
Ñòîðiíêà êóðñó

Ïëàí êóðñó
(à) Âñòóï. Ãîìåîìîðôiçìè îäíîâèìiðíèõ ìíîãîâèäiâ. Êîìïàêòíi ïîâåðõíi, ¨õ íàêðèâàþ÷i ïðîñòîðè.

Ãîìîòîïi÷íi òà ãîìîëîãi÷íi âëàñòèâîñòi.
(á) Òåîðåìà Æîðäàíà ïðî êðèâó. Òåîðåìà Æîðäàíà-Øîíôëiñà ïðî äèñê. Âàðiàíòè ¨õ äîâåäåíü.

Çàñòîñóâàííÿ.
(â) Òåîðåìà Áåðà ïðî ãîìîòîïíi êðèâi íà ïîâåðõíÿõ. �¨ íàñëiäêè.
(ã) Ãîëîâíi ðîçøàðóâàííÿ. Ïðîñòîðè âêëàäåíü. Òåîðåìà Ñåðôà-Ïàëåñà-Ëiìè ïðî äiþ äèôåîìîðôi-

çìiâ íà ïðîñòîðàõ âêëàäåíü.
(ä) Êîíôiãóðàöiéíi ïðîñòîðè. Îïèñ òàêèõ ïðîñòîðiâ äëÿ ïðÿìî¨, âiäðiçêà, êîëà, êîìïàêòíèõ ïîâåð-

õîíü. Îá÷èñëåííÿ ¨õ ãîìîòîïi÷íîãî òèïó. Ãðóïè êiñ.
(å) Òðþê Àëåêñàíäåðà. Éîãî íàñëiäêè. Çâ'ÿçîê ãðóïè ãîìåîòîïié äèñêà ç ôiêñîâàíèìè òî÷êàìè i

ãðóïè êiñ.
(æ) Ãîìîòîïi÷íi òèïè êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi ãðóï ãîìåîìîðôiçìiâ ïîâåðõîíü.
(è) Ãðóïè ãîìåîòîïié. Ñêðó÷óâàííÿ Äåíà. Òâiðíi öèõ ãðóï. �õ îïèñ äëÿ äåÿêèõ ïîâåðõîíü.
(ê) Ôóíêöi¨ Ìîðñà. Ãðàôè Ðiáà. Êëiòêîâå ðîçáèòòÿ àññîöiéîâàíå ç âåêòîðíèì ïîëåì ãðàäi¹íòà ôóí-

êöi¨ Ìîðñà.

Ëåêöiÿ 1. Ãîìîòîïi÷íi òèïè ãðóï ãîìåîìîðôiçìiâ âiäðiçêà òà êîëà

8 âåðåñíÿ 2025

Ãîìåîìîðôiçìè âiäðiçêà. Íåõàé I = [0; 1] � âiäðiçîê.

Çàäà÷à 1.1. Íåõàé f : I → I � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ. Ïîêàçàòè, ùî íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi
(à) f � ãîìåîìîðôiçì;
(á) f ¹ ñòðîãî ìîíîòîííèì i ñþð'¹êòèâíèì;
(â) f ¹ ñòðîãî ìîíîòîííèì, ïðè÷îìó f(0) = 0 i f(1) = 1 àáî f(0) = 1 i f(1) = 0.

Çàäà÷à 1.2. Íåõàé a < b i c < d äîâiëüíi ÷èñëà.
(à) Ïîáóäóâàòè ÿêi-íåáóäü ãîìåîìîðôiçìè ϕ, ψ : [a; b] → [c; d] òàêi, ùî

ϕ(a) = c, ϕ(b) = d, ψ(a) = d, ψ(b) = c.

(á) Íåõàé ϕ : [a; b] → [c; d] � äîâiëüíèé ãîìåîìîðôiçì. Ïåðåâiðèòè, ùî âiäîáðàæåííÿ

Φ: H([a; b]) → H([c; d]), Φ(h) = ϕ ◦ h ◦ ϕ−1,

¹ içîìîðôiçìîì ãðóï.

Çàäà÷à 1.3. Äëÿ äîâiëüíèõ a < b i c < d ïîáóäóâàòè içîìîðôiçì ãðóï H([a; b]) → H([c; d]).

Çàäà÷à 1.4. Íåõàé q ∈ H(I) � ãîìåîìîðôiçì, âèçíà÷åíèé çà ôîðìóëîþ q(x) = 1− x.
(à) Ïîêàçàòè, ùî q ◦ q = idI . Çîêðåìà, ⟨q⟩ ïîðîäæó¹ â H(I) öèêëi÷íó ïiäãðóïó A ïîðÿäêà 2.
(á) Ïîáóäóâàòè ÿêó-íåáóäü ðåòðàêöiþ r : H(I) → A.
(â) Äîâåñòè, ùî A ¹ íàâiòü ñèëüíèì äåôîðìàöiéíèì ðåòðàêòîì H(I).

Çîêðåìà, H(I) ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi. Âîíè ¹ ñòÿãóâàíèìè i âiäïîâiäàþòü
ñòðîãî çðîñòàþ÷èì òà ñòðîãî ñïàäàþ÷èì ãîìåîìîðôiçìàì I, âiäïîâiäíî.

Çàãàëüíå òâåðäæåííÿ ïðî ðîçêëàä ãðóïè â òîïîëîãi÷íèé äîáóòîê ïiäïðîñòîðiâ (íå

îáîâ'ÿçêîâî ïiäãðóï!)

Íàãàäà¹ìî, ùî ñòðóêòóðà ãðóïè íà ìíîæèíi H � öå ïàðà âiäîáðàæåíü

µ : H ×H → H (ìíîæåííÿ), ν : H → H (âçÿòòÿ îáåðíåíîãî),

òà åëåìåíò e ∈ H (ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ îäèíèöåþ) òàêi, ùî
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(à) µ(e, x) = µ(x, e) = x äëÿ âñiõ x ∈ H; (âëàñòèâiñòü îäíèöi)
(á) µ(µ(x, y), z) = µ(x, µ(y, z)) äëÿ âñiõ x, y, z ∈ H; (àñîöiàòèâíiñòü)
(â) µ(x, ν(x)) = e äëÿ âñiõ x ∈ H; (iñíóâàííÿ îáåðíåíîãî).
Íåõàé (H,µ, ν, e) � ãðóïà i τ � äåÿêà òîïîëîãiÿ íà H. Òîäi (H,µ, ν, e, τ) óòâîðþþòü ñòðóêòóðó

òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè íà H, ÿêùî µ i ν íåïåðåðâíi â òîïîëîãi¨ τ .

Çàäà÷à 1.5. Íåõàé H � òîïîëîãi÷íà ãðóïà i K ⊂ H � ïiäãðóïà i A ⊂ H � ïiäìíîæèíà, ÿêà ïåðåòèíà¹
êîæåí ëiâèé ñóìiæíèé êëàñ H/K â ¹äèíié òî÷öi. Ïðèïóñòèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ, r : H → A, ÿêå
ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó x òî÷êó ïåðåòèíó xK ∩ A ¹ íåïåðåðâíèì. Ïîêàçàòè, ùî òîäi r ¹
ðåòðàêöi¹þ, à âiäîáðàæåííÿ

ξ : K ×A→ H, ξ(k, a) = ak,

¹ ãîìåîìîðôiçìîì, îáåðíåíèé η = ξ−1 : H → K ×A äî ÿêîãî çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

η(h) =
(
r(h)−1h, r(h)

)
.

Çàäà÷à 1.6. Íåõàé K � ñòÿãóâàíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i k ∈ K � äîâiëüíà òî÷êà. Ïîêàçàòè, ùî
äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó A, ïiäìíîæèíà A×k ¹ äåôîðìàöiéíèì ðåòðàêòîì äëÿ A×K.

Ãîìåîìîðôiçìè êîëà. Íåõàé S1 = {|z| = 1} ⊂ C � îäèíè÷íå êîëî íà êîìïëåêíié ïëîùèíi.

Çàäà÷à 1.7. Ïîêàçàòè, ùî S1 ¹ ãðóïîþ âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

Çàäà÷à 1.8. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç C(S1, S1) � ìíîæèíó âñiõ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü S1 → S1. Ïîêàçà-
òè, ùî C(S1, S1) ¹ ãðóïîþ âiäíîñíî îïåðàöi¨ · ïîòî÷êîâîãî ìíîæåííÿ. Òîáòî, ÿêùî f, g ∈ C(S1, S1),
òî ìà¹ìî êîðåêòíî âèçíà÷åíå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ (f · g) : S1 → S1, (f · g)(z) = f(z)g(z).

Çàäà÷à 1.9. Ïîêàçàòè, ùî C(S1, S1) ¹ òàêîæ ¹ ìîíî¨äîì âiäíîñíî îïåðàöi¨ ◦ êîìïîçèöi¨ âiäîáðàæåíü

(òîáòî öÿ îïåðàöiÿ àñîöiàòèâíà i ìà¹ îäèíèöþ, àëå íå âñi åëåìåíòè ìàþòü îáåðíåíi). Òîáòî, ÿêùî
f, g ∈ C(S1, S1), òî ìà¹ìî êîðåêòíî âèçíà÷åíå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f ◦ g : S1 → S1, f ◦ g(z) =
f
(
g(z)

)
.

Çàäà÷à 1.10. Äîâåñòè, ùî ◦ ¹ ïðàâî äèñòðèáóòèâíîþ âiäíîñíî ·, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ f, g, h ∈
C(S1, S1)

(f · g) ◦ h = (f ◦ h) · (g ◦ h).

Ïîêàçàòè, ùî ëiâà äèñòðèáóòèâíiñòü â çàãàëüíîìó âèïàäêó íå âèêîíó¹òüñÿ, òîáòî íàâåñòè ïðèêëàä
òðiéêè f, g, h ∈ C(S1, S1) òàêî¨, ùî

h ◦ (f · g) ̸= (h ◦ f) · (h ◦ f).

Òàêèì ÷èíîì C(S1, S1) ìà¹ äâi îïåðàöi¨ · i ◦, ïîâ'ÿçàíi òiëüêè ïðàâèì çàêîíîì äèñòðèáóòèâíîñòi.
Òàêi ñòðóêòóðè íàçèâàþòü ïðàâèìè ìàéæå-êiëüöÿìè.

Íàäàëi ââàæàòèìåìî, ùî C(S1, S1) íàäiëåíî ðiâíîìiðíîþ òîïîëîãi¹þ.

Çàäà÷à 1.11. Ðîçãëÿíåìî óíiâåðñàëüíå íàêðèâàþ÷å âiäîáðàæåííÿ p : R → S1, p(t) = e2πi. Ïîêàçàòè,
ùî äëÿ êîæíîãî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ f : S1 → S1 i iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f̂ : R → R, ÿêà
ðîáèòü êîìóòàòèâíîþ òàêó äiàãðàìó:

R f̂ //

p

��

R
p

��
S1 f // S1

Iíøèìè ñëîâàìè, p ◦ f̂ = f ◦ p, òîáòî f(e2πit) = e2πif̂(t) äëÿ âñiõ t ∈ R.
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Âiäîáðàæåííÿ f̂ íàçèâà¹òüñÿ ïiäíÿòòÿì f (i âîíî íå ¹äèíå, ÿê âèïëèâà¹ ç íàñòóïíèõ ïóíêòiâ).

Çàäà÷à 1.12. Îïèñàòè âñi ïiäíÿòòÿ òàêèõ âiäîáðàæåíü
(à) q(z) = 1, ïîñòiéíå âiäîáðàæåííÿ â òî÷êó 1 ∈ S1;
(á) q(z) = −i, ïîñòiéíå âiäîáðàæåííÿ â òî÷êó −i ∈ S1;
(â) q(z) = z, òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ;
(ã) q(z) = e2πi/3z, ïîâîðîò íà êóò 2π/3;
(ä) q(z) = iz, ïîâîðîò (íà ÿêèé êóò?);
(å) q(z) = z̄ = z−1, êîìïëåêñíå ñïðÿæåííÿ, ÿêå íà êîëi òîòîæíå iç âçÿòòÿì îáåðíåíîãî êîìïëåêñíîãî

÷èñëà;
(æ) q(z) = z2, ïiäíåñåííÿ äî êâàäðàòó;
(è) q(z) = zn, ïiäíåñåííÿ äî n-ãî ñòåïåíÿ, n ≥ 0
(ê) q(z) = zn, ïiäíåñåííÿ äî n-ãî ñòåïåíÿ, n < 0.

Çàäà÷à 1.13. Äîâåñòè, ùî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ g : R → R ¹ ïiäíÿòòÿì äåÿêîãî âiäîáðàæåííÿ f : S1 →
S1 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ òàêå k ∈ N, ùî g(t+ 1) = g(t) + k.

Òîäi ÷èñëî k íàçèâà¹òüñÿ ñòåïåíåì âiäîáðàæåííÿ f i ïîçíà÷à¹òüñÿ deg(f).

Çàäà÷à 1.14. Ïîêàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ qn : S1 → S1, qn(z) = zn ìà¹ ñòåïiíü n.

Çàäà÷à 1.15. Îá÷èñëèòè ñòåïåíi âiäîáðàæåíü iç çàäà÷i 1.12.

Çàäà÷à 1.16. (*) Íåõàé f, g ∈ C(S1, S1), f · g � ¨õ ïîòî÷êîâå ìíîæåííÿ, à f ◦ g � ¨õ êîìïîçèöiÿ.
Ïîêàçàòè, ùî

deg(f · g) = deg(f) + deg(g), deg(f ◦ g) = deg(f) deg(g).

Âèâåñòè çâiäñè, ùî deg : C(S1, S1) → Z, f 7→ deg(f), ¹ ãîìîìîðôiçìîì ìàéæå êiëåöü ç îäèíèöåþ
(êiëüöå Z ¹ ìàéæå êiëüöåì âiäíîñíî îïåðàöié + òà ·), äèâ. çàäà÷ó 1.10.

Äëÿ n ∈ Z ïîçíà÷èìî ÷åðåç Cn(S
1, S1) ïiäìíîæèíó â C(S1, S1), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âiäîáðàæåíü

ñòåïåíÿ n. Òîäi ìè ìà¹ìî äèç'þíêòíå îá'¹äíàííÿ

C(S1, S1) =
⊔
n∈Z

Cn(S
1, S1).

Çàäà÷à 1.17. (*) Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî f ∈ Cn(S
1, S1), òî f ìà¹ ùîíàéìåíøå |n− 1| íåðóõîìó òî÷êó.

Çàäà÷à 1.18. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî f ∈ H(S1) � ãîìåîìîðôiçì, òî deg(f) = ±1, òîáòî

H(S1) ⊂ C1(S
1, S1)

⊔
C−1(S

1, S1).

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

H+(S1) := H(S1) ∩ C1(S
1, S1), H−(S1) := H(S1) ∩ C−1(S

1, S1).

Êàçàòèìåìî, ùî ãîìåîìîðôiçìè ç H+(S1) çáåðiãàþòü îði¹íòàöiþ, à ãîìåîìîðôiçìè ç H−(S1) � çìi-
íþþòü àáî îáåðòàþòü îði¹íòàöiþ êîëà.

Çàäà÷à 1.19. Äîâåñòè, ùî H+(S1) ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ â H(S1) iíäåêñó 2, i H−(S1) � öå äðóãèé
ñóìiæíèé êëàñ H(S1)/H−(S1).

Çàäà÷à 1.20. (*) Äîâåñòè, ùî êîæåí f ∈ H−(S1) ìà¹ ðiâíî äâi íåðóõîìi òî÷êè.
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Äëÿ òî÷êè w ∈ S1 ïîçíà÷èìî ÷åðåç C(S1, S1;w) ïiäìíîæèíó â C(S1, S1) ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âiä-
îáðàæåíü f , äëÿ ÿêèõ w ¹ íåðóõîìîþ, òîáòî f(w) = w. Íåõàé òàêîæ

Cn(S
1, S1;w) := C(S1, S1;w) ∩ Cn(S

1, S1)

âiäïîâiäíà ïiäìíîæèíà âiäîáðàæåíü ñòåïåíÿ n.
Íàäàëi ðîçãëÿäàòèìåìî âèïàäîê, êîëè w = 1 ∈ S1.

Çàäà÷à 1.21. Íåõàé f ∈ C(S1, S1; 1).
(à) Ïîêàæiòü, ùî iñíó¹ ¹äèíå ïiäíÿòòÿ f̂ òàêå, ùî f̂(0) = 0.
(á) Ïðèïóñòèìî, ùî f ∈ Cn(S

1, S1), òîáòî f̂(t + 1) = f̂(t) + n äëÿ âñiõ t ∈ R. Ïîêàæiòü, ùî òîäi
f̂(kn) = kn äëÿ âñiõ k ∈ Z.

(â) Ðîçãëÿíåìî òàêèé ëiíiéíèé içîìîðôiçì q̂n : R → R, q̂n(t) = nt. Ïîêàçàòè, ùî qn ¹ ïiäíÿòòÿì
âiäîáðàæåííÿ qn(z) = zn.

(ã) Âèçíà÷èìî ãîìîòîïiþ F : R× [0; 1] → R ìiæ f̂ i q̂n çà ôîðìóëîþ

F (t, s) = (1− s)f̂(t) + sg(t).

Äîâåñòè, ùî êîæíå Fs : R → R ¹ ãîìåîìîðôiçìîì R, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíiñòü:

Fs(t+ 1) = Fs(t) + n, Fs(0) = 0.

(ä) Âèâåñòè ç çàäà÷i 1.13, ùî êîæåí Fs ¹ ïiäíÿòòÿì äåÿêîãî fs ∈ Cn(S
1, S1; 1). Áiëüø òîãî, âiäîáðà-

æåííÿ H : S1 × [0; 1] → S1, H(z, s) = fs(z), ¹ íåïåðåâíèì, ïðè÷îìó H0 = f , H1 = qn, i êîæíå
Hs ∈ Cn(S

1, S1; 1). Iíøèìè ñëîâàìè H � öå ãîìîòîïiÿ ìiæ f òà qn â Cn(S
1, S1; 1).

Çàäà÷à 1.22. (Åêâiâàëåíòíà ïîïåðåäíié) Äëÿ n ∈ Z, íåõàé Cn(I,R) � ìíîæèíà íåïåðåðâíèõ ôóíêöié
g : I = [0; 1] → R, òàêèõ, ùî g(0) = 0 i g(1) = n.
(à) Ïîêàçàòè, ùî Cn(I,R) îïóêëà, à òîìó ñòÿãóâàíà.
(á) Ïîêàæiòü, ùî äëÿ êîæíîãî g ∈ Cn(I,R) êîðåêòíî âèçíà÷åíå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ

ψ(g) : S1 → S1, ψ(g)(e2πit) = e2πig(t),

i âîíî ìà¹ ñòåïiíü n.
(â) Äîâåäiòü, ùî âiäïîâiäíiñòü g 7→ ψ(g) ¹ ãîìåîìîðôiçìîì

ψ : Cn(I,R) → Cn(S
1, S1; 1).

Çàäà÷à 1.23. Âèâåäiòü ç çàäà÷i 1.21 àáî çàäà÷i 1.22, ùî Cn(S
1, S1; 1) ¹ ñòÿãóâàíèì.

Çàäà÷à 1.24. Ðîçãëÿíåìî ïiäìíîæèíó Q = {qn : S1 → S1 | qn(z) = zn} â C(S1, S1; 1).
(à) Ïîêàæiòü, ùî Q ¹ ïiäãðóïîþ âiäíîñíî îïåðàöi¨ ïîòî÷êîâîãî ìíîæåííÿ i âîíà içîìîðôíà ãðóïi

öiëèõ ÷èñåë Z.
(á) Äîâåäiòü, ùî Q ¹ ñèëüíèì äåôîðìàöiéíèì ðåòðàêòîì C(S1, S1; 1) (ñêîðèñòàéòåñü çàäà÷åþ 1.23)

Çàäà÷à 1.25. Ïîêàæiòü, ùî âiäîáðàæåííÿ

η : C(S1, S1) → C(S1, S1; 1)× S1, η(f) =
(
f(z)/f(1), f(1)

)
¹ ãîìåîìîðôiçìîì. Çíàéäiòü îáåðíåíèé äî íüîãî.

Çàäà÷à 1.26. Äëÿ w ∈ S1 ïîçíà÷èìî ÷åðåç rw : S1 → S1, rw(z) = wz ¾ïîâîðîò íà w¿. Âèçíà÷èìî
òàêå âiäîáðàæåííÿ:

γ : Z× S1 ⊂ C(S1, S1), γ(n,w) = (qn, rw),

i íåõàé A � éîãî îáðàç.
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(à) Ïîêàæiòü, ùî γ � ¹ òîïîëîãi÷íèì âêëàäåííÿì.
(á) Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ r : C(S1, S1) → A, r(f) =

(
qdeg(f), f(1)

)
. Ïîêàæiòü, ùî r � öå ðåòðà-

êöiÿ.
(â) Äîâåäiòü, ùî r ¹ ñèëüíîþ äåôîðìàöiéíîþ ðåòðàêöi¹þ (òîáòî iñíó¹ äåôîðìàöiÿ C(S1, S1) íà A

íåðóõîìà íà A).

Îðòîãîíàëüíà ãðóïà O(2). Îðòîãîíàëüíîþ ãðóïîþ O(2) íàçèâàþòü ãðóïó 2 × 2 ìàòðèöü A ç
äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü òîòîæíiñòü AAT = E, äå E = ( 1 0

0 1 ) � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ.
Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ Q : R2 → R, Q(x, y) = x2 + y2. Òîäi ¨¨ êâàäðàòíèé êîðiíü

∥v∥ :=
√
Q(x, y) =

√
x2 + y2, v = (x, y) ∈ R2

íàçèâàþòü ¹âêëiäîâîþ íîðìîþ.

Çàäà÷à 1.27. Äîâåñòè, ùî det(A) = ±1 äëÿ êîæíî¨ ìàòðèöi A ∈ O(2).

Çàäà÷à 1.28. Ïîêàçàòè, ùî êîæíà ìàòðèöÿ A ∈ O(2) ìà¹ âèãëÿä

� A =
(

cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
äëÿ äåÿêîãî ϕ ∈ [0; 2π), ÿêùî det(A) = +1. Â öüîìó âèïàäêó A iíäóêó¹

ïîâîðîò R2 íà êóò ϕ.

� A =
(

cosϕ sinϕ
sinϕ − cosϕ

)
äëÿ äåÿêîãî ϕ ∈ [0; 2π), ÿêùî det(A) = −1. Â öüîìó âèïàäêó A ¹ äçåðêàëüíîþ

ñèìåòði¹þ âiäíîñíî ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò ïiä êóòîì ϕ/2 äî äîäàòíüîãî
íàïðÿìó âiñi ox.

Çàäà÷à 1.29. Ïîêàçàòè, ùî ïiäìíîæèíà SO(2) = {A ∈ O(2) | det(A) = 1} ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ
iíäåêñà 2 â O(2).

Âîíà íàçèâà¹òüñÿ ñïåöiàëüíîþ îðòîãîíàëüíîþ ãðóïîþ.

Çàäà÷à 1.30. Ïîêàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ ρ : SO(2) → S1, ρ(A) = A(1, 0) = A(1+0i), ¹ ãîìîðôiçìîì
ãðóï. Çîêðåìà SO(2) ¹ êîìóüòàòèâíîþ ãðóïîþ.

Çàäà÷à 1.31. Ïîêààòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ìàòðèöü A ∈ SO(2) i B ∈ O(2)\SO(2) ìà¹ ìiñöå òîòîæíiñòü

B2 = E, BAB = BAB−1 = A−1 = At.

Çàäà÷à 1.32. Ïîêàçàòè, ùî O(2) òîòîæíà ç ìíîæèíîþ ìàòèðèöü, ÿêi çáåðiãàþòü íîðìó, òîáòî çà-
äîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ ∥Av∥ = ∥v∥ äëÿ âñiõ v ∈ R2.

Çàäà÷à 1.33. Äîâåñòè, ùî ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ A : R2 → R2 íàëåæèòü äî O(2) òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè âîíî íåâèðîäæåíå i çàëèøà¹ iíâàðiàíòíèì îäèíè÷íå êîëî. Â öié ñèòóàöi¨, îáìåæåííÿ A|S1 : S1 →
S1 ¹ ãîìåîìîðôiçìîì.

Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìó¹ìî âiäîáðàæåííÿ:

η : O(2) → H(S1), η(A) = A|S1 .

Çàäà÷à 1.34. Äîâåñòè, ùî η ¹ ií'¹êòèâíèì ãîìîìîðôiçìîì ãðóï, ïðè÷îìó

η(SO(2)) ⊂ H+(S1), η(O(2) \ SO(2)) ⊂ H−(S1).

Çàäà÷à 1.35. Íåõàé A =
(

cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
∈ SO(2) � ìàòðèöÿ ïîâîðîòó íà äåÿêèé êóò ϕ ∈ [0; 2π).

Ïîêàæiòü, ùî η(A)(z) = eiϕz.

Çàäà÷à 1.36. Íåõàé A =
(

cosϕ sinϕ
sinϕ − cosϕ

)
∈ O(2) \SO(2) � ìàòðèöÿ äçåðêàëüíî¨ ñèìåòði¨ âiäíîñíî ïðÿ-

ìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò ïiä êóòîì ϕ/2 äî äîäàòíüîãî íàïðÿìó âiñi ox. Ïîêàæiòü,
ùî òîäi η(A)(z) = eiϕ/2e−iϕ/2z = eiϕz̄.
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Çàäà÷à 1.37. Íåõàé H+(S1; 1) � ïiäãðóïà â H+(S1), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ãîìåìîðôiçìiâ, ÿêi ëèøàþòü
íåðóõîìîþ òî÷êó 1 (i çáåðiãàþòü îði¹íòàöiþ).
(à) Ïîêàæiòü, ùî O(2) (ÿêó ìè îòîòîæíèìî ç η(O(2)) â H(S1)) ïåðåòèíà¹ êîæåí ñóìiæíèé êëàñ

H(S1)/H+(S1; 1) ïî îäíié òî÷öi.
(á) Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ r : H(S1) → O(2),

r(h)(z) =

{
h(1)z, ÿêùî h ∈ H+(S1),

h(1)z̄, ÿêùî h ∈ H−(S1).

Äîâåäiòü, ùî r � ðåòðàêöiÿ.
(â) Êîðèñòóþ÷èñü çàäà÷åþ 1.5 ïîáóäóéòå ãîìåîìðôiçì H(S1) ∼= H+(S1; 1)×O(2).
(ã) Ïîêàæiòü, ùî äëÿ êîæíîãî ãîìåîìîðôiçìà g : [0; 1] → [0; 1] êîðåêòíî âèçíà÷åíèé ãîìåîìîðôiçì

ψ(g) : S1 → S1, ψ(g)(e2πit) = e2πig(t).

Äîâåäiòü, ùî âiäïîâiäíiñòü g 7→ ψ(g) ¹ ãîìåîìîðôiçìîì

ψ : H([0; 1]) → H(S1).

(ä) Âèâäåiòü ç ïîïåðåäíiõ äâîõ ïóíêòiâ, ùî O(2) ¹ ñèëüíèì äåôîðìàöiéíèì ðåòðàêòîì H(S1).
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