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Ëåêöiÿ 1. Òîïîëîãi÷íi ãðóïè
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Ñêðiçü íèæ÷å (G, τ, µ, ν) � òîïîëîãi÷íà ãðóïà, äå τ � öå òîïîëîãiÿ íà G, µ : G×G → G, µ(a, b) = ab
� îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ, à ν : G → G, ν(a) = a−1 � îïåðàöiÿ âçÿòÿ îáåðíåíîãî åëåìåíòà.

Äëÿ ïiäìíîæèí A,B ⊂ G âèêîðèñòîâóâàòèìåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

AB = µ(A×B) = {ab | a ∈ A, b ∈ B}, A−1 = ν(A) = {a−1 | a ∈ A}, A2 = AA

Çàäà÷à 1.1. Íåõàé U,A ⊂ G � äâi ïiäìíîæèíè, ïðè÷îìó U � âiäêðèòà. Ïîêàæiòü, ùî òîäi íàñòóïíi

ìíîæèíè òàêîæ ¹ âiäêðèòèìè:

U−1, UA, AU.

×è çìîæåòå Âè íàâåñòè ïðèêëàä òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè G i òàêèõ äâîõ çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí A,B ⊂
G, ùî AB íå ¹ çàìêíåíîþ?

Çàäà÷à 1.2. Íåõàé V ⊂ U ⊂ G � äîâiëüíi ïiäìíîæèíè, i We � îêië e òàêèé, ùî àáî VW−1
e ⊂ U àáî

W−1
e V ⊂ U . Òîäi V ⊂ Int(U).

Çàäà÷à 1.3. Äîâåñòè, ùî íàñòóïíi ïiäìíîæèíè ¹ íîðìàëüíèìè ïiäãðóïàìè â G:
(à) çàìèêàííÿ îäèíèöi e;
(á) êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi Ge îäèíèöi e â G, ïðè÷îìó âîíà ¹ çàìêíåíîþ ïiäãðóïîþ;

(â) êîìïîíåíòà ëiíiéíî¨ çâ'ÿçíîñòi îäèíèöi e

Çàäà÷à 1.4. Ðiâíîìiðíiñòü.

1. Äëÿ êîæíîãî ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà q ∈ Q âèáðàòè òàêèé âiäêðèòèé iíòåðâàë Uq = (aq, bq) òàêèé,
ùî q ∈ Uq, àëå ∪q∈QUq ̸= R, òîáòî ¨õ îá'¹äíàííÿ íå ïîêðèâà¹ âñþ ÷èñëîâó ïðÿìó (íåçâàæàþ÷è íà òå,

ùî Q ¹ âñþäè ùiëüíîþ.)

2. Íåõàé A ⊂ G � âñþäè ùiëüíà ïiäìíîæèíà (òîáòî A = G) i U � äîâiëüíèé îêië îäèíèöi.

Ïîêàæiòü, ùî AU = UA = G.
3. Íåõàé (X, ρ) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X i ε > 0 ïîçíà÷èìî ÷åðåç

Bε(x) = {y ∈ X | ρ(x, y) < ε}

� âiäêðèòèé øàð ðàäióñó ε ç öåíòðîì â òî÷öi x. Ïîêàæiòü, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ âñþäè ùiëüíî¨ ïiäìíî-

æèíè A ⊂ X i äîâiëüíîãî ε > 0, ìà¹ìî, ùî

∪
x∈A

Bε(x) = X.
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Çàäà÷à 1.5. Íåõàé (G0, τ0, µ0, ν0) i (G1, τ1, µ1, ν1) � äâi òîïîëîãi÷íi ãðóïè. Äîâåäiòü, ùî ïðÿìèé

äîáóòîê öèõ ãðóï G0 × G1 ç òîïîëîãi¹þ ïðÿìîãî äîáóòêó ¹ òîïîëîãi÷íîþ ãðóïîþ. Iíøèìè ñëîâàìè,

íåõàé G = G0 ×G1, τ = τ0 × τ1,

µ : G×G → G, µ
(
(a, b), (a′, b′)

)
=

(
µ0(a, a

′), µ1(b, b
′)
)
= (aa′, bb′),

ν : G → G, ν
(
a, b

)
=

(
ν0(a), ν1(b)

)
= (a−1, b−1).

Ïîòðiáíî ïåðåâiðèòè, ùî µ i ν íåïåðåðâíi, ÿêùî G íàäiëåíà òîïîëîãi¹þ τ , à G×G � òîïîëîãi¹þ τ ×τ .

Ëåêöiÿ 2. Òîïîëîãi÷íi ãðóïè. Ïðîäîâæåííÿ

12 ëþòîãî 2026

Çàäà÷à 2.1. Íåõàé A � ïiäãðóïà òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè G. Äîâåäiòü, ùî ¨¨ çàìèêàííÿ A òàêîæ ¹ ïiä-

ãðóïîþ. Áiëüø òîãî, ÿêùî A � íîðìàëüíà, òî A òàêîæ ¹ íîðìàëüíîþ.

Çàäà÷à 2.2. Íåõàé A � íîðìàëüíà ïiäãðóïà òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè (G, τ, µ, ν), i p : G → G/A � ôàêòîð-

âiäîáðàæåííÿ. Ââåäåìî íà G/A ôàêòîðíó òîïîëîãiþ τ̄ âiäíîñíî p, òîáòî ïiäìíîæèíà Q ⊂ G/A �

âiäêðèòà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¨¨ ïðîîáðàç p−1(Q) ¹ âiäêðèòèì â G. Íåõàé òàêîæ

µ̄ : G/A×G/A → G/A, ν̄ : G/A → G/A,

âiäïîâiäíi âiäîáðàæåííÿ ìíîæèííÿ i âçÿòòÿ îáåðíåíîãî â G/A. Ïîêàæiòü, ùî µ̄ i ν̄ íåïåðåðâíi âiäíî-

ñíî òîïîëîãi¨ τ̄ . Iíøèìè ñëîâàìè, ùî (G/A, τ̄ , µ̄, ν̄) ¹ òîïîëîãi÷íîþ ãðóïîþ.

Çàäà÷à 2.3. Íåõàé A ⊂ G � âiäêðèòà ïiäãðóïà. Ïîêàæiòü, ùî A ¹ òàêîæ çàìêíåíîþ.

Çàäà÷à 2.4. Íåõàé Z(G) = {g ∈ G | xg = gx ∀x ∈ G} � öåíòð ãðóïè G, òîáòî ïiäãðóïà òàêèõ

åëåìåíòiâ g ∈ G, ÿêi êîìóòóþòü ç óñiìà åëåìåíòàìè ç G. Ïîêàæiòü, ùî ÿêùî G � ìà¹ âëàñòèâiñòü T2,

òî Z(G) ¹ çàìêíåíîþ ïiäãðóïîþ.

Çàäà÷à 2.5. Íåõàé (R,+) � ãðóïà äiéñíèõ ÷èñåë âiäíîñíî äîäàâàííÿ, S1 = {|z| = 1 : z ∈ C} �

îäèíè÷íå êîëî � ãðóïà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ç ìîäóëåì 1 âiäíîñíî ìíîæåííÿ. Îïèøiòü âñi íåïåðåðåâíi

ãîìîìîðôiçìè

R → R, S1 → R, R → S1, S1 → S1.
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