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We study conditional symmetry of a system of nonlinear reaction-diffusion equations. It has been found
that there exist operator symmetry conditions for nonlinear reaction-diffusion equations with an arbitrary
number of independent variables. These operators are explicitly found. Exact solutions are constructed for
nonlinear reaction-diffusion equations with exponential nonlinearity.

Исследована условная симметрия системы нелинейных уравнений реакции-диффузии. Установ-
лено, что для систем нелинейных уравнений реакции-диффузии с произвольным количеством
независимых переменных существуют операторы условной симметрии, причем эти операто-
ры найдены в явном виде. Построены точные решения нелинейных уравнений реакции-диффу-
зии с экспоненциальной нелинейностью.

1. Вступ. У данiй роботi дослiджується умовна симетрiя системи нелiнiйних рiвнянь реак-
цiї-дифузiї

∂u

∂t
−A ∂2u

∂x2
= f(u), (1)

де u — стовпець (u1, u2, . . . , un) , f — стовпець
(
f1, f2, . . . , fn

)
, кожна з компонент векто-

ра u є функцiєю змiнних t, x1, . . . , xm, f — вектор-функцiя u, A— невироджена квадратна
матриця порядку n,

∂2u

∂x2
=

m∑
i=1

∂2u

∂x2i
.

Такi системи знаходять широке застосування в теорiї тепломасопереносу, а також в ма-
тематичнiй бiологiї та хiмiї. Важливими частинними випадками системи (1) для n = 2
є комплексне рiвняння Ландау – Гiнзбурга i нелiнiйне рiвняння Шрьодiнгера в m-вимiр-
ному просторi, якi використовуються у нелiнiйнiй оптицi, а також нелiнiйнiй квантовiй
механiцi.

Класична симетрiя системи (1) дослiджувалась в [1 – 6]. У роботi В. I. Фущича i М. I. Сє-
рова [7] було започатковано вивчення умовної симетрiї рiвняння

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= f(u), (2)

яке є частинним випадком рiвняння (1) i вiдповiдає значенням n = m = 1. Вичерпний
аналiз умовних симетрiй рiвняння (2) був виконаний П. Кларксоном i Е. Мансфелд [8].
Умовна симетрiя багатовимiрного скалярного рiвняння (1) дослiджувалась у [9]. Ефек-
тивний пiдхiд до вивчення класичної i умовної симетрiй рiвняння (1) з довiльними n i m
був запропонований А. Г. Нiкiтiним i Р. Вiльтшире [4, 5].
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У данiй роботi результати дослiджень, викладенi у [8, 9], узагальнюються на рiвняння
(1) з довiльними n i m.

2. Умовна симетрiя рiвняння (1). Для довiльної функцiї f(u) рiвняння (1) є iнварiант-
ним вiдносно групи E(n), генератори якої мають форму

P0 =
∂

∂t
, Pa =

∂

∂xa
, Jab = xa

∂

∂xb
− xb

∂

∂xa
, a 6= b, a, b = 1, 2, . . . ,m. (3)

Беручи до уваги симетрiю рiвняння (1) вiдносно групи обертань O(m), генератори якої
Jab наведено у (3), доцiльно шукати розв’язки рiвняння (1) у виглядi

u = u(t, x), x =
(
x21 + x22 + . . .+ x2m

) 1
2 . (4)

В результатi приходимо до редукованого рiвняння

ut −Auxx −
m− 1

x
Aux = f(u). (5)

Дослiдимо умовну симетрiю рiвняння (5). Головна iдея методу, запропонованого в [4, 5],
полягає в тому, що оператор симетрiї (класичної або некласичної) шукається у виглядi

Q = η
∂

∂t
+ ξ

∂

∂x
− πa ∂

∂ua
,

де πa = πabub − ωa i функцiї πab, η i ξ залежать тiльки вiд t i x. Коефiцiєнти η, ξ, πa

визначаються з умови, що для оператора

L =
∂

∂t
−A ∂2

∂x2
− m− 1

x
A

∂

∂x

комутатор [Q,L] допускає зображення

[Q,L] = ΛL+ ϕ+ θQ, (6)

де Λ, ϕ i θ — квадратнi матрицi порядку n, елементи яких є функцiями t i x.
У пiдсумку отримуємо таку систему рiвнянь:

2A
∂ξ

∂x
= −ΛA− [A, π],

−∂ξ
∂t

+ 2A
∂π

∂x
+ ξ

m− 1

x2
A+

m− 1

x

∂ξ

∂x
A+A

∂2ξ

∂x2
= θξ − m− 1

x
ΛA,

(7)

ϕ+ θπ = A
∂2π

∂x2
+
m− 1

x
A
∂π

∂x
− ∂π

∂t
,

Λ + θ = 0,
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де π =
(
πab
)

— квадратна матриця порядку n.
Якщо Q є оператором умовної симетрiї, то в рiвностi (6) θ 6= 0.
Зiнтегрувавши систему рiвнянь (7) i визначивши вiдповiднi матрицi Λ, π =

(
πab
)
, ϕ,

можна знайти всi нелiнiйностi fk, розв’язавши систему диференцiальних рiвнянь першого
порядку

(
Λkb − πkb

)
f b + ϕkbub + Lωk + θkbωb =

(
−πabub + ωa

) ∂fk

∂ua
. (8)

Теорема 1. Рiвняння (5) для m = 2 i A = aIn (In — одинична матриця порядку n)
умовно iнварiантне вiдносно оператора

Y =
∂

∂t
− 2a

x

∂

∂x
+

1

x2

(
b1

∂

∂u1
+ . . .+ bn

∂

∂un

)
,

bi 6= 0 для i = 1, . . . , n, тодi i тiльки тодi, коли

f i = exp

(
−4a

bi
ui

)
ϕi, i = 1, . . . , n,

де ϕ1, . . . , ϕn — довiльнi функцiї змiнних b1u2 − b2u1, b1u3 − b3u1, . . . , b1un − bnu1.
Доведення. У даному випадку ξ = −2a

x
, π = 0. З першого рiвняння системи (7) знахо-

димо

Λ = −2
∂ξ

∂x
In = −4a

x2
In.

З третього i четвертого рiвнянь системи (7) випливає, що ϕ = 0, θ = −Λ =
4a

x2
In. Врахо-

вуючи, що ωk =
bk
x2

для k = 1, . . . , n i

Lωk + Θkkωk =

(
−a ∂

2

∂x2
− a

x

∂

∂x

)
bk
x2

+
4abk
x4

= 0,

для визначення функцiй f1, . . . , fn отримуємо систему рiвнянь

−4afk = b1
∂fk

∂u1
+ . . .+ bn

∂fk

∂un
, k = 1, . . . , n. (9)

Введемо допомiжну змiнну τ :

∂ui
∂τ

= bi, i = 1, . . . , n. (10)

Тодi з використанням змiнної τ система (9) набирає вигляду

−4afk =
∂fk

∂τ
, k = 1, . . . , n.
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Iнтегруючи її, знаходимо

fk = Ck exp(−4aτ), k = 1, . . . , n,

де C1, . . . , Cn — довiльнi сталi.
Визначимо першi iнтеграли системи (10):

b1ui − biu1 = C̄i, i = 1, . . . , n.

Тому загальний розв’язок системи (9) має вигляд

fk = exp

(
−4a

bk
uk

)
ϕk, k = 1, . . . , n,

де ϕ1, . . . , ϕn — довiльнi функцiї змiнних b1ui − biu1, i = 1, . . . , n.

Теорема 2. Рiвняння (5) для m 6= 2, m 6= 4 i

A =

(
Il 0

0 −m− 4

m
In−l

)
,

умовно iнварiантне вiдносно оператора

Y =
∂

∂t
+
m− 4

x

∂

∂x
− (m− 2)(m− 4)

x2

(
u1

∂

∂u1
+ . . .+ ul

∂

∂ul

)
, 1 ≤ l ≤ n,

тодi i тiльки тодi, коли

f i = u
m−4
m−2

i ϕi, i = 1, . . . , l, f j = u
− 2

m−2

1 ϕj , j = l + 1, . . . , n.

Тут ϕ1, . . . , ϕn — довiльнi функцiї змiнних
u2
u1
, . . . ,

ul
u1
, ul+1, . . . , un.

Теорема 2 доводиться за тiєю ж схемою, що i теорема 1.
3. Анзаци i редукцiя рiвняння (1). За теоремою 1 рiвняння (5) для m = 2, A =

= aIn i

f i = exp

(
−4a

bi
ui

)
ϕi, i = 1, . . . , n,

умовно iнварiантне вiдносно оператора

Y =
∂

∂t
− 2a

x

∂

∂x
+

1

x2

(
b1

∂

∂u1
+ . . .+ bn

∂

∂un

)
.

Анзац, який вiдповiдає оператору Y, має вигляд

ui = ωi(z)−
bi
4a

lnx2, z = x2 + 4t, i = 1, . . . , n, (11)
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i редукує рiвняння (5) до системи звичайних диференцiальних рiвнянь

4aω′′i + exp

(
−4a

bi
ωi

)
ϕi = 0, i = 1, . . . , n, (12)

деϕ1, . . . , ϕn — довiльнi функцiї змiнних b1ω2−b2ω1, b1ω3−b3ω1, . . . , b1ωn−bnω1.Для деяких
функцiй ϕi ця система може бути зiнтегрована у квадратурах. Визначивши функцiї ωi i
повернувшись до змiнних x1, . . . , xm за допомогою пiдстановки (4), отримаємо розв’язок
рiвняння (1).

Побудуємо, наприклад, розв’язки рiвняння

∂u

∂t
− ∂2u

∂x21
− ∂2u

∂x22
= − expu, (13)

яке є частинним випадком рiвняння (1) i вiдповiдає значенням n = 1, m = 2. Анзац

u = u(t, x), x =
(
x21 + x22

) 1
2 (14)

редукує рiвняння (13) до одновимiрного рiвняння

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
− 1

x

∂u

∂x
= − expu. (15)

За теоремою 1 рiвняння (15) умовне iнварiантне вiдносно оператора

Y =
∂

∂t
− 2

x

∂

∂x
− 4

x2
∂

∂u
.

Анзац

u = ω(z) + ln z2x, z = x2 + 4t, (16)

який вiдповiдає оператору Y, редукує рiвняння (15) до звичайного диференцiального рiв-
няння

ω′′ =
1

4
expω.

Зiнтегрувавши дане рiвняння, отримаємо такi розв’язки рiвняння (13):

u = ln

{
2C1

(
x21 + x22

)
sec2

[√
C1

2

(
x21 + x22 + 4t+ C2

)]}
, C1 > 0,

u = ln

8C1C2

(
x21 + x22

) exp
(√

C1

(
x21 + x22 + 4t

))
[
1− C2 exp

(√
C1

(
x21 + x22 + 4t

))]2
 , C1 > 0, (17)

u = ln
x21 + x22[√

2

4

(
x21 + x22 + 4t

)
+ C

]2 , C — довiльна стала.
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Беручи до уваги iнварiантнiсть рiвняння (13) вiдносно трансляцiй незалежних змiн-
них x1, x2, t, можна побудувати бiльш загальнi розв’язки, виконавши у вищенаведених
розв’язках (17) замiни x1 → x1 + k1, x2 → x2 + k2, t → t+ k, де k, k1, k2 — довiльнi сталi.

Розглянемо тепер одновимiрне рiвняння реакцiї-дифузiї

ut − uxx = − expu+ 2µ2, µ — стала, µ 6= 0. (18)

Покажемо, що рiвняння (18) має розв’язки, структура яких є такою самою, як i структура
розв’язкiв (17) рiвняння (13). Для їх знаходження використаємо анзац

u = ω(z) + ln z2x, (19)

де z = z(t, x), а ω = ω(z) — довiльний розв’язок рiвняння

ω′′ − expω = 0. (20)

Структура анзацу (19) є такою самою, як i структура анзацу (16). Пiдставивши (19) у (18),
отримаємо рiвняння

(zt − zxx)ω′ = −2zxt
zx

+ 2
zxxx
zx
− 2

z2xx
z2x

+ 2µ2. (21)

Прирiвнявши до нуля обидвi частини рiвняння (21), матимемо редуковану систему

zxt
zx
− zxxx

zx
+
z2xx
z2x
− µ2 = 0, (22)

zt = zxx. (23)

Пiдставимо (23) у (22):

z2xx − µ2z2x = 0. (24)

Рiвняння (24) розпадається на два рiвняння:

zxx − µzx = 0, zxx + µzx = 0.

Загальним розв’язком першого рiвняння є функцiя

z = k1 exp
(
µx+ µ2t

)
+ k2,

а другого рiвняння — функцiя

z = k1 exp
(
−µx+ µ2t

)
+ k2,

де k1, k2 — довiльнi сталi, k1 6= 0.
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Отже, задача знаходження розв’язкiв вигляду (19) рiвняння (18) звелася до побудо-
ви розв’язкiв рiвняння (20). Iнтегруючи рiвняння (20), отримуємо такi розв’язки рiвнян-
ня (18):

u = ln

[(
C1

2

)
sec2

[√
C1

2

(
k1 exp

(
µx+ µ2t

)
+ k2 + C2

)]
µ2k21 exp 2

(
µx+ µ2t

)]
,

u = ln

 2C1C2 exp
(√

C1k1 exp
(
µx+ µ2t

)
+
√
C1k2

)
[
1− C2 exp

(√
C1k1 exp (µx+ µ2t) +

√
C1k2

)]2µ2k21 exp 2
(
µx+ µ2t

) ,
u = ln

µ2k21 exp
(
2
(
µx+ µ2t

))[√
2

2
k1 exp

(
µx+ µ2t

)
+

√
2

2
k2 + C1

]2 .
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