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We have established the sufficient conditions of existence and uniqueness of a analytical solution of the
Caushy problem for one class of nonlinear differential-functional partial equations.

Одержанi достатнi умови iснування i єдиностi аналiтичного розв’язку задачi Кошi для одного
класу нелiнiйних диференцiально-функцiональних рiвнянь з частинними похiдними.

Розглянемо рiвняння вигляду

u¢

t (t, x) =

k

‚

i=1

aiu
¢

t ( fi(t), f̃i(x)) + F(t, x, u(j1(t), j̃1(t)), . . .

. . . , u(jl (t), j̃l (x)), u¢

x(y1(t), ỹ1(x)), . . . , u¢

x(ym(t), ỹm(x))), (1)

де ai , i = 1, k, дiйснi сталi; fi1(t), f̃i1(x), i1 = 1, k, ji2(t), j̃i2(x), i2 = 1, l, yi3(t), ỹi3(x), i3 =

= 1, m, деякi дiйснi функцiї дiйсних змiнних, що є аналiтичними в деякому околi точки
t = 0; функцiя F(t, x, u1, . . . , ul , v1, . . . , vm) є аналiтичною в деякому околi точки (0,0,0, . . . ,0).
Будемо вивчати питання про iснування i єдинiсть розв’язку, який є аналiтичним в околi
точки (0,0) i задовольняє умову

u(0, x) = 0. (2)

При рiзних припущеннях задача (1), (2) розглядалась багатьма математиками. Зокре-
ма, в [1, 2] наведенi достатнi умови iснування аналiтичного в деякому околi точки (0,0)

розв’язку задачi (1), (2) у випадку, коли fi(t) = t, f̃i(x) = x, i = 1, k, ji(t) = t, j̃i(x) = x, i =

= 1, l, yi(t) = t, ỹi(x) = x, i = 1, m. Аналогiчнi результати для деяких класiв
диференцiально-функцiональних рiвнянь вигляду (1) одержанi в [3, 4]. Метою даної робо-
ти є одержання достатнiх умов iснування i єдиностi аналiтичного в деякому околi точки
(0,0) розв’язку задачi (1), (2).
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Теорема. Нехай виконуються умови:
1) функцiї fi1(t), f̃i1(x), i1 = 1, k, ji2(t), j̃i2(x), i2 = 1, l , yi3(t), ỹi3(x), i3 = 1, m,

F(t, x, u1, . . . , ul , v1, . . . , vm) розкладаються в степеневi ряди

fi1(t) =

•

‚

j=1

fi1 jt
j , f̃i1(x) =

•

‚

j=1

f̃i1 jx
j , i1 = 1, k,

ji2(t) =

•

‚

j=1

ji2 jt
j , j̃i2(x) =

•

‚

j=1

j̃i2 jx
j , i2 = 1, l, (3)

yi3(t) =

•

‚

j=1

yi3 jt
j , ỹi3(x) =

•

‚

j=1

ỹi3 jx
j , i3 = 1, m,

F(t, x, u1, . . . , ul , v1, . . . , vm) =

•

‚

j1+µ+ j l+m+2=0

Fj1 j2µ j l+m+2 ¥

¥t j1x j2u
j3
1 µv j l+m+2

m ,

якi збiгаються при |t | < a, |x| < a, |ui1 | < b, i1 = 1, l, |vi2 | < b, i2 = 1, m, де a, b деякi
додатнi сталi;

2) 0 < f i11 < 1, 0 < f̃i11 < 1, i1 = 1, k, 0 < ji21 < 1, 0 < j̃i21 < 1, i2 = 1, l, 0 <
< yi31 < 1, 0 < ỹi31 < 1, i3 = 1, m;

3)
k

⁄
i1=1

|ai1 | < 1.

Тодi в деякому околi точки (0,0) iснує єдиний аналiтичний розв’язок задачi (1), (2).

Доведення. Нехай в околi точки (0,0) iснує аналiтичний розв’язок u(t, x) задачi (1), (2).
Тодi в деякому (достатньо малому) околi точки (0,0) функцiя u(t, x) розкладається в збi-
жний степеневий ряд

u(t, x) =

•

‚

i+ j=0

ui j t
ix j , (4)

причому

ui j =

1
i! j!

∂
i+ ju(t, x)

∂t i
∂x j

ƒƒƒƒƒƒƒƒ t=0
x=0

, i + j ≥ 0. (5)

Покажемо, що при виконаннi умов 1 3 теореми цей розв’язок єдиний. Для цього, очевид-

но, достатньо показати, що значення всiх похiдних
∂

i+ ju(t, x)

∂t i
∂x j , i + j = 0,1, . . . , в точцi (0,0)

однозначно визначаються iз тотожностей, в якi перетворюються спiввiдношення (1), (2)
пiсля пiдстановки в них розв’язку (4).

Дiйсно, нехай в (1),(2) пiдставлено розв’язок (4). Тодi послiдовно диференцiюючи то-
тожностi (2), (1) по x, одержуємо

∂u(0, x)

∂x
= 0,
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∂
2u(t, x)

∂t∂x
=

k

‚

i1=1

ai1
∂

2u
∂t∂x

( fi1(t), f̃i1(x))

df̃i1(x)

dx
+

∂F(◊)

∂x
+

+

l

‚

i1=1

∂F(◊)

∂ui1

∂u
∂x

(ji1(t), j̃i1(x))

dj̃i1(x)

dx
+

+

m

‚

i1=1

∂F(◊)

∂vi1

∂
2u

∂x2 (yi1(t), ỹi1(x))

dỹi1(x)

dx
,

µµµµµµµµµµµµµµµµµµµµµµ

∂
ju(0, x)

∂x j = 0,

∂
1+ ju(t, x)

∂t∂x j =

k

‚

i1=1

ai1
∂

1+ ju

∂t∂x j ( fi1(t), f̃i1(x)) K
df̃i1(x)

dx
O

j

+ P1 j (t, x), j > 1,

де F(◊) = F(t, x, u(j1(t), j̃1(x)), . . . , u(jl (t), j̃l (x)), u¢

x(y1(t), ỹ1(x)), . . . , u¢

x(ym(t), ỹm(x))), P1 j (t, x), j >

> 1, деякi вирази вiдносно ai1,
∂

2u
∂t∂x

( fi1(t), f̃i1(x)), . . . ,
∂

ju

∂t∂x j-1 ( fi1(t), f̃i1(x)),
∂u
∂x

(j

(t)

i2 , j̃i2(x)), . . .

. . . ,
∂

ju

∂x j (ji2(t), j̃i2(x)),
∂

2u
∂x2 (yi3(t),ỹi3(x)), . . . ,

∂
j+1u

∂x j+1 (y

(t)

i3 , ỹi3(x)),
dj̃i2(x)

dx
, . . . ,

d j
j̃i2(x)

dxj ,
dỹi3(x)

dx
, . . .

. . . ,
d j

ỹi3(x)

dxj ,
∂F(◊)

∂x j0∂u
j1
1 . . .∂u

j l
l ∂v

p1
1 . . .∂v

pm
m

, j0 + j1 + µ + j l + p1 + µ + pm = 1, . . .

. . . ,
∂

jF(◊)

∂x j0∂u
j1
1 . . .∂u

j l
l ∂v

p1
1 . . .∂v

pm
m

, j0 + j1 + µ + j l + p1 + µ + pm = j, над якими виконуються

лише операцiї додавання i множення.
Останнi тотожностi i умова 3 теореми дають можливiсть послiдовно визначити зна-

чення похiдних
∂

ju(t, x)

∂x j ,
∂

1+ ju(t, x)

∂t∂x j , j = 0,1, . . . ,при t = 0, x = 0:

∂
ju(t, x)

∂x j

ƒƒƒƒƒƒƒƒ t=0
x=0

= 0,

(6)

∂
1+ ju(t, x)

∂t∂x j

ƒƒƒƒƒƒƒƒ t=0
x=0

=

Ê
Á
Á
Á
Á
Á

Ë

1 -

k

‚

i1=1

ai1 f̃
j
i11

ˆ
˜
˜
˜
˜
˜

¯

-1

P1 j (0,0), j ≥ 0.

Зокрема, при j = 0 маємо

u(0,0) = 0,

u¢

t (0,0) =

Ê
Á
Á
Á
Á
Á

Ë

1 -

k

‚

i1=1

ai1

ˆ
˜
˜
˜
˜
˜

¯

-1

F(0,0,0, . . . ,0).

Продиференцiювавши тепер тотожнiсть (1) один раз по t i j разiв по x, одержимо
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∂
2+ ju(t, x)

∂t2
∂x j =

k

‚

i1=1

ai1
∂

2+ ju( fi1(t), f̃i1(x))

∂t2
∂x j

d fi1(t)

dt
K

df̃i1(x)

dx
O

j

+

+ P2 j (t, x), j ≥ 0, (7)

де P2 j (t, x), j ≥ 0, деякi вирази вiдносно ai1, f ¢

i1(t), f̃ ¢

i1(x), . . . ,f̃
( j)

i1 (x), i1 = 1, k,

j
¢

i2(t), j̃
¢

i2(x), . . . ,j̃
( j)
i2 (x), i2 = 1, l , y

¢

i3(t), ỹ
¢

i3(x), . . . ,ỹ
( j)
i3 (x), i3 = 1, m,

∂
2+pu

∂t2
∂xp ( fi1(t), f̃i1(x)),

1 £ p £ j - 1, i1 = 1, k,
∂

1+pu
∂t∂xp (ji2(t), j̃i2(x)),

∂
1+pu

∂t∂xp (yi3(t), ỹi3(x)), 0 £ p £ j + 1,

i2 = 1, l, i3 = 1, m,
∂

pF(◊)

∂t j0∂x j1∂u
j2
1 . . .∂u

j l+1
l ∂v

p1
1 . . .∂v

pm
m

, j0 + j1 + µ + j l+1 + p1 + µ

µ + pm = p,1 £ p £ j + 1, над якими виконуються лише операцiї
додавання i множення. Зокрема, P20(t, x) = F ¢

t (◊) + F ¢

u1
(◊)u¢

t (j1(t), j̃1(x))j
¢

1(t) + µ

µ + F ¢

ul
(◊)u¢

t (jl (t), jl (x))j
¢

l (t) + F ¢

v1
(◊)u¢¢

tx(y1(t), ỹ1(x))y
¢

1(t) + µ + F ¢

vm
(◊)u¢¢

tx(ym(t), ỹm(x))y
¢

m(t), де F(◊) =

= F(t, x, u(j1(t), j̃1(x)), . . . , u(jl (t), j̃l (x)), u¢

x(y1(t), ỹ1(x)), . . . , u¢

x(ym(t), ỹm(x))).
Враховуючи (6) i умову 3, безпосередньо iз (7) одержуємо

∂
2+ ju(t, x)

∂t2
∂x j

ƒƒƒƒƒƒƒƒ t=0
x=0

=

Ê
Á
Á
Á
Á
Á

Ë

1 -

k

‚

i1=1

ai1 fi11 f̃
j

i11

ˆ
˜
˜
˜
˜
˜

¯

-1

P2 j (0,0), j ≥ 0. (8)

Продовжуючи цей процес, аналогiчно можна показати, що виконуються спiввiдношення

∂
i+ ju(t, x)

∂t i
∂x j =

k

‚

i1=1

ai1
∂

i+ ju( fi1(t), f̃i1(x))

∂t i
∂x j K

d fi1(t)

dt
O

i

¥

¥ K
df̃i1(x)

dx
O

j

+ Pi j (t, x), i > 2, j ≥ 0, (9)

де Pi j (t, x), i ≥ 3, j ≥ 0, деякi вирази вiдносно ai1, f
(r)

i1 (t), f̃
(p)

i1 (x), i1 = 1, k, j

(r)

i2 (t), j̃

(p)

i2 (x), i2 =

= 1, l, y

(r)

i3 (t), ỹ

(p)

i3 (x), i3 = 1, m,1 £ r < i, 1 £ p £ j,
∂

r+pu
∂tr

∂xp ( fi1(t), f̃i1(x)), i1 = 1, k,

∂
r+pu

∂tr
∂xp (ji2(t), j̃i2(x)), i2 = 1, l,

∂
r+pu

∂tr
∂xp (yi3(t), ỹi3(x)), i3 = 1, m, 0 £ r < i, 0 £ p £ j + 1, r + p £

£ i + j,
∂

pF(◊)

∂t j0∂x j1 . . .∂u
j l+1
l+1∂v

p1
1 . . .∂v

pm
m

, j0 + j1 + µ + j l+1 + p1 + µ + pm = p,1 £ p < i + j, над

якими виконуються лише операцiї додавання i множення. Звiдси i з умови 3 випливає

∂
i+ ju(t, x)

∂t i
∂x j

ƒƒƒƒƒƒƒƒ t=0
x=0

=

Ê
Á
Á
Á
Á
Á

Ë

1 -

k

‚

i1=1

ai1 f
i
i11 f̃

j
i11

ˆ
˜
˜
˜
˜
˜

¯

-1

Pi j (0,0), i > 2, j ≥ 0. (10)

Таким чином, ми показали, що значення всiх похiдних
∂

i+ ju(t, x)

∂t i
∂x j , i ≥ 0, j ≥ 0 при

t = 0, x = 0 однозначно визначаються формулами (2), (6), (8) i (10). Тодi, згiдно з (5),
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однозначно визначаються також коефiцiєнти ряду (4). Цим доведено, що розв’язок (4) є
єдиним.

Для доведення iснування аналiтичного в деякому околi точки (0,0) розв’язку задачi
(1), (2) достатньо показати, що ряд (4), коефiцiєнти ui j , i+ j = 0,1, . . . ,якого визначаються
формулами (5), (6), (8) i (10), збiгається в деякому околi точки (0,0).

На пiдставi (3) iснують додатнi сталi Li1, i1 = 1, k, Mi2, i2 = 1, l, Ni3, i3 = 1, m, Mтакi, що
виконуються спiввiдношення

| fi1 j | £

Li1

a
j
1

, |f̃i1 j | £

Li1

a
j
1

, i1 = 1, k,

|ji2 j | £

Mi2

a
j
1

, |j̃i2 j | £

Mi2

a
j
1

, i2 = 1, l,

(11)

|yi3 j | £

Ni3

a
j
1

, |ỹi3 j | £

Ni3

a
j
1

, i3 = 1, m, j = 0,1, . . . ,

|Fj1 j2µ j l+m+2 | £

M

a
j1+ j2
1 b

j3µ j l+m+2
1

, j1 + µ + j l+m+2 = 0,1, . . . ,

де 0 < a1 < a, 0 < b1 < b. Тодi функцiї

f̂i1(t) = fi11t +

Li1

1 -

t
a1

- Li1 -

Li1

a1
t,

ˆ̃fi1(x) = f̃i11x +

Li1

1 -

x
a1

- Li1 -

Li1

a1
x, i1 = 1, k,

ĵi2(t) = ji21t +

Mi2

1 -

t
a1

- Mi2 -

Mi2

a1
t,

ˆ̃ji2(x) = j̃i21x +

Mi2

1 -

x
a1

- Mi2 -

Mi2

a1
x, i2 = 1, l,

ŷi3(t) = yi31t +

Ni3

1 -

t
a1

- Ni3 -

Ni3

a1
t,

ˆ̃
yi3(x) = ỹi31x +

Ni3

1 -

x
a1

- Ni3 -

Ni3

a1
x, i3 = 1, m,

F̂(t, x, u1, . . . , ul , v1, . . . , vm) =

=

M

K1 -

t
a1

O K1 -

x
a1

O K1 -

u1

b1
O µ K1 -

ul

b1
O K1 -

v1

b1
O µ K1 -

vm

b1
O

є мажорантами, вiдповiдно, для функцiй fi1(t), f̃i1(x), i1 = 1, k, ji2(t), j̃i2(x), i2 =

= 1, l, yi3(t), ỹi3(x), i3 = 1, m, F(t, x, u1, . . . , ul , v1, . . . , vm). Бiльше цього, якщо покласти L =
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= max9Li1, i1 = 1, k, Mi2, i2 = 1, l, Ni3, i3 = 1, m= i f̂1 = max9 fi11, f̃i11, i1 = 1, k, ji21, j̃i21, i2 = 1, l,
yi31, ỹi31, i3 = 1, m= , то функцiї

f̂ (t) = f̂1t +

L

1 -

t
a1

- L -

L
a1

t,

f̂ (x) = f̂1x +

L

1 -

x
a1

- L -

L
a1

x

також будуть мажорантами для функцiй fi1(t), ji2(t), yi3(t) i f̃i1(x), j̃i2(x), ỹi3(x), i1 = 1, k, i2 =

= 1, l, i3 = 1, m,вiдповiдно.
Розглянемо допомiжну задачу

v¢

t (t, x) = av¢

t ( f̂ (t), f̂ (x)) + F̂(t, x, v( f̂ (t), f̂ (x)), . . .

. . . , v( f̂ (t), f̂ (x)), v¢

x( f̂ (t), f̂ (x)), . . . , v¢

x( f̂ (t), f̂ (x))), (12)

v(0, x) = 0,

де a =

k
⁄
i=1

|ai |.

Як i у випадку задачi (1), (2) можна показати, що задача (12) має єдиний формальний
розв’язок у виглядi ряду

v(t, x) =

•

‚

i+ j=0

vi j t
ix j . (13)

При цьому

vi j =

1
i! j!

∂
i+ jv(t, x)

∂t i
∂x j

ƒƒƒƒƒƒƒƒ t=0
x=0

, i + j = 0,1, . . . , (14)

i значення всiх похiдних
∂

i+ jv(t, x)

∂t i
∂x j , i+ j = 0,1, . . . ,при t = 0, x = 0 однозначно визначаються

формулами

∂
jv(t, x)

∂x j

ƒƒƒƒƒƒƒƒ t=0
x=0

= 0,

(15)
∂

i+ jv(t, x)

∂t i
∂x j

ƒƒƒƒƒƒƒƒ t=0
x=0

= J1 - af̂
i+ j

1 N

-1
P̂i j (0,0), i ≥ 1, j ≥ 0,

де P̂i j (t, x), i ≥ 1, j ≥ 0, вирази Pi j (t, x) iз (6), (7), (9), де замiсть ai1, f
(r)

i1 (t), f̃
(p)

i1 (x),

j

(r)

i2 (t), j̃

(p)

i2 (x), y

(r)

i3 (t), ỹ

(p)

i3 (x), 1 £ r < i , 1 £ p £ j ,
∂

r+pu
∂tr

∂xp ( fi1(t), f̃i1(x)),
∂

r+pu
∂tr

∂xp (ji2(t), j̃i2(x)),

∂
r+pu

∂tr
∂xp (yi3(t), ỹi3(x)), i1 = 1, k, i2 = 1, l , i3 = 1, m, 0 £ r < i , 0 £ p £ j + 1, r + p £ i + j ,
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∂
pF(◊)

∂t j0∂x j1µ∂u
j l+1
l+1∂v

p1
1 µ∂v

pm
m

, j0 + j1 + µ + j l+1 + p1 + µ + pm = p, 0 £ p < i + j , постав-

ленi, вiдповiдно, величини |ai1 |, f̂
(r)

(t), f̂
(p)

(x),
∂

r+pv
∂tr

∂xp ( f̂ (t), f̂ (x)), 0 £ r < i , 0 £ p £ j + 1,

r + p £ i + j ,
∂

pF̂(◊)

∂t j0∂x j1µ∂u
j l+1
l+1∂v

p1
1 µ∂v

pm
m

, j0 + j1 + µ + j l+1 + p1 + µ + pm = p, 0 £ p < i + j ,

F̂(◊) = F̂(t, x, v( f̂ (t), f̂ (x)), . . . , v( f̂ (t), f̂ (x)), v¢

x( f̂ (t), f̂ (x)), . . . , v¢

x( f̂ (t), f̂ (x))). Оскiльки

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ

1 -

k

‚

i1=1

ai1 f
i

i11f̃
j

i11

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ

≥ 1 -

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ

k

‚

i1=1

ai1 f
i

i11f̃
j

i11

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ

≥ 1 -

k

‚

i1=1

|ai1 | f̂
i+ j

1 = 1 - af̂
i+ j

1 ,

то беручи до уваги (5), (6), (8), (10) i (11), (14), (15), послiдовно можна показати, що вико-
нуються спiввiдношення

|ui j | £ vi j , i + j = 0,1, . . . . (16)

Отже, для доведення збiжностi ряду (4) достатньо довести збiжнiсть ряду (13), коефiцi-
єнти vi j якого визначаються формулами (14), (15). Оскiльки на пiдставi результатiв [5]
рiвняння

g[f̂ (t)] = f̂1g(t)

має розв’язок у виглядi ряду

g(t) = t +

•

‚

i=2

git
i , (17)

який збiгається при |t | < a2 < a1 (a2 деяка додатна стала), то виконуючи в (12) замiну
змiнних

v(t, x) = ṽ(g(t), g(x)), g(t) = t, g(x) = y, t = g
-1

(t), x = g
-1

(y), (18)

одержуємо рiвняння

ṽ¢

t
(t, y) = A(t)ṽ¢

t
( f̂1t, f̂1y) + B(t)ṽ¢

t
(t, y) + F(t, y,ṽ( f̂1t, f̂1y), . . .

. . . ,ṽ( f̂1t, f̂1y), ṽ¢

y( f̂1t, f̂1y), . . . ,ṽ¢

y( f̂1t, f̂1y)), (19)

де

A(t) = ag
¢
( f̂ (g

-1
(t))),

B(t) = 1 - g
¢
(g

-1
(t)),

F(t, y, u1, . . . , ul , v1, . . . , vm) = F̂(g
-1

(t), g
-1

(y), u1, . . . , ul ,

v1g
¢
( f̂ (g

-1
(y))), . . . , vmg

¢
( f̂ (g

-1
(y)))).
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При цьому (враховуючи властивостi функцiй g(t) i F̂(t, y, u1, . . . , ul , v1, . . . , vm)) неважко по-
казати, що функцiї A(t), B(t), F(t, y, u1, . . . , ul , v1, . . . , vm) розкладаються в ряди

A(t) = a +

•

⁄
i=1

Ait
i ,

B(t) =

•

⁄
i=1

Bit
i ,

F(t, y, u1, . . . , ul , v1, . . . , vm) =

•

⁄
j1+ j2+µ+ jm+l+2=0

F j1 j2µ jm+l+2t
j1y j2u

j3
1 µv

jm+l+2
m ,

якi збiгаються при |t| < a3 < a2, |y| < a3, |ui | < b2 < b1, i = 1, l, |v j | < b2, j = 1, m.Тодi iснує
додатна стала K така, що виконуються спiввiдношення

|Ai | £

K

a
i
4

, i = 1,2, . . . , |B j | £

K

a
j
4

, j = 1,2, . . . ,

|F j1 j2µ jm+l+2 | £

K

a
j1+ j2
4 b

j3+µ+ jm+l+2
3

, j1 + µ + jm+l+2 = 0,1, . . . ,

(20)

де 0 < a4 < a3, 0 < b3 < b2, i, таким чином, функцiї

Â(t) = a +

K

1 -

t

a4

- K,

B̂(t) =

K

1 -

t

a4

- K,

F(t, y, u1, . . . , ul , v1, . . . , vm) =

K

K1 -

t

a4
O K1 -

y
a4

O K1 -

u1

b3
O µ K1 -

vm

b3
O

є мажорантами вiдповiдно для функцiй A(t), B(t), F(t, y, u1, . . . , ul , v1, . . . , vm).
Рiвняння (19) має формальний розв’язок ṽ(t, y), який задовольняє умову ṽ(0, y) = 0 i

розкладається в ряд

ṽ(t, y) =

•

‚

i+ j=0

ṽi j t
iy j . (21)

При цьому маємо

ṽi j =

1
i! j!

∂
i+ j ṽ(t, y)

∂t
i
∂y j

ƒƒƒƒƒƒƒƒ t=0
y=0

, i + j = 0,1, . . . , (22)

i значення всiх частинних похiдних
∂

i+ j ṽ(t, y)

∂t
i
∂y j , i + j = 0,1, . . . , при t = 0, y = 0 однозначно

визначаються за формулами
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∂
j ṽ(t, y)

∂y j

ƒƒƒƒƒƒƒƒ t=0
y=0

= 0,

∂
i+ j ṽ(t, y)

∂t
i
∂y j

ƒƒƒƒƒƒƒƒ t=0
y=0

= Qi j (0,0), i ≥ 1, j ≥ 0,

(23)

де Qi j (t, y), i ≥ 1, j ≥ 0, деякi вирази вiдносно A(r)
(t), B(r)

(t), f̂1,
∂

r+pṽ(t, y)

∂t
r
∂yp ,

∂
r+pṽ( f̂1t, f̂1y)

∂t
r
∂yp , 0 £ r £ i, 0 £ p £ j, r + p < i + j ,

∂
p

F(◊)

∂t
j0∂y j1∂u

j2
1 µ∂u

j l+1
l+1∂v

p1
1 µ∂v

pm
m

, j0 + j1 + µ + j l+1 + p1 + µ + pm = p,0 £ p < i + j, F(◊) =

= F(t, y,ṽ( f̂1t, f̂1y), . . . ,ṽ( f̂1t, f̂1y), ṽ¢

y( f̂1t, f̂1y), . . . ,ṽ¢

y( f̂1t, f̂1y)), над якими виконуються лише
операцiї додавання i множення. Зокрема, при i = 1, j = 0 маємо

P10(t, y) = F It, y,ṽ( f̂1t, f̂1y), . . . ,ṽ( f̂1t, f̂1y), ṽ¢

y( f̂1t, f̂1y), . . . ,ṽ¢

y( f̂1t, f̂1y)M .

Розглянемо тепер рiвняння

v̂¢

t
(t, y) = Â(t)v̂¢

t
(t, y) + B̂(t)v̂¢

t
(t, y)+

+ F̂(t, y,v̂(t, y), . . . ,v̂(t, y), v̂¢

y(t, y), . . . ,v̂¢

y(t, y)),
(24)

яке одержується iз (19), коли в останньому функцiї A(t), B(t), F(t, y, u1, . . . , vm) замiнити
функцiями Â(t), B̂(t), F̂(t, y, u1, . . . , vm), а замiсть f̂1 поставити 1. Це рiвняння має єдиний
формальний розв’язок у виглядi ряду

v̂(t, y) =

•

‚

i+ j=0

v̂i j t
iy j , (25)

де

v̂i j =

1
i! j!

∂
i+ j v̂(t, y)

∂t
i
∂y j

ƒƒƒƒƒƒƒƒ t=0
y=0

, i + j = 0,1, . . . , (26)

який задовольняє умову v̂(0, y) = 0 i значення всiх частинних похiдних
∂

i+ j v̂(t, y)

∂t
i
∂y j , i + j =

= 0,1, . . . ,при t = 0, y = 0, визначаються за формулами

∂
j v̂(t, y)

∂y j

ƒƒƒƒƒƒƒƒ t=0
y=0

= 0,

∂
i+ j v̂(t, y)

∂t
i
∂y j

ƒƒƒƒƒƒƒƒ t=0
y=0

= Q̂i j (0,0), i ≥ 1, j ≥ 0,

(27)

де Q̂i j (t, y), i ≥ 1, j ≥ 0, вирази Qi j (t, y) iз (23), в яких A(r)
(t), B(r)

(t),
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f̂1,
∂

r+pṽ(t, y)

∂t
r
∂yp ,

∂
r+pṽ( f̂1t, f̂1y)

∂t
r
∂yp , 0 £ r £ i, 0 £ p £ j, r + p < i + j ,

∂
p

F(◊)

∂t
j0∂y j1∂u

j2
1 µ∂v

pm
m

, j0 + j1 + µ + j l+1 + p1 + µ + pm = p, 0 £ p < i + j, замiне-

нi на Â(r)
(t), B̂(r)

(t),1,
∂

r+pv̂(t, y)

∂t
r
∂yp ,

∂
r+pv̂(t, y)

∂t
r
∂yp , 0 £ r £ i, 0 £ p £ j, r + p < i + j,

∂
p

F̂(◊)

∂t
j0∂y j1∂u

j2
1 µ∂v

pm
m

, j0 + j1 + µ + pm = p, 0 £ p < i + j. Оскiльки f̂1 < 1 i виконуються

спiввiдношення (20), то беручи до уваги (22), (23) i (26), (27), можна послiдовно показати,
що

v̂i j ≥ 0,
(28)

|ṽi j | £ v̂i j , i + j = 0,1, . . . .

Звiдси випливає, що для доведення збiжностi ряду (21) достатньо довести збiжнiсть ря-
ду (25).

Згiдно з [2], рiвняння (24) має єдиний розв’язок v̂(t, y), що задовольняє умову v̂(0, y) = 0
i розкладається в ряд

v̂(t, y) =

•

‚

i+ j=0

vi j t
iy j , (29)

який збiгається при |t| < a5 < a4, |y| < a5. Отже, ряд (25) спiвпадає з рядом (29). Звiдси i з
(28) випливає, що ряд (21) також збiгається при |t| < a5, |y| < a5. Цим доведено (випливає
iз (18), (17)), що рiвняння (12) має розв’язок v(t, x) = ṽ(g(t), g(t)), який задовольняє умову
v(0, x) = 0 i розкладається в ряд

v(t, x) =

•

‚

i+ j=0

vi j t
ix j , (30)

який збiгається при |t | £ r < a5, |x| £ r. Оскiльки рiвняння (12) може мати не бiльше одного
такого розв’язку, то ряд (30) спiвпадає iз рядом (13), коефiцiєнти vi j , i + j = 0,1, . . . ,якого
визначаються формулами (14), (15). Звiдси i з (16) безпосередньо випливає, що ряд (4),
коефiцiєнти ui j , i + j = 0,1, . . . , якого визначаються формулами (5), (6), (8) i (10), також
збiгається при |t | £ r, |x| £ r. Теорему доведено.
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