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TVORÇYJ VNESOK D. Q. PETRYNY
U ROZVYTOK SUÇASNO} MATEMATYÇNO} FIZYKY
This is a brief survey of the results obtained by Prof. D. Ya. Petrina in various fields of contemporary
mathematical physics.

Navedeno korotkyj ohlqd rezul\tativ, otrymanyx D. Q. Petrynog v riznyx naprqmkax suçasno]
matematyçno] fizyky.

Naukovi interesy Dmytra Qkovyça Petryny oxoplggt\ majΩe vsi najbil\ß
aktual\ni naprqmky rozvytku suçasno] matematyçno] fizyky.  Vony pov�qzani z
doslidΩennqmy neskinçennoho çysla çastynok, zokrema, v kvantovij teori] polq
ta statystyçnij mexanici.  Qk vidomo, stany cyx system opysugt\sq, v zahal\-
nomu vypadku, neskinçennymy poslidovnostqmy funkcij zrostagçoho çysla ar-
humentiv � ce funkci] Hrina, funkci] rozpodilu abo redukovani matryci husty-
ny, vlastyvosti ta evolgcig qkyx moΩna najbil\ß povno opysaty iz zastosu-
vannqm metodiv funkcional\noho analizu.  V c\omu polqha[ vidminnist\ suçasno]
matematyçno] fizyky vid klasyçno] matematyçno] fizyky, de stany system opy-
sugt\sq skinçennym çyslom funkcij.  Rivnqnnq klasyçno] matematyçno] fizyky
moΩna otrymaty qk hranyçni vypadky rivnqn\ dlq staniv neskinçennyx system
za dopomohog suçasnyx matematyçnyx metodiv, zokrema funkcional\no-anali-
tyçnyx.

Tvorçyj vnesok Dmytra Qkovyça Petryny u rozvytok suçasno] matematyçno]
fizyky moΩna vidnesty do takyx osnovnyx naprqmkiv:

1)  konstruktyvna teoriq polq ta teoriq analityçno] matryci rozsiqnnq;
2)  statystyçna mexanika ta kinetyçna teoriq;
3)  toçno rozv�qzuvani modeli kvantovo] statystyçno] mexaniky;
4)  hranyçni zadaçi matematyçno] fizyky ta ]x zastosuvannq do teori] mem-

bran.
U c\omu ohlqdi my zupynymos\ na deqkyx najbil\ß vaΩlyvyx rezul\tatax,

oderΩanyx D. Q. Petrynog u zaznaçenyx naprqmkax.
1.  Konstruktyvna teoriq polq ta teoriq analityçno] matryci rozsiqn-

nq [1 – 20, 23, 27 – 29, 34, 38, 48].  Do fundamental\nyx rezul\tativ suçasno]
teori] polq naleΩyt\ dovedena D. Q. Petrynog teorema pro nemoΩlyvist\ pobu-
dovy nelokal\no] teori] polq z dodatnym spektrom operatora enerhi]-impul\su
·6�.  Cq teorema uvijßla v usi monohrafi] z aksiomatyçno] kvantovo] teori] polq.

}] moΩna sformulgvaty tak: qkwo vykonugt\sq zahal\nopryjnqti aksiomy
dlq kvantovanoho polq  j ( x ),  a zamist\ aksiomy lokal\no] komutatyvnosti vyko-
nu[t\sq aksioma

[ j ( x ), j ( y ) ]  =  0    pry    - l2
2   <  ( x – y ) 2  <  - l1

2 ,      l1  >  0,    l2  >  0,

de  x,  y � çotyryvektory u prostori Minkovs\koho,  [ j ( x ), j  ( y ) ] � komutator
poliv  j ( x )  ta j ( y ),  to zvidsy vyplyva[

[ j ( x ), j ( y ) ]  =  0    pry    ( x – y ) 2  <  0,

a ce oznaça[, wo vykonu[t\sq aksioma lokal\no] komutatyvnosti i, takym çynom,
teoriq [ lokal\nog.

U 60-ti roky D. Q. Petryna buv odnym iz pioneriv u rozvytku teori] evklidovo]
matryci rozsiqnnq i zaproponuvav systemy rivnqn\ dlq koefici[ntnyx funkcij
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evklidovo] matryci rozsiqnnq.  Ne navodqçy dosyt\ hromizdkyj toçnyj zapys cyx
rivnqn\, opyßemo ]x qkisno.  Matrycq rozsiqnnq vyznaça[t\sq za poslidovnistg
koefici[ntnyx funkcij  F = ( F1 ( x1 ), F2 ( x1 , x2 ), … , Fs ( x1 , … , xs ), … ),  wo zado-

vol\nqgt\ operatorne rivnqnnq dlq modeli  g : j4
 ( x ) :  vyhlqdu

F  =  g A F + F 
0, (1)

de operator  A  zv�qzu[ funkci]  Fs  z  F s + 2 ,  F s ,  F s – 2 ,  F s – 4 .  Dlq nepolino-
mial\nyx modelej operator  A  zv�qzu[ koefici[ntni funkci]  Fs  z usima  N  ≥
≥ s – 1  funkciqmy  FN .  Dlq nepolinomial\nyx nelokal\nyx teorij rivnqnnq (1)
ma[ [dynyj rozv�qzok u pevnomu banaxovomu prostori, elementamy qkoho [ posli-
dovnosti funkcij  F,  a operator  A  [ uzahal\nennqm vidomoho operatora Kirk-
vuda � Zal\cburha z klasyçno] statystyçno] mexaniky ·34, 58�.  OtΩe, v roboti
·23� faktyçno vperße vstanovleno isnuvannq evklidovo] matryci rozsiqnnq dlq
netryvial\no] nepolinomial\no] modeli za dopomohog metodiv rivnovaΩno] kla-
syçno] statystyçno] mexaniky.

Pizniße dlq polinomial\nyx modelej bulo dovedeno isnuvannq rozv�qzku
zhladΩenoho rivnqnnq (1), a takoΩ isnuvannq rozv�qzkiv pevnym çynom aproksy-
movanyx rivnqn\.  Rezul\taty cyx doslidΩen\ pidsumovano v monohrafi] ·34�.
ZauvaΩymo, wo taki fundamental\ni ponqttq, qk evklidovi operatory narod-
Ωennq ta znywennq, evklidiv prostir Foka ta inßi, uperße bulo vvedeno same v
cyx robotax.

Neobxidno takoΩ zhadaty robotu ·38�, v qkij sformul\ovano pryncypovo
novu toçku zoru na vynyknennq ul\trafioletovyx rozbiΩnostej u rivnqnnqx
dlq koefici[ntnyx funkcij.  Zadaça pro znaxodΩennq rozv�qzkiv cyx rivnqn\ [
nekorektno postavlenog, tomu iteracijnyj metod (metod teori] zburen\) pryvo-
dyt\ do poqvy ul\trafioletovyx rozbiΩnostej.  U roboti ·38� sformul\ovano
odyn iz variantiv proekcijno-iteratyvnoho metodu, ekvivalentnoho perenormu-
vanng  S-matryci za dopomohog  R-operaci] Boholgbova � Parasgka.

Stosovno analityçno] matryci rozsiqnnq D. Q. Petryni naleΩyt\ najbil\ß
zahal\nyj kryterij spravedlyvosti spektral\nyx zobraΩen\ dlq amplitud roz-
siqnnq teori] zburen\.  Matematyçno problema formulg[t\sq takym çynom.
Amplituda rozsiqnnq  f ( s, t )  [ funkci[g dvox kompleksnyx zminnyx  s  ta  t,  vo-
na holomorfna v pevnij prymityvnij oblasti, a ]] osoblyvosti rozmiweni na ana-
lityçnyx poverxnqx, qki pry dijsnyx  ( s, t )  vyrodΩugt\sq u kryvi Landau.  Po-
tribno dovesty, wo amplituda rozsiqnnq holomorfno prodovΩu[t\sq v oblast\,
wo sklada[t\sq z dvox kompleksnyx plowyn iz rozrizamy vzdovΩ dijsnyx osej.
Vyqvylosq, wo amplituda rozsiqnnq  f ( s, t )  dopuska[ holomorfne prodovΩennq
v cg oblast\ pry pevnij povedinci kryvyx Landau, a same, vony povynni buty
opuklymy zovni prymityvno] oblasti holomorfnosti.  Cej kryterij [ zahal\no-
vyznanym qk najbil\ß potuΩnyj.  Vin dozvolq[ vstanovyty spravedlyvist\
spektral\noho zobraΩennq dlq rqdu vneskiv vid diahram Fejnmana ta vyvçyty
analityçni vlastyvosti parcial\nyx amplitud u teori] zburen\.

2.  Statystyçna mexanika ta kinetyçna teoriq [21, 25, 26, 30, 35, 37, 44 –
46, 52 – 54, 56 – 58, 60, 61, 63 – 66, 68 – 73, 75 – 77, 79, 81 – 83, 88, 89, 91 – 102,
105, 108].  DoslidΩennq v oblasti kvantovo] teori] polq pryvernuly uvahu
D. Q. Petryny v 60-ti roky do statystyçno] mexaniky.  Na perßyj pohlqd kvan-
tova teoriq polq ta statystyçna mexanika magt\ malo spil\noho � v perßij
doslidΩugt\sq vlastyvosti elementarnyx çastynok, a v druhij � vlastyvosti
system, wo skladagt\sq z velykoho çysla çastynok.  Naspravdi ci naukovi teori]
magt\ bahato spil\noho qk z fizyçno], tak i z matematyçno] toçok zoru. Dijsno,
kvantovane pole moΩe porodyty neskinçenne çyslo çastynok.  Krim c\oho, sys-
temu skinçennoho çysla çastynok moΩna rozhlqdaty qk taku, wo znaxodyt\sq
v systemi neskinçennoho çysla virtual\nyx çastynok.

We bil\ße spil\noho moΩna znajty v matematyçnomu opysi system kvanto-
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vanyx poliv ta system statystyçno] mexaniky.  Qk zaznaçalosq vywe, matrycq
rozsiqnnq povnistg vyznaça[t\sq neskinçennog poslidovnistg koefici[ntnyx
funkcij, a kvantovane pole � neskinçennog poslidovnistg funkcij Vajtmana
abo funkcij Hrina, qki teΩ zadovol\nqgt\ rivnqnnq typu (1).

U klasyçnij statystyçnij mexanici stan systemy opysu[t\sq neskinçennog
poslidovnistg funkcij rozpodilu  F  ( t ) = ( F1 ( t, x1 ), … , Fs ( t, x1 , … , xs ), … ),  de
t � ças,  x � toçka fazovoho prostoru.  U kvantovij statystyçnij mexanici stan
opysu[t\sq poslidovnistg statystyçnyx operatoriv, qki zadagt\sq svo]my qdra-
my  F ( t ) = ( F1 ( t, x1 ; y1 ), … , Fs ( t, x1 , … , xs ; y1 , … , ys ) ),  de  x  ta  y � toçky ev-
klidovoho prostoru.  V obox vypadkax stany [ rozv�qzkom poçatkovo] zadaçi dlq
evolgcijnyx rivnqn\ vyhlqdu

dF t

dt

( )
  =  B F ( t ), (2)

F ( t ) | t = 0  =  F ( 0 ),

z pevnymy neobmeΩenymy operatoramy  B  ·58, 59�.  Ci rivnqnnq nazyvagt\sq
i[rarxi[g rivnqn\ BBHKI (Boholgbova � Borna � Hrina � Kirkvuda � Ivona).  Fak-
tyçno central\nog problemog statystyçno] mexaniky [ pobudova rozv�qzkiv
evolgcijnyx rivnqn\ (2).

D. Q. Petryni naleΩat\ pioners\ki praci, v qkyx rivnqnnq (2) rozhlqnuto qk
evolgcijne rivnqnnq v pevnyx funkcional\nyx prostorax, qvno pobudovano hru-
pu evolgcijnyx operatoriv  U  ( t ),  infinitezymal\nyj henerator qko] [ operato-
rom  B  rivnqn\ (2), i dovedeno teoremu isnuvannq ta [dynosti rozv�qzkiv, wo vy-
znaçagt\sq formulog

F ( t )  =  U ( t ) F ( 0 ).
Problemu ob©runtuvannq termodynamiçno] hranyci bulo sformul\ovano qk

zadaçu rozßyrennq evolgcijnoho operatora  U ( t )  z funkcional\nyx prostoriv,
wo opysugt\ stany skinçennyx system, na funkcional\ni prostory, wo opysu-
gt\ stany neskinçennyx system.  Cq nadzvyçajno skladna analityçna zadaça
bula rozv�qzana D. Q. Petrynog razom z uçnqmy qk dlq odnovymirnyx, tak i dlq
bahatovymirnyx klasyçnyx system çastynok. Pry c\omu bulo vvedeno novu dlq
teori] hamil\tonovyx system koncepcig oblasti vza[modi]. Same cej ßlqx obu-
movyv novyj etap u doslidΩenni i[rarxij rivnqn\ Boholgbova, qkyj rozpoçavsq v
70-ti roky z robit D. Q. Petryny.

U pracqx D. Q. Petryny doslidΩeno takoΩ stacionarni rozv�qzky rivnqn\ (2),
wo opysugt\ rivnovaΩnyj stan statystyçnyx system.  D. Q. Petryni razom z
M. M. Boholgbovym ta B. H. Xacetom ·21� naleΩyt\ fundamental\nyj rezul\-
tat pro isnuvannq termodynamiçno] hranyci dlq rivnovaΩnyx staniv system kla-
syçno] statystyçno] mexaniky v ramkax kanoniçnoho ansamblg. Dovedeno zbiΩ-
nist\ virial\nyx rozkladiv ta ekvivalentnist\ kanoniçnoho i velykoho kanoniçno-
ho ansambliv.

Matematyçno cq zadaça formulg[t\sq tak.  U skinçennij oblasti  L  znaxo-
dqt\sq  N  çastynok, qki vza[modigt\ çerez parnyj potencial.  }x stan opysu[t\-

sq finitnog poslidovnistg funkcij rozpodilu  F(
 
N

 
) = ( F N

1
( ) ( x1 ), … , Fs

N( ) ( x1 , …

… , xs ), … , FN
N( ) ( x1 , … , xN ) ),  wo zadovol\nq[ rekurentne spivvidnoßennq Kirk-

vuda � Zal\cburha

F(
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( ) , (3)

de  F 
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–
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) � stan systemy, wo sklada[t\sq z  N – 1  çastynky v oblasti  L,  a

K 
(

 
N

 
–

 
1

 
) � linijnyj operator, wo zv�qzu[  s-çastynkovi funkci] rozpodilu  Fs

N( )

z  Fs
N
-
( )

1 , … , FN
N( ).
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Termodynamiçnog hranyceg nazyva[t\sq hranyçnyj perexid, koly oblast\  L
v pevnomu rozuminni prqmu[  do vs\oho evklidovoho prostoru  L Ö R3,  tobto ]]
ob�[m  V ( L )  prqmu[ do neskinçennosti:  V ( L ) Æ  � ,  çyslo çastynok � do ne-
skinçennosti:  N Æ �,  a ]x hustyna  1 / v = N / V  zalyßa[t\sq stalog.

Formal\nyj perexid do termodynamiçno] hranyci v rivnqnnqx (3) pryvodyt\
do rivnqnnq Kirkvuda � Zal\cburha dlq stanu  F = ( F1 ( x1 ), … , Fs ( x1 , … , xs ), … )

F  =  K F + F0 , (4)

de  K � operator Kirkvuda � Zal\cburha ·58�.  Zadaça polqha[ v tomu, wob do-
vesty isnuvannq rozv�qzkiv spivvidnoßen\ (3) ta rivnqnnq (4), a takoΩ zbiΩnist\

poslidovnosti  F(
 
N

 
)  do  F.  Ce bulo dovedeno pry nyz\kyx hustynax i pevnyx

umovax, nakladenyx na potencial vza[modi] u banaxovomu prostori  Ex ,  elemen-
tamy qkoho [ poslidovnosti funkcij, zadanyx na fazovomu prostori, obmeΩenyx
za konfihuracijnymy zminnymy ta  q  i eksponencial\no spadnyx za impul\snymy
zminnymy ·58�.  Znaçni matematyçni trudnowi pov�qzani z tym, wo operator  K N( )

ne zbiha[t\sq do operatora  K  ni v syl\nomu sensi, ni za normog u prostori  Ex .
Qk vidmiçalos\ vywe, metody, rozrobleni dlq ob©runtuvannq termodynamiç-

no] hranyci, znajßly ßyroke zastosuvannq v kvantovij teori] polq ·34�, de
vperße bulo dovedeno isnuvannq evklidovo] matryci rozsiqnnq dlq nepolino-
mial\nyx nelokal\nyx modelej.  Pry c\omu vykorystovuvalys\ hlyboki analohi]
miΩ rivnovaΩnog klasyçnog statystyçnog mexanikog ta evklidovog teori[g
polq.

Problema strohoho ob©runtuvannq vyvedennq kinetyçnyx rivnqn\, zokrema
kinetyçnoho rivnqnnq Bol\cmana z i[rarxi] BBHKI, bula vyklykom fizykam
majΩe pivstolittq.  Uperße cg problemu na formal\nomu rivni rozv�qzav
M. M. Boholgbov.  Ce bulo epoxal\ne dosqhnennq, ale do ostann\oho çasu zaly-
ßalasq nerozv�qzanog duΩe skladna zadaça strohoho matematyçnoho ob©run-
tuvannq metodu Boholgbova.

Rivnqnnq Bol\cmana [ nelinijnym rivnqnnqm dlq odnoçastynkovo] funkci]
F1 ( t, x1 ),  i zadaça joho strohoho vyvedennq ma[ fundamental\ne znaçennq ne
til\ky dlq matematyky çy fizyky, a navit\ dlq filosofi].  A same, cikavo zro-
zumity, qk z rivnqn\ (2), wo opysugt\ zvorotnu evolgcig, moΩna pobuduvaty
rivnqnnq, wo opysugt\ nezvorotnu evolgcig. Cg zadaçu bulo rozv�qzano u seri]
prac\ D. Q. Petryny, vykonanyx razom z V. I. Herasymenkom, dlq neskinçenno]
systemy pruΩnyx kul\ u hranyci Bol\cmana � Hreda ·81, 82, 91�. Bulo dovedeno,
wo rozv�qzky i[rarxi] rivnqn\ BBHKI prqmugt\ rivnomirno nazovni pevnyx hiper-
plowyn u fazovomu prostori do rozv�qzkiv pevno] hranyçno] i[rarxi] rivnqn\ �
i[rarxi] rivnqn\ Bol\cmana.  Rozv�qzky i[rarxi] rivnqn\ Bol\cmana magt\ vlas-
tyvist\, vidomu qk hipoteza xaosu, qka polqha[ v tomu, wo v procesi evolgci] vsi
korelqcijni funkci] [ dobutkamy odnoçastynkovo] funkci], qka zadovol\nq[ ne-
linijne rivnqnnq Bol\cmana.  Trudnowi, qki vdalosq pereboroty pry dovedenni
isnuvannq asymptotyçno] hranyci Bol\cmana � Hreda, pov�qzani z neobmeΩenistg
operatoriv, wo porodΩugt\ evolgcijni rivnqnnq Boholgbova ta Bol\cmana, i
synhulqrnym xarakterom dynamiky systemy pruΩnyx kul\.  Rezul\taty cyx do-
slidΩen\ pidsumovano v monohrafi] ·91�.

Pizniße D. Q. Petryna sformulgvav zadaçu pro asymptotyçnu dynamiku, v
qku peretvorg[t\sq hamil\tonova dynamika v hranyci Bol\cmana � Hreda.  U se-
ri] prac\ ·93, 96 � 98, 101, 105�, vykonanyx razom z M. Lampis ta K. D. Petrynog,
bulo dovedeno, wo v hranyci Bol\cmana � Hreda deterministyçna hamil\tonova
dynamika perexodyt\ u stoxastyçnu dynamiku toçkovyx çastynok.

Stoxastyçna dynamika polqha[ v tomu, wo toçkovi çastynky ruxagt\sq qk
vil\ni, poky ]x poloΩennq ne zbihagt\sq, a pislq zbihu ]x poloΩen\ vony pruΩno
rozsiggt\sq.  Stoxastyçnist\ polqha[ v tomu, wo odynyçnyj vektor pruΩnoho
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rozsiqnnq [ vypadkovym (rivnomirno rozpodilenym na odynyçnij sferi).  Pislq
rozsiqnnq çastynky znovu ruxagt\sq qk vil\ni do nastupnoho rozsiqnnq i t. d.

Qk i dlq hamil\tonovo] dynamiky, bulo vvedeno operator evolgci] systemy
skinçennoho çysla çastynok za dopomohog zsuvu vzdovΩ fazovyx tra[ktorij.
Dlq funkci] rozpodilu jmovirnostej na fazovomu prostori, vvedeno] takym
çynom, bulo vyvedeno rivnqnnq Liuvillq z hranyçnymy umovamy, wo opysugt\
stoxastyçne rozsiqnnq.  Zaproponovane rivnqnnq Liuvillq vidriznq[t\sq vid riv-
nqnnq dlq systemy vil\nyx çastynok lyße na hiperpoverxnqx menßo] rozmir-
nosti.  Tak samo funkciq rozpodilu systemy stoxastyçnyx çastynok vidriznq-
[t\sq vid funkci] rozpodilu systemy vil\nyx çastynok til\ky na poverxnqx
menßo] rozmirnosti, de stoxastyçni çastynky vza[modigt\.  Tomu, na perßyj po-
hlqd, korelqcijni funkci] systemy stoxastyçnyx çastynok [ korelqcijnymy
funkciqmy systemy vil\nyx çastynok, oskil\ky pry vyznaçenni korelqcijnyx
funkcij funkciq rozpodilu intehru[t\sq za çastynog zminnyx, tobto obçys-
lg[t\sq intehral Lebeha, i tomu povedinkog funkcij rozpodilu na hiperpo-
verxnqx menßo] rozmirnosti, de stoxastyçni çastynky vza[modigt\, moΩna
znextuvaty.

Wob podolaty cg trudnist\, D. Q. Petryna uviv novu koncepcig korelqcij-
nyx funkcij, qka pevnym çynom vraxovu[ vklad hiperpoverxon\, de stoxastyçni
çastynky vza[modigt\.  Bulo provedeno �analityçnyj eksperyment� i pidraxo-
vano dekil\ka iteracij, wo vyraΩagt\ rozv�qzok rivnqnnq Bol\cmana.  Ci itera-
ci] povnistg zbihagt\sq z korelqcijnymy funkciqmy, vvedenymy zhidno z novog
koncepci[g.  Pry detal\nomu analizi iteracij vidomo] i[rarxi] Bol\cmana vyq-
vylosq, wo vidpovidni korelqcijni funkci] teΩ vyraΩagt\sq intehralamy po
hiperpoverxnqx, de toçkovi stoxastyçni çastynky vza[modigt\.  Dyvno, wo cq
obstavyna ne bula pomiçena raniße inßymy avtoramy.

Dlq poslidovnosti korelqcijnyx funkcij, uvedeno] zhidno z novog koncep-
ci[g, bulo vyvedeno i[rarxig rivnqn\, qku nazvano stoxastyçnog i[rarxi[g
Bol\cmana.  Stoxastyçna i[rarxiq Bol\cmana vidriznq[t\sq vid zvyçajno] i[rar-
xi] Bol\cmana hranyçnymy umovamy, wo vidpovidagt\ za rozsiqnnq toçkovyx ças-
tynok abo (wo ekvivalentno) pevnymy dodatkovymy çlenamy, wo mistqt\  d-fun-
kci].  Rozv�qzky stoxastyçno] i[rarxi] Bol\cmana [ hranyceg Bol\cmana � Hreda
rozv�qzkiv i[rarxi] BBHKI dlq systemy pruΩnyx kul\ u vs\omu fazovomu pros-
tori, v toj ças qk rozv�qzky zvyçajno] i[rarxi] Bol\cmana [ vidpovidnog hrany-
ceg lyße poza hiperpoverxnqmy, de stoxastyçni çastynky vza[modigt\.

OtΩe, dlq poçatkovyx danyx iz pevnyx funkcional\nyx prostoriv pobudo-
vano qk lokal\ni, tak i hlobal\ni za çasom rozv�qzky stoxastyçno] i[rarxi] Bol\-
cmana. Dlq poçatkovyx danyx, wo zadovol\nqgt\ umovu xaosu, odnoçastynkova
korelqcijna funkciq [ rozv�qzkom nelinijnoho rivnqnnq Bol\cmana.  Takym çy-
nom, rivnqnnq Bol\cmana bulo faktyçno vperße vyvedeno na osnovi stoxastyç-
no] dynamiky.

Vse ce da[ zmohu stverdΩuvaty, wo dlq stoxastyçno] dynamiky realizovano
tu Ω prohramu, wo i dlq hamil\tonovo] dynamiky: vyvedeno rivnqnnq Liuvillq
dlq funkci] rozpodilu i stoxastyçnu i[rarxig Bol\cmana ta pobudovano ]]
rozv�qzky.  Pry c\omu bulo vvedeno novu koncepcig korelqcijnyx funkcij,
wo vraxovugt\ pevnym çynom vklady vid hiperpoverxon\ menßo] rozmirnosti,
de toçkovi stoxastyçni çastynky vza[modigt\.

U svij ças M. Kac uviv pevnu stoxastyçnu dynamiku toçkovyx çastynok v im-
pul\snomu prostori.  Vidpovidna funkciq rozpodilu zadovol\nq[ rivnqnnq Kol-
mohorova, na osnovi qkoho bulo vyvedeno prostorovo-odnoridnu i[rarxig BBHKI.
Vin pokazav, wo v nablyΩenni seredn\oho polq ta pry neskinçennomu zrostanni
çysla çastynok i[rarxiq BBHKI zadovol\nq[ umovu xaosu, tobto usi korelqcijni
funkci] [ dobutkamy odnoçastynkovyx.  U svog çerhu, odnoçastynkovi korelq-
cijni funkci] zadovol\nqgt\ prostorovo-odnoridne rivnqnnq Bol\cmana.  Ce
buv perßyj pryklad vyvedennq rivnqnnq Bol\cmana na osnovi stoxastyçno]
dynamiky.  U roboti M. Lampis ta D. Q. Petryny bulo pokazano, wo dlq poçat-
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kovyx prostorovo-odnoridnyx funkcij rozpodilu (metodom pevnoho userednennq
po konfihuracijnomu prostoru) z rivnqnnq Liuvillq dlq stoxastyçnyx çasty-
nok moΩna otrymaty rivnqnnq Kolmohorova, vvedene Kacom.  Tym Ωe metodom
bulo vyvedeno prostorovo-odnoridnu i[rarxig BBHKI.  Bulo dovedeno, wo umova
xaosu ma[ misce i bez nablyΩennq seredn\oho polq, tobto usi korelqcijni fun-
kci] [ dobutkamy odnoçastynkovyx, a ostanni zadovol\nqgt\ prostorovo-odno-
ridne rivnqnnq Bol\cmana.  Pry c\omu, zvyçajno, prypuska[t\sq, wo poçatkovi
korelqcijni funkci] zadovol\nqgt\ umovu xaosu.

Takym çynom, stoxastyçna dynamika Kaca v impul\snomu prostori i vidpovid-
ne rivnqnnq Kolmohorova, qki prosto postulgvalysq, vyplyvagt\ iz  stoxastyç-
no] dynamiky u fazovomu prostori, vvedeno] D. Q. Petrynog.  Prostorovo-odno-
ridne rivnqnnq Bol\cmana vyvedeno bez nablyΩennq seredn\oho polq.

3.  Toçno rozv�qzuvani modeli kvantovo] statystyçno] mexaniky [22, 24,
32, 33, 41, 49, 50, 84, 88 – 90, 103, 104, 106 – 109].  U pracqx D. Q. Petryny rozvy-
neno novyj pidxid do doslidΩennq vaΩlyvyx modelej teori] nadprovidnosti i
nadplynnosti, modeli Paj[rlsa � Fr\olixa ta modeli Xu-anha � Qnha � Lattin-
dΩera. Usi ci modeli magt\ odnu spil\nu rysu, a same,  ]x hamil\tonian vza[modi]
sklada[t\sq z sumy intehraliv po vs\omu evklidovomu prostoru vid dobutku ope-
ratoriv narodΩennq ta znywennq çastynok iz pevnym potencialom, pryçomu
koefici[ntamy pry cyx intehralax [ oberneni velyçyny do pevnyx stepeniv
ob�[mu vs\oho prostoru.

Tak, hamil\tonian teori] nadprovidnosti ma[ dodanok

HI  =  1
2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2V

x x x x x x x x dx dx dx dxÚ Ú Ú Ú ( - ) ( ) ( ) ( ¢ - ¢ ) ( ¢) ( ¢ ) ¢ ¢
+ +

v vY Y Y Y ,

a hamil\tonian teori] nadplynnosti mistyt\ dodanky vyhlqdu

1
2 1 2 1 2 1 2 3 3 4 4

V
x x a x a x dx dx a x dx a x dxÚ Ú Ú Ú( - ) ( ) ( ) ( ) ( )+ +F ,

1
03 1 2 3 4 1 2 3 4

V
a x a x a x a x dx dx dx dxF̃( ) ( ) ( ) ( ) ( )Ú Ú Ú Ú + +

,

de intehral beret\sq po vs\omu prostoru  R3  za koΩnog zminnog, a  V � ob�[m
prostoru  R3.

U cyx vyrazax  
+
Y( x )  i  Y  ( x ) � operatory narodΩennq ta znywennq fermi-

oniv,  
+
a( x )  i  a ( x ) � operatory narodΩennq ta znywennq bozoniv,  v  ta  F � po-

tencialy vza[modi], a  F̃  � peretvorennq Fur�[ potencialu  F.
U statystyçnij mexanici rozriznqgt\ stany skinçennoho çysla çastynok, wo

opysugt\sq xvyl\ovymy funkciqmy, ta stany neskinçennoho çysla çastynok, wo
opysugt\sq neskinçennog poslidovnistg funkcij Hrina abo redukovanyx mat-
ryc\ hustyny. Xvyl\ovi funkci] vyznaçagt\sq rozv�qzkamy rivnqn\ Íredinhera.
Wob oderΩaty taki rozv�qzky, neobxidno vyznaçyty rezul\tat di] hamil\toniana
na xvyl\ovu funkcig hamil\toniana teori] nadprovidnosti.  Vykorystovugçy
pravyla vtorynnoho kvantuvannq, oderΩu[mo

( H f ) N ( x1 , … , xN )  =  - ( º )
=
Â
i

N
i

N Nm
f x x

1
12

D
, ,  +

+ 

  i j

N

j N
i j

Nx x
V

x x f x x x x dx dx
< =
Â Ú Ú( - ) ( ¢ - ¢ ) ( ¢ ¢ º º º ) ¢ ¢Ú Ú

1
1 1 2 1 2 1 1 2

1
v v , , , , , (5)

de druhyj dodanok slid rozumity qk hranycg

  

lim , , , ,
L L L

L≠ < =( )
( - ) ( ¢ - ¢ ) ( ¢ ¢ º º º ) ¢ ¢Â Ú Ú Ú Ú

R i j

N

j N
i j

NV
x x x x f x x x x dx dx

3

1

1
1 1 2 1 2 1 1 2v v .
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Zvyçajnyj pidxid, koly hamil\tonian rozhlqda[t\sq spoçatku na skriz\ wil\-
nij v  L2 ( R3N

 )  mnoΩyni osnovnyx funkcij, a potim budu[t\sq joho samosprq-
Ωene rozßyrennq, v c\omu vypadku pryvodyt\ do vil\noho hamil\toniana, os-
kil\ky hamil\tonian vza[modi] na osnovnyx funkciqx dorivng[ nulg.  Z inßoho
boku, vidomo, wo za dopomohog model\noho hamil\toniana teori] nadprovidnosti
moΩna poqsnyty qvywe nadprovidnosti, qke ne vklada[t\sq v ramky teori] vil\-
nyx nevza[modigçyx çastynok.

Wob rozv�qzaty cg supereçnist\, D. Q. Petryna zaproponuvav rozhlqnuty ha-
mil\tonian (5) u special\nomu hil\bertovomu prostori translqcijno-invari-
antnyx funkcij  hN; n1

 , … , n k .  Vyznaçymo cej prostir.  Rozib�[mo mnoΩynu  N  to-
çok  ( x1 , … , xN  )  na  k  pidmnoΩyn  {  n1 }( xi1

 , … , xin1
 ) , … , { nk }( xj1

 , … , xjn k
 ),

n1 + …  + nk = N ,  i postavymo ]m u vidpovidnist\ funkcig vyhlqdu
FN; n1

 , … , n k ( xi1
 , …  , xin1

 ; …  ; xj  1
 , …  , xj n

 

k
 ), translqcijno-invariantnu za koΩnog

hrupog zminnyx z  { n1 }, … , { nk }  ta intehrovnu za modulem u kvadrati za neza-
leΩnymy  { n1 – 1 }, … , { nk – 1 }  riznycevymy zminnymy

  Ú Úº | FN; n1
 , … , n k ( xi2

 – xi1
 , … , xin1

 – xi1
 ; … ; xj 2

 – xj1
 , … , xjnk

 – xj1
 ) | 2 d( xi2

 – xi1
 ) …

… d( xin1
 – xi1

 ) … d( xj2
 – xj1

 ) … d( xjnk
 – xj1

 ).

Vvedemo zahal\nyj hil\bertiv prostir  hN
T   qk prqmu ortohonal\nu sumu hil\-

bertovyx prostoriv  hN; n1
 , … , n k

h hN
T

n n
N n n

k

k
= ≈

º
ºÂ

1

1
, ,

; , , ,

de suma beret\sq za vsima moΩlyvymy rozbyttqmy  N  toçok na  k  pidmnoΩyn  1 £
£ k £ N.  U c\omu pidprostori hamil\tonian (5) ne zvodyt\sq do vil\noho i moΩe
buty zobraΩenyj u vyhlqdi

H  =  
n n

n

k

i
I H I

1, ,º
Â ≈ ≈º≈ ≈º≈ ,

de

Hni
  =  Hn0

0 ,      ni  π  2;      Hni
  =  H2 ,     ni  =  2,

i dvoçastynkovyj hamil\tonian  H2  zada[t\sq na funkciqx  f2 ( x1 , x2 ) = f2 ( x1 –
– x2 ) � h2  operatorom

( H2 f2 ) ( x1 , x2 )  =  
D D1

2 2 1 22
2

m
m f x x+Ê

Ë
�
¯ ( - ) +

+ 
 
v v( - ) ( ¢ - ¢ ) ( ¢ - ¢ ) ( ¢ - ¢ )Úx x x x f x x d x x1 2 1 2 2 1 2 1 2 . (6)

ZauvaΩymo, wo dlq teori] nadprovidnosti slid rozhlqdaty  hN
T   til\ky z  ni ≥

≥ 2.
Takym çynom, u hil\bertovomu prostori translqcijno-invariantnyx funkcij

hN
T   z  ni ≥ 2  model\nyj hamil\tonian teori] nadprovidnosti ne zvodyt\sq do vil\-

noho, a zada[t\sq operatorom (6).  Fizyçnyj zmist operatora (6) polqha[ v tomu,
wo model\nyj hamil\tonian teori] nadprovidnosti opysu[ vza[modig par çasty-
nok iz protyleΩnymy impul\samy (navedeno sprowenyj bezspinovyj variant), a
vΩe pary miΩ sobog ne vza[modigt\.  Analohiçni rezul\taty oderΩano i dlq
model\noho hamil\toniana teori] nadplynnosti ta inßyx modelej.
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D. Q. Petrynog doslidΩeno i zahal\nyj hamil\tonian iz parnog vza[modi[g
v  hil\bertovomu prostori translqcijno-invariantnyx funkcij.  Na funkciqx
fN  ( x1 , … , xN ) � hN

T    zahal\nyj hamil\tonian zada[t\sq vyrazom

( HN fN ) ( x1 , … , xN )  =  - ( º ) + ( - ) ( º )
= < =
Â Â
i

N
i

N N
i j

N

j N Nm
f x x x x f x x

1
1

1
1 12

D F, , , , .

Vstanovleno taku fundamental\nu vlastyvist\ c\oho hamil\toniana v pros-
tori  hN

T .  Spektr  HN   v  hN
T   [ ob�[dnannqm za vsima moΩlyvymy rozbyttqmy

{ n1 }, … , { nk }  sumy spektriv hamil\tonianiv  Hn1
 , … , Hnk

  u prostorax  hn 
1

 , …

… , hnk
 :

s ( HN )  =  

 n n i

k

n

k

i
H

1 1, ,º =
Â ( )U s .

Vstanovleno takoΩ strukturu vlasnyx vektoriv operatora  HN  u prostori  hN
T   i

pokazano, wo ]x vidpovidni vlasni znaçennq vyznaçagt\sq proekciqmy vlasnyx
vektoriv na pidprostir  hN; n1

 , … , n k ,  qkyj vidpovida[ najmenßym rozbyttqm.
Ce dalo moΩlyvist\ vstanovyty vaΩlyvu vlastyvist\ model\nyx hamil\to-

nianiv teori] nadprovidnosti ta nadplynnosti, a same, prostir par (vsi  ni = 2)  [
invariantnym vidnosno di] model\noho hamil\toniana teori] nadprovidnosti i zbi-
ha[t\sq z proekci[g rezul\tatu di] zahal\noho hamil\toniana na pidprostir par.
Zvidsy vyplyva[, wo spektr model\noho hamil\toniana v pidprostori par zbiha-
[t\sq z ti[g çastynog spektra zahal\noho hamil\toniana, wo vidpovida[ vlasnym
vektoram z komponentog ]x pidprostoru par.  Ce oznaça[, wo statystyçni sered-
ni model\noho hamil\toniana zbihagt\sq iz statystyçnymy serednimy zahal\noho
hamil\toniana, qkwo obmeΩytysq çastynog spektra, wo vidpovida[ pidpros-
toru par.

Analohiçni rezul\taty spravedlyvi i dlq model\noho hamil\toniana teori]
nadplynnosti, til\ky joho slid rozhlqdaty u pidprostori par ta kondensatu.

Usi ci rezul\taty po-novomu vysvitlggt\ znaçennq model\nyx system teori]
nadplynnosti ta nadprovidnosti i pokazugt\, wo vony [ obmeΩennqmy zahal\nyx
hamil\tonianiv na vidpovidni pidprostory.

D. Q. Petryna takoΩ doslidyv rivnqnnq dlq staniv model\nyx system.  Obme-
Ωymosq znovu teori[g nadprovidnosti, a stan opyßemo neskinçennog poslidov-
nistg funkcij Hrina  G  = ( …  , G t x t x t x tmn m m m m m n( º º+ + +1 1 1 1, , , , ; , , ,  ,

xm + n ), … ),  de  Cmn  � statystyçne seredn[ xronolohiçnoho dobutku  m  opera-
toriv znywennq ta  n  operatoriv narodΩennq.  Rivnqnnq stanu dlq  G   moΩna
zobrazyty u vyhlqdi

∂
∂
G

t1
  =  A G,

de operator  A  mistyt\ u sobi intehral\nyj operator vyhlqdu

  

1
1 1 2 1 1 1 1 1 2 2 2V

x y x x G t x t x t xm nÚ Ú Ú ( - ) ( ¢ - ¢ ) ( ¢ ¢+ +v v , , , , , , …

… , t x t y t x t x dx dx dym m m m m n m n, ; , , , , , ,1 1 1 1 2+ + + +º ) ¢ ¢ , (7)

pryçomu cej operator slid rozumity u tomu Ω sensi, wo j vyraz (5).
D. Q. Petryna zaproponuvav rozhlqdaty operator (7) u prostori translqcij-

no-invariantnyx funkcij, wo [ uzahal\nennqm prostoriv  hN
T ,  i pokazav, wo u

c\omu prostori vin zvodyt\sq do operatora
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c Ú v ( x1 – y ) Gm – 1 n + 1 ( t2 , x2 , … , tm , xm ; t1 , y, tm + 1 , xm + 1 , … , tm + n , xm + n ) dy,

de

c  =  
 Ú ( ¢ - ¢ ) ( ¢ - ¢ ) ( ¢ - ¢ )v x x G t x x d x x1 2 20 1 1 2 1 20 0, , , .

Zvidsy vyplyva[, wo model\nyj hamil\tonian (5) termodynamiçno ekvivalen-
tnyj tak zvanomu aproksymugçomu hamil\tonianu

Happr  =  
  
Ú Ú Ú( ) - -Ê

Ë
�
¯ ( ) + ( - ) ( ) ( )Y D Y Y Y* * *

x
m

M x dx c x x x x dx dx
2 1 2 1 2 1 2v  +

+ 
 
c x x x x dx dx

c
V* Ú Ú ( - ) ( ) ( ) -v 1 2 1 2 1 2

2

2
Y Y ,

de stali   c  ta  *c   vyznaçagt\sq z minimumu vil\no] enerhi] dlq  Happr .  Termody-
namiçna ekvivalentnist\ oznaça[, wo stany, vyznaçeni za model\nym (5) ta aprok-
symugçym  Happr  hamil\tonianamy, v termodynamiçnij hranyci zbihagt\sq.  Za-
znaçymo, wo aproksymugçyj hamil\tonian vyznaça[t\sq za model\nym, qkwo v
ostann\omu zaminyty operatorni vyrazy

  

1
1 2 1 2 1 2V

x x x x dx dxÚ Ú ( - ) ( ) ( )v Y Y* *
,      

  

1
1 2 1 2 1 2V

x x x x dx dxÚ Ú ( ¢ - ¢ ) ( ¢) ( ¢ )v Y Y

po çerzi na operator  cI ,  kratnyj odynyçnomu, a stalu  c  vyznaçyty z umovy mi-
nimumu vil\no] enerhi], qka zvodyt\sq do nelinijnoho rivnqnnq.

Aproksymugçyj hamil\tonian dopuska[ toçni rozv�qzky, tobto qvno vyzna-
ça[t\sq joho spektr ta poslidovnist\ funkcij Hrina.

Cej pidxid bulo uspißno zastosovano do modeli nadplynnosti Boholgbova,
modeli vza[modigçoho boze-hazu Xuanha � Qnha � LattindΩera ta modeli Paj[r-
lsa � Fr\olixa.  Zaznaçymo, wo v ostannij modeli pevni operatorni vyrazy v mo-
del\nomu hamil\toniani slid zaminyty na funkci], wo vyznaçagt\sq z umovy
minimumu funkcionala vil\no] enerhi].  V robotax D. Q. Petryny ta {. D. Biloko-
losa ·49, 50� pokazano, wo rivnqnnq minimumu zvodyt\sq do rivnqnnq Korteveha �
de Friza, qke rozv�qzu[t\sq toçno za dopomohog skinçennozonnoho potencialu.
Takym çynom, uperße bulo vkazano na tisnyj zv�qzok miΩ metodom oberneno]
zadaçi rozsiqnnq dlq rozv�qzuvannq nelinijnyx rivnqn\ z çastynnymy poxidnymy
ta metodom aproksymugçoho hamil\toniana.

Modeli nadprovidnosti, nadplynnosti ta Paj[rlsa � Fr\olixa v osnovnomu
doslidΩuvalysq za dopomohog rivnqn\ dlq funkcij Hrina ta vil\no] enerhi].
Vstanovleno, wo funkci] Hrina ta vil\na enerhiq cyx modelej zbihagt\sq u ter-
modynamiçnij hranyci z vidpovidnymy xarakterystykamy dlq modelej z aprok-
symugçymy hamil\tonianamy, qki [ kvadratyçnymy formamy po operatorax na-
rodΩennq ta znywennq ta toçno rozv�qzuvanymy.  Pry c\omu spektral\na zadaça
dlq model\nyx hamil\tonianiv navit\ ne stavylasq.  Vynqtkom moΩna vvaΩaty
rezul\tat Boholgbova pro zbih serednix enerhij osnovnyx staniv dlq model\no-
ho hamil\toniana BKÍ ta vidpovidnoho aproksymugçoho hamil\toniana.

U svij ças D. Q. Petryna rozhlqnuv hamil\tonian BKÍ bezposeredn\o pry
neskinçennomu ob�[mi u hil\bertovomu prostori translqcijno-invariantnyx fun-
kcij i pokazav, wo osnovnyj stan vyznaça[t\sq toçno i na n\omu model\nyj ha-
mil\tonian BKÍ ta aproksymugçyj hamil\tonian Boholgbova zbihagt\sq.

Naprykinci 90-x ta na poçatku 2000-x rokiv D. Q. Petryna vykonav cykl
prac\ ·102 � 104, 106, 109�, prysvqçenyx vyvçenng spektra ta vlasnyx vektoriv
hamil\toniana BKÍ u skinçennomu ob�[mi. Hamil\tonian BKÍ rozhlqdavsq u
skinçennomu kubi pry periodyçnyx hranyçnyx umovax.  Bulo znajdeno pevnyj
pidprostir par, invariantnyj vidnosno di] hamil\toniana, i pokazano, wo u c\omu
pidprostori hamil\tonian zobraΩu[t\sq sumog dvox operatoriv, odyn z qkyx ma[
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toçnyj rozv�qzok zadaçi na vlasni znaçennq ta vlasni vektory, a druhyj zmen-
ßu[t\sq zi zbil\ßennqm ob�[mu kuba i moΩe rozhlqdatysq qk zburennq perßoho
operatora.

Cq zadaça pro zburennq vlasnyx znaçen\ ta vlasnyx vektoriv [ novog u
funkcional\nomu analizi, oskil\ky zming[t\sq ne lyße malyj parametr zbu-
rennq, a i hil\bertiv prostir ta obydva operatory.  NezvaΩagçy na ci obstavyny,
vstanovleno, wo vlasni znaçennq ta vlasni vektory hamil\toniana asymptotyçno
toçno u termodynamiçnij hranyci vyznaçagt\sq perßym operatorom. Pokazano,
wo vlasni znaçennq ta vlasni vektory zbihagt\sq u termodynamiçnij hranyci do
vlasnyx znaçen\ ta vlasnyx vektoriv hamil\toniana, rozhlqnutoho bezposeredn\o
pry neskinçennomu ob�[mi.

Bulo dovedeno, wo model\nyj hamil\tonian BKÍ zbiha[t\sq u termodynamiç-
nij hranyci z aproksymugçym hamil\tonianom Boholgbova qk kvadratyçna for-
ma na osnovnomu ta usix zbudΩenyx stanax.  Cym samym bulo uzahal\neno vido-
myj rezul\tat Boholgbova pro zbih cyx hamil\tonianiv na osnovnomu stani.

Bulo vstanovleno, wo u termodynamiçnij hranyci isnugt\ dvi spil\ni hilky
vlasnyx znaçen\ ta vlasnyx vektoriv hamil\toniana BKÍ ta aproksymugçoho
hamil\toniana.  V obox hilkax spektra isnu[ vidminna vid nulq wilyna miΩ os-
novnym ta zbudΩenymy stanamy.  Toj fakt, wo u model\noho hamil\toniana
BKÍ ta aproksymugçoho hamil\toniana isnugt\ dvi hilky spektra z dvoma wily-
namy u spektri, ne buv vidomyj do robit D. Q. Petryny.  Vidpovidni dvi systemy
operatoriv narodΩennq ta znywennq, dlq qkyx osnovni stany [ vakuumamy, ne [
unitarno ekvivalentnymy.

U literaturi [ posylannq na eksperymental\ni dani, zhidno z qkymy v napiv-
providnykovyx materialax moΩut\ isnuvaty dvi wilyny.  MoΩlyvo, rezul\tat
D. Q. Petryny pro dvi hilky spektra z vidminnymy vid nulq wilynamy nadast\
poqsnennq cym eksperymental\nym danym.

U svij ças D. Q. Petryna ta {. D. Bilokolos rozhlqnuly model\nyj hamil\-
tonian Fr\olixa, u qkomu elektrony vza[modigt\ iz fononamy til\ky pry pev-
nyx dyskretnyx modax.  Bulo rozhlqnuto rivnqnnq dlq funkcij Hrina i pokaza-
no, wo u termodynamiçnij hranyci vony zbihagt\sq z rivnqnnqmy dlq funkcij
Hrina modeli z aproksymugçym hamil\tonianom, qkyj vidpovida[ systemi elek-
troniv u zovnißn\omu poli.  Zovnißn[ pole vyznaça[t\sq z pryncypu minimumu
vil\no] enerhi], qk u problemi Paj[rlsa.  V odnovymirnomu vypadku cq zadaça
rozv�qzu[t\sq toçno, i ]] rozv�qzkom [ odnozonnyj potencial � funkciq Vej[r-
ßtrassa.  Same tomu cej hamil\tonian bulo nazvano hamil\tonianom Paj[rlsa �
Fr\olixa.

Newodavno D. Q. Petryna ·109� rozhlqnuv nerivnovaΩni stany modeli Paj[r-
lsa � Fr\olixa, vyviv dlq nyx kvantovu i[rarxig BBHKI ta pokazav, wo dlq po-
çatkovyx danyx, wo zadovol\nqgt\ umovu xaosu, cq i[rarxiq zvodyt\sq do dvox
nelinijnyx zv�qzanyx rivnqn\ � Íredinhera ta xvyl\ovoho rivnqnnq. V odnovy-
mirnomu vypadku vony magt\ odnosolitonnyj rozv�qzok.  { poperedni rezul\ta-
ty pro isnuvannq inßyx toçnyx rozv�qzkiv.

4.  Hranyçni zadaçi matematyçno] fizyky ta ]x zastosuvannq do teori]
membran [39, 40, 42, 43, 47, 51, 55, 74].  DoslidΩennq elektrostatyçnyx poliv ta
dyfuzijnyx i hidrodynamiçnyx procesiv u prostorovo-neodnoridnyx seredovy-
wax, wo modelggt\ membrany riznyx typiv, ma[ vaΩlyve znaçennq dlq opysu
rqdu qvyw fizyky, ximi] ta biolohi].

U 80-x rr. D. Q. Petryna zacikavyvsq problemog protikannq rozçyniv elek-
trolitiv çerez membrany i zaproponuvav doslidΩuvaty proces protikannq ridyn
çerez membranu qk samouzhodΩenu zadaçu dlq rivnqn\ hidrodynamiky, dyfuzi] ta
elektrostatyky.  V rezul\tati doslidΩen\, provedenyx Dmytrom Qkovyçem ta
joho uçnqmy, oderΩano pryncypovo novi rezul\taty, wo magt\ vaΩlyve teore-
tyçne i praktyçne znaçennq, a same, detal\no opysano vplyv elektryçnyx poliv
na selektyvni vlastyvosti membran, oderΩano novi rozv�qzky rivnqn\ Laplasa ta
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Puassona poblyzu membran riznyx typiv i doslidΩeno ]x vlastyvosti, pobudovano
funkci] rozpodilu system zarqdΩenyx çastynok poblyzu membran, doslidΩeno
rozv�qzky zadaçi pro dyfuzig zarqdΩenyx çastynok v elektryçnomu poli, stvo-
renomu membranog.

Zupynymosq bil\ß detal\no na roboti ·43�, v qkij, vykorystovugçy  ana-
lohig z kvantovog teori[g polq, D. Q. Petryna zaproponuvav novyj metod dos-
lidΩennq krajovyx zadaç dlq rivnqn\ klasyçno] matematyçno] fizyky v oblas-
tqx zi skladnog strukturog.  Osnovnym elementom c\oho metodu [ �vidnimal\na
procedura� � analoh vidomo] v kvantovij teori] polq vidnimal\no] procedury
Boholgbova � Parasgka.  Za dopomohog c\oho metodu vperße vdalosq oderΩaty
strohyj rozv�qzok klasyçno] zadaçi Maksvella pro efektyvnu dielektryçnu
stalu seredovywa, v qkomu rozmiweno neskinçennu kil\kist\ sferyçnyx dielek-
tryçnyx til.

Rozhlqdavsq tryvymirnyj prostir, zapovnenyj seredovywem z dielektryçnog
pronyknistg  e1 ,  v qkomu pevnym çynom rozmiweno sferyçni tila, wo xarakte-
ryzugt\sq dielektryçnog pronyknistg  e2  (  e2 π e1  ). Ci tila rozmiweno abo u
vuzlax neskinçenno] kubiçno] hratky z parametrom  a,  abo vypadkovo (z deqkymy
obmeΩennqmy).  Poçatok koordynat pov�qzano z odnym iz til, a osi   

r
x  = ( x1 , x2 ,

x3 )  naprqmleno vzdovΩ reber hratky.
Rozhlqda[t\sq zburennq zovnißn\oho elektryçnoho polq takog systemog

til.  Zovnißnim polem  j0 ( x )  v roboti ·43� [ odnoridne elektryçne pole

j0 ( x )  =  
 
-

r r
Ex
e1

(  
r
E  � napruΩenist\), a v roboti ·39� � pole sukupnosti toçkovyx zarqdiv.

Potencial polq v takij systemi vyznaça[t\sq qk rozv�qzok tako] krajovo]
zadaçi dlq rivnqnnq Laplasa:

D j ( x )  =  0,      x � R3,      j+ ( x )  =  j– ( x ),       x � ∂F,
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de  ∂Fi  � poverxnq  i-ho tila, a �+� i „–” poznaçagt\ hranyçni znaçennq vidpovid-
nyx velyçyn pry nablyΩenni do poverxni tila vidpovidno iz zovni ta z seredyny.

Qkwo pry c\omu ßukaty potencial u vyhlqdi
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  =  j0 ( x ) + j1 ( x ),

to vyznaçennq potencialu   j( )rx   zvodyt\sq do rozv�qzuvannq systemy neskinçen-
noho çysla intehral\nyx rivnqn\ dlq nevidomyx hustyn poverxnevyx zarqdiv  s r

k
,

zadanyx na poverxnqx koΩnoho tila
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DoslidΩennq rivnqnnq (8) pov�qzane z sutt[vymy matematyçnymy trudno-
wamy, oskil\ky rqdy, wo vxodqt\ u qdra intehral\nyx operatoriv, ne [ absolgt-
no zbiΩnymy.  Dlq  rozv�qzku tako] problemy zastosovu[t\sq vidnimal\na pro-
cedura, qka dozvolq[, vykorystovugçy zmistovni fizyçni mirkuvannq, a takoΩ
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symetrig zadaçi, dovesty, wo rozbiΩni dodanky, u pevnomu sensi, vza[mno kom-
pensugt\sq.

Dlq rivnqnnq, wo otrymano pislq zastosuvannq vidnimal\no] procedury,
moΩna pobuduvaty rozv�qzok u vyhlqdi zbiΩnoho rqdu teori] zburen\.  Çleny
c\oho rqdu vidpovidagt\ vneskam mul\typoliv pevnoho porqdku.  Tak, u roboti
·47� D. Q. Petryna vraxuvav dodanky, wo opysugt\ vplyv dypoliv, i oderΩav
(uperße stroho) klasyçnu formulu Maksvella dlq efektyvno] dielektryçno]
stalo].

Ostatoçno efektyvnist\ metodu bulo dovedeno u robotax uçniv D. Q. Petry-
ny, v qkyx, postupovo vraxovugçy vplyv mul\typoliv vywyx porqdkiv, vdalosq
oderΩaty vsi vidomi formuly dlq efektyvno] dielektryçno] stalo] i vstanovyty
novu bil\ß toçnu formulu, wo uzahal\ng[ vsi poperedni.  Krim formuly dlq
efektyvno] dielektryçno] stalo] znajdeno qvni nablyΩeni rozv�qzky dlq po-
tencialu, hustyny poverxnevyx zarqdiv, dypol\ni momenty, towo (P. V. Malyßev
i D. V. Malyßev).

Odni[g z najvaΩlyvißyx u naprqmku, wo rozhlqda[t\sq, [ robota D. Q. Pet-
ryny ·51�, v qkij doslidΩeno nelinijnu uzhodΩenu systemu rivnqn\ dyfuzi] i
elektrostatyky dlq systemy zarqdΩenyx çastynok poblyzu membrany.  Vyko-
rystovugçy umovu elektronejtral\nosti til i vidnimal\nu proceduru u qdrax
vidpovidnyx intehral\nyx rivnqn\, D. Q. Petryna doviv teoremu isnuvannq ta
[dynosti rozv�qzku za umovy dostatn\o malo] hustyny zarqdiv i til u membrani.
Systema nelinijnyx rivnqn\, wo vynyka[ v cij roboti, [ duΩe skladnog z anali-
tyçno] toçky zoru.

D. Q. Petrynog doslidΩeno takoΩ xarakter povedinky funkcij rozpodilu
system zarqdΩenyx çastynok poblyzu membrany i vstanovleno vidßtovxuval\-
nyj xarakter vza[modi] ioniv obox znakiv iz membranog.  Ce dozvolylo zrobyty
vysnovok pro te, wo vnesok elektrostatyçnoho vidßtovxuvannq [ odnym iz vyz-
naçal\nyx dlq selektyvnyx vlastyvostej membran takoho typu.

Na zaverßennq navedemo spysok osnovnyx publikacij Dmytra Qkovyça Pet-
ryny z suçasno] matematyçno] fizyky.
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