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Дмитро Якович Петрина
В.I. Герасименко, А.Г. Загороднiй

Цей збiрник наукових праць присвячено пам’ятi академiка НАН
України Дмитра Яковича Петрини, видатного українського вченого
в галузi математичної фiзики, квантової теорiї поля та статистичної
механiки.

Д.Я. Петрина народився 23 березня 1934 р. у селi Торгановичi
Старосамбiрського району Львiвської областi в сiм’ї селян. Пiсля за-
кiнчення середньої школи в 1951 р. вступив до Львiвського держав-
ного унiверситету iм. Iв. Франка на механiко-математичний факуль-
тет, який закiнчив у 1956 р. за спецiальнiстю механiка. Наприкiнцi
1956 р. вступив до аспiрантури при Iнститутi математики АН УРСР.
По закiнченню аспiрантури в 1959 р працював молодшим науковим
спiвробiтником, а згодом — старшим науковим спiвробiтником цього
iнституту. В 1969 р. Д.Я. Петрину було призначено завiдувачем ла-
бораторiї Iнституту теоретичної фiзики АН УРСР. Ця лабораторiя
стала основою вiддiлу статистичної механiки, який Дмитро Якович
створив у 1978 роцi. 1986 року вiддiл було переведено в Iнститутi ма-
тематики НАН України. Дмитро Якович очолював його до останнiх
днiв свого життя. Кандидатську дисертацiю Дмитро Якович захи-
стив пiд керiвництвом академiка О.С. Парасюка у 1961 р., а у 1969 р.
— докторську дисертацiю в Iнститутi математики АН УРСР. У 1988
р. його було обрано членом-кореспондентом АН УРСР, а в травнi
2006 р. — дiйсним членом НАН України.

Головне мiсце в життi Дмитра Яковича займала наука. Вiн був
великим трудiвником, який вiддав науцi все своє життя. I наука вiд-
дячила йому, подарувавши свiтове визнання, повагу i любов учнiв.
Науковий здобуток академiка Д.Я. Петрини налiчує понад 170 на-
укових праць, серед яких 6 монографiчних оглядiв i 8 монографiй,
широко вiдомих у свiтi. Свою дев’яту монографiю вiн завершив, але
не встиг побачити її виходу в свiт. Працi вченого вiдзначено Держав-
ною премiєю України в галузi науки та технiки за 2001 рiк, премiєю
АН УРСР iм. М.М. Крилова та премiєю НАН України iм. М.М. Бо-
голюбова.

Дмитро Якович був не лише видатним вченим, але й природже-
ним педагогом. Протягом тридцяти рокiв вiн викладав у Київському
нацiональному унiверситетi iм. Тараса Шевченка на фiзичному та
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механiко-математичному факультетах. У 1981 р. йому було присвоє-
но вчене звання професора кафедри теоретичної фiзики. Вiн любив
i вмiв працювати з учнями, виховав великий науковий колектив, за-
снував наукову школу математичної статистичної механiки.

В особi академiка Д.Я. Петрина ми мали яскравого представни-
ка школи Боголюбова–Парасюка з математичної фiзики. Вiн збага-
тив науку видатними результатами першорядного значення в галу-
зi квантової теорiї поля, класичної i квантової статистичної механi-
ки та теорiї граничних задач в областях зi складною структурою.
Серед них всесвiтньо вiдома теорема Боголюбова–Петрини–Хацета
про iснування термодинамiчної границi рiвноважних станiв стати-
стичних систем, на основi якої наприкiнцi ХХ ст. була розвинута
сучасна математична статистична механiка. Класична теорема Пе-
трини про неможливiсть iснування нелокальної квантової теорiї поля
з додатним спектром енергiї iмпульсу визначила напрям розвитку
квантової теорiї поля на значний перiод. Вченим було сформульо-
вано та дослiджено рiвняння для коефiцiєнтних функцiй матрицi
розсiювання квантової теорiї поля, йому належать класичнi резуль-
тати з дослiдження спектрiв модельних гамiльтонiанiв теорiї над-
провiдностi й надплинностi у введених ним просторах трансляцiйно-
iнварiантних функцiй. У циклi недавнiх робiт вiн вiдкрив нову гiлку
спектру гамiльтонiана теорiї надпровiдностi, що стало великою не-
сподiванкою для дослiдникiв у цiй галузi. В останнi днi свого життя
Дмитро Якович працював над новою монографiєю, в якiй розвива-
лися цi актуальнi результати. З його робiт початку 70-х рр. ХХ ст.
бере свої витоки математична теорiя нерiвноважних статистичних
систем. У його пiонерських працях в цьому напрямку була побу-
дована теорiя ланцюжкiв рiвнянь Боголюбова нескiнченних динамi-
чних систем та вперше доведено iснування термодинамiчної границi
для нерiвноважних станiв. В останнi роки ним було розв’язано фун-
даментальну проблему обґрунтування кiнетичного рiвняння Боль-
цмана, для моделi жорстких сфер, яке широко використовується не
лише при дослiдженнi газiв, плазми та конденсованих багаточастин-
кових систем, але й для опису рiзноманiтних еволюцiйних процесiв у
сучасних технологiях, соцiальних науках. Його життя обiрвалось у
момент, коли вiн був сповнений творчими планами, новими iдеями,
iнтенсивно працював, з оптимiзмом дивлячись у майбутнє. В сер-
цях учнiв та колег Дмитра Яковича залишається свiтла пам’ять про
нього — талановитого вченого, вчителя та українського патрiота.
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The Richardson Equations and the
Laguerre Polynomials
E.D. Belokolos

Dept. Theor. Physics, Institute of Magnetism of NAS of Ukraine, Kiev

E-mail:bel@im.imag.kiev.ua

Для iнтегровнӧı рацiональнӧı моделi Годена побудовано розв’язок рiв-
нянь Рiчардсона для спектра. За умови вузькӧı зони цей розв’язок
виражено через розподiл нулiв масштабованих полiномiв Лагерра. До-
слiджено асимптотичну границю розподiлу нулiв полiномiв Лагерра i
розраховано спектральну густину для рацiональнӧı моделi Годена.

For the integrable rational Gaudin model a solution of the Richardson
equations for a spectrum is built. In the case of narrow band assumption the
solution is presented in terms of a zero distribution of the scaled Laguerre
polynomials. Asymptotic limit of the Laguerre polynomial zero distribution
is studied and spectral density for the Gaudin model is calculated.

Introduction. In 1963 R.W. Richardson proved the integrability of
the BCS pairing Hamiltonian for finite number of particles. Later on
M.Gaudin developed the appropriate mathematical theory (1976, 1995)
and proposed a lot of the integrable models which present an interest for
a number of physical problems.

In this paper we discuss a spectrum of integrable Gaudin models
which is defined by the Richardson equations

2
M∑

β=1,β 6=α

1
ωβ − ωα

=
N∑

l=1

1
ul − ωα

− 1
G

.

Here the variables ul, l = 1, . . . , N, are eigenvalues of the Hamiltonian
without interaction, the variables ωα, α = 1, . . . , M, are eigenvalues of
the Hamiltonian with interaction and G is a pairing interaction constant
of the Hamiltonian. (For details see for example E.D. Belokolos (2007).)

A structure of the paper is follows. In chapter 1 we present a solution
of the Richardson-Gaudin equations under "the narrow band assumpti-
on"in terms of a zero distribution of the scaled Laguerre polynomials. In
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chapter 2 we remind some basic facts on the Laguerre polynomials, in
particular, when their indices are negative . The asymptotics for the zero
distribution of the scaled Laguerre polynomials are presented in chapter
3. In conclusion we give a discussion of the obtained results.

1. The Richardson equations and the Laguerre polynomials.
Let us study a solution of the Richardson equations in the rational case
under assumption

ul = 0, l = 1, 2, . . . , N,

which we call "the narrow band assumption".
Theorem 1.1. If in the Richardson equations for the rational case,

2
M∑

β=1,β 6=α

1
ωβ − ωα

=
N∑

l=1

1
ul − ωα

− 1
G

,

the following conditions are satisfied

ul = 0, l = 1, 2, . . . , N,

then the Richardson equations have solutions

ωα, α = 1, 2, . . . ,M,

where ωα are zeros of the generalized Laguerre polynomial

LAM
M

(
M

ωα

B

)
.

Here

A = −N + 1
M

, B = MG = − 1
A

(N + 1)G.

Proof. Let the Richardson equations in the rational case,

2
M∑

β=1,β 6=α

1
ωα − ωβ

+
N∑

l=1

1
ul − ωα

− 1
G

= 0,

satisfy the following conditions,

ul = 0, l = 1, 2, . . . , N,
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then these equations attain the form

2
M∑

β=1,β 6=α

1
ωα − ωβ

− N

ωα
− 1

G
= 0.

According to last equalities the polynomial

f(x) =
M∏

β=1

(x− ωβ)

is a solution of the differential equation

x
d2f

dx2
−

( x

G
+ N

) df

dx
+

M

G
f = 0.

A unique polynomial solution of this equation is the scaled Laguerre
polynomial

y(x) = L
−(N+1)
M

( x

G

)
.

It is convenient to introduce new parameters A,B and g in the followi-
ng way

A = −N + 1
M

, B = MG = − 1
A

(N + 1)G = − g

A
.

Then the polynomial

pM (z) = LAM
M

(
M

x

B

)

satisfies the differential equation

x
d2pM

dx2
−

(
M

B
x−AM − 1

)
dpM

dx
+

M2

B
pM = 0.

Later on we study a zero distribution of the polynomial

pM (z) = C

M∏

j=1

(z − aj)
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at the limit M →∞ with parameters A,B and g being constants. Since
the parameter B defines just a scale of the variable x and therefore there
is no problem to take it in account we put further B = 1 in order to
simplify the further calculations.

2. Basic facts on the Laguerre polynomials. Here we remind
some basic facts on the Laguerre polynomials which we use further.

2.1. Definition. We can define the Laguerre polynomial by means
of degenerate hypergeometric function

L(α)
n (z) =

Γ(α + n + 1)
Γ(α + 1)Γ(n + 1)

F1(−n, α + 1; z),

by means of power series,

L(α)
n (z) =

n∑

k=0

(
n + α
n− k

)
(−z)k

k!

by means of the Rodrigues formula

L(α)
n (z) =

(−1)n

n!
z−αez

(
d

dz

)n

(zn+αe−z),

or by means of the differential equation: the Laguerre polynomial L(α)
n (z)

is a unique (up to a constant factor) polynomial solution y(z) of the
differential equation

zy′′(z) + (α + 1− z)y′(z) + ny(z) = 0.

Here n ∈ {0, 1, . . .}, α ∈ C, z ∈ C.

Therefore, L
(α)
n (z) is a polynomial of the order n in the variable z. Si-

nce L
(α)
n (z) is also a polynomial of the order n in the variable α, therefore,

L
(α)
n (z) is an analytic function with respect to the variable α.

2.2. Zeros of the Laguerre polynomials.

• −1 < α. All n zeros of L
(α)
n (z) are simple and are located on a real

half-line [0, +∞);

• α = −k ∈ {−1,−2, . . . ,−n}. In this case L
(α)
n (z) has at z = 0 a

zero of the order k, all the other (n − k) zeros are simple and are
located on a half-line (0, +∞). It follows from the relation

L(−k)
n (z) = (−z)k (n− k)!

n!
L

(k)
n−k(z).
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• α < −n. All n zeros of L
(α)
n (z) are simple. If n is even these zeros

are all complex pair-wise conjugated, if n is odd these zeros are all
complex pair-wise conjugated but one.

2.3. The Laguerre polynomial with negative index α. The
polynomial approximation of ez with the Laguerre polynomials.
The Szegö curve. The Laguerre polynomial L

(α)
n (z) at the

limit α → −n−m− 1 looks as follows

L(−n−m−1)
n (z) = (−1)n

n∑

k=0

(m + n− k)!
k!m!(n− k)!

zk.

In particular,

L(−n−1)
n (z) = (−1)n

n∑

k=0

zk

k!
.

This is a partial sum of the power series for the function ez. As a result
of that the Laguerre polynomials with negative indices appear as the
polynomial approximants of the exponential function ez.

Let us consider the exponential function as a limit of the sequence of
polynomials

ew = lim
n→∞

tn(w),

where

tn(w) =
n∑

k=0

wk

k!
= (−1)nL−n−1

n (w).

Let us scale the independent variable

w = nz,

present the series tn(w) in the transformed (rescaled) form

Tn(z) = tn(nz) =
n∑

k=0

nk

k!
zk = (−1)nL−n−1

n (nz)

and define the transformed remainder term

En(z) = enz − Tn(z).
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Let Zn = Z(Tn) denote the set of zeros of the polynomial Tn(z) and
Wn = W (En) denote the set of zeros of the transformed remainder term
En(z).
Theorem 2.1. (G. Szegö (1924)) As n → ∞ then the zeros Zn of the
polynomial Tn(z) cluster on the curve S0 ∩ B and the zeros Wn of the
transformed remainder term En(z) cluster on the curve S0\B where the
curve

S0 = {z : |ze1−z| = 1}
is called the Szegö curve and

B = {z : |z| < 1}
is an open disc.

Thus the Taylor polynomial approximation of ez leads to the Szegö
curve. For recent publications on the Szegö curve see the paper
I.E. Pritsker, R.S. Varga (1997).

3. The limit zero distribution of the scaled Laguerre Polyno-
mials. Here we consider the zero distribution of the scaled Laguerre
polynomials.
Theorem 3.1. Let us consider a sequence of scaled Laguerre polynomials

pn(z) = L(αn)
n (nz)

and a sequence of their zero measures

µn =
1
n

∑

pn(z)=0

δz.

Then at the limit n →∞ and under the condition

lim
n→∞

αn

n
= A

there exists a limit measure

µ = lim
n→∞

µn

and a support of this measure Γ which is simple analytic arc, symmetric
with respect to R. These quantities are described in terms of parameters

ξ± = A + 2± 2
√

A + 1,
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and the polynomial

D(z) = (z − ξ+)(z − ξ−).

More precisely,
1) If A > 0, then ξ−, ξ+ ∈ R and Γ = [ξ−, ξ+] ⊂ R.
2) If A < −1, then ξ− = ξ̄+ and Γ is given by the equation

Re
∫ z

ξ−

√
D(t)
t

dt = 0,

which, when computed explicitly, yields

∣∣∣z
Ae
√

D(z)

4(A + 1)
[z −

√
D(z)− (A + 2)]A+2

[A(A +
√

D(z))− z(A + 2)]A

∣∣∣ = 1.

3) If A = −1, then ξ− = ξ+ = 1 and Γ is the Szegö curve defined by
the equation

∣∣∣ze1−z
∣∣∣ = 1, |z| ≤ 1,

which is closed curve around the origin passing through 1 and a point in
(−∞, 0).

In all cases above the zero distribution measure µ is absolutely conti-
nuous with respect to the linear Lebesgue measure on Γ and

dµ(z) =
1
πi

√
D(z)
z

dz, z ∈ Γ.

4) If A ∈ (−1, 0) and there exists the limit

lim
n→∞

dist(αn,Z)]1/n = 0,

then the zeros of Lαn
n (nz) accumulate on Γ = {0} ∪ [ξ−, ξ+] and the

asymptotic zero distribution measure is

dµ(x) = −Aδ0 +

√
(x− ξ−)(ξ+ − x)

2πx
χ[ξ−,ξ+]dx.
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5) If A ∈ (−1, 0) and there exists the limit

lim
n→∞

[dist(αn,Z)]1/n = e−r, 0 ≤ r < ∞,

then the zeros of Lαn
n (nz) accumulate on Γ = Γr ∪ [ξ−, ξ+] and the

asymptotic zero distribution measure is

dµr(x) = dνr +

√
(x− ξ−)(ξ+ − x)

2πx
χ[ξ−,ξ+]dx,

dνr(s) =
1

2πi

√
D(s)
s

ds, s ∈ Γr,

Re
∫ z

ξ−

√
D(s)
s

ds = r, z ∈ Γr.

The case r = 0 represents the typical one in the sense that if a
sequence {αn} is chosen randomly, then with probability one there is
valid the equality

lim
n→∞

[dist(αn,Z)]1/n = 1.

So in the typical case the zeros cluster on Γ0 ∪ [ξ−, ξ+]. The case
0 < r < ∞ is more special since in this case the members of sequence
{αn} should be very close to integers.

In this theorem the results 1)–3) are due to A. Martinez-Finkelshtein,
P. Martinez-Gonzalez, R. Orive (2001) and the results 4), 5) are due to
A.B.J. Kuijlaars, K.T-R. McLaughlin (2002).

Since these results were obtained in the papers above by different
techniques, it is reasonable to present their proof below in equal manner.

The proof of the theorem is a result of a sequence of the followi-
ng Lemmas. At first we consider the zero distribution of the Laguerre
polynomials without multiple zeros.
Lemma 3.1.1. The Cauchy transform

µ̂(z) =
∫

dµ(t)
z − t

of the limit zero distribution measure µ(z) for the Laguerre polynomials
pn(z) = L

(αn)
n (nz) looks as follows,

µ̂(z) =
1
2
− A

2z
−

√
(z −A)2 − 4z

2z
=
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=
1
2
− A

2z
−

√
(z − z+)(z − z−)

2z
,

R(z) =
√

(z −A)2 − 4z =
√

(z − z+)(z − z−),

z± = A + 2± 2
√

A + 1.

Proof.We derive an expression for the Cauchy transform of the limit zero
distribution µ(z) directly from the differential equation for the Laguerre
polynomials.

The polynomial

pn(z) = L(An)
n (nz) = C

n∏

j=1

(z − aj)

is a solution of the differential equation

z

n
p′′n(z) +

(
A− z +

1
n

)
p′n(z) + npn(z) = 0.

The zero distribution measure is

µpn(z) =
1
n

∑

pn(z)=0

δ(z),

and the Cauchy transform for the zero distribution measure is

µ̂pn(z) =
∫

dµpn(t)
z − t

.

The expression of the Cauchy transform for the zero distribution measure
in terms of the logarithmic derivative of the polynomial is

hn(z) =
1
n

p′n(z)
pn(z)

=
1
n

n∑

j=1

1
z − aj

=
∫

dµpn(t)
z − t

= µ̂pn(z).
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The differential equation for the Cauchy transform of the zero distributi-
on measure looks as follows,

z

(
h′n(z)

n
+ h2

n(z)
)

+
(

A− z +
1
n

)
hn(z) + 1 = 0.

Now let us consider the limit n →∞ under assumption A is constant
and |hn(z)|, |h′n(z)| are uniformly bounded. Then for the quantity

h(z) = lim
n→∞

hn(z) = lim
n→∞

µ̂pn
(z) = µ̂(z)

we obtain the algebraic quadratic equation

zµ̂2(z) + (A− z)µ̂(z) + 1 = 0.

Therefore,

µ̂(z) =
z −A±

√
(z −A)2 − 4z

2z

Since

lim
z→∞

√
(z −A)2 − 4z

z
= 1

and

lim
z→∞

zµ̂(z) = 1

we have

µ̂(z) =
1
2
− A

2z
−

√
(z −A)2 − 4z

2z
=

=
1
2
− A

2z
−

√
(z − z+)(z − z−)

2z
,

R(z) =
√

(z −A)2 − 4z =
√

(z − z+)(z − z−),

z± = A + 2± 2
√

A + 1.



The Richardson Equations and the Laguerre Polynomials 19

Lemma 3.1.2. The limit zero distribution measure looks as follows:

dµ(t) =
1
πi

D(t)
t

dt, t ∈ Γ.

Proof. The limit zero distribution measure µ(t) defines by means of the
Cauchy type integral a piece-wise analytic function

µ̃(z) =
1

2πi

∫

Γ

dµ(t)
t− z

dt, z ∈ C\Γ.

This function µ̃(z) is analytic on the complex plane everywhere besides
the integration contour

µ̃(z) ∈ A(C\Γ).

In terms of the piece-wise analytic function µ̃(z) the limit zero distributi-
on measure µ(t) is defined by means of the Sokhotski–Plemelj formulae

µ(t) = µ̃+(z)− µ̃−(z),

where µ̃+(z) and µ̃−(z) are values of the function µ̃(z) on two sides of
the integration contour Γ.

In the case under consideration

µ̃(z) = − 1
πi

(
1
2
− A

2z
−

√
D(z)
2z

)
,

D(z) = (z − ξ−)(z − ξ+), ξ± = A + 2± 2
√

A + 1.

If the contour Γ consists of a single arc or a finite number of separate
arcs then

dµ(t) =
1
πi

D(t)
t

dt, t ∈ Γ.

Lemma 3.1.3. If A < −1, then ξ− = ξ̄+ and Γ is given by the equation

Re
∫ z

ξ−

√
D(t)
t

dt = 0,
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which, when computed explicitly, yields

∣∣∣z
Ae
√

D(z)

4(A + 1)
[z −

√
D(z)− (A + 2)]A+2

[A(A +
√

D(z))− z(A + 2)]A

∣∣∣ = 1.

Proof. This curve is defined by the equation

Re
∫ z

ξ−

√
D(t)
t

dt = 0, D(t) = (t− ξ−)(t− ξ+).

Let us calculate the integral

I =
∫ z

ξ−

√
D(t)
t

dt =
∫ z

ξ−

√
(t− ξ−)(t− ξ+)

t
dt =

=
∫ z

ξ−

√
(t− α)2 + β2

t
dt =

∫ z−α

ξ−−α

√
x2 + β2

x + α
dx.

Here we have used the expressions

ξ± = α± iβ = (A + 2)± i2
√
−A− 1,

x = t− α, t = x + α.

I =
∫ z−α

ξ−−α

√
x2 + β2

x + α
dx =

∫ z−α

ξ−−α

x2 + β2

x + α

dx√
x2 + β2

=

=
∫ z−α

ξ−−α

(α2 + β2

x + α
− α + x

) dx√
x2 + β2

=

= (α2 + β2)
∫ z−α

ξ−−α

dx

(x + α)
√

x2 + β2
−

− α

∫ z−α

ξ−−α

dx√
x2 + β2

+
∫ z−α

ξ−−α

xdx√
x2 + β2

.

Now using the well known integrals
∫

dx

(x + α)
√

x2 + β2
=

=
1√

α2 + β2
ln

(
β2 − αx−

√
α2 + β2

√
x2 + β2

x + α

)
,
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∫
dx√

x2 + β2
= ln(x +

√
x2 + β2),

∫
xdx√
x2 + β2

=
√

x2 + β2,

we receive for the integral I the following expression

I =
{√

α2 + β2 ln
(

β2 − αx−
√

α2 + β2
√

x2 + β2

x + α

)
−

− α ln(x +
√

x2 + β2) +
√

x2 + β2

}∣∣∣∣
z−α

ξ−−α

=

=
√

α2 + β2 ln
(

α2 + β2 − αz +
√

α2 + β2
√

D(z)
−iβξ+

ξ−
z

)
−

− α ln
(

z − α−
√

D(z)
iβ

)
−

√
D(z).

Here we have taken in account the formulae

β2 − iαβ = −iβξ−,
√

(z − α)2 + β2 = −
√

D(z).

Therefore

I = ln
{

[α2 + β2 − αz +
√

α2 + β2
√

D(z)]
√

α2+β2

(−iβz)
√

α2+β2

(
ξ−
ξ+

)√α2+β2

×

× (iβ)α

[z − α−
√

D(z)]α
e−
√

D(z)

}
.

The equation

Re I = 0

is equivalent to the equation

∣∣∣∣
[α2 + β2 − αz +

√
α2 + β2

√
D(z)]

√
α2+β2

(−iβz)
√

α2+β2

(
ξ−
ξ+

)√α2+β2

×

× (iβ)α

[z − α−
√

D(z)]α
e−
√

D(z)

∣∣∣∣= 1.
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Taking in account the equalities
∣∣(−1)

√
α2+β2∣∣ = 1,

∣∣(ξ−/ξ+)
√

α2+β2∣∣ = 1,

we obtain
∣∣∣∣
[α2 + β2 − αz +

√
α2 + β2

√
D(z)]

√
α2+β2

[z − α−
√

D(z)]α
(iβ)α−

√
α2+β2

z
√

α2+β2
e
√

D(z)

∣∣∣∣= 1.

Since

α = A + 2, iβ = 2
√

A + 1,
√

α2 + β2 = A,

we have finally
∣∣∣∣
[A(A +

√
D(z))− z(A + 2)]A

[z −
√

D(z)− (A + 2)]A+2

4(A + 1)

zAe
√

D(z)

∣∣∣∣= 1.

Lemma 3.1.4. If A = −1, then ξ− = ξ+ = 1 and Γ is the Szegö curve
defined by the equation

∣∣∣ze1−z
∣∣∣ = 1, |z| ≤ 1,

which is closed curve around the origin passing through 1 and a point in
(−∞, 0).
Proof. The Szegö curve is the curve of previous Lemma, given by the
equation

∣∣∣∣
zAe

√
D(z)

4(A + 1)
[z −

√
D(z)− (A + 2)]A+2

[A(A +
√

D(z))− z(A + 2)]A

∣∣∣∣= 1,

at the limit A → −1.
At this limit we have

A → −1, ξ± = A + 2± 2
√

A + 1 → 1,

D(z) = (z −A)2 − 4z → (z − 1)2,√
D(z) =

√
(z −A)2 − 4z → z − 1.

Let us calculate the following two limits:

lim
A→−1

zAe
√

D(z)

[A(A +
√

D(z))− z(A + 2)]A
=

z−1ez−1

[−(−1 + z − 1)− z]−1



The Richardson Equations and the Laguerre Polynomials 23

=
2(1− z)
ze1−z

.

lim
A→−1

[z −
√

D(z)− (A + 2)]A+2

4(A + 1)
= lim

A→−1

[z −
√

D(z)− (A + 2)]
4(A + 1)

= − lim
A→−1

d
dA [

√
D(z) + A]
d

dA4A
= −1

4
lim

A→−1

[
− z −A√

(z −A)2 − 4z
+ 1

]

= −1
4

(
−z + 1

z − 1
+ 1

)
=

1
2(z − 1)

.

In order to calculate the last limit we have used the l’Hopital rule and
the formula

d

dA

√
D(z) = −1

2

d
dAD(z)√

D(z)
= − z −A√

(z −A)2 − 4z
.

Multiplying these two limit expressions we obtain an equation for the
limit curve, which is the Szegö curve

|ze1−z| = 1.

Now we consider the interval A ∈ (−1, 0) where the Laguerre polynomi-
als have multiple zeros. In this case results depend essentially on the way
by which the sequence {αn} tends to an integer.
Lemma 3.1.5. If A ∈ (−1, 0) and there exists the limit

lim
n→∞

[dist(αn,Z)]1/n = 0,

then the zeros of Lαn
n (nz) accumulate on Γ = {0} ∪ [ξ−, ξ+] and the

asymptotic zero distribution measure is

dµ(x) = −Aδ0 +

√
(x− ξ−)(ξ+ − x)

2πx
χ[ξ−,ξ+]dx.

If A ∈ (−1, 0) and there exists the limit

lim
n→∞

[dist(αn,Z)]1/n = e−r, 0 ≤ r < ∞,

then the zeros of Lαn
n (nz) accumulate on Γ = Γr ∪ [ξ−, ξ+] and the

asymptotic zero distribution measure is

dµr(x) = dνr +

√
(x− ξ−)(ξ+ − x)

2πx
χ[ξ−,ξ+]dx,
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dνr(s) =
1

2πi

√
D(s)
s

ds, s ∈ Γr,

Re
∫ z

ξ−

√
D(s)
s

ds = r, z ∈ Γr.

Proof. Multiple zeros of the polynomial y(z) = L
(α)
n (z) occur only at the

point z = 0. Indeed, if at some point z0 6= 0 we assume y(z0) = y′(z0) = 0
then, according to the differential equation

zy′′(z) + (α + 1− z)y′(z) + ny(z) = 0,

we have y(k)(z) = 0, k = 0, 1, 2, . . . , and therefore, y(z) = 0.
If α = −k ∈ {−1,−2, . . . ,−n} then at the point z = 0 the polynomial

L
(α)
n (z) has a zero of the order k, all the other (n − k) zeros are simple

and are located on a half-line (0,+∞).
If the real parameter α tends from above to the integer −k then k

simple zeros of the L
(α)
n (z) approach the point z = 0 in the directions

(+1)1/k. If the real parameter α decreases below the integer −k then k

simple zeros of the L
(α)
n (z) emerge from the point z = 0 in the directions

(−1)1/k. If the real parameter α decreases further and tends from above
to the integer −k−1 then k previous simple zeros and one of the (n−k)
simple zeros, located on a half-line (0, +∞), approach together the point
z = 0 in the directions (+1)1/(k+1). And then all repeats again. It is
similar to the behavior of the hypergeometric polynomials at points of
multiple zeros (see K. Driver, P. Duren (2001)).

Now let us consider a sequence of real numbers {αn}. If the sequence
{αn} converges to an integer in such a way that there exists the limit

lim
n→∞

[dist(αn,Z)]1/n = 0,

then zeros of Lαn
n (nz) accumulate on Γ = {0}∪[ξ−, ξ+] and the asympto-

tic zero distribution measure is

dµ(x) = −Aδ0 +

√
(x− ξ−)(ξ+ − x)

2πx
χ[ξ−,ξ+]dx.

If the sequence {αn} converges to an integer in such a way that there
exists the limit

lim
n→∞

[dist(αn,Z)]1/n = e−r, 0 ≤ r < ∞,



The Richardson Equations and the Laguerre Polynomials 25

then, using an asymptotic for the scaled Laguerre polynomial Lαn
n (nz),

we prove easily that its zeros accumulate on the curve

Γ = Γr ∪ [ξ−, ξ+], Re
∫ z

ξ−

√
D(s)
s

ds = r, z ∈ Γr

and the appropriate asymptotic zero distribution measure is

dµr(x) = dνr +

√
(x− ξ−)(ξ+ − x)

2πx
χ[ξ−,ξ+]dx,

dνr(s) =
1

2πi

√
D(s)
s

ds, s ∈ Γr.

We skip details of these calculations since we do not need the results
of this Lemma in order to discuss solutions of the rational Richardson
equations.

The case r = 0 is the typical one. If a sequence {αn} is chosen
randomly then with probability one the equality

lim
n→∞

[dist(αn,Z)]1/n = 1

is valid. In this case the zeros cluster on Γ0 ∪ [ξ−, ξ+].
The case 0 < r < ∞ is much more special, in this case the sequence

{αn} should approximate some integer very closely.

Conclusion. Applying results of the Theorem 2 for the zero distri-
bution of the scaled Laguerre polynomials to solutions of the Richardson
equations in rational case we should take in account first of all that
N ≥ M ≥ 0 and therefore A ≤ −1. It means that the zero distribution
measure of the Richardson equations is of the form

dµ(z) =
1
πi

√
D(z)
z

dz, z ∈ Γ

and is defined on the curve Γ which is given by the equation

Re
∫ z

ξ−

√
D(t)
t

dt = 0

or, which is the same, by the equation
∣∣∣∣
zAe

√
D(z)

4(A + 1)
[z −

√
D(z)− (A + 2)]A+2

[A(A +
√

D(z))− z(A + 2)]A

∣∣∣∣= 1,
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where

D(z) = (z − ξ+)(z − ξ−), ξ± = A + 2± 2
√

A + 1.
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Присвячується пам’ятi
академiка Дмитра Яковича Петрини

Дослiджено задачу Кошi для ланцюжка нелiнiйних рiвнянь фон Не-
ймана, якою описується еволюцiя всiх можливих станiв квантових ба-
гаточастинкових систем в термiнах кореляцiйних операторiв. Побудо-
вано розв’язок, який зображується розкладами по кластерах частинок,
еволюцiя яких описується кумулянтами вiдповiдного порядку груп ево-
люцiйних операторiв рiвнянь фон Неймана. Для початкових даних з
простору послiдовностей ядерних операторiв доведено теорему iснува-
ння та єдиностi сильного та слабкого розв’язку. Обговорюється про-
блема зв’язку такого розв’язку з s-частинковими статистичними опе-
раторами, якi є розв’язками ланцюжка рiвнянь Боголюбова, та з s-
частинковими кореляцiйними операторами.

The Cauchy problem of the von Neumann hierarchy of nonlinear equations
is investigated. One describes the evolution of all possible states of quantum
many-particle systems by correlation operators. A solution of such nonli-
near equations is constructed in the form of an expansion over particle
clusters whose evolution is described by the corresponding-order cumulant
(semi-invariant) of evolution operators of the von Neumann equations. For
the initial data from the space of sequences of trace class operators the
existence of a strong and a weak solution of the Cauchy problem is proved.
We discuss the relationships of this solution with the s-particle statisti-
cal operators, which are solutions of the BBGKY hierarchy, and with the
s-particle correlation operators of quantum systems.
1Робота частково пiдтримана Українсько-Австрiйським проектом № М/124

(UA 04/2007), Цiльовою програмою ВФА НАН України та Науковою програмою
НАН України № 0107U002333.
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1. Вступ. В роботi дослiджується ланцюжок нелiнiйних рiвнянь
фон Неймана, якими описується еволюцiя кореляцiй квантових ба-
гаточастинкових систем. Такi еволюцiйнi рiвняння виникають в рядi
актуальних проблем сучасної статистичної механiки, зокрема при
виводi квантових кiнетичних рiвнянь [10, 13, 14, 21], описi нерiвно-
важних квантових кореляцiй в ультраохолоджених фермi- та бозе-
газах [17]. В данiй роботi показано, що ланцюжок нелiнiйних рiвнянь
фон Неймана може бути покладено в основу побудови еволюцiйних
рiвнянь, якими описується еволюцiя станiв квантових систем нескiн-
ченного числа взаємодiючих частинок (iєрархiй рiвнянь Боголюбо-
ва [1, 4, 5]).

Сформульованi ранiше способи виводу iєрархiї квантових рiвнянь
Боголюбова обґрунтовано в просторi послiдовностей ядерних опера-
торiв [5,6,8,13]. Послiдовностями операторiв з такого простору опи-
суються системи скiнченного числа частинок. Фундаментальною вiд-
критою математичною проблемою є побудова розв’язкiв таких рiв-
нянь в бiльш загальних просторах, яким, зокрема, належать рiвно-
важнi стани [15,20]. Природним простором для строгого розв’язання
такої проблеми є простiр послiдовностей iнтегровних трансляцiйно-
iнварiантних ядерних операторiв. Iдея введення та застосування до
опису станiв нескiнченних систем подiбних просторiв (простори тран-
сляцiйно-iнварiантних сумовних функцiй) належить Д.Я. Петринi
[7].

Зупинимось на структурi статтi. В другому роздiлi побудовано
ланцюжок нелiнiйних рiвнянь фон Неймана для кореляцiйних опе-
раторiв, якими описується еволюцiя всiх можливих станiв квантових
систем взаємодiючих частинок. В третьому роздiлi розглянуто рiзнi
пiдходи до виводу формули розв’язку задачi Кошi для такого лан-
цюжка нелiнiйних рiвнянь. Встановлено, що розклади для розв’язку
визначаються кумулянтами (семiiнварiантами) еволюцiйних опера-
торiв (лiнiйних) рiвнянь фон Неймана (Додаток 2). Кумулянти є
елементами кластерних розкладiв (Додаток 1) еволюцiйних опера-
торiв фон Неймана подiбно до побудови кореляцiйних операторiв,
що описують стани системи. У роботах [3,4,16] було встановлено, що
кумулянти еволюцiйних операторiв рiвнянь фон Неймана лежать та-
кож в основi розкладiв для розв’язкiв задачi Кошi iєрархiї рiвнянь
Боголюбова. Отже, кумулянтна структура розкладiв для розв’язкiв
еволюцiйних рiвнянь багаточастинкових систем вiдображає природу
динамiки таких систем. В четвертому роздiлi доведено теорему iсну-
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вання та єдиностi класичного i слабкого розв’язку задачi Кошi для
ланцюжка нелiнiйних рiвнянь фон Неймана в просторi послiдовно-
стей ядерних операторiв. В п’ятому роздiлi обговорюється питання
еквiвалентностi рiзних способiв опису еволюцiї станiв квантових ба-
гаточастинкових систем.

2. Способи опису еволюцiї станiв квантових систем части-
нок. Розглянемо квантову систему нефiксованого числа тотожних
(безспiнових) частинок масою m = 1 в просторi Rν , ν ≥ 1 (в термi-
нологiї статистичної механiки — нерiвноважний великий канонiчний

ансамбль [11]). Гамiльтонiан такої системи H =
∞⊕

n=0
Hn — самоспря-

жений оператор, визначений в областi D(H) = {ψ = ⊕ψn ∈ FH |
∑
n
‖Hnψn‖2 < ∞} ⊂ FH, де FH =

∞⊕
n=0

H⊗n — простiр Фока над гiль-

бертовим простором H (H0 = C). Вважатимемо, що H = L2(Rν) (ко-

ординатне представлення), тодi елемент ψ ∈ FH =
∞⊕

n=0
L2(Rνn) — це

послiдовнiсть функцiй ψ =
(
ψ0, ψ1(q1), . . . , ψn(q1, . . . , qn), . . .

)
така,

що ‖ψ‖2 = |ψ0|2 +
∑∞

n=1

∫
dq1 . . . dqn|ψn(q1, . . . , qn)|2 < +∞. В пiдпро-

сторi нескiнченно диференцiйовних функцiй з компактними носiями
ψn ∈ L2

0(Rνn) ⊂ L2(Rνn) n-частинковий гамiльтонiан Hn дiє згiдно з
формулою (H0 = 0)

Hnψn = −~
2

2

n∑

i=1

∆qiψn +
n∑

k=1

n∑

i1<...<ik=1

Φ(k)(i1, . . . , ik)ψn. (1)

де Φ(k) — k-кратний потенцiал взаємодiї мiж частинками, що задо-
вольняє умови Като [5], h = 2π~ – стала Планка.

Стан квантової системи нефiксованого числа частинок описує-
ться нескiнченною послiдовнiстю D = (I, D1, . . . , Dn, . . .) самоспря-
жених позитивних операторiв (I — одиничний оператор), визначе-
ною на просторi Фока FH. Оператор густини Dn (вживається та-
кож термiн статистичний оператор, ядро якого вiдоме як матри-
ця густини [2]), визначений в n-частинковому гiльбертовому про-
сторi Hn = H⊗n = L2(Rνn), будемо позначати Dn(1, . . . , n). Для
системи тотожних частинок, що задовольняють статистику Максве-
ла – Больцмана, справедлива рiвнiсть: Dn(1, . . . , n) = Dn(i1, . . . , in),
якщо {i1, . . . , in} ∈ {1, . . . , n}. Стан системи фiксованого N числа ча-
стинок описуються однокомпонентною послiдовностю D(N) = (0, . . .
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. . . , 0, DN , 0, . . .).
Будемо розглядати стани системи, що належать простору

L1(FH) = =
∞⊕

n=0
L1(Hn) послiдовностей f =

(
I, f1, . . . , fn, . . .

)
ядер-

них операторiв fn = fn(1, . . . , n) ∈ L1(Hn), якi задовольняють зазна-
чену вище умову симетрiї, з нормою

‖f‖L1(FH) =
∞∑

n=0

‖fn‖L1(Hn) =
∞∑

n=0

Tr1,...,n|fn(1, . . . , n)|.

Всюди щiльну в L1(FH) множину фiнiтних послiдовностей виродже-
них операторiв [5] з нескiнченно диференцiйовними ядрами, зосере-
дженими на компактах, будемо позначати L1

0(FH). Зауважимо, що
простiр L1(FH) мiстить послiдовностi операторiв бiльш загальних,
нiж тi, якими визначаються стани систем частинок.

Еволюцiя всiх можливих станiв описується задачею Кошi для по-
слiдовностi рiвнянь фон Неймана [1]

d

dt
D(t) = −ND(t), (2)

D(t)|t=0 = D(0), (3)

де для f ∈ L1
0(FH) ⊂ D(N ) ⊂ L1(FH) визначено оператор фон Не-

ймана

(N f)n = − i

~
[
fn,Hn

]
:= − i

~
(
fnHn −Hnfn

)
. (4)

В просторi послiдовностей ядерних операторiв L1(FH) для аб-
страктної задачi Кошi (2)–(3) справедлива така теорема.
Теорема 1. Розв’язок початкової задачi (2)–(3) визначається фор-
мулою

D(t) = U(−t)D(0)U−1(−t), (5)

де U(−t) =
∞⊕

n=0
Un(−t),

Un(−t) = e−
i
~ tHn ,

U−1
n (−t) = e

i
~ tHn . (6)

Для початкових даних D(0) ∈ L1
0(FH) ⊂ L1(FH) — це сильний (кла-

сичний) розв’язок, а для довiльних D(0) ∈ L1(FH) — слабкий (уза-
гальнений) розв’язок.
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Доведення теореми наведено в додатку 1.
Зауважимо, що походження позначень (6) для унiтарних груп

e±
i
~ tHn пов’язано з принципом вiдповiдностi квантових та класичних

систем (для класичних систем в аналогiчних термiнах визначається
еволюцiйний оператор рiвняння Лiувiлля для густини функцiї розпо-
дiлу) i є наслiдком iснування двох пiдходiв до опису еволюцiї систем,
а саме, як еволюцiї спостережуваних або станiв. Надалi еволюцiйний
оператор, яким зображується розв’язок (5), для f ∈ L1(FH) будемо
позначати

U(−t)fU−1(−t) := G(−t)f. (7)

Зобразимо стан системи D(t) у формi кластерного розкладу [1,20]
по нових операторах g(t) = (0, g1(t, 1), . . . , gn(t, 1, . . . , n), . . .)

D1(t, 1) = g1(t, 1),
D2(t, 1, 2) = g2(t, 1, 2) + g1(t, 1)g1(t, 2),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Dn(t, Y ) =
∑

P: Y =
⋃
i

Xi

∏

Xi⊂P

g|Xi|(t,Xi), n ≥ 1, (8)

де використано такi позначення: Y ≡ (1, . . . , n), |Y | = n — кiлькiсть
елементiв множини Y ,

∑
P

— сума за всiма розбиттями P множини Y

на |P| непорожнiх пiдмножин Xi, що не перетинаються.
В термiнах послiдовностi операторiв g(t) стан системи, очевидно,

можна описати в еквiвалентний спосiб. Оператори gn(t) iнтерпрету-
ються як кореляцiйнi оператори системи частинок.

Еволюцiя кореляцiйних операторiв описується задачею Кошi для
ланцюжка нелiнiйних рiвнянь фон Неймана

d

dt
gn(t, Y ) = −Nn(Y )gn(t, Y ) +

+
∑

P: Y =
⋃

Xi,
|P|>1

(
−N int(X1, . . . , X|P|)

) ∏

Xi⊂P

g|Xi|(t,Xi), (9)

gn(t, Y )
∣∣
t=0

= gn(0, Y ), n ≥ 1. (10)
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В рiвняннi (9) оператор фон Неймана Nn(Y ) = Nn для системи ча-
стинок з гамiльтонiаном (1) визначається формулою (4) та

N int(X1, . . . , X|P|) =

=
∑

Z1⊂X1,
Z 6=∅

. . .
∑

Z|P|⊂X|P|,
Z 6=∅

N

( |P|∑
r=1

|Zr|
)

int

(
Z1, . . . , Z|P|

)
, (11)

де
∑

Zj⊂Xj

— сума по всiх непорожнiх пiдмножинах Zj ⊂ Xj та для

k = 1, . . . , n

N (k)
int (1, 2, . . . , k) = − i

~
[ · , Φ(k)(1, 2, . . . , k)

]
. (12)

Наведемо приклади нелiнiйних рiвнянь фон Неймана (9):

d

dt
g1(t, 1) = −N1(1)g1(t, 1),

d

dt
g2(t, 1, 2) = −N2(1, 2)g2(t, 1, 2)−N (2)

int (1, 2)g1(t, 1)g1(t, 2),

d

dt
g3(t, 1, 2, 3) = −N3(1, 2, 3)g3(t, 1, 2, 3) +

+
(−N (2)

int (1, 2)−N (2)
int (1, 3)−N (3)

int (1, 2, 3)
)
g1(t, 1)g2(t, 2, 3) +

+
(−N (2)

int (1, 2)−N (2)
int (2, 3)−N (3)

int (1, 2, 3)
)
g1(t, 2)g2(t, 1, 3) +

+
(−N (2)

int (1, 3)−N (2)
int (2, 3)−N (3)

int (1, 2, 3)
)
g1(t, 3)g2(t, 1, 2) +

−N (3)
int (1, 2, 3)g1(t, 1)g1(t, 2)g1(t, 3).

Для системи частинок з парним потенцiалом взаємодiї (k = 2) лан-
цюжок нелiнiйних рiвнянь фон Неймана (9) спрощується: напри-
клад, у рiвняннi для кореляцiйних операторiв g3(t) вiдсутнi члени,
що мiстять оператори N (3)

int . В цьому випадку нелiнiйнi члени в лан-
цюжку рiвнянь (9) мають вигляд

∑

P: Y =X1
⋃

X2

∑

i1∈X1

∑

i2∈X2

(−N (2)
int (i1, i2)

)
g|X1|(t, X1)g|X2|(t,X2). (13)

Для класичних систем ланцюжок рiвнянь (9) з нелiнiйними членами
(13) — еквiвалентна форма запису вiдповiдного ланцюжка нелiнiй-
них рiвнянь Лiувiлля [22], сформульованого в роботi Грiна [18].
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Ланцюжок нелiнiйних рiвнянь фон Неймана (9) формально мо-
жна вивести на основi розв’язкiв рекурентних спiввiдношень (8) (До-
даток 2) та послiдовностi рiвнянь фон Неймана (2).

Пiдкреслимо, що у випадку систем частинок, що задовольняють
Фермi та Бозе статистикам, кластернi розклади (8) та ланцюжок
рiвнянь (9) мають iншу структуру. Вiдповiднi рiвняння будуть роз-
глянутi в iншiй публiкацiї.

3. Формула для розв’язку ланцюжка нелiнiйних рiвнянь
фон Неймана. Розглянемо два пiдходи до побудови формули для
розв’язку ланцюжка нелiнiйних рiвнянь фон Неймана. Оскiльки лан-
цюжок (9) має структуру рекурентних рiвнянь, то розв’язок можна
побудувати послiдовним iнтегруванням неоднорiдних рiвнянь фон
Неймана. Дiйсно, розв’язки двох перших рiвнянь мають вигляд

g1(t, 1) = G1(−t, 1)g1(0, 1),

g2(t, 1, 2) = G2(−t, 1, 2)g2(0, 1, 2) +

+

t∫

0

dt1G2(−t + t1, 1, 2)
(−N (2)

int (1, 2)
)G1(−t1, 1)G1(−t1, 2)×

×g1(0, 1)g1(0, 2). (14)

Розглянемо оператор у другому доданку правої частини (14)

t∫

0

dt1G2(−t + t1, 1, 2)
(−N (2)

int (1, 2)
)G1(−t1, 1)G1(−t1, 2) =

= −G2(−t, 1, 2)

t∫

0

dt1
d

dt1

(
G2(t1, 1, 2)G1(−t1, 1)G1(−t1, 2)

)
=

= G2(−t, 1, 2)− G1(−t, 1)G1(−t, 2). (15)

Оператор G2(−t, 1, 2) − G1(−t, 1)G1(−t, 2) := A2(t, 1, 2) — кумулянт
другого порядку еволюцiйних операторiв (7). Формула (15) є ана-
логом формули Дюамеля (рiвнiсть (15) для обмеженого потенцiалу
взаємодiї є строгою [9]).

При n > 2 розв’язок рiвнянь (9), побудований у формi ряду iте-
рацiй в результатi перетворень, аналогiчних (15), зображується роз-
кладом (18).
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Формулу для розв’язку ланцюжка нелiнiйних рiвнянь фон Не-
ймана (9)–(10) формально можна вивести також на основi розв’язку
D(t) = (I, D1(t, 1), . . . , Dn(t, 1, . . . , n), . . .) послiдовностi рiвнянь фон
Неймана (5) (Теорема 1), якщо скористатись кластерним розкладом
(8).

Дiйсно, розв’язок рекурентних спiввiдношень (8) зображується
таким розкладом (Додаток 2):

gn(t, Y ) =
∑

P: Y =
⋃
i

Xi

(−1)|P|−1(|P| − 1)!
∏

Xi⊂P

D|Xi|(t,Xi), n ≥ 1, (16)

де
∑
P

— сума за всiма розбиттями P множини Y ≡ (1, . . . , n) на |P|
непорожнiх пiдмножин Xi, що не перетинаються.

В результатi пiдстановки у спiввiдношення (16) виразу для розв’яз-
ку (5) рiвнянь фон Неймана та на основi кластерних розкладiв (8)
при t = 0, маємо

gn(t, Y ) =
∑

P: Y =
⋃
i

Xi

(−1)|P|−1(|P| − 1)!
∏

Xi⊂P

G|Xi|(−t;Xi)×

×
∑

Pi: Xi=
⋃
ki

Zki

∏

Zki
⊂Pi

g|Zki |(0, Zki). (17)

Згрупувавши у формулi (17) доданки з однаковими добутками поча-
ткових операторiв

∏
Xi⊂P g|Xi|(0, Xi), отримуємо таку формулу для

розв’язку

gn(t, Y ) =
∑

P: Y =
⋃
i

Xi

A|P|(t, YP)
∏

Xi⊂P

g|Xi|(0, Xi), n ≥ 1, (18)

де Y = (1, . . . , n), YP ≡ (X1, . . . , X|P|) — множина, елементами якої є
|P| пiдмножин Xi ⊂ Y розбиття P : Y =

⋃
i

Xi,
∑

P: Y =
⋃
i

Xi

— сума за

всiма розбиттями P множини Y на |P| непорожнiх пiдмножин, що не
перетинаються. Еволюцiйнi оператори A|P|(t) при кожному |P| ≥ 1 у
формулi (18) визначаються розкладами



Задача Кошi для ланцюжка нелiнiйних рiвнянь фон Неймана 35

A|P|(t, YP) :=
∑

P′ : YP=
⋃
k

Zk

(−1)|P
′ |−1(|P′ | − 1)!

∏

Zk⊂P′
G|Zk|(−t; Zk).

(19)

Еволюцiйний оператор A|P|(t) iнтерпретується як кумулянт (семiiн-
варiант) |P|-го порядку еволюцiйних операторiв (7) рiвнянь фон Не-
ймана [3]. Кумулянти (19) довiльного порядку |P| ≥ 2 (крiм куму-
лянта першого порядку) мають подiбну структуру:
при |P| = 1

A1(t, 1 ∪ . . . ∪ n) = Gn(−t, 1, . . . , n),

при |P| = 2

A2(t, i1 ∪ . . . ∪ i|X1|, i|X1|+1 ∪ . . . ∪ i|Y |) =

= G|Y |(−t, 1, . . . , n)− G|X1|(−t, i1, . . . , i|X1|)G|X2|(−t, i|X1|+1, . . . , in),

де {i1, . . . , i|Y |} ∈ {1, . . . , n}. Тут використано такi позначення: за-
пис (i1 ∪ . . . ∪ i|X1|, i|X1|+1 ∪ . . . ∪ i|Y |) вiдображає ту обставину, що
множини {i1, . . . , i|X1|} та {i|X1|+1, . . . , i|Y |} є зв’язними частинами
(кластерами вiдповiдно |X1| та |X2| частинок) розбиття множини
Y = (1, . . . , |X1|, |X1|+ 1, . . . , n) на 2 елементи.

Наведемо характернi властивостi кумулянтiв (19). Кумулянти
An(t), n ≥ 1, еволюцiйних операторiв (7) рiвнянь фон Неймана є
розв’язками таких рекурентних спiввiдношень:

Gn(−t, Y ) =
∑

P: Y =
⋃
i

Xi

∏

Xi⊂P

A|Xi|(t,Xi), n ≥ 1, (20)

тобто кластерних розкладiв груп еволюцiйних операторiв (7), анало-
гiчних до (8). Цей факт доведено у Додатку 2.

Для квантової системи невзаємодiючих частинок An(t) = 0 при
n ≥ 2. Дiйсно, внаслiдок рiвностi

∑

P: Y =
⋃
i

Xi

(−1)|P|−1(|P| − 1)! =
n∑

k=1

(−1)k−1s(n, k)(k− 1)! = δn,1, (21)

де s(n, k) — числа Стiрлiнга другого роду та δn,1 — символ Кроне-
кера, якщо Gn(−t, 1, . . . , n) =

∏n
i=1 G1(−t, i), маємо
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An(t, Y ) =
∑

P: Y =
⋃
i

Xi

(−1)|P|−1(|P| − 1)!
∏

Xi⊂P

|Xi|∏

ji=1

G1(−t, ji) =

=
n∑

k=1

(−1)k−1s(n, k)(k − 1)!
n∏

i=1

G1(−t, i) = 0.

В загальному випадку генератор кумулянта n-го порядку n ≥ 2 є
оператор (−N int

n ), який визначається через n-кратний потенцiал вза-
ємодiї (12). Згiдно з (21) для кумулянта n-го порядку при n ≥ 2 в
сенсi поточкової збiжностi справедлива рiвнiсть

lim
t→0

1
t
An(t, Y )gn =

=
∑

P: Y =
⋃
k

Zk

(−1)|P|−1(|P| − 1)!
∑

Zk⊂P

(−N|Zk|(Zk))gn(Y ) =

=
(
−N (n)

int (Y )
)
gn(Y ). (22)

Наведемо приклади розкладiв для розв’язку (18):

g1(t, 1) = A1(t, 1)g1(0, 1),
g2(t, 1, 2) = A1(t, 1 ∪ 2)g2(0, 1, 2) + A2(t, 1, 2)g1(0, 1)g1(0, 2),
g3(t, 1, 2, 3) = A1(t, 1 ∪ 2 ∪ 3)g3(0, 1, 2, 3) +

+A2(t, 2 ∪ 3, 1)g1(0, 1)g2(0, 2, 3) +
+A2(t, 1 ∪ 3, 2)g1(0, 2)g2(0, 1, 3) +
+A2(t, 1 ∪ 2, 3)g1(0, 3)g2(0, 1, 2) +
+A3(t, 1, 2, 3)g1(0, 1)g1(0, 2)g1(0, 3).

Зауважимо, що в початковий момент t = 0 розв’язок (18) задоволь-
няє початкову умову (10). Дiйсно, при |P| ≥ 2 згiдно з означенням
(6): U±1

n (0) = I ( I — одиничний оператор), тодi при виконаннi рiв-
ностi (21) маємо

A|P|(0, YP) =
∑

P′ : YP=
⋃
k

Zk

(−1)|P
′ |−1(|P′ | − 1)!I = 0.

Розглянемо структуру розв’язку (18) для одного фiзично вмоти-
вованого прикладу початкових даних, а саме: коли початковi данi
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задачi Кошi (9)–(10) задовольняють умову хаосу (статистично неза-
лежнi частинки) [11], тобто послiдовнiсть кореляцiйних операторiв є
такою однокомпонентною послiдовнiстю:

g(0) = (0, g1(0, 1), 0, 0, . . .). (23)

Для початкових даних (23) формула для розв’язку (18) задачi Кошi
(9)–(10) спрощується i набирає вигляду

gn(t, 1, . . . , n) = An(t, 1, . . . , n)
n∏

i=1

g1(0, i), n ≥ 1. (24)

Таким чином, якщо в початковий момент в системi вiдсутнi коре-
ляцiї (23), то кореляцiї, що виникають в процесi еволюцiї системи,
визначаються формулою (24), а саме, кумулянтами груп еволюцiй-
них операторiв (7).

У випадку початкових даних (23) розв’язок (24) задачi Кошi для
ланцюжка нелiнiйних рiвнянь фон Неймана може бути зображено
ще i в такiй формi. При n = 1 маємо

g1(t, 1) = A1(t, 1)g1(0, 1).

Тодi за означенням кумулянта 1-го порядку A1(t) i оберненого до
нього еволюцiйного оператора A1(−t) кореляцiйнi оператори gn(t),
n ≥ 2, з формули (24) можна виразити через одночастинковий коре-
ляцiйний оператор g1(t), а саме:

gn(t, 1, . . . , n) = Ân(t, 1, . . . , n)
n∏

i=1

g1(t, i), n ≥ 2,

де Ân(t, 1, . . . , n) — кумулянт n-го порядку операторiв розсiяння

Ĝt(1, . . . , n) := Gn(−t, 1, . . . , n)
n∏

i=1

G1(t, i), n ≥ 1.

Генератор оператора розсiяння Ĝt(1, . . . , n) визначається оператором:

−
n∑

k=2

n∑

i1<...<ik=1

N (k)
int (i1, . . . , ik),
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де N (k)
int дiє за формулою (12).

4. Теорема iснування та єдиностi розв’язку ланцюжка не-
лiнiйних рiвнянь фон Неймана. Для абстрактної задачi Кошi
(9)–(10) в просторi ядерних операторiв L1(Hn) справедлива така те-
орема.
Теорема 2. Розв’язок початкової задачi (9)–(10) для ланцюжка не-
лiнiйних рiвнянь фон Неймана (9) визначається формулою (18).
Для gn(0) ∈ L1

0(Hn) ⊂ L1(Hn) — це сильний (класичний) розв’я-
зок, а для довiльних початкових даних gn(0) ∈ L1(Hn) — слабкий
(узагальнений) розв’язок.

Доведення iснування сильного розв’язку ґрунтується на такому
твердженнi.
Теорема 3. Для gn ∈ L1(Hn), n ≥ 1, вiдображення

t →
(
At(g)

)
n
(Y ) ≡

∑

P: Y =
⋃
i

Xi

A|P|(t, YP)
∏

Xi⊂P

g|Xi|(Xi) (25)

є групою нелiнiйних операторiв класу C0. На множинi L1
0(Hn) ⊂

⊂ L1(Hn) iнфiнiтезимальний генератор Nnl(·) групи (18) визнача-
ється таким оператором:

(Nnl(g)
)
n
(Y ) := −Nn(Y )gn(Y )+

+
∑

P: Y =
⋃

Xi,
|P|>1

(
−N int(X1, . . . , X|P|)

) ∏

Xi⊂P

g|Xi|(Xi), (26)

де використано позначення формули (11).
Доведення. Вiдображення (18) визначено для gn ∈ L1(Hn), n ≥ 1, i
тодi справедлива оцiнка

‖(At(g)
)
n
‖L1(Hn) ≤ n!e2n+1cn, (27)

де c := max
P: Y =

⋃
i

Xi

‖g|Xi|(Xi)‖L1(H|Xi|)
.

Дiйсно, оскiльки для оператора gn ∈ L1(Hn) має мiсце рiвнiсть
(Додаток 2)

Tr1,...,n|Gn(−t)gn| = ‖gn‖L1(Hn),

отримуємо
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‖(At(g)
)
n
‖L1(Hn) ≤

≤
∑

P: Y =
⋃
i

Xi

∑

P′ : YP=
⋃
k

Zk

(|P′ | − 1)!
∏

Xi⊂P

‖g|Xi|‖L1(H|Xi|)
≤

≤
∑

P: Y =
⋃
i

Xi

c|P|
|P|∑

k=1

s(|P|, k)(k − 1)! ≤
∑

P: Y =
⋃
i

Xi

c|P|
|P|∑

k=1

k|P|−1 ≤

≤ n!e2n+1cn,

де s(|P|, k) — числа Стiрлiнга другого роду, тобто
(
At(g)

)
n
∈ L1(Hn)

для довiльних t ∈ R1 при n ≥ 1.
Для еволюцiйного оператора At(·), який визначається рiвнiстю

(25), справедлива групова властивiсть, тобто

At1

(
At2(g)

)
= At2

(
At1(g)

)
= At1+t2(g).

Справдi, для gn ∈ L1(Hn), n ≥ 1, та довiльних t1, t2 ∈ R1, згiдно з
формулами (18) та (19), маємо

(
At1

(
At2(g)

))
n
(Y ) =

∑

P: Y =
⋃
i

Xi

A|P|(t1, YP)×

×
∏

Xi⊂P

∑

Pi: Xi=
⋃
li

Zli

A|Pi|(t2, {Xi}Pi)
∏

Zli
⊂Pi

g|Zli |(Zli) =

=
∑

P: Y =
⋃
i

Xi

∑

P′ : YP=
⋃
j

Qj

(−1)|P
′ |−1(|P′ | − 1)!

∏

Qj⊂P′
G|Qj |(−t1, Qj)×

×
∏

Xi⊂P

∑

Pi: Xi=
⋃
li

Zli

∑

P′i: {Xi}Pi=
⋃
ki

Rki

(−1)|P
′
i|−1(|P′i| − 1)!×

×
∏

Rki
⊂P′i

G|Rki
|(−t2, Rki)

∏

Zli
⊂Pi

g|Zli |(Zli),

де {Xi}Pi ≡ (Z1, . . . , Z|Pi|) — множина, елементами якої є |Pi| пiдмно-
жин Zli ⊂ Xi iз розбиття Pi : Xi =

⋃
li

Zli . Згрупувавши доданки

при однакових добутках операторiв gn, n ≥ 1, i враховуючи групову
властивiсть еволюцiйних операторiв U±1

n (−t), n ≥ 1 (6), отримуємо
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(
At1

(
At2(g)

))
n
(Y ) =

=
∑

P: Y =
⋃
i

Xi

∑

P′ : YP=
⋃
k

Qk

(−1)|P
′ |−1(|P′ |−1)!

∏

Qk⊂P′
G|Qk|(−t1−t2, Qk)×

×
∏

Xi⊂P

g|Xi|(Xi) =
∑

P: Y =
⋃
i

Xi

A|P|(t1 + t2, YP)
∏

Xi⊂P

g|Xi|(Xi) =

=
(
At1+t2(g)

)
n
(Y ).

Аналогiчно доводиться рiвнiсть

At2

(
At1(g)

)
= At1+t2(g).

Властивiсть сильної неперервностi групи At(g) нелiнiйних опера-
торiв (25) по параметру t ∈ R1 є наслiдком сильної неперервностi
групи (5) рiвнянь фон Неймана [12]. Дiйсно, оскiльки згiдно з (21)
справедлива рiвнiсть

∑

P: Y =
⋃
i

Xi

∑

P′ : YP=
⋃
k

Zk

(−1)|P
′ |−1(|P′ | − 1)!

∏

Xi⊂P

g|Xi|(Xi) = gn(Y ),

для gn ∈ L1
0(Hn) ⊂ L1(Hn), n ≥ 1, маємо

lim
t→0

∥∥∥
∑

P: Y =
⋃
i

Xi

∑

P′ : YP=
⋃
k

Zk

(−1)|P
′ |−1(|P′ | − 1)!×

×
∏

Zk⊂P′
G|Zk|(−t, Zk)

∏

Xi⊂P

g|Xi|(Xi)− gn(Y )
∥∥∥

L1(Hn)
≤

≤
∑

P: Y =
⋃
i

Xi

∑

P′ : YP=
⋃
k

Zk

(|P′ | − 1)!×

×lim
t→0

∥∥∥
∏

Zk⊂P′
G|Zk|(−t, Zk)

∏

Xi⊂P

g|Xi|(Xi)−
∏

Xi⊂P

g|Xi|(Xi)
∥∥∥

L1(Hn)
.

Далi, використовуємо властивiсть сильної неперервностi групи Gn(−t)
(7) (Додаток 2). Оскiльки в сенсi збiжностi за нормою простору
L1(Hn) iснує границя

lim
t→0

(Gn(−t)gn − gn) = 0,
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а для множин Xi ⊂ Y, якi не перетинаються, —

lim
t→0

( ∏

Zk⊂P′
G|Zk|(−t, Zk)gn − gn

)
= 0

для gn ∈ L1
0(Hn) ⊂ L1(Hn), то остаточно маємо:

lim
t→0

‖(At(g)
)
n
− gn‖L1(Hn) = 0.

Побудуємо iнфiнiтезимальний оператор Nnl(·) групи операторiв
(25). Враховуючи, що для gn ∈ L1

0(Hn) ⊂ D(Nnl
n (·)), при умовах Като

на потенцiал взаємодiї [5] справедлива формула (38), продиференцi-
юємо вираз

(
At(g)

)
n
ψn для ψn ∈ D(Hn) ⊂ Hn в сенсi поточкової

збiжностi. Згiдно з (22) для групи (25) маємо

lim
t→0

1
t

((
At(g)

)
n
− gn

)
ψn =

= lim
t→0

1
t

( ∑

P: Y =
⋃
i

Xi

A|P|(t, YP)
∏

Xi⊂P

g|Xi|(Xi)− gn(Y )
)
ψn =

= lim
t→0

1
t

(
A1(t, Y )gn − gn

)
ψn+

+
∑

P: Y =
⋃
i

Xi,

|P|>1

lim
t→0

1
t
A|P|(t, YP)

∏

Xi⊂P

g|Xi|(Xi)ψn =

=
(−Nngn

)
(Y )ψn +

∑

P: Y =
⋃
i

Xi,

|P|>1

(
−N int(YP)

) ∏

Xi⊂P

g|Xi|(Xi)ψn,

(28)

де Y = (1, . . . , n), YP ≡ (X1, . . . , X|P|) — множина, елементами якої є
|P| пiдмножин Xi ⊂ Y розбиття P : Y =

⋃
i

Xi.

Враховуючи (28) та доведення теореми 2 (Додаток 2) для gn ∈
∈ L1

0(Hn) ⊂ D(Nnl
n (·)) ⊂ L1(Hn), n ≥ 1 в сенсi збiжностi за нормою

простору L1(Hn), остаточно маємо

lim
t→0

∥∥∥1
t

((
At(g)

)
n
− gn

)− (Nnl(g)
)
n

∥∥∥
L1(Hn)

= 0.
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Теорема 3 доведена.
Доведення теореми 2. З твердження теореми 3 випливає, що для
початкових даних gn(0) ∈ L1

0(Hn) ⊂ L1(Hn), n ≥ 1, формулою (18)
визначається єдиний класичний розв’язок задачi Кошi для ланцюж-
ка нелiнiйних рiвнянь фон Неймана (9)–(10).

Для доведення iснування слабкого розв’язку розглянемо фун-
кцiонал

(
ϕn, gn(t)

)
:= Tr1,...,n ϕngn(t), (29)

де ϕn ∈ L0(Hn), n ≥ 1, — виродженi обмеженi оператори з нескiнчен-
но диференцiйовними ядрами, якi зосередженi на компактах; опера-
тори gn(t), n ≥ 1, визначаються формулою (18) для довiльних поча-
ткових даних gn(0) ∈ L1(Hn), n ≥ 1. Згiдно з оцiнкою (27) для таких
операторiв функцiонал (29) iснує.

Запишемо функцiонал (29) в такий спосiб:

(
ϕn, gn(t)

)
=

∑

P:Y =
⋃
i

Xi

(
ϕn, A|P|(t, YP)

∏

Xi⊂P

g|Xi|(0, Xi)
)

=

=
∑

P: Y =
⋃
i

Xi

∑

P′ : YP=
⋃
k

Zk

(−1)|P
′ |−1(|P′ | − 1)!×

×
( ∏

Zk⊂P′
G|Zk|(t, Zk)ϕn,

∏

Xi⊂P

g|Xi|(0, Xi)
)
, (30)

де Gn(t) — група операторiв, спряжена в сенсi функцiонала (29) до
групи операторiв Gn(−t).

Для gn(0) ∈ L1(Hn) та ϕn ∈ L0(Hn) внаслiдок теореми 2 (Додаток
2) справедлива рiвнiсть

lim
t→0

((1
t
(Gn(t)ϕn − ϕn), gn(0)

)− (Nnϕn, gn(0)
))

= 0,

i отже,

lim
t→0

(1
t

( ∏

Zk⊂P′
G|Zk|(t, Zk)ϕn − ϕn

)
,

∏

Xi⊂P

g|Xi|(0, Xi)
)

=

=
( ∑

Zl⊂P′
N|Zl|(Zl)ϕn,

∏

Zk⊂P′
G|Zk|(−t; Zk)

∏

Xi⊂P

g|Xi|(0, Xi)
)
.
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Тодi для виразу (30) маємо

d

dt

(
ϕn, gn(t)

)
=

(
Nnϕn, gn(t)

)
+

+
∑

P: Y =
⋃
i

Xi,

|P|>1

∑

P′ : YP=
⋃
k

Zk

(−1)|P
′ |−1(|P′ | − 1)!×

×
( ∑

Zl⊂P′
N|Zl|(Zl)ϕn,

∏

Zk⊂P′
G|Zk|(−t;Zk)

∏

Xi⊂P

g|Xi|(0, Xi)
)

=

=
(
Nnϕn, gn(t)

)
+

+
∑

P: Y =
⋃
i

Xi,

|P|>1

(
N int(X1, . . . , X|P|)ϕn,

∏

Xi⊂P

g|Xi|(t,Xi)
)
,

де оператор N int(X1, . . . , X|P|) визначено рiвностями (11), (12).
Для функцiонала (29) остаточно маємо

d

dt

(
ϕn, gn(t)

)
=

((Nnϕn

)
(Y ), gn(t, Y )

)
+

+
∑

P: Y =
⋃
i

Xi,

|P|>1

(
N int(X1, . . . , X|P|)ϕn,

∏

Xi⊂P

g|Xi|(t, Xi)
)
. (31)

Рiвнiсть (31) означає, що для довiльних початкових даних gn(0) ∈
∈ L1(Hn), n ≥ 1, формулою (18) визначається слабкий (узагальне-
ний) розв’язок початкової задачi для ланцюжка нелiнiйних рiвнянь
фон Неймана (9)–(10).

5. Про iншi способи опису еволюцiї станiв квантових ба-
гаточастинкових систем. Вище сформульовано два еквiвалентних
пiдходи до опису еволюцiї станiв квантових багаточастинкових си-
стем, а саме, на основi рiвнянь фон Неймана (2) для статистичних
операторiв D(t) та ланцюжка нелiнiйних рiвнянь фон Неймана (9)
для кореляцiйних операторiв g(t). Для систем скiнченного середньо-
го числа частинок iснують iншi можливостi опису еволюцiї станiв:
за допомогою послiдовностей s-частинкових статистичних операто-
рiв, що задовольняють ланцюжок рiвнянь Боголюбова [1] (iєрархiя
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ББГКI), чи s-частинкових кореляцiйних операторiв, якi визначаю-
ться ланцюжком нелiнiйних рiвнянь Боголюбова. Традицiйно такi
ланцюжки виводяться в просторах послiдовностей ядерних операто-
рiв вiдповiдно на основi розв’язкiв рiвнянь фон Неймана (нерiвнова-
жний великий канонiчний ансамбль [3,5,11] або канонiчний ансамбль
[1, 8, 13]), чи з використанням кластерних розкладiв s-частинкових
статистичних операторiв.

Якщо описувати квантову систему частинок на основi ланцюж-
ка нелiнiйних рiвнянь фон Неймана (9), то s-частинковi статистичнi
оператори, якi є розв’язками ланцюжка рiвнянь Боголюбова, визна-
чаються такими розкладами

Fs(t, 1, ..., s) =

=
∞∑

n=0

1
n!

Trs+1,...,s+ng1+n(t, 1∪ . . .∪ s, s+1, . . . , s+n), s ≥ 1,

(32)

де g1+n(t, 1∪ . . .∪ s, s + 1, . . . , s + n), n ≥ 0, — кореляцiйнi оператори,
що задовольняють узагальнений ланцюжок нелiнiйних рiвнянь фон
Неймана (9) для системи, що складається з частинок та кластера s
частинок (1 ∪ . . . ∪ s — позначення до формули (19)).

Вiдповiдно s-частинковi кореляцiйнi оператори визначаються та-
кими спiввiдношеннями

Gs(t, 1, ..., s) =
∑

P: {1,...,s}=⋃
i

Xi

(−1)|P|−1(|P| − 1)!
∏

Xi⊂P

F|Xi|(t,Xi) =

=
∞∑

n=0

1
n!

Trs+1,...,s+ngs+n(t, 1, . . . , s + n), s ≥ 1, (33)

тобто безпосередньо через розв’язки ланцюжка нелiнiйних рiвнянь
фон Неймана (9). Зауважимо, що по кореляцiйних операторах (33)
обчислюються флуктуацiї системи, наприклад, середнi значення ква-
дратiв вiдхилень спостережуваної величини вiд її середнього значе-
ння (дисперсiя), та макроскопiчнi величини, якi не є середнiми зна-
ченнями спостережуваних.

Додаток 1. Кластернi розклади. Розглянемо послiдовностi
f = (I, f1, . . . , fn, . . .) та h = (0, h1, . . . , hn, . . .), що належать простору
послiдовностей ядерних операторiв L1(FH).
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Лема. Розв’язок рекурентних спiввiдношень (кластерних розкла-
дiв)

fn(Y ) =
∑

P: Y =
⋃
i

Xi

∏

Xi⊂P

h|Xi|(Xi), n ≥ 1, (34)

визначається такими спiввiдношеннями:

hn(Y ) =
∑

P: Y =
⋃
i

Xi

(−1)|P|−1(|P| − 1)!
∏

Xi⊂P

f|Xi|(Xi), n ≥ 1, (35)

де Y = (1, . . . , n),
∑

P: Y =
⋃
i

Xi

— сума за всiма розбиттями P множини

Y на |P| непорожнiх пiдмножин Xi, що не перетинаються.
Доведення. На елементах f, g ∈ L1(FH) визначимо тензорний ∗-до-
буток [15,20]

(f ∗ g)|Y |(Y ) =
∑

Z⊂Y

f|Z|(Z)g|Y \Z|(Y \ Z),

де Y = (1, . . . , n),
∑

Z⊂Y

— сума за всiма пiдмножинами Z множи-

ни Y , пiдмножина Y \ Z — множина елементiв Y , якi не належать
пiдмножинi Z.

Внаслiдок означення ∗-добутку справедлива рiвнiсть (розклад екс-
поненти в степеневий ряд з ∗-добутком), тобто

∑

P: Y =
⋃
i

Xi

∏

Xi⊂P

h|Xi|(Xi) =
(
1 +

∞∑

k=1

1
k!

h ∗ . . . ∗ h︸ ︷︷ ︸
k

)
n
(Y ), (36)

де h = (0, h1, . . . , hn, . . .), а 1 = (1, 0, 0, . . .) — одинична послiдовнiсть.
Обернене перетворення вiдповiдає розкладу логарифму вiдносно ∗-
добутку i визначається розкладом

( ∞∑

k=1

(−1)k−1

k
f ∗ . . . ∗ f︸ ︷︷ ︸

k

)
n
(Y ) =

=
∑

P: Y =
⋃
i

Xi

(−1)|P|−1(|P| − 1)!
∏

Xi⊂P

f|Xi|(Xi). (37)
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Наслiдком цих рiвностей є твердження леми.
Зауважимо, що спiввiдношення (34),(35) справедливi також для

груп еволюцiйних операторiв (20).

Додаток 2. Доведення теореми 1. Для доведення iснування
сильного розв’язку, який визначається формулою (5) покажемо, що
в просторi L1(FH) формулою (5) визначається вiдображення t →
→ G(−t)D(0) яке є iзометричною групою класу C0.

Якщо t ∈ R1, групова властивiсть вiдображення t → G(−t)D(0) =
= U(−t)D(0)U−1(−t) є наслiдком групової властивостi унiтарних
операторiв (6) [12].

Обчислимо норму цiєї групи. За означенням (5) та рiвнiстю
U∗(−t) = U−1(−t) маємо

|U(−t)D(0)U−1(−t)| =
=

(U(−t)D(0)U−1(−t)(U−1(−t))∗D∗(0)U∗(−t)
) 1

2 =

=
(U(−t)D(0)D∗(0)U−1(−t)

) 1
2 = U(−t)

(
D(0)D∗(0)

) 1
2U−1(−t),

де D∗(0) — спряжений до D(0) оператор. Остання рiвнiсть справе-
длива внаслiдок рiвностi мiж собою квадратiв лiвої та правої частин
для самоспряженого оператора D(0).

Внаслiдок унiтарностi операторiв U(−t), U−1(−t) та рiвностi
TrAB = TrBA, справедливої для обмеженого A та ядерного B опе-
раторiв, маємо

‖G(−t)D(0)‖L1(FH) =
∞∑

n=0

Tr1,...,nUn(−t)|Dn(0)|U−1
n (−t) =

=
∞∑

n=0

Tr1,...,n|Dn(0)| = ‖D(0)‖L1(FH).

Отже, в просторi L1(FH) група, якою визначається розв’язок (5), є
iзометричною.

Властивiсть сильної неперервностi вiдображення t → G(−t)D(0)
в просторi L1(FH) доведено в [5] i є наслiдком сильної неперервностi
унiтарних груп (6).

Для D(0) ∈ L1
0(FH) ⊂ D(−N ) в сенсi збiжностi за нормою просто-

ру L1(FH) iснує границя [5], якою визначається iнфiнiтезимальний
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генератор −N =
⊕∞

n=0(−Nn) групи еволюцiйних операторiв (7)

lim
t→0

1
t

(G(−t)D(0)−D(0)
)

= − i

~
(HD(0)−D(0)H) := −ND(0), (38)

де H =
⊕∞

n=0 Hn — гамiльтонiан (1) системи частинок та оператор
− i
~ (HD(0)−D(0)H) визначено в областi D(H) ⊂ FH.
Зауважимо, що вiдображення (7) має такi властивостi. Якщо D(0)

— послiдовнiсть самоспряжених операторiв, то внаслiдок унiтарно-
стi операторiв (6), послiдовнiсть U(−t)D(0)U−1(−t) є послiдовнiстю
самоспряжених операторiв. Якщо D(0) — послiдовнiсть позитивних
операторiв: (ψ, D(0)ψ) ≥ 0 ∀ψ ∈ FH, тодi

(ψ,U(−t)D(0)U−1(−t)ψ) = (U−1(−t)ψ, D(0)U−1(−t)ψ) ≥ 0,

тобто група, якою визначається розв’язок (5), зберiгає властивiсть
позитивностi.

Таким чином, для D(0) ∈ L1
0(FH) ⊂ L1(FH) формулою (5) зо-

бражується єдиний класичний розв’язок задачi Кошi послiдовностi
рiвнянь фон Неймана (2)–(3).

Для доведення твердження, що для довiльних D(0) ∈ L1(FH)
формулою (5) визначається слабкий розв’язок задачi Кошi послi-
довностi рiвнянь фон Неймана (2)–(3), розглянемо функцiонал

(
g, D(t)

)
=

∞∑
n=0

1
n!

Tr1,...,n gn(1, . . . , n)Dn(t, 1, . . . , n), (39)

де g ≡ (0, g1, . . . , gn, . . .) ∈ L0(FH) — фiнiтнi послiдовностi виродже-
них обмежених операторiв з нескiнченно диференцiйованими ядра-
ми, якi зосередженi на компактах, а послiдовнiсть D(t) = G(−t)D(0)
покомпонентно визначається формулою (5). Оскiльки g — фiнiтна
послiдовнiсть обмежених, а D(t) — послiдовнiсть ядерних операто-
рiв, то функцiонал (39) iснує.

Запишемо функцiонал (39) таким чином:
(
g, D(t)

)
=

(
g,G(−t)D(0)

)
=

(G(t)g,D(0)
)
, (40)

де G(t) — група, спряжена до групи G(−t).
Для g ∈ L0(FH) послiдовнiсть

1
t
(G(t)g − g)−N g (41)



48 В.I. Герасименко, В.О. Штик

при t → 0 збiгається до нуля в сенсi операторної норми.
Внаслiдок того, що оператор NG(t)g належить простору послi-

довностей обмежених операторiв L(FH) (оскiльки G(t)g ∈ L0(FH)
для g ∈ L0(FH) ∈ L(FH)), а оператор D(0) ∈ L1(FH), можемо зро-
бити висновок, що функцiонал

(NG(t)g, D(0)
)
iснує.

Отже, для довiльних D(0) ∈ L1(FH) внаслiдок (41) справедлива
рiвнiсть

lim
t→0

((1
t
(G(t)g − g), D(0)

)− (N g, D(0)
))

= 0.

Оскiльки
(NG(t)g,D(0)

)
=

(G(t)N g, D(0)
)
,

остаточно маємо

d

dt

(
g, D(t)

)
=

d

dt

(G(t)g, D(0)
)

=

=
(N g,G(−t)D(0)

)
=

(N g, D(t)
)
. (42)

Рiвностi (42) означають, що для довiльних початкових даних
D(0) ∈ L1(FH) формулою (5) визначається слабкий (узагальнений)
розв’язок задачi Кошi для послiдовностi рiвнянь фон Неймана (2)–
(3).
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Побудовано бiмодальний розподiл, який наближено описує низькотем-
пературний перехiдний режим мiж двома локально-максвелiвськими
течiями спецiального типу в розрiдженому газi з пружних куль. Зна-
йдено деякi достатнi мови довiльної мализни рiвномiрно-iнтегрального
вiдхилу мiж частинами рiвняння Больцмана.

Bimodal distribution, which approximately describes the low-temperature
transitional regime between two local-Maxwellian flows of special type in
a rarefied gas of hard spheres is constructed. Some sufficient conditions for
infinitesimality of uniform-integral residual between the hides of Boltzmann
equation are obtained.

1. Вступ. Рiвняння Больцмана у випадку моделi пружних куль
має вигляд [1, 2]:

D(f) = Q(f, f) (1)

D(f) =
∂f

∂t
+ v

∂f

∂x
(2)

Q(f, f) =
d2

2

∫

R3
dv1

∫

Σ

dα|(v − v1, α)| · [f(t, v
′
1, x)f(t, v

′
, x)−

−f(t, v1, x)f(t, v, x)], (3)

де шуканий розподiл f(t, v, x) залежить вiд часу t, координати x
та швидкостi молекули v; ∂f

∂x — його градiєнт, d — дiаметр частки;
швидкостi v

′
, v
′
1 пiсля зiткнення вiдомим чином виражаються через

вiдповiднi величини v, v1 до зiткнення; Σ — одинична сфера, якiй
належить вектор α.

Загальний вигляд локальних максвелiанiв, тобто розв’язкiв си-
стеми:

D(M) = Q(M, M) = 0 (4)
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дослiджено, зокрема, в [2]. В роботi [3] проведено ретельний аналiз
можливих типiв таких максвелiанiв. Один з них має вигляд:

M = ρ

(
β

π

)3/2

e−β(v−ṽ)2 , (5)

де
ρ = ρeβ(ṽ2+2ux) (6)

— густина течiї (ρ = const); β = 1
2T — обернена температура газу, а

масова швидкiсть задається формулою:

ṽ = v − ut, (7)

де v, u — довiльнi сталi вектори. Нерiвноважнi стани газу, якi вiдпо-
вiдають перехiдному режиму мiж двома такими течiями з рiзними
гiдродинамiчними параметрами, можна наближено описати за допо-
могою бiмодального розподiлу [3–5]:

f = ϕ1M1 + ϕ2M2, (8)

де максвелiанам M1,M2 вигляду (5)–(7) вiдповiдають параметри βi,
ρi, vi, ui, i = 1, 2, а коефiцiєнтнi функцiї ϕi = ϕi(t, x), i = 1, 2, є
гладкими та невiд’ємними. За величину, яка характеризує ”ступiнь
наближеностi” розв’язку (8) приймемо рiвномiрно-iнтегральний вiд-
хил [3–5]:

∆ = sup
t,x

∫

R3
|D(f)−Q(f, f)| dv. (9)

Проблема полягає у вiдшуканнi таких функцiй ϕ1, ϕ2 i такої пове-
дiнки зазначених парамтрiв, щоб при досить низьких температурах
потокiв, тобто коли β1, β2 → +∞, вiдхил ∆ був як завгодно малим.
Наведемо один з можливих в цьому напрямку результатiв.

2. Основнi результати.
Теорема 1. Нехай функцiї ϕi, i = 1, 2, мають вигляд:

ϕi(t, x) =
Di

(1 + t2)li
Ci

(
x + ui

(vi − uit)
2

2u2
i

)
, i = 1, 2, (10)

де константи li, Di задовольняють умови:

Di > 0; li ≥ 1
2
, i = 1, 2, (11)
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а функцiї Ci — невiд’ємнi, фiнiтнi i належать C1.
Нехай, крiм того,

ui = uoiβ
−ni
i , i = 1, 2 (12)

vi = voiβ
−ki
i , i = 1, 2, (13)

де
ni ≥ 1; ki ≥ 1

2
; ki ≥ 1

2
ni, i = 1, 2 (14)

(uoi, voi —довiльнi фiксованi вектори). Тодi має мiсце твердження:

∀ε > 0∃δ > 0, ∀D1, D2 : 0 < D1, D2 < δ; ∃β0 > 0, ∀βi > β0 (i = 1, 2),

∆ < ε. (15)

Доведення. Якщо в розподiлi (8) врахувати вигляд максвелiанiв
Mi, i = 1, 2, вiдповiдний до (5)–(7), i використати ту обставину, що
для кожного з них виконується тотожнiсть (4), то пiсля пiдстанов-
ки функцiї f в рiвняння Больцмана (1)–(3) i перетворень, оцiнок та
замiн змiнних, аналогiчних тим, що запровадженi в [4, 5] i спираю-
ться на технiку, розвинуту в [3], для вiдхилу ∆ вигляду (9) можна
отримати таку оцiнку зверху:

∆ ≤ sup
t,x

2∑

i,j=1,i 6=j

[∫

R3

∣∣∣∣Si(t, x)+

+
1√
π

Rj(t, x)
∫

R3
Fije

−w2
dw

∣∣∣∣
ρi(t, x)
π3/2

e−u2
du+

+
1
π2

ρj(t, x)Ri(t, x)
∫

R6
e−w2−u2

Fijdwdu

]
, (16)

де

Si(t, x) =
∂ϕi

∂t
+

(
u√
βi

+ vi − uit

)
∂ϕi

∂x
, (17)

Ri = d2ϕ1ϕ2ρi(t, x), i = 1, 2, (18)
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Fij = Fij(u, t, w) =
∣∣∣∣

u√
βi

+(vi− vj)+ (uj −ui)t− w√
βj

∣∣∣∣, i 6= j, (19)

ρi(t, x) = ρi exp
{
βi((vi − uit)2 + 2uix)

}
. (20)

З’ясуємо коректнiсть цiєї оцiнки. Збiжнiсть iнтегралiв в правiй
частинi (16) очевидна, а для того, щоб iснував супремум по t, x, до-
статньо пересвiдчитись, що величини

ϕi;
∂ϕi

∂t
;

∣∣∣∣
∂ϕi

∂x

∣∣∣∣; tϕi; t

(
ui

∂ϕi

∂x

)
, i = 1, 2 (21)

разом з множником вигляду (20) за умови, що ϕi мають вигляд (10),
будуть обмеженими на R4 для кожного фiксованого значення пара-
метрiв (зокрема, для βi, i = 1, 2). Перевiримо це. Перший з зазначе-
них добуткiв, тобто ϕiρi(t, x) пiсля такого перепозначення

y = x + ui
(vi − uit)2

2u2
i

, (22)

набуває вигляду:

ρi exp {2βiuiy} Di

(1 + t2)li
Ci(y). (23)

Але завдяки (11) та фiнiтностi функцiй Ci(y), i = 1, 2, з (23), оче-
видно, випливає обмеженiсть по t, y на R4 не тiльки самого цього
виразу, а ще й його добутку на t. Аналогiчний висновок залишає-
ться в силi i для решти добуткiв (21) та (20), оскiльки з (10), знову
переходячи до величин, легко можна знайти, що:

∂ϕi

∂t
= − Di

(1 + t2)li

[
2lit

1 + t2
Ci(y) +

(ui, vi)− tu2
i

u2
i

uiC
′
i(y)

]
, (24)

∂ϕi

∂x
=

Di

(1 + t2)li
C
′
i(y), i = 1, 2. (25)

Далi, припущення (12)–(14), що видно з (20), дають змогу при
довiльних фiксованих значеннях t й x перейти в цьому виразi до
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низькотемпературної границi. Результат залежить вiд значень iнших
гiдродинамiчних параметрiв наступним чином:

lim
β1,β2→+∞

ρi(t, x) = ρiTi(x), (26)

де

Ti(x) =





1; ni > 1; ki > 1
2 ,

exp{2uoix}; ni = 1; ki > 1
2 ,

exp{voi + 2uoix}; ni = 1; ki = 1
2 .

(27)

Вирази (19) рiвномiрно на кожному фiксованому компактi в R7, оче-
видно, прямують до нуля:

Fij ⇒ 0; β1, β2 → +∞; i 6= j. (28)

Крiм того, з (22) пiсля врахування (12), (13) випливає, що величина
y − x має вигляд:

uoi

2u2
oi

(
β

1
2 ni−ki

i voi − β
− 1

2 ni

i uoit
)2

, (29)

тобто припущення (14) гарантує, що ця величина теж має скiнченну
границю:

lim
β1,β2→+∞

(y − x) = Ui, i = 1, 2, (30)

де

Ui =

{
0; ki > 1

2ni,
uoiv

2
oi

2u2
oi

; ki = 1
2ni.

(31)

Таким чином, завдяки припущенню про гладкiсть, функцiї Ci(y) та
C
′
i при β1, β2 → +∞ прямують до своїх значень в точцi x+Ui, i = 1, 2.

Разом з тим, множник при C
′
i в (24), очевидно, прямує до нуля, от-

же, другий доданок в цьому виразi зникає при переходi до границi.
Оскiльки вираз в дужках при ∂ϕi

∂x в (17) теж прямує до нуля, мо-
жна, застосовуючи лему 1 роботи [4] (її припущення легко перевiря-
ються з (24)–(31) при врахуваннi обмеженостi й неперервностi всiх
виразiв i хорошої збiжностi всiх iнтегралiв в (16)), прейти до грани-
цi пiд знаками супремумiв та iнтегралiв, що входять до (16). Пiсля
цього переходу й подальшого тривiального iнтегрування по змiнних
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w та u отримуємо, що права частина в (16) має таку границю при
β1, β2 → +∞:

2 max
i=1,2

(
li sup

t

|t|
(1 + t2)li+1

) 2∑

i=1

ρiDi sup
x
{Ti(x)Ci(x + Ui)} , (32)

де Ti(x) задано в (26), а Ui або дорiвнює 0, або має вигляд (31)
(в обох випадках функцiя Ci залишається фiнiтною, що забезпечує
iснування скiнченного супремума по x). Вираз (32), очевидно, можна
зробити як завгодно малим при досить малих значеннях D1, D2 > 0,
а оскiльки вiн є границею при β1, β2 → +∞ оцiнки зверху для вiдхи-
лу ∆ (див.(16)), то й сама величина ∆ за таких умов стає довiльно
малою, що й можна записати у виглядi твердження (15). Теорему
доведено.

Зауваження. Ця теорема дає достатню умову довiльної мали-
зни вiдхилу ∆, але твердження (15) можна трактувати лише як iсну-
вання i рiвнiсть нулю деякої повторної границi в просторi тих пара-
метрiв, якi до нього входять.

3. Висновки. Дослiдження процесу взаємодiї мiж двома максве-
лiвськими течiями в розрiдженому газi почалася ще в 40–50-х роках
минулого сторiччя, перш за все в зв’язку з необхiднiстю аналiти-
чного опису таких нерiвноважних станiв, як ударна хвиля або ви-
парювання [1]. Спочатку розглядалися лише глобальнi максвелiани
(незалежнi вiд t, x), але пiзнiше, в роботах [3–5] та iнших було розро-
блено пiдхiд, який дозволив дослiджувати i бiльш складнi — неста-
цiонарнi та неоднорiднi моди в бiмодальному розподiлi (8). Як вiдомо
[2, 3], вони вiдповiдають рухам газу, якi є суперпозицiєю обертання,
трансляцiї та стиску — розширення у всьому просторi, що може су-
проводжуватись i змiною температури. Загальний вигляд таких ма-
ксвелiанiв є надто складним, а тому в роботi [4] враховується лише
обертання, а в [3, 5] — ще i поступальний рух.

Дана робота присвячена максвелiанам такого типу, якi задаю-
ться формулами (5)–(7). Легко бачити, що температура вiдповiдної
течiї (тобто параметр β) тут є сталою, а обертання вiдсутнє, зате
масова швидкiсть (7) залежить вiд часу t, а густина (6) — ще й вiд
координати x. Характер цiєї залежностi дозволяє говорити про те,
що такi потоки прискорюються й згущуються (зростання ṽ та ρ при
t → +∞). Доведена в роботi теорема, як видно з (10), стосується
лише випадку, коли коефiцiєнтнi функцiї ϕ1, ϕ2 явно не залежать
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вiд температур потокiв (тобто β1, β2). Отже, знайденi достатнi умо-
ви довiльної мализни вiдхилу (9) — не єдино можливi, що вiдкриває
певнi перспективи для подальших дослiджень.
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Знайдено достатню ознаку iснування аналiтичного розв’язку абстра-
ктної задачi Кошi вигляду dy

dt
= A(t)y, y(0) = y0, де A(t), t ∈ U0,

— операторнозначна функцiя, визначена в деякому околi нуля U0 ⊆ C,
значеннями якої є лiнiйнi (взагалi кажучи необмеженi) оператори в ба-
наховому просторi (X, ‖ · ‖), y0 — елемент простору X. Слiд зазначити,
що у випадку A(t) ≡ const теорему про iснування та єдинiсть аналi-
тичного розв’язку даної задачi отримав М.Л. Горбачук. Цей результат
вiдомий як операторний аналог теореми Кошi–Ковалевської.

The sufficient condition of existence of an analytical solution of the abstract
Cauchy problem dy

dt
= A(t)y, y(0) = y0, is obtained, where A(t), t ∈ U0, is

an operator-valued function, defined in some neighborhood of zero U0 ⊆ C,
which values are linear (in the general case unbounded) operators in a
Banach space (X, ‖ · ‖) and y0 is an element of the space X. It is necessary
to mark, that in the case A(t) ≡ const the theorem about existence and
uniqueness of an analytic solution of the given problem was received by
M.L. Gorbachuk. This result is known as operator analog of the Cauchy–
Kovalevskaya theorem.

1. Вступ. Проблему iснування i єдиностi аналiтичного розв’язку
задачi Кошi для диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними
дослiджували О. Кошi, К. Вейерштрасс та С.В. Ковалевська. Зокре-
ма С.В. Ковалевська довела, що задача Кошi для системи диферен-
цiальних рiвнянь з частинними похiдними з аналiтичними коефiцi-
єнтами i початковими умовами завжди має аналiтичний розв’язок,
якщо ця система має нормальну форму вiдносно часу [1, с.428–429].

1Ця робота частково пiдтримана науковою програмою НАН України
№ 0107U002333.
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Проблема iснування i єдиностi аналiтичного або цiлого розв’яз-
ку абстрактної задачi Кошi для диференцiально-операторних рiв-
нянь в банаховому просторi була розглянута в роботах М.Л. Горба-
чука [2–4]. Зокрема в [2] розглянуто питання iснування аналiтичних
розв’язкiв абстрактної задачi Кошi:

dy

dt
= Ay (1)

y(0) = y0, (2)

де A — замкнений оператор в банаховому просторi (X, ‖ ‖) з областю
визначення D(A). Нагадаємо, що вектор-функцiя y(t) = y(t; y0) :
Uδ(0) 7→ X називається аналiтичним розв’язком задачi Кошi (1)–(2)
в околi Uδ(0) (де Uη(t0) = {z ∈ C : |z − t0| < η} (t0 ∈ C, η > 0)),
якщо:

1. Функцiя y(t) диференцiйовна по змiннiй “t” за нормою просто-
ру X в околi Uδ(0);

2. y(t) ∈ D(A), t ∈ Uδ(0), i для довiльного t ∈ Uδ(0) має мiсце
рiвнiсть (1);

3. при t = 0 має мiсце рiвнiсть (2).

В роботi [2] Горбачук М.Л. довiв, що абстрактна задача Кошi (1)–
(2) має єдиний аналiтичний в деякому околi нуля розв’язок y(t; y0)
(t ∈ Uδ(0), δ > 0) тодi i тiльки тодi, коли y0 є аналiтичним вектором
оператора A.

Нагадаємо, що множиною аналiтичних векторiв оператора A
називається множина:

A(A) = {f ∈ C∞(A) | ∃α > 0∃C > 0∀n ∈ N0

‖Anf‖ ≤ Cαnn!},
де N0 = N ∪ {0} i C∞(A) =

⋂
n∈N0

D(An) — множина нескiнченно-

диференцiйовних векторiв оператора A. Елементи множин A(A)
та C∞(A) називаються вiдповiдно аналiтичними та нескiнченно-
диференцiйовними векторами оператора A. Зауважимо, що множину
A(A) можна подати у виглядi

A(A) =
⋃
α>0

Aα(A),
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де Aα(A) = {f ∈ C∞(A) | ∃C > 0 ∀n ∈ N0 ‖Anf‖ ≤ Cαnn!}, α > 0.
При цьому для α > 0 множина векторiв Aα(A) є банаховим просто-
ром вiдносно норми:

‖f‖Aα(A) = sup
n∈N0

‖Anf‖
αnn!

.

Мета даної роботи — поширити деякi з результатiв М.Л. Горба-
чука на бiльш широкий клас операторно-диференцiальних рiвнянь
вигляду dy

dt = A(t)y зi змiнним (взагалi кажучи необмеженим) опе-
раторним коефiцiєнтом A(t), t ∈ Uδ(0). А саме, в данiй роботi вста-
новлюються достатнi ознаки iснування аналiтичного в околi нуля
розв’язку абстрактної задачi Кошi для такого рiвняння.

2. Модельний випадок рiвномiрно-аналiтичного опера-
торного коефiцiєнта. Нехай X — комплексний банаховий простiр
i A(t) : Uδ(0) 7→ L(X) — аналiтична в (комплексному) околi ну-
ля Uδ(0) операторнозначна функцiя (тут L(X) — простiр лiнiйних
неперервних операторiв над простором X, а аналiтичнiсть A(t) розу-
мiється в сенсi рiвномiрної операторної топологiї). Тодi функцiю A(t)
можна розкласти в степеневий ряд A(t) =

∑∞
k=0

tk

k! A
(k)(0), t ∈ Uδ(0),

причому ряд збiгається за нормою простору L(X) в околi Uδ(0) (тут
A(k)(0) — k-та похiдна в нулi функцiї A(t) в рiвномiрнiй операторнiй
топологiї, де, за визначенням, A(0)(t) ≡ A(t), t ∈ Uδ(0)).

Припустимо, що абстрактна задача Кошi:

y′(t) = A(t)y(t), (3)
y(0) = y0 (4)

має аналiтичний в околi Uδ(0) розв’язок y(t) =
∑∞

k=0
tk

k! ck, t ∈ Uδ(0),
де ck ∈ X, k ∈ N0. Зi збiжностi степеневих рядiв, якi представляють
функцiї A(t) i y(t) випливає, що для довiльного числа δ1 ∈ (0, δ) iснує
константа Mδ1 > 0 така, що:

‖A(k)(0)‖ ≤ Mδ1

k!
δk
1

, ‖ck‖ ≤ Mδ1

k!
δk
1

, k ∈ N0. (5)

Використовуючи оцiнки (5) i виконуючи стандартнi операцiї зi сте-
пеневими рядами (почленне диференцiювання розкладу функцiї y(t)
в степеневий ряд в лiвiй частинi (3) та розклади функцiй A(t) i y(t)
в степеневi ряди i групування доданкiв з однаковими степенями в
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правiй частинi (3)), неважко отримати рекурентне спiввiдношення
для визначення векторних коефiцiєнтiв {ck}, а саме:

c0 = y0; cn+1 =
∑n

k=0

(
n
k

)
A(k)(0)cn−k, n ∈ N0.

Якщо ввести рекурентно наступнi позначення: 2




A[0](t) := I, t ∈ Uδ(0),

A[n+1](t) :=
n∑

k=0

(
n
k

)
A(k)(t)A[n−k](t), t ∈ Uδ(0), n ∈ N0,

(6)

то наведена вище рекурентна формула для обчислення векторних ко-
ефiцiєнтiв cn набуде вигляду cn = A[n](0)y0, n ∈ N0. Отже, довiльний
аналiтичний в околi нуля розв’язок задачi Кошi (3)–(4) записується
у виглядi ряду:

y(t; y0) =
∞∑

k=0

tk

k!
A[k](0)y0. (7)

Навпаки, нехай y0 — довiльний елемент простору X. Розглянемо
формальний степеневий ряд, що задається рiвнiстю (7). Використо-
вуючи аналiтичнiсть операторнозначної функцiї A(t) в рiвномiрнiй
операторнiй топологiї, неважко довести, що ряд (7) має ненульовий
радiус збiжностi, i що функцiя y(t; y0), яка задається цим рядом є
аналiтичним розв’язком задачi (3)–(4) в околi нуля.

Тому i у випадку, коли оператори {A(t) | t ∈ Uδ(0)} необмеже-
нi, природно шукати розв’язок задачi (3)–(4) у виглядi степеневого
ряду (7). Так виникає потреба визначити вираз A[n](t) у випадку не-
обмежених операторiв {A(t)}. Слiд зауважити, що для розв’язання
поставленої задачi недостатньо класу замкнених операторiв, оскiль-
ки у визначеннi (6) використовуються операцiї додавання i множен-
ня операторiв, а, наприклад, сума замкнених операторiв вже може
виявитись незамкненим оператором. Нижче визначається клас опе-
раторiв, в межах якого можна надати змiст зазначеному виразу.

3. Клас операторiв LO(X) та його властивостi.Нехай (X, ‖ ‖)
— (комплексний) банахiв простiр. Позначимо через LO(X) множи-
ну всiх лiнiйних операторiв A над простором X, що дiють з деякої
множини D(A) ⊆ X в простiр X (тобто A : D(A) 7→ X). Отже, на

2Тут i надалi через I будемо позначати тотожний (одиничний) оператор.



62 Грушка Я.I.

оператори, з яких складається LO(X), наперед не накладається жо-
дних умов — таких, як замкненiсть або щiльнiсть областi визначе-
ння. Таким чином, LO(X) — максимально загальний клас лiнiйних
операторiв над простором X. Зокрема, LO(X) мiстить i “порожнiй”
оператор, область визначення якого складається лише з нульового
вектора. На множинi LO(X) введемо (стандартним чином) операцiї
додавання i множення операторiв та операцiю множення оператора
на комплексну сталу:

Нехай A,B ∈ LO(X), α ∈ C.
1) Сумою операторiв A i B будемо називати оператор A + B,

що визначається наступним чином:

D(A + B) = D(A) ∩ D(B),
(A + B)x = Ax + Bx, x ∈ D(A + B).

2) Добутком операторiв A i B будемо називати оператор AB:

D(AB) = {x ∈ D(B) |Bx ∈ D(A)},
(AB)x = A(Bx), x ∈ D(AB).

3) Добутком оператора A на число α ∈ C будемо називати опе-
ратор αA:

D(αA) = D(A),
(αA)x = α(Ax), x ∈ D(αA) = D(A).

Нехай A, B,C ∈ LO(X), λ, µ ∈ C. Елементарною перевiркою вста-
новлюються такi властивостi введених алгебраїчних операцiй над
операторами з LO(X).

1. A(BC) = (AB)C;

2. (λA)B = λAB, зокрема (λI)A = λA;

3. A(λB) ⊇ λ(AB), 3 якщо, додатково, λ 6= 0, то A(λB) = λAB;

4. λ(µA) = λµA;

3Тут включення операторiв слiд розумiти в теоретико-множинному сенсi
(якщо оператор Q ∈ LO(X) розглядати як множину пар {(f, Qf) : f ∈ D(Q)}),
тобто, iншими словами, для P, Q ∈ LO(X) включення P ⊆ Q (або Q ⊇ P ) озна-
чає, що D(P ) ⊆ D(Q) i Pf = Qf , f ∈ D(P ).
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5. A + B = B + A;

6. A + (B + C) = (A + B) + C;

7. (A + B)C = AC + BC;

8. C(A + B) ⊇ CA + CB, якщо, додатково, C ∈ L(X), то C(A +
+B) = CA + CB;

9. λ(A + B) = λA + λB;

10. (λ + µ)A = λA + µA.

4. Нескiнченно-диференцiйовнi i аналiтичнi вектори опе-
раторнозначної функцiї та їхнi властивостi. Нехай U ⊆ C —
вiдкрита, зв’язна множина. I нехай A(·) : U 7→ LO(X) — операторно-
значна функцiя з U в LO(X). Поняття похiдної довiльного порядку
для функцiї A(t) вводиться за допомогою наступного рекурентного
означення.

Означення 1.
а) Покладемо, A(0)(t) := A(t), t ∈ U . Крiм того, сильною похi-

дною (першого порядку) функцiї A(t) в точцi t0 ∈ U будемо назива-
ти оператор A′(t0) ∈ LO(X):

D(A′(t0)) = {y ∈ X | ∃δ > 0 : (Uδ(t0) ⊆ U) & (y ∈ D(A(t)),
t ∈ Uδ(t0)) & (функцiя A(t)y диференцiйовна в точцi t0

за нормою простору X)};

A′(t0)y = (A(t)y)′|t=t0
= lim

h→0

A(t0 + h)−A(t0)
h

y, y ∈ D(A′(t0)).

б) Нехай для k ∈ N0 визначено k-ту похiдну A(k)(t) ∈ LO(X)
функцiї A(t) в кожнiй точцi t ∈ U . Тодi сильною похiдною (k + 1)-го
порядку функцiї A(t) в точцi t0 ∈ U будемо називати оператор:

A(k+1)(t0) = (A(k))′(t0).

Зауваження 1. Легко довести, що для t ∈ U i k ∈ N0 y ∈
∈ D(A(k)(t)) тодi i тiльки тодi, коли iснує окiл V (t) ⊆ U точки t



64 Грушка Я.I.

такий, що y ∈ D(A(τ)), τ ∈ V (t), i функцiя A(τ)y має k-ту похiдну в
точцi t. При цьому:

A(k)(t)y = (A(t)y)(k).

Введенi вище операцiї над операторами з LO(X) та визначене в
означеннi 1 поняття похiдної довiльного порядку вiд операторнозна-
чної функцiї A(t) дають змогу для довiльного k ∈ N0 визначити
оператор A[k](t), t ∈ U за допомогою формули (6).

Тепер для операторнозначної функцiї A(·) : U 7→ LO(X) ми може-
мо побудувати певнi класи нескiнченно-диференцiйовних векторiв.
Далi будемо використовувати такi позначення:

N(∞) = ∪m∈NNm; N(∞)
0 = ∪m∈NNm

0 ,

де Nm i Nm
0 — m-й декартовий степiнь множин N i N0 вiдповiдно.

Покладемо:

1. C [∞](A(·), t) :=
⋂

n∈N0

D(A[n](t)), t ∈ U .

2. C∞(A(·), t) :=
⋂

ν1,...,νn∈N
D(A(ν1−1)(t) . . . A(νn−1)(t)) =

=
⋂

ν∈N(∞)

D(A(ν−1)(t)), t ∈ U ,

де

ν − 1 = (ν1 − 1, . . . , νn − 1) ∈ N(∞)
0 , ν = (ν1, . . . , νn) ∈ N(∞);

A(ν)(t) = A(ν1)(t) . . . A(νn)(t), ν = (ν1, . . . , νn) ∈ N(∞)
0 .

3. C∞(A(·)) :=
⋂

ν1,...,νn∈N; τ1,...,τn∈U

D(A(ν1−1)(τ1) . . . A(νn−1)(τn)).

Якщо Ω — деяка вiдкрита множина, така, що Ω ⊆ U , то
через C∞(A(·),Ω) будемо позначати множину
C∞(A(·),Ω) =

⋂
ν1,...,νn∈N; τ1,...,τn∈Ω

D(A(ν1−1)(τ1) . . . A(νn−1)(τn)),

зокрема C∞(A(·)) = C∞(A(·), U).

Очевидно, що:

C∞(A(·),Ω) ⊆ C∞(A(·), t), t ∈ Ω,

зокрема C∞(A(·)) ⊆ C∞(A(·), t), t ∈ U.
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В наступнiй лемi буде доведено, що

C∞(A(·), t) ⊆ C [∞](A(·), t), t ∈ U.

Лема 1. Нехай x ∈ C∞(A(·), t) для деякого t ∈ U . Тодi
x ∈ C [∞](A(·), t) i для довiльного n ∈ N має мiсце рiвнiсть:

A[n](t)x =
∑

ν∈N(∞), |ν|=n

Q[ν]A(ν−1)(t)x, (8)

де |ν| = ν1 + · · ·+ νm, ν = (ν1, · · · , νm) ∈ N(∞)
0 ;

Q[ν] =
(

ν1 + · · ·+ νm − 1
ν1 − 1

)(
ν2 + · · ·+ νm − 1

ν2 − 1

)
· · ·

(
νm − 1
νm − 1

)
=

=
|ν|!

ν1! · · · νm!
ν1 · · · νm

(ν1 + · · ·+ νm)(ν2 + · · ·+ νm) · · · νm
,

ν = (ν1, · · · , νm) ∈ N(∞).

Доведення. Нехай t ∈ U , x ∈ C∞(A(·), t). Необхiдно довести, що для
довiльного n ∈ N x ∈ D(A[n](t)) i має мiсце рiвнiсть (8).

При n = 1 останнє твердження встановлюється тривiальною пе-
ревiркою. Припустимо по iндукцiї, що це твердження справедливе
при всiх натуральних k ≤ n, де n ∈ N.

Тодi, за iндуктивним припущенням, x ∈ D(A[k](t)), k ∈ 1, n, при-
чому

A[k](t)x =
∑

ν∈N(∞), |ν|=k

Q[ν]A(ν−1)(t)x, k ∈ 1, n,

де M, N = {M, . . . , N} (M,N ∈ Z, M ≤ N). З останньої рiвностi,
зокрема, випливає, що A[k](t)x ∈ C∞(A(·), t), k ∈ 0, n (при k = 0
дане спiввiдношення випливає з умови леми). Тому x ∈ D(A[n+1](t))
i, використовуючи означення оператора A[n+1](t) та iндуктивне при-
пущення, отримуємо:

A[n+1](t)x =
n∑

k=0

(
n

k

)
A(k)(t)A[n−k](t)x =

(
n

n

)
A(n)(t)x+

+
n−1∑

k=0

∑

ν∈N(∞), |ν|=n−k

(
n

k

)
Q[ν]A(k)(t)A(ν−1)(t)x. (9)
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Зауважимо, що при k ∈ 0, n− 1, ν = (ν1, . . . , νm) ∈ N(∞)
0 , |ν| = n− k

має мiсце рiвнiсть:

(
n

k

)
Q[ν] =

(
(k + 1) + ν1 + · · ·+ νm − 1

(k + 1)− 1

)
×

×
(

ν1 + · · ·+ νm − 1
ν1 − 1

)(
ν2 + · · ·+ νm − 1

ν2 − 1

)
· · ·

(
νm − 1
νm − 1

)
= Q[ν̃],

ν̃ = ((k + 1), ν1, . . . , νm) ∈ N(∞), |ν̃| = n + 1, ν̃1 = (k + 1).

Навпаки, якщо ν̃ ∈ N(∞), |ν̃| = n + 1, ν̃1 = (k + 1), то легко бачити,
що число Q[ν̃] можна подати у виглядi Q[ν̃] =

(
n
k

)
Q[ν] де ν ∈ N(∞),

|ν| = n− k. Отже, з (9) випливає:

A[n+1](t)x = Q[(n+1)]A((n+1)−1)(t)x+

+
n−1∑

k=0

∑

ν∈N(∞), |ν|=n+1, ν1=k+1

Q[ν]A(ν−1)(t)x =

=
∑

ν∈N(∞), |ν|=n+1

Q[ν]A(ν−1)(t)x.

Лему доведено.

З леми 1 випливає такий наслiдок.

Наслiдок 1. Нехай x ∈ C∞(A(·), t) для деякого t ∈ U . Тодi для
довiльного n ∈ N0 A[n](t)x ∈ C∞(A(·), t), причому

A(µ)(t)A[n](t)x =
∑

ν∈N(∞), |ν|=n

Q[ν]A(µ)(t)A(ν−1)(t)x, µ ∈ N(∞)
0 , n ∈ N.

Означення 2. Нехай t ∈ U . Покладемо:

A(A(·), t) := {x ∈ C∞(A(·)) | ∃α > 0∃C > 0∀ν ∈ N(∞)

‖A(ν−1)(t)x‖ ≤ Cα|ν|ν!},

де ν! = m!(ν1 − 1)! . . . (νm − 1)!, ν = (ν1, . . . νm) ∈ N(∞).
Вектори з множини A(A(·), t) будемо називати аналiтични-

ми векторами операторнозначної функцiї A(·) в точцi t.
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Легко бачити, що множину A(A(·), t) можна подати у виглядi:

A(A(·), t) =
⋃
α>0

Aα(A(·), t),

де Aα(A(·), t) = {f ∈ C∞(A(·)) | ∃C > 0 ∀ν ∈ N(∞) ‖A(ν−1)(t)x‖ ≤
≤ Cα|ν|ν!}, α > 0.

Лема 2. Нехай x ∈ Aα(A(·), t), де t ∈ U i α > 0. Тодi iснує така
константа C = C(t, x) > 0, що для довiльних k, n ∈ N0 мають
мiсце нерiвностi:

1) ‖A(k)(t)A[n](t)x‖ ≤ (C2nαn+1(n + 1)!) · αkk! ;
2) ‖A[n](t)x‖ ≤ C (2α)n n! .

Доведення. 1) Нехай x ∈ Aα(A(·), t) (α > 0). Тодi:

∃C > 0 ∀ν ∈ N(∞) ‖A(ν−1)(t)x‖ ≤ Cα|ν|ν! , (10)

причому, не обмежуючи загальностi, можна вважати, що C ≥ ‖x‖.
Звiдси, використовуючи наслiдок 1, для n, k ∈ N0, n ≥ 1 отримуємо:

‖A(k)(t)A[n](t)x‖ ≤
∑

ν∈N(∞), |ν|=n

Q[ν]‖A(k)(t)A(ν−1)(t)x‖ ≤

≤ C
∑

ν∈N(∞),|ν|=n

Q[ν]α|ν
(k)|(ν(k))! ,

де ν(k) = (k + 1, ν1, . . . , νm), ν = (ν1, . . . , νm) ∈ N(∞);
∣∣ν(k)

∣∣ = |ν| +
+k + 1, (ν(k))! = k!ν!(m + 1). Тому:

‖A(k)(t)A[n](t)x‖ ≤ Cαn+k+1k!
∑

ν=(ν1,...,νm)∈N(∞), |ν|=n

Q[ν]ν!(m + 1) =

= Cαn+k+1k!
∑

ν∈N(∞), |ν|=n

|ν|!
ν1! · · · νm!

×

×ν1 · · · νm ·m!(m + 1)(ν1 − 1)! . . . (νm − 1)!
(ν1 + · · ·+ νm)(ν2 + · · ·+ νm) · · · νm

=

= Cαn+k+1k!
∑

ν∈N(∞), |ν|=n

n!m!(m + 1)
(ν1 + · · ·+ νm)(ν2 + · · ·+ νm) · · · νm

≤
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≤ Cαn+k+1k! n!(n + 1)
∑

ν∈N(∞), |ν|=n

1 = Cαn+k+1k!(n + 1)! · 2n−1 ≤

≤ Cαn+k+1k!(n + 1)! · 2n .

Остання нерiвнiсть (якщо брати до уваги лише її лiву та праву ча-
стину), згiдно з (10), має мiсце i при n = 0.

2) З останньої нерiвностi при n ∈ N0, n ≥ 1, отримуємо:

‖A[n](t)x‖ =

∥∥∥∥∥
n−1∑

k=0

(
n− 1

k

)
A(k)(t)A[n−1−k](t)x

∥∥∥∥∥ ≤

≤ C

n−1∑

k=0

(
n− 1

k

)
αnk! (n− k)! 2n−k−1 = Cαn(n− 1)!×

×
n−1∑

k=0

(n− k)2n−k−1 = Cαn(n− 1)!((n− 1)2n + 1) ≤ C(2α)nn!.

Оскiльки C ≥ ‖x‖, то остання нерiвнiсть (якщо брати до уваги лише
її лiву та праву частину) має мiсце i при n = 0.

Лему доведено.

Лема 3. Нехай x ∈ Aα(A(·), t), де t ∈ U i α > 0. Тодi:

1) ряд
∞∑

n=0

A[n](t)x
n! (τ − t)n абсолютно збiгається за нормою про-

стору X при τ ∈ U 1
2α

(t);

2) для довiльного n ∈ N0 ряд
∞∑

k=0

A(k)(t)A[n](t)x
k! (τ − t)k збiгається

абсолютно при τ ∈ U 1
α
(t);

3) для довiльних n, k ∈ N0 i τ ∈ U x ∈ D(A(k)(τ)A[n](t)), причому
для τ ∈ U ∩ U 1

α
(t) має мiсце рiвнiсть:

A(τ)A[n](t)x =
∞∑

k=0

A(k)(t)A[n](t)x
k!

(τ − t)k.

Доведення. Перший i другий пункти леми випливають з леми 2. До-
ведемо третiй пункт леми.

Нехай x ∈ Aα(A(·), t) (t ∈ U , α > 0) i n ∈ N0.
Оскiльки x ∈ Aα(A(·), t), то за означенням x ∈ C∞(A(·)) :=
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:=
⋂

ν1,...,νn∈N; τ1,...,τn∈U

D(A(ν1−1)(τ1) . . . A(νn−1)(τn)). Зокрема, з леми

1 випливає, що x ∈ D(A(k)(τ)A[n](t)) для довiльних k ∈ N0 i τ ∈ U .
Отже, згiдно iз зауваженням 1, функцiя fn,t,x(τ) = A(τ)A[n](t)x є
означеною i нескiнченно-диференцiйовною в будь-якiй точцi τ ∈ U ,
причому:

f
(k)
n,t,x(τ) = A(k)(τ)A[n](t)x, k ∈ N0, τ ∈ U. (11)

Розглянемо довiльний лiнiйний неперервний функцiонал l ∈ X∗.
Покладемо:

φn,t,x,l(τ) := 〈fn,t,x(τ), l〉 =
〈
A(τ)A[n](t)x, l

〉
, τ ∈ U.

З (11) випливає, що комплекснозначна функцiя комплексного змiн-
ного φn,t,x,l(τ) є нескiнченно-диференцiйовною при всiх τ ∈ U , а отже
i аналiтичною на U , причому:

φ
(k)
n,t,x,l(τ) =

〈
A(k)(τ)A[n](t)x, l

〉
, τ ∈ U, k ∈ N0. (12)

З аналiтичностi функцiї φn,t,x,l(τ) на U (i зокрема в околi точки
t ∈ U) випливає iснування такого числа δt (0 < δt ≤ 1

α ), що цю фун-
кцiю можна розкласти в степеневий ряд на Uδt(t). Звiдси, викори-
стовуючи (12), при τ ∈ Uδt(t) отримуємо:

φn,t,x,l(τ) =
∞∑

k=0

φ
(k)
n,t,x,l(t)

k!
(τ − t)k =

∞∑

k=0

〈
A(k)(t)A[n](t)x, l

〉

k!
(τ − t)k.

Але з п.2 даної леми випливає, що ряд в правiй частинi останньої
рiвностi збiгається абсолютно при τ ∈ U 1

α
(t). Тому, використовуючи

теорему єдиностi для аналiтичних функцiй та неперервнiсть фун-
кцiоналу l, маємо:

〈
A(τ)A[n](t)x, l

〉
= φn,t,x,l(τ) =

∞∑

k=0

〈
A(k)(t)A[n](t)x, l

〉

k!
(τ−t)k =

=

〈 ∞∑

k=0

A(k)(t)A[n](t)x
k!

(τ − t)k, l

〉
, τ ∈ U ∩ U 1

α
(t)
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(ряд в правiй частинi рiвностi збiгається за нормою простору X).
Далi, враховуючи, що остання рiвнiсть справедлива для довiльного
функцiоналу l ∈ X∗, отримуємо iстиннiсть третього пункту леми.

Лему доведено.

5. Приклади нескiнченно-диференцiйовних та аналiти-
чних векторiв. Нехай M ∈ N i A1, . . . , AM ∈ LO(X), i нехай фун-
кцiї a1(t), . . . , aM (t) — аналiтичнi в деякому околi U ⊆ C. Розглянемо
операторнозначну функцiю:

A(t) =
M∑

k=1

ak(t)Ak, t ∈ U. (13)

З означення алгебраїчних операцiй над операторами з LO(X) ви-
пливає, що D(A(t)) =

⋂M
k=1D(Ak), t ∈ U. Враховуючи зауваження 1,

отримуємо, що D(A(n)(t)) =
⋂M

k=1D(Ak) = D(A(t)), t ∈ U , n ∈ N0,
причому A(n)(t)x =

∑M
k=1 a

(n)
k (t)Akx, x ∈ D(A(t)) =

⋂M
k=1D(Ak). От-

же,

A(n)(t) =
M∑

k=1

a
(n)
k (t)Ak, t ∈ U, n ∈ N0. (14)

Наслiдуючи О.В. Стрiльця [5], покладемо:

C∞{A1, . . . , AM} :=
⋂

k1,...,km∈1,M

D(Ak1 , . . . Akm);

A{A1, . . . , AM} := {x ∈ C∞{A1, . . . , AM} : ∃c > 0 ∃α > 0

∀m ∈ N ∀k1, . . . , km ∈ 1,M ‖Ak1 , . . . Akmx‖ ≤ cαmm!
}

.

Вектори з множин C∞{A1, . . . , AM} та A{A1, . . . , AM} будемо нази-
вати вiдповiдно сумiсними нескiнченно-диференцiйовними та ана-
лiтичними векторами для набору операторiв A1, . . . , AM ∈ LO(X).

Твердження 1. Нехай операторнозначна функцiя A(t) задається
формулою (13). Тодi:

1) Якщо x ∈ C∞{A1, . . . , AM} то x ∈ C∞(A(·)), причому для
довiльних ν = (ν1, . . . , νm) ∈ N(∞) i t ∈ U :

A(ν−1)(t)x =
M∑

k1=1

· · ·
M∑

km=1

a
(ν1−1)
k1

(t) · · · a(νm−1)
km

(t)Ak1 . . . Akmx. (15)
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2) Якщо x ∈ A{A1, . . . , AM}, то x ∈ A(A(·), t) для довiльного
t ∈ U .

Доведення. 1) Використовуючи (14) i властивостi алгебраїчних опе-
рацiй на LO(X), для довiльних ν = (ν1, . . . , νm) ∈ N(∞) i τ1, . . . , τm ∈
U отримуємо:

A(ν1−1)(τ1) · · ·A(νm−1)(τm) =

=
M∑

k1=1

a
(ν1−1)
k1

(τ1)Ak1 · · ·
M∑

km=1

a
(νm−1)
km

(τm)Akm
⊇

⊇
M∑

k1=1

· · ·
M∑

km=1

a
(ν1−1)
k1

(τ1) · · · a(νm−1)
km

(τm) Ak1 · · ·Akm
.

З останнього включення випливає, що якщо x ∈ C∞{A1, . . . , AM},
то x ∈ C∞(A(·)), зокрема при τ1 = · · · = τm = t, де t ∈ U , отримуємо
рiвнiсть (15).

2) Оскiльки функцiї a1, . . . , aM — аналiтичнi в околi U , то для
довiльного t ∈ U iснують константи c1(t), α1(t) > 0 такi, що

∀n ∈ N0 ∀k ∈ 1,M |a(n)
k (t)| ≤ c1(t)(α1(t))nn! . (16)

Нехай x ∈ A{A1, . . . , AM}. Тодi x ∈ C∞{A1, . . . , AM} i iснують кон-
станти c > 0 i α > 0 такi, що

∀m ∈ N ∀k1, . . . , km ∈ 1,M ‖Ak1 · · ·Akmx‖ ≤ cαmm! . (17)

Отже, згiдно з п.1 даного твердження x ∈ C∞(A(·)). Крiм того, згi-
дно з (15), (16) та (17), для довiльних ν = (ν1, . . . , νm) ∈ N(∞) i t ∈ U
отримуємо:

∥∥∥A(ν−1)(t)x
∥∥∥ ≤ c

M∑

k1=1

· · ·
M∑

km=1

∣∣∣a(ν1−1)
k1

(t) · · · a(νm−1)
km

(t)
∣∣∣ αmm! ≤

≤ c

M∑

k1=1

· · ·
M∑

km=1

(c1(t))m(α1(t))|ν|−m(ν1 − 1)! · · · (νm − 1)! αmm!

= c(αc1(t))m(α1(t))|ν|−mν! ·Mm ≤ c(max(Mαc1(t), α1(t)))|ν|ν!

Твердження доведено.
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У випадку A(t) ≡ A1 = 1 · A1, t ∈ C, де A1 ∈ LO(X) з твердже-
ння 1 випливає що для оператора A ∈ LO(X) C∞(A1) ⊆ C∞(A(·))
i A(A1) ⊆ A(A(·), t) для довiльного t ∈ C. Легко переконатись, що
оберненi включення при довiльному t ∈ C також мають мiсце. Тому
C∞(A1) = C∞(A(·)), A(A1) = A(A(·), t), t ∈ C. Отже, введенi ви-
ще поняття нескiнченно-диференцiйовних та аналiтичних векторiв
операторнозначної функцiї є узагальненнями понять нескiнченно-
диференцiйовних та аналiтичних векторiв оператора.

Розглянемо приклад найпростiшого диференцiального оператора
першого порядку вигляду

(A(t)x)(ξ) = f(t, ξ)
dx

dξ
+ g(t, ξ)x. (18)

Для строгостi викладу будемо вважати, що оператори A(t), t ∈ U , дi-
ють в просторi X = C([a, b]) (a, b ∈ R, a < b) i їх областю визначення
є D(A(t)) = C1([a, b]), t ∈ U , де U ⊆ C — вiдкрита i зв’язна мно-
жина, а функцiї f i g неперервнi по сукупностi змiнних на U × [a, b].
В цьому випадку введену вище операторнозначну функцiю A(t) мо-
жна подати у виглядi A(t) = F (t)B + G(t), t ∈ U, де B — оператор
диференцiювання першого порядку у просторi X:

D(B) = C1([a, b]); (Bx)(ξ) =
dx

dξ
, ξ ∈ [a, b], x ∈ D(B), (19)

а операторнозначнi функцiї F (t) i G(t) визначаються за формулами:

(F (t)x)(ξ) = f(t, ξ)x(ξ); (G(t)x)(ξ) = g(t, ξ)x(ξ), ξ ∈ [a, b], t ∈ U.

Легко бачити, що F (t), G(t) ∈ L(X), t ∈ U .
В зв’язку з цим, перш, нiж розглядати операторнозначну фун-

кцiю вигляду (18) в просторi X = C([a, b]), розглянемо бiльш аб-
страктний випадок, коли операторнозначна функцiя A(·) задається
формулою

A(t) = F (t)B + G(t), t ∈ U, (20)

в довiльному банаховому просторi X, де U ⊆ C — вiдкрита i зв’язна
множина, B ∈ LO(X) i F (t), G(t) ∈ L(X), t ∈ U .

З твердження 1 випливає, що у випадку, коли функцiї F i G —
скалярнi i аналiтичнi по змiннiй “t”, довiльний аналiтичний вектор
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оператора B є аналiтичним вектором операторнозначної функцiї
(20). Наступний крок — встановити умови на операторнозначнi фун-
кцiї F i G, при яких останнє, видiлене курсивом, твердження зберiгає
силу.

Означення 3. Нехай U ⊆ C — вiдкрита, зв’язна множина
i B ∈ LO(X). Будемо говорити, що операторнозначна функцiя
F (·) : U 7→ L(X) є аналiтичною вiдносно оператора B, якщо
iснують такi числа C(F ) > 0 i α(F ) > 0, що для довiльного
α ≥ α(F ) має мiсце умова:

x ∈ Aα(B) ⇒ ∀t ∈ U F (t)x ∈ Aα(B) i ‖F (t)x‖Aα(B) ≤ C(F ) ‖x‖Aα(B),

де простiр Aα(B) i норма ‖ · ‖Aα(B) визначаються так само, як i у
випадку замкнутого оператора B у вступнiй частинi статтi.

Приклад 1. Нехай f(·) : U 7→ C — довiльна обмежена на вiдкри-
тiй, зв’язнiй множинi U ⊆ C комплекснозначна функцiя комплексної
змiнної (|f(t)| ≤ M , t ∈ U , де M > 0) i B ∈ LO(X). Тодi легко пере-
вiрити, що функцiя F (t) = f(t)I є аналiтичною вiдносно оператора
B. Також легко бачити, що справедливе бiльш загальне твердження.

Довiльна обмежена за операторною нормою операторнозначна
функцiя F (·) : U 7→ L(X) (‖F (t)‖ ≤ M , t ∈ U , де M > 0), яка
комутує з оператором B на аналiтичних векторах цього оператора
(тобто для довiльного x ∈ A(B) F (t)x ∈ D(B) i BF (t)x = F (t)Bx),
є аналiтичною вiдносно оператора B.
Приклад 2. Нехай U ⊆ C — вiдкрита, зв’язна множина i нехай
функцiя f(t, ξ) аналiтична по змiннiй “ξ” (при кожному t ∈ U) i
обмежена на множинi U × Uδ([a, b]) (δ > 0, a, b ∈ R, a < b), де
Uδ(Ω) = {z ∈ C : ∃ζ ∈ Ω |z − ζ| < δ} — δ-окiл множини Ω ⊆ C.
Використовуючи iнтегральну формулу Кошi, при t ∈ U , ξ ∈ [a, b],
n ∈ N0 отримуємо:

∣∣∣∣
∂n

∂ξn
f(t, ξ)

∣∣∣∣ ≤
n!
2π

∮

γδ/2(ξ)

|f(t, ζ)|
|ζ − ξ|n+1

|dζ| ≤ C̃ βnn!, (21)

де γη(z) = {ζ ∈ C : |ζ − z| = η}, z ∈ C, η > 0, C̃ = sup
U×Uδ([a,b])

(|f |),
β = 2/δ.

Нехай B — оператор диференцiювання першого порядку у про-
сторi X = C([a, b]), визначений вище, а операторнозначна функцiя
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F (t) задається формулою:

(F (t)x)(ξ) = f(t, ξ)x(ξ), ξ ∈ [a, b], t ∈ U. (22)

Розглянемо довiльне число α ∈ R таке, що α > 2β. Використовуючи
(21), для довiльної функцiї x ∈ Aα(B) при t ∈ U , ξ ∈ [a, b] i n ∈ N0

отримуємо:

|(BnF (t)x)(ξ)| =
∣∣∣∣

∂n

∂ξn
(f(t, ξ)x(ξ))

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
n∑

k=0

(
n

k

)
∂n−kf(t, ξ)

∂ξn−k
x(k)(ξ)

∣∣∣∣∣ ≤

≤ C̃‖x‖Aα(B)

n∑

k=0

(
n

k

)
βn−k(n− k)!αkk! =

= C̃‖x‖Aα(B)n!
n∑

k=0

βn−kαk = C̃‖x‖Aα(B)n!
αn+1 − βn+1

α− β
≤

≤ C̃‖x‖Aα(B)n!
α · αn

α− β
≤ 2C̃‖x‖Aα(B)α

nn! .

Отже, F (t)x ∈ Aα(B) i ‖F (t)x‖Aα(B) ≤ 2C̃‖x‖Aα(B), t ∈ U .
Таким чином, згiдно з означенням 3, якщо функцiя f(t, ξ) аналi-

тична по змiннiй “ξ” i обмежена на множинi U×Uδ([a, b]), де δ > 0, то
функцiя F (·), що задається формулою (22), є аналiтичною вiдносно
оператора B. Це означає, що на поняття аналiтичностi операторно-
значної функцiї вiдносно оператора можна дивитись як на абстра-
ктне, операторне узагальнення поняття аналiтичностi функцiї двох
змiнних по “просторовiй” змiннiй.

Лема 4. Нехай:
а) B — замкнений оператор зi щiльною областю визначення в

банаховому просторi X.
б) Операторнозначна функцiя F (·) : U 7→ L(X) — аналiтична

вiдносно числової змiнної та вiдносно оператора B в U .
Тодi:
1) Для довiльних x ∈ A(B) i n ∈ N0 функцiя BnF (t)x — аналi-

тична по змiннiй “t” в U .
2) Для довiльних x ∈ A(B), t ∈ U i n,m ∈ N0 F (m)(t)x ∈ D(Bn)

i (BnF (t)x)(m) = BnF (m)(t)x.
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3) Якщо x ∈ Aα(B), де α > α(F ), то для довiльних t ∈ U i
m ∈ N0 F (m)(t)x ∈ Aα(B), причому

∥∥∥F (m)(t)x
∥∥∥
Aα(B)

≤ C(F )
(

1
ρ(t, ∂U)

)m

m! ‖x‖Aα(B),

де числа C(F ) i α(F ) — тi ж самi, що i в означеннi 3 (тут ρ(t, ∂U)
— вiдстань вiд точки t ∈ C до границi областi U (∂U)).

4) Нехай функцiя G(·) : U 7→ L(X) — аналiтична вiдносно чи-
слової змiнної та вiдносно оператора B в U i A(t) = F (t)B + G(t),
t ∈ U .

Тодi якщо x ∈ Aα(B), де α ≥ α(F, G), то для довiльних β > α,
n ∈ N0 i t ∈ U A(n)(t)x ∈ Aβ(B), причому

∥∥∥A(n)(t)x
∥∥∥
Aβ(B)

≤ C(F, G)β

e
(
1− α

β

)
(

1
ρ(t, ∂U)

)n

n!‖x‖Aα(B)

(тут α(F, G) = max(e, α(F ), α(G)), C(F, G) = C(F ) + C(G)).

Доведення. 1) Нехай x ∈ A(B). Тодi iснує число α > α(F ) таке, що
x ∈ Aα(B). Тому, за означенням 3, функцiя BnF (t)x визначена при
довiльних n ∈ N0 i t ∈ U .

Перше твердження леми будемо доводити методом математичної
iндукцiї по n. При n = 0 справедливiсть цього твердження випли-
ває з аналiтичностi функцiї F (·). Припустимо, що перше тверджен-
ня леми справедливе для деякого числа n ∈ N0. Тодi для довiльного
y ∈ D(B∗) функцiя

φy(t) =
〈
Bn+1F (t)x, y

〉
= 〈BnF (t)x,B∗y〉 , t ∈ U,

буде аналiтичною на U . Нехай t ∈ U i число δt > 0 — таке, що
Uδt(t) b U , де символ “b” означає компактне включення. Розглянемо
довiльне τ ∈ U δt

2
(t). Враховуючи, що згiдно з означенням 3

|φy(ξ)| = ∣∣〈Bn+1F (ξ)x, y
〉∣∣ ≤ ∥∥Bn+1F (ξ)x

∥∥ ‖y‖ ≤

≤ ‖F (ξ)x‖Aα(B) αn+1(n + 1)!‖y‖ ≤ C(F )‖x‖Aα(B)α
n+1(n + 1)!‖y‖ =

= C̃(n, x)‖y‖ , ξ ∈ U,
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де C̃(n, x) = C(F )‖x‖Aα(B)α
n+1(n+1)!, використовуючи iнтегральну

формулу Кошi, отримуємо:

|φy(t)− φy(τ)| ≤ 1
2π

∮

γδt (t)

|φy(ξ)|
∣∣∣∣

1
ξ − t

− 1
ξ − τ

∣∣∣∣ |dξ| ≤

≤ C̃(n, x)
2π

‖y‖
∮

γδt (t)

∣∣∣∣
1

ξ − t
− 1

ξ − τ

∣∣∣∣ |dξ| = C̃(n, x)
2π

‖y‖
∮

γδt (t)

|t− τ | |dξ|
δt|ξ − τ | ≤

≤ C̃(n, x)
2π

‖y‖ |t− τ |
1
2δ2

t

2πδt =
2C̃(n, x)

δt
|t− τ | ‖y‖.

Отже, при t ∈ U i τ ∈ U δt
2

(t):

〈
Bn+1F (t)x−Bn+1F (τ)x, y

〉
= |φy(t)− φy(τ)| ≤ 2C̃(n, x)

δt
|t− τ | ‖y‖.

Звiдси, внаслiдок замкненостi B та щiльностi D(B) (а отже i щiль-
ностi D(B∗) в X∗),

∥∥Bn+1F (t)x−Bn+1F (τ)x
∥∥ ≤ 2C̃(n, x)

δt
|t− τ | → 0, τ → t.

Таким чином, функцiя Bn+1F (t)x неперервна за нормою просто-
ру X по змiннiй “t” на U . Крiм того, використовуючи iнтегральну
формулу Кошi, для довiльного зiмкненого контура γ ⊂ U i для до-
вiльного y ∈ D(B∗) отримуємо:

〈∮

γ

Bn+1F (ξ)x dξ, y

〉
=

∮

γ

〈
Bn+1F (ξ)x, y

〉
dξ =

∮

γ

φy(ξ) dξ = 0.

Далi, оскiльки множина D(B∗) є щiльна, то
∮

γ
Bn+1F (ξ)x dξ = 0 (для

довiльного зiмкненого контура γ ⊂ U). Тому функцiя Bn+1F (t)x —
аналiтична в U .

2) Друге твердження леми також будемо доводити методом ма-
тематичної iндукцiї по номеру n. При n = 0 це твердження випли-
ває з умови леми. Припустимо, що друге твердження леми справе-
дливе для деякого n ∈ N0. З першого пункту леми (тобто з ана-
лiтичностi функцiї BlF (t)x при l ∈ N0) випливає, що для t ∈ U ,
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x ∈ A(B) i m ∈ N0 lim
h→0

1
hm

∆m
h BlF (t)x = (BlF (t)x)(m), l ∈ N0, де

∆m
h f(t) =

∑m
k=0(−1)m−k

(
m
k

)
f(t+kh) (тут f : U 7→ X — векторнозна-

чна функцiя i число h ∈ C таке, що Umh(t) ⊆ U). Отже, враховуючи
рiвнiсть

1
hm

∆m
h Bn+1F (t)x = B

(
1

hm
∆m

h BnF (t)x
)

, h ∈ C, Umh(t) ⊆ U,

та замкненiсть оператора B, отримуємо:

(BnF (t)x)(m) ∈ D(B), B(BnF (t)x)(m) = (Bn+1F (t)x)(m). (23)

Але, за iндуктивним припущенням, F (m)(t)x ∈ D(Bn) i
(BnF (t)x)(m) = BnF (m)(t)x. Тому згiдно з (23), F (m)(t)x ∈ D(Bn+1)
i (Bn+1F (t)x)(m) = Bn+1F (m)(t)x.

3) Нехай x ∈ Aα(B) (α > α(F )), t ∈ U , n, m ∈ N0 i нехай чи-
сло δ > 0 таке, що Uδ(t) b U . Використовуючи п.2 даної леми та
iнтегральну формулу Кошi маємо:

∥∥∥BnF (m)(t)x
∥∥∥ =

∥∥∥(BnF (t)x)(m)
∥∥∥ ≤ m!

2π

∮

γδ(t)

‖BnF (ξ)x‖
|ξ − t|m+1

|dξ| =

=
m!

2πδm+1

∮

γδ(t)

‖BnF (ξ)x‖ |dξ| ≤ m!αnn!
2πδm+1

∮

γδ(t)

‖F (ξ)x‖Aα(B) |dξ| ≤

≤ m! αnn!
2πδm+1

C(F ) ‖x‖Aα(B)

∮

γδ(t)

|dξ| = C(F ) ‖x‖Aα(B)

(
1
δ

)m

m! αnn! .

Звiдси, внаслiдок довiльностi вибору числа δ > 0 такого, що
Uδ(t) b U , отримуємо третє твердження леми.

4) Iз зауваження 1 випливає, що якщо x ∈ D(B), то для довiльних
n ∈ N i t ∈ U x ∈ D(A(n)(t)), причому

A(n)(t)x = F (n)(t)Bx + G(n)(t)x. (24)

Нехай x ∈ Aα(B) (α ≥ α(F,G)). Тодi зi сказаного вище випливає,
що x ∈ D(A(n)(t)) (n ∈ N0, t ∈ U). Далi, для довiльних m ∈ N0 i
β > α маємо:

‖BmBx‖ =
∥∥Bm+1x

∥∥ ≤ ‖x‖Aα(B) α(m + 1) αmm! ≤
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≤ ‖x‖Aα(B) α sup
τ≥−1

(
(τ + 1)

(
α

β

)τ)
βmm! = −

‖x‖Aα(B) αβmm!(
α
β

)
e ln

(
α
β

) =

= ‖x‖Aα(B)


 β

e
(
− ln

(
1 +

(
α
β − 1

)))

 βmm! ≤

β ‖x‖Aα(B)

e
(
1− α

β

) βmm!

Отже, Bx ∈ Aβ(B), причому ‖Bx‖Aβ(B) ≤ β

e(1−α
β ) ‖x‖Aα(B). Звiдси,

використовуючи (24) та п.3 даної леми, враховуючи, що β > α ≥
≥ α(F,G) = max(e, α(F ), α(G)), отримуємо:

A(n)(t)x ∈ Aβ(B);

∥∥∥A(n)(t)x
∥∥∥
Aβ(B)

≤

≤
(

1
ρ(t, ∂U)

)n

n!
(
C(F )‖Bx‖Aβ(B) + C(G)‖x‖Aβ(B)

) ≤

≤
(

1
ρ(t, ∂U)

)n

n!


 C(F )β

e
(
1− α

β

) + C(G)


 ‖x‖Aα(B) ≤

≤ (C(F ) + C(G))β

e
(
1− α

β

)
(

1
ρ(t, ∂U)

)n

n! ‖x‖Aα(B).

Лему доведено.

Твердження 2. Нехай B — замкнений оператор зi щiльною
областю визначення в просторi X i операторнозначнi функцiї
F (·), G(·) : U 7→ L(X) — аналiтичнi вiдносно числової змiнної та
вiдносно оператора B в U .

Тодi для операторнозначної функцiї A(·), що задається форму-
лою (20), A(B) ⊆ A(A(·), t), t ∈ U .

Доведення. Нехай x ∈ A(B). Тодi iснує число α ≥ α(F,G) таке, що
x ∈ Aα(B). Тому, згiдно з лемою 4 (п.4), x ∈ D(A(n)(t)) i A(n)(t)
x ∈ A(B), n ∈ N0, t ∈ U . Отже,

x ∈ C∞(A(·)) =
⋂

ν1,...,νn∈N; τ1,...,τn∈U

D(A(ν1−1)(τ1) . . . A(νn−1)(τn)).
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Розглянемо довiльний мультиiндекс ν = (ν1, . . . , νm) ∈ N(∞). З
леми 4 (п.4) випливає, що при t ∈ U A(ν−1)(t)x = A(ν1−1)(t) · · ·
· · ·A(νm−1)(t)x ∈ A α

(1− 1
m+1 )

m
(B), причому

‖A(ν−1)(t)x‖ ≤ ‖A(ν−1)(t)x‖A α

(1− 1
m+1 )

m
(B) ≤

≤
C(F,G)α ·

(
1

ρ(t,∂U)

)ν1−1

e

(
1− (1− 1

m+1 )
m

(1− 1
m+1 )

m−1

) (
1− 1

m+1

)m
(ν1 − 1)! · · ·

· · ·
C(F, G)α ·

(
1

ρ(t,∂U)

)νm−1

e
(
1−

(
1− 1

m+1

)) (
1− 1

m+1

) (νm − 1)!‖x‖Aα(B) =

=
(

C(F,G)α
e

)m (m + 1)m

(
1− 1

m+1

)m(m+1)
2

(
1

ρ(t, ∂U)

)|ν|−m
ν!
m!
‖x‖Aα(B) ≤

≤ (C(F, G)α)m (m + 1)me
(m+1)

2 −m

(
1

ρ(t, ∂U)

)|ν|−m
ν!
m!
‖x‖Aα(B) ≤

≤
(

max
(

C(F, G)α,
1

ρ(t, ∂U)

))|ν|
C(!)

(
m+1

m

)m

√
2πm

e
(m+1)

2 ν!‖x‖Aα(B) ≤

≤ e3/2

√
2π

C(!)‖x‖Aα(B)(α̃t)|ν|ν! ,

де α̃t =
√

e ·max
(
C(F,G)α, 1

ρ(t,∂U)

)
, C(!) = sup

k∈N

√
2πkkke−k

k! .

Твердження доведено.

Застосовуючи твердження 2 i результати прикладу 2 до опера-
торнозначної функцiї A(·), що задається формулою (18), отримуємо
такий наслiдок.

Наслiдок 2. Нехай U ⊆ C — вiдкрита, зв’язна множина i не-
хай функцiї f(t, ξ), g(t, ξ) — аналiтичнi за сукупнiстю змiнних на
множинi Uδ(U) × Uδ([a, b]), де δ > 0, a, b ∈ R, a < b. Тодi для опе-
раторнозначної функцiї A(t), що задається формулою (18), кожна
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аналiтична на вiдрiзку [a, b] функцiя, що допускає аналiтичне про-
довження в деякий окiл Uη([a, b]) (η > 0) цього вiдрiзка належить
до класу A(A(·), t), t ∈ U .

6. Iснування аналiтичного розв’язку абстрактної задачi
Кошi. Нехай U0 — деякий зв’язний окiл нуля в C (тобто U0 — вiд-
крита i зв’язна множина, така, що 0 ∈ U0), A(t) : U0 7→ LO(X) —
деяка операторнозначна функцiя. Тодi ми можемо розглянути аб-
страктну задачу Кошi (3)–(4).

Означення 4. Нехай U ′
0 — деякий окiл нуля в C, такий, що U ′

0 ⊆ U0

i нехай y0 — довiльний вектор простору X. Будемо говорити, що
векторнозначна функцiя y(·) : U ′

0 7→ X є розв’язком задачi Кошi
(3)–(4) в околi U ′

0, якщо:

1. Функцiя y(t) диференцiйовна в околi U ′
0 за нормою простору

X;

2. y(t) ∈ D(A(t)), t ∈ U ′
0;

3. Для довiльного t ∈ U ′
0 має мiсце рiвнiсть (3);

4. При t = 0 y(0) = y0, тобто має мiсце рiвнiсть (4).

Теорема 1. Нехай:

1) U0 — деякий зв’язний окiл нуля в C i A(·) : U0 7→ LO(X) — опера-
торнозначна функцiя така, що оператори A(t) є замкненими
при t ∈ U0.

2) y0 ∈ A(A(·), 0).

Тодi iснує таке число δ > 0, що:

а) Ряд
∞∑

n=0

A[n](0)y0
n! tn абсолютно збiгається при t ∈ Uδ(0).

б) Функцiя y(t) =
∞∑

n=0

A[n](0)y0
n! tn є аналiтичним розв’язком задачi

Кошi (3)–(4) в околi U0 ∩ Uδ(0).

Доведення. Нехай функцiя A(·) : U0 7→ LO(X) задовольняє умо-
ви теореми i y0 ∈ A(A(·), 0). Тодi iснує таке число α > 0, що
y0 ∈ Aα(A(·), 0). Покладемо, δ := 1

2α .
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а) Згiдно з лемою 3, ряд
∞∑

n=0

A[n](0)y0
n! tn абсолютно збiгається при

t ∈ Uδ(0) = U 1
2α

(0).
б) Покладемо:

y(t) :=
∞∑

n=0

A[n](0)y0

n!
tn, t ∈ U0 ∩ Uδ(0).

Тодi, за означенням функцiї y(t), y(0) = A[0](0)y0 = y0. Доведемо,
що y(t) — розв’язок рiвняння (3) в околi U0 ∩ Uδ(0). Покладемо:

yN (t) :=
N∑

n=0

A[n](0)y0

n!
tn, t ∈ U0 ∩ Uδ(0), N ∈ N.

Тодi limN→∞ yN (t) = y(t), t ∈ U0 ∩ Uδ(0), i згiдно з теоремою про
почленне диференцiювання степеневого ряду:

y′(t) =
∞∑

n=0

A[n+1](0)y0

n!
tn = lim

N→∞
y′N (t) t ∈ U0 ∩ Uδ(0). (25)

Оскiльки y0 ∈ A(A(·), 0), то y0 ∈ C∞(A(·)). Тому, за лемою 1 та
означенням C∞(A(·)), A[n](0)y0 ∈ D(A(t)) (t ∈ U0, n ∈ N0) i
yN (t) ∈ D(A(t)) (N ∈ N, t ∈ U0), причому:

A(t)yN (t) =
N∑

n=0

A(t)A[n](0)y0

n!
tn, t ∈ U0 ∩ Uδ(0), N ∈ N.

Звiдси, використовуючи лему 3 (п.3), при t ∈ U0 ∩ Uδ(0) i N ∈ N
отримуємо:

A(t)yN (t) =
N∑

n=0

∞∑

k=0

A(k)(0)A[n](0)y0

n! k!
tn+k. (26)

Згiдно з лемою 2, п.1:

N∑
n=0

∞∑

k=0

∥∥∥∥
A(k)(0)A[n](0)y0

n! k!
tn+k

∥∥∥∥ =
N∑

n=0

∞∑

k=0

∥∥A(k)(0)A[n](0)y0

∥∥
n! k!

|t|n+k ≤

≤
N∑

n=0

∞∑

k=0

C(2nαn+1(n + 1)!) · αkk!
n! k!

|t|n+k =
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= αC

N∑
n=0

∞∑

k=0

(2α)n(n + 1)αk|t|n+k ≤

≤ αC

∞∑
n=0

∞∑

k=0

(2α|t|)n+k(n + 1) < ∞, t ∈ Uδ(0) = U 1
2α

(0). (27)

Отже, подвiйний ряд
∑∞

n=0

∑∞
k=0

A(k)(0)A[n](0)y0
n! k! tn+k збiгається абсо-

лютно за нормою простору X при t ∈ Uδ(0). Звiдси випливає iсну-
вання границi при N → ∞ виразу в правiй (а отже i лiвiй) частинi
(26), причому:

lim
N→∞

A(t)yN (t) =
∞∑

n=0

∞∑

k=0

A(k)(0)A[n](0)y0

n! k!
tn+k, t ∈ U0 ∩Uδ(0).

Тобто, приймаючи до уваги те, що limN→∞ yN (t) = y(t), i враховую-
чи замкненiсть операторiв A(t), маємо:

y(t) ∈ D(A(t)), A(t)y(t) =
∞∑

n=0

∞∑

k=0

A(k)(0)A[n](0)y0

n! k!
tn+k; t ∈ U0∩Uδ(0),

(28)

де, згiдно з (27), подвiйний ряд в правiй частинi (28) збiгається аб-
солютно за нормою простору X. Тому сума в правiй частинi (28) не
залежить вiд порядку пiдсумовування, отже, в (28) можна згрупу-
вати доданки з однаковими степенями змiнної “t”:

A(t)y(t) =
∞∑

m=0

( ∑

n,k∈N0, n+k=m

A(k)(0)A[n](0)y0

n! k!

)
tm =

=
∞∑

m=0

tm
m∑

k=0

A(k)(0)A[m−k](0)y0

k! (m− k)!
=

=
∞∑

m=0

tm

m!
A[m+1](t)y0, t ∈ U0 ∩ Uδ(0).

Звiдси, враховуючи рiвнiсть (25), отримуємо:

y′(t) = A(t)y(t), t ∈ U0 ∩ Uδ(0).

Теорему доведено.
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7. Приклади i наслiдки.
Нехай M ∈ N i f1, . . . , fM : U0 7→ C — функцiї, аналiтичнi в

деякому зв’язному околi нуля U0 (U0 ⊆ C). Розглянемо формальний
диференцiальний вираз першого порядку

L(t) =
M∑

k=1

fk(t)
∂

∂ξk
. (29)

Нехай P =
M

X
k=1

[akbk], де ak, bk ∈ R, ak < bk (k ∈ 1, M) i
M

X
k=1

[ak, bk] = [a1, b1] × · · · × [aM , bM ] — декартовий добуток вiдрiзкiв.

Розглянемо простiр X = C (P) неперервних за сукупнiстю змiнних

на P =
M

X
k=1

[ak, bk] функцiй. В такому просторi X диференцiальний

вираз (29) породжує операторнозначну функцiю:

D(A(t)) = C1(P), t ∈ U0,

(A(t)x)(ξ1, . . . , ξM ) =
M∑

k=1

fk(t)
∂x(ξ1, . . . , ξM )

∂ξk
;

x ∈ C1(P), t ∈ U0, (ξ1, . . . , ξM ) ∈ P. (30)

Означену таким чином операторнозначну функцiю A(t) можна
подати у виглядi

A(t) =
M∑

k=1

fk(t)Ak, t ∈ U0,

де

D(Ak) =
{

x ∈ X : ∀(ξ1, . . . , ξM ) ∈ P ∃∂x(ξ1, . . . , ξM )
∂ξk

i
∂x

∂ξk
∈ X

}
,

(Akx)(ξ1, . . . , ξM ) =
∂x(ξ1, . . . , ξM )

∂ξk
,

x ∈ C1(P), (ξ1, . . . , ξM ) ∈ P, k ∈ 1,M.

Легко перевiрити, що так означенi оператори A1, . . . , AM є замкне-
ними.
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Використовуючи iнтегрування частинами, неважко перекона-
тись, що оператори {A(t) : t ∈ U0} допускають замикання
(див. [6, с. 365, теорема 2.3] для простору L2). Крiм того, легко ба-
чити, що для довiльного t ∈ U0 область визначення D(A(t)) щiльна
в просторi X. Нехай Ã(t) — замикання оператора A(t) при t ∈ U0.

Розглянемо задачу Кошi:

y′(t) = Ã(t)y(t); (31)
y(0) = y0, (32)

де y0 : P 7→ C — функцiя, що допускає аналiтичне продовження в

деякий окiл Uδ(P) =
M

X
k=1

Uδ([ak, bk]) множини P в просторi CM . Ви-
користовуючи iнтегральну формулу Кошi для аналiтичної функцiї
багатьох комплексних змiнних [7, с. 273–274] неважко довести, що
вектор y0 ∈ X є сумiсним аналiтичним вектором операторiв для на-
бору операторiв A1, . . . , AM ∈ LO(X), а отже, згiдно з твердженням
1, y0 ∈ A(A(·), t), t ∈ U0. Звiдси, враховуючи, що A(t) ⊆ Ã(t), легко
отримати, що y0 ∈ A(Ã(·), t) (t ∈ U0). Отже, за теоремою 1 задача
Кошi (31)–(32) має аналiтичний розв’язок

y(t) =
∞∑

n=0

Ã[n](0)y0

n!
tn =

∞∑
n=0

A[n](0)y0

n!
tn

в околi нуля. З твердження 1, п.1, випливає, що для довiльних
ν = (ν1, . . . , νm) ∈ N(∞) i k ∈ 1,M A(ν−1)(0)y0 ∈ D(Ak), при-
чому, враховуючи, що y0 ∈ A{A1, . . . , AM} i що функцiї f1, . . . , fm

аналiтичнi в околi нуля, для деяких C, α > 0, згiдно з (15), маємо
оцiнку:

∥∥∥AkA(ν−1)(0)y0

∥∥∥ ≤
M∑

k1=1

· · ·
M∑

km=1

∣∣∣f (ν1−1)
k1

(0) · · · f (νm−1)
km

(0)
∣∣∣×

×‖AkAk1 · · ·Akmy0‖ ≤
M∑

k1=1

· · ·
M∑

km=1

(Cα(ν1−1)(ν1 − 1)!) · · ·

· · · (Cα(νm−1)(νm − 1)!) · Cαm+1(m + 1)! ≤

≤
M∑

k1=1

· · ·
M∑

km=1

Cm+1αα|ν|ν!(m + 1) = MmCm+1αα|ν|ν!(m + 1) ≤
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≤ Cα (2MC)mα|ν|ν! ≤ Cα β|ν|ν! , ν ∈ N(∞), k ∈ 1,M,

де β = (2MC+1)α. Отже, за лемою 1, для довiльних n ∈ N i k ∈ 1,M
A[n](0)y0 ∈ D(Ak), причому:

∥∥∥AkA[n](0)y0

∥∥∥ ≤
∑

ν∈N(∞), |ν|=n

Q[ν]
∥∥∥AkA(ν−1)(0)y0

∥∥∥ ≤

≤ Cα
∑

ν∈N(∞), |ν|=n

Q[ν]β|ν|ν! = Cα βn
∑

ν=(ν1,...,νm)∈N(∞), |ν|=n

|ν|!
ν1! · · · νm!

×

× ν1 · · · νm ·m!(ν1 − 1)! . . . (νm − 1)!
(ν1 + · · ·+ νm)(ν2 + · · ·+ νm) · · · νm

=

= Cα βnn!
∑

ν=(ν1,...,νm)∈N(∞), |ν|=n

m!
(ν1 + · · ·+ νm)(ν2 + · · ·+ νm) · · · νm

≤

≤ Cα βnn!
∑

ν=(ν1,...,νm)∈N(∞), |ν|=n

1 = Cα βnn! · 2n−1 =
Cα

2
(2β)nn! .

З останньої оцiнки випливає, що ряд
∞∑

n=0

AkA[n](0)y0
n! tn збiгається за

нормою простору X в околi нуля. Отже, враховуючи замкненiсть
операторiв Ak (k ∈ 1,M), отримуємо, що в деякому околi нуля має

мiсце спiввiдношення y(t) =
∞∑

n=0

A[n](0)y0
n! tn ∈ D(Ak), k ∈ 1,M , а отже

i спiввiдношення y(t) ∈ D(A(t)).
Таким чином, справедливий такий наслiдок з теореми 1.

Наслiдок 3. Нехай y0 : P 7→ C — функцiя, що допускає аналiтичне
продовження в деякий окiл Uδ(P) множини P в просторi CM .

Тодi iснує таке число δ̃ > 0, що задача Кошi (3)–(4) для опе-
раторнозначної функцiї A(t), що задається спiввiдношенням (30),
має аналiтичний вiдносно змiнної “t” розв’язок при t ∈ U0 ∩ Uδ̃(0).

Нехай X = C([a, b]) (a, b ∈ R, a < b) i функцiї f, g : U0 × [a, b] 7→ C
допускають аналiтичне продовження на множину Uδ(U0)×Uδ([a, b]),
де δ > 0 (тут U0 — деякий зв’язний окiл нуля). Розглянемо
операторнозначну A(t), t ∈ U0, що задається рiвнiстю (18), де
D(A(t)) = C1([a, b]), t ∈ U0. Зауважимо, що так означену опера-
торнозначну функцiю A(t) можна подати у виглядi (A(t)x)(ξ) =
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= ∂
∂ξ (f(t, ξ)x(ξ)) +

(
g(t, ξ) − ∂

∂ξ f(t, ξ)
)
x(ξ), ξ ∈ [a, b], x ∈ C1([a, b]),

тобто:

A(t) = BF1(t) + G1(t),
де

(F1(t)x)(ξ) = f(t, ξ)x(ξ); (G1(t)x)(ξ) =
(
g(t, ξ)− ∂

∂ξ
f(t, ξ)

)
x(ξ),

ξ ∈ [a, b], x ∈ C1([a, b]), t ∈ U

(тут B — оператор диференцiювання першого порядку, визначений в
(19)). Оскiльки функцiї f, g допускають аналiтичне продовження на
множину Uδ(U0)× Uδ([a, b]), то при кожному t ∈ U0 оператори F1(t)
i G1(t) є операторами множення на неперервну на [a, b] функцiю.
Тому F1(t), G1(t) ∈ L(X), t ∈ U0. Звiдси випливає, що оператори
{A(t) : t ∈ U0} є замкненими.

Враховуючи сказане вище i використовуючи наслiдок 2, отриму-
ємо наступний наслiдок з теореми 1.

Наслiдок 4. Нехай y0 : [a, b] 7→ C — функцiя, що допускає ана-
лiтичне продовження в деякий комплексний окiл Uη([a, b]) (η > 0)
цього вiдрiзка.

Тодi iснує таке число δ̃ > 0, що задача Кошi (3)–(4) для опе-
раторнозначної функцiї A(t), що задається спiввiдношенням (18)
(D(A(t)) = C1([a, b])), має аналiтичний вiдносно змiнної “t” розв’я-
зок при t ∈ U0 ∩ Uδ̃(0).

Наслiдки 3 та 4 показують, що з теореми 1 можна отримувати
рiзнi частиннi випадки теореми Кошi–Ковалевської стосовно iснува-
ння аналiтичних розв’язкiв рiвнянь з частинними похiдними. Але,
зрозумiло, що застосування теореми 1 цим не обмежується, оскiль-
ки дана теорема дає iнструмент дослiдження залежностi iснування
аналiтичних розв’язкiв задачi Кошi вiд диференцiальних властиво-
стей початкових даних для рiвнянь з частинними похiдними, що не
мають нормальної форми вiдносно часу. А цей випадок класичною
теоремою Кошi–Ковалевської вже не охоплюється.
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Спiльний час вiльного пробiгу до моменту зiткнення для систем часток
у потоцi Арратья вивчається як функцiя множини початкових значень.
Наведено наближення такого функцiонала його аналогами для гладких
потокiв.

The common time up to coalescing for system of the particles in the Arratia
flow is studied as a functional of the set of initial points. Approximation
of this functional for the smooth flow is presented.

1. Introduction. In the present there are a lot of mathematical
models for the interacting particle systems (see for ex. [1–4]). The di-
fferent characteristics of the system are studied. The important class of
the models consists of such systems where the motion of every single
particle is a Wiener process. In particular, in the [2] Arratia introduced
the flow of coalescing Brownian particles on the real line. Speaking
informally this is a flow of independent Brownian particles which move
together after the first meeting. In different articles Arratia flow is consi-
dered as a limit of the interacting random walks or Brownian flows with
smooth covariation. This article is devoted to coalescing phenomena in
Arratia flow. Let us begin with the initial definition.

Definition 1 [6]. The Arratia flow {x(u, t); u ∈ R, t ≥ 0} is the
real-valued random field with the properties:

1) for every u ∈ R x(u, ·) is the standard Wiener process starting at
the point u,

2) for arbitrary u1 < u2 < . . . < un

x(u1, t) ≤ x(u2, t) ≤ . . . ≤ x(un, t), t ≥ 0,
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3) for arbitrary t > 0, u1 < u2 < . . . < un the distribution of
x(u1, s), . . . , x(un, s)), s ∈ [0; t] on the set

{~f ∈ C([0; t];Rn) : fi(0) = ui, i = 1, . . . , n, f1(t) < f2(t) < . . . < fn(t)}

coincides with the distribution of n-dimensional standard Wiener process
starting from (u1, . . . , un).

It is known, that x has a modification which is a càdlág Markov
process in C([0; +∞)) indeced by u ∈ R. From now we will use such
modification. Also, it is known, that for every positive t with probability
one x(·, t) maps R onto countable locally finite set. Hence a lot of particles
coalesce. It was proved in [5] that the common time up to the coalescing
is finite with probability one for particles which start from every point
of some interval. In this article we consider the common time up to
coalescing ζ(∆) for system of the particles, which start from every point
of arbitrary measurable set ∆ and study the properties of ζ as a function
on sets.

2. Common time up to coalescing. Let x be the Arratia flow
described above. Consider a finite set of points Γ = {u1, . . . , un} and a
fixed positive t. Suppose that u1 < u2 < . . . < un. Define the following
random times

τt(u1) = t,

τt(uk) = inf{t; s : x(uk, s) = x(uk−1, s)}, k = 2, . . . , n.

Note that

ζt(Γ) =
n∑

k=1

τt(uk)

is the common time up to coalescing before the time t. Take an arbitrary
bounded set ∆.

Definition 2. Define ζt(∆) as

ζt(∆) = sup{ζt(Γ) : Γ ⊂ ∆, Γ is finite}.

Here we use the definition of sup for the set of random variables from
[7]. I.e. this is a such random variable g, that

g ≥ ζt(Γ) a.s. (1)
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for every finite Γ ⊂ ∆, and g ≤ h a.s. for every h which satisfies (1).
Theorem 1. ζt(∆) is a random variable finite with probability one.
Proof. We will use the following estimation for the standard Wiener
process w. Suppose, that w(0) = u > 0 and define

τ = inf{t; s : w(s) = 0}

Then

Eτ ∼ 2
√

2√
π

√
tu, u → 0+, (2)

and there exists such C > 0, that

Eτ ≤ Cu, u > 0. (3)

Note, that (3) is a consequence of (2). To verify (2) let us recall, that
for s ∈ [0; t]

P{τ ≥ s} = 2
∫ u

0

ps(x)dx,

where ps is the density of the centered normal distribution with the
variance s. Then

Eτ =
∫ t

0

P{τ ≥ s}ds =
√

2√
π

∫ t

0

1√
s

∫ u

0

e−
x2
2s dxds ∼

∼ u

√
2√
π

∫ t

0

1√
s
ds = u

2
√

2√
π

√
t, u → 0 + .

We will need in the similar estimation for the moments of the meeting
of three Wiener processes. Take u1 < u2 < u3 and consider the random
time

σ = inf{t; s : x(u2, s) ∈ {x(u1, s), x(u3, s)}}.

Then

Eσ ≤ (u2 − u1)r(u3 − u2), (4)

where r(∆) → 0, ∆ → 0 + .
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To prove (4) consider Wiener process ~w in the space R3, which starts
at the point (u1, u2, u3). Define the random time

σ′ = inf{t; s : w2(s) ∈ {w1(s), w2(s)}}.

It is evident, that σ′ is equidistributed with σ. Note, that σ′ is the first
exit time from the angle between the planes x = y and y = z truncated
at the level t. Value of the angle between x = y and y = z is π/3.
Hence σ′ is a trunkated exit time for two-dimensional Wiener process
from the angle. Enlarge the angle to π/2. The distance from the starting
point of the process to the sides of the new angle can be estimated as
C(u2 − u1) and C(u3 − u2) for some positive constant C. Now, using
the independence of the coordinates for planar Wiener process, one can
conclude, that

Eσ′ ≤ 4
∫ t

0

∫ C∆1

0

ps(x)dx

∫ C∆2

0

ps(x)dxds ≤

≤ 4C∆1

∫ t

0

1√
2πs

∫ C∆2

0

ps(x)dxds = ∆1r(∆2),

(5)

where r(∆2) → 0+, ∆2 → 0 + . Now take a sequence {un; n ≥ 1} ⊂ ∆
which is dense in the closure δ. Denote by Γn the set {u1, . . . , un}. Then
the sequence {ζt(Γn); n ≥ 1} increase and, due to (3)

sup
n≥1

Eζt(Γn) ≤ 1 + C(sup∆− inf ∆).

Consequently, with probability one there exists a limit

κ = lim
n→∞

ζt(Γn).

Let us prove, that κ = ζt(∆). To do this consider an arbitrary finite
Γ ⊂ ∆. Denote the points of Γ in increasing order by v1, . . . , vm. Then

ζt(Γ) =
m∑

k=1

τt(vk).

For given ε > 0 consider n large enough, that ∀ v ∈ ∆ ∃ i = 1, . . . , n :

|v − ui| < ε

2
.
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Take the finite set Γ′ which is the union of {v1, . . . , vm} and {u1, . . . , un}.
Let us note, that

ζt(Γ′) ≥ ζt(Γ).

Now compare ζt(Γ′) and ζt(Γn). Firstly consider the points of Γ, which
lies in the intervals (−∞;min Γn) and (maxΓn; +∞). It can be verified
with the help of (3), that the joint contribution of all these points into
the expectation of ζt(Γ′) − ζt(Γn) is less then C · ε. Consider the one
interval [u′;u′′] from the partition, which is organized by the points of
Γn. Without less of generality suppose, that

u′ < v1 < . . . < vk < u′′.

Then, due to (5) the joint contribution of v1, . . . , vk into the expectation
of the difference ζt(Γ′) = ζt(Γ) is less that

r(v1−u′)(v2−v1)+r(v2−u′)(v3−v2)+ . . .+r(vk−u′)(u′′−vk) ≤
≤ r(ε)(u′′ − u′).

Hence

E(ζt(Γ′)− ζt(Γn)) ≤ C · ε + r(ε)(sup∆− inf ∆). (6)

It follows from (6), that for arbitrary finite Γ ⊂ ∆ and positive δ one
can find the such n, that

P{ζt(Γn) > ζt(Γ)− δ} > 1− δ. (7)

Consequently, for every finite Γ ⊂ ∆

ζt(Γ) ≤ sup
n≥1

ζt(Γn), a.s.

The theorem is proved.
Remark. It follows from the proof, that the value of ζt(∆) does not
depend on the choice of the dense sequence {un; n ≥ 1}.

As a consequence of the previous remark one can get the following
statement.

Lemma 1. For increasing sequence {An; n ≥ 1} with the bounded union
the following relation holds

ζt

( ∞⋃
n=1

An

)
= lim

n→∞
ζt(An) a.s.



Systems of Brownian Particles with Coalescing 93

Proof. Take the sequence {uk; k ≥ 1} which is dense in
⋃∞

n=1 An. Then,
as it was shown in the proof of the previous lemma,

ζt

( ∞⋃
n=1

An

)
= lim

m→∞
ζt(Γm) a.s.,

where Γm = {u1, . . . , um},m ≥ 1. From the other side, for every m ≥ 1
there exists An such, that Γm ⊂ An. Hence

ζt

( ∞⋃
n=1

An

)
= lim

n→∞
ζt(An).

The lemma is proved.
The next lemma presents the property of continuity from above on

the compact for ζt.

Lemma 2. Let the sequence of compact sets {Kn;n ≥ 1} decrease. Then

ζt

( ∞⋂
n=1

Kn

)
= lim

n→∞
ζt(Kn).

Proof. Denote
⋂∞

n=1 Kn = K. Let {uk; k ≥ 1} be a dense sequence in K.
Take m ≥ 1 such, that Γm = {u1, . . . , um} is ε-net for K. Then, there
exists such n, that {u1, . . . , um} is 2ε-net for Kn. Hence, accordingly to
the proof of the lemma 1,

Eζt(Kn)− ζt(Γm) ≤ C · ε.

Consequently,

Eζt(Kn)− ζt(K) ≤ C · ε.

Since ε can be taken arbitrary small and ζt(Kn+1) ≤ ζt(Kn) for every
n ≥ 1 then

lim
n→∞

ζt(Kn) = ζt(K) a.s.

Lemma is proved.
The functional ζt has a finite value on the bounded sets due to the

singular character of the interaction and has no mean for the smooth
stochastic flows. Here we will consider the analog of ζt for the smooth
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flow and prove its convergence to ζt under approximation of Arratia
flow. Consider an arbitrary stochastic flow y on R. This is a measurable
mapping y : Ω × R × [0;+∞) → R. For every finite set Γ ⊂ R, time
t > 0 and a positive define number ε

ζε
t (Γ) =

n∑

k=1

τε
t (uk),

τε
t (uk) = inf{t; s : y(uk, s) ∈

k−1⋃

j=1

B(y(uj , s), 2ε)}, τ ε
t (u1) = 1.

Here u1, . . . , un are the points of Γ enumerated in the increasing order
and

B(u, 2ε) = {v : |u− v| ≤ 2ε}.
In the work [6] the following approximation to Arratia flow was introdu-
ced. Let ϕ ∈ C∞0 (R) be such, that supp ϕ ⊂ [−1; 1],

∫

R
ϕ2(u)du = 1.

Consider the stochastic flow, which is the solution to the stochastic di-
fferential equation with the Gaussian white noise W on R× [0;+∞)

dxε(u, t) =
∫

R

1√
ε
ϕ

(
xε(u, t)− p

ε

)
W (dp, dt),

xε(u, 0) = u, u ∈ R.

It was proved in [6] that the finite-dimensional distributions of xε related
to the initial points u1, . . . , un weakly converge to the finite-dimensional
distributions of Arratia flow with the same initial points. Also note, that
the single trajectories of the flow xε are the Wiener processes.

Define ζε
t for xε. It can be expected, that ζε

t tends to ζt under ε → 0+.
The next lemma shows, that this is true.
Lemma 3. For arbitrary finite Γ ζε

t (Γ) weakly converges to ζt(Γ) under
ε → 0 + .

Proof. It follows from the definition of ζt that it is enough to check the
statement of the lemma in the case Γ = {u1, u2}. Suppose, that u1 < u2

and consider the random time

τ ε
t (u2) = inf{t; s : |xε(u2, s)− xε(u1, s)| ≤ 2ε}.
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Also consider for Arratia flow x

σε
t (u2) = inf{t; s : |x(u2, s)− x(u1, s)| ≤ 2ε}.

Then the process {(x(u1, s), x(u2, s)); s ≤ σt(u2)} is equidistributed with
{(xε(u1, s), xε(u2, s)); s ≤ τε

t (u2)}. In particular τε
t (u2)

d= σε
t (u2). Note

now, that under ε → 0+

σε
t (u2) → τt(u2) = inf{t; s : x(u2, s) = x(u1, s)} a.s.

Hence
τε
t (u2)

d→ τt(u2), ε → 0 + .

Lemma is proved.
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Обговорюється сучасний стан кiнетичної теорiї запорошеної плазми.
Наведено рiвняння для мiкроскопiчних фазових густин для плазмо-
вих частинок i порошинок. Показано, що, використовуючи такi рiвнян-
ня, можна узагальнити ланцюжок рiвнянь Боголюбова–Борна–Грiна–
Кiрквуда–Iвона на випадок запорошеної плазми з урахуванням пру-
жних i непружних зiткнень частинок та поглинання електронiв та
iонiв порошинками. Розглянуто кiнетичний опис ефективних потенцi-
алiв порошинок у плазмi.

The modern state of the consistent kinetic theory of dusty plasmas is
discussed. The derivation of equations for microscopic phase densities of
plasma particles and grains is presented. Using such equations it is possi-
ble to generalize the Bogolyubov–Born–Green–Kirkwood–Yvon hierarchy
to the case of dusty plasmas and to derive the kinetic equations, taking into
account both elastic and inelastic particle collisions. Kinetic description of
effective grain-grain potentials is also presented.

1. Introduction. The interpretation of recent dusty plasma experi-
ments requires more and more sophisticated description of dusty plasmas
in terms of microscopic models. This concerns both analytical studies and
numerical simulations.

In particular, the consistent kinetic theory of a dusty plasma gives
a typical example of theoretical studies that should be done starting
from the microscopic treatment of the problem. Only this approach
makes it possible to formulate the basic points of the rigorous kinetic
theory with due regard of grain charging and particle collisions (both
elastic and inelastic). Though kinetic descriptions of dusty plasmas have
been given in many papers, no such theory has been formulated as
yet. Many theoretical studies in this field have been performed using
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phenomenological generalization of the results known from the kinetic
theory of ordinary plasmas. In particular, this concerns the calculati-
ons of the collision integrals describing grain-plasma particle collisions
in terms of absorption cross-sections for electrons and ions colliding wi-
th grains. Such treatment provides a possibility to describe the charge
and momentum transfer from plasma particles to grains due to inelastic
collisions, or the momentum exchange between the grains in course of
grain-grain contact collisions. However, the influence of collective plasma
effects (for example, dynamical particle screening) on charging processes
and mutual influence of contact and elastic Coulomb collisions are di-
sregarded.

Consistent treatment of these and other effects could be performed
in terms of the kinetic theory formulated on the basis of the microscopic
description of contact collisions and plasma particle absorption by grains
[1, 2].

In some cases, for the sake of simplicity, it is reasonable to describe
the collective behavior of grain subsystem using the effective grain-grain
interaction potentials. Obviously, such potentials should be calculated
taking into account plasma particle absorption by the grain, as well as
the effects of nonlinear screening. Usually such potentials are calculated
on the basis of numerical solution of the appropriate boundary-value
problems, or by means of numerical simulations. However, the descri-
ption of some interesting phenomena observed in dusty plasma experi-
ments, such as dusty crystal formation, dust acoustic wave propagation,
generation of nonlinear dust structure in a plasma requires analytical
relations for effective potentials. Such relations can be obtained on the
basis of kinetic equations with the effective point sinks [3] which follow
from the rigorous equations discussed above.

The purpose of the present paper is to apply the microscopic model
of a dusty plasma in order to formulate the basic principles of the kinetic
theory and to find explicit relations for the effective grain potentials with
regard to plasma particle collisions and the influence of external force
fields, if present.

In Sec. 2 we reproduce rigorous equations for the microscopic phase
densities (Klimontovich equations) with regard for the electron and ion
absorption by grains and contact grain-grain collisions. Then we formula-
te an appropriate Bogolyubov–Born–Green–Kirkwood–Yvon (BBGKY)
hierarchy for equations for dusty plasmas and consider the possibili-
ty of applying the hierarchy thus obtained to the derivation of kinetic
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equations (Sec. 3). In particular cases the results previously obtained
by other authors are recovered. Application of the equations derived to
the calculation of the effective grain potentials is given in Sec. 4. Some
analysis of the stationary screening is presented in Sec. 5. The influence of
plasma particle collisions on the effective grain-grain potential is studied
and the problem of grain screening in the presence of external magnetic
field is discussed.

2. Microscopic equations for dusty plasmas with regard
for electron and ion absorption by grains. In the case of a dusty
plasma consisting of electrons, ions, and monodispersed grains under the
assumption that each grain absorbs all encountered electrons and ions
the microscopic phase density of plasma particles is given by

Fα(X, t) =
Nα∑

i=1

Fiα(X, t) =
Nα∑

i=1

δ (X −Xα(t)) θ(tiα−t), (X ≡ rv), (1)

where tiα is the time of ith plasma particle collision with any grain (i.e.,
the time of ith particle absorption by a grain), θ(x) is the Heaviside step
function, the subscript α labels the plasma particle species.

Combining the derivatives of Fα(X, t) over t, r, and v, Fα(X, t) can
be shown to satisfy the equation (see Ref. [2])

{
∂

∂t
+ v

∂

∂r
+

eα

mα
E(r, t)

}
Fα(X, t) = −

∫
dX|er−r′(v − v′)|×

× δ (|r− r′| − a)Fg(X′, t)Fα(X, t).
(2)

Here er = r/r and Fg(X, t) is the grain phase density

Fg(X, t) =
Ng∑

i=1

∑
n

δ
(
X− X

(n)
i (t)

)
θ
(
t
(n+1)
ig − t

)
θ
(
t− t

(n)
ig

)
, (3)

X ≡ (r,v, q), t
(n)
ig is the time of the nth collision of the ith grain with

any other particle, X
(n)
j (t) is the grain trajectory before the (n + 1)th

and after the nth collision, a is the grain radius.
Eq. (3) describes the microscopic state of the grain subsystem which

is determined by the microscopic value of the grain charge q along with
the grain coordinate and velocity with regard for the sharp changes of
the grain charge and velocity.
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As it was shown in Ref. [2] the equation for Fg(X, t) has the form

{
∂

∂t
+ v

∂

∂r
+

q

mg
E

∂

∂v

}
=

−
∑

α=e,i

∫
dX′δ(|r− r′| − a) {|er−r′(v − v′)|Fg(X, t)−

− |er−r′(v − v′ − δvα)Fg(r,v − δvαq − eαt)}Fα(X ′, t)−
−

∫
dX′δ(|r− r′| − 2a)|er−r′(v − v′)| {Fg(X, t)Fg(X′, t)−

− Fg(r,v − δvg, q − δq; t)Fg(r′,v + δvg, q
′; t)} ,

(4)

where

δvα ≡ δvα(v,v′) = −mα

mg
(v − v′);

δvg ≡ δvg(v,v′) = er−r′ (er−r′(v − v′)) ;
δq ≡ δq(q, q′) = q′ − q.

(5)

Notice that the integration over X ′ and X′ in Eqs. (2), (4) is performed
within the domain er−r′(v−v′) < 0, or er−r′(v−v′−δvα) < 0, respecti-
vely. Eqs. (2), (4) generalize traditional microscopic equation for the case
of electron and ion absorption by grains and contact collisions between
the grains.

3. Bogolyubov–Born–Green–Kirkwood–Yvon hierarchy for
dusty plasmas. In terms of notation

F(ξ, t) ≡ Fα(X, t) =
{ Fα(X, t)δ(q − eα), α = e, i
Fg(X, t), α = g

(6)

ξ ≡ (X, α) = (r,v, q, α), Eqs. (2), (4) can be written in the unified form
{

∂

∂t
+ L̂(ξ)

}
F(ξ, t) =

=
∫

dξ′
{[

W (1)(ξ, ξ′)− V̂ (ξ, ξ′)
]
F(ξ, t)F(ξ′, t)−

− W (2)(ξ −∆ξξ′ , ξ
′ + ∆′

ξξ′)F(ξ −∆ξξ′ , t)F(ξ + ∆′
ξξ′ , t)

}
,

(7)
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where

L̂(ξ) ≡ v
∂

∂r
+

1
mα

Fα
∂

∂v
;

W (1),(2)(ξ, ξ′) ≡ W
(1),(2)
αα′ (r− r′,v − v′);

W
(1)
αα′(r,v) = −ervδ(r − aαα′)(δαg + δα′α − δαgδα′g)θ(ϑ− π

2
);

W
(2)
αα′(r,v) = −ervδ(r − aαα′)δαgθ(ϑ− π

2
); θ = (r̂v);

V̂ (ξ, ξ′) =
qq′

mα

∂

∂r
1

|r− r′|
∂

∂v
;

∆ξξ′ = (0, δvαα′ , δqαα′ , 0); ∆′
ξξ′ = (0, δv′αα′ , 0, 0);

δqαα′ ≡ δqαα′(q, q′) = δαg

{
eα, α′ = e, i;
q′ − q, α′ = g;

δvαα′ ≡ δvαα′(v − v′) = δαg

{
−mα′

mg
(v − v′), α′ = e, i;

er−r′(e− r− r′(v − v′)), α′ = g;

δv′αα′ = δαgδα′ger−r′(er−r′(v − v′)),

(8)

Fα is the external force field, if present.
Representation (6) is the most convenient for the derivation of a

generalized BBGKY hierarchy for dusty plasmas. Averaging Eq. (7) and
its combinations yields

{
∂

∂t
+

N∑

i=1

L̂(ξi)−
N∑

i=1

N∑

j 6=i=1

V̂ (ξi, ξj)
}

fs(ξ1 . . . ξs; t)+

+
s∑

i=1

s∑

j 6=i=1

[
W (1)(ξi, ξj)fs(ξ1 . . . ξs; t)−

− W (2)(ξi −∆ij , ξj + ∆′
ij)fs(ξ1 . . . ξi −∆ij . . . ξj + ∆′

ij . . . ξs; t)
]

=

=
s∑

i=1

∫
dξs+1

{
V̂ (ξi, ξs+1)fs+1(ξ1 . . . ξs+1;t−

− [
W (1)(ξi, ξs+1)fs+1(ξ1 . . . ξs+1; t)−

−W (2)(ξ1 −∆is+1, ξj + ∆′
is+1)fs+1(ξ1 . . . ξi−

−∆is+1 . . . ξj + ∆′
is+1 . . . ξs+1; t)

]}
.

(9)
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For the system with pure Coulomb interaction (W (1) = W (2) = 0),
hierarchy (9) reduces to the hierarchy for ordinary plasmas. In the case
of neutral grains as a → 0 (the Boltzmann—Grad limit), the stochastic
hierarchy for the hard-sphere gas [4] is recovered.

The hierarchy thus obtained makes it possible to introduce the kinetic
equations. In particular, in the approximation of the dominant influence
of contact collisions the asymptotics of the binary distribution functions
can be written as

f (0)
αg (X,X′, t)
|r−r′|Àa

= fα(X, t)fg(X′, t)θ(ϑ− ϑαg
min), α = e, i

f (0)
gg (X,X′, t)
|r−r′|Àa

= fg(X)fg(X′, t) {θ(ϑ− ϑg
min) + θ(ϑgg

min − ϑ)} ,
(10)

where ϑα
min is given by

sin2 ϑαg
min =

a2
αg

|r− r′|2
(

1− 2eαq

aαgmα(v − v′)2

)
.

aαg = a, α = e, i and agg = 2a.
Using these relations for estimates of the main contributions to binary

collision terms we can write the kinetic equations as{
∂

∂t
+ v

∂

∂r
+

eα

mα
〈Eeff

α 〉 ∂

∂v

}
fα(X, t) =

=−
∫

dv′
∫

dq′σαg(q′,v − v′)|v − v′|×
× fα(X, t)fg(r,v′, q′, t) + Iα,

(11)

{
∂

∂t
+ v

∂

∂r
+

q

mg
〈Eeff

g 〉 ∂

∂v

}
fg(X, t) =

= −
∑

α=e,i

∫
dv′ [σα′g(q,v − v′)|v − v′|fg(X, t)−

− σα′g(q − eα,v − v′ − δvα′)|v − v′ − δvα′ |×
× fg(r,v − δvα′ , q − eα′ , t)] fα′(r,v′, t)−

−
∫

dΩ
2π

∫
dv′

∫
dq′|n(v − v′)|×

× [σgg(q, q′,v − v′)fg(X, t)fg(r,v′, q′, t)−
− σαg(q − δqg, q

′;v − v′)fg(r,v − δvg, q − δqg, t)×
× fg(r,v′ + δvg, q

′, t)] + Ig,

(12)



102 A.G. Zagorodny

where Iα and Ig are the Coulomb collision terms which can be calculated
in terms of the correlation functions of particle density fluctuations (si-
milarly to the case of ordinary plasmas), σαβ(q,v) is the charging cross-
section. In the case of collisionless plasma with no external fields

σαg(q, v) = πa2
αg

(
1− 2eαq

mαv2aαg

)
.

Applications of Eqs. (11), (12) to the calculation of stationary grain
distributions are given in [2].

Thus, rigorous evolution equations for microscopic distributions of
dusty plasma are formulated. These equations differ from the conventi-
onal Klimontovich equations by the presence of “microscopic” collisi-
on term generated by the electron and ion absorption by grain. The
appropriate generalization of the BBGKY hierarchy is also presented.

4. Effective potential of charged grains (general relations).
Now let us apply the obtained equation to the calculations of the effective
grain potentials. In the case of single immovable grain fg(r′,v′, q′) =
= δ(r′)δ(v′)δ(q′ − q) Eq. (11) reduces to

{
∂

∂t
+ v

∂

∂r
+

eα

mα
E(r, t)

∂

∂v
+

1
mα

Fα(X, t)
∂

∂v

}
fα(X, t) =

= Iα − vσαq(q, v)fα(X, t)δ(r),
(13)

where Fα(X, t) is the external force field, if present. In what follows, for
the sake of simplicity, instead of the collision term calculated in terms of
correlation functions of microscopic fluctuations we shall use the simple
version of the model collision integral (simple Bhatnagar–Gross–Krook
model) proposed in Ref. [5], namely

Iα = −να

{
fα(X, t)− Φα(v)

∫
dvfα(X, t)

}
. (14)

Here να is the collision frequency, Φα(v) is the distribution function
generated in course of plasma particle collisions.

In view of the fact that plasma particle absorption considerably sup-
press the influence of nonlinearity we can suggest that the presence of
sinks causes small perturbation of the effective electric field and thus to
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use the linearized version of Eq. (14).
{

∂

∂t
+ v

∂

∂r
+

1
mα

Fext
α

∂

∂v

}
δfα(X, t)− eα

mα
∇Φ(r, t)

∂f0α(v)
∂v

=

=− vσα(q(t), v)f0α(v)− να

{
δfα(X, t)− Φα(v)

∫
dvδfα(X, t)

}
.

(15)

The potential Φ(r, t) is governed by the Poisson equation

∆Φ(r, t) = −4πq(t)δ(r)− 4π
∑
α

eαnα

∫
dvδfα(X, t). (16)

The solution of Eq. (15) can be written as

δfα(X, t) =
eα

mα

t∫

−∞
dt′

∫
dX ′Wα(X,X ′; t− t′)×

× ∂δΦ(r′, t′)
∂r′

∂f0α(v′)
∂v′

−

−
t∫

∞
dt′

∫
dX ′Wα(X, X ′; t− t′)S(0)

α (v′, t′),

(17)

where Wα(X, X ′; t− t′) satisfies the equation
{

∂

∂t
+ v

∂

∂r
+

1
mα

Fext
α

∂

∂v

}
Wα(X,X ′; τ) =

= −να

{
Wα(X, X ′; τ)− Φα(v)

∫
dvWα(X, X ′; τ)

} (18)

with the initial condition

Wα(X, X ′; 0) = δ(X −X ′). (19)

Substituting Eq. (17) into the Poisson equation (16) one obtains

Φkω =
4πqω

k2ε(k, ω)
−

− 4π

k2ε(k, ω)

∑
α

eαn0σ

∫
dv

∫
dv′Wαkω(v,v′)S(0)

αω(v′),
(20)
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where ε(kω) is the dielectric response function

ε(kω) = 1− i
∑
α

4πe2
αn0σ

k2

∫
dv

∫
dv′Wαkω(v,v′)k

∂f0σ(v′)
∂v′

;

Wαkω(v,v′) =
∫

dRe−ikR

∞∫

0

dτeiωτWα(X, X ′, τ),

R = r− r′.

(21)

In the stationary case q(t) = q, and Eq. (20) reduces to

Φk =
4πq

k2ε(k, 0)
−

− 4π

k2ε(k, 0)

∑
α

eαn0σ

∫
dv

∫
dv′Wαk(v,v′)S(0)

α (v′).
(22)

Here,

Wαk(v,v′) = Wαkω(v,v′)
∣∣∣∣
ω=0

, ε(k, 0) = 1 +
k2

D

k2
,

k2
D =

∑
α

4πe2
αn0σ

Tα
.

(23)

5. Influence of plasma properties on the effective grain po-
tentials. Let us consider in more details the influence of plasma properti-
es on the specific features of the effective potential of grain which charge
is maintained by plasma currents. We start from the case of isotropic
plasma with no external field. In this case

Wαkω(v,v′) =
iδ(v − v′)

ω − kv + iνα
−

− iναΦα(v)
(ω − kv + iνα)(ω − kv′ + iνα)

[
1− iνα

∫
dv

Φα(v)
ω − kv + iνα

]−1

.

(24)
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That leads to the following stationary grain potential

Φ(r) =
qe−kDr

r
+

+i
∑
α

4πeαnα

∫
dk

(2π)3
eikr

k2 + k2
D

∫
dvvσα(q, v)f0σ(v)

kv − iνα

1 + iνα

∫
dv Φα(v)

kv − iνα

.

(25)

In the collisionless limit (να → 0) this relation is especially simplified

Φ(r) =
qe−kDr

r
+

+ i
∑
α

4πeαn0σ

∫
dk

(2π)3
eikr

k2 + k2
D

∫
dv

vσα(q, v)f0σ(v)
kv − i0

(26)

that gives

Φ(r) =
qe−kDr

r
− Q̃

r
g(kDr), (27)

where

g(X) = e−XEi(X)− eXEi(−X),

Q̃ =
2π

kD

∑
α

eαnα

∞∫

0

dv vσα(q, v)f0σ(v).
(28)

At kDr À 1 Eq. (25) gives the well-known result

Φ(r) ' − 2Q

kDr2
.

In strongly collisional limit (να À ksα, sα = (Tα/mα)) Eq. (25)
reduces to

Φ(r) = (q + S̃)
e−kDr

r
− S̃

r
, (29)

where

S̃ =
∑
α

eαSα

Dα
; Sα = nα

∫
dv′ vσα(q, v)f0α(v); Dα =

Tα

mανα
,
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that is in agreement with the results obtained on the basis of the descri-
ption in the drift-diffusion approximation [6, 7]. Deriving (29) we put
Φα(v) = f0σ(v).

If collisions are present, but να ¿ ksα

Φk =
4πq

k2 + k2
D

−

−
∑
α

8π3eαnα

(k2 + k2
D)

1
k

∞∫

0

dv v2σα(q, v)f0α(v)
[
1 +

να

ksα

(π

2

)1/2
]

.

(30)

In the coordinate representation one has

Φ(r) = (q + Q)
e−kDr

r
− Q̃

r
g(kDr)− Q

r
,

Q =
2π2

kD

∑
α

eαnανα

sα

(π

2

)1/2
∞∫

0

dvv2σα(q, v)f0α(v).
(31)

Thus, we can conclude that plasma particle collisions generate the
Coulomb-like behaviour of the effective potentials at large distances
(r > λD).

If the external magnetic field B0 = ezB0 is present the transition
probability is

Wαkω(v,v′) = W̃αkω(v,v′)+

+
να

∫
dv′W̃αkω(v,v′)Φα(v′)

∫
dvΦα(v)W̃αkω(v,v′)

1− να

∫
dv

∫
dv′W̃αkω(v,v′)Φα(v′)

,
(32)

where

W̃αkω(v,v′) = W
(0)
αkω+iνα

(v,v′), (33)

and W
(0)
αkω(v,v′) is the Fourier representation of the transition probabili-

ty for the collisionless plasma in external magnetic field. With regard to
the symmetry properties of the charging cross-sections and unperturbed
velocity distributions the quantity

Wαkω(v′) =
∫

dvWαkω(v,v′) (34)
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in terms of which Φkω and ε(kω) are presented, can be written as

Wαkω(v′) =
∞∑

n=−∞
J2

n

(
k⊥v′⊥
Ωα

)
i

ω − nΩα − kzvztiνα
, (35)

where Ωα = eαB0/mαc, Jn(x) is the Bessel function.
Substituting Eq. (35) into Eq. (22) one obtains

Φk =
4πq

k2k2
D

+
4πi

k2 + k2
D

×

×
∑
α

eαnα

∞∑
n=−∞

∫
dvJ2

n

(
k⊥v⊥
Ωα

)
vσα(q, v)f0α(v)

kzvz + nΩα − iνα
×

× 1

1 + iνα

∑
n

∫
dvJ2

n

(
k⊥v⊥
Ωα

)
f0α(v)

kzvz + nΩα − iνα

.

(36)

This relation describes the grain potentials in collisional magnetoactive
plasma provided that the cross-section σα(q, v) is known.

In the case of collisionless plasma Eq. (36) is simplified to

Φk =
4πq

k2 + k2
D

− 4π2

k2 + k2
D

×

×
∑
α

eαnα

∞∑
n=−∞

∫
dvJ2

n

(
k⊥v⊥
Ωα

)
vσα(q, v)δ (kzvz + nΩα) .

(37)

In the case of strongly magnetized plasma (B0 →∞) we can put

f0σ(v) = δ(v⊥)
(

mα

2πTα

)1/2

exp
(
−mαv2

z

2Tα

)
(38)

and thus

Φ(r) =
qe−kDr

r
− Φ0K0(kDr). (39)

Here, K0(kDr) is the modified Bessel function,

Φ0 =
∑
α

eαnαπa2

∫
dvz

(
mα

2πTα

)1/2

×

× exp
(
−mαv2

z

2Tα

)
θ

(
v2

z −
2eαq

mαa

)
.

(40)
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The stationary value of q in this case satisfies the equation

∑
α

eαnα

∞∫

−∞
dvz|vz|

(
mα

2πTα

)1/2

exp
(
−mαv2

z

2Tα

)
×

× θ

(
v2

z −
2eαq

mαa

)
= 0.

(41)

Thus, in the case of strongly magnetized collisionless plasma the
effective potential is generated by the charged string which appears due
to one-dimensional charging currents. Eq. (35) also shows that in the
case |z| À sα/να, R⊥ > sα/|Ωα| the relation of the type of Eq. (30)
exists, but the effective charge S̃ is dependent on the angle between r
and B0.

6. Summary and Conclusions. Microscopic equations with regard
to electron and ion absorption by grains are formulated and the BBGKY
hierarchy for dusty plasma is presented.

Kinetic description of the effective grain potentials on the basis of
the derived equation with regard to plasma particle collisions in terms
of BGK-collision integral makes it possible to recover the results known
from the numerical solutions of the drift-diffusion and collisionless kinetic
equations.

With the appropriate choice of the grain charge and sink intensity, the
obtained relations reproduce with good accuracy the numerical solutions
of the nonlinear boundary-value problems.

Obtained general relations can be effectively used for the description
of the effective grain potentials in the presence of external magnetic field.
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Свiтлої пам’ятi видатного математи-
ка i фiзика-теоретика та українсько-
го патрiота Дмитра Яковича Петрини
присвячуємо цю роботу.

На основi узагальнених деформованих комутацiйних спiввiдношень
для операторiв координат та iмпульсiв рiзних квантових частинок
отримано хвильовi рiвняння для одновимiрних квантових систем двох
та трьох частинок. Встановлено, що властивостi квантових систем двох
та трьох частинок з деформованими комутацiйними спiввiдношеннями
визначаються крiм потенцiалiв взаємодiї ще однiєю, своєю для кожної
системи, функцiєю некомутативностi суттєво квантового походження.
Виконано попереднiй аналiз простих закономiрностей в динамiцi дво-
частинкової квантової системи в деформованому просторi.

On the basis of generalized deformed commutation relations for the
operators of coordinates and momenta of different quantum particles, wave
equations are obtained for one-dimensional two- and three-particle systems.
It is established that properties of two- and three-particle quantum systems
with deformed commutation relations are determined not only by potenti-
als of interaction, but also by a specific (respectively for each system)
function of noncommutativity of essentially quantum origin. A prelimi-
nary analysis of simple regularities in dynamics of two-particle quantum
system in deformed space is performed.

1. Вступ. Iдея узагальнених комутацiйних спiввiдношень Снай-
дера [1] мiж операторами просторових координат та часу в остан-
нi роки отримала найбiльш широке узагальнення та застосування в
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щонайрiзноманiтнiших напрямках квантової теорiї. Новi узагальненi
пiдходи некомутативної геометрiї та некомутативних просторiв про-
никли в теорiю квантової гравiтацiї i рiзноманiтнi роздiли квантової
теорiї поля [2,3], а також в математичну теорiю квантових груп [4,5].
Деформованi комутацiйнi спiввiдношення та вiдповiдно узагальнена
алгебра Гайзенберга досить популярнi для опису рiзноманiтних екзо-
тичних квазiчастинок в теорiї конденсованого стану [6] та нових пiд-
ходах до квазiточно розв’язуваних задач в квантовiй механiцi [7, 8].
Цiкавi новi можливостi виникають при узагальненнi комутацiйних
спiввiдношень Гайзенберга на оператори координат та iмпульсiв рi-
зних частинок [9, 10]. Деформацiя спiввiдношень некомутативностi
Гайзенберга може iстотно змiнити рiвняння Шредiнгера на малих
вiдстанях мiж частинками i породити нединамiчний (непотенцiаль-
ний) вплив рiзних частинок одна на одну. Тут ми виклали певнi
новi результати, отриманi як розвиток iдей iз [10] щодо динамiки
одновимiрних квантових систем з двох та трьох частинок в пiдходi з
деформованими комутацiйними спiввiдношеннями операторiв коор-
динат та iмпульсiв рiзних частинок.

2. Хвильове рiвняння для системи двох частинок в де-
формованому просторi. Канонiчна схема квантування вiдповiдає
тому, що класичному гамiльтонiану

H =
p2
1

2m1
+

p2
2

2m2
+ V (|x1 − x2|) (1)

системи двох частинок з координатами x1 i x2 та масами m1 i m2

ставиться у вiдповiднiсть квантовий гамiльтонiан, де координати x1,
x2 є C-числами, а iмпульси p1, p2 є операторами:

x1 → x̂1 = x1, x2 → x̂2 = x2 , (2)

p1 → p̂1 = −i~
∂

∂x1
, p2 → p̂2 = −i~

∂

∂x2
. (3)

Координати та iмпульси задовiльняють комутацiйнi спiввiдношення
Гайзенберга:

[x̂1, p̂1] = i~ , [x̂2, p̂2] = i~ , (4)

[x̂1, p̂2] = 0 , [x̂2, p̂1] = 0 , (5)
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а координати двох частинок та вiдповiднi iмпульси є попарно неза-
лежними мiж собою i комутують.

Нульовi комутатори (5) означають, що вимiрювання чи спосте-
реження координати (або iмпульсу) однiєї частинки не збурює стан
iмпульсу (або координати) iншої частинки навiть за наявностi потен-
цiалу взаємодiї мiж частинками. Тобто неявно ми припускаємо, що
змiна силового впливу однiєї частинки на iншу, викликана вимiрю-
ванням координати першої частинки, не є миттєвою, а вiдбувається
за скiнченний час. Це породжує певне протирiччя, оскiльки у нере-
лятивiстськiй квантовiй механiцi вважається, що швидкiсть пошире-
ння взаємодiї є нескiнченно великою. Такi протирiччя можно зняти,
вiдмовившись вiд комутування операторiв координат та iмпульсiв
рiзних квантових частинок.

Нехай при збуреннi положення однiєї з частинок вiдбувається не-
контрольована передача iмпульсу не тiльки цiй частинцi, а й усiй
системi в цiлому. В той же час обмежимося припущенням, що кому-
татори операторiв координат кожної частинки з оператором повного
iмпульсу системи двох частинок P̂ = p̂1 + p̂2 з урахуванням транс-
ляцiйної iнварiантностi, як i для стандартної картини Гайзенберга—
Шредiнгера, дорiвнюють:

[
x̂1, P̂

]
= i~ ,

[
x̂2 , P̂

]
= i~ . (6)

При реалiзацiїнаведених вище iдей будемо вважати [10], що уза-
гальненi деформованi комутацiйнi спiввiдношення мiж координата-
ми та iмпульсами в системi двох частинок такi:

[
x̂1, p̂2

]
= i~ε̂12 . (7)

Тут ε̂12 — деякий ермiтовий оператор, який може залежати в загаль-
ному випадку вiд вiдносних координати та iмпульсу двох частинок
в системi центра мас. Цей же оператор ε̂12 з урахуванням спiввiдно-
шень (6) визначає також i узагальнене комутацiйне спiввiдношення
координати та iмпульсу однiєї i тiєї ж частинки:

[x̂1, p̂1] = i~(1− ε̂12) . (8)

Якщо ж комутатор мiж координатою другої частинки та iмпульсом
першої частинки є

[x̂2, p̂1] = i~ε̂21 , (9)
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то тодi маємо

[x̂2, p̂2] = i~(1− ε̂21) . (10)

Обмежимося тут припущенням, що оператори координат окремо
(i вiдповiдно iмпульсiв окремо) рiзних частинок комутують, як i в
стандартному пiдходi Гайзенберга—Шредiнгера

[x̂1 , x̂2] = 0 , [p̂1 , p̂2] = 0 , (11)

що дозволяє використати оператори координат в якостi незалежних
змiнних.

Скористаємося операторною тотожнiстю Якобi
[
Â,

[
B̂, Ĉ

]]
+

[
B̂,

[
Ĉ, Â

]]
+

[
Ĉ,

[
Â, B̂

]]
= 0 (12)

для трьох лiнiйних операторiв Â, B̂ i Ĉ, що дозволяє накласти певнi
обмеження на властивостi операторiв некомутативностi ε̂12 i ε̂21:

[p̂1 + p̂2, ε̂12] = 0 ; [p̂1 + p̂2, ε̂21] = 0 ; [x̂1, ε̂21]+ [x̂2, ε̂12] = 0 . (13)

Пiдкреслимо, що першi двi умови в (13) свiдчать, що оператори не-
комутативностi ε̂12 i ε̂21 комутують з повним iмпульсом системи двох
частинок. Якшо вибрати координати частинок в якостi незалежних
змiнних x̂1 = x1 i x̂2 = x2, то повний iмпульс системи в цьому випад-
ку набуває вигляду:

P̂ = p̂1 + p̂2 = −i~
∂

∂x1
− i~

∂

∂x2
. (14)

Звiдси випливає, що оператори некомутативностi ε̂12 та ε̂21 є функцi-
ями (а не операторами) лише вiдносної координати двох частинок
ε̂12 ≡ ε12 (x1 − x2) i ε̂21 ≡ ε21 (x1 − x2). При цьому спiввiдношен-
ня (13) виконуються автоматично.

Тепер оператори iмпульсiв для кожної з двох частинок через пер-
шi похiднi за координатами та через функцiї некомутативностi мо-
жуть бути представленi у виглядi

p̂1 = −i~ (1− ε12)
∂

∂x1
− i~ε21

∂

∂x2
+

i~
2

(ε12)
′

x1
− i~

2
(ε21)

′

x2
, (15)

p̂2 = −i~ε12
∂

∂x1
− i~ (1− ε21)

∂

∂x2
− i~

2
(ε12)

′

x1
+

i~
2

(ε21)
′

x2
. (16)
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Тут штрих означає частинну похiдну за координатами вiдповiдних
частинок. Оператори ж (15) i (16) задовольняють комутативнi спiв-
вiдношення (7)–(11).

Зручно ввести вiдносну координату та координату центра мас

x = x1 − x2, X =
m1

M
x1 +

m2

M
x2 (17)

(тут M — повна маса) i вимагати роздiлення змiнних вiдносного руху
та руху центра мас у повному гамiльтонiанi системи. Тодi виникають
додатковi умови на функцiї некомутативностi ε12 (x) i ε21 (x):

m1ε12(x)−m2ε21(x) = 0, 1− ε12(x)− ε21(x) 6= 0 . (18)

При цьому гамiльтонiан системи можна записати у виглядi незале-
жних доданкiв

H = HX + Hx , (19)

де оператор кiнетичної енергiї центра мас має стандартний вигляд

HX = − ~2

2M

∂2

∂X2
. (20)

У координатах Якобi x i X оператори iмпульсiв частинок p̂1 i p̂2

можуть бути представленi у виглядi

p̂1 = −i~ (1− ε12 − ε21)
∂

∂x
− i~

m1

M

∂

∂X
+

i~
2

(ε12 + ε12)
′

x , (21)

p̂2 = i~ (1− ε12 − ε21)
∂

∂x
− i~

m2

M

∂

∂X
− i~

2
(ε12 + ε12)

′

x . (22)

Тодi гамiльтонiан вiдносного руху буде

Hx = −~
2

2
µ−1

[
ε2(x)

∂2

∂x2
+ 2ε(x)ε

′
(x)

∂

∂x
+

1
2
ε(x)ε

′′
(x)+

+
1
4
[
ε
′
(x)

]2] + V (x),
(23)

де µ−1 = m−1
1 + m−1

2 — зведена маса двох частинок, i сюди входить
лише одна сумарна функцiя некомутативностi ε(x) = 1 − ε12(x) −
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ε21(x). Функцiї некомутативностi: ε12(x) i ε21(x) виражаються через
цю сумарну ефективну функцiю некомутативностi ε(x) таким чином:

ε12(x) =
m2

M

(
1− ε(x)

)
, ε21(x) =

m1

M

(
1− ε(x)

)
. (24)

Оператор кiнетичної енергiї в гамiльтонiанi Hx (23) записано у ви-
глядi, що вiдповiдає кiнетичнiй енергiї в певних криволiнiйних коор-
динатах.

Квантове хвильове рiвняннi вiдносного руху за змiнною x з га-
мiльтонiаном Hx (23) пiсля замiни координати та хвильової функцiї

ψ(q) =
√

ε(x) ϕ(x),
dx

dq
= ε(x) (25)

iстотно спрощується i остаточно набуває вигляду:

− ~
2

2µ

d2ψ(q)
dq2

+ V (x(q))ψ(q) = Eψ(q) . (26)

Потенцiал взаємодiї у квантовому хвильовому рiвняннi (26) вiдно-
сного руху двох частинок замiсть координати x залежить вiд нової
криволiнiйної змiнної q вiдповiдно до другого рiвняння в (25), в той
же час кiнетична енергiя за змiнною q має стандартний вигляд.

Рiвняння (26) свiдчить про те, що для опису квантової системи
двох частинок необхiдно задавати як потенцiальну енергiю взаємодiї
двох частинок V (x), яка за визначенням є неквантовою, так i фун-
кцiю ε(x), яка вiдповiдає за можливу некомутативнiсть квантових
операторiв координат та iмпульсiв рiзних частинок. Природа вве-
деної функцiї некомутативностi ε(x) може бути рiзною: 1) функцiя
некомутативностi ε(x) повинна бути вiдмiнною вiд одиницi лише на
ультрамалих вiдстанях i може мати певний фундаментальний ви-
гляд, незалежний вiд потенцiалу взаємодiї; 2) бiльш слабке твердже-
ння полягає в тому, що функцiя некомутативностi ε(x) визначається
моделлю взаємодiї i тодi для невзаємодiючих вiльних частинок во-
на є одиницею (в такому випадку нiякої принципової вiдмiнностi вiд
стандартної ситуацiї з двома вiльними квантовими частинками не-
має); 3) нарештi функцiя некомутативностi ε(x) може певним чином
моделювати релятивiстськi ефекти, коли iстотне значення має скiн-
ченнiсть швидкостi передачi взаємодiї, або неточковiсть частинок.

Виконаємо попереднiй аналiз можливих наслiдкiв для розв’язкiв
квантового хвильового рiвняння (26) для двох частинок у випадку
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запропонованих вище деформованих комутацiйних спiввiдношень i
порiвняємо такi результати зi стандартними розв’язками квантово-
механiчного рiвняння Шредiнгера. На великих вiдстанях мiж ча-
стинками функцiї некомутативностi ε12(x) i ε21(x) повиннi дорiвню-
вати нулевi, а ε(x) дорiвнює одиницi (ми вважаємо також, що фун-
кцiя ε(x) є парною) i тому асимптотично координати x та q на вели-
ких вiдстанях спiвпадають. Як можливий приклад виберемо ε(x) у
виглядi:

ε(x) =

√
1 +

A2

x2
. (27)

Тодi

x =
√

q(q + 2A) . (28)

Нехай потенцiал взаємодiї мiж двома частинками вибрано у формi
гауссоїди V (x) = g exp(−x2). В залежностi вiд нової змiнної q та-
кий потенцiал iстотно деформується на малих вiдстанях. У випадку
притягування потенцiальна енергiя зменшується, що призводить до
зсуву енергетичних рiвнiв вгору. З iншого боку, якщо маємо взає-
модiю вiдштовхувальну, то внаслiдок врахування некомутативностi
бар’єр звужується i коефiцiєнт вiдбиття вiд нього зменшується, а
прозорiсть бар’єру збiльшується. Зауважимо також, що функцiя не-
комутативностi ε(x) повинна бути одиницею на великих вiдстанях,
а на малих вiдстанях бiльше одиницi, i отже недiагональнi функцiї
некомутативностi ε12(x) i ε21(x) тут стають вiд’ємними.

3. Хвильовi рiвняння для тричастинкових систем в де-
формованому просторi. Розглянемо тепер узагальнення дефор-
мованих комутацiйних спiввiдношень для операторiв координат x̂1,
x̂2 та x̂3 та iмпульсiв p̂1, p̂2 i p̂3 рiзних частинок на квантову систе-
му трьох частинок. Нехай комутатор координати кожної частинки з
оператором повного iмпульсу системи P̂ = p̂1 + p̂2 + p̂3 є недеформо-
ваним

[x̂i , P̂ ] = i~, i = 1, 2, 3 . (29)

Введемо узагальненi деформованi комутацiйнi спiввiдношення для
трьох частинок в одновимiрному просторi

[x̂i, p̂j ] = i~ε̂ij , i 6= j = 1, 2, 3 . (30)
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Тут ε̂ij — деякi ермiтовi оператори, а з (29) випливає

[x̂i, p̂i] = i~
(

1−
3∑

j 6=i=1

ε̂ij

)
, (31)

тобто дiагональнi (коли i = j) оператори некомутативностi не є неза-
лежними. Крiм того, комутацiйнi спiввiдношення окремо для опера-
торiв координат (i окремо для iмпульсiв) рiзних частинок дорiвню-
ють нулевi, що дає змогу використати в якостi незалежних змiнних
координати частинок xi.

Як i у двочастинковiй задачi обмежимося припущенням, що опе-
ратори ε̂ij є функцiями (а не операторами) лише координат части-
нок. Тодi маємо для операторiв iмпульсiв трьох частинок таке пред-
ставлення:

p̂1 = −i~ (1− ε12 − ε13)
∂

∂x1
− i~ε21

∂

∂x2
− i~ε31

∂

∂x3
+

+
i~
2

[
(ε12 + ε13)

′

x1
− (ε21)

′

x2
− (ε31)

′

x3

]
, (32)

p̂2 = −i~ε12
∂

∂x1
− i~ (1− ε21 − ε23)

∂

∂x2
− i~ε32

∂

∂x3
−

− i~
2

[
(ε12)

′

x1
− (ε21 + ε23)

′

x2
+ (ε32)

′

x3

]
, (33)

p̂3 = −i~ε13
∂

∂x1
− i~ε23

∂

∂x2
− i~ (1− ε31 − ε32)

∂

∂x3
−

− i~
2

[
(ε13)

′

x1
+ (ε23)

′

x2
− (ε31 + ε32)

′

x3

]
(34)

через функцiї некомутативностi.
Використаємо тотожнiсть Якобi (12) для операторiв Â = p̂i,

B̂ = p̂j i Ĉ = x̂k (i 6= j, k = 1, 2, 3), що накладає певнi обмежен-
ня на властивостi функцiй некомутативностi εij . Так, недiагональнi
матричнi функцiї εij комутують з повним iмпульсом системи

[
P̂ , ε̂ij

]
= 0, i 6= j = 1, 2, 3 , (35)

i задовольняють таку систему операторних рiвнянь:

[p̂1 , ε32] = [p̂2 , ε31] , (36)
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[p̂1 , ε23] = [p̂3 , ε21] , (37)

[p̂2 , ε13] = [p̂3 , ε12] . (38)

Зручно замiсть декартових координат x1, x2, x3 та декартових
операторiв iмпульсiв p̂1, p̂2 i p̂3 перейти до стандартних координат
та iмпульсiв Якобi

q1 = x2 − x3 , P̂1 =
m3p̂2 −m2p̂3

m2 + m3
;

q2 = x1 − m2x2 + m3x3

m2 + m3
, P̂2 =

(m2 + m3)p̂1 −m1(p̂2 + p̂3)
m1 + m2 + m3

;

X =
m1x1 + m2x2 + m3x3

m1 + m2 + m3
, P̂ = p̂1 + p̂2 + p̂3 ; (39)

де X є координата центра мас системи, а P̂ — сумарний iмпульс. Рух
центра мас системи вiдокремлюється вiд вiдносного руху за умов
рiвностi нулю таких комутаторiв:

[
q1 , P̂

]
= 0 ,

[
q2 , P̂

]
= 0 , (40)

[
X , P̂1

]
= 0 ,

[
X , P̂2

]
= 0 . (41)

Якщо умови (40) виконуються тотожньо, то спiввiдношення (41) да-
ють двi додатковi умови на шiсть недiагональних функцiй εij

m2ε21 −m1ε12 + m3ε31 −m1ε13 = 0 , (42)

m3ε32 −m2ε23 + m1ε12 −m2ε21 = 0 . (43)

Всi функцiї некомутативностi εij комутують з оператором повно-
го iмпульсу системи i тому можуть залежати лише вiд двох вiдносних
координат Якобi εij (q1, q2).

Запишемо тепер оператори iмпульсiв трьох частинок в координа-
тах Якобi

p̂1 = −i~ α
∂

∂q1
− i~ β

∂

∂q2
− i~

m1

M

∂

∂X
− i~

2

(
α
′
q1

+ β
′

q2

)
, (44)

p̂2 = −i~ γ
∂

∂q1
− i~ δ

∂

∂q2
− i~

m2

M

∂

∂X
− i~

2

(
γ
′

q1
+ δ

′
q2

)
, (45)
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p̂3 =i~ (α + γ)
∂

∂q1
+ i~ (β + δ)

∂

∂q2
− i~

m3

M

∂

∂X
+

+
i~
2

(
α
′
q1

+ γ
′

q1
+ β

′
q2

+ δ
′

q2

)
,

(46)

де

α = ε21 − ε31 , (47)

β = 1− M

m2 + m3
(ε12 + ε13) , (48)

γ = 1− ε21 − ε23 − ε32 , (49)

δ = − m2

m2 + m3
+

M

m2 + m3
ε12 . (50)

Оператори iмпульсiв p̂1, p̂2 i p̂3 повиннi комутувати мiж собою,
що можливо при виконаннi таких додаткових умов:

α
∂ γ

∂q1
+ β

∂ γ

∂q2
− γ

∂ α

∂q1
− δ

∂ α

∂q2
= 0 , (51)

α
∂ δ

∂q1
+ β

∂ δ

∂q2
− γ

∂ β

∂q1
− δ

∂ β

∂q2
= 0 . (52)

Рiвняння (36) в координатах Якобi має вигляд

α
∂ ε32

∂q1
+ β

∂ ε32

∂q2
= γ

∂ ε31

∂q1
+ δ

∂ ε31

∂q2
. (53)

Рiвняння (37) спiвпадає з (53), якщо врахувати (51), а (38) спiв-
падає з рiвнянням (52).

Таким чином, для шести функцiй некомутативностi εij ми маємо
п’ять додаткових умов (42), (43), (51), (52) та (53), i тодi в загально-
му випадку можна очiкувати, що для трьох частинок незалежною є
лише одна функцiя некомутативностi, як це було i для двох части-
нок.

При прямуваннi i-ї частинки до нескiнченностi чотири функцiї
некомутативностi εij , εji (i 6= j) прямують до нуля. Iншi двi функцiї
εkj (k 6= i, j 6= i) прямують до функцiй некомутативностi двочастин-
кової задачi. При цьому всi п’ять умов (42), (43), (51), (52) та (53)
виконуються автоматично.
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Тепер гамiльтонiан квантової системи трьох частинок в системi
центра мас має вигляд

H =
P 2

1

2µ1
+

P 2
2

2µ2
+ V (q1, q2) , (54)

де

P̂1 = −i~ f
∂

∂q1
− i~ η

∂

∂q2
− i~

2

(
f
′
q1

+ η
′

q2

)
, (55)

P̂2 = −i~ α
∂

∂q1
− i~ β

∂

∂q2
− i~

2

(
α
′
q1

+ β
′

q2

)
, (56)

а µ−1
1 = m−1

2 +m−1
3 , µ−1

2 = m−1
1 +(m2+m3)−1, f = γ+αm2(m2+m3)−1

i η = δ + βm2(m2 + m3)−1, i його можна записати у виглядi

H = Q11
∂2

∂q2
1

+ Q22
∂2

∂q2
2

+ Q12
∂2

∂q1∂q2
+ Q1

∂

∂q1
+ Q2

∂

∂q2
+ Q0

+V (q1, q2) . (57)

Тут

Q11 = −~2

(
f2

2µ1
+

α2

2µ2

)
, (58)

Q22 = −~2

(
η2

2µ1
+

β2

2µ2

)
, (59)

Q12 = −~2

(
fη

µ1
+

αβ

µ2

)
, (60)

Q1 = −~2

(
2ff

′
q1

+ fη
′
q2

+ ηf
′
q2

2µ1
+

2αα
′
q1

+ αβ
′
q2

+ βα
′
q2

2µ2

)
, (61)

Q2 = −~2

(
2ηη

′
q2

+ fη
′
q1

+ ηf
′
q1

2µ1
+

2ββ
′
q2

+ αβ
′
q1

+ βα
′
q1

2µ2

)
, (62)

Q0 = −~2

((
f
′
q1

)2 +
(
η
′
q2

)2 + 2f
′
q1

η
′
q2

+ 2ff
′′
q1q1

+ 2ηη
′′
q2q2

+ 2fη
′′
q1q2

+ 2ηf
′′
q1q2

8µ1
+

(
α
′
q1

)2 +
(
β
′
q2

)2 + 2α
′
q1

β
′
q2

+ 2αα
′′
q1q1

+ 2ββ
′′
q2q2

+ 2αβ
′′
q1q2

+ 2βα
′′
q1q2

8µ2

)
.
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Наголосимо, що кiнетична енергiя системи трьох частинок в си-
стемi центра мас має вигляд кiнетичної енергiї в криволiнiйних ко-
ординатах. Кiнетична енергiя залежить вiд функцiй некомутативно-
стi i тим самим залежить вiд усiх внутрiшнiх координат трьох ча-
стинок. Як наслiдок, на ультрамалих вiдстанях мiж частинками, де
власне i є нетривiальними функцiї некомутативностi, можуть вини-
кати вiдчутнi аномальнi ефекти iстинно тричастинкових кореляцiй
чисто квантового походження.

Розвинутий вище пiдхiд допускає розповсюдження на одновимiр-
нi багаточастинковi задачi з довiльною кiлькiстю частинок.

4. Висновки. В роботi запропоновано пiдхiд до одновимiрних
квантових систем взаємодiючих частинок, що ґрунтується на при-
пущеннi щодо некомутативностi операторiв координат та iмпульсiв
рiзних частинок. В загальному виглядi отримано представлення для
операторiв iмпульсiв в системах двох та трьох частинок i знайдено
хвильовi рiвняння для дво- та тричастинкових квантових систем в
системi центра мас. Гамiльтонiан системи частинок, крiм потенцiалу
взаємодiї, ще задається певною однiєю функцiєю некомутативностi,
вiдповiдно, для системи двох та трьох частинок, що може iстотно
модифiкувати динамiку квантових частинок на ультрамалих мiжча-
стинкових вiдстанях. Розглянута некомутативнiсть може приводити
до вiдчутного вiдштовхування мiж частинками на малих вiдстанях.
На вiдносно бiльших вiдстанях залишається застосовним стандар-
тне представлення Гайзенберга—Шредiнгера для iмпульсiв части-
нок. Пiдхiд з узагальненими комутацiйними спiввiдношеннями для
координат та iмпульсiв рiзних частинок може бути розповсюджено
на одновимiрнi багаточастинковi системи.

Нових пiдходiв вимагає розповсюдження принципу некомутатив-
ностi координат та iмпульсiв рiзних частинок у дво- та тривимiрно-
му просторi. З загальної точки зору через некомутативнiсть може
виникати порушення на ультрамалих вiдстанях сферичної симетрiї
в квантових системах зi сферичносиметричними потенцiалами вза-
ємодiї. Всi цi проблеми, як i застосування iдеї некомутативностi до
конкретних фiзичних систем, вимагають спецiального дослiдження.

Автори щиро вдячнi О.М. Гаврилику, В.П. Гусинiну, А.Г. Заго-
родньому i В.В. Кухтiну за кориснi дискусiї з питань, якi розгля-
дались в представленiй роботi.
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Проведено груповий аналiз та побудовано точнi розв’язки моделi
Фрьолiха—Пайерлса у нерiвноважному станi в одновимiрному випадку.

Group analysis of model Fröhlich—Peierls Hamiltonian in nonequilibrium
state in the one dimensional case is carried out. Using group reduction
exact solutions for this model are found.

1. Вступ. В роботi Д.Я. Петрини [6] отримано рiвняння для рiв-
новажних та нерiвноважних станiв моделi Фрьолiха—Пайерлса для
електронiв, що взаємодiють з фононами тiльки при певних дискрет-
них модах. В одновимiрному випадку нерiвноважнi стани описують-
ся системою зачеплених рiвнянь:

− ∂2

∂t2
W (t, x) + ω2

0

∂2

∂x2
W (t, x) = −4α

∂2

∂x2
|Ψ(t, x)|2, (1)

i
∂

∂t
Ψ(t, x) =

(
− 1

2m

∂2

∂x2
− µ

)
Ψ(t, x) + W (t, x)Ψ(t, x), (2)

де ω0, m, µ, α — дiйснi параметри.
Хвильова функцiя Ψ(t, x) задовольняє рiвняння Шрьодiнгера з

залежним вiд часу потенцiалом, що задається дiйсною функцiєю
W (t, x), яка є розв’язком неоднорiдного рiвняння Даламбера з пра-
вою частиною −4α ∂2

∂x2 |Ψ(t, x)|2.
Д.Я. Петрина знайшов [6] частинний розв’язок рiвнянь (1)–(2).

Це розв’язок солiтонного типу, який задається такими функцiями:

W (t, x) =
−16αη2

ω2
0 − V 2

1
ch2 u

2 (x− vt− x0)
, (3)
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Ψ(t, x) = 2iη
exp i

(
vmx−

(
v2

2 m− u2

8m + µ
)

t− ϕ0

)

ch u
2 (x− vt− x0)

, (4)

де

v=−4ξ

√
α

(ω2
0−V 2)m

, u=4η

√
4αm

ω2
0−V 2

, ξ, η, x0, ϕ0 — константи.

В данiй роботi знайдено набагато бiльший клас точних розв’язкiв
системи (1)–(2). Зауважимо, що ця проблема була сформульована
самим Д.Я. Петриною незадовго до його смертi. Регулярний шлях
для пошуку таких розв’язкiв надає груповий аналiз, створений Со-
фусом Лi майже 150 рокiв назад [2].

Алгоритм Лi пошуку точних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь
можна описати таким чином [1,4, 5]:

1. Знаходимо всi групи неперервних перетворень, що залишають
дане рiвняння iнварiантним.

2. Знаходимо алгебру Лi вiдповiдної групи.
3. Знаходимо оптимальну систему всiх одновимiрних пiдалгебр.
4. Кожнiй такiй пiдалгебрi вiдповiдає замiна змiнних, що редукує

рiвняння до системи ЗДР другого порядку, проiнтегрувати яку на-
багато легше нiж початкову систему (у даному випадку систему (1)–
(2)).

2. Груповий аналiз моделi Фрьолiха—Пайерлса. Очевидно,
що система рiвнянь (1)–(2) не буде мати дуже широкi симетрiї, ос-
кiльки лiва частина рiвняння (1) iнварiантна вiдносно перетворення
Лоренца, а лiва частина рiвняння (2) iнварiантна вiдносно перет-
ворення Галiлея. Перед тим, як шукати симетрiї системи рiвнянь (1)–
(2) пронормуємо коефiцiєнти, зробивши замiну:

W (t, x) = W̃ (t, x̃), Ψ(t, x) =
ω0

2
√

α
eiµtΨ̃(t, x̃), x̃ =

x

ω0
.

Тодi отримуємо систему:

− ∂2

∂t2
W̃ (t, x̃) +

∂2

∂x̃2
W̃ (t, x̃) = − ∂2

∂x̃2
|Ψ̃(t, x̃)|2, (5)

i
∂

∂t
Ψ̃(t, x̃) = − 1

2mω2
0

∂2

∂x̃2
Ψ̃(t, x̃) + W̃ (t, x̃)Ψ̃(t, x̃). (6)
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Представивши функцiю Ψ̃(t, x̃) через амплiтуду i фазу:

Ψ̃(t, x̃) = ρ(t, x̃)eiϕ(t,x̃)

зводимо систему (5)–(6) до системи вигляду:

W̃tt − W̃x̃x̃ = 2
(
ρ2

x̃ + ρρx̃x̃

)
, (7)

ρt = − 1
2mω2

0

(2ρx̃ϕx̃ + ρϕx̃x̃) , (8)

ρϕt =
1

2mω2
0

(
ρx̃x̃ − ρϕ2

x̃

)− W̃ρ. (9)

Використовуючи стандартний алгоритм Лi [1,4,5] знаходимо, що
iнфiнiтезимальний оператор групи iнварiантностi системи (7)–(9) є
лiнiйною комбiнацiєю таких операторiв:

e1 = −∂ϕ, e2 = −∂
W̃

+ t∂ϕ, e3 = t∂
W̃
− 1

2
t2∂ϕ,

e4 = ∂t, e5 = ∂x̃.

Переписуючи цi оператори в термiнах W̃ та Ψ̃, приходимо до та-
кого твердження.
Теорема 1. Система рiвнянь (5)–(6) допускає п’ятивимiрну алге-
бру Лi, базиснi елементи якої можна вибрати у виглядi:

e1 = −i
(
Ψ̃∂Ψ̃ − Ψ̃∗∂Ψ̃∗

)
, e2 = −∂

W̃
+ it

(
Ψ̃∂Ψ̃ − Ψ̃∗∂Ψ̃∗

)
,

e3 = t∂
W̃
− i

2
t2

(
Ψ̃∂Ψ̃ − Ψ̃∗∂Ψ̃∗

)
, e4 = ∂t, e5 = ∂x̃.

Знаходимо їх комутатори:

[e2, e4] = e1, [e3, e4] = e2,

(решта комутаторiв дорiвнюють нулю), i приходимо до висновку, що
отриманi оператори утворюють алгебру A4.1

⊕
A1 за класифiкацiєю

Мубаракзянова [3].
Наступним кроком є знаходження всiх одновимiрних пiдалгебр

знайденої алгебри iнварiантностi.

3. Одновимiрнi пiдалгебри алгебри A4.1

⊕
A1. Нехай e =

= a1e1 +a2e2 +a3e3 +a4e4 +a5e5 — елемент алгебри A4.1

⊕
A1, який
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будемо намагатися спростити, використовуючи приєднанi вiдобра-
ження.

Щоб обчислити приєднанi представлення, скористаємося рядами
Лi [5]:

Ad(exp(εe))ei =
∞∑

n=0

εn

n!
(ade)n(ei) = ei − ε[e, ei] +

ε2

2
[e, [e, ei]]− ...

Наприклад,

Ad(exp(εe3))e4 = e4 − ε[e3, e4] +
ε2

2
[e3, [e3, e4]]− ... = e4 − εe2.

Аналогiчно знаходимо дiю приєднаного представлення на iншi базис-
нi елементи алгебри. Результати цiєї дiї наведено у таблицi:

Таблиця 1.
Ad e1 e2 e3 e4 e5

e1 e1 e2 e3 e4 e5

e2 e1 e2 e3 e4 − εe1 e5

e3 e1 e2 e3 e4 − εe2 e5

e4 e1 e2 + εe1 e3 + εe2 e4 e5

e5 e1 e2 e3 e4 e5

де на (i, j)-му мiсцi вказано Ad(exp(εei))ej .
Використовуючи приєднанi представлення з таблицi 1 знаходимо

всi нееквiвалентнi одновимiрнi пiдалгебри алгебри A4.1

⊕
A1.

Припустимо спочатку, що a4 6= 0. Тодi, не зменшуючи загальнос-
тi, можна покласти a4 = 1. У вiдповiдностi з таблицею 1, якщо на
такий вектор подiяти перетворенням Ad(exp(a1e2)), можна зробити
коефiцiєнт при e1 нулем:

e′ = Ad(exp(a1e2))e = a′2e2 + a′3e3 + e4 + a′5e5,

де a′2, a
′
3, a

′
5 — деякi числа, що залежать вiд a1, a2, a3, a5.

Далi, дiємо на вектор e′ перетворенням Ad(exp(a′2e3)), щоб пе-
ретворити на нуль коефiцiєнт при e2. Це приводить до вектора e′′ =
= a′′3e3 + e4 + a′′5e5.

Iншими словами, кожна одновимiрна пiдалгебра, породжена век-
тором e з a4 6= 0, еквiвалентна пiдалгебрi, породженої вектором
pe3 + e4 + κe5.
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Решта одновимiрних пiдалгебр породжуються векторами вказа-
ного вище вигляду з a4 = 0. Якщо a3 6= 0, можна розтягом зробити
a3 = 1, а потiм подiяти на вектор e перетворенням Ad(exp(−a2e4)),
так що вектор e буде еквiвалентним вектору e′ = a′1e1 + e3 + a′5e5.

Таким чином, будь-яка одновимiрна пiдалгебра, породжена век-
тором e з a4 = 0, a3 6= 0, еквiвалентна пiдалгебрi, породженiй векто-
ром qe1 + e3 + κe5.

Решта одновимiрних пiдалгебр породжуються векторами вказа-
ного вище вигляду з a3 = a4 = 0. Якщо ж a2 6= 0, можна розтягом
зробити a2 = 1, а потiм подiяти перетворенням Ad(exp(−a1e4)) на
вектор e, так що цей вектор буде еквiвалентним вектору e′ = e2+κe5.

Аналогiчно можна показати, що в iнших випадках (a2 = a3 =
= a4 = 0) вектор e буде еквiвалентним або e1 + κe5 (a1 6= 0), або e5

(a1 = a2 = a3 = a4 = 0).
Отже, знайдена оптимальна система одновимiрних пiдалгебр, яка

описується теоремою 2.
Теорема 2. Iснує п’ять нееквiвалентних одновимiрних пiдалгебр
алгебри A4.1

⊕
A1 з точнiстю до групи внутрiшнiх автоморфiзмiв,

базиснi елементи яких можуть бути вибранi в такому виглядi:

pe3 + e4 + κe5 = ∂t + κ∂x̃ + pt∂
W̃
− p

2
t2i

(
Ψ̃∂Ψ̃ − Ψ̃∗∂Ψ̃∗

)
,

qe1 + e3 + κe5 = κ∂x̃ + t∂
W̃
−

(
1
2
t2 + q

)
i
(
Ψ̃∂Ψ̃ − Ψ̃∗∂Ψ̃∗

)
,

e2 + κe5 = κ∂x̃ − ∂
W̃

+ ti
(
Ψ̃∂Ψ̃ − Ψ̃∗∂Ψ̃∗

)
,

e1 + κe5 = κ∂x̃ − i
(
Ψ̃∂Ψ̃ − Ψ̃∗∂Ψ̃∗

)
,

e5 = ∂x̃.

4. Точнi розв’язки моделi Фрьолiха–Пайерлса. Для кожної
з отриманих одновимiрних пiдалгебр можна знайти вiдповiдну за-
мiну змiнних, яка редукує рiвняння (7)–(9). В якостi нових змiнних
вибираємо iнварiанти вiдповiдних груп перетворень.

Розглянемо детально випадок алгебри pe3 +e4 +κe5. На першому
кроцi здiйснюємо побудову базису iнварiантiв цiєї алгебри. Для цього
розв’язуємо рiвняння

(pẽ3 + ẽ4 + κẽ5)(F (t, x̃, W̃ , ρ, ϕ)) = 0,
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чи вiдповiднi характеристичнi рiвняння

dt

1
=

dx̃

κ
=

dW̃

pt
=

dϕ

−p
2 t2

.

Ця система має такi першi iнтеграли:

x̃− κt = C1, W̃ − pt2

2
= C2, ρ = C3, ϕ +

p

6
t3 = C4.

Отже, базис iнварiантiв алгебри pe3 + e4 + κe5 складають функцiї

ω = x̃− κt, u = W̃ − pt2

2
, v = ρ, y = ϕ +

p

6
t3,

а тому покладемо

u = f(ω), v = h(ω), y = g(ω),

звiдки випливає

W̃ = f(ω) +
pt2

2
, ρ = h(ω), ϕ = g(ω)− p

6
t3, ω = x̃− κt.

Пiдстановка отриманих виразiв для функцiй W̃ , ρ, ϕ у рiвняння
системи (7)–(9) приводить до системи

f̈(κ2 − 1) + p− 2(ḣ2 + hḧ) = 0, (10)

g̈ +
2ḣ

h
(ġ −mω2

0κ) = 0, (11)

ḧ− hġ2 + 2mω2
0h (κġ − f) = 0, (12)

де f̈ = d2f
dω2 , ḣ = dh

dω , ḧ = d2h
dω2 , ġ = dg

dω , g̈ = d2g
dω2 .

Таким чином, рiвняння (7)–(9) редукуються до системи звичай-
них диференцiальних рiвнянь.

В таблицi 2 для кожної iз одновимiрних пiдалгебр подано вiд-
повiднi анзаци та редукованi рiвняння. Останнi чотири редукованi
системи дають такi точнi розв’язки:

1) W (t, x) = C1t +
tx

κω0
,
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Таблиця 2.
Пiдалгебра Iнварiанти Редукованi рiвняння
pe3+e4+κe5 W̃ = f(ω) + pt2

2 , f̈(κ2−1)+p−2(ḣ2+hḧ)=0,
ρ = h(ω), g̈ + 2ḣ

h (ġ −mω2
0κ) = 0,

ϕ = g(ω)− p
6 t3, ḧ−hġ2+2mω2

0h (κġ−f)=0
ω = x̃− κt

qe1+e3+κe5 W̃ = f(ω) + tx̃
κ , f̈ = 0, ḣ = 0,

ρ = h(ω), ω = t, ġ+ 1
2mω2

0κ2

(
1
2ω2+q

)2+f =0
ϕ=g(ω)−(

1
2 t2+q

)
x̃
κ

e2 + κe5 W̃ = f(ω)− x̃
κ , f̈ = 0, ḣ = 0,

ρ = h(ω), ω = t, ġ + ω2

2mω2
0κ2 + f = 0

ϕ = g(ω) + tx̃
κ

e1 + κe5 W̃ = f(ω), ρ = h(ω), f̈ = 0, ḣ = 0,
ϕ = g(ω)− x̃

κ , ω = t ġ + 1
2mω2

0κ2 + f = 0

e5 W̃ = f(ω), ρ = h(ω), f̈ = 0, ḣ = 0,
ϕ = g(ω), ω = t ġ + f = 0

Ψ(t, x)=
C3ω0

2
√

α
exp i

((
µ− q2

2mω2
0κ2

−C2

)
t− t5

40mω2
0κ2

− qt3

6mω2
0κ2

−

−C1

2
t2−

(
1
2
t2+q

)
x

κω0

)
;

2) W (t, x) = C1t− x

κω0
,

Ψ(t, x) =
C3ω0

2
√

α
exp i

(
tx

κω0
− t3

6mω2
0κ2

−C1

2
t2+(µ−C2) t

)
;

3) W (t, x) = C1t,

Ψ(t, x) =
C3ω0

2
√

α
exp i

((
µ− 1

2mω2
0κ2

−C2

)
t−C1

2
t2− x

κω0

)
;

4) W (t, x) = C1t,

Ψ(t, x) =
C3ω0

2
√

α
exp i

(
(µ− C2) t− C1

2
t2

)
.

В цих розв’язках амплiтуда є константою, а фаза має вигляд по-
лiнома порядка не вище п’ятого.

Для системи (10)–(12), яку проiнтегрувати в загальному виглядi
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поки що не вдалося, було знайдено частиннi розв’язки. З рiвнян-
ня (10) та (11) можна знайти:

(κ2 − 1)f +
p

2
ω2 + C1ω + C2 = h2, (13)

g = mω2
0κω + C3

∫
dω

h2
+ C4, (14)

де C1, ..., C4 — константи iнтегрування.
Пiдставимо отриманi вирази в рiвняння (12), одержимо:

(κ2−1)ḧ + mω2
0h

(
pω2 + 2C1ω + 2C2 + mω2

0κ2(κ2−1)
)−

−2mω2
0h3− C2

3 (κ2−1)
h3

= 0. (15)

Частиннi розв’язки цього рiвняння вдається отримати для наступ-
них значень параметрiв:

1) κ2 − 1 = 0;

2) κ2 − 1 6= 0, C1 = p = 0;

3) κ2 − 1 6= 0, C3 = p = 0, C2 =
mω2

0κ2(1− κ2)
2

.

1) Розглянемо випадок κ = 1. Тодi розв’язки рiвнянь (1)–(2):
1.1. При C2

1 − 2pC2 > 0

W (t, x)=

(
2pC2 − C2

1 − 4C2
3

)
ω2

0

2m(p(x−tω0)2+2C1ω0(x−tω0)+2C2ω2
0)2

+
mω2

0 + pt2

2
,

Ψ(t, x)=
1

2
√

α

√
p

2
(x− tω0)2 + C1ω0(x− tω0) + C2ω2

0×

× exp i

(
mω0x+ t(µ−mω2

0)− pt3

6
+

+
C3√

C2
1−2pC2

ln
∣∣∣∣
p(x−tω0)+C1ω0−ω0

√
C2

1−2pC2

p(x−tω0)+C1ω0+ω0

√
C2

1−2pC2

∣∣∣∣
)

;

1.2. При C2
1 − 2pC2 = 0

W (t, x) = − 2C2
3p2ω2

0

m (p(x− tω0) + C1ω0)
4 +

mω2
0 + pt2

2
,
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Ψ(t, x) =
|p(x− tω0) + C1ω0|

2
√

2pα
exp i

(
mω0x + t(µ−mω2

0)− pt3

6
−

− 2C3ω0

p(x− tω0) + C1ω0

)
;

1.3. При C2
1 − 2pC2 < 0

W (t, x) =

(
2pC2 − C2

1 − 4C2
3

)
ω2

0

2m(p(x−tω0)2+2C1ω0(x−tω0)+2C2ω2
0)2

+
mω2

0+pt2

2
,

Ψ(t, x) =
1

2
√

α

√
p

2
(x− tω0)2 + C1ω0(x− tω0) + C2ω2

0×

× exp i

(
mω0x + t(µ−mω2

0)− pt3

6
+

+
2C3√

2pC2 − C2
1

arctg
p(x− tω0) + C1ω0

ω0

√
2pC2 − C2

1

)
.

Випадок κ = −1 розглядається аналогiчно.
2) Розглянемо тепер випадок κ2 − 1 6= 0, а C1 = p = 0. Тодi

рiвняння (15) набуває вигляду:

ḧ− 2mω2
0

κ2 − 1
h3 + mω2

0h

(
2C2

κ2 − 1
+ mω2

0κ2

)
− C2

3

h3
= 0. (16)

Позначимо 2mω2
0

κ2−1 = a, 2C2mω2
0

κ2−1 + m2ω4
0κ2 = b, тодi рiвняння (16)

можна переписати в такий спосiб:

ḧ− ah3 + bh− C2
3

h3
= 0.

Помножимо це рiвняння на ḣ та проiнтегруємо його:

ḣḧ− ah3ḣ + bhḣ− C2
3

h3
ḣ = 0,

ḣ2

2
− ah4

4
+

bh2

2
+

C2
3

2h2
=

k

8
.

Далi, помножимо останнє рiвняння на h2 = V , отримуємо рiвнян-
ня Вейєрштрасса:

V̇ 2 = 2aV 3 − 4bV 2 + kV − 4C2
3 .



132 О.В. Курiкша

Зробимо пiдстановку V = U + 2b
3a :

1
2a

U̇2 = U3 +
(

k

2a
− 4b2

3a2

)
U +

(
bk

3a2
− 16b3

27a3
− 2C2

3

a

)
.

Нехай p̃ = k
2a − 4b2

3a2 , q̃ = bk
3a2 − 16b3

27a3 − 2C2
3

a , тодi:

1
2a

U̇2 = U3 + p̃U + q̃. (17)

Розглянемо п’ять якiсно рiзних випадки [7]:

27q̃2 + 4p̃3 = 0, q̃ > 0, (18)

27q̃2 + 4p̃3 = 0, q̃ < 0, (19)
p̃ = q̃ = 0, (20)

27q̃2 + 4p̃3 < 0, (21)

27q̃2 + 4p̃3 > 0. (22)

Для умов (18)–(20) розв’язки (17) можуть бути вираженi через
елементарнi функцiї, в той час як умови (21)–(22) породжують роз-
в’язки в елiптичних функцiях.

Розглядаючи всi цi випадки, отримуємо такi розв’язки системи (1)–
(2):

2.1. W (t, x) =
4ν2

κ2 − 1

(
tg2 (2νξ(x− κω0t)) +

2
3

)
+

η − 2C2

3(κ2 − 1)
,

Ψ(t, x) =
ω0

2
√

α

√
4ν2

(
tg2 (2νξ(x− κω0t)) +

2
3

)
+

2
3
η×

× exp i

(
mω0κ(x− κω0t) + µt +

3C3 (x− κω0t)
2ω0 (η − 2ν2)

−

−
3
√

3C3 arctg 2
√

3ν tg(2νξ(x−κω0t))√
8ν2+2η

4ω0ξ (η − 2ν2)
√

8ν2 + 2η

)
,

де ξ =
√

m

κ2 − 1
, η = C2 +

1
2
mω2

0κ2(κ2 − 1);

2.2. W (t, x) =
2ν2

κ2 − 1

(
th2

(
νξ
√

2(x− κω0t)
)
− 2

3

)
+

η − 2C2

3(κ2 − 1)
,
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Ψ(t, x) =
ω0

2
√

α

√
2ν2

(
th2

(
νξ
√

2(x− κω0t)
)
− 2

3

)
+

2
3
η×

× exp i

(
mω0κ(x− κω0t) + µt +

3C3 (x− κω0t)
2ω0(ν2 + η)

+

+
3C3

√
3 arctg

ν
√

3 th(νξ
√

2(x−κω0t))√
η−2ν2

2ω0ξ(ν2 + η)
√

2η − 4ν2

)
;

2.3. W (t, x) =
2ν2

κ2 − 1

(
cth2

(
νξ
√

2(x− κω0t)
)
− 2

3

)
+

η − 2C2

3(κ2 − 1)
,

Ψ(t, x) =
ω0

2
√

α

√
2ν2

(
cth2

(
νξ
√

2(x− κω0t)
)
− 2

3

)
+

2
3
η×

× exp i

(
mω0κ(x− κω0t) + µt +

3C3 (x− κω0t)
2ω0(ν2 + η)

+

+
3C3

√
3 arctg

ν
√

3 cth(νξ
√

2(x−κω0t))√
η−2ν2

2ω0ξ(ν2 + η)
√

2η − 4ν2

)
;

2.4. W (t, x) =
4ν2

κ2 − 1

(
cth2 (2νξ(x− κω0t))− 2

3

)
+

η − 2C2

3(κ2 − 1)
,

Ψ(t, x) =
ω0

2
√

α

√
4ν2

(
cth2 (2νξ(x− κω0t))− 2

3

)
+

2
3
η×

× exp i

(
mω0κ(x− κω0t) + µt +

3C3 (x− κω0t)
2ω0(2ν2 + η)

+

+
3C3

√
3 arctg 2ν

√
3 cth(2νξ(x−κω0t))√

2η−8ν2

2ω0ξ(2ν2 + η)
√

2η − 8ν2

)
;

2.5. W (t, x) =
4ν2

κ2 − 1

(
th2 (2νξ(x− κω0t))− 2

3

)
+

η − 2C2

3(κ2 − 1)
,

Ψ(t, x) =

√
4ν2

(
th2 (2νξ(x− κω0t))− 2

3

)
+

2
3
η×
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× exp i

(
mω0κ(x− κω0t) + µt +

3C3 (x− κω0t)
2ω0(2ν2 + η)

+

+
3C3

√
3 arctg 2ν

√
3 th(2νξ(x−κω0t))√

2η−8ν2

2ω0ξ(2ν2 + η)
√

2η − 8ν2

)
;

2.6. W (t, x) =
1

ξ2 (κ2 − 1) (x− κω0t)
2 +

η − 2C2

3(κ2 − 1)
,

Ψ(t, x) =
ω0

2
√

α

√
1

ξ2 (x− κω0t)
2 +

2
3
η×

× exp i

(
mω0κ(x− κω0t) + µt +

3C3(x− κω0t)
2ω0η

−

− 3
√

3C3 arctg 1
3ξ
√

6η (x− κω0t)
2ω0ξη

√
2η

)
;

2.7. Для випадкiв (21) та (22) потенцiал має наступний вигляд:

W (t, x) =
2

κ2 − 1
℘

(
ξ
√

2(x− κω0t)
)

+
η − 2C2

3(κ2 − 1)
−

− p

2(κ2 − 1)

(
x

ω0
− κt

)2

− C1

κ2 − 1

(
x

ω0
− κt

)
+

pt2

2
,

де ℘ — двоперiодична функцiя Вейєрштрасса (див., наприклад, [8] ),
яка мероморфна на всiй комплекснiй площинi. Вiдповiдно функцiю
Ψ(t, x) можна знайти з рiвняння (2).

3) Розглянемо випадок κ2 − 1 6= 0, C3 = p = 0, C2 = mω2
0κ2(1−κ2)

2 .
Тодi рiвняння (15 ) набуває вигляду:

ḧ =
2mω2

0

κ2 − 1
(h3 − C1ωh). (23)

Рiвняння (23) є рiвнянням Пенлеве-2, а вiдповiдно функцiя h —
функцiєю Пенлеве-2. Пiдставляючи цю функцiю в (13) та (14), отри-
муємо розв’язок редукованої системи, а враховуючи вигляд анзацiв,
одержуємо i явнi вирази для функцiй W (t, x) та Ψ(t, x).

Всi розв’язки, отриманi в даному параграфi, можна розмножити
перетвореннями зсувiв за змiнними t та x.
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5. Висновки. Таким чином, знайденi всi можливi редукцiї для
системи рiвнянь, що описує нерiвноважнi стани моделi Фрьолiха–
Пайерлса, якi можна було одержати класичними груповими метода-
ми. Вiдповiднi розв’язки включають частинний точний розв’язок, от-
риманий Д.Я. Петриною, а також багато iнших розв’язкiв, якi пере-
рахованi в параграфi 4. Дана стаття обмежена тiльки знаходженням
точних розв’язкiв цiєї моделi. Фiзична iнтерпретацiя отриманих ре-
зультатiв ще чекає своїх дослiдникiв.
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Точнi розв’язки системи
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Розглядається система двох рiвнянь реакцiї-дифузiї з поперечною
дифузiєю. Система як частинний випадок мiстить вiдому модель
Шiґесади—Кавасакi—Терамото, запропоновану в 1979. Знайдено новi
нелiївськi анзаци, що редукують систему до систем звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь. Побудовано точнi розв’язки та подано їх асим-
птотичну поведiнку. Запропоновано певну бiологiчну iнтерпретацiю
розв’язкiв.

A system of two reaction-diffusion equations with cross-diffusion is consi-
dered. The system contains as a particular case the well-known model
proposed by Shigesada et al. in 1979. New non-Lie Ansätze reducing the
system to the ordinary differential equations system are obtained. Several
families of exact solutions are constructed and their asymptotic behaviour
are investigated. Some biological interpretation of the solutions is provided.

1. Вступ. В 1979 роцi Шiґесада та iн. запропонували математи-
чну модель для опису двох бiологiчних популяцiй, яка враховувала
тиски однiєї на iншу при дифузiї популяцiй, якi змагаються [1]. Мо-
дель має вигляд

ut = [(d1 + ρ1v)u]xx + u(a1 − b1u− c1v),

vt = [(d2 + ρ2u)v]xx + v(a2 − b2u− c2v),
(1)

де функцiї u та v — концентрацiї двох популяцiй, d1 та d2 — кое-
фiцiєнти дифузiї, ρ1 та ρ2 — коефiцiєнти так званої поперечної ди-
фузiї, a1 та a2 — коефiцiєнти народжуваностi, b1 та c2 — коефiцiєн-
ти внутрiшньо-видових змагань, b2 та c1 — коефiцiєнти мiжвидових
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змагань. Очевидно, ця система з ρ1 = ρ2 = 0 зводиться до класичної
дифузiйної системи Лотки—Вольтерра (ЛВ).

Починаючи з пiонерських робiт [2, 3], умови iснування, єдиностi
та глобальної стiйкостi розв’язкiв дифузiйної системи ЛВ та систе-
миШiґесади—Кавасакi—Терамото (ШКТ) дослiджувалися багатьма
авторами (див. [4,5] та цитовану там лiтературу). Проте, на скiльки
нам вiдомо, є лише кiлька статей, в яких побудовано точнi розв’язки
цих систем в явному виглядi [6, 7].

В цiй статтi розглядається природне узагальнення системи ШКТ
вигляду [4]

ut = [(d1 + d11u + d12v)u]xx + u(a1 − b1u− c1v),

vt = [(d2 + d21u + d22v)v]xx + v(a2 − b2u− c2v),
(2)

де dij , i = 1, 2, j = 1, 2, — дiйснi сталi та d2
12 + d2

21 6= 0. Зауважимо,
що широкий клас точних розв’язкiв систем типу ЛВ зi степеневими
дифузiями (без поперечних дифузiй) було побудовано в нещодавно
опублiкованих статтях [8, 9].

Результати роботи викладено в такий спосiб. В параграфi 2 за до-
помогою методу додаткових породжуючих умов [10, 11] побудовано
анзаци, якi редукують систему (2) до систем звичайних диференцi-
альних рiвнянь (ЗДР). В параграфi 3 побудовано точнi розв’язки та
наведено їх асимптотичну поведiнку. Запропоновано певну бiологi-
чну iнтерпретацiю отриманих розв’язкiв. Основнi результати пiдсу-
мовано в останньому параграфi.

2. Анзаци та редукцiя системи (2) до систем (ЗДР). Для
проведення подальших мiркувань запишемо систему (2) в еквiвален-
тному виглядi:

ut = d1uxx + 2d11uuxx + d12vuxx + d12uvxx+

+2d11ux
2 + 2d12uxvx + a1u− b1u

2 − c1uv,
vt = d2vxx + 2d22vvxx + d21uvxx + d21vuxx+

+2d22vx
2 + 2d21uxvx + a2v − c2v

2 − b2uv.

(3)

Оскiльки (3) мiстить лише квадратичнi нелiнiйностi, то використо-
вуємо пiдхiд, запропонований в [10, 11]. Як додаткову породжуючу
умову виберемо систему лiнiйних ЗДР третього порядку

β1(t)du
dx + β2(t)d2u

dx2 + d3u
dx3 = 0,

β1(t) dv
dx + β2(t) d2v

dx2 + d3v
dx3 = 0,

(4)
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де β1(t), β2(t) — довiльнi гладкi функцiї, а змiнна t розглядається
як параметр. З теорiї ЗДР вiдомо, що в залежностi вiд β1(t), β2(t)
розв’язки системи (4) можуть мати один з таких виглядiв:

u = ϕ0(t) + ϕ1(t)x + ϕ2(t)x2,
v = ψ0(t) + ψ1(t)x + ψ2(t)x2,

(5)

якщо β1 = β2 = 0;

u = ϕ0(t) + ϕ1(t)x + ϕ2(t)eγ(t)x,
v = ψ0(t) + ψ1(t)x + ψ2e

γ(t)x,
(6)

якщо β1 = 0;

u = ϕ0(t) + ϕ1(t)eγ1(t)x + ϕ2(t)eγ2(t)x,
v = ψ0(t) + ψ1(t)eγ1(t)x + ψ2e

γ2(t)x,
(7)

якщо γ1,2(t) = 1
2 (±√D − β2), D = β2

2 − 4β1 > 0, γ1 6= γ2;

u = ϕ0(t) + e−
β2x
2 (ϕ1(t) cos

√−D
2 x + ϕ2(t) sin

√−D
2 x),

v = ψ0(t) + e−
β2x
2 (ψ1(t) cos

√−D
2 x + ψ2(t) sin

√−D
2 x),

(8)

якщо D < 0;

u = ϕ0(t) + ϕ1(t)eγ(t)x + xϕ2(t)eγ(t)x,
v = ψ0(t) + ψ1(t)eγ(t)x + xψ2(t)eγ(t)x,

(9)

якщо D = 0, γ1 = γ2 = γ.
В (5)–(9) ϕi(t), ψi(t), i = 0, 1, 2, є новими невiдомими функцiями.

Виявляється, що анзаци (5)–(9) зводять (3) до систем ЗДР для фун-
кцiй ϕi(t), ψi(t) лише при певних додаткових умовах на коефiцiєнти
(3).

Зокрема, анзац (5) при додаткових обмеженнях на коефiцiєнти

a1 = a2 = a, b1 = b2 = b, c1 = c2 = c,

d11c− d12b = d21c− d22b
(10)

i при додаткових спiввiдношеннях мiж функцiями

ϕ2 = Cϕ1, ψ1 = −b
c ϕ1, ψ2 = −b

c Cϕ1 (11)
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(тут i нижче C — довiльна стала), редукує систему РД (3) до системи
ЗДР:

ϕ̇0 = aϕ0 − bϕ2
0 − cϕ0ψ0 + 2C(2d11 − b

cd12)ϕ0ϕ1 + 2d12Cϕ1ψ0+

+2d1Cϕ1 + 2(d11 − b
cd12)ϕ2

1,

ψ̇0 = aψ0 − cψ2
0 − b2ϕ0ψ0 + 2C(2 b

cd22 − d21)ϕ1ψ0 + 2d21C
b
cϕ0ϕ1+

+2d2C
b
cϕ1 + 2(d22( b

c )2 − b
cd21)ϕ2

1,
ϕ̇1 = ϕ1(a− cψ0 − bϕ0 + 12C(d11 − b

cd12)ϕ1).
(12)

Для анзацу (7) при γ2 = −γ1 = −γ отримуємо два випадки:
1.

γ2 =
b1

4d11
=

c1

4d12
=

b2

4d21
=

c2

4d22
> 0 (13)

2.

γ2 = a2−a1
d1−d2

> 0,

− 4d11γ2−b1
4d12γ2−c1

= − 4d21γ2−b2
4d22γ2−c2

= −d11γ2−b1
d22γ2−c2

= κ,

(2d11d22 − d11d12 − d21d22)γ4−
−((2c2 − c1)d11 + (2b1 − b2)d22 − b1d12 − c2d21)γ2−
−b1c1 − b2c2 + 2b1c2 = 0

(14)

i виконуються умови

ϕ2 = Cϕ1, ψ1 = κϕ1, ψ2 = κCϕ1. (15)

Вiдповiднi системи ЗДР набувають вигляду:

ϕ̇0 = a1ϕ0 − b1ϕ
2
0 − c1ϕ0ψ0 − 2b1ϕ1ϕ2 − c1ϕ2ψ1 − c1ϕ1ψ2,

ψ̇0 = a2ψ0 − c2ψ
2
0 − b2ϕ0ψ0 − 2c2ψ1ψ2 − b2ϕ1ψ2 − b2ϕ2ψ1,

ϕ̇1 = (a1 + d1b1
4d11

)ϕ1 − 3
2b1ϕ0ϕ1 − 3

4c1ϕ1ψ0 − 3
4c1ϕ0ψ1,

ψ̇1 = (a2 + d2b1
4d11

)ψ1 − 3
2c2ψ0ψ1 − 3

4b2ϕ0ψ1 − 3
4b2ϕ1ψ0,

ϕ̇2 = (a1 + d1b1
4d11

)ϕ2 − 3
2b1ϕ0ϕ2 − 3

4c1ϕ2ψ0 − 3
4c1ϕ0ψ2,

ψ̇2 = (a2 + d2b1
4d11

)ψ2 − 3
2c2ψ0ψ2 − 3

4b2ϕ0ψ2 − 3
4b2ϕ2ψ0

(16)
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та
ϕ̇0 = a1ϕ0 − b1ϕ

2
0 − c1ϕ0ψ0 − 2(b1 + c1κ)Cϕ2

1,

ψ̇0 = a2ψ0 − c2ψ
2
0 − b2ϕ0ψ0 − 2(c2 + b2

κ )Cκ2ϕ2
1,

ϕ̇1 = (a1 + d1γ
2)ϕ1 + (2(d11γ

2 − b1) + (d12γ
2 − c1)κ)ϕ0ϕ1+

+(d12γ
2 − c1)ϕ1ψ0.

(17)

Для анзацу (8) в залежностi вiд значення γ маємо два випадки:
1.

γ2 =
−b1

4d11
=
−c1

4d12
=
−b2

4d21
=
−c2

4d22
> 0. (18)

2.
Виконуються умови (15) i

γ2 = a1−a2
d1−d2

> 0,

− 4d11γ2+b1
4d12γ2+c1

= − 4d21γ2+b2
4d22γ2+c2

= −d11γ2+b1
d22γ2+c2

= κ,

(2d11d22 − d11d12 − d21d22)γ4+
+((2c2 − c1)d11 + (2b1 − b2)d22 − b1d12 − c2d21)γ2−
−b1c1 − b2c2 + 2b1c2 = 0

(19)

Вiдповiдно отримуємо такi системи ЗДР:

ϕ̇0 = a1ϕ0 − b1ϕ
2
0 − c1ϕ0ψ0 − 1

2b1ϕ
2
1 − 1

2c1ϕ1ψ1 − 1
2b1ϕ

2
2 − 1

2c1ϕ2ψ2,

ψ̇0 = a2ψ0 − c2ψ
2
0 − b2ϕ0ψ0 − 1

2c2ψ
2
1 − 1

2b2ϕ1ψ1 − 1
2c2ψ

2
2 − 1

2b2ϕ2ψ2,

ϕ̇1 = (a1 + d1b1
4d11

)ϕ1 − 3
2b1ϕ0ϕ1 − 3

4c1ϕ1ψ0 − 3
4c1ϕ0ψ1,

ψ̇1 = (a2 + d2b1
4d11

)ψ1 − 3
2c2ψ0ψ1 − 3

4b2ϕ0ψ1 − 3
4b2ϕ1ψ0,

ϕ̇2 = (a1 + d1b1
4d11

)ϕ2 − 3
2b1ϕ0ϕ2 − 3

4c1ϕ2ψ0 − 3
4c1ϕ0ψ2,

ψ̇2 = (a2 + d2b1
4d11

)ψ2 − 3
2c2ψ0ψ2 − 3

4b2ϕ0ψ2 − 3
4b2ϕ2ψ0

(20)

та

ϕ̇0 = a1ϕ0 − b1ϕ
2
0 − c1ϕ0ψ0+

+(−2d11γ
2 − b1 + (−2d12γ

2 − c1)κ + 2d11γ
2C2 + 2d12γ

2C2κ)ϕ2
1,

ψ̇0 = a2ψ0 − c2ψ
2
0 − b2ϕ0ψ0+

+((−2d22γ
2 − c2)κ2 + (−2d21γ

2 − b2)κ + 2d21γ
2C2κ + 2d22γ

2C2κ2)ϕ2
1,

ϕ̇1 = (a1 − d1γ
2)ϕ1 − (2d11γ

2 + 2b1 + (d12γ
2 + c1)κ)ϕ0ϕ1−

−(d12γ
2 + c1)ϕ1ψ0.
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(21)

Анзаци (6) та (9) зводять (3) до систем ЗДР вiдповiдно при умо-
вах ϕ1(t)ϕ2(t) = 0 та ϕ2(t) = 0, тобто тодi, коли вони зводяться до
частинних випадкiв вже розглянутих анзацiв.

3. Точнi розв’язки та їх властивостi. Щоб побудувати то-
чнi розв’язки узагальненої системи ШКТ (2), необхiдно розв’язати
системи ЗДР, наведенi в параграфi 2. Вiдомо, що нелiнiйнi систе-
ми ЗДР iнтегровнi лише в окремих випадках, тому нижче знайдено
розв’язки системи (2) лише при додаткових обмеженнях на її коефi-
цiєнти.

Система (16) при додаткових обмеженнях на коефiцiєнти

b1 = b2 = b,

c1 = c2 = c,
a2 = − c

ba1,
d12 = d22 = c

bd11, d21 = d11,
d2 = d1 + 4d11

a1
b + 4d11

a1
b

c
b

(22)

i спiввiдношеннях мiж функцiями

ψ0 = ϕ0 − a1
b ,

ϕ2 = Cϕ1,
ψ1 = − b

cϕ1, ψ2 = − b
cCϕ1

(23)

зводиться до iнтегровної системи двох ЗДР. В результатi отримуємо
розв’язок

u = 1

K1e−
a1
b

(b+c)t+ b
a1

+ exp((a1 + bd1
4d11

+ 3
4

a1
b c)t)×

×(e
a1
b (b+c)t + a1

b K1)−
3
4 (K2 exp(γx) + K3 exp(−γx)),

v = −(
a1
b )2K1

e
a1
b

(b+c)t+
a1
b K1

− b
c exp((a1 + bd1

4d11
+ 3

4
a1
b c)t)×

×(e
a1
b (b+c)t + a1

b K1)−
3
4 (K2 exp(γx) + K3 exp(−γx)).

(24)

системи

ut = [(d1 + d11u + c
bd11v)u]xx + u(a1 − bu− cv),

vt = [(d1 ∗+d11u + c
bd11v)v]xx + v(− c

ba1 − bu− cv),
(25)
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де d1∗ = d1 + 4d11
a1
b + 4d11

a1
b

c
b . Тут i нижче K1, K2,K3 — довiльнi

сталi.
Асимптотична поведiнка розв’язку (24) iстотно залежить вiд коефi-

цiєнтiв. Можливими є чотири випадки. Два з них подано нижче, а ще
два отримуються простим перепозначенням коефiцiєнтiв i функцiй
u та v.

Випадок 1. Якщо

a1
b (b + c) > 0, a1 + bd1

d11
< 0, (26)

то

(u, v) → (a1
b , 0), t →∞. (27)

Мовою бiологiчних термiнiв це означає, що змагання мiж популяцiя-
ми двох видiв u та v є безкомпромiсним i, врештi-решт, один з видiв
повнiстю зникає.

Випадок 2. Якщо

a1
b (b + c) > 0, d1 = −a1

b d11, (28)

то

(u, v) →
→ (a1

b + K2 exp(γx) + K3 exp(−γx),− b
cK2 exp(γx)− b

cK3 exp(−γx)),
t →∞.

(29)

Це iнтерпретується як випадок "м’якого" змагання мiж двома популя-
цiями, яке допускає як завгодно довге спiвiснування видiв (типовий
приклад — паразит i його носiй).

Зауважимо, що стацiонарний розв’язок (29) не є сталим на вiдмi-
ну вiд (27).

Розглянемо cистему ЗДР (17). Покладаючи

b1 = b2 = b, c1 = c2 = c,

κ = − b
c ,

d12 = d22 = c
bd11, d21 = d11,

(30)
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отримуємо частинний розв’язок, який веде до точного розв’язку

u = K1
e(a2−a1)t+ b

a1
K1

+ exp((d1γ
2 + a1

b d11γ
2)t)×

×(e(a2−a1)t + b
a1

K1)
1
b d11γ2−1(K2 exp(γx) + K3 exp(−γx)),

v =
a2
c e(a2−a1)t

e(a2−a1)t+ b
a1

K1
− b

c exp((d1γ
2 + a1

b d11γ
2)t)×

×(e(a2−a1)t + b
a1

K1)
1
b d11γ2−1(K2 exp(γx) + K3 exp(−γx)),

(31)

системи

ut = [(d1 + d11u + c
bd11v)u]xx + u(a1 − bu− cv),

vt = [(d2 + d11u + c
bd11v)v]xx + v(a2 − bu− cv).

(32)

Асимптотична поведiнка розв’язку (31) знову залежить вiд коефi-
цiєнтiв i можливими є чотири випадки, проте знову лише два з них
iстотно рiзнi.

Випадок 1. Якщо

a2 < a1, d1 + a1
b d11 < 0, (33)

то

(u, v) → (a1
b , 0), t →∞. (34)

Випадок 2. Якщо

a2 < a1, d1 = −a1
b d11, (35)

то

(u, v) →
→ (a1

b + K4 exp(γx) + K5 exp(−γx),− b
cK4 exp(γx)− b

cK5 exp(−γx)),
t →∞,

(36)

де K4 = K2( a1
bK1

)
a2d11+bd2
a1d11+bd2 , K5 = K3( a1

bK1
)

a2d11+bd2
a1d11+bd2 . Очевидно, можна

дати бiологiчну iнтерпретацiю розв’язкiв (34) та (36), аналогiчну до
наведеної вище.
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Мал. 1. Точний розв’язок (40) з
a1 = 2, a2 = 1, b = 1, d1 = 2, d2 =

1, d11 = −1, K1 = 2, K2 = −1,
компонента u.
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Мал. 2. Точний розв’язок (40) з
a1 = 2, a2 = 1, b = 1, c = 1, d1 =

2, d2 = 1, d11 = −1, K1 = 2, K2 = −1,
компонента v.

В загальному випадку систему (20) проiнтегрувати не вдалося,
проте при обмеженнях на коефiцiєнти (22) i при додаткових спiввiдно-
шеннях мiж функцiями (23) отримуємо iнтегровну систему ЗДР, яка
веде до точного розв’язку

u = 1

K1e−
a1
b

(b+c)t+ b
a1

+ exp((a1 + bd1
4d11

+ 3
4

a1
b c)t)×

×(e
a1
b (b+c)t + a1

b K1)−
3
4 (K2 cos(γx) + K3 sin(γx)),

v = −(
a1
b )2K1

e
a1
b

(b+c)t+
a1
b K1

− b
c exp((a1 + bd1

4d11
+ 3

4
a1
b c)t)×

×(e
a1
b (b+c)t + a1

b K1)−
3
4 (K2 cos(γx) + K3 sin(γx))

(37)

узагальненої системи ШКТ

ut = [(d1 + d11u + c
bd11v)u]xx + u(a1 − bu− cv), (38)

vt = [(d1 + 4d11
a1

b
+ 4d11

a1

b

c

b
+ d11u +

c

b
d11v)v]xx + v(−c

b
a1 − bu− cv).

На вiдмiну вiд розв’язкiв, наведених вище, цей розв’язок є пе-
рiодичним за змiнною x. Розв’язок (37) при (26) має асимптотичну
поведiнку (27).

У розв’язку (37) з (28) нова асимптотична поведiнка:
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(u, v) →
→ (a1

b + K2 cos(γx) + K3 sin(γx),− b
c (K2 cos(γx) + K3 sin(γx))),

t →∞.

(39)

Це можна проiнтерпретувати таким чином: два види, що змага-
ються, мають тенденцiю до перiодичного за часом розподiлу в прос-
торi. Кажуть, що змагання в цьому випадку є слабким.

Розглядаємо систему (21) з C = 0. Якщо виконуються умови (30),
то отримуємо точний розв’язок

u = K1
e(a2−a1)t+ b

a1
K1

+ exp(−(d1γ
2 + a1

b d11γ
2)t)×

×(e(a2−a1)t + b
a1

K1)−
1
b d11γ2−1K2 cos(γx),

v =
a2
c e(a2−a1)t

e(a2−a1)t+ b
a1

K1
− b

c exp(−(d1γ
2 + a1

b d11γ
2)t)×

×(e(a2−a1)t + b
a1

K1)−
1
b d11γ2−1K2 cos(γx)

(40)

узагальненої системи ШКТ

ut = [(d1 + d11u + c
bd11v)u]xx + u(a1 − bu− cv),

vt = [(d2 + d11u + c
bd11v)v]xx + v(a2 − bu− cv).

(41)

Розв’язок (40) при

a2 < a1, d1 = −a1
b d11 (42)

має асимптотичну поведiнку

(u, v) → (a1
b + K3 cos(γx),− b

cK3 cos(γx)), t →∞, (43)

де K3 = K2( a1
bK1

)
a2d11+bd2
a1d11+bd2 . Таким чином, знову отримали перiодич-

ний розподiл в просторi, як i для розв’язку (39) з (28). Приклад
розв’язку (40) з такою асимптотичною поведiнкою подано на Мал.1-
2. Iнший приклад розв’язку (40), що описує змагання мiж двома
популяцiями, коли вид u з часом повнiстю домiнує, а вид v гине,
подано на Мал.3-4.
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Мал. 3. Точний розв’язок (40) з
a1 = 2, a2 = 1, b = 2, d1 = 2, d2 =

1, d11 = 2, K1 = 1, K2 = 1,
компонента u.
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Мал. 4. Точний розв’язок (40) з
a1 = 2, a2 = 1, b = 2, c = 1, d1 =

2, d2 = 1, d11 = 2, K1 = 1, K2 = 1,
компонента v.

4. Висновки. В цiй статтi застосовано нелiївськi анзаци для ре-
дукцiї нелiнiйної системи (2) до систем ЗДР. За допомогою розв’яз-
кiв систем ЗДР отримано точнi розв’язки системи (2). Дослiджено
асимптотичну поведiнку розв’язкiв та запропоновано вiдповiдну бiо-
логiчну iнтерпретацiю. Нами отримано також iншi точнi розв’язки
системи з поперечною дифузiєю (2), якi буде наведено в iншiй роботi.

Варто зауважити, що лiєвська симетрiя системи (2) з довiльними
коефiцiєнтами є тривiальною (тобто допускає лише оператори зсувiв
по часовiй та просторовiй змiнних), проте нетривiальним завданням
є опис всiх таких значень коефiцiєнтiв, коли нелiнiйна система (2)
допускає алгебру iнварiантностi розмiрностi три i бiльше. Робота над
цiєю проблемою триває.
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В рамках класичної статистичної механiки розглядається нескiнченна
система тотожних точкових частинок, що взаємодiють за допомогою
парного посилено надстiйкого потенцiалу безмежного радiуса дiї. Ви-
користовуючи традицiйний метод кластерних розкладiв i кластерних
розкладiв по щiльностям конфiгурацiй, доведено єдинiсть гiббсового
стану для достатньо малих значень хiмiчної активностi частинок z.

A continuous infinite system of point particles interacting via two-body
infinite-range strong superstable potential is considered in the framework of
classical statistical mechanics. Combining the traditional method of cluster
expansions and cluster expansions in densities of configurations, the uni-
queness of Gibbs state for sufficiently small values of chemical activity z is
proved.

Introduction. The Gibbs measure plays an important part in the
modern mathematical physics in studying of physical phenomena which
take place in large systems of interacting particles. The Gibbs measure
is a probability measure through which average values of all physical
observables are expressed.

In spite of the fact that all physical phenomena occur in the limi-
ted area of space (in other words in the infinite volume), mathematical
research with necessity assumes a so-called thermodynamic limit, that is
under the condition of preservation of values of some physical parameters
type of density or an average of particles in the unite volume, it is
necessary to pass to an infinite volume of the system and an infinite
number of particles in this volume.
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Thus, there is a difficult enough mathematical problem of constructi-
on of the Gibbs measure and proofs of its uniqueness (or on the contrary
not uniqueness) depending on values of such physical parameters as
temperature, density and others.

The solution of these problems goes back to pioneer works by Dobru-
shin, Lenford and Ruelle at the end of 60th years of the last century.
However, the proof of uniqueness (at small values of density or high
temperatures) offered by Dobrushin, basically covers pair potentials of
interaction with a finite range. Besides, the techniques of the proof is very
awkward and difficult. The purpose of present work is to offer relatively
simple method of the proof of uniqueness, which is based on techniques of
cluster expansions for the basic characteristics of a measure–correlation
functions which are analogues of the moments in the classical theory
of measure. The proof is based on the quasicontinuous approximation
of continuous system, proposed in [16]. The result is true for strong
superstable potentials [10], [15] in the region of sufficiently small values
of the parameter z, which is connected with the chemical activity.

1. Correlation functions.
1.1. Configuration spaces.
Let Rd be a d-dimensional Euclidean space. By O(Rd) and B(Rd) we

denote the family of all open and Borel sets, respectively. Oc(Rd), Bc(Rd)
denote the systems of all sets in O(Rd), B(Rd), respectively, which are
bounded.

The set of positions {xi}i∈N of identical particles is considered to be
a locally finite subset in Rd and the set of all such subsets creates the
configuration space:

Γ = ΓRd :=
{

γ ⊂ Rd
∣∣ |γ ∩ Λ| < ∞, for all Λ ∈ Bc(Rd)

}
,

where |A| denotes the cardinality of the set A. The symbol | · | may also
represent the Lebesgue measure of the set, but the meaning will always
be clear from the context. For any Λ ∈ B(Rd) we denote by γΛ the
projection of γ on Λ and the corresponding configuration space by ΓΛ.
We also need to define the space of finite configurations Γ0:

Γ0 =
⊔

n∈N0

Γ(n), Γ(n) := {η ⊂ Rd | |η| = n}, N0 = N ∪ {0}.

For every Λ ∈ Bc(Rd) one can define a mapping NΛ : Γ → N0 of the
form

NΛ(η) := |η ∩ Λ|.
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The Borel σ-algebra B(Γ) is equal to σ(NΛ

∣∣Λ ∈ Bc(Rd) ) and additi-
onally one may introduce the following filtration

BΛ(Γ) := σ(NΛ′
∣∣Λ′ ∈ Bc(Rd), Λ′ ⊂ Λ),

see [6], [7] for details.
By B(·) we denote the corresponding σ-algebras on ΓΛ and Γ0. For

a given intensity measure σ = zdx (z > 0) on B(Rd) and any n ∈ N the
product measure σ⊗n can be considered by restriction as a measure on

(̃Rd)n =
{

(x1, . . . , xn) ∈ (Rd)n
∣∣ xk 6= xl if k 6= l

}

and hence as a measure σ(n) on Γ(n) through the map (c.f. [1])

symn : (̃Rd)n 3 (x1, ..., xn) 7→ {x1, ..., xn} ∈ Γ(n).

Define the Lebesgue-Poisson measure λσ on B(Γ0) by the formula:

λσ :=
∑

n≥0

1
n!

σ(n). (1)

The restriction of λσ to B(ΓΛ) we also denote by λσ. For a more
detailed structure of the configuration spaces Γ, Γ0, ΓΛ see [1].

Let λ ∈ R+ be arbitrary. For each r ∈ Zd we define an elementary
cube (see [18])

∆(r) = {x ∈ Rd | λ(ri − 1/2) ≤ xi < λ(ri + 1/2)}.
These cubes form a partition of Rd, which we denote by ∆λ. We will
sometimes write ∆ instead of ∆(r), if a cube ∆ is considered to be
arbitrary and there is no reason to emphasize that it is centered at the
concrete point r ∈ Zd. By Jλ(Rd) we denote all finite unions of cubes
of the form ∆(r) (such sets are used in the construction of the Jordan
measure).

Define configuration spaces in which we will work in this paper.

ΓΛ :=
{

γ ⊂ Rd
∣∣ γX\Λ = ∅} ,

for any bounded fixed set Λ ∈ Bc(Rd). Let Xn := (
n⋃

i=1

∆i), ∆i ∈ ∆λ,

n ∈ N. Define a space of dilute configurations in Xn by
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Γdil
Xn

:= {γ ∈ ΓXn
| |γ∆| = 0 ∨ 1 for all ∆ ⊂ Xn} (2)

and a space of dense configurations in Xn by

Γden
Xn

:= {γ ∈ ΓXn | |γ∆| ≥ 2 for all ∆ ⊂ Xn} . (3)

We consider a general type of two-body interaction potential φ(x, y) =
= ϕ(|x− y|), where ϕ : R→ R ∪ {+∞}.

Define energy functional as

Uϕ(η) = U(η) :=
∑

{x,y}⊂η

ϕ(|x− y|), η ∈ Γ0 (4)

where {·, ·} means sum over all possible different couples of particles
from the configuration η. For a given γ ∈ ΓΛ define the interaction
energy between η ∈ ΓΛ, Λ ∈ Bc(Rd) and γ by

W (η; γ) :=
∑
x∈η
y∈γ

ϕ(|x− y|). (5)

Define also

U(η|γ) := U(η) + W (η; γ). (6)

Following [18], [10], [15] let us define some important characteristics
of interaction U .

Definitin 1.1. Interaction U is stable (S), if there exists B ≥ 0 such
that

U(η) ≥ −|η|B, for all η ∈ Γ0 (7)

Definitin 1.2. Interaction U is superstable (SS), if there exist A > 0
and B ≥ 0 such that

U(η) ≥
∑

∆∈∆

(|η∆|2A− |η∆|B), for all η ∈ Γ0 (8)

Definitin 1.3. Interaction U is strong superstable (SSS), if there
exist A > 0 and B ≥ 0 and p > 2 such that

U(η) ≥
∑

∆∈∆

(A|η∆|p −B|η∆|), for all η ∈ Γ0 (9)
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Definitin 1.4. Interaction U is lower regular (LR) if there exist a
decreasing function Ψ on N0 such that

∑

r∈Zd

Ψ(|x|) < ∞ (10)

and interaction energy W (η; γ) satisfies the following inequality:

W (η; γ) ≥ −1
2

∑

r,s∈Zd

Ψ(|r − s|)(|η∆λ(r)|2 + |γ∆λ(s)|2) (11)

for all η, γ ∈ Γ0.
Conditions (7)–(11) are rather general and guarantee uniform esti-

mate for the family of finite volume correlation functions and the exi-
stence of Gibbs measure (see e.g. [12] and [4] for many-body case). The
separating problem is to establish the condition on the potential ϕ, which
ensures (7)–(11). In the article [15] a large class of interaction potentials
were described which satisfy (SS) and (SSS) conditions. See, also, [12],
[8] for discussion of this problem.

Consider decomposition of the potential ϕ(|x|) into two parts:

ϕ(|x|) = ϕ+(|x|)− ϕ−(|x|), (12)

where ϕ+(|x|) := max{0, ϕ(|x|)}, ϕ−(|x|) := −min{0, ϕ(|x|)}.
Using (12), for any fixed ∆0 ⊂ Rd define values:

υ0(λ, ∆0) :=
∑

∆∈∆

sup
x∈∆0,y∈∆

ϕ−(|x− y|) (13)

and

b(λ,∆0) := inf
{x,y}⊂∆

ϕ+(|x− y|) (14)

It’s clear from the definition that υε and b do not depend on the position
of ∆0. So we will write

υ0(λ, ∆0) = υ0(λ) = υ0,

b(λ, ∆0) = b(λ) = b.

1.2. Gibbs specification and correlation functions. Followi-
ng [18] we are going to construct tempered Gibbs measure, which is



Cluster Expansion and Uniqueness of Gibbs State 153

supported on the set of regular configurations (see e.g. [19]) S = ∪N≥0SN ,
where for any cube Λ ∈ Rd of the volume (2l + 1)d

SN =
{

γ ∈ Γ |
∑

∆∈∆∩Λ

|γ∆|2 ≤ N2(2l + 1)d

}
.

Conditions (7)–(11) allow to define a Borel function W (γ; ·) on SN for
any η ∈ Γ0 by

W (η; γ) := lim
Λ↑Rd

W (η; γΛc).

Then the finite volume Gibbs state with a fixed boundary configuration
γ := γ ∩ Λc for U , z > 0 and β > 0 is

µΛ(dη| γ) =
exp {−βU(η| γ)}

ZΛ(γ)
λσ(dη).

Under assumptions (8)–(11) the finite volume Gibbs state is well defined
as ZΛ(γ) < ∞.

The corresponding finite-volume correlation functions with boundary
configuration γ ∈ Γ have the following form

ρΛ(η | γ) =
1

ZΛ(γ)

∫

ΓΛ

e−βU(η∪γ|γ)λσ(dγ), η ∈ ΓΛ. (15)

ZΛ(γ) =
∫

ΓΛ

e−βU(γ|γ)λσ(dγ), (16)

with U(· | ·) defined by (6).
Let {πΛ} denote the specification associated with z, β and the Hami-

ltonian U (see [13]), which is defined on Γ by

πΛ(A| γ) =
∫

A′
µΛ(dη| γ),

where A′ = {η ∈ ΓΛ : η ∪ (γΛc) ⊂ A}, A ∈ B(Γ).
A probability measure µ on Γ is called a Gibbs state for U , β and z

if

µ(πΛ(A| γ)) = µ(A)

for every A ∈ B(Γ) and every Λ ∈ Bc(Rd).
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This relation is the well known (DLR)-equation (Dobrushin-Lanford-
Ruelle equation), see [3] for more details. The class of all Gibbs states
which correspond to the specifications {πΛ}Λ∈Bc(Rd) we denote by
G(U, z, β).

1.3. Main results.
Theorem 1.1. Suppose that the interaction potential ϕ(|x|) is strong
superstable and lower regular. Then, for any Λ ∈ Bc(Rd) and any
β, z ≥ 0 there exists a constant ξ = ξ(β, z) (independent of Λ and
boundary conditions γ) such that

ρ(η | γΛc) ≤ ξ|η|. (17)

Theorem 1.2. With the same assumptions as in Theorem 1.1 there
exists z0 = z0(β) > 0 such that for any 0 < z < z0 the limit

ρ(η) = lim
Λ↑Rd

ρΛ(η | γ), η ∈ Γ0 (18)

exist and does not depend on boundary configuration γ.
As a consequence of Theorem the following theorem is fulfilled.

Theorem 1.3. With the same assumptions as in Theorem 1.2 there
exists z0 = z0(β) > 0 such that for any 0 < z < z0 and β ≥ 0 there exists
an unique Gibbs measure µG which corresponds to the limit correlation
function ρ(η).
Proof. Existence of the corresponding Gibbs state follows from the argu-
ments which are based on the Lenard’s theorem (see [5])

If for all bounded measurable Λ ∈ Bc(Rd) and all integer j ≥ 1 the
series

∞∑

k=0

(∫

Γ
(j+k)
Λ

ρ(η)λσ(dη)

)− 1
k

diverges, then the measure µG is determined uniquely by the sequence
of correlation functions

ρm := ρ(η) ¹ Γ(m)
0 .
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2. The proof of the results.
2.1. Quasicontinuous approximation of the correlation functi-

ons. In the article [16] the authors proposed some approximation of the
pressure and correlation functions which is based on the cluster expansi-
on of the Lebesgue–Poisson integral for the correlation functions (15)–
(16) into the series over dense configurations.

The main technical idea consists in separation of the dilute parts of
configurations from the dense parts. In order to do this we define an
indicator function for the configuration γΛ, Λ ∈ Jλ(Rd) in the cube ∆.
The indicator for dilute configurations is defined by

χ∆
−(γ) =

{
1, for γ with |γ∆| = 0 ∨ 1,
0, otherwise.

and for dense configurations by

χ∆
+(γ) = 1− χ∆

−(γ).

To obtain an expansion we use the following partition of the unity for
any γ ∈ ΓΛ:

1 =
∏

∆∈∆∩Λ

[
χ∆
−(γ) + χ∆

+(γ)
]

=
NΛ∑
n=0

∑

{∆1,...,∆n}⊂Λ

n∏

i=1

χ∆i
+ (γ)

∏

∆⊂Λ\∪n
i=1∆i

χ∆
−(γ) =

=
∑

∅⊆X⊆Λ

χ̃X
+ (γ)χ̃Λ\X

− (γ), (19)

where NΛ = |Λ|�|∆| (here the symbol | · | means Lebesgue measure
of the set) is the number of cubes ∆ in the volume Λ, X is a union of
cubes ∆ for which |γ∆| ≥ 2 and

χ̃X
± (γ) =

∏

∆⊂X

χ∆
±(γ).

Inserting (19) into (15) we get

ρΛ(η | γ) =
1

ZΛ(γ)

∑

∅⊆X⊆Λ

∫

ΓΛ

χ̃X
+ (γ)χ̃Λ\X

− (γ)e−βU(η∪γ)λσ(dγ). (20)
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Now, it is easy to define pure dilute correlation functions

ρ
(−)
Λ (η;λ | γ) =

1

Z
(−)
Λ (λ; γ)

∫

ΓΛ\Xη

χ̃
Λ\Xη

− (γ)e−βU(η∪γ)λσ(dγ), (21)

where Xη is a union of cubes ∆ ∈ ∆ such that |η∆| 6= 0 and

Z
(−)
Λ (λ; γ) =

∫

ΓΛ

χ̃Λ
−(γ)e−βU(η∪γ)λσ(dγ),

The functions ρ
(−)
Λ (η;λ | γ) satisfy the Kirkwood-Salzburg equations (see

[16]) (we write down them for the case of empty boundary conditions
γ = ∅):

ρ
(−)
Λ (·;λ | ∅) = zK

(−)
Λ ρ

(−)
Λ (·;λ | ∅) + δΛ(·), (22)

where the operator K
(−)
Λ is defined in the Banach space Eξ in the followi-

ng way:

(K(−)
Λ f)(η) = e−βW (η∆0 ;η\η∆0 )

∑

∅⊆X⊂∆∩Λ

∫

Γ
(dil)
X

∏

∆∈∆∩X

(e−βW (η∆0 ;γ∆)−

−1)f(η \ η∆0 ∪ γ)λσ(dγ). (23)

In the case |η| = 1 the first term (at X = ∅) is zero and in the case |η| > 1
the first term (at X = ∅) is f(η \ η∆0). The vector δΛ = {δΛ(η)}η∈ΓΛ

and

δΛ(η) =
{

z, for η with |η| = 1,
0, otherwise. (24)

Note, also, that in this case

W (η∆0 ; γ∆) = φ(|x− y|), x ∈ ∆0, y ∈ ∆,

and η∆0 = {x0} some chosen point of a configuration η.
Using standard technique (see e.g.[2], [9], [17]) it is easy to calculate

the norm of operator K
(−)
Λ and K(−) in the Banach space Eξ with some

optimal ξ = ξ0:

‖K(−)
Λ ‖Eξ0

≤ K0 (25)
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uniformly in Λ. So, the same bound is true for the operator K(−).
It means that for sufficiently small z the series

ρ
(−)
Λ (·;λ | ∅) =

∞∑
n=0

(
K

(−)
Λ

)n

δΛ(·) (26)

is a unique solution of the equation (22). The same is true for the equati-
on in thermodynamic limit. In the same way one can prove that

lim
λ→0

ρ
(−)
Λ (η;λ) = ρΛ(η). (27)

The same result is true also in thermodynamic limit Λ ↑ Rd.

2.2. The proof of the Theorem 1.1. Due to convergence of the
correlation functions ρ

(−)
Λ (η; λ) to ρΛ(η) it is sufficient to prove the esti-

mate (17) for ρ
(−)
Λ (η; λ). Using the definition of υ0(λ) it is easy to see

that

e−βW (η;γ) =
∏
x∈η

e−β
∑

y∈γ ϕ(|x−y|) ≤ eβυ0(λ)|η|

for any η ∈ ΓΛ and γ ∈ Γ(dil). Applying this inequality to (21) we get
(17) with ξ = zeβυ0 .

2.3. The proof of the Theorem 1.2. To prove (18) we have to
write down the Kirkwood-Salzburg equations for ρ

(−)
Λ (η; λ | γ). It is easy

to verify that these equations are similar to those above (see (22), (23))
with the factor e−βW (η∆0 ;η\η∆0 ) replaced by e−βW (η∆0 ;η\η∆0∪γ). Then we
can introduce the corresponding operator K

(−)
Λ (γ) and write down the

correlation equation for ρ
(−)
Λ (·; λ | γ) in the form

ρ
(−)
Λ (·;λ | γ) = zK

(−)
Λ ρ

(−)
Λ (·;λ | γ) + δΛ(· | γ), (28)

where δΛ(η | γ) = δΛ(η) exp{−βW (η∆0 ; γ)} and δΛ(η) was defined by
(24). Again it is easy to prove that

‖K(−)
Λ (γ)‖Eξ0

≤ K0, (29)

where K0 does not depend on Λ and γ and for sufficiently small z the
series

ρ
(−)
Λ (·;λ | γ) =

∞∑
n=0

(
K

(−)
Λ (γ)

)n

δΛ(·) (30)
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is a unique solution of the equation (28) (see [19]). Now, using (26) and
(30) and all above arguments, it is easy to calculate that

|ρ(−)
Λ (η; λ | γ)− ρ(η; ∅)| < const · ε(dist(η, Λc))), (31)

where Λc = Rd \ Λ and

limΛ↑Rdε(dist(η, ∂Λ))) = 0,

The r.h.s. of (31) goes to zero uniformly in γ at Λ ↑ Rd. Theorem 2.2 is
proved.
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Q-умовнi симетрiї i точнi розв’язки
систем рiвнянь реакцiї-дифузiї
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Iнститут математики НАН України, Київ

E-mail:pliukhin@imath.kiev.ua

Побудовано широкий клас Q-умовних симетрiй систем рiвнянь реакцiї-
дифузiї зi степеневими коефiцiєнтами дифузiї. Отримано новi нелiїв-
ськi анзаци, якi редукують системи рiвнянь реакцiї-дифузiї до систем
звичайних диференцiальних рiвнянь, та приклади точних розв’язкiв.

A wide range of Q-conditional symmetries for reaction-diffusion systems
with power diffusivities are constructed. The relevant non-Lie ansätze to
reduce the systems to ODE systems and examples of exact solutions are
obtained.

1. Вступ. Системою рiвнянь реакцiї-дифузiї

Ut = [D1(U)Ux]x + F 1(U, V ),
Vt = [D2(V )Vx]x + F 2(U, V ), (1)

де D1(U), D2(V ), F 1(U, V ) та F 2(U, V ) — невiдомi гладкi функцiї,
нижнi iндекси t та x означають диференцiювання за цими змiнними,
узагальнюється значна кiлькiсть математичних моделей, якими опи-
суються рiзноманiтнi процеси фiзики, бiологiї, хiмiї. Природно, що
актуальною задачею є знаходження точних розв’язкiв цiєї системи.
Для побудови розв’язкiв ми використаємо вiдомий алгоритм вiдшу-
кання операторiв Q-умовної симетрiй [1,2], потiм за цими оператора-
ми проведемо редукцiю вiдповiдних систем реакцiї-дифузiї до систем
звичайних диференцiальних рiвнянь та врештi-решт побудуємо то-
чнi розв’язки початкової системи. Вичерпний опис симетрiй Лi для
системи (1) отримано в роботах [3–5] (при сталих коефiцiєнтах дифу-
зiї) та [6] (при змiнних коефiцiєнтах дифузiї). Вiдшукання операторiв
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Q-умовної симетрiй таких систем тут проводиться вперше. Зауважи-
мо, що деякi Q-умовнi симетрiї системи (1) знайдено в роботi [7], але
лише для випадку сталих коефiцiєнтiв дифузiї.

Оскiльки знаходження Q-умовних симетрiй системи (1) є досить
складною задачею, то в цiй роботi ми розглянемо систему рiвнянь
реакцiї-дифузiї зi степеневими коефiцiєнтами дифузiї

Ut = [UkUx]x + F 1(U, V ), l 6= −1,
Vt = [V lVx]x + F 2(U, V ), k 6= −1, k2 + l2 6= 0,

(2)

яка є частковим випадком (1). Зауважимо, що в роботах [8–10] прове-
дено повний опис Q-умовних симетрiї скалярного рiвняння реакцiї-
дифузiї зi степеневим коефiцiєнтом дифузiї

Ut = [UkUx]x + F (U).

В роботах [11, 12] (детальнiше див. [13, 14]) знайдено всi Q-умовнi
симетрiї та побудовано низку точних розв’язкiв скалярного рiвняння
реакцiї-дифузiї-конвекцiї

Ut = [UmUx]x + λUnUx + F (U), λ 6= 0; n = m, m + 1.

2. Q-умовнi симетрiї. Будемо шукати оператори вигляду

Q = ∂t + ξ(t, x, U, V )∂x + η1(t, x, U, V )∂U + η2(t, x, U, V )∂V (3)

для системи (2). Шукатимемо лише тi оператори, якi не можуть бути
зведенi до лiївських. Для спрощення обрахункiв використаємо таку
замiну:

u = Uk+1, k 6= −1,
v = V l+1, l 6= −1.

(4)

Пiсля замiни (4) система (2) i оператор (3) набудуть вигляду

uxx = umut + C1(u, v), m 6= −1
vxx = vnvt + C2(u, v), n 6= −1,

(5)

де m = − k
k+1 , n = − p

p+1 , C1(u, v) = −(k + 1)F 1
(
u

1
k+1 , v

1
l+1

)
,

C2(u, v) = −(p + 1)F 2
(
u

1
k+1 , v

1
l+1

)
,

Q = ∂t + ξ(t, x, u, v)∂x + η1(t, x, u, v)∂u + η2(t, x, u, v)∂v, (6)
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вiдповiдно. Використовуючи вiдому процедуру [1, 2, 15], отримуємо
систему визначальних рiвнянь для вiдшукання коефiцiентiв операто-
рiв вигляду (6)

1) ξuu = ξvv = ξuv = 0,

2) η1
vv = 0,

3) η2
uu = 0,

4) 2ξξuum + η1
uu − 2ξxu = 0,

5) 2ξξvvn + η2
vv − 2ξxv = 0,

6) ξξv(um + vn) + 2η1
uv − 2ξxv = 0,

7) ξξu(um + vn) + 2η2
uv − 2ξxu = 0,

8) ξη1
v(um − vn) + 2η1

xv − 2ξvC1 − 2ξvη1um = 0,

9) ξη2
u(vn − um) + 2η2

xu − 2ξuC2 − 2ξuη2vn = 0,

10) (2ξuη1 − ξt − ξvη2 − 2ξξx)um −mξη1um−1+

+ξvη2vn + 3ξuC1 + ξvC2 − 2η1
xu + ξxx = 0,

11) (2ξvη2 − ξt − ξuη1 − 2ξξx)vn − nξη2vn−1+

+ξuη1um + 3ξvC2 + ξuC1 − 2η2
xv + ξxx = 0,

12) m(η1)2um−1 + (η1
t + η2η1

v + 2ξxη1)um − η2η1
vvn+

+η1C1
u + η2C1

v − η1
uC1 + 2ξxC1 − η1

vC2 − η1
xx = 0,

13) n(η2)2vn−1 + (η2
t + η1η2

u + 2ξxη2)vn − η1η2
uum+

+η1C2
u + η2C2

v − η2
uC1 + 2ξxC2 − η2

vC2 − η2
xx = 0.

(7)

Розв’язуючи систему (7) приходимо до висновку, що у випадку
ξ = a(t, x)u+ b(t, x)v + c(t, x), a(t, x)2 + b(t, x)2 6= 0 система (5) не має
операторiв Q-умовної симетрiї. Тому надалi ξ = ξ(t, x). Використо-
вуючи 1 – 7 рiвняння системи (7), отримуємо

η1 = q1(t)v + r1(t, x)u + p1(t, x),
η2 = q2(t)u + r2(t, x)v + p2(t, x).

В результатi розв’язування рiвнянь 8 – 13 системи (7) одержуємо ве-
лику кiлькiсть нелiївських симетрiй. В залежностi вiд значень фун-
кцiй q1(t), q2(t), ξ(t, x) природним чином видiляється три випадки:
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(a) q1(t)2 + q2(t)2 6= 0, ξ(t, x) = 0;
(b) q1(t) = q2(t) = 0, ξ(t, x) = 0;
(c) q1(t) = q2(t) = 0, ξ(t, x) 6= 0.

Зауважимо, що випадок q1(t)2 + q2(t)2 6= 0, ξ(t, x) 6= 0 неможли-
вий, оскiльки тодi з рiвнянь системи (7) випливає, що m = n = 0, а
ми припустили, що m2 + n2 6= 0. У випадку (c) було отримано лише
лiївськi оператори. Тут ми наводимо лише результати, отриманi у
випадку (а). Повний перелiк Q-умовних симетрiй з випадку (b) буде
наведено в подальших роботах.

Випадок (a) подiляється, в свою чергу, на чотири пiдвипадки, а
саме:

a1) p1
x = 0, p2

x 6= 0.

a2) p1
x 6= 0, p2

x 6= 0.

a3) p1
x = p2

x = 0.

Зауважимо, що пiдвипадок p2
x = 0, p1

x 6= 0 еквiвалентний до а1).
Виявляється, що випадок а2) не веде до жодних умовних симетрiй.
У випадку а3) отримано систему класифiкацiйних рiвнянь:

(q1v + r1u + p1)C1
u + (q2u + r2v + p2)C1

v − r1C1 − q1C2+
+(q1(q2u + r2v + p2) + q1

t v + r1
t u + p1

t )u
m+

+m(q1v + r1u + p1)2um−1 − q1(q2u + r2v + p2)vn = 0,

(q1v + r1u + p1)C2
u + (q2u + r2v + p2)C2

v − r2C2 − q2C1+
+(q2(q1v + r1u + p1) + q2

t u + r2
t v + p2

t )v
n+

+n(q2u + r2v + p2)2vn−1 − q2(q1v + r1u + p1)um = 0,

(тут Ci = Ci(u, v), qi = qi(t), ri = ri(t), pi = pi(t), i = 1, 2, —
шуканi функцiї), яку не вдається розв’язати. Випадок а1) нами пов-
нiстю проаналiзовано та отримано 16 систем реакцiї-дифузiї (2), що
допускають оператори Q-умовної симетрiї, якi не збiгаються з опера-
торами класичних симетрiй Лi. Кожна з 16 систем мають ту особли-
вiсть, що одне з двох рiвнянь є автономним. Нижче подаємо отрима-
нi результати у такому порядку: нелiнiйна система реакцiї-дифузiї,
вiдповiдний оператор Q-умовної симетрiї, обмеження на коефiцiєнти
системи або оператора. Скрiзь f(u) є довiльною гладкою функцiєю,
а λ з iндексами та β — довiльними (якщо нема обмежень) сталими.
У всiх системах, наведених нижче, m 6= 0, p2

x 6= 0, крiм (15), а в
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системi (15) — m ∈ R.

uxx = umut + λ1u + λ2,
vxx = vt + λ3v + f(u),

Q = ∂t + (λ4 exp((λ1 − λ3)t)u + p2)∂v,
p2

t = p2
xx − λ3p

2 + λ2λ4 exp((λ1 − λ3)t), λ4 6= 0.

uxx = umut + f(u),
vxx = vt + λ1v − λ2f(u) + λ1λ2u + λ3,

(8)

Q = ∂t + (λ4(λ2u + v) + p2)∂v, (9)

де

p2
t = p2

xx − λ1p
2 + λ3λ4, λ2 6= 0, λ4 6= 0.

uxx = umut + λ1 − λ2u
m,

vxx = vt + λ3v + λ4u
2 + λ5u + λ6,

Q = ∂t + λ2∂u +
((

λ7 exp(−λ3t)− 2λ2λ1
λ3

)
u + p2

)
∂v,

p2
t = p2

xx − λ3p
2 + (λ1 − λ2)

(
λ7 exp(−λ3t)− 2λ2λ4

λ3

)
− λ2λ5, λ2 6= 0,

λ3 6= 0.

uxx = umut + λ1 − λ2u
m,

vxx = vt + λ3u
2 + λ4u + λ5,

Q = ∂t + λ2∂u + ((−2λ2λ3t + λ6)u + p2)∂v,
p2

t = p2
xx + (2λ2λ3t− λ6)(λ2 − λ1)− λ2λ4, λ2 6= 0.

uxx = umut + λ1 − λ2u
m,

vxx = vt + λ3v + λ4u + λ5 exp
(

λ7
λ2

u
)

+ λ6,

Q = ∂t + λ2∂u +
((

λ8 exp(−λ3t) + λ4λ7
λ3

)
u + λ7v + p2

)
∂v,

p2
t = p2

xx − λ3p
2 + (λ1 − λ2)

(
λ8 exp(−λ3t) + λ7λ4

λ3

)
− λ2λ4 + λ6λ7,

λ2 6= 0, λ3 6= 0, λ7 6= 0.
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uxx = umut + λ1 − λ2u
m,

vxx = vt + λ3u + λ4 exp(λ6
λ2

u) + λ5,

Q = ∂t + λ2∂u + ((λ3λ6t + λ7)u + λ6v + p2)∂v,
p2

t = p2
xx + (λ1 − λ2)(λ3λ6t + λ7)− λ2λ3 + λ5λ6, λ2 6= 0, λ6 6= 0.

uxx = umut + (λ1 + λ2(m + 1))u− λ2u
m+1,

vxx = vt + λ1v + λ3u
m+1 − λ3(m + 1)u + λ4,

(10)

Q = ∂t + λ2
1−λ5 exp(−mλ2t)u∂u+

+
(

λ3(λ2(m+1)+λ6(λ5 exp(−mλ2t)−1))
λ2λ5 exp(−mλ2t) u + λ6v + p2

)
∂v,

(11)

де

p2
t = p2

xx − λ1p
2 + λ4λ6, λ2 6= 0, λ5 6= 0. (12)

uxx = umut + (λ1 + λ2(m + 1))u− λ2u
m+1,

vxx = vt + λ1v + λ3u
m+1 − λ3(m + 1)u + λ4 ln u + λ5,

Q = ∂t + λ2
1−λ6 exp(−mλ2t)u∂u +

(
λ3(m+1) exp(mλ2t)

λ6
u + p2

)
∂v,

p2
t = p2

xx − λ1p
2 + λ2λ4

1−λ6 exp(−mλ2t) , λ2 6= 0, λ6 6= 0.

uxx = umut + (u + α)(λ1 − λ2u
m),

vxx = vt + (λ1 − λ2)v + λ3(u + α)β + λ4(u + α) + λ5,
(13)

Q = ∂t + λ2(u + α)∂u + ((λ2λ4(β − 1)t + λ6)u + λ2βv + p2)∂v, (14)

де

p2
t = p2

xx − (λ1 − λ2)p2 + λ2βλ5 + α(λ2λ4(β − 1)+
+(λ1 − λ2)(λ2λ4(β − 1)t + λ6)), λ2 6= 0, β 6= 1, 0.
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uxx = umut + (u + α)(λ1 − λ2u
m),

vxx = vt + λ3v + λ4(u + α)λ5 + λ6(u + α) + λ7,

Q = ∂t + λ2(u + α)∂u +
(
(λ8 exp((λ1 − λ2 − λ3)t)− λ2λ6(λ5−1)

λ1−λ2−λ3

)
u+

+λ2λ5v + p2)∂v,

p2
t = p2

xx − λ3p
2 + λ2λ5λ7 + α

(
(λ1 − λ2)λ8 exp((λ1 − λ2 − λ3)t)−

−λ2λ3λ6(λ5−1)
λ1−λ2−λ3

)
, λ3 6= λ1 − λ2, λ5 6= 0, 1, λ2 6= 0 .

uxx = umut + (u + α)(λ1 − λ2u
m),

vxx = vt + λ3v + λ4(u + α) ln(u + α) + λ5(u + α) + λ6,

Q = ∂t + λ2(u + α)∂u+
( (

λ7 exp((λ1 − λ2 − λ3)t) + λ2λ4
λ1−λ2−λ3

)
u+

+λ2v + p2

)
∂v,

p2
t = p2

xx − λ3p
2 + α(λ1 − λ2)λ7 exp((λ1 − λ3 − λ2)t)+

+ αλ2λ3λ4
λ1−λ2−λ3

− λ2λ6, λ3 6= λ1 − λ2.

uxx = umut + (u + α)(λ1 − λ2u
m),

vxx = vt + (λ1 − λ2)v + λ3(u + α) ln(u + α) + λ4(u + α) + λ5,

Q = ∂t + λ2(u + α)∂u + ((−λ2λ3t + λ6)u + λ2v + p2)∂v,
p2

t = p2
xx − (λ1 − λ2)p2 + α(λ1 − λ2)(−λ2λ3t + λ6)− λ2(αλ3 − λ5).

uxx = umut + (u + α)(λ1 − λ2u
m),

vxx = vt + (λ1 − λ2)v + λ3 ln(u + α) + λ4(u + α) + λ5,

Q = ∂t + λ2(u + α)∂u + ((−λ2λ4t + λ6)u + p2)∂v,
p2

t = p2
xx − (λ1 − λ2)p2 + α(λ1 − λ2)(−λ2λ4t + λ6)− λ2(αλ4 + λ3).

uxx = umut + (u + α)(λ1 − λ2u
m),

vxx = vt + λ3v + λ4 ln(u + α) + λ5(u + α) + λ6,

Q = ∂t + λ2(u + α)∂u+
+

((
λ7 exp((λ1 − λ2 − λ3)t) + λ2λ5

λ1−λ2−λ3

)
u + p2

)
∂v,

p2
t = p2

xx − λ3p
2 + α(λ1 − λ2)λ7 exp((λ1 − λ2 − λ3)t)+

+λ2

(
αλ3λ5

λ1−λ2−λ3
− λ4

)
, λ3 6= λ1 − λ2.
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uxx = umut − λ1u
m+1 − λ2u

m − λ3u
mv + λ3v + λ4u + λ5,

vxx = vt + (λ4 − λ1)v + λ6,

Q = ∂t + (λ3v + λ1u + λ2)∂u + (λ7u + λ8v + p2)∂v,
p2

t = p2
xx − (λ4 − λ1)p2 + λ7(λ5 − λ2) + λ6λ8,

λ3 6= 0, λ6 = λ2λ4−λ1λ5
λ3

.

uxx = umut + λ1
2 v2 − λ1vum − λ2u

m + λ3u + λ4,

vxx = vvt + λ3(v + λ2
λ1

),

Q = ∂t + (λ1v + λ2)∂u + p2∂v,
p2

xx − (p2)2 − λ3p
2 = 0, p2

t = 0, λ1 6= 0.

(15)

Оскiльки при розв’язуваннi системи (7) нелiнiйностi системи (5) i
вiдповiднi оператори (6) отримуємо в термiнах u, v, то нам необхiдно
ще зробити замiну (4), для того щоб отримати системи вигляду (2)
i вiдповiднi оператори (3) у термiнах U, V . Зробимо цю замiну для
деяких найбiльш цiкавих систем.

3. Анзаци та точнi розв’язки. В цьому пунктi побудуємо ан-
заци, запишемо редукованi рiвняння, а iнколи i точнi розв’язки для
деяких наведених вище операторiв.

Розглянемо систему рiвнянь (8) i вiдповiдний оператор (9). За-
стосовуючи оператор (9), отримуємо анзац

u = ϕ(x),

v = −λ2ϕ(x) + exp(λ4t)
(

ψ(x) +
∫

p2 exp(−λ4t)dt

)
.

(16)

Пiдставивши анзац (16) у рiвняння (8) одержимо редукованi рiвнян-
ня

ϕxx = f(ϕ),
ψxx = (λ1 + λ4)ψ.

(17)

Далi, розв’яжемо систему (17) при f(ϕ) = αϕ.
В залежностi вiд значення сталої α отримуємо три типи розв’язкiв

першого рiвняння системи (17)

α = 0, ϕ = A1x + A2, (18)
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α > 0, ϕ = A1 exp(
√

αx) + A2 exp(−√αx), (19)

α < 0, ϕ = A1 cos(
√−αx) + A2 sin(

√−αx), (20)

тут i нижче Ai = const, i = 1, 2, 3, 4. В залежностi вiд значення вира-
зу λ1 +λ4, отримуємо три типи розв’язкiв другого рiвняння системи
(17):

λ4 = −λ1, ψ = A3x + A4, (21)

λ4 + λ1 > 0, ψ = A3 exp(
√

λ1 + λ4x) + A4 exp(−
√

λ1 + λ4x), (22)

λ4+λ1 < 0, ψ = A1 cos(
√
−(λ1 + λ4)x)+A2 sin(

√
−(λ1 + λ4)x). (23)

Пiдставляючи попарно вирази (18)–(20), (21)–(23) в (16), отримуємо
9 рiзних розв’язкiв системи (8).

Розглянемо систему рiвнянь (10) i вiдповiдний оператор (11). Ви-
користовуючи оператор (11), одержуємо анзац

u = ϕ(x)(exp(mλ2t)− λ5)
1
m ,

v = λ−1
2 λ3λ

−1
5 ϕ(x)(exp(mλ2t)− λ5)

1
m +1+

+ exp(λ6t)
(

ψ(x) +
∫

p2 exp(−λ6t)dt

)
.

(24)

Пiдставивши анзац (24) у рiвняння (10), отримуємо редукованi рiв-
няння

ϕxx = λ2λ5ϕ
m+1 + (λ1 + λ2(m + 1))ϕ,

ψxx = (λ1 + λ6)ψ.
(25)

Розв’язками другого рiвняння системи (25) є вирази (21)–(23) з
λ4 = λ6. Частковий розв’язок першого рiвняння системи (25) отри-
мано за допомогою пакета програм Mathematica 5.0

ϕ =
(
− (m+2)(λ1+λ2(m+1))

λ2λ5(1+cosh(m
√

λ1+λ2(m+1)(x+A3)

) 1
m

,

m 6= −2, λ1 6= −λ2(m + 1).
(26)

Отже, розв’язками системи (10) будуть вирази (24) з урахуванням
(26) та (21)–(23) з λ4 = λ6.
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Розглянемо систему (10) при m = − 1
2 , λ4 = 0, λ2 = 2λ1. Зробимо

замiну (4), одержимо

Ut = (UUx)x + λ1U(1− U),
Vt = Vxx − λ1V − λ3U(1− 1

2U). (27)

Перше рiвняння системи — це добре вiдоме пористе рiвняння Фiшера
[6,16,17], а друге — це класичне рiвняння дифузiї для компоненти V з
нелiнiйнiстю, яка моделює взаємодiю з компонентою U за так званим
логiстичним законом. Розв’язком системи (27) будуть вирази

U = 4
3λ5 cosh2

(√
λ1
8 (x + A3)

)
(exp(−λ1t)− λ5)−1,

V = 16
9 λ−1

2 λ3λ5 cosh4

(√
λ1
8 (x + A3)

)
(exp(−λ1t)− λ5)−1+

+exp(λ6t)
(

ψ(x) +
∫

p2 exp(−λ6t)dt

)
,

(28)

де ψ(x) визначається формулами (21)–(23) з λ4 = λ6, а p2 є розв’яз-
ком рiвняння (12).

Розглянемо систему (13) i вiдповiдний оператор (14). Отримуємо
анзац

u = ϕ(x) exp(λ2t)− α,

v = ψ(x) exp(λ2βt)− exp(λ2t)ϕ(x)
(
λ4t + λ4+λ6

λ2(β−1)

)
+ αλ4(β−1)

β t+

+α(λ4(β−1)+βλ6)
λ2β2 + exp(λ2βt)

∫
p2 exp(−λ2βt)dt.

(29)

Далi отримуємо редукованi рiвняння

ϕxx = λ1ϕ,
ψxx = (λ1 + λ2(β − 1))ψ + λ3ϕ

β .
(30)

Розв’язками першого рiвняння системи (30) будуть вирази (18)–(20)
з α = λ1. Друге рiвняння в загальному виглядi розв’язкiв не має,
але його можна розв’язати при iстотних обмеженнях на коефiцiєнти,
наприклад при λ1 = 0, β = 2, λ2 > 0.

Зауваження. Всi отриманi вище анзаци мають ту особливiсть,
що вони мiстять iнтегральнi члени вигляду

∫
p2 exp(−λt)dt, якi є на-

слiдком того, що вiдповiдний оператор Q-умовної симетрiї мiстить
довiльний розв’язок p2(t, x) лiнiйного рiвняння дифузiї.
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4. Висновки. В цiй роботi побудовано систему визначальних рiв-
нянь для знаходження операторiв Q-умовної симетрiї вигляду (6)
для систем (5). Отриману систему вдалося розв’язати поки що час-
тково. Знайденi оператори використанo для побудови анзацiв, за до-
помогою яких побудовано редукованi системи звичайних диферен-
цiальних рiвнянь. Для системи рiвнянь реакцiї-дифузiї (10), яка, на
наш погляд, є цiкавою для застосувань, побудовано точний розв’я-
зок (28). В наступних роботах ми наведемо розв’язки для деяких
iнших нелiнiйних систем реакцiї-дифузiї, якi допускають оператори
Q-умовної симетрiї, та проаналiзуємо їхнi властивостi.
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Введено поняття квазiнеперервної системи, яка апроксимує певним чи-
ном неперервну систему класичного точкового газу, молекули якого
взаємодiють за допомогою парного посилено надстiйкого потенцiалу
взаємодiї. В термодинамiчнiй границi тиск апроксимованої системи
збiгається до тиску початкової системи, якщо параметр апроксимацiї
λ → 0.

A concept of quasicontinuous systems which approximate precisely
somehow real continuous system of the classical point gas interacti-
ng by means of pair strongly superstable potential is defined. In the
thermodynamic limit the pressure of the approximated system is close to
value of pressure of initial system and coincides with it in the limit of
approximation parameter λ → 0.

1. Introduction. It is known, that the successes achieved in research
of continuous systems of statistical mechanics are much more modest
than similar researches in the description of lattice systems. The rigorous
results obtained for continuous systems are full enough presented in the
works by R.A.Minlos [8], D. Ruelle [16], N.N. Bogoliubov, D.Ya. Petrina,
B.I. Khatzet [9] (see also [11]) and others. Actually they cover area of the
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diluted gases, that is systems with small value of density ρ (or fugasity
z) or systems at high temperature (small β = 1/kT ), for example high
density plasma (see [2], [12]).

In the region of low temperatures and high densities where there
are the most interesting physical phenomena such as phase transiti-
ons a rigorous results actually almost are absent. Exception are some
exotic models which only conditionally can be considered as the models
describing continuous systems of the classical statistical mechanics (see
e.g. [15], [4]). The progress in the description of the critical phenomena
in lattice models is well-known. Methods of research of lattice systems
have been successfully applied to lattice gases which can be considered
as some rough approximation of continuous systems describing a state
of real gas.

In the present work we define a concept of quasicontinuous systems
which in our opinion can approximate precisely somehow real continuous
system of the classical point gas interacting by means of pair strongly
superstable potential. Such quasicontinuous system is defined by means
of partition of the Euclidean space Rdin the nonintersected d-cubes wi-
th a rib λ. The grand partition function of the approximated system is
defined in such a way that it includes only configurations for which in
one cube is no more than one particle. For such thermodynamic function
as pressure, we show that in a thermodynamic limit the pressure of the
approximated system is close to value of pressure of initial system and
coincides with it in the limit λ → 0. The value of the chosen approxi-
mation depends only on the interaction potential and can be done for
any positive parameters of system β, z.

2. Definitions and main result.
2.1. Configuration space. Let Rd be a d-dimensional Euclidean

space. The set of positions {xi}i∈N of identical particles is considered to
be a locally finite subset in Rd and the set of all such subsets creates the
configuration space:

Γ = ΓRd :=
{

γ ⊂ Rd
∣∣ |γ ∩ Λ| < ∞, for all Λ ∈ Bc(Rd)

}
,

where |A| denotes the cardinality of the set A and Bc(Rd) denote the
systems of all bounded Borel sets in Rd. We also need to define the
space of finite configurations Γ0:

Γ0 =
⊔

n∈N0

Γ(n), Γ(n) := {η ⊂ Rd | |η| = n}, N0 = N ∪ {0}.
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For every Λ ∈ Bc(Rd) one can define a mapping NΛ : Γ → N0 of the
form

NΛ(η) := |η ∩ Λ|.
The Borel σ-algebra B(Γ) is equal to σ(NΛ

∣∣Λ ∈ Bc(Rd) ) and additi-
onally one may introduce the following filtration

BΛ(Γ) := σ(NΛ′
∣∣Λ′ ∈ Bc(Rd), Λ′ ⊂ Λ),

see [5], [6] for details.
By B(ΓΛ) we denote the corresponding σ-algebras on ΓΛ and Γ0,Λ.

For a given intensity measure σ = zdx (z > 0) on B(Rd) and any n ∈ N
the product measure σ⊗n can be considered as a measure on

(̃Rd)n =
{

(x1, . . . , xn) ∈ (Rd)n
∣∣ xk 6= xl if k 6= l

}

and hence as a measure σ(n) on Γ(n) through the map

symn : (̃Rd)n 3 (x1, ..., xn) 7→ {x1, ..., xn} ∈ Γ(n).

For simplicity we will write (x)n instead of {x1, ..., xn} ∈ Γ(n).
Define the Lebesgue-Poisson measure λσ on B(Γ0) by the formula:

λσ :=
∑

n≥0

1
n!

σ(n). (1)

The restriction of λσ to B(ΓΛ) we also denote by λσ. For a more
detailed structure of the configuration spaces Γ, Γ0, ΓΛ see [1].

Define, also, two additional configuration spaces Γdil — a space of
dilute configurations and Γden — a space of dense configurations.

Let λ > 0 be arbitrary. For each r ∈ Zd we define an elementary cube
with rib λ and center r

∆λ(r) := {x ∈ Rd | λ(ri − 1/2) ≤ xi < λ(ri + 1/2)}.

We will write ∆ instead of ∆λ(r), if a cube ∆ is considered to be arbitrary
and there is no reason to emphasize that it is centered at the concrete
point r ∈ Zd. Let ∆ be the partition of Rd into cubes ∆λ(r). Without
any restriction in general case, we consider only that Λ ∈ Bc(Rd) which
is union of cubes ∆λ(r). Then
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Γdil
Λ := {γ ∈ ΓΛ| |γ∆| = 0 ∨ 1 for all ∆ ⊂ Λ} (2)

and

Γden
Λ := {γ ∈ ΓΛ| |γ∆| ≥ 2 for all ∆ ⊂ Λ} . (3)

2.2. Definition of the system. We consider a general type of two-
body interaction potential V2(x, y) = φ(|x−y|), where φ :R+→R∪{+∞}.

The energy of any configuration η ∈ ΓΛ is defined by the following
formula:

Uφ(η) = U(η) :=
∑

{x,y}⊂η

φ(|x− y|), η ∈ ΓΛ (4)

where {·, ·} means sum over all possible different couple of particles from
configuration η. For a given γ ∈ ΓΛ define the interaction energy between
η ∈ ΓΛ, Λ ∈ Bc(Rd) and γ ∈ ΓΛ by

W (η|γ) :=
∑
x∈η
y∈γ

φ(|x− y|). (5)

Define some important characteristics of interaction U .
Definitin 2.1. Interaction U is stable (S), if exists B ≥ 0 such that

U(η) ≥ −B|η|, for all η ∈ Γ0 (6)

Definitin 2.2. Interaction U is superstable (SS), if exists A > 0 and
B ≥ 0 such that

U(η) ≥
∑

∆∈∆

(A|η∆|2 −B|η∆|), for all η ∈ Γ0 (7)

Definitin 2.3. Interaction U is strong superstable (SSS), if exists
A > 0 and B ≥ 0 and p > 2 such that

U(η) ≥
∑

∆∈∆

(A|η∆|p −B|η∆|), for all η ∈ Γ0 (8)
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Definitin 2.4. Interaction U is lower regular (LR) if there exist a
decreasing function Ψ on N0 such that

∑

r∈Zd

Ψ(|x|) < ∞ (9)

and interaction energy W (η|γ) satisfy the following inequality:

W (η|γ) ≥ −1
2

∑

r,s∈Zd

Ψ(|r − s|)(|η∆λ(r)|2 + |γ∆λ(s)|2) (10)

for all η, γ ∈ Γ0.
Conditions (6)–(10) are rather general and guarantee uniform esti-

mate for the family of finite volume correlation functions and the exi-
stence of Gibbs measure [3] (see, also, [11]). The separating problem is
to establish condition on the potential φ, which ensure (6)–(10). In the
article [14] a large class of interaction potentials were described which
satisfy SS and SSS conditions See, also, [11], [7] for the discussion of
this problem.

Consider decomposition of the potential φ(|x|) into two parts:

φ(|x|) = φ+(|x|)− φ−(|x|), (11)

where φ+(|x|) := max{0, φ(|x|)}, φ−(|x|) := −min{0, φ(|x|)}.
Using (11), for any fixed ∆0 ⊂ Rd define values:

υ0(λ, ∆0) :=
∑

∆∈∆

sup
x∈∆

sup
y∈∆0

φ−(|x− y|), (12)

and

b(λ,∆0) := inf
{x,y}⊂∆

φ+(|x− y|) (13)

It’s clear from the definition that υ0 and b do not depend on the position
of ∆0. So we will write

υ0(λ, ∆0) = υ0(λ) = υ0,

b(λ, ∆0) = b(λ) = b.

It is clear that for LR potentials

υ0 < +∞
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Remark 2.1 In this article we consider SSS and LR potentials and
one can choose the values A = 1/2b ∼ 1/λp(p > d), and B = υ0 ∼ 1/λd

(see for details [10] and [14])

2.3. Partition functions and corresponding pressure. A very
important thermodynamic characteristic of statistical system is pressure.
In the framework of the grand canonical ensemble it is defined by the
following formula:

p(z, β) = lim
|Λ|→∞

pΛ(z, β) =
1
β

lim
|Λ|→∞

1
|Λ| log ZΛ, (14)

where

ZΛ =
∫

ΓΛ

e−βU(γ)λσ(dγ). (15)

An existence of this limit for the system which we consider is well-known
result. To define above mentioned approximation let us introduce the
following partition function (see (3)):

Z
(−)
Λ = Z

(−)
Λ (λ) =

∫

Γ
(dil)
Λ

e−βU(γ)λσ(dγ) =

=
∫

ΓΛ

∏

∆∈∆∩Λ

χ∆
−(γ)e−βU(γ)λσ(dγ), (16)

where

χ∆
−(γ) =

{
1, for γ with |γ∆| = 0 ∨ 1,
0, otherwise. (17)

The corresponding pressure is defined as

p(−)(z, β;λ) = lim
|Λ|→∞

p
(−)
Λ (z, β; λ) :=

1
β

lim
|Λ|→∞

1
|Λ| log Z

(−)
Λ . (18)

Now we can formulate the main result of the work.

2.4. Main results.
Theorem 2.1. Suppose that the interaction potential φ(|x|) is strong
superstable and lower regular in the sense of def. 2.3 and def. 2.4. Then
for any ε > 0 there exists λ = λ(z, ε) > 0 s.th.

|p(z, β)− p(−)(z, β; λ)| < ε (19)
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for all positive z, β.

Corollary 2.1. The inequality (20) ensures an existence limit

lim
λ→0

p(−)(z, β; λ) = p(z, β)

for all positive z, β.
Remark 2.2. A similar result is true for family of correlation functions,
but the proof of this result will be published later. Here we only write
down the Kirkwood-Salsburg equations for the family ρ:={ρ(−)(η; λ)}η∈Γ0

of the corresponding correlation functions:

ρ = zK(−)ρ + δ,

where the operator K(−) is defined in a Banach space Eξ in the following
way:

(
K(−)f

)
(η) = e−βW (η∆0 ;η\η∆0 )

∑

∅⊆X⊂∆

×

×
∫

Γ
(dil)
X

∏

∆∈∆∩X

(
e−βW (η∆0 ;γ∆) − 1

)
f(η \ η∆0 ∪ γ)λσ(dγ).

In the case |η| = 1 the first term (at X = ∅) is zero and in the case
|η| > 1 the first term (at X = ∅) is f(η\η∆0). The vector δ = {δ(η)}η∈Γ0

and

δ(η) =
{

z, for η with |η| = 1,
0, otherwise.

Note, also, that in our case

W (η∆0 ; γ∆) = φ(|x− y|), x ∈ ∆0, y ∈ ∆,

and η∆0 = {x0} some chosen point of a configuration η.

3. The proof of Theorem 2.1. The proof is based on the expansion
which was proposed in [13]. To arrange this expansion define also an
indicator of the dense configuration in any cube ∆ ∈ ∆ as

χ∆
+(γ) = 1− χ∆

−(γ).

Then we use the following partition of the unity for any γ ∈ ΓΛ:
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1 =
∏

∆⊂Λ

[
χ∆
−(γ) + χ∆

+(γ)
]

=

=
NΛ∑
n=0

∑

{∆1,...,∆n}⊂Λ

n∏

i=1

χ∆i
+ (γ)

∏

∆⊂Λ\∪n
i=1∆i

χ∆
−(γ) =

=
∑

∅⊆X+⊆Λ

χ̃
X+
+ (γ)χ̃X−

− (γ), X− = Λ \X+, (20)

where NΛ = |Λ|/λd (here the symbol | · | means Lebesgue measure of
the set) is the number of cubes ∆ in the volume Λ, X+ is a union of
cubes ∆ for which |γ∆| ≥ 2 and

χ̃
X±
± (γ) =

∏

∆⊂X±

χ∆
±(γ). (21)

Inserting (21) into (16) we get

ZΛ =
∑

∅⊆X+⊆Λ

∫

ΓΛ

χ̃
X+
+ (γ)χ̃X−

− (γ)e−βU(γ)λσ(dγ). (22)

It is easy to see that the first term in (23) (at X+ = ∅) coincides with
Z

(−)
Λ (λ) (see (17)). Using infinite devisable property of the Lebesgue-

Poisson measure (see, for example, (2.5) in [13]) we have

ZΛ = Z
(−)
Λ (λ)

[
1+

∑

∅*X+⊆Λ

∫

ΓX+

ρ
(−)
X−(γ;λ)λσ(dγ)

]
:= Z

(−)
Λ (λ)Z(+)

Λ (λ),

(23)

where

ρ
(−)
X−(γX+ ; λ) =

e−βU(γX+ )

Z
(−)
Λ (λ)

∫

ΓX−

χ̃
X−
− (γ′)e−βU(γX+ |γ′)λσ(dγ′),

where U(γX+ | γ′) := W (γX+ ; γ′) + U(γ′). So, using the definitions (15)
and (19), one can write

pΛ(z, β) = p
(−)
Λ (z, β; λ) + p

(+)
Λ (z, β; λ).
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An existence of thermodynamic limit of all pressure pΛ(z, β), p(−)
Λ (z, β; λ),

and p
(+)
Λ (z, β; λ) for the considered potentials is obvious. So, to prove the

theorem we have to estimate the value of p(+)(z, β; λ). First of all, using
SSS assumption (8), we can write that

e−βU(γX+ ) ≤
∏

∆∈∆∩X+

e−βA|γ∆|p+B|γ∆|, (24)

and taking account LRassumption and (5) we have

e
−βW (γX+ ;γ′X− ) ≤

∏

∆∈∆∩X+

eβυ0|γ∆|. (25)

From (25)and (26) it is easy to get the following inequality
∫

ΓX+

ρ
(−)
X−(γ; λ)λσ(dγ) ≤

≤
∏

∆∈∆∩X+

∫

Γ∆

e−βA|γ∆|p+B|γ∆|+υ0|γ∆|χ∆
+(γ∆)λσ(dγ∆)

Z
(−)
X−

Z
(−)
Λ

.

From the definition of the measure λσ (see (1)) and taking account
Remark 2.1. the integral

∫

Γ∆

λσ(dγ∆) e−β A |γ∆|p+β (B+υ0 |γ∆|) ≤

≤
∞∑

n=2

(λd z)n

n!
e−

1
4 β b np+2β υ0 n ≤ ε(λ),

with

ε(λ) =
1
2

z2λ2d e−β (1/4b−2υ0) exp
{
zλd e−β (3/4b−2υ0)

}
. (26)

Now from the definition of NΛ, Z
(+)
Λ (see (24)) and above estimates we

have:

log Z
(+)
Λ ≤ log

[
1 +

∑

∅*X+⊆Λ

ε(λ)NX+

]
=
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= log
[
1 +

NΛ∑

k=1

NΛ!
k!(NΛ − k)!

ε(λ)k

]
=

= log [1 + ε(λ)]NΛ =
|Λ|
λd

log [1 + ε(λ)] .

As a result
p+(z, β;λ) ≤ 1

βλd
log [1 + ε(λ)] .

So, due to ε(λ) ∼ λ2d (see (27))

lim
λ→0

p(+)(z, β; λ) = 0.

The end of the proof.
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Iснування функцiоналiв середнiх
значень спостережуваних 1
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E-mail: vyrtum@imath.kiev.ua

Для нескiнченних систем частинок дослiджено iснування фунцiона-
лiв середнiх значень спостережуваних у випадку еволюцiї станiв, якi
описуються розв’язками ланцюжка рiвнянь Боголюбова, та у випад-
ку еволюцiї спростережуваних, якi описуються розв’язками дуального
ланцюжка рiвнянь Боголюбова.

The existence of the functionals of average values of observables was investi-
gated for infinite particle systems in the case of evolution of states described
by the solutions of the chain of Bogolyubov equations and in the case of
evolution of observables described by the solutions of the dual chain of
Bogolyubov equations.

1. Вступ. Як вiдомо, iснує два способи опису еволюцiї багаточа-
стинкових систем. Один з них — еволюцiя станiв [1,2], яка описується
розв’язками ланцюжка рiвнянь Боголюбова для початкових даних з
певного функцiонального простору, наприклад, якому належать рiв-
новажнi стани. Iнший спосiб — евалюцiя спостережуваних [2,3], яка
описується розв’язками дуального ланцюжка рiвнянь Боголюбова.

У першому випадку розв’язок задачi Кошi для ланцюжка рiвнянь
Боголюбова одновимiрних систем частинок з короткодiючим потен-
цiалом побудовано Д.Я. Петриною в роботi [4] для початкових даних
з простору послiдовностей обмежених по конфiгурацiйних змiнних i

1Ця робота частково пiдтримана грантом Президента України
№ CP/F13/0097, грантом Мiнiстерства освiти України № M/124 (UA 04/2007)
та Науковою програмою НАН України № 0107U002333.
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експоненцiально спадних по iмпульсних змiнних функцiй, в якiй бу-
ло сформульовано метод областi взаємодiї, що дозволив побудувати
розв’язок на скiнченному промiжку часу [5,6]. Метод областi взаємо-
дiї [4–6] досi залишається єдиним методом побудови оцiнок для дослi-
дження збiжностi розкладiв, якими зображуються розв’язки рiвнянь
Боголюбова для нескiнченних систем частинок [1]. Зауважимо, що
для системи пружних куль подiбнi оцiнки можна побудувати безпо-
середньо для ряду iтерацiй цих рiвнянь [7].

Для ланцюжка рiвнянь Боголюбова та дуального ланцюжка рiв-
нянь Боголюбова в роботi [8] на основi нерiвноважних кластерних
розкладiв побудовано кумулянтнi зображення для розв’язкiв поча-
ткових задач таких рiвнянь. Враховуючи структуру кумулянтного
зображення та застосовуючи метод областi взаємодiї, в роботi [9] до-
ведено iснування регуляризованого зображення розв’язку початкової
задачi для ланцюжка рiвнянь Боголюбова для нескiнченної однови-
мiрної системи.

У данiй роботi дослiджуються iснування функцiоналiв, якими ви-
значаються середнi значення спростережуваних систем нескiнченно-
го числа частинок. Основна проблема, яка при цьому виникає, —
iснування розбiжних iнтегралiв по конфiгурацiйних змiнних у таких
функцiоналах. Регуляризованi зображення для розв’язкiв дозволя-
ють розв’язати цю проблему на основi методу областi взаємодiї.

У другому пунктi наведено поняття функцiоналiв для середнiх
значень спостережуваних та сформульовано постановку задачi. У
наступному пунктi доведено iснування функцiоналiв середнiх зна-
чень спостережуваних для станiв системи, якi є регуляризованими
розв’язками початкової задачi для ланцюжка рiвнянь Боголюбова.
Для початкової задачi для дуального ланцюжка рiвнянь Боголю-
бова в четвертому пунктi побудовано регуляризований розв’язок у
просторi послiдовностей неперервних функцiй. Для цього розв’яз-
ку в останньому пунктi на основi методу областi взаємодiї доведено
iснування функцiоналу для середнiх значень квазiспостережуваних.

2. Середнi значення спостережуваних. Розглянемо однови-
мiрну систему тотожних частинок (довжиною σ та одиничної маси
m = 1), що взаємодiють через короткодiючий парний потенцiал з
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твердою серцевиною Φ, для якого виконуються такi умови:

a) Φ ∈ C2([σ,R]), 0 < σ < R < ∞,

b) Φ(|q|) =
{

+∞, |q| ∈ [0, σ),
0, |q| ∈ (R,∞),

c) Φ′(σ + 0) = 0,

(1)

де R – радiус дiї сил мiж частинками. Кожнiй i-iй частинцi вiдповi-
дають фазовi координати (qi, pi) ≡ xi ∈ R×R, i ≥ 1: qi — положення
центру i-ї частинки, pi — її iмпульс.

Для конфiгурацiй такої системи виконуються такi умови:
|qi − qj | ≥ σ, i 6= j ≥ 1, тобто множина Wn ≡ {{q1, . . . , qn} ∈ Rn |
∃(i, j), i 6= j ∈ {1, . . . , n} : |qi − qj | < σ

}
— область заборонених кон-

фiгурацiй у конфiгурацiйному просторi системи n ≥ 2 частинок.
Фазовi траєкторiї системи [1] з потенцiалом взаємодiї (1) визна-

ченi не для всiх початкових даних {x1, . . . , xn} ∈ (Rn \Wn) × Rn, а
майже скрiзь на фазовому просторi (Rn \Wn)×Rn, тобто поза пев-
ною множиноюM0

n нульової Лебегової мiри (множинiM0
n належать

початковi данi {x1, . . . , xn} ∈ (Rn \Wn)× Rn, для яких: а) в момент
t ∈ (−∞, +∞) в системi вiдбуваються потрiйнi й бiльшої кратностi
зiткнення частинок, б) за скiнченний промiжок часу вiдбувається
нескiнченне число зiткнень [1, 7]).

Введемо простiр Cγ послiдовностей g =
(
g0, g1(x1), . . .

. . . , gn(x1, . . . , xn), . . .
)

обмежених (неперервних) функцiй
gn(x1, . . . , xn), n ≥ 0 (g0 — число), визначених на фазовому просто-
рi (Rn \Wn) × Rn, симетричних (вiдносно перестановок аргументiв
xi, i = 1, . . . , n) i рiвних нулю на множинi Wn, з нормою

‖g‖Cγ = sup
n≥0

γn

n!
sup

x1,...,xn

|gn(x1, . . . , xn)|, (2)

де γ, 0 < γ < 1, — число. Через Cγ,0 ⊂ Cγ будемо позначати пiдпро-
стiр фiнiтних послiдовностей неперервно диференцiйовних функцiй
з компактними носiями по конфiгурацiйних змiнних. Послiдовнiсть
функцiй g ∈ Cγ,0 iнтерпретується як послiдовнiсть квазiспостережу-
ваних (аналог локальних спостережуваних [1, 10]).

Нехай L∞ξ,β — простiр послiдовностей f =
(
1, f1(x1), . . .

. . . , fn(x1, . . . , xn), . . .
)
функцiй fn(x1, . . . , xn), n ≥ 0, якi визначенi

на фазовому просторi (Rn \ Wn) × Rn, симетричнi (вiдносно пере-
становок аргументiв xi, i = 1, . . . , n) та дорiвнюють нулю в областi
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заборонених конфiгурацiй Wn, з нормою

||f ||L∞ξ,β
= sup

n≥0
ξ−n sup

x1,...,xn

|fn(x1, . . . , xn)| exp
{

β

n∑

i=1

p2
i

2

}
, (3)

де ξ, β > 0 — числа. Послiдовностями з простору L∞ξ,β описують стани
нескiнченних систем [1,4].

Величина середнього значення (математичного сподiвання) в по-
чатковий момент t = 0 спостережуваної G(0) = (G0, G1(0, x1), . . .
. . . , Gs(0, x1, . . . , xs), . . .) системи частинок, яка знаходиться в станi
F (0) =

(
1, F1(0, x1), . . . , Fs(0, x1, . . . , xs), . . .

)
, визначається таким

функцiоналом [1,3]:

〈G〉(0) = 〈G(0)|F (0)〉 =

=
∞∑

s=0

1
s!

∫

(Rs\Ws)×Rs

dx1 . . . dxs Gs(0, x1, . . . , xs)Fs(0, x1, . . . , xs).

(4)

Якщо F (0) ∈ L∞ξ,β та G(0) ∈ Cγ,0, функцiонал (4) iснує за умови,
що

ξ <
γ

C

√
β

2π
, (5)

де C = maxi=1,...,s|li(0)|, а |li(0)| — довжина iнтервалу li(0),
i = 1, . . . , s, з компакту Ωs(0) = l1(0)× . . .× ls(0), на якому зосе-
реджено функцiю Gs(0).

Дiйсно, якщо F (0) ∈ L∞ξ,β та G(0) ∈ Cγ,0, для функцiоналу (4)
отримуємо таку оцiнку

|〈G(0)|F (0)〉| ≤ ||G(0)||Cγ ||F (0)||L∞ξ,β

∞∑
s=0

(
C ξ

γ

√
2π

β

)s

, (6)

тобто функцiонал (4) iснує за умови (5).
Зауважимо, що для спостережуваної адитивного типу G(1)(0) =

=
(
0, a1(0, x1), 0, . . . , 0, . . .

)
формула (4) набуває вигляду

〈G(1)〉(0) = 〈G(1)(0)|F (0)〉 =
∫

R×R

dx1 a1(0, x1)F1(0, x1), (7)
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i, якщо F (0) ∈ L∞ξ,β та G(0) ∈ Cγ,0, функцiонал (7) iснує для довiль-
них значень параметра ξ, оскiльки

|〈G(1)(0)|F (0)〉| ≤ ||G(1)(0)||Cγ ||F (0)||L∞ξ,β

Cξ

γ

√
2π

β
< ∞.

У довiльний момент часу t ∈ R1 середнi значення спостережува-
них визначаються або таким функцiоналoм [1]:

〈G〉(t) = 〈G(0)|F (t)〉 =

=
∞∑

s=0

1
s!

∫

(Rs\Ws)×Rs

dx1 . . . dxs Gs(0, x1, . . . , xs)Fs(t, x1, . . . , xs),

(8)

де F (t) =
(
1, F1(t, x1), . . . , Fs(t, x1, . . . , xs), . . .

)
— розв’язок задачi

Кошi для ланцюжка рiвнянь Боголюбова [2] з початковими даними
F (0), або еквiвалентним функцiоналом

〈G〉(t) = 〈G(t)|F (0)〉 =

=
∞∑

s=0

1
s!

∫

(Rs\Ws)×Rs

dx1 . . . dxs Gs(t, x1, . . . , xs) Fs(0, x1, . . . , xs),

(9)

де G(t) =
(
1, G1(t, x1), . . . , Gs(t, x1, . . . , xs), . . .

)
— розв’язок задачi

Кошi для дуального ланцюжка рiвнянь Боголюбова [2] з початкови-
ми даними G(0).

Доведемо iснування функцiоналiв (8) та (9) для початкових даних
F (0) ∈ L∞ξ,β та G(0) ∈ Cγ,0.

3. Функцiонал середнiх значень спостережуваних: еволю-
цiя станiв. Нехай {x1, . . . , xs} ≡ Y, {Y, xs+1, . . . , xs+n} ≡ X, тобто
X \ Y = {xs+1, . . . , xs+n}, dxs+1 . . . dxs+n ≡ d(X \ Y ), |X| —
число елементiв множини X, |X| = |Y |+ |X \ Y | = s + n. Через XY

позначимо множину X, елементами якої є Y, xs+1, . . . , xs+n, тобто
|XY | = |X \ Y |+ 1 = n + 1.

Введемо еволюцiйний оператор S|Y |(t, Y ), який на множинi послi-
довностей функцiй f ∈ L∞ξ,β визначається такою формулою [1]:
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S|Y |(t, Y ) f|Y |(Y ) =

=

{
f|Y |

(
X1(t, Y ), . . . , X|Y |(t, Y )

)
, Y ∈ ((

R|Y |\W|Y |
)×R|Y |) \M0

|Y |,

0, Y ∈ (
W|Y | × R|Y |

) ∪M0
|Y |,

(10)

де Xj(t, Y ), j = 1, . . . , |Y |, — фазова траєкторiя [1] системи |Y | части-
нок з початковими даними Xj(0, Y ) = xj , S|Y |(0) = I — одиничний
оператор. При умовах (1) на потенцiал Φ взаємодiї частинок еволю-
цiйний оператор (10) iснує для t ∈ (−∞, +∞) [1].

Еволюцiя станiв визначається розв’язком початкової задачi для
ланцюжка рiвнянь Боголюбова [9] (регуляризований розв’язок)

F|Y |(t, Y ) = A1(t, Y )F|Y |(0, Y )+

+
∞∑

n=1

1
n!

∫

(Rn\Wn)×Rn

d(X\Y )
∑

Z⊂X\Y
Z 6=Ø

(−1)|X\(Y ∪Z)|A2(t, Y, Z)F|X|(0, X),

|X \ Y | ≥ 1, (11)

де
∑

Z⊂X\Y
Z 6=Ø

— сума за всiма непорожнiми пiдмножинами Z множини X\Y ,

еволюцiйний оператор A1(t, Y ) — кумулянт 1-го порядку еволюцiй-
них операторiв (10):

A1(t, Y ) = S|Y |(−t, Y ), (12)

еволюцiйний оператор A2(t, Y, Z) — кумулянт 2-го порядку:

A2(t, Y, Z) = S|Y ∪Z|(−t, Y, Z)− S|Y |(−t, Y )S|Z|(−t, Z). (13)

Якщо потенцiал взаємодiї Φ задовольняє умови (1), справедливою
є нерiвнiсть

∣∣∣
n∑

i<j=1

Φ(qi − qj)
∣∣∣ ≤ bn, (14)

де b ≡ sup
q∈[σ,R]

∣∣Φ(q)
∣∣([R

σ

])
, а

[
R
σ

]
— цiла частина числа R

σ , i справджу-

ється таке твердження.
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Твердження 1. Якщо F (0) ∈ L∞ξ,β, G(0) ∈ Cγ,0, то за умов

ξ < min
(

γ

C
;

2
(2C̃1 + 1)2 − 1

)
e−2βb−1

√
β′′

2π
(15)

та

0 ≤ t < t0 ≡ 1
2C̃2

(
− 2C̃1 − 1 +

√
1 +

2e−2βb−1

ξ

√
β′′

2π

)
, (16)

функцiонал (8) для середнiх значень спостережуваних iснує й справ-
джується така оцiнка

|〈G(0)|F (t)〉| ≤ 2eC ||F (0)||L∞ξ,β
||G(0)||Cγ

∞∑
s=0

(
Cξe2βb+1

γ

√
2π

β′′

)s

×

×
∞∑

n=0

(
2ξe2βb+1(C̃1 + C̃2t)(1 + C̃1 + C̃2t)

√
2π

β′′

)n

, (17)

де C = maxi=1,...,s|li(0)|, C̃1 = max(2R, 1), C̃2 = max
(
2(4b+1), 2

β′
)
та

β = β′ + β′′.

Дiйсно, нехай G(0) ∈ Cγ,0, F (0) ∈ L∞ξ,β , а послiдовнiсть F (t)
у функцiоналi (8) покомпонентно визначається розкладами (11). В
n-му членi ряду (11) пiдiнтегральний вираз дорiвнює нулю, якщо
за промiжок часу [0, t) частинки з множини X \ Y , тобто (s + 1, . . .
. . . , s + n)-тi частинки, не взаємодiють з частинками з множини Y ,
конфiгурацiї якої в початковий момент належать компакту Ωs(0)
(множинi, на якiй зосереджено спостережувану Gs(0)). Тодi для до-
вiльної пiдмножини Z ⊂ X \ Y має мiсце така рiвнiсть:

A2(t, Y, Z)F|X|(0, X) = 0.

Тому область iнтегрування по конфiгурацiйних змiнних, в якiй пiдiн-
тегральнi функцiї в розкладах (11) вiдмiннi вiд нуля, — це область
взаємодiї Ω|X\Y |(t) частинок з множини X \ Y з частинками з мно-
жини Y за промiжок часу [0, t). Така область має скiнченний об’єм
VΩ|X\Y |(t), для якого справедливою є оцiнка [9]

VΩ|X\Y |(t) ≤
(
C + (C1 + C2t)(s + n) + t

s+n∑

i=1

p2
i

)n

, (18)
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де C = maxi=1,...,s|li(0)|, C1 ≡ 2R, C2 ≡ 2(4b + 1) та b визначено
умовою (14).

У першому членi функцiоналу (8) пiдiнтегральна функцiя зосере-
джена на компактi конфiгурацiйних змiнних, оскiльки G(0) ∈ Cγ,0.
У рештi доданкiв враховується оцiнка (18) на об’єм областi взаємодiї.
Внаслiдок цього для функцiоналу 〈G(0)|F (t)〉 (8) середнiх значень
спостережуваних справджується нерiвнiсть

|〈G(0)|F (t)〉| ≤ 2||F (0)||L∞ξ,β
||G(0)||Cγ

×

×
∞∑

s=0

(ξe2βb)s

γs

∫

Ω|Y |(0)×Rs

dY exp
{
− β

s∑

i=1

p2
i

2

}
×

×
∞∑

n=0

(2ξe2βb)n

n!

∫

Ω|X\Y |(t)×Rn

d(X \ Y ) exp
{
− β

s+n∑

i=s+1

p2
i

2

}
,

(19)

де враховано оцiнку

(
A1(t, Y ) +

∑

Z⊂X\Y
Z 6=Ø

A2(t, Y, Z)
)

exp
{
− β

s+n∑

i=1

p2
i

2

}
≤

≤ 2|X\Y |e2βb|X| exp
{
− β

s+n∑

i=1

p2
i

2

}
, (20)

яка є наслiдком iнварiантностi гамiльтонiана n-частинкової системи
вiдносно дiї еволюцiйного оператора Sn(−t) (10), областi взаємодiї
та умов на потенцiал (14).

Вираз для оцiнки (18) зобразимо в такiй формi:

(
C + (C1 + C2t)s + t

s∑

i=1

p2
i + (C1 + C2t)n + t

s+n∑

i=s+1

p2
i

)n

=

=
n∑

k=0

n!
k∑

l=0

Cl

l!

k−l∑
m=0

sm

m!
(C1+C2t)m tk−l−m

(k − l −m)!

( s∑

i=1

p2
i

)k−l−m

×

×
n−k∑
r=0

nr

r!
(C1 + C2t)r tn−k−r

(n− k − r)!

( s+n∑

i=s+1

p2
i

)n−k−r

. (21)
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Пiсля iнтегрування по конфiгурацiйних змiнних у кожному членi
ряду в правiй частинi нерiвностi (19), враховуючи рiвнiсть (21) та
нерiвнiсть

( s∑

i=1

p2
i

)k−l−m

exp
{
−β′

s∑

i=1

p2
i

2

}
≤ (k− l−m)!

(
2
β′

)k−l−m

, (22)

обчислимо iнтеграли по iмпульсних змiнних. У результатi отримаємо

|〈G(0)|F (t)〉| ≤ 2||F (0)||L∞ξ,β
||G(0)||Cγ

∞∑
s=0

(
Cξe2βb

γ

)s (
2π

β′′

) s
2

×

×
∞∑

n=0

(2ξe2βb)n

(
2π

β′′

)n
2 n∑

k=0

k∑

l=0

Cl

l!

k−l∑
m=0

sm

m!
(C1+C2t)m

(
2t

β′

)k−l−m

×

×
n−k∑
r=0

nr

r!
(C1 + C2t)r

(
2t

β′

)n−k−r

, (23)

де β = β′ + β′′.
Покладемо C̃1 = max(C1, 1), C̃2 = max

(
C2,

2
β′

)
. Тодi для довiль-

ного t > 0 мають мiсце такi нерiвностi:

C̃1 + C̃2t ≥ 1 та (C̃1 + C̃2t)
β′

2t
≥ 1,

а тому

(C1 + C2t)r
(2t

β′

)n−k−r

≤ (C̃1 + C̃2t)n. (24)

Далi, приймаючи до уваги, що

k∑

l=0

Cl

l!
≤ eC ,

k−l∑
m=0

sm

m!
≤ es,

n−k∑
r=0

nr

r!
≤ en (25)

та
n∑

k=0

(C̃1 + C̃2t)k ≤ (1 + C̃1 + C̃2t)n,

оцiнку (23) можемо записати у виглядi (17).
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З нерiвностi (17) випливає: якщо ξ задовольняє умову (15), то
розклад (8) збiгається за умови (16).

Для спостережуваної адитивного типу G(1)(0) =
(
0, a1(0, x1), 0,

. . . , 0, . . .
)
функцiонал (8) має вигляд

〈G(1)〉(t) = 〈G(1)(0)|F (t)〉 =
∫

R×R

dx1 a1(0, x1)F1(t, x1), (26)

де F1(t, x1) визначається за формулою (11) для |Y | = 1.
Функцiонал (26) iснує за умови, що

ξ <
2e−2βb−1

(2C̃1 + 1)2 − 1

√
β′′

2π
,

при 0 ≤ t < t0, де t0 визначено в (16).

4. Регуляризований розв’язок дуального ланцюжка рiв-
нянь Боголюбова. Нехай {x1, . . . , xs} = Y, {xj1 , . . . , xjs−n

} = Y \X,

{j1, . . . , js−n} j {1, . . . , s}, i отже, X = {x1,
j1∨···

js−n∨. . . , xs}, де вико-

ристано позначення {x1,
jk∨. . ., xs} ≡ {x1, . . . , xjk−1 , xjk+1 , . . . , xs},

0 ≤ |X| = n ≤ s. Через YY \X будемо позначати множину Y , яка
мiстить пiдмножину Y \X як елемент, тобто |YY \X | = |X|+1 = n+1.

Для спостережуваних G(0) ∈ Cγ , за умови, що γ < e−1, розв’я-
зок початкової задачi для дуального ланцюжка рiвнянь Боголюбова
зображується формулою [8,12]

G|Y |(t, Y ) =
s∑

n=0

s∑

1=j1<...<js−n

A+
|X|+1(t, YY \X)G|Y \X|(0, Y \X),

(27)

де еволюцiйний оператор A+
|X|+1(t, YY \X) — дуальний кумулянт

(|X|+ 1)-го порядку еволюцiйних операторiв S|Y |(t, Y ) (10), |Y | ≥ 1.
Вiн визначається такою формулою [8,12]:

A+
|X|+1(t, YY \X) =

∑

P: YY \X=
⋃
i

Yi

(−1)|P|−1(|P| − 1)!
∏

Yi⊂P

S|Yi|(t, Yi), (28)

де
∑
P
— сума за всiма можливими розбиттями P множини YY \X на |P|

непорожнiх пiдмножин Yi ⊂ YY \X , що взаємно не перетинаються,
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Yi

⋂
Yj =Ø, i 6= j, а множина Y \X належить до однiєї з пiдмножин Yi;∏

Yi⊂P
— добуток за всiма непорожнiми пiдмножинами Yi з розбиття P.

Дуальнi кумулянти 1-го та 2-го порядку вiдповiдно мають ви-
гляд:

A+
1 (t, Y ) = S|Y |(t, Y ), (28a)

A+
2 (t, Y \ xs, xs) = S|Y |(t, Y )− S|Y |−1(t, Y \ xs)S1(t, xs), (28b)

де Y \ xs ≡ {x1, . . . , xs−1}.

Лема 1. Для дуального кумулянта (n+1)-го порядку A+
|X|+1(t, YY \X)

(28) справджується рiвнiсть

A+
|X|+1(t, YY \X) =

=
∑

Z⊂X
Z 6=Ø

A+
2 (t, Y \X, Z)

∑

Q: X\Z=
⋃
l

Xl

(−1)|Q||Q|!
∏

Xl⊂Q

A+
1 (t,Xl),

(29)

де
∑
Z

— сума за всiма непорожнiми пiдмножинами Z множини X;

множини Y \ X та Z — зв’язнi частини (групи з |Y \ X| та |Z|
частинок вiдповiдно) розбиття множини (Y \ X) ∪ Z на двi пiд-
множини;

∑
Q

— сума за всiма можливими розбиттями Q множи-

ни X \ Z на |Q| непорожнiх пiдмножин Xl ⊂ X \ Z, якi взаємно не
перетинаються, Xk ∩Xl = Ø, k 6= l;

∏
Xl⊂Q

— добуток за всiма непоро-

жнiми пiдмножинами Xl ⊂ X \ Z розбиття Q.

З урахуванням твердження леми 1 розв’язок (27) має вигляд

G|Y |(t, Y ) = A+
1 (t, Y ) G|Y |(0, Y )+

+
s∑

n=1

s∑

1=j1<...<js−n

∑

Z⊂X
Z 6=Ø

A+
2 (t, Y \X, Z)

∑

Q: X\Z=
⋃
l

Xl

(−1)|Q||Q|!×

×
∏

Xl⊂Q

A+
1 (t,Xl)G|Y \X|(0, Y \X), 1 ≤ |X| = n ≤ s, (30)
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де використано позначення до формули (29).
Оскiльки в розкладi (30) кумулянти першого порядку A+

1 (t,Xl)
дiють на змiннi функцiї G|Y \X|(0, Y \X), вiд яких вона не залежить,
Xl ⊂ X \ Z, Xl ⊂/ Y \X, то, враховуючи, що

∑

Q: X\Z=
⋃
l

Xl

(−1)|Q||Q|! =
|X\Z|∑

k=1

(−1)kk! s(|X \ Z|, k),

де s(|X \ Z|, k) ≡ s(m, k) — числа Стiрлiнга 2-го роду, для яких має
мiсце рiвнiсть

m∑

k=1

(−1)kk! s(m, k) = (−1)m, m ≥ 1, (31)

еквiвалентним представленням до розв’язку (30) початкової задачi
для дуального ланцюжка рiвнянь Боголюбова буде розклад (дуаль-
ний регуляризований розв’язок)

G|Y |(t, Y ) = A+
1 (t, Y ) G|Y |(0, Y )+

+
s∑

n=1

s∑

1=j1<...<js−n

∑

Z⊂X
Z 6=Ø

(−1)|X\Z|A+
2 (t, Y \X, Z) G|Y \X|(0, Y \X),

1 ≤ |X| = n ≤ |Y | = s, (32)

який у свою чергу еквiвалентний розкладу, побудованому в [2, 3].

Лема 2. Якщо G(0) ∈ Cγ , то за умови, що 0 < γ < 1, для розкладу
(32) справедливою є така оцiнка

|G|Y |(t, Y )| ≤ 2e2‖G(0)‖Cγ

s!
γs

. (33)

Доведення. Нехай G(0) ∈ Cγ . Згiдно з формулами (28a), (28b) та
визначенням (10), виконуються такi нерiвностi:

∣∣A+
1 (t, Y )G|Y |(0, Y )

∣∣ ≤ ‖G(0)‖Cγ

|Y |!
γ|Y |

, (34)

∣∣A+
2 (t, Y \X, Z)G|Y \X|(0, Y \X)

∣∣ ≤ 2‖G(0)‖Cγ

|Y \X|!
γ|Y \X|

. (35)
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Враховуючи (34) та (35), для розкладу (32) отримуємо оцiнку

|G|Y |(t, Y )| ≤ 2||G(0)||Cγ

s∑
n=0

s∑

1=j1<...<js−n

2n (s− n)!
γs−n

. (36)

Оскiльки 0 < γ < 1 та
s∑

1=j1<...<js−n

1 = s!
(s−n)!n! , внаслiдок нерiвностi

s∑
n=0

2n

n! ≤ e2, оцiнка (36) набуде вигляду (33).

5. Функцiонал середнiх значень спостережуваних: еволю-
цiя спостережуваних. Якщо парний потенцiал взаємодiї Φ задо-
вольняє умови (1), для розв’язку початкової задачi для дуального
ланцюжка рiвнянь Боголюбова, який визначається розкладом (32),
справедливим є таке твердження.

Твердження 2. Якщо F (0) ∈ L∞ξ,β та G(0) ∈ Cγ,0, то за умови

ξ <
γ

e C̃1

√
β′′

2π
, (37)

при 0 ≤ t < t0, де t0 ≡ 1
C̃2

(
− C̃1 + γ

e ξ

√
β′′
2π

)
, функцiонал (9) для се-

реднiх значень спостережуваних iснує, i для нього справджується
оцiнка

∣∣〈G(t)|F (0)〉
∣∣ ≤

≤ 2e2+C ||F (0)||L∞ξ,β
||G(0)||Cγ

∞∑
s=0

ξs

γs

(
2π

β′′

) s
2

es(C̃1 + C̃2t)s, (38)

де C = maxi=j1,...,js−n |li(0)|, а |li(0)| — довжина iнтервалу li(0), з
компакту Ω|Y \X|(0) = lj1(0)× . . .× lj|Y \X|(0), на якому зосереджено
функцiю Gs−n(0), C̃1 = max(2R, 1), C̃2 = max

(
2(4b + 1), 2

β′
)
, β =

= β′ + β′′, b ≡ sup
q∈[σ,R]

∣∣Φ(q)
∣∣([R

σ

])
, а

[
R
σ

]
— цiла частина числа R

σ .

Дiйсно, якщо Gs(t, x1, . . . , xs) — розв’язок (32) дуального лан-
цюжка рiвнянь Боголюбова [8,12], то вираз для функцiонала (9) має
вигляд
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〈G(t)|F (0)〉 =
∞∑

s=0

1
s!

∫

(Rs\Ws)×Rs

dY
(
A+

1 (t, Y ) G|Y |(0, Y )+

+
s∑

n=1

s∑

1=j1<...<js−n

∑

Z⊂X
Z 6=Ø

(−1)|X\Z|A+
2 (t, Y \X, Z) G|Y \X|(0, Y \X)

)
×

×F|Y |(0, Y ), 1 ≤ |X| = n ≤ |Y | = s. (39)

Для дуальних кумулянтiв 2-го порядку (28b) характерна така вла-
стивiсть: якщо за промiжок часу [0, t) частинки з довiльної пiдмно-
жини Z ⊂ X не взаємодiють з частинками з множини Y \ X =
= {xj1 , . . . , xjs−n

}, то справджується рiвнiсть

A+
2 (t, Y \X, Z)G|Y \X|(0, Y \X) = 0. (40)

Нехай F (0) ∈ L∞ξ,β та G(0) ∈ Cγ,0. Тодi для початкових даних
частинок з множини Y \ X, що належать компакту Ω|Y \X|(0) =
= lj1(0)× . . .× lj|Y \X|(0), на якому зосереджена функцiя
G|Y \X|(0, Y \X), область iнтегрування по конфiгурацiйних змiнних
з множини X в s-му членi ряду (39), в якiй пiдiнтегральна функцiя
вiдмiнна вiд нуля, — область взаємодiї Ω|X|(t) частинок з множи-
ни X з частинками з множини Y \X за промiжок часу [0, t) — має
скiнченний об’єм VΩ|X|(t), для якого має мiсце оцiнка

VΩ|X|(t) ≤
(
C + (C1 + C2t)s + t

s∑

i=1

p2
i

)n

, (41)

де C = maxi=j1,...,js−n |li(0)|, C1 ≡ 2R, C2 ≡ 2(4b + 1) та b визначено
умовою (14).

Для функцiонала (39) згiдно з (41) справедливою є така оцiнка

∣∣〈G(t)|F (0)〉
∣∣ ≤ 2||F (0)||L∞ξ,β

||G(0)||Cγ

∞∑
s=0

ξs

γs
×

×
∫

Rs

dp1 . . . dps exp
{
− β

s∑

i=1

p2
i

2

} s∑
n=0

2n

n!
×

×
(
C + (C1 + C2t)s + t

s∑

i=1

p2
i

)n

Cs−n. (42)
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Приймаючи до уваги лему 2, спiввiдношення

(
C + (C1 + C2t)s + t

s∑

i=1

p2
i

)s

=

=
s∑

k=0

Ck

k!

s−k∑
r=0

sr

r!
(C1 + C2t)r ts−k−r

(s− k − r)!

( s∑

i=1

p2
i

)s−k−r

i нерiвнiсть (22), обчислимо iнтеграли по iмпульсних змiнних у виразi
(42), маємо

∣∣〈G(t)|F (0)〉
∣∣ ≤ 2e2||F (0)||L∞ξ,β

||G(0)||Cγ

∞∑
s=0

ξs

γs

(
2π

β′′

) s
2

×

×
s∑

k=0

Ck

k!

s−k∑
r=0

sr

r!
(C1 + C2t)r

(
2t

β′

)s−k−r

, (43)

де β = β′ + β′′.
Враховуючи нерiвностi (24), (25), з оцiнки (43) отримаємо (38).
Отже, з нерiвностi (38) випливає, що за умови (37) iснує фун-

кцiонал (39) для середнiх значень спостережуваних, який вiдповiдає
функцiоналу (9) у випадку регуляризованого зображення розв’язку
початкової задачi для дуального ланцюжка рiвнянь Боголюбова.

Вiдмiтимо, що регуляризований розклад (32) для початкових спо-
стережуваних адитивного типу (7) має вигляд

G(1)(t) = (0, G
(1)
1 (t, x1), G

(1)
2 (t, x1, x2), . . . , G(1)

s (t, x1, . . . , xs), . . .), (44)

де

G
(1)
1 (t, x1) = A+

1 (t, x1)a1(0, x1), (44a)

G
(1)
2 (t, x1, x2) = A+

2 (t, x1, x2)a1(0, x1) + A+
2 (t, x1, x2)a1(0, x2),

(44b)

G(1)
s (t, x1, . . . , xs) =

s∑

j=1

∑

Z⊂Y \xj

Z 6=Ø

(−1)|Y \Z|−1 A+
2 (t, xj , Z)a1(0, xj),

s ≥ 2. (44c)
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Якщо F (0) ∈ L∞ξ,β та G(1)(0) ∈ Cγ,0, то для функцiоналу

〈G(1)〉(t) = 〈G(1)(t)|F (0)〉 =

=
∞∑

s=1

1
s!

∫

(Rs\Ws)×Rs

dx1 . . . dxs G(1)
s (t, x1, . . . , xs)Fs(0, x1, . . . , xs),

(45)

де G
(1)
s (t, x1, . . . , xs) визначається за формулою (44c), справедливою

є оцiнка, подiбна до (38), а саме,

∣∣∣〈G(1)(0)|F (t)〉
∣∣∣ ≤ Cξ

γ
eC+1

√
2π

β′′
||F (0)||L∞ξ,β

||G(1)(0)||Cγ
×

×
∞∑

s=0

(2eξ)s

(√
2π

β′′

)s

(C̃1 + C̃2t)s(1 + C̃1 + C̃2t)s. (46)

Справдi, нехай F (0) ∈ L∞ξ,β та G(1)(0) ∈ Cγ,0, причому G(1)(0) —
спостережувана адитивного типу, яка визначається за формулами
(44a)–(44c), а функцiю a1(0, xi), i = j1, . . . , js−1, зафiксовано на ком-
пактi Ω1(0), який є вiдрiзком li(0) довжини |li(0)|. Тодi аналогiчно
доведенню оцiнки (38), отримуємо

∫

R×R

dx1 |A+
1 (t, x1)a1(0, x1)| |F1(0, x1)| ≤

≤ ξ

γ
C(t)||F (0)||L∞ξ,β

||G(1)(0)||Cγ (47)

де C(t) ≡ |l1(0)|
√

2π
β + 2t

β , та

∞∑
s=2

1
s!

∫

Rs×Rs

dx1 . . . dxs

s∑

j=1

∑

Z⊂{x1,...,xs}\xj

Z 6=Ø

|A+
2 (t, xj , Z) a1(0, xj)|×

×|Fs(0, x1, . . . , xs)| ≤ Cξ

γ
eC+1

√
2π

β′′
||F (0)||L∞ξ,β

||G(1)(0)||Cγ×

×
∞∑

s=1

(2eξ)s

(√
2π

β′′

)s

(C̃1 + C̃2t)s(1 + C̃1 + C̃2t)s, (48)
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де використано позначення оцiнки (43). Згiдно з (47) та (48) отриму-
ємо оцiнку (46).

Зауважимо, що iснування функцiоналiв для спостережуваної
s-кратного типу також розглядалось у роботi [11] для iншого зобра-
ження розв’язку дуального ланцюжка рiвнянь Боголюбова, сформу-
льованого в роботах [2, 3].

Вiдмiтимо, що використовуючи такий самий пiдхiд, як при до-
веденнi iснування функцiоналiв середнiх значень спостережуваних,
можна провести й доведення iснування функцiоналiв для вiдхилень
вiд середнiх значень спостережуваних (наприклад, дисперсiї), якими
описуються флуктуацiї в нерiвноважних системах.
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Когерентизация энергии тепловых
флуктуаций двухканальной
билинейной системой управления
Ю.И. Самойленко

Iнститут математики НАН України, Київ

Ця робота презентує фiзично реалiзовну математичну модель
Лагранжа–Релея–Найквiста вiдкритої бiлiнiйної двоканальної системи
керування, яка дозволяє здiйснювати часткову когерентизацiю енергiї
однотемпературних теплових флуктуацiй та трансформувати її у перi-
одичнi зовнiшнi керуючi поля, збiльшуючи їхню загальну енергiю, яка
має когерентну форму.

This paper proposes a physically realizable Lagrange–Rayleigh–Nyquist
mathematical model of open bilinear two-channels control system which
can perform partial coherentization of one-temperature heat fluctuations
energy and transport it to periodic external controlling fields enlarging
their total energy having coherent form.

1. Физическое введение. Общая характеристика пробле-
мы. Прежде, чем рассматривать конкретную модель "когерентиза-
тора" тепловых флуктуаций, полезно некоторое внимание уделить
более широкому ви́дению проблемы преобразования тепловой энер-
гии в механическую, понимая последнюю в широком смысле слова
[1]. История вопроса восходит к периоду становления термодинами-
ки, творцами которой были С. Карно (1824), Р. Клаузиус (1850),
В. Томсон (лорд Кельвин) (1851) и разработчик общей теории те-
пловых машин шотландец В. Ранкин (1851). В последующих работах
(1859, 1864, 1865) Р. Клаузиус вводит понятие энтропии, а В. Томсон
приходит к заключению, что применение принципа возрастания эн-
тропии ко вселенной в целом равносильно признанию неизбежности
так назывемой тепловой смерти. В качестве второго начала термоди-
намики Р. Клаузиус выдвигает постулат: "Теплота не может "сама
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собою" перейти от более холодного тела к более теплому", который
дополнил первое начало — постулат сохранения энергии. Однако уже
тогда некоторые физики справедливо усматривали, что категори-
чность второго начала означала бы, вообще говоря, неспособность
энергии к обратимым превращениям.

К числу осторожных критиков второго начала относился и
Джеймс Максвелл, сделавший огромный вклад не только в электро-
динамику и статистическую физику, но и в основы теории автомати-
ческого регулирования [2]. И не случайно, повидимому, он в одном из
разделов своей книги "Теория теплоты" (1871), названном "ограни-
чения второго начала термодинамики", предложил идею автомата,
сортирующего молекулы по скоростям и создающего достаточные
условия для получения механической энергии из тепловой, как бы
вопреки второму началу термодинамики. В знак уважения к Джейм-
су Максвеллу В. Томсон предложил называть подобное гипотетиче-
ское устройство "демон Максвелла", возможно, признавая отчасти
справедливость критического восприятия теории, к разработке ко-
торой он имел прямое отношение. (Пример, достойный подражания
и в наше время!)

Как вскоре выяснилось, даже в принципе, а не только в силу те-
хнических проблем, измерения на микроуровне требуют затрат энер-
гии, имеющих ненулевой нижний предел. Следовательно, затраты
на работу коллектива "демонов Максвелла" неизбежно растут, по
меньшей мере, пропорционально добываемой при их помощи меха-
нической энергии. Насколько нам известно, несмотря на быстрый
прогресс в создании генераторов когерентных колебаний в кванто-
вой и молекулярной электронике с применением тепловой, хими-
ческой или иной некогерентной накачки, до сих пор не удавалось
осуществить превышение энергетического выхода над энергозатра-
тами на пути реализации идеи "максвеллова демона" [3]. Тем самым,
по существу, признается, что как и в случае квазиравновесных ци-
клических процессов, реализуемых в технической термодинамике, в
генераторах когерентных колебаний, использующих неравновесные
состояния рабочих сред, к.п.д. преобразования η тепловой энергии
в корегентную форму определяется разностью температур нагрева-
теля T1 и холодильника T2, отнесенной к температуре нагревателя
T1:

η =
T1 − T2

T1
. (1)
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Эта формула, установленная еще в 1824 г. С. Карно [4], продол-
жает быть основой расчета и для таких искусственно создаваемых
неравновесных ансамблей, которые удается разделить на горячие и
холодные подансамбли, как, например, это делается в молекуляр-
ном генераторе на аммиаке, названном в [5] "демоном Максвелла"
XX века. Здесь роль "демона", по мнению автора этой монографии,
играет неоднородное электрическое поле, разделяющее пучок моле-
кул аммиака на возбужденную и невозбужденную составляющие.
Благодаря относительной простоте подобной схемы, удается полу-
чить оценку ее энергетической эффективности и показать, что она
не может превысить предел, даваемый формулой (2).

Более обстоятельный анализ термодинамической цены квантово-
го измерения со ссылкой на работу [6] воспроизведен в [3], где также
формула (2) рассматривается как ограничение.

Автором представляемого здесь сообщения еще в 1971 г. была
предложена идея реализации вычислительной машины на управля-
емых квантовых переходах, в которой вместо вывода каждой из эле-
ментарных операций на макроуровень, сопровождающегося в соо-
тветствии с [6] выделением тепла и нежелательными проявлениями
квантовой неопределенности Гейзенберга, выводу подлежала только
результирующая информация, переводимая практически без потерь
на макроуровень [7]. Эта работа и цикл последующих публикаций ав-
тора послужили основой для написания совместно с А.Г. Бутковским
монографии [8], а также ее переработанного варианта, изданного на
английском языке [9] в Нидерландах. В предисловии к ней редакто-
ра серии профессора М. Хазевинкеля книга [9] отмечена как первая,
посвященная данному весьма актуальному направлению. Этот при-
оритет неоднократно подтверждают и другие зарубежные авторы.
Так, в [10], — сборнике статей по управлению процессами на микро-
уровне, — это отмечено в предисловии редакторов сборника, и, кроме
того, в ряде статей сделаны ссылки на монографию [9].

Рассматривая проблему когерентизации энергии тепловых флу-
ктуаций, восходящую к идее Максвелла, не только как физическую,
но и кибернетическую, следует привлекать такой раздел науки об
управлении, как теорию синтеза пространственно распределенных и
функционально интегрированных билинейных систем. С общей ме-
тодологией, моделями и методами, в разработке которых принимали
участие автор и его коллеги, можно ознакомиться по главам книги
[11], относящимся к вопросам синтеза активных управляющих сред с
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заданными динамическими характеристиками. Решение многих рас-
смотренных в ней задач основано на асимптотических методах тео-
рии колебаний, создание и обоснование которых во многом обязано
Н.М. Крылову, Н.Н. Боголюбову, Ю.А. Митропольскому, А.М. Са-
мойленко и другим представителям Киевской школы математиков
(см. [12]). С другой стороны, углубленное изучение неравновесных и
флуктуационных процесов в многочастичных физических системах,
которому посвящены многие работы Н.Н. Боголюбова, Д.Я. Петри-
ны, В.И. Герасименко и их коллег [18], побуждают к поиску еще не в
полной мере раскрытых возможностей на пути решения фундамен-
тальных и прикладных проблем энергетики.

Известно несколько, на первый взгляд эквивалентных формули-
ровок второго начала термодинамики [13]:
— тепло не может само собой (т. е. без вмешательства окружения)
перейти от системы с меньшей температурой к системе с большей
температурой (Р. Клаузиус);
— невозможно получать работу, только охлаждая отдельное тело ни-
же температуры самой холодной части окружающей среды
(В. Кельвин);
— невозможен вечный двигатель второго рода, т. е. периодически ра-
ботающая машина, которая производила бы подъем груза только за
счет охлаждения теплового резервуара (В. Оствальд, М. Планк);
— при реальных процессах энтропия замкнутой системы возрастает
(А. Зоммерфельд).

По поводу второго начала Р. Кубо в [1] высказался таким образом: "Кто
когда-либо видел, чтобы вода в котелке закипела бы сама собой, забрав
тепло от куска льда, на который был поставлен котелок?" И далее:

"Второй закон термодинамики отрицает возможность существования
демона Максвелла. Возможно, вам удастся найти демона, который начнет
необычайно тонкую работу по разделению молекул, проходящих через
отверстие. Но он никогда не сможет продолжать свою работу бесконе-
чно долго. Вскоре он ослепнет, забелеет и прекратит свою деятельность.
Тогда вся система, молекулы газа и сам демон снова придут в состояние
теплового равновесия, исчезнет разность температур, однажды созданная
демоном, а у демона начнется лихорадка с температурой, равной темпе-
ратуре газа. Казалось бы, что живой организм похож на демона Максвел-
ла, но это не так. Живой организм является открытой системой, которая
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обменивается с внешней средой материей, энергией и энтропией. Но сама
жизнь не может нарушить термодинамические законы."

Весьма поучительным является ставший уже хрестоматийным пример
об артели обезьян, пытающихся напечатать произведение В. Шекспира
"Гамлет". Часто воспроизводимая оценка такова, что 1010 обезьян за вре-
мя существования Вселенной могли бы случайно это сделать (а кто бы
смог "выловить"результат?!) лишь с вероятностью 10−164316 (Ч. Киттель
"Статистическая термодинамика"). На это С.П. Капица (ред.) справедли-
во заметил: "В рассуждении автора упущено то, что за миллион лет эво-
люции обезьяна может превратиться в человека и потому сможет написать
книгу, и не одну!" Именно такого рода процессы игнорируются, когда по
вероятности оцениваются только реализации состояний, а не выборки из
пространства генерирующих их всевозможных структур.

Менее категорично по этому поводу высказывался Л. Больцман,
рассматривая, как и Дж. Максвелл, возможность флуктуаций в ре-
альных системах, но, однако, с тем меньшей вероятностью и часто-
той, чем они ближе к средним величинам наблюдаемых физических
величин.

Сказанное классиками науки по поводу постулата, именуемого
вторым началом термодинамики, относится только к замкнутым,
квазиравновесным системам. Но реальные системы (и не только ко-
смического масштаба) далеко не всегда являются замкнутыми, а для
них второе начало указывает лишь общий принцип наиболее эффе-
ктивного использования квазиравновесных циклических процессов.
И то, что пока еще не были реализованы циклические существенно
неравновесные процессы с более высоким к. п. д., чем условно опре-
деляемым формулой Карно (1), еще не означает их принципиальную
невозможность без наличия холодильника в явном виде. На это со-
вершенно справедливо обратил внимание Б.Г. Кузнецов [14]: "Оно
(второе начало. – Ю.С.) указывает лишь на те условия, при кото-
рых энтропия не может уменьшаться, а соответственно позволяет
найти (и создать!) условия, при которых энтропия уменьшается."

Подводя итог обсуждению исторического экскурса и общей хара-
ктеристики проблемы, вынесенной в заголовок этой статьи, полезно
выразить еще и следующее суждение.

Если бы при оценке вероятности убывания энтропии сравнению
подлежали бы не только различные начальные состояния одного и
того же статистического ансамбля со вполне определенной фиксиро-
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ванной заранее динамикой, но также и различные по динамическим
свойствам ансамбли с нетривиальной структурой элементарных под-
систем, то с гораздо большей вероятностью встречались бы реали-
зации моделей с преобладающим убыванием энтропии. А если эта
гипотеза не ошибочна по существу, то есть смысл осуществить на-
правленный перебор вариантов реализаций, начиная с подсистем ма-
лой размерности пространства состояний и простейшей структурой
сил внутренних и внешних взаимодействий. Именно этот замысел
был положен в основу поисковых исследований, цитируемых и ча-
стично воспроизводимых ниже, которые, как оказалось, подтвердили
предполагавшуюся возможность.

2. Качественные предпосылки и предварительные резуль-
таты. Одним из условий выполнения намеченной программы рас-
сматривается необходимость аналитического конструирования тех
функциональных элементов, на которые предполагается возложить
операции распознавания состояния подсистем, выработки управляю-
щих воздействий и их фактическое применение в каждой элементар-
ной подсистеме, причем без информирования систем верхнего уров-
ня иерархии, осуществляющих только заранее программированное
координирующее воздействие. Решение этой задачи потребовало, в
свою очередь, синтеза структуры сил методом программируемых ре-
зонансных воздействий и параметрического усиления [15].

Разработанный подход был применен при попытке реализовать
тепловую машину циклического действия на резонансных эффектах
в связке двух осцилляторов, возбуждаемых флуктуациями Найкви-
ста и имеющих, вообще говоря, различные температуры [16]. Резуль-
тат оказался в полном соответствии с принципами термодинамики.
В частности, если частоты осцилляторов ω1, ω2 и температуры их
резисторов T1, T2 удовлетворяли соотношению T2

T1
> ω2

ω1
, обеспечива-

ющему инверсную заселенность энергетических уровней, то система
могла преобразовать часть энергии тепловых флуктуаций в когерен-
тную составляющую управляющих колебаний (накачки). При обра-
тном соотношении температур и частот, когда T2

T1
< ω2

ω1
, оказалось

возможным не только нагревать в резисторы обоих осцилляторов, но
также и, нагревая более горячий из них, охлаждать более холодный.
Попытка получить дополнительную энергию от флуктуаций Най-
квиста, преобразованную в когерентную форму при равенстве тем-
ператур T1 = T2 в рамках модели, исследованной в [16], не удавалось



Когерентизация энергии тепловых флуктуаций 207

ни при каких ее настройках. Не помогло и применение асимметри-
чной относительно обращения времени пилообразных управляющих
колебаний.

Рассмотрение возникающей ситуации с более общих позиций во-
зможно при помощи следующего результата, полученного автором
и его коллегами при решении оптимизационной задачи управления
квантовым статистическим ансамблем по энергетическому крите-
рию. Его подробное изложение приведено в [11].
Теорема (об оптимальных перестановках). Пусть группа управ-
ляемости G, генерируемая гамильтонианом управляемой системы
Ĥ(t, u), гомоморфна симметрической группе Sn, причем Hom :
G → Sn реализуется действием сопряжения g−1λ̂g = π̂(λ̂), g ∈ G,
λ̂ ∈ Λ(n), π̂ ∈ Sn, где Λ(n) — пространство диагональных матриц
размерности n. Тогда решение оптимизационной задачи с момен-
тным энергетическим функционалом существует и принадлежит
прообразу Sn в G.

Из теоремы об энергетической оптимальности перестановок в спе-
ктре немедленно следует необходимость затрат энергии на любую
операцию по управлению состоянием термодинамически равновесно-
го ансамбля, поскольку такой ансамбль характеризуется монотон-
ным убыванием (с учетом вырождения) заселенностей по энергети-
ческой шкале. Фактически это утверждение можно рассматривать
как одну из эквивалентных математических формулировок, отра-
жающих физический смысл второго начала термодинамики. Теперь
становится понятным, почему для рассмотренной в [16] модели те-
пловой машины только в случае различных температур подансам-
блей осцилляторов с одноканальным резонансным управлением уда-
ется получить положительный энергетический выход. Причина со-
стоит не в том, что было применено управляющее воздействие, сим-
метричное относительно реверса во времени, а в равновесности сово-
купности двух подансамблей при равенстве их температур (T1 = T2)
и в использовании только одного канала управления в виде модули-
рованной потенциальной связи.

3. Дополнение элементарных подсистем гироскопически-
ми связями. Принципиально иной путь создания неравновесной си-
туации в ансамбле подсистем с двумя степенями свободы, имеющи-
ми постоянный термический контакт с однотемпературным резерву-
аром (одно- или двухемкостным) тепловой энергии, был исследован
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на модельном уровне в работе [17]. Чтобы избежать повторения ту-
пиковой ситуации, когда используется простейшая двухосциллятор-
ная модель подсистемы ансамбля, имеющая только взаимодействие
между двумя осциляторами в виде модулированной упругой связи,
структура сил была дополнена гироскопической составляющей. Вви-
ду усложнения процедуры составления необходимых для асимпто-
тического анализа "укороченных" уравнений, на первом этапе моду-
ляция коэффициента гироскопической связи не предусматривалась,
а модулировалась только потенциальная энергия взаимодействия в
пределах каждой подсистемы. На втором этапе включались уже оба
вида модуляции.

Анализ зависимости от параметров настройки усредненной по
времени и статистически выходной мощности, предпринятый в [17]
с применением формулы Найквиста для случая T1 = T2, дал такие
результаты:
– без модуляции любого из двух каналов положительный суммар-
ный энергетический выход невозможен ни при каких параметрах
настройки;
– при синхронной модуляции как потенциальной связи, так и гиро-
скопической (с фазовым опережением π

2 ) существует непустая об-
ласть параметров настройки, при которых сумма усредненных энер-
гетических выходов, получаемых от обоих каналов, имеет положи-
тельное значение.

Под усредненными энергетическими выходами подразумеваются
средние (по скользящему интервалу "быстрого" времени и статисти-
ческому распределению δ-коррелированных флуктуационных сил
Найквиста) мощности, развиваемые совместным силовым воздей-
ствием флуктуаций (взаимнокоррелированных управляющими коле-
баниями в пределах каждой элементарной подсистемы) на обобщен-
ных скоростях изменения во времени обобщенных координат моду-
ляторов коэффициентов связей.

Полученные результаты объясняются следующими причинами:
– каждый из каналов управления в отдельности не может генериро-
вать достаточно полную группу управляемости, способную вызывать
значительные, учитываемые в ε-приближении отклонения от стати-
стического равновесия однотемпературного ансамбля элементарных
подсистем; соответственно и теорема об оптимальных перестанов-
ках предопределяет невозможность положительного энергетическо-
го выхода;
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– некоммутативность операторов управляющих воздействий по ги-
роскопическому и потенциальному каналам позволяет генерировать
группу управляемости настолько полную, что она оказывается до-
статочной для отклонения управляемого ансамбля от равновесия на
величину, учитываемую асимптотическим ε-приближением.

Замечание. Хотя в [17] модуляция вводилась не в лагранжиан,
а непосредственно в систему уравнений, что не эквивалентно и не
корректно с точки зрения физической реализации, это не привело к
принципиально ошибочному выводу, однако повлияло на вид резуль-
тирующих формул. Ниже этот дефект исходной модели устранен.

4. Представление модели в лагранжевой форме. Продол-
жая исследования, предпринятые в [16] и [7], положим, что предлага-
емая модель состоит из большого числа N À 1 не связанных между
собой, но синхронно модулируемых билинейной системой управле-
ния структурно идентичных друг другу элементарных подсистем с
двумя гироскопически связанными осцилляторными степенями сво-
боды. Энергия теплового возбуждения рабочей среды
δ-коррелированными силами Найквиста вводится в каждую из эле-
ментарных подсистем через включенные в них резисторы. Используя
удобные для анализа обозначения [17], запишем лагранжиан иссле-
дуемой элементарной подсистемы в виде

L = L0 + εL(u) + εL(g) + εL(f) (0 < ε ¿ 1), (2)

где

L0 =
1
2
(ẋ2

1 + ẋ2
2)−

1
2
g(ẋ1x2 − ẋ2x1)− 1

2

(
µx2

1 +
1
µ

x2
2

)
, (3)

L(u) = −x
(u)
0 x1x2, L(g) = −1

2
x

(g)
0 (ẋ1x2 − ẋ2x1), (4)

x
(u)
0 = 2k0 sinΩt, x

(g)
0 = 2l0 cosΩt, (5)

L(f) = f1x1 + f2x2. (6)

Здесь xα, ẋα, fα (α = 1, 2) — обобщенные координаты, скорости и
силы соответственно, относящиеся к исследуемой элементарной под-
системе управляемого ансамбля, x

(u)
0 , x

(g)
0 — обобщенные координа-

ты органов управления (модуляторов), действующих, соответствен-
но, по каналам потенциального и гироскопического взаимодействий.
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Параметрически модулирующие управляющие воздействия по этим
каналам представлены сдвинутыми на π

2 простыми гармоническими
колебаниями с амплитудами k0, l0 и c одной и той же частотой

Ω =
1√
ν
−√ν, (7)

равной разности собственных частот 1√
ν

и
√

ν элементарной под-
системы при наличии гироскопической связи с коэффициентом g.
Отношение собственных частот при g = 0 обозначено через µ.

Характеристическое уравнение порождающей системы, иначе го-
воря, системы начального (нулевого по ε) приближения, соответству-
ющей невозмущенному лагранжиану L0, связывает µ и ν с коэффи-
циентом g соотношением

µνg2 = (µ− ν)(1− µν), (8)

а также условиями

0 < ν < µ < 1, ν 6= 1
3
, (9)

из которых первое обеспечивает положительность g2, а второе, что
будет понятно далее, — отсутствие некоторых нежелательных пара-
метрических резонансов.

Силы вязкого трения вводятся в модель посредством диссипатив-
ной функции Рэлея

R = ε
1
2
(r1ẋ

2
1 + r2ẋ

2
2). (10)

Уравнения Лагранжа, дополненные силами вязкого трения, имеют
вид

d

dt

∂L

∂ẋα
− ∂L

∂xα
+

∂R

∂ẋα
= 0 (α = 1, 2). (11)

В развернутой форме они записываются следующим образом:

ẍ1 − gẋ2 + µx1 + εr1ẋ1 + εx
(u)
0 x2 − εx

(g)
0 ẋ2 − ε

1
2
ẋ

(g)
0 x2 = εf1,

ẍ2 + gẋ1 +
1
µ

x2 + εr2ẋ2 + εx
(u)
0 x1 + εx

(g)
0 ẋ1 + ε

1
2
ẋ

(g)
0 x1 = εf2.
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Более компактная запись этих уравнений достигается применением

векторно-матричных обозначений: ~x =
[

x1

x2

]
— вектор обобщен-

ных координат, ~f =
[

f1

f2

]
— вектор сторонних сил (сил Найкви-

ста), Î =
[

1 , 0
0 , 1

]
— единичная матрица, Ĵ =

[
0 , −1
1 , 0

]
—

элементарная симплектическая матрица, P̂ =
[

0 , 1
1 , 0

]
— пере-

становочная матрица,

M̂ =
[ √

µ , 0
0 , 1√

µ

]
— матрица собственных частот при g = 0,

(12)

N̂ =
[ √

ν , 0
0 , 1√

ν

]
— матрица собственных частот при g 6= 0, (13)

R̂ =
[

r1 , 0
0 , r2

]
— матрица диссипативных параметров, (14)

Â = Î
d2

dt2
+gĴ

d

dt
+M̂2 — матричный оператор порождающей системы,

(15)

B̂ = R̂
d

dt
+x

(u)
0 P̂+x

(g)
0 Ĵ

d

dt
+

1
2
ẋ

(g)
0 Ĵ — матричный оператор, (16)

выражающий действие диссипативных сил и параметрической мо-
дуляции.

Теперь уравнения (11) можно записать так:

Â~x + εB̂~x = ε~f. (17)

Таким образом, исследуемая модель, формально говоря, представле-
на линейной неоднородной системой двух обыкновенных дифферен-
циальных уравнений второго порядка с периодическими коэффици-
ентами. Эта система характеризуется наличием малого параметра
ε в правых частях уравнений, силах вязкого трения, а также при
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периодических коэффициентах и сторонних силах флуктуационно-
диссипативной термической природы (силах Найквиста).

Выбором параметров настройки следует распорядиться так, что-
бы система сохраняла устойчивость по отношению к раскачке соб-
ственных колебаний, но чтобы вынужденные колебания, вызывае-
мые силами Найквиста, приобретали взаимную корреляцию за счет
синхронной параметрической модуляции коэффициентов по двум ка-
налам — потенциальному и гироскопическому. Ввиду отсутствия не-
посредственного взаимодействия между элементарными подсистема-
ми, обменивающимися энергией только с общей системой управле-
ния и собственными диссипативными нагретыми элементами, гене-
рирующими флуктуационные силы Найквиста, энергетический ба-
ланс достаточно определить для любой из этих эквивалентных под-
систем.

Если система управления предполагается открытой системой в
физическом значении этого определения, то наряду с координатами,
относящимися к внутренним степеням свободы (здесь — это x1 и x2),
в представлении ее состояния на момент t участвуют и координаты
управляющих исполнительных органов (в данном случае это x

(u)
0 и

x
(g)
0 ). Обобщенная сила f

(u)
0 , действующая со стороны управляемой

подсистемы (пребывающей в данный момент времени t в положении,
заданном значениями координат x1, x2) на модулятор потенциаль-
ной связи (находящийся в этот же момент времени в состоянии, опре-
деляемом значением его обобщенной координаты x

(u)
0 ) выражается

согласно обычной формуле лагранжевой механики:

f
(u)
0 =

∂L(u)

∂x
(u)
0

= −x1x2. (18)

Следует обратить внимание на то, что это — сила реакции объекта
управления, воздействие которой на себя воспринимает модулятор
потенциальной связи.

Мощность, передаваемая в момент t от объекта управления испол-
нительному органу управляющего устройства (модулятору потенци-
альной связи), есть произведение силы (18) на скорость ẋ

(u)
0 измене-

ния обобщенной координаты x
(u)
0 , определяющей положение на мо-

мент t исполнительного органа:

W
(u)
out (t) = −ẋ

(u)
0 x1x2. (19)
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Совершенно аналогично, частным дифференцированием L(g) по
обобщенной координате x

(g)
0 модулятора гироскопической связи, на-

ходится сила воздействия со стороны управляемой подсистемы на
модулятор этой связи с той лишь разницей, что данная сила, в отли-
чие от f

(u)
0 , зависит как от x1, x2, так и от ẋ1, ẋ2:

f
(g)
0 =

∂L(g)

∂x
(g)
0

= −1
2
(ẋ1x2 − ẋ2x1). (20)

Мгновенное значение мощности, развиваемой силой f
(g)
0 при изме-

нении координаты x
(g)
0 со скоростью ẋ

(g)
0 , дается формулой

W
(g)
out(t) = −1

2
ẋ

(g)
0 (ẋ1x2 − ẋ2x1). (21)

Усреднение формул (19), (21) по скользящему интервалу "быстрого"
времени и статистически дает возможность с практически приемле-
мой точностью определить энергетические выходы по каждому из
каналов параметрической модуляции, а также суммарный выход по
обоим каналам:

W
(u)
out = − ˜

ẋ
(u)
0 x1x2, (22)

W
(g)
out = −1

2
˜

ẋ
(g)
0 (ẋ1x2 − ẋ2x1), (23)

W
(Σ)
out = W

(u)
out + W

(g)
out. (24)

Здесь и ниже сплошная черта над выражением обозначает усре-
днение по времени, а волнистая — статистическое усреднение.

5. Вывод и решение "укороченных" уравнений, опреде-
ляющих эволюцию комплексных амплитуд осцилляций пе-
ременных x1, x2. Получение асимптотических выражений x1, x2,
необходимых для подстановки в (22), (23), упрощается, если восполь-
зоваться приемом комплексификации предполагаемых решений си-
стемы (17) и последующего их овеществления по В.И. Арнольду. По-
ложив ε = 0 в системе (17), получим однородную порождающую си-
стему обыкновенных дифференциальных уравнений с постоянными
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коэффициентами



d2

dt2 + µ, −g d
dt

g d
dt ,

d2

dt2 + 1
µ







x0
1

x0
2


 = 0. (25)

Предполагая зависимость ~x0 =
[

x0
1

x0
2

]
от t пропорциональной eiωt,

составим характеристическое уравнение для системы (25):

det




µ− ω2, −iωg

iωg, 1
µ − ω2


 = ω4 −

(
g2 + µ +

1
µ

)
ω2 + 1 = 0. (26)

Подстановкой ω2 = λ оно приводится к квадратному уравнению

λ2 −
(

g2 + µ +
1
µ

)
λ + 1 = 0. По теореме Виета произведение его

корней равно единице, а сумма их равна g2 + µ +
1
µ
. Полагая, что

решения порождающей системы имеют характер свободных незату-
хающих колебаний, делаем вывод, что λ должно быть положитель-
ным вещественным числом, принимающим значения ν и 1

ν , так что

ν +
1
ν

= g2 + µ +
1
µ
. При этом коэффициент гироскопической свя-

зи g является вещественным, если соблюдено условие (9). Очевидно,
что равенство (8) действительно является прямым следствием хара-
ктеристического уравнения (26), а матрица (13) составлена из поло-
жительных значений собственных частот системы (25), которые при
g → 0 стремятся к соответствующим элементам матрицы (12).

Комплексифицированное общее решение ~x0 однородной системы
(25), как нетрудно проверить, имеет вид

~x0 = ŜΛ̂~a0, (27)

где

~a0 =
[

a0
1

a0
2

]
— вектор комплексных амплитуд, (28)

играющих роль (при ε = 0) произвольных констант интегрирования,

Λ̂ =

[
eit
√

ν , 0
0, e

it 1√
ν

]
(29)



Когерентизация энергии тепловых флуктуаций 215

— матрица осцилляций с единичными амплитудами,

Ŝ =


 1, − iα√

µ
−iα

√
µ, 1


 (30)

— матрица модальных столбцов, где

α =
√

µ− ν

1− µν
, (31)

причем

det Ŝ =
(1 + µ)(1− ν)

1− µν
6= 0 .

Таким образом,



x0
1

x0
2


 =




1

−iα
√

µ


 a0

1e
it
√

ν +



−iα 1√

µ

1


 a0

2e
it 1√

ν . (32)

Здесь представлена сумма двух эллиптически поляризованных дву-
мерных колебаний с противоположными вращениями на частотах
√

ν и
1√
ν
. Общая ориентация этих вращений зависит от знака g и,

соответственно, знака параметра α, который далее считаем фиксиро-
ванным, для определенности — положительным. Амплитуды и фазы
пока произвольны.

Овеществление решения можно осуществить как формальным
выделением вещественной части Re ~x0 из комплексифицированно-
го решения ~x0, так и сложением ~x0 с его комплексно сопряженным
выражением (~x0)∗, что, разумеется, дает 2Re ~x0.

В физических приложениях более распространенным является
второй способ, на котором здесь остановимся.

Перейдем к формальному построению асимптотического реше-
ния ε-возмущенной векторно-метричной системы (17), применяя ме-
тод медленно меняющихся амплитуд, имеющий в линейном случае
строгое обоснование, если не допускаются резонансы, понижающие
порядки членов ε-приближения. Теперь "разморозим" комплексные
амплитуды и будем искать решение вещественной векторно-матрич-
ной системы (17) в виде вещественного вектора

~x = ŜΛ̂~a + (ŜΛ̂~a)∗, (33)
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где ~a = ~a(τ) — комплекснозначная вектор-функция вещественного
"медленного" времени

τ = (εt)
1
θ
, (34)

в определении которого присутствует, кроме малого параметра ε
(0 < ε ¿ 1), постоянная времени θ нулевого по ε порядка:

θ =
1√
µν

[
(µ− ν)(1 + µν)2 + (µ + ν)2(1− µν)

] ∼ ε0, (35)

которая в дальнейшем сокращается.
При подстановке (33) с учетом (34) в (17) используем следующие

формулы и обозначения:

d

dt

(
ŜΛ̂~a

)
= iŜN̂Λ̂~a +

ε

θ
ŜΛ̂

d

dτ
~a, (36)

d2

dt2

(
ŜΛ̂~a

)
= −ŜN̂2Λ̂~a +

ε

θ
2iŜN̂Λ̂

d

dτ
~a +

ε2

θ2
ŜΛ̂

d2

dτ2
~a, (37)

M̂2Ŝ− ŜN̂2 + igĴŜN̂ = 0̂, учитывая (8), (38)

(
Î
d2

dt2
+ gĴ

d

dt
+ M̂2

)
ŜΛ̂~a =

=
(
M̂2Ŝ− ŜN̂2 + igĴŜN̂

)
Λ̂~a+

+
ε

θ

(
2iŜN̂ + gĴŜ

)
Λ̂

d

dτ
~a +

ε2

θ2
ŜΛ̂

d2

dτ2
~a. (39)

В итоге, используя (38), формулу (39) можно упростить:
(

Î
d2

dt2
+ gĴ

d

dt
+ M̂2

)
ŜΛ̂~a =

ε

θ

(
T̂Λ̂

d~a

dτ
+

ε

θ
ŜΛ̂

d2~a

dτ2

)
. (40)

Здесь

T̂ =
1√
µν




i
√

µ(µ + ν), (1 + µν)α

(1 + µν)α i 1√
µ (µ + ν)


 , (41)
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причем

T̂−1 = −1− µν

θ




i 1√
µ (µ + ν), −(1 + µν)α

−(1 + µν)α i
√

µ(µ + ν)


 . (42)

Поскольку матричный оператор (15) вещественный, для получе-
ния результата его действия на второе слагаемое в правой части
выражения (33), определяющего ~x, достаточно применить операцию
(·)∗ комплексного сопряжения к обеим частям формулы (40), что
дает:

(
Î
d2

dt2
+ gĴ

d

dt
+ M̂2

) (
ŜΛ̂~a

)∗
=

ε

θ

(
T̂∗Λ̂∗

d~a∗

dτ
+

ε

θ
Ŝ∗Λ̂∗

d2~a∗

dτ2

)
. (43)

Складывая равенства (40) и (43), получаем:

Â~x =
ε

θ
T̂Λ̂

[
d~a

dτ
+

ε

θ
Λ̂−1(T̂−1Ŝ)Λ̂

d2~a

dτ2

]
+

+
ε

θ
T̂Λ̂

[
Λ̂−1(T̂−1T̂∗)Λ̂−1 d~a∗

dτ
+

ε

θ
Λ̂−1(T̂−1Ŝ∗)Λ̂−1 d2~a∗

dτ2

]
. (44)

Здесь использована обратимость матриц Λ̂ и T̂. Первая из них —
диагональная с заведомо ненулевыми элементами, а T̂−1 существует
при любых µ и ν в силу (9) и (35). Кроме того, здесь учтено, что
Λ̂∗ = Λ̂−1.

Представление первого слагаемого, стоящего в левой части урав-
нения (17), в виде (44) является подготовительным этапом для при-
менения процедуры усреднения по "быстрому" времени t, от которо-
го явным образом зависят произведения матриц, содержащие быстро
осциллирующие матрицы Λ̂ и Λ̂−1. Действия, аналогичные приве-
денным выше, произведем и с остальными, возмущающими членами
уравнения (17). Так как при них уже стоит малый коэффициент
ε и они не содержат сингулярно возмущающих дифференциальных
операторов второго порядка, то при подстановке производных, пред-
ставляемых в форме (36) (или сопряженной с ней) достаточно учи-
тывать только первое слагаемое, имеющее нулевой порядок по ε.

Руководствуясь целесообразностью выделения перед усреднени-

ем общего множителя
1
θ
T̂Λ̂ из всех членов уравнения (17), произве-

дем нужные выкладки и получим для них приведенный ниже список
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формул с соблюдением оговоренной точности:

1) θΛ̂−1T̂−1R̂
d

dt
~x = θΛ̂−1T̂−1R̂

d

dt

(
ŜΛ̂~a + Ŝ∗Λ̂∗~a∗

)
=

= Λ̂−1
(
iθT̂−1R̂ŜN̂

)
Λ̂~a− Λ̂−1

(
iθT̂−1R̂Ŝ∗N̂

)
Λ̂−1~a∗+

+ O1(ε), (45)

2) θΛ̂−1T̂−1x
(u)
0 P̂~x = x

(u)
0 θΛ̂−1T̂−1P̂

(
ŜΛ̂~a + Ŝ∗Λ̂∗~a∗

)
=

= 2k0 sin
(

1√
ν
−√ν

)
t
[
Λ̂−1

(
θT̂−1P̂Ŝ

)
Λ̂~a+

+Λ̂−1
(
θT̂−1P̂Ŝ∗

)
Λ̂−1~a∗

]
, (46)

3) θΛ̂−1T̂−1x
(g)
0 Ĵ

d

dt
~x = x

(g)
0 θΛ̂−1T̂−1Ĵ

d

dt

(
ŜΛ̂~a + Ŝ∗Λ̂∗~a∗

)
=

= 2l0 cos
(

1√
ν
−√ν

)
t
[
Λ̂−1

(
iθT̂−1ĴŜN̂

)
Λ̂~a−

− Λ̂−1
(
iθT̂−1ĴŜ∗N̂

)
Λ̂−1~a∗

]
+ O2(ε), (47)

4)
1
2
θΛ̂−1T̂−1ẋ

(g)
0 Ĵ~x =

1
2
ẋ

(g)
0 θΛ̂−1T̂−1Ĵ

(
ŜΛ̂~a + Ŝ∗Λ̂∗~a∗

)
=

= −l0

(
1√
ν
−√ν

)
sin

(
1√
ν
−√ν

)
t
[
Λ̂−1

(
θT̂−1ĴŜ

)
Λ̂~a+

+ Λ̂−1
(
θT̂−1ĴŜ∗

)
Λ̂−1~a∗

]
. (48)

Что касается правой части уравнения (17), то, благодаря резо-
нансным избирательным свойствам левой части этого уравнения, на
широкополосное (вследствие δ-коррелированности) силовое воздей-
ствие тепловых флуктуаций Найквиста система реагирует так же,
как если бы на нее действовали модулированные "белым" шумом

внешние силы, осциллирующие со средними частотами ±√ν и ± 1√
ν
.
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Поэтому, конкретизируя стороннее силовое воздействие, условимся
представлять ~f в следующем виде:

~f =




f1

f2


 =




f11

f21


 eit

√
ν +




f12

f22


 e

it 1√
ν +

+




f∗11

f∗21


 e−it

√
ν +




f∗12

f∗22


 e

−it 1√
ν . (49)

Здесь все fαβ (α, β = 1, 2) представляют собой δ-коррелированные
комплекснозначные случайные функции "медленного" времени τ .
Предполагается еще, что, собственно отражает природу сил Найкви-
ста, отсутствие взаимной корреляции между любыми двумя функци-
ями fαβ , если у них не совпадают оба индекса. Фурье-изображение
функции fαβ , которое будем обозначать fαβ(ω), ввиду использова-
ния двух масштабов времени, с необходимостью должно обращаться
тождественно в нуль за пределами полосы частот |ω| < ε−1θ, что-
бы избежать перекрытия спектров в натуральном масштабе частот.
Но поскольку полоса пропускания исследуемой системы как резо-
нансного фильтра в масштабе "медленного" времени имеет ширину
порядка ε0, то при интегрировании по ω выражений, содержащих ча-
стотную характеристику системы, можно считать пределы интегри-
рования бесконечными, не совершая ошибку, выходящую за пределы
допустимой относительной погрешности.

Интенсивности силовых воздействий тепловых флуктуаций опре-
деляются, согласно [17], формулой Найквиста. В исследуемой модели
каждая из двух степеней свободы элементарной подсистемы имеет
отдельный диссипативный элемент (резистор) со своей температу-
рой. Но в гироскопически связанных осцилляторах каждая из степе-
ней свободы участвует в колебаниях на общих для всей подсистемы

несущих частотах ±√ν и ± 1√
ν
. Поэтому следует считать спектраль-

ные плотности мощности силовых воздействий флуктуаций Найкви-
ста, вообще говоря, различными для различных степеней свободы
x1 и x2 (даже при одинаковых температурах), но одинаковыми для

различных частотных полос в окрестностях частот ±√ν и ± 1√
ν
при

рассмотрении одной и той же степени свободы. Не предполагая пока
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для общности анализа, что T1 = T2, зададим спектральные плотно-
сти мощности флуктуаций Найквиста в виде

˜|f11(ω)|2 = ˜|f12(ω)|2 =
1
π

r1T1, ˜|f21(ω)|2 = ˜|f22(ω)|2 =
1
π

r2T2. (50)

Заканчивая список формул, полезный для приведения возмущен-
ной системы (17) к виду, удобному для выполнения процедуры усре-
днения, применяем оператор θΛ̂−1T̂−1 к (49) и получаем:

5) θΛ̂−1T̂−1 ~f = Λ̂−1





θT̂−1




f11e
it
√

ν + f12e
it 1√

ν

f21e
it
√

ν + f22e
it 1√

ν


 +

+θT̂−1




f∗11e
−it

√
ν + f∗12e

−it 1√
ν

f∗21e
−it

√
ν + f∗22e

−it 1√
ν








. (51)

Умножим теперь все члены уравнения (17) слева на ε−1θΛ̂−1T̂−1,
сгруппируем и перенесем в правую часть те слагаемые, которые име-
ют порядки ε и выше. К оставшимся членам полученного в резуль-
тате уравнения, в т. ч. содержащим ~a∗, применяем операцию усре-
днения по скользящему интервалу "быстрого времени", которое еще
сохранилось в осциллирующих матрицах Λ̂ и Λ̂−1. От выбора дли-
ны интервала, разумеется, будет зависеть величина относительной
погрешности. По порядку величины интервал сглаживания следует
выбирать достаточно большим относительно наибольшего из пери-
одов быстрых осцилляций на основных частотах и встречающихся
комбинационных частотах. С другой стороны, этот интервал должен
быть достаточно малым, чтобы не вносить заметных погрешностей в
определение медленно меняющегося вектора ~a комплексных ампли-
туд, через который, в конечном счете, выражается ~x. В принципе,
такую возможность можно реализовать, если длина интервала сгла-
живания имеет порядок

√
ε. Но фактически ее можно существенно

уменьшать при благоприятном соотношении µ и ν и малых r1, r2.
Получение строгой оценки погрешности достаточно трудоемко и

не относится к существу решаемых в данной статье вопросов. По-
сле получения окончательных расчетных формул энергетического
баланса и определения оптимизирующих параметров, можно будет
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воспользоваться не только методом усреднения, но и другими ана-
литическими или численными методами. Однако на данном уров-
не рассмотрения принципиальная сторона проблемы преобразования
тепловой энергии представляется более важной, чем повышение то-
чности расчетов, поскольку уже она достаточна для сравнения выхо-
дной и затрачиваемой мощностей по их усредненным значениям.

Производя выкладки, предусмотренные формулами (44)–(48) и
(51), сочетая их с процедурой усреднения, помогающей устранять
возникающие громоздкие выражения, в итоге можно прийти к си-
стеме линейных уравнений 4-го порядка для a1, a2, a∗1, a∗2 с флукту-
ационными правыми частями. Однако тогда очень большое число
комбинаций параметров настройки существенно затрудняет поиск
оптимальных вариантов. Но оказалось, что эту систему можно ра-
зложить на две несвязанные подсистемы 2-го порядка — для a1, a2

и a∗1, a∗2 соответственно, если ν 6= 1
3 , что отражено в условиях (9).

При этом в использовании уравнений для a∗1, a∗2 уже не возникает
необходимости, поскольку уравнения для a1, a2 им эквивалентны.

Замечание. Точность выполнения достаточного условия ν 6= 1
3

разложения системы должна быть соблюдена такой, чтобы "отстрои-
ться" от резонанса Ω = 2

√
ν в пределах точности сглаживания,

т. е. на уровне ±√ε. Более определенно об этом можно сказать по-
сле выбора оптимальных параметров µ, ν, r1, r2. Подготовленные к
усреднению выражения составлены таким образом, что в каждом из
них имеются удобные для вычислений блоки в виде произведений
постоянных матриц, а также предшествующей им осциллирующей
диагональной матрицы Λ̂−1 и замыкающей матричные произведе-
ния матрицы Λ̂ (либо Λ̂−1). В модулированных потенциальных или
гироскопических матричных выражениях имеются еще множители
вида sinΩt и cos Ωt. При такой конструкции легко сразу же выде-
лить блоки, не обращающиеся в нуль под действием усредняющей
по скользящему интервалу "быстрого" времени операции сглажива-
ния.

Благодаря предусмотренному условию ν 6= 1
3
, члены, содержащие

~a∗, в т. ч. при Ω = 2ν, исчезают в нулевом по ε приближении (имея в
виду, что перед усреднением все члены уравнения (17) были умноже-
ны слева на ε−1θΛ̂−1T̂−1). Оставшиеся члены нулевого порядка по ε
образуют требуемую систему "укороченных" уравнений, позволяю-
щую с достаточной асимптотической точностью исследовать эволю-
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цию комплексных амплитуд a1, a2 под воздействием стационарных
случайных сил Найквиста, представленных в правой части этой си-
стемы, которая имеет следующий вид:




d
dτ + η1, m 1√

µ

−m
√

µ, d
dτ + η2







a1

a2


 =




h1

h2


 . (52)

Здесь применены такие обозначения:

η1 =
√

ν
[

1√
µr1(µ + ν)(1− µν) +

√
µr2(µ− ν)(1 + µν)

]
,

η2 = 1√
ν

[√
µr2(µ + ν)(1− µν) + 1√

µr1(µ− ν)(1 + µν)
]
;

(53)

h1 = (1 + µν)
√

(µ− ν)(1− µν)f21 − i 1√
µ (µ + ν)(1− µν)f11,

h2 = (1 + µν)
√

(µ− ν)(1− µν)f12 − i
√

µ(µ + ν)(1− µν)f22;
(54)

m = 2k0µ(1− ν2)− l0ν(1− µ2)(
1√
ν

+
√

ν). (55)

Систему двух обыкновенных дифференциальных уравнений 1-го
порядка с постоянными коэффициентами естественно заменить экви-
валентной ей системой алгебраических уравнений, получаемой из

(52) методом преобразования Фурье при
d

dt
:−→ iω, условившись изо-

бражения a1, a2 и h1, h2 обозначать теми же буквами, что и оригина-
лы. Теперь a1 = a1(ω), a2 = a2(ω) находятся как результат решения
алгебраической системы




η1 + iω, m 1√
µ

−m
√

µ, η2 + iω







a1

a2


 =




h1

h2


 (56)

с главным определителем

∆(ω) = a2 − ω2 + iωb, (57)

где a2 = m2 + η1η2, b = η1 + η2.
Вектор-столбец комплексных амплитуд a1 = a1(ω), a2 = a2(ω),

являющийся решением системы (56), имеет вид
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a1

a2


 =

1
∆(ω)




η2 + iω, −m 1√
µ

m
√

µ, η1 + iω







h1

h2


 =

=
1

∆(ω)




(η2 + iω)h1 −m 1√
µh2

m
√

µh1 + (η1 + iω)h2


 . (58)

Переход к оригиналам Фурье-изображений для исследования энер-
гетического баланса фактически не потребуется, так как по форму-
ле Найквиста интенсивности флуктуационных сил, действующих на
входы исследуемой линейной системы, выражены именно через спе-
ктральные плотности мощности, т. е. через квадраты модулей Фурье-
спектров. С другой стороны, формулы (22), (23) для мгновенных
выходных мощностей после усреднения по "быстрому" времени, ста-
тистического усреднения и последующего интегрирования по ω в ин-

тервале − 1√
ε

< ω <
1√
ε

приводятся к выражениям, содержащим

общий множитель

I =
1

1− µν

∞∫

−∞
Re ˜[a1(ω)a∗2(ω)]dω + O(ε

3
2 ). (59)

Эти формулы имеют вид:

W
(u)
out = −2k0Ω(1 + µ)(1− ν)I, (60)

W
(g)
out = l0Ω(

1√
ν

+
√

ν)(1− µ)(1 + ν)I. (61)

Необходимые для их получения выкладки приведены ниже.

W
(u)
out =

˜
W

(u)
out (t) = −2k0

(
1√
ν
−√ν

) ˜
x1x2 cos

(
1√
ν
−√ν

)
t,

2 cos
(

1√
ν
−√ν

)
t = eiΩt + e−iΩt,

где Ω =
1√
ν
−√ν. В сомножителе x1x2 выделяем члены с e±iΩt:
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x1x2 = (a1e
it
√

ν − iα
1√
µ

a2e
it 1√

ν + a∗1e
−it

√
ν + iα

1√
µ

a∗2e
−it 1√

ν )×

× (iα
√

µa1e
it
√

ν + a2e
it 1√

ν + iα
√

µa∗1e
−it

√
ν + a∗2e

−it 1√
ν ) =

= (нерезонансные члены) + (1 + α2)(a1a
∗
2e
−iΩt + a∗1a2e

iΩt) =

= (нерезонансные члены)+
(1 + µ)(1− ν)

1− µν
(a1a

∗
2e
−iΩt+a∗1a2e

iΩt),

где 1 + α = 1 + µ−ν
1−µν = (1+µ)(1−ν)

1−µν , a1 = a1(ω), a2 = a2(ω).
Подстановка и усреднение приводят к выражению

W
(u)
out (ω) =

= −k0Ω
(1 + µ)(1− ν)

1− µν
˜(a1a∗2e−iΩt + a∗1a2eiΩt)(eiΩt + e−iΩt) =

= −k0Ω
(1 + µ)(1− ν)

1− µν
Re

[
˜a1(ω)a∗2(ω)

]
,

которое после интегрирования по ω дает формулу для определения
W

(u)
out .
Вывод формулы для W

(g)
out аналогичен по технике, но больше по

объему вычислений, поскольку требует усреднения двухчленного вы-
ражения:

W
(g)
out = −1

2
˜

ẋ
(g)
0 (ẋ1x2 − ẋ2x1).

Здесь x
(g)
0 = 2l0 cosΩt, ẋ

(g)
0 = −2l0Ωsin Ωt = il0Ω(eiΩt − e−iΩt), ~x =

=
[

x1

x2

]
= ŜΛ̂~a + к.с., ~̇x =

[
ẋ1

ẋ2

]
= iŜN̂Λ̂~a + к.с. (к.с. — комплексно

сопряженные члены). Выделяя из мономов только члены с e±iΩt,
будем иметь:

ẋ1x2 = (нерез. чл.) + i
√

ν(a1a
∗
2e
−iΩt + a∗1a2e

iΩt)−

− i
α2

√
ν

(a1a
∗
2e
−iΩt + a∗1a2e

iΩt),

− ẋ2x1 = (нерез. чл.) + i
1√
ν

(a1a
∗
2e
−iΩt + a∗1a2e

iΩt)−
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− iα2
√

ν(a1a
∗
2e
−iΩt + a∗1a2e

iΩt).

Использование этих фрагментов в усредняемом выражении непо-
средственно дает спектральную плотность мощности, передаваемой
в когерентной форме органу гироскопической модуляции:

W
(g)
out(ω) = l0Ω

(
1√
ν
−√ν

)
(1 + µ)(1− ν)

1− µν
Re ˜[a1(ω)a∗2(ω)].

Полная мощность W
(g)
out получается интегрированием по ω и пред-

ставлена приведенной выше формулой. Вычисление I упрощается,
если обратить внимание на отсутствие парных корреляций между
f11, f12, f21, f22 и воспользоваться формулой Найквиста для выра-
жения интенсивностей флуктуационных сил по каждой из двух сте-
пеней свободы. Соответственно, находим, что ˜h1(ω)h∗2(ω) = 0, а сре-
дние квадраты модулей h1(ω) и h2(ω) не зависят от частоты ω:

|h̃1(ω)|2 =
1
π

[r2T2(µ− ν)(1− µν)(1 + µν)2 +
1
µ

r1T1(µ + ν)2(1− µν)2],

|h̃2(ω)|2 =
1
π

[r1T1(µ− ν)(1− µν)(1 + µν)2 + µr2T2(µ + ν)2(1− µν)2].

В результате получаем, что с относительной погрешностью, которая
по порядку не превышает величины ε, выражение для I, содержащее
табличный интеграл

I0 =
1
π

∞∫

−∞

dω

|∆(ω)|2 =
1
π

∞∫

−∞

dω

(a2 − ω2)2 + ω2b2
=

=
1

a2b
=

1
(η1 + η2)(m2 + η1η2)

, (62)

можно представить в следующей форме:

I = mI0r1r2

[
(µ2 − ν2)(1− µ2ν2)(1− ν2)

√
µ

ν

(
1√
µ

T1
r1

r2
+

+
√

µT2
r2

r1

)
+ (µ + ν)3(1− µν)2

(
1√
ν

T1 −
√

νT2

)
+

+ (µ− ν)2(1 + µν)3
(

1√
ν

T2 −
√

νT1

)]
. (63)
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В интересующем нас варианте равенства температур, когда
T1 = T2 = T , при выполнении ранее оговоренного условия физиче-
ской реализуемости 0 < ν < µ < 1 знак этого выражения совпадает
со знаком результирующего коэффициента модуляции m. Действи-
тельно, в этом случае I |T1=T2=T = IT принимает вид:

IT = mTΩI0Ψ, (64)

Ψ = (r2
1 + µr2

2)(1 + ν)(µ2 − ν2)(1− µ2ν2)+

+ r1r2[(µ + ν)3(1− µν)2 + (µ− ν)2(1 + µν)3].

Очевидно, что Ψ строго положительно, как и коэффициент TΩI0,
так что sgnIT = sgn m.

Отсюда следует, что при использовании только одного канала
управления никакие параметры настройки данной модели не мо-
гут обеспечить положительный энергетический выход, если T1 = T2.
Чтобы в этом убедиться, достаточно поочередно полагать k0 = 0 или
l0 = 0 в (55), (60), (61):

1) k0 = 0 ⇒ m < 0, I = IT < 0, , W
(u)
out = 0, W

(g)
out < 0;

2) l0 = 0 ⇒ m > 0, I = IT > 0, , W
(u)
out < 0, W

(g)
out = 0.

(65)

Но при T2 >
1
ν

T1 достаточно малая величина разности µ − ν > 0

(если µ + ν ∼ 1) дает возможность сделать знаки I и m противопо-
ложными: sgn I |µ→ν= −sgn m. При этом условии все же возможен
положительный выход энергии даже в одноканальной управляемой
системе, как было показано в работе [16] для модулированной по-
тенциальной связи, когда g = 0, ν = µ = 1

2 . Теперь остается дать
ответ на основной вопрос о существовании в пространстве физиче-
ски реализуемых параметров модели с двумя каналами управления
непустой подобласти, для которой сумма энергетических выходов по
обоим каналам в случае T1 = T2 = T положительна.

6. Достаточные условия положительного суммарного энер-
гетического выхода при T1 = T2 = T . Просуммируем (60) и (61),
подставив в них значение I = IT , выраженное по формуле (64), в
которой m представим согласно (55). Это даст общее представле-
ние суммарной усредненной мощности, являющейся выходной для
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управляемой элементарной подсистемы и, в то же время, входной
для двухканальной системы управления, пополняющей (в сумме)
энергию ее когерентных колебаний. В итоге получим:

W
(Σ)
out = W

(u)
out + W

(g)
out =

= TΩ2I0Ψ
[
2k0µ(1− ν2)− l0ν(1− µ2)

(
1√
ν

+
√

ν

)]
×

×
[
l0(1− µ)(1 + ν)

(
1√
ν

+
√

ν

)
− 2k0(1 + µ)(1− ν)

]
= CQ,

(66)

где

C = 4TΩ2k2
0I0Ψµ(1− ν2)(1 + µ)(1− ν), (67)

Q = (1− ax)(bx− 1) = −abx2 + (a + b)x− 1, (68)

a =
ν(1− µ2)
µ(1− ν2)

, b =
(1− µ)(1 + ν)
(1 + µ)(1− ν)

, x =
l0

2k0

(
1√
ν

+
√

ν

)
. (69)

Теперь результат зависит от дискриминанта квадратичного
трехчлена Q. В данном случае для любых µ и ν (0 < ν < µ < 1):

DisQ = (a + b)2 − 4ab = (a− b)2 > 0. (70)

Из (68) следует, что Q = 0 при x =
1
a

и x =
1
b

и что Q > 0 при
1
b

< x <
1
a
, т. е. когда

(1 + µ)(1− ν)
(1− µ)(1 + ν)

<
l0

2k0

(
1√
ν

+
√

ν

)
<

µ(1− ν2)
ν(1− µ2)

, (71)

причем это двойное неравенство не противоречит условию

0 < ν < µ < 1, ибо b− a =
(µ− ν)(1− µν)
µ(1 + µ)(1− ν2)

> 0. (72)

Таким образом, при выполнении неравенства (71) суммарный усре-
дненный энергетический выход при T1 = T2 = T принимает поло-
жительные значения. Так как bx > 1 в указанном интервале x ∈
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∈
(

1
b
,

1
a

)
, то канал модуляции потенциальной связи имеет отрица-

тельную производительность, а канал модуляции гироскопической
связи — положительную, перекрывающую потребление энергии пре-
дыдущим каналом, обеспечивая тем самым W

(Σ)
out > 0.

7. Оптимизация коэффициентов модуляции по критерию
максимума суммарной выходной мощности.Максимальное зна-
чение суммарного энергетического выхода соответствует максимуму
Q по l0/k0. Для оптимального значения x = x0 из (68)–(69) находим
его выражение через a и b:

x0 =
a + b

2ab
.

Подстановка x = x0 в (68) дает выражение Q0 =
(b− a)2

4ab
. В свою

очередь, через x0 и Q0 определяются
(

l0
k0

)

opt

= Ω
1 + µ

1− µ

[
µ

(1 + µ)2
+

ν

(1 + ν)2

] (
Ω =

1√
ν
−√ν

)
, (73)

Qmax =
(µ− ν)2(1− µν)2

4µν(1 + µ)2(1 + ν)2
, (74)

а также оптимальное значение результирующего коэффициента мо-
дуляции (55):

m = mopt = k0(µ− ν)(1− µν)
1− ν

1 + ν
. (75)

Подстановка (74) в (66) с учетом (67) приводит к выражению для
максимальной по

(
l0
k0

)
суммарной выходной мощности

W (Σ)
max = TΩ4k2

0I0Ψ
(µ− ν)2(1− µν)2

(1 + µ)(1 + ν)
. (76)

Наконец, применение формул (62) и (75) дает окончательный резуль-
тат:

W (Σ)
max = TΩ4 Ψ(1 + ν)

(η1 + η2)(1 + µ)(1− ν)2

(
1 +

η1η2

m2
opt

)−1

, (77)
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Дальнейшая оптимизация возможна за счет варьирования µ, ν,
r1, r2, что уже потребует конкретизации условий физической реали-
зации.

Замечание. Пропорциональность выходной мощности темпе-
ратуре T и четвертой степени частоты Ω4: W

(Σ)
max = constTΩ4 ассо-

циируется с формулой Рэлея–Джинса для спектральной плотности
мощности теплового излучения при фиксированном интервале длин
волн.

8. Общий вывод. Предложена и исследована математическая
модель открытой билинейной системы управления для преобразова-
ния тепловой энергии в когерентную форму. Показано, что исполь-
зование комбинационного параметрического резонанса, создаваемо-
го системой управления в однотемпературном ансамбле слабо дис-
сипативных упруго-гироскопических подсистем, позволяет получить
положительный энергетический выход при помощи только системы
управления, не применяя какого-либо охлаждающего устройства.

Данная модель демонстрирует принципиальную возможность пре-
образования энергии флуктуаций, возбуждаемых в элементарных
подсистемах δ-коррелированными силами Найквиста, в энергию, пе-
редаваемую в когерентизированной форме макроскопическим коле-
баниям параметрического резонансного управления. При этом не
является обязательным использование разности температур между
диссипативными элементами, генерирующими тепловые флуктуа-
ции. Благодаря наличию двух некоммутативных каналов управле-
ния, созданы достаточные условия как для локального возмущения
термодинамического равновесия ансамбля, находящегося в термиче-
ском контакте с однотемпературным источником тепловой энергии,
так и для генерации когерентной составляющей энергии за счет во-
зникающей неравновесности. В результате, рабочая среда, состоя-
щая из элементарных подсистем с двумя степенями свободы, взаи-
модействующая с однотемпературным источником тепла, а также
с управляющими макроскопическими колебаниями, передает после-
дним энергию в когерентизированной форме.

Рассмотренный вариант реализации положительного энергоба-
ланса в тепловых машинах класса так называемых "демонических
холодильников" [6], насколько известно автору по последним публи-
кациям [10], пока еще не имеет аналогов. Можно предположить во-
зможность реализации и других моделей, однако общность лагран-
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жевой модели с учетом инерционных, гироскопических, диссипатив-
ных потенциальных и флуктуационных сторонних сил при учете
взаимодействия со сторонними полями, управляющими процессами
переноса энергии, исчерпывает все реально осуществимые ситуации,
по крайней мере, в рамках классического и квазиклассического уров-
ней описания. Заметим, наконец, что физическая реализация, хотя и
не конкретизирована в даной работе, допускает широкое разнообра-
зие вариантов как лабораторного, так и космического масштабов.
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Класифiкацiя симетрiйних
властивостей диференцiальних
рiвнянь за допомогою перетворень
Q-умовної еквiвалентностi
М. I. Сєров, I. В. Рассоха, Т. О. Карпалюк

Полтавський нац. технiчний унiверситет iм. Юрiя Кондратюка
E-mail: k26@pntu.edu.ua

Введено поняття Q-умовної еквiвалентностi та вказано алгоритм вiд-
шукання групи Q-умовної еквiвалентностi. На прикладах дослiджен-
ня нелiнiйного рiвняння теплопровiдностi та еволюцiйного рiвняння
другого порядку показано застосування Q-умовної еквiвалентностi до
розв’язання задачi групової класифiкацiї.

The conception of Q-conditional equivalence is introduced and the algo-
rithm of finding of the Q-conditional equivalence group is worked out. An
application of Q-conditional equivalence to a group classification problem
is illustrated by the investigation of the nonlinear heat equation and the
second order evolutional equation.

1. Вступ. Бiльшiсть диференцiальних рiвнянь, як правило, мi-
стять одну чи кiлька довiльних функцiй i тому утворюють певнi кла-
си рiвнянь. Виникає запитання: яке рiвняння з певного класу най-
бiльш точно та досконало описує явище, яке дослiджується. Часто
таке рiвняння пiдбирається емпiричними методами. Але, як вiдомо,
бiльшiсть рiвнянь, що описують реальнi фiзичнi процеси, володiють
широкими симетрiйними властивостями. Тому наявнiсть широкої си-
метрiї рiвняння може служити критерiєм вiдбору його в якостi ма-
тематичної моделi опису того чи iншого процесу.

У зв’язку з цим досить актуальною є задача дослiдження симе-
трiйних властивостей диференцiального рiвняння в залежностi вiд



Класифiкацiя симетрiйних властивостей 233

вигляду довiльних елементiв, що входять в нього. Ця задача но-
сить назву задачi групової класифiкацiї диференцiальних рiвнянь.
Її розв’язанню придiляли увагу багато авторiв. Так, у працях [1–3]
з цiєю метою застосовується метод С. Лi, а в [4, 5] цей метод дещо
модифiковано на основi використання перетворення еквiвалентностi
рiвнянь та теорiї абстрактних алгебр Лi.

У данiй статтi на основi поняття умовної iнварiантностi диферен-
цiальних рiвнянь, що було введене в низцi статей [6–13], запропоно-
вано поняття Q-умовної еквiвалентностi диференцiальних рiвнянь,
яке застосовано до розв’язування задачi групової класифiкацiї не-
лiнiйного рiвняння теплопровiдностi та еволюцiйного рiвняння дру-
гого порядку. Вiдзначимо, що в [14] описано поняття умовної групи
еквiвалентностi нормалiзованого класу диференцiальних рiвнянь.

2. Нелiнiйне рiвняння теплопровiдностi. Розглянемо нелi-
нiйне рiвняння теплопровiдностi

u0 = u11 + F (u), (1)

де u = u(x), x = (x0, x1), u0 = ∂u
∂x0

, u11 = ∂2u
∂x2

1
, F (u) — довiльна гладка

функцiя. Добре вiдомi результати групової класифiкацiї рiвняння
(1) одержано в рамках методу С. Лi (див., наприклад, [15]). Якщо
застосувати даний метод до дослiдження симетрiйних властивостей
рiвняння (1), то одержимо систему визначальних рiвнянь:

ξ0
1 = ξ0

u = ξ1
u = 0, ξ0

0 = 2ξ1
1 , ξ1

0 + 2η1u = 0, ηuu = 0, (2)

ηḞ = (ηu − 2ξ1
1)F + η0 − η11. (3)

Проаналiзувавши всеможливi розв’язки системи (2), (3) одержи-
мо вигляд функцiї F (u) та вiдповiдну їй максимальну алгебру iнва-
рiантностi (МАI) рiвняння (1). Справедливе твердження.
Твердження 1. Нехай λi 6= 0, i = 1, 5, k 6= 0; 1, θ — довiльнi сталi.
Максимальна алгебра iнварiантностi рiвняння (1) визначається:

у випадку рiвняння u0 = u11 + f(u), де f(u) — довiльна гладка
функцiя, – операторами ∂0, ∂1;

у випадку рiвняння u0 = u11 + λ1e
ku — операторами

∂0, ∂1, D1 = 2x0∂0 + x1∂1 − 2
k

∂u; (4)
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у випадку рiвняння u0 = u11 + λ2(u + θ)k — операторами

∂0, ∂1, D2 = 2x0∂0 + x1∂1 +
2

1− k
(u + θ)∂u; (5)

у випадку рiвняння u0 = u11 + λ3(u + θ) ln(u + θ) — операторами

∂0, ∂1, G = eλ3x0(∂1− 1
2
λ3x1(u+ θ)∂u), M = eλ3x0(u+ θ)∂u; (6)

у випадку рiвняння u0 = u11 + λ4(u + θ) — операторами

∂0, ∂1, G1 = x0∂1 − 1
2
x1(u + θ)∂u, X1 = γ(x0, x1)∂u, (7)

M1 = (u + θ)∂u, D3 = 2x0∂0 + x1∂1 + 2λ4x0(u + θ)∂u, (8)

Π1 = x2
0∂0 + x0x1∂1 − 1

2
(
1
2
x2

1 + x0)(u + θ)∂u + λ4x
2
0(u + θ)∂u, (9)

де γ(x0, x1) — розв’язок рiвняння γ0 = γ11 + λ4(γ + θ);
у випадку рiвняння u0 = u11 + λ5 — операторами

∂0, ∂1, M2 = (u− λ5x0)∂u, X2 = σ(x0, x1)∂u, (10)

G2 = x0∂1− 1
2
x1(u−λ5x0)∂u, D = 2x0∂0 +x1∂1 +2λ5x0∂u, (11)

Π2 = x2
0∂0 + x0x1∂1 − 1

2
(
1
2
x2

1 + x0)u∂u +
λ5

4
x0(x2

1 + 6x0)∂u, (12)

де σ(x0, x1) — розв’язок рiвняння σ0 = σ11.
У [4, 5] запропоновано iнший метод симетрiйної класифiкацiї ди-

ференцiальних рiвнянь, який базується на знаходженнi групи еквi-
валентностi даного рiвняння. Згiдно з цим методом для класифiкацiї
симетрiйних властивостей диференцiального рiвняння використову-
ється умова

ẼΦ(y, F )|Φ=0 = 0, (13)

де Ẽ — продовження iнфiнiтезимального оператора групи еквiвален-
тностi

E = ξ0(x, u)∂0 + ξ1(x, u)∂1 + η(x, u)∂u + ζ(y, F )∂F , (14)
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y — сукупнiсть усiх змiнних, вiд яких може залежати довiльний еле-
мент F , що входить у рiвняння, Φ — довiльна гладка функцiя.

Вiдомо, що максимальною групою неперервних перетворень еквi-
валентностi рiвняння (1) є група, координати iнфiнiтезимального
оператора якої мають вигляд

ξ0 = 2æ1x0 + d0, ξ1 = æ1x1 + d1,
η = æ2u + d2, ζ = (æ2 − 2æ1)F,

(15)

де æa, dµ — груповi параметри, a = 1; 2, µ = 0, 2.
Застосуємо умову (13) до класифiкацiї симетрiйних властивостей

рiвняння (1). Оскiльки Φ = Φ(u, F ), то дана умова має вигляд

ηΦu + ζΦF = 0. (16)

Загальний розв’язок рiвняння (16) (див. наприклад, [16]) виража-
ється через перший iнтеграл звичайного диференцiального рiвняння

du

η
=

dF

ζ

або, враховуючи формули (15),

du

æ2u + d2
=

dF

(æ2 − 2æ1)F
. (17)

Перший iнтеграл рiвняння (17) залежить вiд значень сталих æ1,
æ2, d2. Можливi три нееквiвалентнi випадки:

1. æ1 = æ2 = d2 = 0. У цьому випадку рiвняння (1) має вигляд

u0 = u11 + f(u), (18)

де f(u) — довiльна гладка функцiя.
2. æ1 6= 0, æ2 = 0, d2 6= 0.
Проiнтегрувавши рiвняння (17), в явному виглядi одержимо фун-

кцiю F (u), якiй вiдповiдає рiвняння

u0 = u11 + λ1e
ku (19)

де k = − 2æ1
d2

, λ1 — стала iнтегрування.
3. æ2 6= 0. Загальний розв’язок рiвняння (17) має вигляд

F = λ2(u + θ)k, (20)
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де θ = d2
æ2

, k = 1 − 2æ1
æ2

, λ2 — стала iнтегрування. Рiвняння (1) у
даному випадку має вигляд

u0 = u11 + λ2(u + θ)k. (21)

Порiвнюючи одержанi результати з результатами, що поданi ви-
ще (див. (4)–(12)), бачимо, що до класу рiвнянь (18), (19), (21) не
входить рiвняння

u0 = u11 + λ3(u + θ) ln(u + θ), (22)

яке за допомогою локальної пiдстановки не може бути зведеним до
будь-якого розглянутого вище рiвняння вигляду (1), оскiльки роз-
мiрнiсть його максимальної алгебри еквiвалентностi не спiвпадає з
розмiрнiстю алгебр, що вiдповiдають цим рiвнянням.

3. Q-умовна еквiвалентнiсть. Позбутися недолiку, вказаного в
попередньому пунктi, можна, ввiвши поняття оператора Q-умовної
еквiвалентностi диференцiальних рiвнянь, яке є аналогом поняття
Q-умовної iнварiантностi (див. [17]).
Означення. Оператор

Q = A∂x + B∂u + C∂F (23)

називається оператором Q-умовної еквiвалентностi системи рiвнянь

S

(
x, u, u

1
, u
2
, . . . , u

p
, F, F

1
, F

2
, . . . , F

k

)
= 0, (24)

якщо вiн породжується групою перетворень еквiвалентностi даної
системи за умови

Q̃F = 0, (25)

тобто

Q̃S = f0S + f1(Q̃F ), (26)

де Q̃F = χFy − C, χ =
(

A,B, C, C
1
, C

2
, . . . , C

k

)
, Q̃ — продовження

оператора Q, C
s
— продовження s-го порядку функцiй C, u = u(x),
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x ∈ Rn, u ∈ Rm,F = F
(
x, u, u

1
, u
2
, . . . , u

m

)
∈ Rl — довiльнi гладкi фун-

кцiї; u
α
, F

β
— сукупнiсть всеможливих похiдних вiдповiдно порядку α

вiд функцiй u та порядку β вiд функцiй F ; f0, f1 — деякi функцiї;
n, m, l ∈ N.

Система (24) називається Q-умовно еквiвалентною щодо опера-
тора (23), якщо вона допускає перетворення еквiвалентностi, поро-
дженi даним оператором.

Зауваження. У зв’язку з введенням поняття оператора Q-умовної
еквiвалентностi групу еквiвалентностi, що одержана за допомогою
запропонованого в [4] методу будемо називати основною групою пе-
ретворень еквiвалентностi диференцiального рiвняння i позначати
BEG.

Таким чином, при дослiдженнi Q-умовної еквiвалентностi серед
рiвнянь класу (24) видiляєємо пiдклас, який може мати iншу групу
перетворень еквiвалентностi, порiвняно з BEG.

Використаємо введене вище поняття оператора Q-умовної еквiва-
лентностi для класифiкацiї всеможливих нелiнiйностей рiвняння (1),
при яких це рiвняння має рiзнi максимальнi алгебри iнварiантностi.
Справедливе таке твердження.
Теорема 1. Оператор Q вигляду (23) є оператором Q-умовної еквi-
валентностi рiвняння (1), якщо його коефiцiєнти мають вигляд:

A0 = c1, A1 = c2, B = 0, C = 0

— у випадку рiвняння (18);

A0 = 2c1x0 + c2, A1 = c1x1 + c3, B = −2
k

c1, C = −2c1λ1e
ku

— у випадку рiвняння (19);

A0 = 2c1x0+c2, A1 = c1x1+c3, B =
2c1

1− k
(u+θ), C =

2c1λ2k

1− k
(u+θ)k

— у випадку рiвняння (21);

A0 = c1, A1 = c2 + c3e
λ3x0 , B = −λ3

2
(c3x1 + c4)eλ3x0(u + θ),
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C = −λ2
3

2
eλ3x0(c3x1 + c4)(u + θ)(ln (u + θ) + 1)

— у випадку рiвняння (22);

A0 = c1x
2
0 + 2c2x0 + c3, A1 = (c1x0 + c2)x1 + c4x0 + c5,

B = −1
2
[
c1

2
x2

1 + c4x1− 2c1λ4x
2
0 +(c1− 4λ4c2)x0 ++c6](u+ θ)+ c7γ,

C = −λ4

2
[
c1

2
x2

1 + c4x1−2c1λ4x
2
0 +(c1−4λ4c1)x0 + c6](u+θ)+λ4c7γ

—у випадку рiвняння u0 = u11 + λ4(u + θ);

A0 = c6x
2
0 + 2c5x0 + c1, A1 = (c6x0 + c5)x1 + c3x0 + c2, C = 0,

B = −1
2
[c6(

1
2
x2

1 + x0) + c3x1 − 2c4]u+

+
λ5

2
x0[c6(

1
2
x2

1 + 3x0) + c3x1 − 2c4 + 4c5] + c7σ,

— у випадку рiвняння u0 = u11 + λ5.
Тут k, λ, θ, ci, i = 1, 7, — довiльнi сталi; функцiї γ = γ(x0, x1),

σ = σ(x0, x1) описано вище.
Доведення. З умови Q-умовної еквiвалентностi рiвняння (1)

Q̃(u0 − u11 − F )|M=0 = 0, Q̃Fµ|M=0 = 0, Q̃Fuµ |M=0 = 0,

де M — многовид, що визначається спiввiдношеннями

u0 = u11 + F, Fµ = 0, Fuµ = 0, (27)

BḞ = C, (28)

отримуємо систему для визначення коефiцiєнтiв A, B, C оператора
Q в (23) та зображень F :

A0
1 = A0

u = A1
u = 0, A0

0 = 2A1
1, A1

0 + 2B1u = 0, Buu = 0, (29)

C = (Bu − 2A1
1)F + B0 −B11, (30)

BCµ = CBµ, BCuµ = CBuµ . (31)

Пiдставивши (28) у рiвняння (30), одержимо рiвняння (3). Отже,
система рiвнянь (29), (30) за умови (28) повнiстю спiвпадає iз си-
стемою (2), (3), звiдки випливає, що функцiя F (u) в (1) має вигляд
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однiєї з правих частин рiвняння (1), що розглянутi в твердженнi 1.
Вигляд функцiй C можна уточнити за допомогою рiвнянь (31). Та-
ким чином, теорему доведено.

Таким чином, запропонований метод дозволяє знайти всi зобра-
ження функцiй F для рiвняння (1), сформульованих в твердженнi
1.

4. Еволюцiйне рiвняння другого порядку. Розглянемо ево-
люцiйне рiвняння

w0 = wf(w11w
3), (32)

де w = w(x), x = (x0, x1), f — довiльна гладка функцiя.
Рiвняння (32) розглянуто в [18] для iлюстрацiї теореми про те, що

алгебра iнварiантностi еволюцiйного рiвняння складається не бiль-
ше, нiж з n + 5 операторiв, де n — порядок рiвняння. Це є рiвнян-
ня, яке в [19] було одержане як еволюцiйне рiвняння, що iнварiан-
тне вiдносно конформної алгебри. Застосуємо введене вище поняття
оператора Q-умовної еквiвалентностi для класифiкацiї симетрiйних
властивостей рiвняння (32).

Для зручностi дослiдження за допомогою замiни

w = eu (33)

перейдемо до еквiвалентного рiвняння вигляду

u11 + u2
1 = e−4uF (u0), (34)

де F — довiльна гладка функцiя.
При класифiкацiї симетрiйних властивостей рiвняння (34) за ме-

тодом С. Лi приходимо до розв’язування системи визначальних рiв-
нянь вигляду [19]:

ξ0
1 = ξ0

u = 0, ξ1
uu − ξ1

u = 0, ηuu − ηu − 2ξ1
1u = 0,

(ξ1
uu0 + ξ1

0)Ḟ − 3ξ1
uF + (2η1u + 2η1 − ξ1

11)e
4u = 0,

[(ηu − ξ0
0)u0 + η0]Ḟ − (ηu + 4η − 2ξ1

1)F + η11e
4u = 0.

(35)

Розв’язавши систему (35), одержимо вигляд функцiй ξ0, ξ1, η, F .
Має мiсце твердження.
Твердження 2.Нехай ϕ = ϕ(u0) — довiльна гладка функцiя, λi 6= 0,
i = 1, 7, — довiльнi сталi. Максимальна алгебра iнварiантностi рiв-
няння (34) визначається:
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у випадку рiвняння u11 + u2
1 = ϕ(u0)e−4u – операторами ∂0, ∂1,

D = 2x1∂1 + ∂u, K = x2
1∂1 + x1∂u;

у випадку рiвняння u11 + u2
1 = λ1e

mu0−4u — операторами ∂0, ∂1,

D, K, X1 = e
4
m x0∂u;

у випадку рiвняння u11 + u2
1 = λ2e

−4u(u0 + θ)m — операторами

∂0, ∂1, D, K, X2 = e
4θ
m x0(∂0 − θ∂u), де m 6= 0;±3;

у випадку рiвняння u11 + u2
1 = λ3e

−4uum
0 – операторами ∂0, ∂1,

D, K, D0 = 2x0∂0 + mx1∂1, де m 6= 0;±3;
у випадку рiвняння u11 + u2

1 = λ4e
−4u(u0 + θ)−3 — операторами

∂0, ∂1, D, K, D0, X3 = x1e
−θx0−u∂u, X4 = e−θx0−u∂u, де m = −3;

у випадку рiвняння u11 + u2
1 = λ5e

−4uu−3
0 — операторами ∂0, ∂1,

D, K, D0, X3, X4, де m = −3, θ = 0;
у випадку рiвняння u11 +u2

1 = λ6e
−4u(u0 + θ)3 — операторами ∂0,

∂1, D, K, D0, X5 = eθx0+u∂1, X6 = eθx0+u(x1∂1 + ∂u), де m = 3;
у випадку рiвняння u11 + u2

1 = λ7e
−4uu3

0 — операторами ∂0, ∂1,
D, K, D0, X5, X6, де m = 3, θ = 0.

Основною групою перетворень еквiвалентностi рiвняння (34), як
це встановлено в [19], є група, координати iнфiнiтезимального опе-
ратора якої задаються формулами

ξ0 = c1x0 + c2, ξ1 = c3x
2
1 + (2c4 + c5)x1 + c6, η = c3x1 + c4, (36)

ζ = −2c5F. (37)

Прокласифiкуємо нееквiвалентнi зображення функцiї F за допо-
могою основної групи перетворень еквiвалентностi.
Лема. Нееквiвалентнi рiвняння вигляду (34) з точнiстю до пере-
творень основної групи еквiвалентностi мають вигляд

u11 + u2
1 = ϕ(u0)e−4u (38)

u11 + u2
1 = λe−4uum

0 , (39)

де λ 6= 0, m 6= 0 — довiльнi сталi, ϕ = ϕ(u0) — довiльна гладка
функцiя.
Доведення. Подiявши оператором (14) на многовид

Φ(u0, F ) = 0,
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одержимо

0ηΦu0 + ζΦF = 0, (40)

де 0η — продовження функцiй η за змiнною x0. Пiдставивши (36) у
(40) та врахувавши, що 0η = −c1u0, одержимо

c1u0Φu0 + 2c5FΦF = 0.

Можливi два рiзнi випадки:
1. c1 = c5 = 0. У цьому випадку

F = ϕ(u0),

де ϕ = ϕ(u0) — довiльна гладка функцiя, що приводить до рiвняння
(38).

2. c1 6= 0, c5 — довiльна стала. Розв’язуючи останнє рiвняння,
встановлюємо вигляд функцiї F :

F = λum
0 ,

де m = 2c5
c1

, λ — стала iнтегрування, та вiдповiдне рiвняння (39).
Лему доведено.
Порiвнявши результати леми 2 з твердженням 2, приходимо до

висновку, що, як i у випадку рiвняння (1), метод класифiкацiї симе-
трiйних властивостей рiвняння (34) за допомогою перетворень BEG
не приводить до всiх нееквiвалентних випадкiв, одержаних за допо-
могою методу С. Лi.

Запишемо вигляд нееквiвалентних представлень рiвняння (34) та
прокласифiкуємо його симетрiйнi властивостi за допомогою поняття
оператора Q-умовної еквiвалентностi.
Теорема 2. Оператор (23) є оператором Q-умовної еквiвалентно-
стi рiвняння (34), якщо його коефiцiєнти мають вигляд:

A0 = c1, A1 = c2x
2
1 + 2c3x1 + c4, B = c2x1 + c3, C = 0

— у випадку рiвняння u11 + u2
1 = ϕ(u0)e−4u;

A0 = c1, A1 = c3x
2
1 + 2c4x1 + c2,

B = c3x1 +
c5

m
e

4
m x0 + c4, C =

4λ1c5

m
e

4
m x0+mu0
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— у випадку рiвняння u11 + u2
1 = λ1e

mu0−4u, де m 6= 0;

A0 = −c4

m
e4 θ

m x0 + c1, A1 = c3x
2
1 + 2c4x1 + c2,

B = c3x1 +
c5θ

m
e

4θ
m x0 + c4, C =

4λ2θc5

m
e

4θ
m x0(u0 + θ)m

— у випадку рiвняння

u11 + u2
1 = λ2e

−4u(u0 + θ)m, де m 6= 0, ±3; (41)

A0 =
4
m

c5x0 + c1, A1 = c3x
2
1 + (c5 + c4)x1 + c2,

B = c3x1 + c4, C = 2λ3(c4 − c5)um
0

— у випадку рiвняння

u11 + u2
1 = λ3e

−4uum
0 , де m 6= 0, ±3; (42)

A0 = c4e
− 4

3 θx0 + c7, A1 = c3x
2
1 + 2c5x1 + c6,

B = (c1x1 + c2)e−θx0−u + c3x1 − θc4e
− 4

3 θx0 + c5,

C = 3λ4e
−θx0 [(c1x1 + c2)e−u − 4

3
θc4e

− θ
3 x0 ](u0 + θ)−3

— у випадку рiвняння

u11 + u2
1 = λ4e

−4u(u0 + θ)−3; (43)

A0 = c5x0 + c6, A1 = c3x
2
1 + 2(c4 − 3

4
c5)x1 + c7,

B = (c1x1 + c2)e−u + c3x1 + c4,

C = 3λ5[(c1x1 + c2)e−u + c5]u−3
0

— у випадку рiвняння

u11 + u2
1 = λ5e

−4uu−3
0 ; (44)

A0 = c4e
4
3 θx0 + c1, A1 = (c5x1 + c6)eθx0+u + c3x

2
1 + 2c7x1 + c2,

B = c5e
θx0+u + c3x1 − θc4e

4
3 θx0 + c7,
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C = 3λ6e
θx0 [(c5 − u1(c5x1 + c6))eu − 4

3
θc4e

θ
3 x0 ](u0 + θ)3

— у випадку рiвняння

u11 + u2
1 = λ6e

−4u(u0 + θ)3; (45)

A0 = c7x0 + c1, A1 = (c5x1 + c6)eu + c3x
2
1 + 2(

3
4
c7 + c4)x1 + c2,

B = c5e
u + c3x1 + c4, C = 3λ7[(c5 − u1(c5x1 + c6))eu − c7]u3

0

— у випадку рiвняння

u11 + u2
1 = λ7e

−4uu3
0. (46)

Доведення. З умови визначення оператора Q-умовної еквiвалентно-
стi рiвняння (34) знаходимо:

Q̃(u11 + u2
1 − Fe−4u)|M=0 = 0,

Q̃Fµ|M=0 = 0, Q̃Fu|M=0 = 0, Q̃Fu1 |M=0 = 0,

де M — многовид, що задається спiввiдношеннями:

u11 + u2
1 = Fe−4u, Fµ = 0, Fu = 0, Fu1 = 0, (47)

0BFu0 = C, (48)

Q̃ — продовження оператора Q, знаходимо систему рiвнянь для ви-
значення функцiй A0, A1, B, C, F :

A0
1 = A0

u = 0, (49)

C = (Bu + 4B − 2A1
1 − 3A1

uu1)F + [(A1
u −A1

uu)u3
1+ (50)

+B11 + (2B1u −A1
11 + 2B1)u1 + (Buu + Bu − 2A1

1u)u2
1]e

4u,

BCµ = CBµ, BCu = CBu, BCu1 = CBu1 . (51)

Якщо (48) пiдставити в (50) та розщепити одержану рiвнiсть за
рiзними степенями u1, то одержимо систему рiвнянь, яка спiвпаде
з системою (35), тому їх розв’язки приводять до результатiв, пода-
них у твердженнi 2. Уточнивши вигляд функцiй C iз системи (51),
одержимо результати, поданi у теоремi 2. Теорему 2 доведено.
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Спростимо вигляд деяких рiвнянь, що згадуються у теоремi 2,
за допомогою додаткових перетворень еквiвалентностi. Проаналiзу-
вавши вигляд рiвнянь з теореми 2, приходимо до висновку, що за
допомогою замiни

t = −m

4θ
e−

4θ
m x0 , x = x1, w = u + θx0 (52)

рiвняння (41), (43), (45), зводяться до рiвнянь (42), (46) вiдповiдно.
Врахувавши замiну (33), знаходимо локально нееквiвалентнi рiв-

няння вигляду (32) та їх максимальнi алгебри еквiвалентностi. Має
мiсце твердження, що описує симетрiйнi властивостi локально неек-
вiвалентних рiвнянь (32).
Твердження 3. Нехай – λi, i = 1, 4, — довiльнi сталi. Максимальна
алгебра iнварiантностi рiвняння вигляду (32) визначається:

у випадку рiвняння w0 = wf(w11w
3) — операторами ∂0, ∂1,

D = 2x1∂1 + w∂w, K = x2
1∂1 + x1w∂w;

у випадку рiвняння w0 = λ1w(w11w
3)m, де m 6= ± 1

3 , — операто-
рами ∂0, ∂1, D, K, D0 = 4mx0∂0 − w∂w;

у випадку рiвняння w0 = λ2w(w11w
3)−

1
3 , де m = − 1

3 , — операто-
рами ∂0, ∂1, D, K, D0, x0∂w, ∂w;

у випадку рiвняння w0 = λ3w(w11w
3)

1
3 , де m = 1

3 , — операторами
∂0, ∂1, D, K, D0, w∂1, K1 = x1w∂1 + w2∂w;

у випадку рiвняння w0 = λ4w ln(w11w
3) — операторами ∂0, ∂1, D,

K, Y = e4x0w∂w.

Зазначимо, що для рiвнянь (1), (32) нееквiвалентнi зображення
нелiнiйностей, отриманi стандартним методом С. Лi та за допомо-
гою дослiдження оператора Q-умовної еквiвалентностi цих рiвнянь,
спiвпадають.

Таким чином, дослiдження рiвнянь (1), (32) разом з додатковою
умовою (25) дозволяє повнiстю розв’язати задачу групової класи-
фiкацiї даних рiвнянь за допомогою перетворень групи Q-умовної
еквiвалентностi.

Висновок. Введено поняття оператора Q-умовної еквiвалентно-
стi рiвняння та вказано алгоритм вiдшукання таких операторiв. За-
стосування операторiв Q-умовної еквiвалентностi для класифiкацiї
симетрiйних властивостей проiлюстровано на прикладах нелiнiйно-
го рiвняння теплопровiдностi (1) та еволюцiйного рiвняння другого
порядку (32).
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