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Загальна характеристика роботи

Актуальнiсть теми. Дисертацiйну роботу присвячено дослiджен-
ню апроксимацiйних характеристик класiв Нiкольського-Бєсова функ-
цiй однiєї та багатьох змiнних iз рiзними видами гладкостей, а саме: зна-
ходженню точних за порядком оцiнок величин найкращих m-членних
тригонометричних наближень класiв Нiкольського-Бєсова перiодичних
функцiй багатьох змiнних iз малою iзотропною гладкiстю та з малою
мiшаною гладкiстю; встановленню точних за порядком оцiнок деяких
апроксимацiйних характеристик класiв типу Нiкольського-Бєсова пе-
рiодичних функцiй iз логарифмiчною гладкiстю; знаходженню точних
за порядком оцiнок найкращих наближень класiв Нiкольського-Бєсова
перiодичних функцiй багатьох змiнних iз узагальненою мiшаною глад-
кiстю тригонометричними полiномами з “номерами” гармонiк зi схiдчас-
тих гiперболiчних хрестiв; встановленню точних за порядком оцiнок
величини найкращого m-членного наближення полiномами, що побудо-
ванi за тензорною системою Хаара, для класiв типу Нiкольського перiо-
дичних функцiй багатьох змiнних iз узагальненою мiшаною гладкiстю;
iншим супровiдним задачам.

Двадцяте сторiччя у низцi галузей математики було перiодом пе-
реходу вiд одновимiрних задач, тобто задач, якi стосуються вивчення
математичних моделей iз однiєю змiнною, до багатовимiрних задач, тоб-
то задач, якi стосуються вивчення математичних моделей, що залежать
вiд кiлькох, а часто й вiд великої кiлькостi змiнних. У багатьох випадках
перехiд вiд однiєї змiнної до багатьох змiнних був пов’язаний не тiльки
з новими явищами, характерними для певної математичної моделi, а й
вимагав нових методiв. У деяких випадках навiть постановка багато-
вимiрної задачi вимагає доволi нетривiальної модифiкацiї одновимiрної
задачi. Наприклад, при розглядi збiжностi кратних тригонометричних
рядiв одразу стикаємося з питанням про те, якi частиннi суми цих рядiв
варто розглядати. Або ж, iнакше кажучи, що при цьому є природним
багатовимiрним аналогом тригонометричних полiномiв, тобто, в якiй
множинi повиннi бути зосередженi “номери” їхнiх гармонiк? Шукаючи
вiдповiдь на це i подiбнi питання, математики використовували триго-
нометричнi полiноми з рiзним упорядкуванням гармонiк. Зокрема, при
їхнiй побудовi вибиралися “номери” гармонiк iз таких множин, як куля,
куб, прямокутний паралелепiпед або, що найважливiше, гiперболiчний
хрест

Γ(N) = {k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd :

d∏
j=1

max{|kj |, 1} ≤ N}
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i рiзнi його модифiкацiї. Зазначимо, що поняття гiперболiчного хрес-
та виникло в дослiдженнях К.I. Бабенка на початку 60-х рокiв мину-
лого сторiччя. Вiдтодi й донинi iнтерес у теорiї наближення функцiй
багатьох змiнних до такого об’єкта, як гiперболiчний хрест, не згасає,
яскравим свiдченням чого є монографiя, нещодавно написана Д. Зунгом
(D. Dũng), В.М. Темляковим (V.N. Temlyakov), Т. Ульрiхом (T. Ullrich),
яка побачила свiт у 2018 роцi. Результати, одержанi в роботах К.I. Ба-
бенка, С.О. Теляковського, В.М. Темлякова, Б.С. Кашина, Е.С. Белiнсь-
кого, D. Dũng, Е.М. Галєєва, А.С. Романюка та iн., демонструють нам,
що кратнi тригонометричнi полiноми з “номерами” гармонiк з гiпер-
болiчних хрестiв вiдiграють при наближеннi перiодичних функцiй ба-
гатьох змiнних таку саму роль, як звичайнi тригонометричнi полiноми
при наближеннi перiодичних функцiй однiєї змiнної.

Пiсля з’ясування природи аналогiв кратних тригонометричних полi-
номiв одним iз фундаментальних питань є таке: що є природним багато-
вимiрним аналогом класiв перiодичних гладких функцiй однiєї змiнної?
У багатовимiрному випадку розглядаються рiзнi класи гладких функ-
цiй: iзотропнi та анiзотропнi класи Соболєва, Нiкольського–Бєсова,
Лiзоркiна–Трiбеля, класи функцiй з обмеженою мiшаною похiдною й
обмеженою мiшаною рiзницею, тобто класи функцiй iз обмеженою мi-
шаною гладкiстю, та iншi.

Ще одним принциповим питанням є: яким чином наближати функ-
цiї з цих класiв, тобто якi агрегати варто використовувати при цьому? У
зв’язку з цим А.М. Колмогоров у 1936 роцi ввiв поняття n-поперечника
центрально-симетричної множини у банаховому просторi. Апроксима-
цiйну характеристику, яку вiн запропонував, згодом почали називати n-
поперечником за Колмогоровим або колмогоровським n-поперечником.
У нашому випадку як центрально-симетричнi множини для зазначе-
ної апроксимацiйної характеристики роглядаються класи перiодичних
гладких функцiй однiєї та багатьох змiнних. Концепцiя n-поперечника
за Колмогоровим дуже корисна для вiдповiдi на питання, сформульо-
ване вище. Колмогоровський n-поперечник є розв’язком оптимiзацiйної
задачi, в якiй ми здiйснюємо оптимiзацiю над усiма n-вимiрними лiнiй-
ними пiдпросторами. Iнакше кажучи, колмогоровський n-поперечник
дозволяє зрозумiти, який n-вимiрний лiнiйний пiдпростiр є найкращим
для апроксимацiї того або iншого класу перiодичних гладких функ-
цiй. На сьогоднi поведiнка колмогоровського n-поперечника в бiльшостi
ситуацiй дослiджена для важливих класiв перiодичних гладких функ-
цiй однiєї змiнної. Понад те, в деяких випадках вiдомi не тiльки точ-
нi за порядком оцiнки, а й навiть точнi значення колмогоровських n-
поперечникiв класiв перiодичних гладких функцiй однiєї змiнної. Проте
й понинi менш дослiджена задача про точнi за порядком оцiнки колмо-
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горовських n-поперечникiв деяких класiв перiодичних функцiй багатьох
змiнних iз мiшаною гладкiстю, на що акцентується увага в моногра-
фiях В.М. Темлякова (1993, 2018), А.С. Романюка (2012) i D. Dũng,
V. Temlyakov, T. Ullrich (2018).

Вiднедавна у зв’язку з застосуваннями в iнженерiї, бiологiї, медици-
нi та iнших галузях науки важливу роль почали вiдiгравати нелiнiйнi
наближення. Нелiнiйне наближення є важливим у застосуваваннях зав-
дяки його стислим зображенням i зростаючiй обчислювальнiй ефектив-
ностi. Типовою задачею нелiнiйного наближення є m-членне наближен-
ня, яке iнколи називають розрiдженим наближенням. Для постановки
задачi, яка стосується розрiдженого наближення, розлянемо в банахо-
вому просторi X задану систему елементiв (функцiй) D, яку називають
словником. Тодi величина

σm(f,D)X := inf
gj∈D,aj
j=1,...,d

∥∥∥∥f − m∑
j=1

ajgj

∥∥∥∥
X

називається найкращим m-членним наближенням функцiї f полiнома-
ми, що побудованi за системою D, у метрицi простору X.

Уперше таким чином означена величина з’явилася завдяки
С.Б. Стєчкiну (1955) при формулюваннi ним критерiю абсолютної збiж-
ностi ортогональних рядiв у гiльбертовому просторi. Ця величина на-
зивалась величиною найкращого квадратичного наближення елемента
гiльбертового простору за допомогою m-членних полiномiв за заданою
системою.

Упродовж останнiх 30–40 рокiв величини

σm(F,D)X := sup
f∈F

σm(f,D)X

iнтенсивно дослiджувалися для важливих класiв F гладких функ-
цiй i для рiзних систем D у роботах В.М. Темлякова, Б.С. Каши-
на, R.A. DeVore, Е.С. Белiнського, А.В. Андрiанова, А.С. Романю-
ка, В.С. Романюка, О.I. Степанця, А.Л. Шидлiча, Д.Б. Базарханова,
W. Sickel, M. Hansen, T. Ullrich, G. Byrenheid та iнших.

У роботах згаданих авторiв отримано багато глибоких i завершених
результатiв, але водночас залишається низка важливих питань стосовно
оцiнок найкращих m-членних наближень класiв Нiкольського–Бєсова
та їхнiх рiзноманiтних узагальнень.

Про важливiсть функцiональних просторiв i класiв Нiкольського–
Бєсова, якi в цiй дисертацiйнiй роботi є об’єктом дослiдження, свiд-
чать монографiї С.М. Нiкольського (1969), О.В. Бєсова, В.П. Iльїна,
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С.М. Нiкольського (1975), H. Triebel (1983, 2019), В.М. Темлякова (1986,
1993, 2015, 2018) H.-J. Schmeisser, H. Triebel (1987), Р.М. Тригуба,
Е.С. Белiнського (2004), А.С. Романюка (2012), Y. Sawano (2018) та
iнших.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.
Дисертацiю виконано у вiддiлi теорiї функцiй Iнституту математики
НАН України згiдно з науково-дослiдними темами “Апроксимативнi та
структурнi характеристики функцiональних множин”, номер держав-
ної реєстрацiї 0111U002079; “Структурнi та апроксимацiйнi властивос-
тi функцiональних множин”, номер державної реєстрацiї 0198U001990;
“Апроксимацiйнi характеристики функцiональних класiв”, номер дер-
жавної реєстрацiї 0101U000046.

Мета i завдання дослiдження. Основною метою дисертацiйного
дослiдження є розробка нових i вдосконалення iснуючих методiв знаход-
ження точних за порядком оцiнок деяких важливих апроксимацiйних
характеристик класiв Нiкольського-Бєсова функцiй однiєї та багатьох
змiнних iз рiзними видами гладкостi у просторах Лебега, а також у
просторi суттєво обмежених функцiй.

Об’єктом дослiдження є класи типу Нiкольського-Бєсова функцiй
однiєї та багатьох змiнних iз широким дiапазоном гладкостей.

Предметом дослiдження є такi апроксимацiйнi характеристики,
як колмогоровськi n-поперечники, ε-ентропiя, певнi види розрiдженого
тригонометричного наближення, наближення тригонометричними полi-
номами з “номерами” гармонiк iз узагальнених схiдчастих гiперболiчних
хрестiв згаданих класiв перiодичних функцiй однiєї та багатьох змiнних
iз широким дiапазоном гладкостей у просторах Лебега, а також у про-
сторi суттєво обмежених функцiй.

Завдання дослiдження:

— Знайти точнi за порядком оцiнки найкращого m-членного три-
гонометричного наближення класiв Нiкольського–Бєсова перiодичних
функцiй багатьох змiнних iз малою iзотропною гладкiстю.

— Одержати точнi за порядком оцiнки деяких апроксимацiйних ха-
рактеристик класiв типу Нiкольського–Бєсова перiодичних функцiй од-
нiєї та багатьох змiнних iз логарифмiчною гладкiстю.

— Установити точнi за порядком оцiнки найкращого наближення
перiодичних функцiй багатьох змiнних узагальненої мiшаної гладкостi
з класiв Нiкольського–Бєсова тригонометричними полiномами з “номе-
рами” гармонiк зi схiдчастих гiперболiчних хрестiв.

— Одержати точнi за порядком оцiнки колмогоровських попереч-
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никiв згаданих класiв i таким чином показати, що в деяких важливих
випадках такi областi, як узагальненi схiдчастi гiперболiчнi хрести, є
оптимальними (в сенсi точних за порядком оцiнок колмогоровських по-
перечникiв).

— Установити точнi за порядком оцiнки наближення функцiй iз
класiв Нiкольського–Бєсова, визначених на Rd, цiлими функцiями екс-
поненцiального типу з носiями їхнiх перетворень Фур’є у схiдчастих
гiперболiчних хрестах.

— Знайти точнi за порядком оцiнки найкращих m-членних триго-
нометричних наближень класiв типу Нiкольського–Бєсова перiодичних
функцiй багатьох змiнних iз узагальненою мiшаною гладкiстю.

— Одержати точнi за порядком оцiнки найкращого m-членного три-
гонометричного наближення перiодичних функцiй багатьох змiнних ма-
лої мiшаної гладкостi з класiв типу Нiкольського–Бєсова. З’ясувати, в
яких випадках оцiнки зверху реалiзуються конструктивним методом,
що базується на використаннi ґрiдi (greedy) алгоритму.

— Установити точнi за порядком оцiнки найкращого m-членного
тригонометричного наближення полiномами, побудованими за тензор-
ною системою Хаара, для перiодичних функцiй багатьох змiнних iз
класiв типу Нiкольського.

Методи дослiдження. Використовується апарат математичного
аналiзу, теорiї функцiй. При вивченнi розрiдженого тригонометричного
наближення розробляються методи дискретизацiї.

Наукова новизна одержаних результатiв. Результати роботи,
що виносяться на захист, є новими i полягають у такому.

— Знайдено точнi за порядком оцiнки найкращого m-членного три-
гонометричного наближення iзотропних класiв Нiкольського–Бєсова
перiодичних функцiй багатьох змiнних iз малою гладкiстю.

— Одержано точнi за порядком оцiнки деяких апроксимацiйних ха-
рактеристик класiв типу Нiкольського–Бєсова перiодичних функцiй як
однiєї, так i багатьох змiнних iз логарифмiчною гладкiстю.

— Установлено точнi за порядком оцiнки найкращого наближення
перiодичних функцiй багатьох змiнних узагальненої мiшаної гладкостi з
класiв Нiкольського–Бєсова тригонометричними полiномами з “номера-
ми” гармонiк зi схiдчастих гiперболiчних хрестiв. При цьому показано,
що в деяких важливих випадках такого виду полiноми є оптимальни-
ми (в сенсi точних за порядком оцiнок вiдповiдних колмогоровських
поперечникiв).
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— Одержано точнi за порядком оцiнки наближення функцiй iз
класiв Нiкольського–Бєсова, визначених на Rd, цiлими функцiями екс-
поненцiального типу з носiями їхнiх перетворень Фур’є у схiдчастих
гiперболiчних хрестах.

— Знайдено точнi за порядком оцiнки найкращого m-членного
тригонометричного наближення класiв типу Нiкольського–Бєсова
перiодичних функцiй багатьох змiнних iз узагальненою мiшаною глад-
кiстю. Показано, що при певних спiввiдношеннях мiж параметрами
оцiнки зверху реалiзуються конструктивним методом, що базується на
використаннi ґрiдi (greedy) алгоритму.

— Одержано точнi за порядком оцiнки найкращого m-членного
тригонометричного наближення класiв типу Нiкольського–Бєсова
перiодичних функцiй багатьох змiнних iз малою рiвномiрною мiшаною
гладкiстю. З’ясовано, в яких випадках оцiнки зверху реалiзуються кон-
структивним методом, що базується на використаннi ґрiдi (greedy) ал-
горитму.

— Встановлено точнi за порядком оцiнки найкращого m-членного
наближення полiномами, що побудованi за тензорною системою Хаара,
для перiодичних функцiй багатьох змiнних мiшаної гладкостi з класiв
типу Нiкольського.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйну
роботу складають математичнi дослiдження, що мають теоретичний
характер, а її результати доповнюють важливi роздiли математично-
го аналiзу, зокрема такi, як теорiя функцiй i теорiя наближень. Деякi
з одержаних в дисертацiї результатiв можуть мати також i практичне
застосування в таких галузях науки, як iнженерiя, бiологiя, медицина
та iншi, що вказує на перспективу подальшого розвитку окреслених тут
дослiджень.

Особистий внесок здобувача. Всi результати здобувач отримав
самостiйно, а в роботах, якi опублiкованi у спiвавторствi з О.В. Фе-
дуник [3] або А.Ф. Конограєм [5, 6], перша теорема в кожнiй iз цих
робiт належить дисертантовi. У результатах робiт, написаних разом iз
С.Я. Янченком [23, 28], внесок авторiв рiвноцiнний.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати роботи доповiда-
лися на:

— Конференцiї “Функцiональнi методи в теорiї наближення, тео-
рiї операторiв, стохастичному аналiзi i статистицi”, присвяченiй пам’ятi
А.Я. Дороговцева (1935–2004), Київ, 1–5 жовтня 2004 року.

— Мiжнароднiй конференцiї “Функцiональнi простори, теорiя наб-
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лижень, нелiнiйний аналiз”, присвяченiй сторiччю академiка С.М. Нi-
кольського, Москва, Росiя, 23–29 травня 2005 року.

— Мiжнароднiй математичнiй конференцiї iм. В.Я. Скоробогатька,
Дрогобич, 24–28 вересня 2007 року.

— Мiжнароднiй науковiй конференцiї “Сучаснi проблеми математи-
ки, механiки, iнформатики”, присвяченiй 85-рiччю вiд дня народження
професора Л.А. Толоконникова, Тула, Росiя, 17–21 листопада 2008 року.

— Мiжнароднiй конференцiї “Сучаснi проблеми математики, ме-
ханiки та їх застосувань”, присвяченiй 70-рiччю ректора МДУ академiка
В.А. Садовничого, Москва, Росiя, 30 березня – 2 квiтня 2009 року.

— International conference “ANALYTIC METHODS OF MECHA-
NICS AND COMPLEX ANALYSIS” dedicated to N.A. Kilchevskii and
V.A. Zmorovich on the occasion of their birthday centenary, Kyiv, June
29 – July 5, 2009.

— Мiжнароднiй науковiй конференцiї “Сучаснi проблеми аналiзу та
викладання математики”, присвяченiй 105-рiччю академiка С.М. Нi-
кольського, Москва, Росiя, 17–19 травня 2010 року.

— Конференцiї “Сучаснi методи теорiї функцiй та сумiжнi пробле-
ми” Воронiзької зимової математичної школи, Воронiж, Росiя, 25 сiчня
– 1 лютого 2011 року.

— 16-й Саратовськiй зимовiй школi “Сучаснi проблеми теорiї функ-
цiй та їх застосування”, Саратов, Росiя, 27 сiчня – 3 лютого 2012 року.

— Четвертiй мiжнароднiй конференцiї “Функцiональнi просто-
ри. Диференцiальнi оператори. Загальна топологiя. Проблеми мате-
матичної освiти”, присвяченiй 90-рiччю вiд дня народження члена-
кореспондента РАН, академiка Європейської академiї наук Л.Д. Куд-
рявцева, Mосква, Росiя, 25–29 березня 2013 року.

— 2nd EUMLS Conference “Mathematics for Life Sciences”, Olenivka,
Crimea, Ukraine, September 05–10, 2013.

— Mecklenburg Workshop (dedicated to the 60th birthday of Winfried
Sickel) “Approximation Methods and Function Spaces”, Hasenwinkel,
Germany, March 16–20, 2015.

— Мiжнароднiй конференцiї з функцiональних просторiв та теорiї
наближення функцiй, присвяченiй 110-рiччю вiд дня народження ака-
демiка С.М. Нiкольського, Москва, Росiя, 25–29 травня 2015 року.

— 3rd EUMLS Conference “Mathematics for Life Sciences”, Rivne,
Ukraine, September 15–19, 2015.

— Мiжнароднiй науковiй конференцiї “Теорiя наближень та її засто-
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сування” з нагоди 75-рiччя проф. члена-кореспондента НАНУ Вiталiя
Павловича Моторного, Днiпропетровськ, 8–11 жовтня, 2015 року.

— AMMODIT and final EUMLS Workshop “Mathematics for Life
Sciences”, Hasenwinkel, Germany, March 07–11, 2016;

— Workshop on Function Spaces and High-Dimensional Approximation,
Bellaterra (Barcelona), Spain, May 2–6, 2016;

— Mecklenburg Workshop “Approximation Methods and Data Analysis”
dedicated to the 60th birthday of Hrushikesh N. Mhaskar, Hasenwinkel,
Germany, September 05–09, 2016.

— Workshop on Approximation Theory (dedicated to the 70th birthday
of prof. I. O. Shevchuk), Kyiv, June 14, 2017.

— Follow-up Workshop “Approximation Theory and Function Spaces”,
Barcelona, Spain, June 26–30, 2017.

— 4th AMMODIT Conference, Malekhiv (Lviv region), March 19–23,
2018.

— семiнарах вiддiлу теорiї функцiй Iнституту математики НАН
України (керiвник семiнару – доктор фiз.-мат. наук, проф. А.С. Ро-
манюк);

— мiжвузiвському семiнарi з теорiї функцiй у Днiпропетровському
нацiональному унiверситетi iм. О. Гончара, 25 сiчня 2017 року, 31 сiчня
2018 року (керiвник семiнару — чл.-кор. НАН України В.П. Моторний)

— Львiвському мiському семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй у
Львiвському нацiональному унiверситетi iм. Iвана Франка, 1 червня
2017 року (керiвник семiнару — доктор фiз.-мат. наук, проф. О.Б. Скас-
кiв);

— Київському семiнарi з функцiонального аналiзу в Iнститутi ма-
тематики НАН України, 4 жовтня 2017 року (керiвники семiнару:
академiк НАН України Ю.М. Березанський, академiк НАН України
Ю.С. Самойленко, чл.-кор. НАН України А.Н. Кочубей);

— семiнарi кафедри математичного аналiзу Iнституту математики,
економiки i механiки Одеського нацiонального унiверситету iм. I.I. Меч-
никова, 13 жовтня 2017 року (керiвник семiнару – доктор фiз.-мат. наук,
проф. А.О. Кореновський).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи викладено
у 48 наукових публiкацiях, iз яких 28 становлять статтi [1–28] у на-
укових виданнях, внесених до перелiку фахових видань iз фiзико-
математичних наук, 17 iз яких [3, 6, 7, 8, 10, 13, 15, 17, 20, 21, 22, 23,
24, 25, 26, 27, 28] надруковано у виданнях, внесених до мiжнародних
наукометричних баз Web of Science, Scopus.
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Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi спис-
ку основних позначень i означень, вступу, п’яти роздiлiв з висновками,
додатку i списку використаних джерел, що мiстить 210 найменувань.
Повний обсяг роботи становить 332 сторiнки друкованого тексту.

Основний змiст дисертацiї

Основнi положення дисертацiї з вiдповiдними коментарями викла-
денi у її першому роздiлi. Вказано мiсце отриманих результатiв у
загальнiй теорiї з окреслених напрямкiв.

Розпочнемо з викладу результатiв другого роздiлу, основна час-
тина яких присвячена знаходженню точних за порядком оцiнок най-
кращих m-членних тригонометричних наближень класiв Нiкольського–
Бєсова перiодичних функцiй багатьох змiнних iз малою iзотропною
гладкiстю, а також точних за порядком оцiнок колмогоровських по-
перечникiв та ентропiйних чисел класiв типу Нiкольського–Бєсова пе-
рiодичних функцiй однiєї змiнної з логарифмiчною гладкiстю.

Нехай Rd, d ≥ 1, позначає d-вимiрний евклiдiв простiр iз елемен-

тами x = (x1, . . . , xd) i Lp(Td), 1 ≤ p ≤ ∞, Td =
d∏
j=1

[0; 2π), — простiр

2π-перiодичних за кожною зi змiнних функцiй f(x) = f(x1, . . . , xd) зi
скiнченною нормою

||f ||p =

(
(2π)−d

∫
Td

|f(x)|p dx
) 1
p

, 1 ≤ p <∞,

||f ||∞ = ess sup
x∈Td

|f(x)|.

Позначимо через Vl, l ∈ N, t ∈ R, ядро Валле Пуссена виду:

Vl(t) =
1

l

2l−1∑
k=l

Dk(t),

де Dk(t) =
k∑

m=−k
eimt — ядро Дiрiхле. Багатовимiрне ядро Vl = Vl(x),

l ∈ N, x ∈ Rd, визначимо згiдно з формулою

Vl(x) =

d∏
j=1

Vl(xj). (1)

Нехай
Vl(f) := f ∗ Vl
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— кратна сума Валле Пуссена функцiї f ∈ L1(Td), яка є згорткою мiж
f i (1).

Позначимо для f ∈ L1(Td)

Φ0(f) := V1(f), Φs(f) := V2s(f)− V2s−1(f), s ∈ N.

Вкажемо, що функцiя f ∈ Lp(Td) належить до простору Brp,θ,
1 ≤ p, θ ≤ ∞, r > 0, якщо

‖f‖Brp,θ :=

( ∑
s∈Z+

(2rs‖Φs(f)‖p)θ
) 1
θ

<∞, 1 ≤ θ <∞,

‖f‖Hrp := ‖f‖Brp,∞ := sup
s∈Z+

2rs‖Φs(f)‖p <∞.

Через Br
p,θ позначимо одиничнi кулi просторiв Brp,θ, тобто

Br
p,θ := {f ∈ Brp,θ : ‖f‖Brp,θ ≤ 1},

якi називатимемо класами. Таким чином, Br
p,θ, 1 ≤ θ ≤ ∞, — класи

Нiкольського–Бєсова перiодичних функцiй багатьох змiнних iз iзотроп-
ною гладкiстю, зокрема Br

p,θ, 1 ≤ θ <∞, — класи Бєсова, а Br
p,∞ ≡ Hr

p

— класи Нiкольського.
Нехай Θm — набiр iзm точок iз цiлочислової решiтки Zd. Позначимо

P (Θm,x) :=

m∑
k=1

cke
i(nk,x), ck ∈ C,

i для f ∈ Lq(Td) розглянемо величину

σm(f)q := inf
Θm

inf
P (Θm,·)

||f(·)− P (Θm, ·)||q,

яка називається найкращим m-членним тригонометричним наближен-
ням функцiї f у метрицi простору Lq(Td).

Для функцiонального класу F ⊂ Lq(Td) позначимо

σm(F )q := sup
f∈F

σm(f)q.

Теорема 2.3. Нехай 1 ≤ p ≤ 2 < q < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞. Якщо
d
p −

d
q < r < d

p , то

σm(B r
p, θ)q � m

− q2 ( rd−
1
p+ 1

q ), (2)
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якщо ж r = d
p , то

σm(B r
p, θ)q � m−

1
2 (logm)1− 1

θ . (3)

В (3) i далi logm := log2m. Зазначимо також, що в однови-
мiрному випадку, тобто при d = 1, точнi зi порядком оцiнки ве-
личини σm(B r

p, θ)q для 1 ≤ p ≤ 2 < q <∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, r > 1
p −

1
q

ранiше одержав Е.С. Белiнський (1987). R.A. DeVore, V.N. Temlyakov
(1995) у d-вимiрному випадку, тобто при d ≥ 1, а також, зокре-
ма, при 1 ≤ p ≤ 2 < q <∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, r > d

p встановили, що

σm(B r
p, θ)q � m

− rd+ 1
p−

1
2 .

Порiвнюючи (2), (3) зi щойно наведеною оцiнкою, бачимо вiдмiн-
нiсть (за винятком випадку θ = 1) в оцiнках наближення величини
σm(B r

p, θ)q, 1 ≤ p ≤ 2 < q < ∞, при переходi через так званий “критич-
ний” показник гладкостi r = d

p . Iнакше кажучи, при переходi показника
гладкостi r через значення d

p спостерiгаємо “стрибок” порядкових оцi-
нок наближення (завдяки логарифмiчному множниковi). Крiм цього,
при “критичному” значеннi показника гладкостi в (3) виявляємо залеж-
нiсть порядкової оцiнки величини σm(B r

p, θ)q вiд параметра θ, чого у
випадках “великої” (r > d

p ) й “малої” (dp −
d
q < r < d

p ) гладкостей не
спостерiгаємо.

Перейдемо тепер до викладу матерiалу пiдроздiлу 2.2, який присвя-
чений встановленню точних за порядком оцiнок деяких апроксимацiй-
них характеристик класiв типу Нiкольського–Бєсова перiодичних функ-
цiй iз логарифмiчною гладкiстю.

Для r > 0, 1 < p ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ позначимо

B0,r
p,θ := {f ∈ Lp : ||f ||B0,r

p,θ
≤ 1},

де

||f ||B0,r
p,θ

:=

( ∞∑
s=0

((s+ 1)r||δs(f)||p)θ
) 1
θ

, 1 ≤ θ <∞,

||f ||B0,r
p,∞

:= sup
s≥0

||δs(f)||p
(s+ 1)−r

, θ =∞,

а δs(f) :=
∑

[2s−1]≤|k|<2s
f̂(k)eikx, f̂(k) := (2π)−1

2π∫
0

f(x)e−ikxdx. Класи B0,r
p,θ

ми називаємо класами типу Нiкольського–Бєсова перiодичних функцiй
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iз логарифмiчною гладкiстю. У випадку θ =∞ замiсть B0,r
p,∞ запишемо

H0,r
p , тобто позначимо, що B0,r

p,∞ ≡ H0,r
p .

Тепер наведемо означення дослiджуваних апроксимацiйних харак-
теристик.

Нехай K — компакт у банаховому просторi X iз одиничною кулею
BX . Величини

dm(K, X) := inf
{vj}mj=1⊂X

sup
f∈K

inf
cj

∥∥∥∥f − m∑
j=1

cjvj

∥∥∥∥
X

, (4)

εm(K, X) := inf

{
ε : ∃{uj}nj=1 ⊂ X,n ≤ 2m−1,K ⊂

n⋃
j=1

{uj + εBX}
}

(5)

(m = 1, 2, . . . ) називаються вiдповiдно m-м поперечником за Колмого-
ровим i m-м ентропiйним числом множини K у просторi X.

Зазначимо, що для класiв LGr, якi збiгаються з класами H0,r
∞ , вста-

новлено точнi за порядком оцiнки величин (4) i (5). Для r > 1 вико-
нуються спiввiдношення, якi встановили Б.С. Кашин та В.М. Темля-
ков (1999):

dm(LGr, Lq) � εm(LGr, Lq) �
{

(logm)−r+1, якщо q =∞,
(logm)−r+1/2, якщо 1 ≤ q <∞.

Ми одержали такi твердження.
Теорема 2.7. Нехай 1 ≤ θ <∞, r > 1− 1

θ , тодi

dm(B0,r
∞,θ, L∞) � εm(B0,r

∞,θ, L∞) � (logm)−r+1− 1
θ .

Теорема 2.8. Нехай 1 ≤ q < ∞, max{q; 2} ≤ p ≤ ∞, r > 1
2 −

1
θ ,

тодi для max{q; 2} ≤ p ≤ ∞, 2 ≤ θ < ∞ або max{q; 2} ≤ p < ∞, θ = ∞
справедливi порядковi рiвностi

dm(B0,r
p,θ, Lq) � εm(B0,r

p,θ, Lq) � (logm)−r+
1
2−

1
θ .

Перейдемо до викладу результатiв третього роздiлу, попередньо
навiвши необхiднi позначення й означення.

Надалi вважатимемо, що для f ∈ Lp(Td) виконуватиметься умова

2π∫
0

f(x) dxj = 0, j = 1, . . . , d.
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Для f ∈ Lp(Td) i для t = (t1, . . . , td), tj ≥ 0, j = 1, . . . , d, розглянемо
мiшаний модуль неперервностi (порядку l)

Ωl(f, t)p = sup
|hj |≤tj
j=1,...,d

||∆l
hf(·)||p,

де
∆l

hf(x) = ∆l
hd

(
∆l
hd−1

...(∆l
h1
f(x))

)
— мiшана кратна рiзниця l-го порядку з векторним кроком
h = (h1, . . . , hd), а

∆l
hjf(x) =

l∑
n=0

(−1)l−nCnl f(x1, . . . , xj−1, xj + jh, xj+1, . . . , xd)

— кратна l-та рiзниця iз кроком hj за змiнною xj .
Нехай Ω(t) = Ω(t1, . . . , td) — задана функцiя типу мiшаного модуля

неперервностi порядку l, яка задовольняє такi умови:

1) Ω(t) > 0, t > 0; Ω(t) = 0, якщо
d∏
j=1

tj = 0;

2) Ω(t) є неспадною за кожною зi змiнних;

3) Ω(m1t1, . . . ,mdtd) 6

(
d∏
j=1

mj

)l
Ω(t), mj ∈ N, j = 1, . . . , d.

Множину таких функцiй Ω позначимо через Ψl.
Нехай 1 ≤ p, θ ≤ ∞, тодi простiр MBΩ

p,θ, Ω ∈ Ψl, визначається таким
чином:

MBΩ
p,θ :=

{
f ∈ Lp(Td) : ||f ||MBΩ

p,θ
<∞

}
,

де

||f ||MBΩ
p,θ

:=

(∫
Td

(
Ωl(f, t)p

Ω(t)

)θ d∏
j=1

dtj
tj

)1/θ

, 1 ≤ θ <∞,

||f ||MHΩ
p

:= ||f ||MBΩ
p,∞

:= sup
t>0

Ωl(f, t)p
Ω(t)

.

Зазначимо, що MBΩ
p,∞ ≡ MHΩ

p . Шкала просторiв MBΩ
p,θ є природ-

ним узагальненням шкали просторiв (мiшаної гладкостi) Нiкольського–
Бєсова MBrp,θ, r = (r1, . . . , rd), rj > 0, j = 1, . . . , d, перiодичних функцiй
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багатьох змiнних i MBΩ
p,θ ≡ MBrp,θ при Ω(t) = tr11 . . . trdd , 0 < rj < l,

j = 1, . . . , d. Зазначимо, що при θ = ∞ MBrp,θ ≡ MHr
p — простори

С.М. Нiкольського, а при 1 ≤ θ <∞ MBrp,θ — простори О.В. Бєсова.
Кожному векторовi s = (s1, ..., sd), sj ∈ N, j = 1, . . . , d, поставимо у

вiдповiднiсть множину

ρ(s) :=
{
k = (k1, ..., kd) : 2sj−1 ≤ |kj | < 2sj , kj ∈ Z \ {0}, j = 1, . . . , d

}
,

i позначимо
δs(f) = δs(f,x) :=

∑
k∈ρ(s)

f̂(k)ei(k,x),

де

f̂(k) = (2π)−d
∫
Td

f(t)e−i(k,t)dt

— коефiцiєнти Фур’є функцiї f , (k,x) = k1x1 + . . .+ kdxd.
Додатково вимагатимемо, щоб функцiя Ω(t) задовольняла умови

(Sα) та (Sl), якi називають умовами Барi–Стєчкiна. Сформулюємо їх.
Функцiя однiєї змiнної ϕ(τ) > 0 задовольняє умову (Sα) з α > 0,

якщо ϕ(τ)/τα майже зростає, тобто iснує така стала C1 > 0, що

ϕ(τ1)

τα1
6 C1

ϕ(τ2)

τα2
, 0 < τ1 6 τ2 6 1;

Функцiя однiєї змiнної ϕ(τ) > 0 задовольняє умову (Sl), якщо iснує
γ, 0 < γ < l, таке, що ϕ(τ)/τ l−γ майже спадає, тобто iснує така стала
C2 > 0, що

ϕ(τ1)

τ l−γ1

> C2
ϕ(τ2)

τ l−γ2

, 0 < τ1 6 τ2 6 1.

Вкажемо, що Ω(t) задовольняє умову (Sα) (вiдповiдно (Sl)), якщо
Ω(t) задовольняє цю умову за кожною змiнною tj при всiх фiксованих
ti, i 6= j, i вважатимемо, що Ω(t) належить до множини Sα (вiдповiд-
но Sl). Множина Φα,l визначається рiвнiстю Φα,l = Ψl ∩ Sα ∩ Sl. Таке
саме позначення Φα,l використовуватимемо для аналогiчно визначеної
множини функцiй однiєї змiнної.

Зазначимо, що до множини Φα,l належать, наприклад, функцiї

Ω(t) = Ω(t1, . . . , td) =


d∏
j=1

t
rj
j{

log 1
tj

}bj
+

, якщо tj > 0, j = 1, . . . , d;

0, якщо
d∏
j=1

tj = 0,
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де {log τ}+ = max {1; log τ}, rj , bj ∈ R, 0 < rj < l, j = 1, . . . , d.
Нехай 1 < p <∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, Ω ∈ Φα,l, тодi

||f ||MBΩ
p,θ
�
(∑

s

Ω−θ(2−s)||δs(f)||θp
) 1
θ

, 1 ≤ θ <∞ , (6)

||f ||MBΩ
p,∞
� sup

s

||δs(f)||p
Ω(2−s)

. (7)

Зображення (7) встановив М.М. Пустовойтов (1994), а (6) — Sun
Yongsheng i Wang Heping (1997).

Зазначимо, що для норм функцiй iз просторуMBΩ
p,θ можна записати

аналогiчнi до (6) i (7) зображення у випадках p = 1 i p = ∞, дещо
видозмiнивши при цьому “блоки” δs(f).

Нехай Vn(t) означає ядро Валле Пуссена порядку 2n− 1, тобто

Vn(t) = 1 + 2

n∑
k=1

cos kt+ 2

2n−1∑
k=n+1

(
1− k − n

n

)
cos kt.

Кожному векторовi s = (s1, . . . , sd), sj ∈ N, j = 1, . . . , d, поставимо
у вiдповiднiсть полiном

As(x) =

d∏
j=1

(
V2sj (xj)− V2sj−1(xj)

)
i для f ∈ Lp(Td), 1 ≤ p ≤ ∞, через As(f) позначимо згортку

As(f) = f ∗As.

Тодi для 1 ≤ p, θ ≤ ∞, Ω ∈ Φα,l норми функцiй iз простору MBΩ
p,θ,

можна подати в такiй формi:

||f ||MBΩ
p,θ
�
(∑

s>0

Ω−θ(2−s) ‖As(f)‖θp

) 1
θ

, 1 ≤ θ <∞, (8)

||f ||MBΩ
p,∞
� sup

s

‖As(f)‖p
Ω(2−s)

. (9)

Спiввiдношення (9) встановив М.М. Пустовойтов (1994), a спiввiд-
ношення (8) складає основний змiст теореми 3.1, сформульованої й до-
веденої у пiдроздiлi 3.1.
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Теорема 3.1. Нехай 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ θ < ∞, Ω ∈ Φα,l. Функцiя
f ∈MBΩ

p,θ тодi i лише тодi, коли(∑
s>0

||As(f)||θp (Ω(2−s))−θ
) 1
θ

<∞,

i в цьому випадку

||f ||MBΩ
p,θ
�
(∑

s>0

||As(f)||θp (Ω(2−s))−θ
) 1
θ

.

Одиничнi кулi просторiв MBΩ
p,θ називатимемо класами та познача-

тимемо MBΩ
p,θ. У випадку Ω(t) = ω(t1...td), ω ∈ Φα,l, замiсть MBΩ

p,θ та
MBΩ

p,θ використовуватимемо позначення MBωp,θ i MBω
p,θ вiдповiдно.

Нехай
Qn :=

⋃
||s||1≤n

ρ(s),

— схiдчастий гiперболiчний хрест.
Через tQn(x) позначимо тригонометричний полiном iз “номерами”

гармонiк iз Qn, тобто

tQn(x) =
∑
k∈Qn

cke
i(k,x),

де ck — довiльнi числа.
Тодi для f ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, величина

EQn(f)p = inf
tQn
||f(·)− tQn(·)||p

— найкраще наближення функцiї f тригонометричними полiномами з
“номерами” гармонiк iз множини Qn.

Якщо F ⊂ Lp — деякий клас функцiй, то означаємо

EQn(F )p = sup
f∈F

EQn(f)p.

Наведемо декiлька тверджень iз пiдроздiлу 3.2.
Теорема 3.2. Нехай d ≥ 1, ω ∈ Φα,l, тодi для 2 < p ≤ ∞, q = 1,

1 ≤ θ ≤ 2 або p = q =∞, θ = 1 виконується порядкова оцiнка

EQn(MBω
p,θ)q � ω(2−n).
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Теорема 3.3. Нехай d = 2, ω ∈ Φα,l, тодi справедливi спiввiдно-
шення

EQn(MBω
p,θ)q �

{
ω(2−n)n1− 1

θ , якщо p = q =∞, 1 < θ ≤ ∞,
ω(2−n)n

1
2−

1
θ , якщо 2 < p ≤ ∞, q = 1, 2 < θ ≤ ∞.

Теорема 3.6. Нехай 1 ≤ p ≤ 2, 1 ≤ θ ≤ 2 або 2 < p < ∞, θ = 1,
а ω ∈ Φα,l, α > 1/p, тодi для будь-якого d ≥ 1 виконується порядкова
оцiнка

EQn(MBω
p,θ)∞ � ω(2−n)2

n
p .

У випадку ω(τ) = τ r вiдповiднi до теорем 3.2, 3.3 i 3.6 результа-
ти для класiв MHr

p встановив В.М. Темляков, а для класiв MBr
p,θ —

А.С. Романюк.
Тепер перейдемо до викладу результатiв пiдроздiлу 3.3.
Наведемо позначення множин, в яких мiститимуться “номери” гар-

монiк тригонометричних полiномiв, якi використовуватимемо для на-
ближення. Для будь-якого N ∈ N означимо

κ(N):= κ(Ω, p, q,N) := {s ∈ Nd : Ω(2−s)2||s||1(1/p−1/q)+ ≥ N−1},

Q(N) := Q(Ω, p, q,N) :=
⋃

s∈κ(N)

ρ(s),

де a+ := max{a; 0}. Множина Q(N) є узагальненим схiдчастим гiпер-
болiчним хрестом.

Через tQ(N)(x) позначимо тригонометричний полiном iз “номерами”
гармонiк iз Q(N), тобто

tQ(N)(x) =
∑

k∈Q(N)

cke
i(k,x),

де ck — довiльнi числа.
Тодi для f ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, величина

EQ(N)(f)p = inf
tQ(N)

||f(·)− tQ(N)(·)||p

— найкраще наближення функцiї f тригонометричними полiномами з
“номерами” гармонiк з множини Q(N).

Якщо F ⊂ Lp — деякий клас функцiй, то означаємо

EQ(N)(F )p = sup
f∈F

EQ(N)(f)p.
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Теорема 3.8. Нехай Ω ∈ Φα,l, а для параметрiв p i q виконана одна
з таких умов:

1) 1 ≤ q = p <∞;
2) 1 < q < p ≤ ∞, p ≥ 2;
3) 1 ≤ q < p ≤ 2.
Тодi при 1 ≤ θ <∞

EQ(N)(MBΩ
p,θ)q �

1

N
(log2N)

(d−1)
(

1
p0
− 1
θ

)
+ ,

де p0 = min{p, 2}.
Теорема 3.10. Нехай 1 < p < q < ∞, 1 ≤ θ < ∞, Ω1 ∈ Φα,l, а

Ω(t) = Ω1(t) ·
∏d
j=1 t

1/p−1/q
j , тодi

EQ(N)(MBΩ
p,θ)q � N−1(log2N)(d−1)(1/q−1/θ)+ .

Теорема 3.11. Якщо 1 < p < 2, 1 ≤ θ ≤ 2, Ω1 ∈ Φα,l, а
Ω(t) = Ω1(t) ·

∏d
j=1 t

1/p−1/2
j , то

dm(MBΩ
p,θ, L2) � N−1,

де N подiбрано таким чином, щоб виконувалося спiввiдношення
|Q(Ω, p, 2, N)| � m.

Тут i надалi |A| позначає кiлькiсть елементiв скiнченної множини
A.

Теорема 3.12. Якщо 2 ≤ q ≤ p ≤ ∞, q 6= ∞, 1 ≤ θ ≤ 2 або
q = p =∞, θ = 1, а Ω ∈ Φα,l, тодi

dm(MBΩ
p,θ, Lq) � N−1,

де N пiдiбрано таким чином, щоб виконувалося спiввiдношення
|Q(Ω, p, q,N)| � m.

Як бачимо, при певних спiввiдношеннях мiж параметрами резуль-
тати теорем 3.11 i 3.12 свiдчать про оптимальнiсть множин Q(N), в
яких зосередженi “номери” гармонiк тригонометричних полiномiв, що
використовуються для наближення в теоремах 3.8 i 3.10.

Результати теорем 3.8, 3.10–3.12 для класiв MHr
p i MBr

p,θ,
1 ≤ θ <∞, установили В.М. Темляков та А.С. Романюк вiдповiдно.

Пiдроздiл 3.4 стосується встановлення порядкових оцiнок найкра-
щого наближення класiв Бєсова перiодичних функцiй багатьох змiнних
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iз узагальненою мiшаною гладкiстю тригонометричними полiномами з
“номерами” гармонiк iз нерiвномiрних схiдчастих гiперболiчних хрестiв.

Пiдроздiл 3.5 присвячено встановленню точних за порядком оцiнок
наближення класiв Нiкольського–Бєсова функцiй, визначених на Rd, iз
узагальненою мiшаною гладкiстю цiлими функцiями експоненцiально-
го типу з носiями їхнiх перетворень Фур’є у схiдчастих гiперболiчних
хрестах.

Через Lq(Rd), 1 6 q < ∞, позначимо простiр вимiрних функцiй
f(x) = f(x1, ..., xd) зi скiнченною нормою

‖f‖q := ‖f‖Lq(Rd) :=

(∫
Rd

|f(x)|qdx

) 1
q

.

Нехай S = S(Rd) — простiр Л. Шварца основних нескiнченно ди-
ференцiйовних на Rd комплекснозначних функцiй ϕ, що спадають на
нескiнченностi разом iз усiма похiдними швидше за будь-який степiнь
функцiї |x|−1. Через S′ позначимо простiр лiнiйних неперервних функ-
цiоналiв над S. Зазначимо, що елементи простору S′ є узагальненими
функцiями повiльного росту. Нехай 〈f, ϕ〉 позначає значення функцiо-
налу f ∈ S′ на пробнiй функцiї ϕ ∈ S.

Пряме (обернене) перетворення Фур’є функцiї ϕ ∈ S визначається
за формулою:

(Fϕ)(λ) =
1

(2π)d/2

∫
Rd

ϕ(t)e−i(λ,t)dt ≡ ϕ̃(λ)

(F−1ϕ)(t) =
1

(2π)d/2

∫
Rd

ϕ(λ)ei(λ,t)dλ ≡ ϕ̂(t)

 .

Пряме (обернене) перетворення Фур’є узагальненої функцiї f ∈ S′
(для них ми зберiгаємо такi самi позначення) визначаються за форму-
лою

〈Ff, ϕ〉 = 〈f,Fϕ〉, 〈f̃ , ϕ〉 = 〈f, ϕ̃〉, ϕ ∈ S(
〈F−1f, ϕ〉 = 〈f,F−1ϕ〉, 〈f̂ , ϕ〉 = 〈f, ϕ̂〉, ϕ ∈ S

)
.

Носiєм узагальненої функцiї f називатимемо замикання N такої
множини точок N ⊂ Rd, що для будь-якої ϕ ∈ S, що дорiвнює нулю
в N, виконується рiвнiсть 〈f, ϕ〉 = 0. Носiй перетворення узагальненої
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функцiї f позначатимемо через supp f . Зазначимо, що функцiя f зосе-
реджена на множинi G, якщо supp f ⊆ G.

Зазначимо також, що для 1 6 p < ∞ iснує природне неперервне
вкладення Lp(Rd) в S′ i в цьому сенсi функцiї з Lp(Rd) ототожнюються
з елементами з S′.

Далi, для кожного вектора s = (s1, ..., sd), sj ∈ Z+, j = 1, . . . , d, роз-
глянемо множину

Q∗2s := Q∗(s) :=
{
λ ∈ Rd : η(sj)2

sj−1 6 |λj | < 2sj , j = 1, . . . , d
}
,

де η(0) = 0, а η(t) = 1, t > 0.
Нехай A ⊂ Rd — деяка вимiрна множина. Позначимо через χA ха-

рактеристичну функцiю множини A i для f ∈ Lp(Rd) означимо

δ∗s (f) = δ∗s (f,x) := F−1
(
χQ∗

2s
· Ff

)
.

Нехай 1 < p <∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, Ω ∈ Φα,l, тодi

‖f‖SΩ
p,θB

=

(∑
s>0

(
Ω(2−s)

)−θ‖δ∗s (f)‖θp
) 1
θ

, 1 ≤ θ <∞,

‖f‖SΩ
p,∞B

= sup
s>0

‖δ∗s (f)‖p
Ω(2−s)

.

Далi, пiд класом SΩ
p,θB матимемо на увазi множину функцiй

f ∈ Lp(Rd), для яких ‖f‖SΩ
p,θB

6 1, i при цьому збережемо для класiв
SΩ
p,θB тi самi позначення, що й для просторiв SΩ

p,θB.
Для будь-якого N ∈ N означимо

κ(N) := κ(Ω, N) :=

{
s = (s1, . . . , sd) : sj ∈ Z+, Ω(2−s) >

1

N

}
,

Q(N) =: Q(Ω, N) :=
⋃

s∈κ(N)

Q∗(s)

i вкажемо, що

G
(
Q(N)

)
=
{
f ∈ Lq(Rd) : suppFf ⊆ Q(N)

}
.

ЕлементиG
(
Q(N)

)
є цiлими функцiями експоненцiального типу з носiя-

ми їхнiх перетворень Фур’є у множинi Q(N).
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Для f ∈ Lq(Rd), 1 6 q <∞, розглянемо величину

E
(
f,G

(
Q(N)

))
q

:= EQ(N)(f)q := inf
g∈G(Q(N))

‖f(·)− g(·)‖q,

яка називається найкращим наближенням функцiї f цiлими функцiями
з множини G

(
Q(N)

)
. Якщо F ⊂ Lq(Rd) — деякий функцiональний клас,

то означимо
EQ(N)(F )q := sup

f∈F
EQ(N)(f)q.

Теорема 3.17′. Нехай 1 < p < ∞, 1 6 θ 6 ∞, Ω ∈ Φα,l, тодi
виконуються порядковi оцiнки

EQ(N)(S
Ω
p,θB)p �

1

N

(
log2N

)(d−1)
(

1
p0
− 1
θ

)
+ .

У четвертому роздiлi поряд iз класами MBω
p,θ (MBΩ

p,θ ≡ MBω
p,θ

при Ω(t) = ω(t1...td), ω ∈ Φα,l) при 1 < p < ∞, 1 ≤ θ <∞, ω ∈ Φα,l
розглядаються класи MHω

p,θ, 1 < p < ∞, 1 ≤ θ < ∞, ω ∈ Φα,l, якi
визначаються таким чином:

MHω
p,θ :=

{
f ∈ Lp(Td) : ||f ||MHωp,θ ≤ 1

}
, (10)

де

||f ||MHωp,θ := sup
j

( ∑
||s||1=j

(
ω(2−||s||1)

)−θ
||δs(f)||θp

) 1
θ

. (11)

При θ =∞ означимо MHω
p,∞ ≡MHω

p , а ||f ||MHωp,∞ := ||f ||MHωp .
Для означених вище функцiональних класiв, за означеннями (10),

(11), справедливi такi вкладення:

MBω
p,θ ⊂MHω

p,θ ⊂MHω
p , 1 ≤ θ <∞,

MHω
p,θ1 ⊂MHω

p,θ2 , 1 ≤ θ1 < θ2 <∞.

Класи MHω
p,θ при ω(τ) = τ r, r > 0, збiгаються з класами MHr

p,θ,
якi розглянув В.М. Темляков iз погляду встановлення для них точних
за порядком оцiнок певних апроксимацiйних характеристик, зокрема
найкращого m-членного тригонометричного наближення.

Ми отримали такi твердження.
Теорема 4.4. Нехай 1 < p ≤ 2 < q < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, а ω ∈ Φα,l з

α > 1
p −

1
q , γ <

1
p .
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Якщо 1 < θ ≤ ∞, а ω ∈ Φα,l з α > max{ 1
p −

1
q ; 1

p −
q′

qθ′ }, а γ < 1
p , то

σm(MBω
p,θ)q�σm(MHω

p,θ)q�

�ω(m−
q
2 (logd−1m)q−1)m

q
2 ( 1
p−

1
q )(logd−1m)

1
θ′+

1−q
p .

Якщо ж 1 ≤ θ < q, ω ∈ Φα,l з α > 1
p −

1
q , а γ < 1

p −
q′

qθ′ , то

σm(MBω
p,θ)q � σm(MHω

p,θ)q � ω(m−
q
2 )m

q
2 ( 1
p−

1
q ).

У випадку ω(τ) = τ r, вiдповiдний до теореми 4.4 результат для
класiв MHr

p,θ є новим, а для класiв MBr
p,θ його встановив А.C. Рома-

нюк (2003).
Теорема 4.4′. Нехай 1 < p ≤ 2 < q <∞, 1 ≤ θ <∞, 1

p −
1
q < r < 1

p .

Якщо 1 < θ <∞, max{ 1
p −

1
q ; 1

p −
q′

qθ′ } < r < 1
p , то

σm(MHr
p,θ)q �m−(r−1/p+1/q)q/2(logm)(d−1)(q−1)(r−1/p+q′/(qθ′)).

Якщо ж 1 ≤ θ < q, 1
p −

1
q < r < 1

p −
q′

qθ′ , то

σm(MHr
p,θ)q � m−(r−1/p+1/q)q/2.

У випадку p ≤ θ <∞, (1/p−1/q)q′ < r < 1/p оцiнка зверху забезпе-
чується конструктивним методом, який базується на ґрiдi (greedy)
алгоритмi.

Теорема 4.5′. Нехай 1 < p ≤ 2 < q <∞, 1 ≤ θ <∞, r = 1/p, тодi

σm(MHr
p,θ)q � m−1/2(logm)(d−1)(1−1/θ)+1.

У випадку p ≤ θ < ∞ оцiнка зверху забезпечується конструктив-
ним методом, який базується на ґрiдi (greedy) алгоритмi.

Теореми 4.4′ i 4.5′ доповнюють точнi за порядком оцiнки величин
найкращого m-членного тригонометричного наближення класiв MHr

p,θ

i MBr
p,θ, якi встановили В.М. Темляков i А.С. Романюк.

Для викладу результатiв п’ятого роздiлу наведемо спочатку озна-
чення класiв, а також означення як системи Хаара для випадку функцiї
однiєї змiнної, так i тензорної системи Хаара.

Наведемо означення класiв функцiй MHΩ
p .

Для f(x) = f(x1, . . . , xd) i h = (h1, . . . , hd) визначимо мiшану рiзни-
цю ∆hf(x) за допомогою рiвностi

∆hf(x) = ∆hd . . .∆h1
f(x) = ∆hd(. . . (∆h1

f(x)) . . . ),
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де

∆hjf(x) = f(x1, . . . , xj−1, xj + hj , xj+1, . . . , xd)− f(x), j = 1, . . . , d.

Для f ∈ Lp([0, 1]d) та для t = (t1, . . . , td), tj ≥ 0, j = 1, . . . , d, роз-
глянемо мiшаний модуль неперервностi

Ω(f, t)p = sup
|hj |≤tj
j=1,...,d

||∆hf(·)||p.

Для заданої функцiї Ω(t) = Ω(t1, . . . , td) типу мiшаного модуля непе-
рервностi визначимо клас функцiй

MHΩ
p = {f ∈ Lp([0, 1]d) : Ω(f, t)p ≤ Ω(t)}.

У випадку Ω(t) = ω(t1...td), ω ∈ Sα, класи MHΩ
p позначатимемо

MHω
p .
Нехай Ds, s ≥ 0, позначає множину всiх двiйкових iнтервалiв на

вiдрiзку [0, 1] виду I = [j2−s, (j + 1)2−s), j = 0, . . . , 2s − 1. Для вектора
s = (s1, . . . , sd) ∈ Nd означимо

Ds = {I = I1 × · · · × Id, Ij ∈ Dsj , j = 1, . . . , d}

i
Qn =

⋃
||s||1≤n

Ds.

Множина Qn є схiдчастим гiперболiчним хрестом.
Означимо для I ∈ Ds, s ≥ 0, I = [j2−s, (j + 1)2−s), j = 0, . . . , 2s − 1,

якщо t∈ [j2−s, (j+ 1
2 )2−s),

HI(t)= |I|−1/2


1, якщо t∈ [j2−s, (j+ 1

2 )2−s),

−1, якщо t∈ [(j+ 1
2 )2−s, (j+1)2−s),

0, якщо t /∈I,

де |I| = 2−s — довжина двiйкового iнтервалу I.
У d-вимiрному випадку для I = I1 × · · · × Id позначимо

HI(x) =

d∏
j=1

HIj (xj).
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i
δs(f,x) =

∑
I∈Ds

cI(f)HI(x),

де

cI(f) = (f,HI) =

∫
[0,1]d

f(x)HI(x) dx.

Визначимо величини, якi дослiджуватимуться нижче. Позначимо

H(Qn) :=

{
t =

∑
I∈Qn

aIHI , aI ∈ R, n ∈ N
}

— множина полiномiв за системою Хаара з номерами iндексiв iз мно-
жини Qn. Тодi величина

EH(Qn)(f)q := inf
t∈H(Qn)

||f − t||q

позначає найкраще наближення функцiї f у метрицi простору Lq полi-
номами з множини H(Qn). Сформулюємо твердження, в якому вста-
новлено точнi за порядком оцiнки величини

EH(Qn)(MHω
p )q := sup

f∈MHω
p

EH(Qn)(f)q.

Теорема 5.1. Нехай 1 ≤ p ≤ ∞, 1 < q < ∞, Ω(t) = ω(t1 . . . td), де
ω ∈ Sα,

(
1
p −

1
q

)
+
< α < 1, тодi

EH(Qn)(MHω
p )q�

{
ω(2−n)2n( 1

p−
1
q )n

d−1
q , 1≤p<q<∞,

ω(2−n)n
d−1
p0 , 1<q≤p≤∞, (p, q) 6= (∞,∞),

(12)
де p0 = min{p; 2}.

Зазначимо, що оцiнки зверху в (12) забезпечуються схiдчасто-
гiперболiчними сумами Фур’є–Хаара виду

SH(Qn)(f) :=
∑
I∈Qn

cI(f)HI =
∑
||s||1≤n

δs(f).

Для заданої множини D функцiй iз простору Lq([0, 1]d) найкращим
m-членним наближенням функцiї f ∈ Lq([0, 1]d) за системою D нази-
вається величина

σm(f,D)q := σm(f,D)Lq := inf
gj∈D,aj

∥∥∥∥f − m∑
j=1

ajgj

∥∥∥∥
Lq

, m = 1, 2, . . . .
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Для F ⊂ Lq([0, 1]d) означаємо

σm(F,D)q := sup
f∈F

σm(f,D)q. (13)

Розглянемо в (13) в якостi D тензорну систему Хаара H = {HI}I , а
в якостi F — класи MHω

p .
Отож, для класiв MHω

p встановлено такий результат.
Теорема 5.2. Нехай 1 < p ≤ ∞, 1 < q < ∞, Ω(t) = ω(t1 . . . td), де

ω ∈ Sα, 1
p < α < 1, тодi

σm(MHω
p ,H)q � ω

(
m−1logd−1m

)(
logd−1m

) 1
2

.

У випадку ω(τ) = τ r вiдповiднi до теорем 5.1 i 5.2 результати для
класiв MHr

p встановив А.В. Андрiанов (1999).

Висновки

Дослiдження спрямованi на вдосконалення старих i вiдшукання но-
вих пiдходiв до встановлення точних за порядком оцiнок колмогоровсь-
ких поперечникiв таких важливих у теорiї наближення класiв глад-
ких функцiй, як iзотропнi класи (перiодичних функцiй однiєї та ба-
гатьох дiйсних змiнних) Нiкольського–Бєсова логарифмiчної гладкос-
тi або класи Нiкольського–Бєсова перiодичних функцiй багатьох змiн-
них з узагальненою мiшаною гладкiстю. Отриманi точнi за порядком
оцiнки зазначених вище величин доповнюють та розповсюджують ре-
зультати Б.С. Кашина, В.М. Темлякова та А.С. Романюка. Знайдено
точнi за порядком оцiнки колмогоровських поперечникiв класiв типу
Нiкольського–Бєсова перiодичних функцiй iз логарифмiчною гладкiстю
доповнюють точнi за порядком оцiнки колмогоровських поперечникiв
класiв типу Нiкольського перiодичних функцiй однiєї змiнної з логариф-
мiчною гладкiстю, якi 1999 року встановили Б.С. Кашин i В.М. Темля-
ков.

Другий i четвертий роздiли дисертацiї мiстять результати, якi сто-
суються точних за порядком оцiнок найкращого m-членного тригоно-
метричного наближення класiв Нiкольського–Бєсова функцiй iз малою
iзотропною гладкiстю (2-й роздiл) або малою мiшаною гладкiстю (4-й
роздiл). Точнi за порядком оцiнки найкращого m-членного тригономет-
ричного наближення перiодичних функцiй багатьох змiнних iз малою
iзотропною гладкiстю з класiв Нiкольського–Бєсова доповнюють вiд-
повiднi результати Р.А. ДеВора й В.М. Темлякова (1995) стосовно най-
кращогоm-членного тригонометричного наближення iзотропних класiв
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Нiкольського–Бєсова, де випадок малої гладкостi не був розглянутий.
А точнi за порядком оцiнки найкращого m-членного тригонометрич-
ного наближення узагальнених класiв Бєсова функцiй малої мiшаної
гладкостi доповнюють результати найкращого m-членного тригономет-
ричного наближення класiв Нiкольського–Бєсова мiшаної гладкостi, якi
В.М. Темляков i А.С. Романюк одержали впродовж минулих двох де-
сятирiч.

У третьому роздiлi встановлено точнi за порядком оцiнки най-
кращого наближення перiодичних функцiй багатьох змiнних iз класiв
Нiкольського–Бєсова узагальненої мiшаної гладкостi тригонометрични-
ми полiномами з номерами гармонiк зi схiдчастих гiперболiчних хрестiв,
якi тiсно пов’язанi з гладкiсною функцiєю, яка присутня в означеннi
класiв. З’ясовано питання стосовно оптимальностi (в сенсi точних за
порядком оцiнок вiдповiдних колмогоровських поперечникiв) таких об-
ластей, як узагальненi схiдчастi гiперболiчнi хрести.

Завершальний п’ятий роздiл присвячений встановленню порядко-
вих оцiнок наближення у просторi Лебега функцiональних класiв типу
Нiкольського узагальненої мiшаної гладкостi схiдчасто-гiперболiчними
сумами Фур’є–Хаара. В цьому роздiлi також знайдено точнi за поряд-
ком оцiнки величини найкращого m-членного наближення полiномами,
що побудованi за тензорною системою Хаара, для перiодичних функ-
цiй багатьох змiнних iз класiв типу Нiкольського узагальненої мiшаної
гладкостi.
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Анотацiї

Стасюк С.А. Апроксимацiйнi характеристики класiв глад-
ких функцiй однiєї та багатьох змiнних. —Квалiфiкацiйна наукова
праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-
математичних наук за спецiальнiстю 01.01.01 – ”Математичний аналiз”
(111 – Математика). – Iнститут математики НАН України, Київ, 2019.

Дисертацiйну роботу присвячено дослiдженню апроксимацiйних ха-
рактеристик класiв перiодичних функцiй однiєї та багатьох змiнних, а
саме, встановленню порядкових оцiнок цих характеристик класiв типу
Нiкольського–Бєсова функцiй iз широким дiапазоном гладкостей.

Знайдено точнi за порядком оцiнки найкращого m-членного три-
гонометричного наближення iзотропних класiв Нiкольського–Бєсова
перiодичних функцiй багатьох змiнних iз малою гладкiстю. Одержа-
но точнi за порядком оцiнки деяких апроксимацiйних характеристик
класiв типу Нiкольського–Бєсова перiодичних функцiй iз логарифмiч-
ною гладкiстю.

Установлено точнi за порядком оцiнки найкращого наближення пе-
рiодичних функцiй багатьох змiнних узагальненої мiшаної гладкостi з
класiв Нiкольського–Бєсова тригонометричними полiномами з “номера-
ми” гармонiк зi схiдчастих гiперболiчних хрестiв.

Знайдено точнi за порядком оцiнки найкращого m-членного триго-
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нометричного наближення класiв типу Нiкольського–Бєсова перiодич-
них функцiй багатьох змiнних iз широким дiапазоном гладкостей.

Установлено точнi за порядком оцiнки найкращого m-членного на-
ближення полiномами, що побудованi за тензорною системою Хаара,
класiв типу Нiкольського перiодичних функцiй багатьох змiнних мiша-
ної гладкостi.

Ключовi слова: класи Нiкольського–Бєсова; найкраще m-членне
тригонометричне наближення; найкраще m-членне ортогональне три-
гонометричне наближення; розрiджене тригонометричне наближення;
колмогоровський поперечник; ентропiйнi числа; тензорна система Ха-
ара; схiдчастий гiперболiчний хрест; мiшана гладкiсть; iзотропна глад-
кiсть; логарифмiчна гладкiсть; узагальнена гладкiсть; мiшаний модуль
неперервностi (гладкостi).

Стасюк С.А. Аппроксимационные характеристики клас-
сов гладких функций одной и многих переменных. — Квали-
фикационная научная работа на правах рукописи.

Диссертация на соискание научной степени доктора физико-
математических наук по специальности 01.01.01 – “Математический
анализ” (111 – Математика). – Институт математики НАН Украины,
Киев, 2019.

Диссертационная работа посвящена исследованию апроксимацион-
ных характеристик классов периодических функций одной и многих
переменных, а именно, установлению порядковых оценок этих характе-
ристик классов типа Никольского–Бесова функций с широким диапа-
зоном гладкости.

Найдены точные по порядку оценки наилучшего m-членного триго-
нометрического приближения изотропных классов Никольского–Бесова
периодических функций многих переменных с малой гладкостью. По-
лучены точные по порядку оценки некоторых апроксимационных ха-
рактеристик классов типа Никольского–Бесова периодических функ-
ций с логарифмической гладкостью.

Установлены точные по порядку оценки наилучшего приближения
периодических функций многих переменных обобщенной смешанной
гладкости из классов Никольского–Бесова тригонометрическими поли-
номами с “номерами” гармоник со ступенчатых гиперболических крес-
тов.

Найдены точные по порядку оценки наилучшего m-членного три-
гонометрического приближения классов типа Никольского–Бесова пе-
риодических функций многих переменных с широким диапазоном глад-
костей.

Установлены точные по порядку оценки наилучшего m-членного
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приближения полиномами, построенные по тензорной системе Хаара,
классов типа Никольского периодических функций многих переменных
смешанной гладкости.

Ключевые слова: классы Никольского–Бесова; наилучшее m-
членное тригонометрическое приближение; наилучшее m-членное орто-
гональное тригонометрическое приближение; разреженное тригономет-
рическое приближение; колмогоровський поперечник; энтропийные
числа; тензорная система Хаара; ступенчатый гиперболический крест;
смешанная гладкость; изотропная гладкость; логарифмическая глад-
кость; обобщенная гладкость; смешанный модуль непрерывности (глад-
кости).

Stasyuk S.A. Approximation characteristics of classes of
smooth functions of one and several variables. — The Manuscript.

Thesis for a Doctor Degree in Physical and Mathematical Sciences on
Speciality 01.01.01 — “Mathematical Analysis” (111 — Mathematics). —
Institute of Mathematics of National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv,
2019.

The thesis is devoted to the research of approximation characteristics
of classes of periodic functions of one and several variables, more exactly,
to obtaining of the order estimates (and in many cases the exact order
estimates) of these characteristics for the Nikolskii-Besov type classes of
functions with wide range of smoothness.

The beginning of the main part of this manuscript is devoted to finding
the exact order estimates of the best m-term trigonometric approximation
(which is one of the types of sparse trigonometric approximation) of
the Nikolskii–Besov classes of periodic multivariate functions with small
isotropic smoothness. These results supplement corresponding results
regarding to the exact order estimates of the best m-term trigonometric
approximation of the Nikolskii–Besov classes of periodic multivariate
functions with bigger isotropic smoothness obtained by R.A. DeVore and
V.N. Temlyakov (1995), where the case of small smoothness was not
considered.

Moreover, the problem of finding of the exact order estimates for the
Kolmogorov widths and entropy numbers for the Nikolskii–Besov type
classes of periodic functions of one variable with logarithmic smoothness
is solved. The obtained results supplement the corresponding results
regarding to the exact order estimates for the Kolmogorov widths and
entropy numbers for the Nikolskii type classes of periodic functions of
one variable with logarithmic smoothness received by B.S. Kashin and
V.N. Temlyakov (1999).

The third section relates to the finding of the exact order estimates of the
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best approximation of the Nikolskii-Besov classes of periodic multivariate
functions with generalized mixed smoothness by trigonometric polynomials
with harmonic “numbers” from step hyperbolic crosses. The optimality
(in the sense of the exact order estimations) of the choice of such
trigonometric polynomials is confirmed by the exact order estimates of
the corresponding Kolmogorov widths found in some cases (for certain
relations between parameters). The exact order estimates of just mentioned
approximation characteristics obtained in this section supplement and
distribute the corresponding results of V.N. Temlyakov, E.M. Galeev,
Dinh Dung, A.S. Romanyuk, N.N. Pustovoitov, Sun Yongsheng and
Wang Heping concerning the approximation of different classes of periodic
multivariate functions with mixed smoothness by trigonometric polynomials
with harmonic “numbers” from the hyperbolic crosses.

The fourth section is devoted to sparse trigonometric approximation
of the Nikolskii–Besov type classes of periodic multivariate functions with
mixed smoothness. We obtain the exact order estimates of the best m-term
orthogonal trigonometric approximation and the best m-term trigonometric
approximation of the Nikolskii–Besov classes of periodic multivariate
functions with mixed generalized smoothness. We also obtain the exact order
estimates of the best m-term trigonometric approximation of the Nikolskii–
Besov type classes of periodic multivariate functions with small mixed
smoothness. For some relations between parameters the upper estimates
are achieved by using of a constructive greedy-type algorithm proposed and
developed by V.N. Temlyakov for research of the best m-term trigonometric
approximation of the classes of periodic multivariate functions with mixed
smoothness. For some other relations between parameters the upper
estimates are achieved by applying of nonconstructive approach (with using
of a lemma of E.S. Belinskii) proposed and developed by A.S. Romanyuk for
research of the best m-term trigonometric approximation of the Nikolskii–
Besov classes of periodic multivariate functions with mixed smoothness with
further adaptation for the case of the Nikolskii–Besov type classes of periodic
multivariate functions with different types of mixed smoothness.

In the fifth section, we explore an approximation of periodic multivariate
functions with mixed smoothness from the Nikolskii–Besov type classes
by polynomials constructed by the tensor Haar system. In particular,
we find the exact order estimates of the best m-term approximation by
the polynomials constructed by the tensor Haar system of the Nikolskii
type classes of periodic multivariate functions with mixed generalized
smoothness.

Key words: Nikolskii–Besov classes; best m-term trigonometric
approximation; best m-term orthogonal trigonometric approximation;
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sparse trigonometric approximation; Kolmogorov width; entropy numbers;
tensor Haar system; step hyperbolic cross; mixed smoothness; isotropic
smoothness; logarithmic smoothness; generalized smoothness; mixed
modulus of continuity (smoothness).
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