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АНОТАЦIЯ

Стасюк С.А. Апроксимацiйнi характеристики класiв гладких функцiй
однiєї та багатьох змiнних. — Квалiфiкацiйна наукова праця на правах
рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-матема-
тичних наук за спецiальнiстю 01.01.01 — “Математичний аналiз” (111
— Математика). — Iнститут математики НАН України, Київ, 2019.

Дисертацiйну роботу присвячено дослiдженню апроксимацiйних ха-
рактеристик класiв перiодичних функцiй однiєї та багатьох змiнних, а
саме, встановленню точних за порядком оцiнок цих характеристик для
класiв функцiй типу Нiкольського–Бєсова.

Основнi положення дисертацiйної роботи з вiдповiдними коментарями
та результатами попередникiв висвiтленi в її першому роздiлi.

Другий роздiл присвячено знаходженню точних за порядком
оцiнок найкращих m-членних тригонометричних наближень класiв
Нiкольського–Бєсова перiодичних функцiй багатьох змiнних з малою iзо-
тропною гладкiстю. Знайденi оцiнки доповнюють одержанi Р.А. Де Во-
ром та В.М. Темляковим (1995) точнi за порядком оцiнки найкращих m-
членних тригонометричних наближень класiв Нiкольського–Бєсова перi-
одичних функцiй багатьох змiнних з iзотропною гладкiстю, де випадок
малої гладкостi не був розглянутий.

Також знайдено точнi за порядком оцiнки найкращого m-членного бi-
лiнiйного наближення iзотропних класiв Бєсова перiодичних функцiй ба-
гатьох змiнних для критичного значення показника гладкостi. Цi оцiнки
є новими також i в одновимiрному випадку. Вони доповнюють результати
дослiджень, якi були проведенi В.М. Темляковим, А.С. Романюком i сто-
суються встановлення точних за порядком оцiнок найкращихm-членних
бiлiнiйних наближень класiв Нiкольського-Бєсова перiодичних функцiй
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багатьох змiнних як з iзотропною, так i з мiшаною гладкостями.
Крiм того, в даному роздiлi розглянуто i розв’язано задачу про

знаходження точних за порядком оцiнок поперечникiв за Колмогоро-
вим (колмогоровських поперечникiв) та ентропiйних чисел класiв типу
Нiкольського–Бєсова перiодичних функцiй однiєї змiнної з логарифмiч-
ною гладкiстю. Зазначенi результати доповнюють вiдповiднi результати
Б.С. Кашина та В.М. Темлякова (1999), якi стосуються точних за поряд-
ком оцiнок колмогоровських поперечникiв та ентропiйних чисел класiв
типу Нiкольського перiодичних функцiй однiєї змiнної з логарифмiчною
гладкiстю. Виявилось, що точнi за порядком оцiнки, як колмогоровських
поперечникiв, так i ентропiйних чисел класiв B0,r

p,θ типу Нiкольського-
Бєсова перiодичних функцiй однiєї змiнної з логарифмiчною гладкiстю
окрiм того, що залежать вiд параметра θ, ще й збiгаються за порядком.

Завершальну частину другого роздiлу складають точнi за порядком
оцiнки величини найкращого наближення класiв Нiкольського-Бєсова
перiодичних функцiй багатьох змiнних з узагальненою iзотропною глад-
кiстю тригонометричними полiномами з “номерами” гармонiк з кубiчних
областей.

У третьому роздiлi встановлюються, в переважнiй бiльшостi, точнi за
порядком оцiнки найкращого наближення класiв Нiкольського–Бєсова
перiодичних функцiй багатьох змiнних з мiшаною узагальненою гладкi-
стю тригонометричними полiномами з “номерами” гармонiк зi схiдчастих
гiперболiчних хрестiв, конструкцiя яких пов’язана з виглядом гладкiс-
них функцiй, якi присутнi в означеннi дослiджуваних класiв. Оптималь-
нiсть (в сенсi точних за порядком оцiнок) вибору таких тригонометри-
чних полiномiв у деяких випадках пiдтверджена знайденими точними
за порядком оцiнками колмогоровських поперечникiв цих класiв. Одер-
жанi в цьому роздiлi оцiнки доповнюють та поширюють вiдповiднi ре-
зультати Я.С. Бугрова, Н.С. Нiкольської, В.М. Темлякова, Е.М. Галєєва,
Дiнь Зунга, А.С. Романюка, М.М. Пустовойтова, Sun Yongsheng та Wang
Heping, якi стосуються наближення деяких класiв перiодичних функцiй
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багатьох змiнних з мiшаною гладкiстю тригонометричними полiномами
з “номерами” гармонiк з вiдповiдних гiперболiчних хрестiв.

Опишемо бiльш детально вмiст третього роздiлу. Виклад результатiв
цього роздiлу розпочинається iз встановлення декомпозицiйного зобра-
ження для норми перiодичних функцiй багатьох змiнних з узагальненою
мiшаною гладкiстю з просторiв Бєсова MBΩ

p,θ, 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ θ <∞, де
функцiя Ω(t) = Ω(t1, . . . , td) задовольняє так званi умови Барi-Стєчкiна.

Особливiсть одержаного тут результату полягає в тому, що нам, з
одного боку, вдалось поширити на випадок 1 ≤ θ < ∞ вiдповiдне
декомпозицiйне зображення для норми перiодичних функцiй багатьох
змiнних з узагальненою мiшаною гладкiстю з просторiв Нiкольського
MHΩ

p = MBΩ
p,∞, яке встановлене М.М. Пустовойтовим (1994). З iншо-

го боку, новизна встановеного декомпозицiйного зображення полягає ще
й у тому, що нами крiм значень параметра p ∈ (1,∞) охоплено його
“крайнi” значення p = 1 та p = ∞. Це вдалося здiйснити за рахунок
залучення до розгляду двiйкових “блокiв” сум Валле Пуссена замiсть
двiйкових “блокiв” сум Фур’є, якi ранiше використовувались Y.S. Sun та
H.P. Wang (1997) при встановленнi ними декомпозицiйного зображення
для норми перiодичних функцiй багатьох змiнних з узагальненою мiша-
ною гладкiстю з просторiв MBΩ

p,θ при 1 < p <∞, 1 ≤ θ <∞.
Одержане нами декомпозицiйне зображення дало поштовх для вста-

новлення порядкових оцiнок апроксимацiйних характеристик класiв
MBΩ

p,θ (одиничних куль просторiв MBΩ
p,θ) перiодичних функцiй багатьох

змiнних з рiзними видами узагальненої мiшаної гладкостi для “крайнiх”
значень параметра p (p = 1 та p =∞). Вiдповiднi результати викладено
в 3-му та 4-му роздiлах, а також в роботах Г.А. Акiшева, Ш.А. Балгiм-
баєвої i Т.I. Смiрнова та учнiв А.С. Романюка, таких як О.В. Федуник-
Яремчук, А.Ф. Конограй, К.В. Солiч, Н.В. Дерев’янко та iн.

У другiй частинi 3-го роздiлу мiстяться результати стосовно точних
за порядком оцiнок найкращого наближення класiв Нiкольського-Бєсова
перiодичних функцiй багатьох змiнних з мiшаною узагальненою гладкi-
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стю тригонометричними полiномами з “номерами” гармонiк з вiдповiд-
них схiдчастих гiперболiчних хрестiв, якi, в залежностi вiд розглядува-
них параметрiв мають рiзну структуру (так званi “власнi” та “невласнi”
гiперболiчнi хрести). Зазначимо, що “невласнi” гiперболiчнi хрести впер-
ше з’явились у роботi С.О. Теляковського (1964), в якiй було показано їх
апроксимацiйнi переваги над “власними” гiперболiчними хрестами. Слiд
також звернути увагу, що з теоретико-множинної точки зору “невласнi”
гiперболiчнi хрести є ширшими, нiж вiдповiднi їм “власнi” гiперболiчнi
хрести, однак кiлькiсть елементiв цих множин є однаковою за порядком.

В завершальному пiдроздiлi 3-го роздiлу встановлено точнi за поряд-
ком оцiнки наближення класiв Нiкольського–Бєсова SΩ

p,θB функцiй ба-
гатьох змiнних, визначених на Rd, цiлими функцiями експоненцiального
типу з носiями їх перетворень Фур’є в множинах, обмежених поверхнями
рiвня функцiї Ω.

У четвертому роздiлi дисертацiї вивчаються такi апроксимацiйнi ха-
рактеристики, як найкраще m-членне тригонометричне наближення та
найкраще m-членне ортогональне тригонометричне наближення класiв
типу Нiкольського–Бєсова перiодичних функцiй багатьох змiнних мiша-
ної гладкостi. Одержанi оцiнки поширюють та доповнюють вiдповiднi
результати В.М. Темлякова, А.С. Романюка, Д.Б. Базарханова стосов-
но найкращих m-членних тригонометричних наближень класiв перiоди-
чних функцiй багатьох змiнних мiшаної гладкостi. Отримано точнi за
порядком оцiнки найкращогоm-членного тригонометричного наближен-
ня класiв типу Нiкольського–Бєсова перiодичних функцiй багатьох змiн-
них з малою мiшаною гладкiстю. Для деяких спiввiдношень мiж пара-
метрами верхнi оцiнки досягаються за допомогою конструктивного грiдi
(greedy) алгоритму, запропонованого i розробленого В.М. Темляковим
для дослiдження найкращого m-членного тригонометричного наближе-
ння класiв перiодичних функцiй багатьох змiнних з мiшаною гладкiстю.
А для певних спiввiдношень мiж параметрами верхнi оцiнки досягаються
за допомогою застосування неконструктивного пiдходу (з використанням
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леми Е.С. Белiнського), запропонованого i розробленого А.С. Романюком
для вивчення найкращого m-членного тригонометричного наближення
класiв Нiкольського–Бєсова перiодичних функцiй багатьох змiнних з мi-
шаною гладкiстю з подальшою адаптацiєю до класiв типу Нiкольського–
Бєсова перiодичних функцiй багатьох змiнних з рiзними типами мiшаної
гладкостi.

Зупинимося бiльш детально на характеристицi результатiв четвертого
роздiлу. Перша його частина присвячена встановленню точних за поряд-
ком оцiнок найкращого m-членного тригонометричного наближення та
найкращого m-членного ортогонального тригонометричного наближен-
ня класiв Нiкольського-Бєсова перiодичних функцiй багатьох змiнних
з узагальненою рiвномiрною мiшаною гладкiстю. При цьому функцiя,
яка характеризує узагальнену рiвномiрну мiшану гладкiсть, описується
в термiнах умов Барi–Стєчкiна. Зокрема, встановлено точнi за порядком
оцiнки величини найкращогоm-членного ортогонального тригонометри-
чного наближення класiв Нiкольського-Бєсова перiодичних функцiй ба-
гатьох змiнних з узагальненою мiшаною гладкiстю в метрицi простору
Lq, 1 < q ≤ ∞.

Найскладнiша частина роздiлу стосується точних за порядком оцi-
нок найкращого m-членного тригонометричного наближення класiв ти-
пу Нiкольського–Бєсова MBω

p,θ i MHω
p,θ перiодичних функцiй багатьох

змiнних з малою мiшаною узагальненою гладкiстю.
Заключна частина роздiлу мiстить точнi за порядком оцiнки най-

кращого m-членного тригонометричного наближення класiв типу
Нiкольського–БєсоваMHr

p,θ перiодичних функцiй багатьох змiнних в ме-
трицi простору Lq для 1 < p ≤ 2 < q <∞, 1/p− 1/q < r ≤ 1/p.

У п’ятому роздiлi вивчаються наближення класiв типу Нiкольського–
Бєсова перiодичних функцiй багатьох змiнних з мiшаною гладкiстю по-
лiномами, що побудованi за тензорною системою Хаара. Зокрема, зна-
йдено точнi за порядком оцiнки наближення згаданих класiв функцiй
схiдчасто-гiперболiчними сумами Фур’є-Хаара. Крiм цього встановлено
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точнi за порядком оцiнки найкращого m-членного наближення полiно-
мами, що побудованi за тензорною системою Хаара, в метрицi простору
Lq для класiв типу Нiкольського перiодичних функцiй багатьох змiнних
з узагальненою мiшаною гладкiстю.

Ключовi слова: класи Нiкольського–Бєсова; найкраще m-членне три-
гонометричне наближення; найкраще m-членне ортогональне тригоно-
метричне наближення; розрiджене тригонометричне наближення; кол-
могоровський поперечник; ентропiйнi числа; тензорна система Хаара; гi-
перболiчний хрест; мiшана гладкiсть; iзотропна гладкiсть; логарифмiчна
гладкiсть; мала гладкiсть; узагальнена гладкiсть; мiшаний модуль непе-
рервностi (гладкостi).

Stasyuk S.A. Approximation characteristics of classes of smooth
functions of one and several variables. — The Manuscript.

Thesis for a Doctor Degree in Physical and Mathematical Sciences on
Speciality 01.01.01. — Mathematical Analysis (111 — Mathematics). — Insti-
tute of Mathematics of National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2019.

The thesis is devoted to the research of approximation characteristics of
classes of periodic functions of one and several variables, namely, obtaining
of the exact order estimates of these characteristics for the Nikolskii–Besov
type classes of functions.

There are main provisions of the thesis with the corresponding comments
and the results of the precursors in its first section.

The second section is devoted to finding the exact order estimates of the
best m-term trigonometric approximation for the Nikolskii–Besov classes
of periodic multivariate functions with small isotropic smoothness. These
estimates supplement the exact order estimates of the best m-term tri-
gonometric approximation for the Nikolskii–Besov classes of periodic multi-
variate functions with isotropic smoothness obtained by R.A. DeVore and
V.N. Temlyakov (1995), where the case of small isotropic smoothness was
not considered.

We have also obtained the exact order estimates of the best m-term bi-
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linear approximation for the Besov classes of periodic multivariate functi-
ons with critic value of isotropic smoothness. These estimates are new in
one-dimensional case, too. These estimates supplement corresponding results
obtaining by V.N. Temlyakov and A.S. Romanyuk with regard to the exact
order estimates of the best m-term bilinear approximation for the Nikolskii–
Besov classes of periodic multivariate functions as with isotropic smoothness
and with mixed smoothness.

Moreover, in the second section we have considered and solved a problem
with regard to finding of the exact order estimates of the Kolmogorov widths
and entropy numbers for the Nikolskii–Besov type classes of periodic functi-
ons of one variable with logarithmic smoothness. These results supplement
the corresponding results regarding to the exact order estimates of the
Kolmogorov widths and entropy numbers for the Nikolskii type classes of
periodic functions of one variable with logarithmic smoothness obtained by
B.S. Kashin and V.N. Temlyakov (1999). We have observed the exact order
estimates of the Kolmogorov widths and entropy numbers for the classes B0,r

p,θ

of periodic functions of one variable with logarithmic smoothness are same
but depend on the parameter θ.

The last part of the second section consists of the exact order estimates
of the best approximation for the Nikolskii–Besov classes of periodic multi-
variate functions with generalized isotropic smoothness by trigonometric
polynomials with “numbers” of harmonics from cubic areas.

The third section relates to obtaining (as a rule) of the exact order esti-
mates of the best approximation of the Nikolskii–Besov classes of peri-
odic multivariate functions with mixed by trigonometric polynomials with
“numbers” of harmonics from step hyperbolic crosses. Construction of these
step hyperbolic crosses is close connected with a smooth function which is
present in the definition of the considered classes. Optimality (in the sense
of the exact order estimates) of the choice of these trigonometric polynomi-
als is confirmed by the exact order estimates of the Kolmogorov widths for
the classes mentioned above. The results obtained in this section complement
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and extend corresponding results obtained by Ya.S. Bugrov, N.S. Nikolskaya,
V.N. Temlyakov, E.M. Galeev, Dinh Dung, A.S. Romanyuk, N.N. Pustovoi-
tov, Sun Yongsheng and Wang Heping with regard to approximation of
some classes of periodic multivariate functions with mixed smoothness
by trigonometric polynomials with “numbers” of harmonics from suitable
hyperbolic crosses.

Let us describe the content of the third section more detail. Description
of the results of the section is begun from obtaining of a decomposition
representation for the norm of the periodic multivariate functions from Besov
space MBΩ

p,θ, 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ θ < ∞, where Ω(t) = Ω(t1, . . . , td) satisfies
so-called Bari–Stechkin conditions.

On the one hand, we have managed to extend the decomposition
representation for the norm of the periodic multivariate functions of the Besov
space MBΩ

p,θ from the case θ = ∞ considered by N.N. Pustovoitov (1994)
for the Nikolskii space to the case 1 ≤ θ < ∞. On the other hand, we have
also managed to extend the decomposition representation for the norm of
the periodic multivariate functions of the Besov space MBΩ

p,θ from the case
1 < p <∞ to the case 1 ≤ p ≤ ∞. It is possible due to using of the binary
“blocks” of the de la Vallée Poussin sums instead of the binary “blocks” of
the Fourier sums considered by Sun Yongsheng and Wang Heping forMBΩ

p,θ,
1 < p <∞, 1 ≤ θ <∞.

The decomposition representation gave impulse for the obtaining of the
order estimates of approximation characteristics for the classes (the unit balls
of the spaceMBΩ

p,θ) of the periodic multivariate functions with different types
of mixed generalized smoothness for p = 1 and p =∞. There are correspondi-
ng results in the second and the fourth sections of the thesis and in the
papers of G.A. Akishev, Sh.A. Balgimbaeva, T.I. Smirnov, O.V. Fedunyk–
Yaremchuk, A.F. Konohrai, K.V. Solich, N.V. Derevianko.

The second part of the third section concerns the exact order estimati-
on of the best approximation for the Nikolskii–Besov classes of periodic
multivariate functions with mixed generalized smoothness by trigonometric
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polynomials with “numbers” of harmonics from the suitable hyperbolic
crosses including as “proper” hyperbolic crosses and “improper” hyperbolic
crosses. It should be noted that “improper” hyperbolic crosses appeared
due to investigations of S.A. Telyakovskii (1964) with regard to advantage
“improper” hyperbolic crosses before “improper” hyperbolic crosses. It should
also be noted that the “improper” hyperbolic crosses are wider than the
corresponding “proper” hyperbolic crosses but volumes of these sets are same
from point of view of the exact order estimates.

In the last subsection of the third section we obtain the exact order esti-
mates of approximation of the Nikolskii–Besov classes SΩ

p,θB of multivariate
functions defined on Rd, in the Lq norm, by entire functions of exponential
type with supports of their Fourier transforms in sets that generated by the
level surfaces of a function Ω.

In the fourth section we investigate such trigonometric approximations
as the best m-term trigonometric approximation and the best m-term
orthogonal trigonometric approximation of the Nikolski–Besov type classes of
periodic multivariate functions with mixed smoothness. The results presented
in the section supplement and extend the exact order estimates of the bestm-
term trigonometric approximation of the Nikolski–Besov classes of periodic
multivariate functions with mixed smoothness obtained by V.N. Temlyakov,
A.S. Romanyuk, D.B. Bazarkhanov. We also obtain the exact order esti-
mates of the bestm-term trigonometric approximation of the Nikolskii–Besov
type classes of periodic multivariate functions with small mixed smoothness.
For some relations between parameters the upper estimates are achieved by
using of a constructive greedy-type algorithm proposed and developed by
V.N. Temlyakov for research of the best m-term trigonometric approximati-
on of the classes of periodic multivariate functions with mixed smoothness.
For some other relations between parameters the upper estimates are achi-
eved by applying of nonconstructive approach (with using of a lemma of
E.S. Belinskii) proposed and developed by A.S. Romanyuk for research of the
best m-term trigonometric approximation of the Nikolskii–Besov classes of
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periodic multivariate functions with mixed smoothness with further adaptati-
on for the case of the Nikolskii–Besov type classes of periodic multivariate
functions with different types of mixed smoothness.

Let us describe the content of the fourth section more detail. The first
part of the section is devoted to the exact order estimates of the best m-term
trigonometric approximation and the best m-term orthogonal trigonometric
approximation of the Nikolskii–Besov classes of periodic multivariate functi-
ons with generalized uniform mixed smoothness. In this case, the function
that characterizes the generalized uniform mixed smoothness is described by
the Barry–Stechkin conditions. In particular, the exact order estimates of the
best m-term orthogonal trigonometric approximation of the Nikolskii–Besov
classes MBω

p,θ of periodic multivariate functions with generalized uniform
mixed smoothness in the Lq, 1 < q ≤ ∞, norm are obtained.

The most difficult part of the section concerns the exact order estimates
of the best m-term trigonometric approximation of the Nikolskii–Besov type
classesMBω

p,θ andMHω
p,θ of periodic multivariate functions with small mixed

generalized smoothness.
The last part of the section contains the exact order estimates of the

bestm-term trigonometric approximation of the Nikolskii–Besov type classes
MHr

p,θ of periodic multivariate functions with mixed smoothness in the Lq
norm for 1 < p ≤ 2 < q <∞, 1/p− 1/q < r ≤ 1/p.

In the fifth section we explore an approximation of the Nikolskii-Besov
type classes of periodic multivariate functions with mixed smoothness by
polynomials constructed by the Haar tensor system. In particular, we obtain
the exact order estimates of the approximation by step hyperbolic Fourier–
Haar sums and the best m-term approximation by polynomials constructed
by the Haar tensor system for the Nikolskii type classes of periodic multi-
variate functions with mixed generalized smoothness.
Key words: Nikolskii-Besov classes; best m-term trigonometric approxi-

mation; best m-term orthogonal trigonometric approximation; sparse tri-
gonometric approximation; Kolmogorov width; entropy numbers; tensor
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Haar system; hyperbolic cross; mixed smoothness; isotropic smoothness;
logarithmic smoothness; small smoothness; generalized smoothness; mixed
modulus of continuity (smoothness).
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

N — множина натуральних чисел;
Z, Z+ — множини, вiдповiдно, цiлих та цiлих невiд’ємних чисел;
R, R+ — множини, вiдповiдно, дiйсних та дiйсних невiд’ємних чисел;
C — множина комплексних чисел;
Nd, Zd, Zd+, Rd, Rd

+, d ≥ 1, — простори d-вимiрних векторiв, кожна
координата яких належить, вiдповiдно, до множини N, Z, Z+, R, R+;
x ∈ A (x 6∈ A) — елемент x належить (не належить) множинi A;
[a] — цiла частина дiйсного числа a;
sgn a — величина, що дорiвнює 1 при a > 0, дорiвнює −1 при a < 0, i

нулю при a = 0;
(x,y) := x1y1 + · · ·+ xdyd — скалярний добуток векторiв x,y ∈ Rd;
||s||1 := (s,1) = s1 + · · ·+ sd;

Td, d ≥ 1, — d-вимiрний тор Td =
d∏
j=1

[0, 2π);

‖f‖q — норма функцiї f у просторi Lq, 1 ≤ q ≤ ∞;
Lq := Lq(Td), 1 ≤ q ≤ ∞, — простiр функцiй f(x), x ∈ Rd, якi є

2π-перiодичними за кожною змiнною, зi скiнченною нормою

‖f‖q := ‖f‖Lq :=


(

(2π)−d
∫
Td
|f(x)|q dx

) 1
q

, 1 ≤ q <∞,

ess sup
x∈Td

|f(x)|, q =∞;

Lq1,q2
:= Lq1,q2

(
T2d
)
, 1 ≤ q1, q2 ≤ ∞, — простiр функцiй f(x,y),

x,y ∈ Rd, зi скiнченною мiшаною нормою ‖f(x,y)‖q1,q2
=
∥∥∥‖f(·,y)‖q1

∥∥∥
q2

;

Lq(Rd), 1 6 q 6∞, — простiр вимiрних функцiй f(x) = f(x1, ..., xd) зi
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скiнченною нормою

‖f‖q := ‖f‖Lq(Rd) :=

(∫
Rd

|f(x)|qdx

) 1
q

, 1 6 q <∞,

‖f‖∞ := ‖f‖L∞(Rd) := ess sup
x∈Rd

|f(x)|;

f̂(k) = (2π)−d
∫
Td
f(t)e−i(k,t)dt — коефiцiєнти Фур’є функцiї f ;

ϕ ∗ g — згортка двох функцiй ϕ i g (ϕ, g ∈ L1(Td)), тобто

ϕ ∗ g := (ϕ ∗ g)(x) := (2π)−d
∫
Td
ϕ(y)g(x− y) dy;

ΘN = {kn = (kn1 , . . . , k
n
d ) ∈ Zd, n = 1, . . . , N} — множина, яка склада-

ється з N d-вимiрних цiлочислових векторiв;
P (ΘN) = P (ΘN ,x) — полiном з “номерами” гармонiк з множини ΘN ;
a(n) � b(n), a(n) � b(n), a(n) � b(n), {a(n)}∞n=1, {b(n)}∞n=1 > 0 —

вiдповiдно, порядкова рiвнiсть та порядковi нерiвностi;
ρ(s) — множина вигляду ρ(s) =

{
k ∈ Zd : 2sj−1 ≤ |kj| < 2sj , s ∈ Nd

}
;

ρ+(s) — множина вигляду ρ+(s) =
{
k ∈ Zd+ : 2sj−1 ≤ kj < 2sj , s ∈ Nd

}
;

δs(f) — двiйковi “блоки” ряду Фур’є функцiї f ∈ L1(Td) вигляду

δs(f) = δs(f,x) :=
∑
k∈ρ(s)

f̂(k)ei(k,x);

Qn =
⋃

||s||1<n
ρ(s) — схiдчастi гiперболiчнi хрести;

Q∗2s := Q∗(s) :=
{
λ ∈ Rd : η(sj)2

sj−1 6 |λj| < 2sj , j = 1, . . . , d
}
, де

η(0) = 0 та η(t) = 1, t > 0;
Fr(x,α) — багатовимiрнi аналоги ядер Бернуллi;
MWr

p,α — класи Вейля –Надя перiодичних функцiй багатьох змiнних,
rj > 0, αj ∈ R, j = 1, . . . , d;
B0,r
p,θ — простори типу Нiкольського–Бєсова з логарифмiчною гладкiс-

тю;
MBr

p,θ, MB
r
p,θ, MB

Ω
p,θ, MB

ω
p,θ, MB

ω
p,θ(γ) — простори Нiкольського –
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Бєсова перiодичних функцiй багатьох змiнних з рiзними видами мiшаної
гладкостi;
B0,r
p,θ — класи типу Нiкольського–Бєсова з логарифмiчною гладкiстю;

MBr
p,θ, MBr

p,θ, MBΩ
p,θ, MBω

p,θ, MBω
p,θ(γ) — класи Нiкольського –

Бєсова перiодичних функцiй багатьох змiнних з рiзними видами мiшаної
гладкостi;
dm(K, X) — m-й поперечник за Колмогоровим (колмогоровський по-

перечник) множини K у просторi X;
εm(K, X) — ентропiйне число множини K у просторi X;
SQn(f) — частинна схiдчасто–гiперболiчна сума Фур’є функцiї f ∈ L1;
EQn(f)p (EQn(F )p) — найкраще наближення функцiї f ∈ Lp (класу

F ⊂ Lp) тригонометричними полiномами з “номерами” гармонiк iз мно-
жини Qn у просторi Lp.
EH(Qn)(f)q (EH(Qn)(F )q) — найкраще наближення функцiї f ∈ Lq (кла-

су F ⊂ Lq) перiодичних функцiй багатьох змiнних полiномами, що побу-
дованi за тензорною системою Хаара, з iндексами зi схiдчастих гiпербо-
лiчних хрестiв у просторi Lq;
e⊥m(f)q — найкраще m-членне ортогональне тригонометричне набли-

ження функцiї f у просторi Lq, 1 ≤ q ≤ ∞;
σm(f)q — найкраще m-членне тригонометричне наближення функцiї

f у просторi Lq, 1 ≤ q ≤ ∞;
dTm(F )q — тригонометричний поперечник класу F у просторi Lq.
λm(F )q — лiнiйний поперечник класу F у просторi Lq.
τm(f)q1,q2

— найкраще m-членне бiлiнiйне наближення функцiї f у
просторi Lq1,q2

, 1 ≤ q1, q2 ≤ ∞;
e⊥m(F )q, σm(F )q, τm(F )q1,q2

— точнi верхнi межi, вiдповiдно, величин
e⊥m(f)q, σm(f)q, τm(f)q1,q2

по всiх функцiях f ∈ F ;
ωk(f, t)p — модуль неперервностi (гладкостi) k-го порядку функцiї

f ∈ Lp(Td);
Ωl(f, t)p — мiшаний модуль неперервностi (гладкостi) l-го порядку

функцiї f ∈ Lp(Td), l ∈ N;
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S = S(Rd) — простiр Л. Шварца основних нескiнченно диференцiйов-
них на Rd комплекснозначних функцiй ϕ, що спадають на нескiнченностi
разом з усiма похiдними швидше за будь-який степiнь функцiї |x|−1;

(Fϕ)(λ)
(

(F−1ϕ)(t)
)
— пряме (обернене) перетворення Фур’є функцiї

ϕ ∈ S;
Sr
p,θB, SΩ

p,θB — простори (класи) Нiкольського –Бєсова неперiодичних
функцiй багатьох змiнних, визначених на Rd, та їх узагальнення;

(Sα), (Sl) — умови Барi –Стєчкiна, α > 0, l ∈ N.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Дисертацiйну роботу присвячено дослiджен-
ню апроксимацiйних характеристик класiв Нiкольського-Бєсова функцiй
однiєї та багатьох змiнних iз рiзними видами гладкостей, а саме: зна-
ходженню точних за порядком оцiнок величин найкращих m-членних
тригонометричних наближень класiв Нiкольського-Бєсова перiодичних
функцiй багатьох змiнних iз малою iзотропною гладкiстю та з малою
мiшаною гладкiстю; встановленню точних за порядком оцiнок деяких
апроксимацiйних характеристик класiв типу Нiкольського-Бєсова перi-
одичних функцiй iз логарифмiчною гладкiстю; знаходженню точних за
порядком оцiнок найкращих наближень класiв Нiкольського-Бєсова пе-
рiодичних функцiй багатьох змiнних iз узагальненою мiшаною гладкiс-
тю тригонометричними полiномами з “номерами” гармонiк зi схiдчастих
гiперболiчних хрестiв; встановленню точних за порядком оцiнок величи-
ни найкращого m-членного наближення полiномами, що побудованi за
тензорною системою Хаара, для класiв типу Нiкольського перiодичних
функцiй багатьох змiнних iз узагальненою мiшаною гладкiстю; iншим
супровiдним задачам.

Двадцяте сторiччя у низцi галузей математики було перiодом пе-
реходу вiд одновимiрних задач, тобто задач, якi стосуються вивчення
математичних моделей iз однiєю змiнною, до багатовимiрних задач, тоб-
то задач, якi стосуються вивчення математичних моделей, що залежать
вiд кiлькох, а часто й вiд великої кiлькостi змiнних. У багатьох випадках
перехiд вiд однiєї змiнної до багатьох змiнних був пов’язаний не тiльки з
новими явищами, характерними для певної математичної моделi, а й ви-
магав нових методiв. У деяких випадках навiть постановка багатовимiр-
ної задачi вимагає доволi нетривiальної модифiкацiї одновимiрної зада-
чi. Наприклад, при розглядi збiжностi кратних тригонометричних рядiв
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одразу стикаємося з питанням про те, якi частиннi суми цих рядiв варто
розглядати. Або ж, iнакше кажучи, що при цьому є природним багато-
вимiрним аналогом тригонометричних полiномiв, тобто, в якiй множинi
повиннi бути зосередженi “номери” їхнiх гармонiк? Шукаючи вiдповiдь
на це i подiбнi питання, математики використовували тригонометричнi
полiноми з рiзним упорядкуванням гармонiк. Зокрема, при їхнiй побудовi
вибиралися “номери” гармонiк iз таких множин, як куля, куб, прямокут-
ний паралелепiпед або, що найважливiше, гiперболiчний хрест

Γ(N) = {k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd :
d∏
j=1

max{|kj|, 1} ≤ N}

i рiзнi його модифiкацiї. Зазначимо, що поняття гiперболiчного хреста
виникло в дослiдженнях К.I. Бабенка [8, 9] на початку 60-х рокiв минуло-
го сторiччя. Вiдтодi й донинi iнтерес у теорiї наближення функцiй бага-
тьох змiнних до такого об’єкта, як гiперболiчний хрест, не згасає, яскра-
вим свiдченням чого є монографiя [168], нещодавно написана Д. Зунгом
(D. Dũng), В.М. Темляковим (V.N. Temlyakov), Т. Ульрiхом (T. Ullrich),
яка побачила свiт у 2018 роцi. Результати, одержанi в роботах К.I. Бабен-
ка, С.О. Теляковського, В.М. Темлякова, Б.С. Кашина, Е.С. Белiнсько-
го, D. Dũng, Е.М. Галєєва, А.С. Романюка та iн., демонструють нам, що
кратнi тригонометричнi полiноми з “номерами” гармонiк з гiперболiчних
хрестiв вiдiграють при наближеннi перiодичних функцiй багатьох змiн-
них таку саму роль, як звичайнi тригонометричнi полiноми при набли-
женнi перiодичних функцiй однiєї змiнної (див., наприклад, [7, 173, 192],
де викладенi окремi аспекти теорiї наближення функцiй однiєї змiнної).

Пiсля з’ясування природи аналогiв кратних тригонометричних полi-
номiв одним iз фундаментальних питань є таке: що є природним бага-
товимiрним аналогом класiв перiодичних гладких функцiй однiєї змiн-
ної? У багатовимiрному випадку розглядаються рiзнi класи гладких
функцiй: iзотропнi та анiзотропнi класи Соболєва, Нiкольського–Бєсова,
Лiзоркiна–Трiбеля, класи функцiй з обмеженою мiшаною похiдною й



32

обмеженою мiшаною рiзницею, тобто класи функцiй iз обмеженою мi-
шаною гладкiстю, та iншi.

Ще одним принциповим питанням є: яким чином наближати функцiї
з цих класiв, тобто якi агрегати варто використовувати при цьому? У
зв’язку з цим А.М. Колмогоров у 1936 роцi ввiв поняття n-поперечника
центрально-симетричної множини у банаховому просторi. Апроксимацiй-
ну характеристику, яку вiн запропонував, згодом почали називати n-
поперечником за Колмогоровим або колмогоровським n-поперечником.
У нашому випадку як центрально-симетричнi множини для зазначеної
апроксимацiйної характеристики роглядаються класи перiодичних глад-
ких функцiй однiєї та багатьох змiнних. Концепцiя n-поперечника за
Колмогоровим дуже корисна для вiдповiдi на питання, сформульоване
вище. Колмогоровський n-поперечник є розв’язком оптимiзацiйної зада-
чi, в якiй ми здiйснюємо оптимiзацiю над усiма n-вимiрними лiнiйними
пiдпросторами. Iнакше кажучи, колмогоровський n-поперечник дозво-
ляє зрозумiти, який n-вимiрний лiнiйний пiдпростiр є найкращим для
апроксимацiї того або iншого класу перiодичних гладких функцiй. На
сьогоднi поведiнка колмогоровського n-поперечника в бiльшостi ситуа-
цiй дослiджена для важливих класiв перiодичних гладких функцiй однiєї
змiнної. Понад те, в деяких випадках вiдомi не тiльки точнi за порядком
оцiнки, а й навiть точнi значення колмогоровських n-поперечникiв кла-
сiв перiодичних гладких функцiй однiєї змiнної. Проте й понинi менш
дослiджена задача про точнi за порядком оцiнки колмогоровських n-
поперечникiв деяких класiв перiодичних функцiй багатьох змiнних iз мi-
шаною гладкiстю, на що акцентується увага в монографiях В.М. Тем-
лякова (1993, 2018), А.С. Романюка (2012) i D. Dũng, V. Temlyakov,
T. Ullrich (2018).

Вiднедавна у зв’язку з застосуваннями в iнженерiї, бiологiї, медици-
нi та iнших галузях науки важливу роль почали вiдiгравати нелiнiйнi
наближення. Нелiнiйне наближення є важливим у застосуваваннях зав-
дяки його стислим зображенням i зростаючiй обчислювальнiй ефектив-
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ностi. Типовою задачею нелiнiйного наближення є m-членне наближе-
ння, яке iнколи називають розрiдженим наближенням. Для постановки
задачi, яка стосується розрiдженого наближення, розлянемо в банахово-
му просторi X задану систему елементiв (функцiй) D, яку називають
словником. Тодi величина

σm(f,D)X := inf
gj∈D,aj
j=1,...,d

∥∥∥∥f − m∑
j=1

ajgj

∥∥∥∥
X

називається найкращимm-членним наближенням функцiї f полiномами,
що побудованi за системою D, у метрицi простору X.

Уперше таким чином означена величина з’явилася завдяки С.Б. Стєч-
кiну (1955) при формулюваннi ним критерiю абсолютної збiжностi ор-
тогональних рядiв у гiльбертовому просторi. Ця величина називалась
величиною найкращого квадратичного наближення елемента гiльберто-
вого простору за допомогою m-членних полiномiв за заданою системою.

Упродовж останнiх 30–40 рокiв величини

σm(F,D)X := sup
f∈F

σm(f,D)X

iнтенсивно дослiджувалися для важливих класiв F гладких функцiй
i для рiзних систем D у роботах В.М. Темлякова, Б.С. Кашина,
R.A. DeVore, Е.С. Белiнського, А.В. Андрiанова, А.С. Романюка, В.С. Ро-
манюка, О.I. Степанця, А.Л. Шидлiча, Д.Б. Базарханова, W. Sickel,
M. Hansen, T. Ullrich, G. Byrenheid та iнших.

У роботах згаданих авторiв отримано багато глибоких i завершених
результатiв, але водночас залишається низка важливих питань стосовно
оцiнок найкращих m-членних наближень класiв Нiкольського–Бєсова та
їхнiх рiзноманiтних узагальнень.

Про важливiсть функцiональних просторiв i класiв Нiкольського–
Бєсова, якi в цiй дисертацiйнiй роботi є об’єктом дослiдження, свiдчать
монографiї С.М. Нiкольського (1969), О.В. Бєсова, В.П. Iльїна, С.М. Нi-
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кольського (1975), H. Triebel (1983, 2019), В.М. Темлякова (1986, 1993,
2015, 2018) H.-J. Schmeisser, H. Triebel (1987), Р.М. Тригуба, Е.С. Белiн-
ського (2004), А.С. Романюка (2012), Y. Sawano (2018) та iнших.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, тема-
ми. Дисертацiю виконано у вiддiлi теорiї функцiй Iнституту математики
НАН України згiдно з науково-дослiдними темами “Апроксимативнi та
структурнi характеристики функцiональних множин”, номер державної
реєстрацiї 0111U002079; “Структурнi та апроксимацiйнi властивостi фун-
кцiональних множин”, номер державної реєстрацiї 0198U001990; “Апро-
ксимацiйнi характеристики функцiональних класiв”, номер державної ре-
єстрацiї 0101U000046.

Мета i завдання дослiдження. Основною метою дисертацiйного
дослiдження є розробка нових i вдосконалення iснуючих методiв знаход-
ження точних за порядком оцiнок деяких важливих апроксимацiйних
характеристик класiв Нiкольського-Бєсова функцiй однiєї та багатьох
змiнних iз рiзними видами гладкостi у просторах Лебега, а також у прос-
торi суттєво обмежених функцiй.

Об’єктом дослiдження є класи типу Нiкольського-Бєсова функцiй
однiєї та багатьох змiнних iз широким дiапазоном гладкостей.

Предметом дослiдження є такi апроксимацiйнi характеристики, як
колмогоровськi n-поперечники, ε-ентропiя, певнi види розрiдженого три-
гонометричного наближення, наближення тригонометричними полiно-
мами з “номерами” гармонiк iз узагальнених схiдчастих гiперболiчних
хрестiв згаданих класiв перiодичних функцiй однiєї та багатьох змiнних
iз широким дiапазоном гладкостей у просторах Лебега, а також у про-
сторi суттєво обмежених функцiй.

Завдання дослiдження:

— Знайти точнi за порядком оцiнки найкращого m-членного тригоно-
метричного наближення класiв Нiкольського–Бєсова перiодичних фун-
кцiй багатьох змiнних iз малою iзотропною гладкiстю.
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— Одержати точнi за порядком оцiнки деяких апроксимацiйних хара-
ктеристик класiв типу Нiкольського–Бєсова перiодичних функцiй однiєї
та багатьох змiнних iз логарифмiчною гладкiстю.

— Установити точнi за порядком оцiнки найкращого наближення пе-
рiодичних функцiй багатьох змiнних узагальненої мiшаної гладкостi з
класiв Нiкольського–Бєсова тригонометричними полiномами з “номера-
ми” гармонiк зi схiдчастих гiперболiчних хрестiв.

— Одержати точнi за порядком оцiнки колмогоровських поперечникiв
згаданих класiв i таким чином показати, що в деяких важливих випадках
такi областi, як узагальненi схiдчастi гiперболiчнi хрести, є оптимальни-
ми (в сенсi точних за порядком оцiнок колмогоровських поперечникiв).

— Установити точнi за порядком оцiнки наближення функцiй iз класiв
Нiкольського–Бєсова, визначених на Rd, цiлими функцiями експоненцi-
ального типу з носiями їхнiх перетворень Фур’є у схiдчастих гiперболi-
чних хрестах.

— Знайти точнi за порядком оцiнки найкращих m-членних тригономе-
тричних наближень класiв типу Нiкольського–Бєсова перiодичних фун-
кцiй багатьох змiнних iз узагальненою мiшаною гладкiстю.

— Одержати точнi за порядком оцiнки найкращого m-членного триго-
нометричного наближення перiодичних функцiй багатьох змiнних малої
мiшаної гладкостi з класiв типу Нiкольського–Бєсова. З’ясувати, в яких
випадках оцiнки зверху реалiзуються конструктивним методом, що ба-
зується на використаннi грiдi (greedy) алгоритму.

— Установити точнi за порядком оцiнки найкращого m-членного три-
гонометричного наближення полiномами, побудованими за тензорною
системою Хаара, для перiодичних функцiй багатьох змiнних iз класiв
типу Нiкольського.

Методи дослiдження. Використовується апарат математичного ана-
лiзу, теорiї функцiй. При вивченнi розрiдженого тригонометричного на-
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ближення розробляються методи дискретизацiї.
Наукова новизна одержаних результатiв. Результати роботи, що

виносяться на захист, є новими i полягають у такому.

— Знайдено точнi за порядком оцiнки найкращого m-членного триго-
нометричного наближення iзотропних класiв Нiкольського–Бєсова перi-
одичних функцiй багатьох змiнних iз малою гладкiстю.

— Одержано точнi за порядком оцiнки деяких апроксимацiйних ха-
рактеристик класiв типу Нiкольського–Бєсова перiодичних функцiй як
однiєї, так i багатьох змiнних iз логарифмiчною гладкiстю.

— Установлено точнi за порядком оцiнки найкращого наближення пе-
рiодичних функцiй багатьох змiнних узагальненої мiшаної гладкостi з
класiв Нiкольського–Бєсова тригонометричними полiномами з “номера-
ми” гармонiк зi схiдчастих гiперболiчних хрестiв. При цьому показано,
що в деяких важливих випадках такого виду полiноми є оптимальними
(в сенсi точних за порядком оцiнок вiдповiдних колмогоровських попе-
речникiв).

— Одержано точнi за порядком оцiнки наближення функцiй iз класiв
Нiкольського–Бєсова, визначених на Rd, цiлими функцiями експоненцi-
ального типу з носiями їхнiх перетворень Фур’є у схiдчастих гiперболi-
чних хрестах.

— Знайдено точнi за порядком оцiнки найкращого m-членного три-
гонометричного наближення класiв типу Нiкольського–Бєсова перiодич-
них функцiй багатьох змiнних iз узагальненою мiшаною гладкiстю. По-
казано, що при певних спiввiдношеннях мiж параметрами оцiнки зверху
реалiзуються конструктивним методом, що базується на використаннi
грiдi (greedy) алгоритму.

— Одержано точнi за порядком оцiнки найкращого m-членного три-
гонометричного наближення класiв типу Нiкольського–Бєсова перiодич-
них функцiй багатьох змiнних iз малою рiвномiрною мiшаною гладкiстю.
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З’ясовано, в яких випадках оцiнки зверху реалiзуються конструктивним
методом, що базується на використаннi грiдi (greedy) алгоритму.

— Встановлено точнi за порядком оцiнки найкращого m-членного на-
ближення полiномами, що побудованi за тензорною системою Хаара, для
перiодичних функцiй багатьох змiнних мiшаної гладкостi з класiв типу
Нiкольського.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйну ро-
боту складають математичнi дослiдження, що мають теоретичний харак-
тер, а її результати доповнюють важливi роздiли математичного аналiзу,
зокрема такi, як теорiя функцiй i теорiя наближень. Деякi з одержаних
в дисертацiї результатiв можуть мати також i практичне застосування в
таких галузях науки, як iнженерiя, бiологiя, медицина та iншi, що вказує
на перспективу подальшого розвитку окреслених тут дослiджень.

Особистий внесок здобувача. Всi результати здобувач отримав са-
мостiйно, а в роботах, якi опублiкованi у спiвавторствi з О.В. Феду-
ник [102] або А.Ф. Конограєм [40, 41], перша теорема в кожнiй iз цих
робiт належить дисертантовi. У результатах робiт, написаних разом iз
С.Я. Янченком [151, 189], внесок авторiв рiвноцiнний.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати роботи доповiдали-
ся на:

— Конференцiї “Функцiональнi методи в теорiї наближення, теорiї
операторiв, стохастичному аналiзi i статистицi”, присвячена пам’ятi
А.Я. Дороговцева (1935–2004), Київ, 1–5 жовтня 2004 року.

— Мiжнароднiй конференцiї “Функцiональнi простори, теорiя набли-
жень, нелiнiйний аналiз”, присвяченiй сторiччю академiка С.М. Нiколь-
ського, Москва, Росiя, 23–29 травня 2005 року.

— Мiжнароднiй математичнiй конференцiї iм. В.Я. Скоробогатька,
Дрогобич, 24–28 вересня 2007 року.

— Мiжнароднiй науковiй конференцiї “Сучаснi проблеми математики,
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механiки, iнформатики”, присвяченiй 85-рiччю з дня народження профе-
сора Л.А. Толоконнiкова, Тула, Росiя, 17–21 листопада 2008 року.

— Мiжнароднiй конференцiї “Сучаснi проблеми математики, механi-
ки та їх застосувань”, присвяченiй 70-рiччю ректора МДУ академiка
В.А. Садовнiчого, Москва, Росiя, 30 березня – 2 квiтня 2009 року.

— International conference “ANALYTIC METHODS OF MECHA-
NICS AND COMPLEX ANALYSIS” dedicated to N.A. Kilchevskii and
V.A. Zmorovich on the occasion of their birthday centenary, Kyiv, June 29
– July 5, 2009.

— Мiжнароднiй науковiй конференцiї “Сучаснi проблеми аналiзу та
викладання математики”, присвяченiй 105-рiччю академiка С.М. Нiколь-
ського, Москва, Росiя, 17–19 травня 2010 року.

— Конференцiї “Сучаснi методи теорiї функцiй та сумiжнi проблеми”
Воронежської зимової математичної школи, Воронеж, Росiя, 25 сiчня –
1 лютого 2011 року.

— 16-й Саратовськiй зимовiй школi “Сучаснi проблеми теорiї функцiй
та їх застосування”, Саратов, Росiя, 27 сiчня – 3 лютого 2012 року.

— Четвертiй мiжнароднiй конференцiї “Функцiональнi простори. Ди-
ференцiальнi оператори. Загальна топологiя. Проблеми математичної
освiти”, присвяченiй 90-рiччю з дня народження члена-корреспондента
РАН, академiка Європейської академiї наук Л.Д. Кудрявцева, Mосква,
Росiя, 25–29 березня 2013 року.

— 2nd EUMLS Conference “Mathematics for Life Sciences”, Olenivka, Cri-
mea, Ukraine, September 05–10, 2013.

— Mecklenburg Workshop (dedicated to the 60th birthday of Winfried Si-
ckel) “Approximation Methods and Function Spaces”, Hasenwinkel, Germany,
March 16–20, 2015.

— Мiжнароднiй конференцiї з функцiональних просторiв та теорiї на-
ближення функцiй, присвяченiй 110-рiччю з дня народження академiка
С.М. Нiкольського, Москва, Росiя, 25–29 травня 2015 року.
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— 3rd EUMLS Conference “Mathematics for Life Sciences”, Rivne, Ukraine,
September 15–19, 2015.

— Мiжнароднiй науковiй конференцiї “Теорiя наближень та її засто-
сування” з нагоди 75-рiччя проф. члена-кореспондента НАНУ Вiталiя
Павловича Моторного, Днiпропетровськ, 8–11 жовтня, 2015 року.

— AMMODIT and final EUMLS Workshop “Mathematics for Life Sci-
ences”, Hasenwinkel, Germany, March 07–11, 2016;

— Workshop on Function Spaces and High-Dimensional Approximation,
Bellaterra (Barcelona), Spain, May 2–6, 2016;

— Mecklenburg Workshop “Approximation Methods and Data Analysis”
dedicated to the 60th birthday of Hrushikesh N. Mhaskar, Hasenwinkel,
Germany, September 05–09, 2016.

— Workshop on Approximation Theory (dedicated to the 70th birthday of
prof. I. O. Shevchuk), Kyiv, June 14, 2017.

— Follow-up Workshop “Approximation Theory and Function Spaces”,
Barcelona, Spain, June 26–30, 2017.

— 4th AMMODIT Conference, Malekhiv (Lviv region), March 19–23, 2018.

— семiнарах вiддiлу теорiї функцiй Iнституту математики НАН Укра-
їни (керiвник семiнару – доктор фiз.-мат. наук, проф. А.С. Романюк);

— мiжвузiвському семiнарi з теорiї функцiй у Днiпропетровському на-
цiональному унiверситетi iм. О. Гончара, 25 сiчня 2017 року, 31 сiчня
2018 року (керiвник семiнару — чл.-кор. НАН України В.П. Моторний)

— Львiвському мiському семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй у
Львiвському нацiональному унiверситетi iм. Iвана Франка, 1 червня 2017
року (керiвник семiнару — доктор фiз.-мат. наук, проф. О.Б. Скаскiв);

— Київському семiнарi з функцiонального аналiзу в Iнститутi матема-
тики НАН України, 4 жовтня 2017 року (керiвники семiнару: академiк
НАН України Ю.М. Березанський, академiк НАН України Ю.С. Са-
мойленко, чл.-кор. НАН України А.Н. Кочубей);
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— семiнарi кафедри математичного аналiзу Iнституту математики,
економiки i механiки Одеського нацiонального унiверситету iм. I.I. Меч-
никова, 13 жовтня 2017 року (керiвник семiнару – доктор фiз.-мат. наук,
проф. А.О. Кореновський).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано у 28 роботах
у наукових виданнях, внесених до перелiку фахових видань iз фiзико-
математичних наук, з них 5 — у спiвавторствi [3, 5, 6, 23, 28] (див. список
публiкацiй здобувача на стор. 13), решта — самостiйно, при цьому 17 ро-
бiт [3, 6, 7, 8, 10, 13, 15, 17, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28] надруковано у
виданнях, внесених до мiжнародних наукометричних баз Web of Science,
Scopus.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з перелi-
ку умовних позначень, вступу, п’яти роздiлiв, висновкiв та списку вико-
ристаних джерел, що мiстить 210 найменування. Повний обсяг роботи
становить 332 сторiнок друкованого тексту.

Висловлюю щиру подяку моєму науковому вчителю i в той же час
науковому консультанту професору Романюку Анатолiю Сергiйовичу за
пiдтримку та кориснi обговорення одержаних результатiв.
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Роздiл 1

Огляд лiтератури за основними напрямками
дослiджень

1.1. Розрiджене тригонометричне наближення кла-
сiв перiодичних функцiй багатьох змiнних з iзо-
тропною гладкiстю

Нехай Rd, d ≥ 1, позначає d-вимiрний евклiдiв простiр з елементами

x = (x1, . . . , xd) i Lp(Td), 1 ≤ p ≤ ∞, Td :=
d∏
j=1

[0; 2π), — простiр 2π-

перiодичних за кожною зi змiнних функцiй f(x) = f(x1, . . . , xd) зi скiн-
ченною нормою

||f ||p :=

(
(2π)−d

∫
Td

|f(x)|p dx

) 1
p

, 1 ≤ p <∞,

||f ||∞ := ess sup
x∈Td

|f(x)|.

Позначимо через Vl = Vl(t), t ∈ T, l ∈ N, ядро Валле Пуссена виду:

Vl(t) :=
1

l

2l−1∑
k=l

Dk(t),

де Dk(t) :=
k∑

m=−k
eimt — ядро Дiрiхле.
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Багатовимiрне ядро Vl = Vl(x), l ∈ N, визначимо згiдно з формулою

Vl(x) :=
d∏
j=1

Vl(xj).

Нехай
Vl(f) := f ∗ Vl

— кратна сума Валле Пуссена функцiї f ∈ L1(Td), де значком “∗” по-
значена операцiя згортки двох функцiй ϕ i g (ϕ, g ∈ L1(Td)), тобто

ϕ ∗ g := (ϕ ∗ g)(x) := (2π)−d
∫
Td
ϕ(y)g(x− y) dy.

Покладемо для f ∈ L1(Td)

Φ0(f) := V1(f), Φs(f) := V2s(f)− V2s−1(f), s ∈ N.

Будемо казати, що функцiя f ∈ Lp(Td) належить до простору Br
p,θ,

1 ≤ p, θ ≤ ∞, r > 0, якщо (див., наприклад, [46]):

‖f‖Brp,θ :=

(∑
s∈Z+

(2rs‖Φs(f)‖p)θ
) 1

θ

<∞, (1.1)

‖f‖Hr
p

:= ‖f‖Brp,∞ := sup
s∈Z+

‖Φs(f)‖p
2−rs

<∞. (1.2)

З цього мiсця в якостi позначень B r
p, θ i H r

p будемо розумiти одиничнi
кулi в нормах просторiв B r

p, θ i H
r
p , вiдповiдно, та називати такi множини

класами.
Зазначимо, що з точки зору питань апроксимацiї (вивчення поведiнки

деяких апроксимацiйних характеристик) класи Br
p,θ та Hr

p дослiджува-
лись в роботах [163, 164, 162, 170, 196, 171, 178, 72, 90], в яких можна
ознайомитись з бiльш повною бiбiлiографiєю.

Одержанi результати будемо формулювати в термiнах порядко-
вих спiввiдношень. При цьому для двох невiд’ємних послiдовностей
{a(n)}∞n=1 i {b(n)}∞n=1 спiввiдношення (порядкова нерiвнiсть) a(n)� b(n)
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означає, що iснує стала C > 0, яка не залежить вiд n, така, що
a(n) ≤ C b(n). Спiввiдношення a(n) � b(n) рiвносильне тому, що
a(n) � b(n) i b(n) � a(n). Зазначимо, що сталi, якi будуть зустрiча-
тися в роботi, можуть залежати вiд певних параметрiв. Цi параметри
iнколи будемо вказувати, а в iнших випадках вони будуть зрозумiлими
iз контексту. Також зазначимо, що нумерацiю сталих Cj, j = 1, 2, . . . ,
будемо вести в межах одного пiдроздiлу, або навiть пункту. Позначен-
ня однакових сталих в межах одного роздiлу, але в рiзних пiдроздiлах,
чи пунктах, не означає одне i те ж їх числове значення, що теж буде
зрозумiло з контексту.

Нехай Θm — набiр iз m точок iз цiлочислової решiтки Zd. Покладемо

P (Θm,x) :=
m∑
k=1

cke
i(nk,x), ck ∈ C,

i для f ∈ Lq(Td) розглянемо величину

σm(f)q := inf
Θm

inf
P (Θm,·)

||f(·)− P (Θm, ·)||q, (1.3)

яка називається найкращим m-членним тригонометричним наближен-
ням функцiї f у метрицi простору Lq(Td).

Для функцiонального класу F ⊂ Lq(Td) покладемо

σm(F )q := sup
f∈F

σm(f)q. (1.4)

В [162] одержана оцiнка

σm(B r
p, θ)q �

m
− rd+( 1

p−
1
2 )+ , якщо 1 ≤ p < q ≤ ∞, q > 2, r > max{dp ;

d
2},

m−
r
d+( 1

p−
1
q )+ , для iнших значень p i q, r > (dp −

d
q )+
,

(1.5)
де a

+
= max{a; 0}, 1 ≤ p, q, θ ≤ ∞.

В доповнення до цiєї оцiнки в дисертацiйнiй роботi одержано таке твер-
дження.
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Теорема 2.3. Нехай 1 ≤ p ≤ 2 < q < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞. Якщо
d
p −

d
q < r < d

p , то

σm(B r
p, θ)q � m−

q
2 ( rd−

1
p+ 1

q ), (1.6)

якщо ж r = d
p , то

σm(B r
p, θ)q � m−

1
2 (logm)1− 1

θ . (1.7)

Зазначимо, що в одновимiрному випадку, тобто при d = 1, точнi за
порядком оцiнки величини σm(B r

p, θ)q для 1 ≤ p ≤ 2 < q <∞, 1 ≤ θ ≤ ∞,
r > 1

p −
1
q ранiше одержанi Е.С. Белiнським (1987).

Теорема 2.3 iлюструє явище малої гладкостi, яке, напевно, вперше було
виявлено Б.С. Кашиним [32] в процесi встановлення ним оцiнок колмо-
горовських поперечникiв класiв Соболєва W r

1 , 1 − 1
q < r < 1, функцiй

однiєї змiнної в просторi Lq, 2 < q <∞. В чому ж суть цього явища? А
суть його полягає в тому, що при переходi гладкiсного параметра r через
деяке критичне значення спотерiгається вiдмiннiсть порядкових оцiнок
дослiджуваних апроксимацiйних характеристик. Пiзнiше подiбного роду
ефект спостерiгався при вивченнi наближення класiв функцiй як однiєї,
так i багатьох змiнних в роботах багатьох авторiв (див., наприклад, [79,
22, 80, 168 199] та наведену там бiблiографiю).

Спiвставляючи (1.6), (1.7) та (1.5), бачимо вiдмiннiсть (за винятком
випадку θ = 1) в оцiнках величини σm(B r

p, θ)q, 1 ≤ p ≤ 2 < q < ∞,
при переходi через так званий “критичний” показник гладкостi r = d

p .
Iншими словами, при переходi показника гладкостi r через значення d

p

при 1 < θ ≤ ∞ (на вiдмiну вiд θ = 1) спостерiгаємо “стрибок” порядко-
вих оцiнок наближення за рахунок наявностi логарифмiчного множника.
Крiм цього при “критичному” значеннi показника гладкостi в (1.7) вияв-
ляємо залежнiсть порядкової оцiнки величини σm(B r

p, θ)q вiд параметра
θ, що у випадках великої (r > d

p) та малої (dp −
d
q < r < d

p) гладкостей не
спостерiгаємо (див. (1.5) i (1.6) вiдповiдно).



45

1.2. Колмогоровськi поперечники класiв типу
Нiкольського–Бєсова перiодичних функцiй з
логарифмiчною гладкiстю

Для r > 0, 1 < p ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ позначимо

B0,r
p,θ := {f ∈ Lp : ||f ||B0,r

p,θ
≤ 1}, (1.8)

де

||f ||B0,r
p,θ

:=

( ∞∑
s=0

((s+ 1)r||δs(f)||p)θ
) 1

θ

, 1 ≤ θ <∞, (1.9)

||f ||B0,r
p,∞

:= sup
s≥0

||δs(f)||p
(s+ 1)−r

, θ =∞, (1.10)

а δs(f) :=
∑

[2s−1]≤|k|<2s
f̂(k)eikx, f̂(k) := (2π)−1

2π∫
0

f(x)e−ikxdx i [a] — цiла

частина числа a. Множини B0,r
p,θ є аналогами класiв Нiкольського–Бєсова

або класами типу Нiкольського–Бєсова перiодичних функцiй з логариф-
мiчною гладкiстю. У випадку θ =∞ замiсть B0,r

p,∞ iнколи будемо писати
H0,r
p , тобто будемо покладати B0,r

p,∞ ≡ H0,r
p .

Зазначимо, що для класiв

LGr := {f ∈ L∞(T) : ||δs(f)||∞ ≤ (s+ 1)−r, s = 0, 1, . . . },

якi є тотожними до класiв H0,r
∞ , в [35] встановлено точнi за порядком

оцiнки поперечникiв за Колмогоровим та ентропiйних чисел у просторi
Lq, 1 ≤ q ≤ ∞. Класи, що визначаються за допомогою (1.8)–(1.10) вивча-
лись також в роботах [188, 101] з точки зору встановлення порядкових
оцiнок їх деяких апроксимацiйних характеристик.

Зазначимо, що як простори, так i класи функцiй з логарифмiчною
гладкiстю були предметом дослiджень в роботах [92, 158, 159, 160, 166].

Наведемо означення апроксимацiйних характеристик, якi нижче бу-
дуть обговорюватись.
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Нехай K — компакт в банаховому просторi X з одиничною кулею BX .
Величини

dm(K, X) := inf
{vj}mj=1⊂X

sup
f∈K

inf
cj

∥∥∥∥f − m∑
j=1

cjvj

∥∥∥∥
X

, (1.11)

εm(K, X) := inf

{
ε : ∃{uj}nj=1 ⊂ X,n ≤ 2m−1,K ⊂

n⋃
j=1

{uj+εBX}
}

(1.12)

(m = 1, 2, . . . ) називаються вiдповiдно m-м поперечником за Колмогоро-
вим та m-м ентропiйним числом множини K у просторi X. З результата-
ми дослiджень величин (1.11) i (1.12) можна ознайомитись, наприклад,
в [63, 192, 73, 82, 168], де наведена бiльш повна бiблiографiя.

Стосовно згаданих апроксимацiйних характеристик наведемо такi ре-
зультати.
Теорема II.3 [35]. Для r > 1 виконуються спiввiдношення

dm(LGr, Lq) � εm(LGr, Lq) �

{
(log2m)−r+1, якщо q =∞,
(log2m)−r+1/2, якщо 1 ≤ q <∞.

Теорема 2.7. Нехай 1 ≤ θ <∞, r > 1− 1
θ , тодi

dm(B0,r
∞,θ, L∞) � εm(B0,r

∞,θ, L∞) � (log2m)−r+1− 1
θ . (1.13)

Теорема 2.8. Нехай 1 ≤ q <∞, max{q; 2} ≤ p ≤ ∞, r > 1
2 −

1
θ , тодi

для max{q; 2} ≤ p ≤ ∞, 2 ≤ θ < ∞ або max{q; 2} ≤ p < ∞, θ = ∞
мають мiсце порядковi рiвностi

dm(B0,r
p,θ, Lq) � εm(B0,r

p,θ, Lq) � (log2m)−r+
1
2−

1
θ . (1.14)

Зазначимо, що теореми 2.7 та 2.8 доповнюють результат теореми II.3
в тому розумiннi, що окрiм введення та розгляду додаткових параметрiв
p i θ, також вдалося розширити множину змiни параметра r.
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1.3. Класи перiодичних функцiй мiшаної гладкостi

Далi будемо вважати, що для f ∈ Lp(Td) виконана умова

2π∫
0

f(x) dxj = 0, j = 1, . . . , d,

i множину таких функцiй будемо позначати через L0
p(Td). Надалi будемо

вважати, що для перiодичних функцiй мiшаної гладкостi є виконаною
наведена вище умова.

Нехай Vl = Vl(t), l ∈ N, позначає ядро Валле–Пуссена вигляду

Vl(t) := 1 + 2
l∑

k=1

cos kt+ 2
2l−1∑
k=l+1

(1− k − l
l

) cos kt.

Кожному вектору s = (s1, . . . , sd), sj ∈ N, j = 1, . . . , d, поставимо у
вiдповiднiсть полiном

As(x) :=
d∏
j=1

(V2sj (xj)− V2sj−1(xj))

i для f ∈ L0
p(Td), 1 ≤ p ≤ ∞, покладемо

As(f) := f ∗ As, (1.15)

де “∗” — операцiя згортки.
Будемо говорити, що функцiя f ∈ L0

p(Td) належить до класу MBr
p,θ,

1 ≤ p, θ ≤ ∞, r = (r1, . . . , rd), rj > 0, j = 1, . . . , d, якщо виконанi умови(∑
s

2(s,r)θ‖As(f)‖θp

) 1
θ

≤ 1 (1.16)

при 1 ≤ θ <∞ i
sup
s

2(s,r)‖As(f)‖p ≤ 1 (1.17)
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при θ =∞.
Зауважимо, що величини в лiвих частинах (1.16) i (1.17) еквiвалентнi

нормам ‖f‖MBrp,θ , 1 ≤ θ <∞, i ‖f‖MBrp,∞ = ‖f‖MHrp при θ =∞, просторiв
MBrp,θ i MH

r
p вiдповiдно (див., наприклад, [47]).

У випадку 1 < p <∞ можна записати еквiвалентне означення класiв
MBr

p,θ, замiнивши “блоки” As(f) на дещо iншi. З цiєю метою для век-
торiв s = (s1, . . . , sd), sj ∈ N, i k = (k1, . . . , kd), kj ∈ Z, j = 1, . . . , d,
покладемо

ρ(s) :=
{
k = (k1, . . . , kd) : 2sj−1 ≤ |kj| < 2sj , j = 1, . . . , d

}
i для f ∈ L1(Td) позначимо

δs(f) = δs(f,x) :=
∑
k∈ρ(s)

f̂(k)ei(k,x),

де

f̂(k) = (2π)−d
∫
Td

f(t)e−i(k,t)dt

— коефiцiєнти Фур’є функцiї f , (k,x) = k1x1 + · · ·+ kdxd.
Тодi при p ∈ (1,∞), r = (r1, . . . , rd), rj > 0, j = 1, . . . , d з точнiстю

до абсолютних сталих, класи MBr
p,θ можна означити наступним чином:

MBr
p,θ :=

{
f : ‖f‖MBrp,θ :=

(∑
s

2(s,r)θ‖δs(f)‖θp

) 1
θ

≤ 1

}

при 1 ≤ θ <∞ i

MBr
p,∞ :=

{
f : ‖f‖MBr

p,∞ := sup
s

2(s,r)‖δs(f)‖p ≤ 1

}
.

Нехай Fr(x,α) — багатовимiрнi аналоги ядер Бернуллi, тобто
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Fr(x,α) = 2d
∑
k

d∏
j=1

k
−rj
j cos(kjxj −

αj π

2
), rj > 0, αj ∈ R,

i сумування проводиться тiльки по тих k = (k1, . . . , kd), для яких kj > 0,
j = 1, . . . , d. Тодi через MWr

p,α позначимо клас функцiй, якi можна
подати у виглядi

f(x) = ϕ(x) ∗ Fr(x,α) = (2π)−d
∫
Td

ϕ(y)Fr(x− y,α)dy.

Нагадаємо, що мiж введеними класами iснують такi вкладення:

MBr
p,p ⊂MWr

p,α ⊂MBr
p,2, 1 < p ≤ 2;

MBr
p,2 ⊂MWr

p,α ⊂MBr
p,p, 2 ≤ p <∞;

MWr
p,α ⊂MBr

p,∞ ≡MHr
p, 1 ≤ p ≤ ∞.

Зауважимо також, що зi збiльшенням параметра θ класи MBr
p,θ роз-

ширюються, тобто

MBr
p,1 ⊂MBr

p,θ1
⊂MBr

p,θ2
⊂MBr

p,∞ ≡MHr
p, 1 ≤ θ1 ≤ θ2 ≤ ∞.

Надалi будемо вважати, що координати векторiв r = (r1, . . . , rd), якi
мiстяться в означеннi класiв функцiй, впорядкованi у виглядi 0 < r1 =

· · · = rν < rν+1 ≤ · · · ≤ rd. Якщо r1 = · · · = rd = r в r = (r1, . . . , rd), то
будемо використовувати позначення MBr

p,θ, MHr
p, MWr

p,α, MB
r
p,θ, MH

r
p

замiсть, вiдповiдно, MBr
p,θ, MHr

p, MWr
p,α, MB

r
p,θ, MH

r
p.
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1.4. Наближення класiв Нiкольського–Бєсова перiо-
дичних функцiй багатьох змiнних мiшаної глад-
костi тригонометричними полiномами з “номе-
рами” гармонiками з гiперболiчних хрестiв

Нехай
Qn :=

⋃
||s||1≤n

ρ(s),

— схiдчастий гiперболiчний хрест.
Через tQn(x) позначимо тригонометричний полiном iз “номерами” гар-

монiк iз Qn, тобто
tQn(x) =

∑
k∈Qn

cke
i(k,x),

де ck — довiльнi числа.
Тодi для f ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, величина

EQn(f)p = inf
tQn
||f(·)− tQn(·)||p

— найкраще наближення функцiї f тригонометричними полiномами з
“номерами” гармонiк iз множини Qn.

Якщо F ⊂ Lp — деякий клас функцiй, то означаємо

EQn(F )p = sup
f∈F

EQn(f)p.

Для найкращих наближень класiв MBr
p,θ тригонометричними полiно-

мами з “номерами” гармонiками зi схiдчастих гiперболiчних хрестiв вi-
домi такi твердження.
Теорема I.1. Нехай p та q задовольняють одну з таких умов:
1) 1 ≤ q = p <∞;

2) 1 < q < p ≤ ∞, p ≥ 2;

3) 1 ≤ q < p ≤ 2.
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Тодi для 1 ≤ θ ≤ ∞, r > 0 виконується порядкова рiвнiсть

EQn(MBr
p,θ)q � 2−rn n(d−1)( 1

p0
− 1
θ )+. (1.18)

де p0 = min{p, 2}.
Порядкова рiвнiсть (1.18) у випадку p = q = 2, θ = ∞ встановлена

Я.С. Бугровим [18], у випадку 1 < p = q < ∞, θ = ∞ — Н.С. Нiколь-
ською [55], у випадку p = q = 1, θ = ∞ — В.М. Темляковим [143], у
випадку p = q = 1, 1 ≤ θ <∞ — А.С. Романюком [88].
Теорема I.2. Нехай 1 ≤ p < q <∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, r > 1/p− 1/q, тодi

EQn(MBr
p,θ)q � 2−(r− 1

p+ 1
q )n n(d−1)( 1

q−
1
θ )+. (1.19)

Порядкова рiвнiсть (1.19) у випадку 1 ≤ p < q ≤ 2, θ =∞ встановлена
В.М. Темляковим [146], у випадку 1 ≤ p < q <∞, θ =∞ — В.М. Темля-
ковим [145], у випадку 1 < p < q <∞, 1 ≤ θ <∞—А.С. Романюком [85],
а у випадку p = 1, 1 < q <∞, 1 ≤ θ <∞ — А.С. Романюком [75].

Для f ∈ Lp(Td) i для t = (t1, . . . , td), tj ≥ 0, j = 1, . . . , d, розглядати-
мемо мiшаний модуль неперервностi (порядку l)

Ωl(f, t)p = sup
|hj |≤tj
j=1,...,d

||∆l
hf(·)||p,

де

∆l
hj
f(x) =

l∑
n=0

(−1)l−nCn
l f(x1, . . . , xj−1, xj + jh, xj+1, . . . , xd)

— мiшана l-та рiзниця з кроком hj за змiнною xj.
Нехай Ω(t) = Ω(t1, . . . , td) — задана функцiя типу мiшаного модуля

неперервностi порядку l, яка задовольняє такi умови:

1) Ω(t) > 0, t > 0; Ω(t) = 0, якщо
d∏
j=1

tj = 0;

2) Ω(t) є неспадною за кожною зi змiнних;
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3) Ω(m1t1, . . . ,mdtd) 6

(
d∏
j=1

mj

)l
Ω(t), mj ∈ N, j = 1, . . . , d.

Множину таких функцiй Ω позначимо через Ψl.
Нехай 1 ≤ p, θ ≤ ∞, тодi простiр MBΩ

p,θ, Ω ∈ Ψl, визначається таким
чином:

MBΩ
p,θ :=

{
f ∈ Lp(Td) : ||f ||MBΩ

p,θ
<∞

}
,

де

||f ||MBΩ
p,θ

:=

(∫
Td

(
Ωl(f, t)p

Ω(t)

)θ d∏
j=1

dtj
tj

)1/θ

, 1 ≤ θ <∞, (1.20)

||f ||MBΩ
p,∞

:= ||f ||MHΩ
p

:= sup
t>0

Ωl(f, t)p
Ω(t)

. (1.21)

Зазначимо, що MBΩ
p,∞ ≡ MHΩ

p . Шкала просторiв MBΩ
p,θ є природ-

ним узагальненням шкали просторiв (мiшаної гладкостi) Нiкольського–
Бєсова MBr

p,θ, r = (r1, . . . , rd), rj > 0, j = 1, . . . , d, перiодичних фун-
кцiй багатьох змiнних (див., наприклад, [47]) та MBΩ

p,θ ≡ MBr
p,θ при

Ω(t) = tr1
1 . . . t

rd
d , 0 < rj < l, j = 1, . . . , d. Зазначимо, що при θ = ∞

MBr
p,θ ≡MHr

p — простори С.М. Нiкольського, а при 1 ≤ θ <∞ MBr
p,θ —

простори О.В. Бєсова. Простори MBr
p,θ, 1 ≤ θ ≤ ∞, називають просто-

рами Нiкольського–Бєсова.
Додатково вимагатимемо, щоб функцiя Ω = Ω(t) задовольняла умови

(Sα) та (Sl), якi називають умовами Барi–Стєчкiна [13]. Сформулюємо
їх.

Функцiя однiєї змiнної ϕ(τ) > 0 задовольняє умову (Sα) з α > 0, якщо
ϕ(τ)/τα майже зростає, тобто iснує така стала C1 > 0, що

ϕ(τ1)

τα1
6 C1

ϕ(τ2)

τα2
, 0 < τ1 6 τ2 6 1; (1.22)

Функцiя однiєї змiнної ϕ(τ) > 0 задовольняє умову (Sl), якщо iснує
γ, 0 < γ < l, таке, що ϕ(τ)/τ l−γ майже спадає, тобто iснує така стала
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C2 > 0, що
ϕ(τ1)

τ l−γ1

> C2
ϕ(τ2)

τ l−γ2

, 0 < τ1 6 τ2 6 1. (1.23)

Вкажемо, що Ω = Ω(t) задовольняє умову (Sα) (вiдповiдно (Sl)), якщо
Ω = Ω(t) задовольняє цю умову за кожною змiнною tj при всiх фiксова-
них ti, i 6= j, i вважатимемо, що Ω(t) належить до множини Sα (вiдпо-
вiдно Sl). Множина Φα,l визначається рiвнiстю Φα,l = Ψl ∩ Sα ∩ Sl. Таке
саме позначення Φα,l використовуватимемо для аналогiчно визначеної
множини функцiй однiєї змiнної.

Зазначимо, що до множини Φα,l належать, наприклад, функцiї

Ω(t) = Ω(t1, . . . , td) =


d∏
j=1

t
rj
j{

log 1
tj

}bj
+

, якщо tj > 0, j = 1, . . . , d;

0, якщо
d∏
j=1

tj = 0,

де {log τ}+ = max {1; log τ}, rj, bj ∈ R, 0 < rj < l, j = 1, . . . , d.
Нехай 1 < p <∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, Ω ∈ Φα,l, тодi (див. [191]):

MBΩ
p,θ =

{
f ∈ Lp(Td) : ||f ||MBΩ

p,θ
<∞

}
,

де

||f ||MBΩ
p,θ
�

(∑
s

Ω−θ(2−s)||δs(f, ·)||θp

) 1
θ

, 1 ≤ θ <∞ , (1.24)

||f ||MBΩ
p,∞
� sup

s

||δs(f, ·)||p
Ω(2−s)

, (1.25)

Зображення (1.25) встановив М.М. Пустовойтов [70], а (1.24) — Sun
Yongsheng i Wang Heping [191]. Нагадаємо, що при θ = ∞ простори
MBΩ

p,θ спiвпадають з просторами MHΩ
p (див., наприклад, [70]), а при

Ω(t) =
d∏
j=1

t
rj
j , rj > 0, — з просторами MBr

p,θ (див., наприклад, [47]).

Зазначимо, що для норм функцiй з просторiв MBΩ
p,θ можна записати
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аналогiчнi до (1.24) та (1.25) зображення у випадках p = 1 i p =∞, дещо
замiнивши при цьому “блоки” δs(f) на As(f), що означенi за допомогою
формули (1.15).

Нехай 1 ≤ p, θ ≤ ∞, Ω ∈ Φα,l, тодi норми функцiй з просторiв MBΩ
p,θ,

можна подати в такому виглядi:

||f ||MBΩ
p,θ
�
(∑

s>0

||As(f)||θp (Ω(2−s))−θ
) 1

θ

, 1 ≤ θ <∞, (1.26)

||f ||MBΩ
p,∞
� sup

s

‖As(f, ·)‖p
Ω(2−s)

. (1.27)

Спiввiдношення (1.27) встановив М.М. Пустовойтов [70], a спiввiдно-
шення (1.26) складає основний змiст теореми 3.1, сформульованої й до-
веденої у пiдроздiлi 3.1.
Теорема 3.1. Нехай 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ θ < ∞, Ω ∈ Φα,l. Функцiя

f ∈MBΩ
p,θ тодi i лише тодi, коли(∑

s>0

||As(f)||θp (Ω(2−s))−θ
) 1

θ

<∞,

i в цьому випадку

||f ||MBΩ
p,θ
�
(∑

s>0

||As(f)||θp (Ω(2−s))−θ
) 1

θ

.

Одиничнi кулi просторiв MBΩ
p,θ називатимемо класами та позначати-

мемо MBΩ
p,θ. У випадку Ω(t) = ω(t1...td), ω ∈ Φα,l, замiсть MBΩ

p,θ та
MBΩ

p,θ використовуватимемо позначення MBω
p,θ i MBω

p,θ вiдповiдно.
Наведемо позначення множин, в яких будуть мiститись “номери” гар-

монiк тригонометричних полiномiв, якi будуть використовуватись для
наближення функцiй. Для довiльного N ∈ N покладемо

κ(N):= κ(Ω, p, q, N) := {s ∈ Nd : Ω(2−s)2||s||1(1/p−1/q)+ ≥ N−1},
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Q(N) := Q(Ω, p, q, N) :=
⋃

s∈κ(N)

ρ(s).

Теорема 3.8. Нехай Ω ∈ Φα,l, а для параметрiв p i q виконана одна
з таких умов:

1) 1 ≤ q = p <∞;

2) 1 < q < p ≤ ∞, p ≥ 2;

3) 1 ≤ q < p ≤ 2.

Тодi при 1 ≤ θ <∞

EQ(N)(MBΩ
p,θ)q �

1

N
(log2N)

(d−1)
(

1
p0
− 1
θ

)
+,

де p0 = min{p, 2}.

Теорема 3.10. Нехай 1 < p < q < ∞, 1 ≤ θ < ∞, Ω1 ∈ Φα,l, а
Ω(t) = Ω1(t) ·

∏d
j=1 t

1/p−1/q
j , тодi

EQ(N)(MBΩ
p,θ)q � N−1(log2N)(d−1)(1/q−1/θ)+.

Теорема 3.11. Якщо 1 < p < 2, 1 ≤ θ ≤ 2, Ω1 ∈ Φα,l, а
Ω(t) = Ω1(t) ·

∏d
j=1 t

1/p−1/2
j , то

dm(MBΩ
p,θ, L2) � N−1,

де N подiбрано таким чином, щоб виконувалось спiввiдношення
|Q(Ω, p, 2, N)| � m.

Теорема 3.12. Якщо 2 ≤ q ≤ p ≤ ∞, q 6= ∞, 1 ≤ θ ≤ 2 або
q = p =∞, θ = 1, а Ω ∈ Φα,l, тодi

dm(MBΩ
p,θ, Lq) � N−1,

де N пiдiбрано таким чином, щоб виконувалось спiввiдношення
|Q(Ω, p, q, N)| � m.

Як бачимо, при певних спiввiдношеннях мiж параметрами результа-
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ти теорем 3.11 i 3.12 свiдчать про оптимальнiсть множин Q(N), в яких
зосередженi “номери” гармонiк тригонометричних полiномiв, що викори-
стовуються для наближення в теоремах 3.8 i 3.10.

У випадку, якщо Ω(t) = tr1 . . . t
r
d, сформульованi вище результати при

вiдповiдних обмеженнях на параметр r були встановленi А.С. Романю-
ком [73] для класiв MBr

p,θ.
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1.5. Найкраще m-членне тригонометричне набли-
ження класiв Нiкольського–Бєсова перiодичних
функцiй багатьох змiнних мiшаної гладкостi

В цьому пiдроздiлi поряд з просторамиMBω
p,θ при 1 < p <∞, 1 ≤ θ <∞,

ω ∈ Φα,l, будемо розглядати простори MHω
p,θ, якi визначаються таким

чином:
MHω

p,θ =

{
f ∈ Lp(Td) : ||f ||MHω

p,θ
<∞

}
,

де

||f ||MHω
p,θ

:= sup
j

( ∑
||s||1=j

(
ω(2−||s||1)

)−θ
||δs(f)||θp

) 1
θ

.

При θ =∞ покладемо MHω
p,∞ ≡MHω

p , а ||f ||MHω
p,∞ := ||f ||MHω

p
.

Через MHω
p,θ будемо позначати одиничнi кулi просторiв MHω

p,θ, тобто

MHω
p,θ :=

{
f ∈MHω

p,θ : ||f ||MHω
p,θ
≤ 1
}
.

Класи MHω
p,θ при ω(τ) = τ r, r > 0, розглядались В.М. Темляко-

вим [135] з точки зору встановлення для них точних за порядком оцi-
нок деяких апроксимацiйних характеристик, зокрема, найкращого m-
членного тригонометричного наближення.

Для означених функцiональних класiв, виходячи з означень, мають
мiсце такi вкладення:

MBω
p,θ ⊂MHω

p,θ ⊂MHω
p , 1 ≤ θ <∞,

MHω
p,θ1
⊂MHω

p,θ2
, 1 ≤ θ1 < θ2 <∞.

Теорема I.3. Нехай 1 ≤ p < q <∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, r > 1/p− 1/q, тодi

e⊥m(MBr
p,θ)q � m−r+

1
p−

1
q (logm)(d−1)(r− 1

p+ 2
q−

1
θ )+. (1.28)

Зазначимо, що порядкова рiвнiсть (1.28) встановлена А.С. Романюком
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в роботi [86] для випадку p > 1, а в роботi [75] для випадку p = 1.
Теорема I.4 [78]. Нехай 1 ≤ p <∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, r > 1/p, тодi

e⊥m(MBr
p,θ)q � m−r+

1
p (logm)(d−1)(r− 1

p+1− 1
θ ). (1.29)

Теорема I.5 [79, 135]. Нехай 1 < p ≤ 2 < q <∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ r > 1/p,
тодi

σm(MBr
p,θ)q � σm(MHr

p,θ)q � m−r+
1
p−

1
2 (logm)(d−1)(r− 1

p+1− 1
θ ). (1.30)

Теорема I.6 [79]. Нехай 1 < p ≤ 2 < q < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, r = 1/p.
Тодi

σm(MBr
p,θ)q � m−1/2(logm)(d−1)(1−1/θ). (1.31)

Теорема I.7 [79]. Нехай 1 < p ≤ 2 < q < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞,
1/p− 1/q < r < 1/p. Тодi

σm(MBr
p,θ)q � m−(r−1/p+1/q)q/2(logm)(d−1)(q−1)(r−1/p+q′/(qθ′))+. (1.32)

Порядковi спiввiдношення (1.30)–(1.32) у випадку d = 1 встановлено
Е.С. Белiнським [14]. Спiввiдношення (1.30) для σm(MBr

p,θ)q встановлено
в [79], а для σm(MHr

p,θ)q — в [135].
Ми отримали такi твердження.
Теорема 4.4. Нехай 1 < p ≤ 2 < q < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, а ω ∈ Φα,l з

α > 1
p −

1
q , γ <

1
p.

Якщо 1 < θ ≤ ∞, а ω ∈ Φα,l з α > max{1
p −

1
q ;

1
p −

q′

qθ′}, а γ <
1
p, то

σm(MBω
p,θ)q�σm(MHω

p,θ)q�

�ω(m−
q
2 (logd−1m)q−1)m

q
2 ( 1
p−

1
q )(logd−1m)

1
θ′+

1−q
p .

Якщо ж 1 ≤ θ < q, ω ∈ Φα,l з α > 1
p −

1
q , а γ <

1
p −

q′

qθ′ , то

σm(MBω
p,θ)q � σm(MHω

p,θ)q � ω(m−
q
2 )m

q
2 ( 1
p−

1
q ).
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У випадку ω(τ) = τ r, вiдповiдний до теореми 4.4 результат для класiв
MHr

p,θ є новим, а для класiв MBr
p,θ його встановив А.C. Романюк [79].

Теорема 4.4′. Нехай 1 < p ≤ 2 < q <∞, 1 ≤ θ <∞, 1
p −

1
q < r < 1

p.
Якщо 1 < θ <∞, max{1

p −
1
q ;

1
p −

q′

qθ′} < r < 1
p, то

σm(MHr
p,θ)q �m−(r−1/p+1/q)q/2(logm)(d−1)(q−1)(r−1/p+q′/(qθ′)).

Якщо ж 1 ≤ θ < q, 1
p −

1
q < r < 1

p −
q′

qθ′ , то

σm(MHr
p,θ)q � m−(r−1/p+1/q)q/2.

У випадку p ≤ θ < ∞, (1/p − 1/q)q′ < r < 1/p оцiнка зверху забез-
печується конструктивним методом, який базується на ґрiдi (greedy)
алгоритмi.
Теорема 4.5′. Нехай 1 < p ≤ 2 < q <∞, 1 ≤ θ <∞, r = 1/p, тодi

σm(MHr
p,θ)q � m−1/2(logm)(d−1)(1−1/θ)+1.

У випадку p ≤ θ <∞ оцiнка зверху забезпечується конструктивним
методом, який базується на ґрiдi (greedy) алгоритмi.

Сформульованi вище результати теорем 4.4, 4.4′ i 4.5′ доповнюють то-
чнi за порядком оцiнки величин σm(MBr

p,θ)q, якi встановленi А.С. Рома-
нюком [73], та σm(MHr

p,θ)q, якi встановленi В.М. Темляковим [199].
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1.6. Наближення класiв типу Нiкольського–Бєсова
перiодичних функцiй багатьох змiнних мiшаної
гладкостi полiномами, що побудованi за тензор-
ною системою Хаара

Наведемо спочатку означення системи Хаара для функцiй однiєї змiнної,
попередньо зазначивши таке.

Системне вивчення рядiв за системою Хаара було розпочато
П.Л. Ульяновим (1964) та продовжено Б.I. Голубовим [26]. Основний
вмiст результатiв з [26] складають прямi та оберненi теореми набли-
ження. У [19] установлено оцiнки наближень iндивiдуальних функцiй
за допомогою полiномiв, що побудованi за системою Хаара, в термiнах,
зокрема, норм ||f (1)||p.

Покладемо для I ∈ Ds, s ≥ 0, I = [j2−s, (j + 1)2−s), j = 0, . . . , 2s − 1,

HI(t)= |I|−1/2


1, якщо t∈ [j2−s, (j+ 1

2)2−s),

−1, якщо t∈ [(j+ 1
2)2−s, (j+1)2−s),

0, якщо t /∈I,

де |I| = 2−s — довжина двiйкового iнтервалу I.
Нехай Ds, s ≥ 0, позначає множину всiх двiйкових iнтервалiв на вiд-

рiзку [0, 1] вигляду I = [j2−s, (j + 1)2−s), j = 0, . . . , 2s − 1. Для вектора
s = (s1, . . . , sd) ∈ Nd означимо

Ds = {I = I1 × · · · × Id, Ij ∈ Dsj , j = 1, . . . , d, }

i
Qn =

⋃
||s||1≤n

Ds.

Множина Qn є схiдчастим гiперболiчним хрестом i саме вона вiдiграє
ключову роль при побудовi полiномiв за тензорною системою Хаара для
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наближення класiв функцiй з мiшаною гладкiстю.
В d-вимiрному випадку для I = I1 × · · · × Id позначимо

HI(x) =
d∏
j=1

HIj(xj)

i
δs(f,x) =

∑
I∈Ds

cI(f)HI(x),

де

cI(f) = (f,HI) =

∫
[0,1]d

f(x)HI(x) dx.

Для заданої функцiї Ω(t) = Ω(t1, . . . , td) типу мiшаного модуля непе-
рервностi визначимо клас функцiй

MHΩ
p = {f ∈ Lp([0, 1]d) : Ω(f, t)p ≤ Ω(t)}.

На функцiю Ω(t) будемо накладати умову (Sα), про яку мова йшла ви-
ще. Клас MHΩ

p будемо називати класом Нiкольського перiодичних фун-
кцiй багатьох змiнних з узагальненою мiшаною гладкiстю. У випадку
Ω(t) = ω(t1 . . . td) для функцiй з класу MHΩ

p ≡MHω
p також буде вико-

нуватись умова ||δs(f)||p � ω(2−||s||1).
Позначимо

H(Qn) :=

{
t =

∑
I∈Qn

aIHI , aI ∈ R, n ∈ N
}

— множина полiномiв за системою Хаара з номерами iндексiв iз множини
Qn. Тодi величина

EH(Qn)(f)q := inf
t∈H(Qn)

||f − t||q

позначає найкраще наближення функцiї f у метрицi простору Lq полiно-
мами з множиниH(Qn). Сформулюємо твердження, в якому встановлено
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точнi за порядком оцiнки величини

EH(Qn)(MHω
p )q := sup

f∈MHω
p

EH(Qn)(f)q.

Теорема 5.1. Нехай 1 ≤ p ≤ ∞, 1 < q < ∞, Ω(t) = ω(t1 . . . td), де
ω ∈ Sα,

(
1
p −

1
q

)
+
< α < 1, тодi

EH(Qn)(MHω
p )q�

ω(2−n)2n( 1
p−

1
q )n

d−1
q , 1≤p<q<∞,

ω(2−n)n
d−1
p0 , 1<q≤p≤∞, (p, q) 6= (∞,∞),

(1.33)
де p0 = min{p; 2}.

Зазначимо, що оцiнки зверху в (1.33) забезпечуються схiдчасто-
гiперболiчними сумами Фур’є–Хаара виду

SH(Qn)(f) :=
∑
I∈Qn

cI(f)HI =
∑
||s||1≤n

δs(f).

У випадку ω(τ) = τ r, (1/p− 1/q)+ < r < 1, тобто для класiв Нiколь-
ського MHr

p, теорема 5.1 була доведена А.В. Андрiановим [6].
Для заданої множини D функцiй з простору Lq([0, 1]d) найкращим m-

членним наближенням функцiї f ∈ Lq([0, 1]d) полiномами, що побудованi
за системою D, називається величина (див., наприклад, [6])

σm(f,D)q := σm(f,D)Lq := inf
gj∈D,aj

∥∥∥∥f − m∑
j=1

ajgj

∥∥∥∥
Lq

, m = 1, 2, . . . .

Для F ⊂ Lq([0, 1]d) покладаємо

σm(F,D)q := sup
f∈F

σm(f,D)q. (1.34)

Точнi за порядком оцiнки величин (1.34) важливих класiв гладких
функцiй багатьох змiнних при наближеннi m-членними полiномами, що
побудованi за певними фiксованими системами D, одержано в робо-
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тах [10, 93–95, 174–176] та iнших.
Початок дослiдженню величин σm(F,D)q для класiв функцiй мiшаної

гладкостi у випадку тензорної системи Хаара H = {HI}I було покладено
А.В. Андрiановим та В.М. Темляковим в роботах [154, 6, 153].

В доповнення до одержаних в цих роботах результатiв наведемо одер-
жаний нами результат стосовно σm(F,H)q для класiв F = MHω

p .
Теорема 5.2. Нехай 1 < p ≤ ∞, 1 < q < ∞, Ω(t) = ω(t1 . . . td), де

ω ∈ Sα, 1
p < α < 1, тодi

σm(MHω
p ,H)q � ω

(
m−1logd−1m

) (
logd−1m

) 1
2 .

У випадку ω(τ) = τ r, тобто для класiв Нiкольського MHr
p,

1
p < r < 1

наведена теорема була доведена А.В. Андрiановим [6].
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Роздiл 2

Апроксимацiйнi характеристики класiв
Нiкольського–Бєсова перiодичних функцiй з

iзотропною гладкiстю

2.1. Апроксимацiйнi характеристики iзотропних
класiв Br

p,θ Нiкольського–Бєсова перiодичних
функцiй багатьох змiнних невеликих гладкос-
тей

2.1.1. Основнi позначення.
Нехай Rd, d ≥ 1, позначає d-вимiрний евклiдiв простiр з елемента-

ми x = (x1, . . . , xd) та Lp(Td), 1 ≤ p ≤ ∞, Td =
d∏
j=1

[0; 2π), — простiр

2π-перiодичних за кожною змiнною функцiй f(x) = f(x1, . . . , xd) зi скiн-
ченною нормою

||f ||p =

(
(2π)−d

∫
Td

|f(x)|pdx

) 1
p

, 1 ≤ p <∞,

||f ||∞ = ess sup
x∈Td

|f(x)|.

Нехай далi k ∈ N i h ∈ Rd. Для f ∈ Lp(Td) позначимо

4hf(x) = f(x + h)− f(x)

та визначимо кратну рiзницю порядку k функцiї f(x) в точцi x з кроком
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h за формулою

∆k
hf(x) = ∆h∆k−1

h f(x), ∆0
hf(x) = f(x).

Модуль неперервностi (гладкостi) k-го порядку функцiї f ∈ Lp(Td)
визначимо згiдно з формулою

ωk(f, t)p = sup
|h|≤t
||∆k

hf(·)||p,

де |h| =
√
h2

1 + · · ·+ h2
d.

Будемо говорити, що функцiя f ∈ Lp(Td) належить до простору Br
p,θ,

1 ≤ p, θ ≤ ∞, r > 0, якщо( ∞∫
0

(t−rωk(f, t)p)
θdt

t

)1/θ

<∞ при 1 ≤ θ <∞

i
sup
t>0

t−rωk(f, t)p <∞ при θ =∞.

Норма в просторi Br
p,θ визначається згiдно з формулами

‖f‖Brp,θ = ‖f‖p +

( ∞∫
0

(t−rωk(f, t)p)
θdt

t

)1/θ

, 1 ≤ θ <∞ (2.1)

i
‖f‖Brp,∞ = ‖f‖p + sup

t>0
t−rωk(f, t)p, θ =∞, (2.2)

для k > r. Вiдомо, що рiзнi k: k > r, k ∈ N, визначають еквiвалентнi
норми (див., наприклад, [161]).

Простори H r
p ≡ B r

p,∞ та B r
p, θ, 1 ≤ θ < ∞, введенi С.М. Нiколь-

ським [56] та О.В. Бесовим [17] вiдповiдно.
В наведених нижче мiркуваннях нам буде зручно, замiсть (2.1) та

(2.2), користуватись еквiвалентним означенням норми функцiй з про-
сторiв B r

p, θ.
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Позначимо через Vl = Vl(t), l ∈ N, t ∈ R, ядро Валле Пуссена вигляду:

Vl(t) =
1

l

2l−1∑
k=l

Dk(t),

де

Dk(t) =
k∑

m=−k

eimt (2.3)

— ядро Дiрiхле, а
||Vl||p � l1−

1
p , 1 ≤ p ≤ ∞, (2.4)

||Dk||p � k1− 1
p , 1 < p <∞. (2.5)

Багатовимiрне ядро Vl = Vl(x), l ∈ N,x ∈ Rd, визначимо згiдно з
формулою

Vl(x) =
d∏
j=1

Vl(xj). (2.6)

Нехай
Vl(f) := f ∗ Vl.

— кратна сума Валле Пуссена функцiї f .
Покладемо для f ∈ L1(Td)

Φ0(f) := V1(f), Φs(f) := V2s(f)− V2s−1(f), s ∈ N.

Тодi для норми функцiй з простору Br
p,θ, 1 ≤ p, θ ≤ ∞, r > 0, мають

мiсце спiввiдношення [46]:

‖f‖Brp,θ �
(∑
s∈Z+

(2rs‖Φs(f, ·)‖p)θ
) 1

θ

, 1 ≤ θ <∞, (2.7)

‖f‖Brp,∞ � sup
s∈Z+

2rs‖Φs(f, ·)‖p, θ =∞. (2.8)



67

2.1.2. Найкраще m-членне бiлiнiйне наближення класiв Br
p,θ

Нiкольського–Бєсова перiодичних функцiй багатьох змiнних
для деяких гладкостей.

Визначимо апроксимацiйну характеристику, яка дослiджується в да-
ному пунктi.

Нехай Lq
1
,q

2
(T2d) — множина функцiй f(x,y), x,y ∈ Td, зi скiнченною

мiшаною нормою

||f(x,y)||q
1
,q

2
:= || ||f(·,y)||q

1
||q

2
,

де норма обчислюється спочатку в просторi Lq
1
(Td) за змiнною x ∈ Td, а

пiсля цього вiд результату, але вже за змiнною y ∈ Td в просторi Lq
2
(Td).

Для g ∈ Lq
1
,q

2
(T2d) визначимо найкраще m-членне бiлiнiйне наближення

порядку m таким чином:

τm(g)q
1
,q

2
:= inf

uj(x), vj(y)

∥∥∥∥g(x,y)−
m∑
j=1

uj(x)vj(y)

∥∥∥∥
q
1
,q

2

, (2.9)

де uj ∈ Lq
1
(Td), vj ∈ Lq

2
(Td).

Якщо F ⊂ Lq
1
,q

2
(T2d) — клас функцiй, то покладаємо

τm(F )q
1
,q

2
:= sup

g∈F
τm(g)q

1
,q

2
. (2.10)

Основна мета даного пункту — одержання точних за порядком оцiнок
величини (2.10) за припущення, що g(x,y) := f(x − y), x,y ∈ Td, i
f ∈ B r

p,1.
Сформулюємо декiлька тверджень, якими будемо користуватись в

подальшому.
Нехай k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd, 22s = {k = (k1, . . . , kd) :

|kj| < 2s, j = 1, . . . , d, s ∈ Z+}, а #M позначає кiлькiсть елементiв
скiнченної множини M ⊂ Zd. Тодi в прийнятих позначеннях можемо
записати

#22s = (2s+1 − 1)d. (2.11)
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Для f ∈ L1(Td) та s ∈ Z+ покладемо

f(s) = f(s)(x) :=
∑

k∈22s\22s−1

f̂(k)ei(k,x), (2.12)

де

f̂(k) := (2π)−d
∫
Td

f(t)e−i(k,t) dt

— коефiцiєнти Фур’є функцiї f , а 22−1 := ∅.
Для норми функцiй з простору Br

p,θ, 1 < p <∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, r > 0,
мають мiсце спiввiдношення [46]:

‖f‖Brp,θ �
(∑
s∈Z+

(2rs‖f(s)‖p)θ
) 1

θ

, 1 ≤ θ <∞, (2.13)

‖f‖Brp,∞ � sup
s∈Z+

2rs‖f(s)‖p, θ =∞. (2.14)

Теорема II.1 [46]. Нехай задано p ∈ (1,∞). Iснують додатнi сталi
C1(p) i C2(p) такi, що для кожної функцiї f ∈ Lp(Td) має мiсце оцiнка

C1(p)||f ||p ≤
∥∥∥∥( ∞∑

s=0

|f(s)|2
) 1

2
∥∥∥∥
p

≤ C2(p)||f ||p. (2.15)

Теорема II.1 є одним з багатовимiрних аналогiв вiдомої теореми
Лiттльвуда–Пелi.

Теорема II.2. Нехай

t(x) =
∑
|kj |≤nj
j=1,...,d

cke
i(k,x),

де nj ∈ N, j = 1, . . . , d, тодi при 1 ≤ p < q ≤ ∞ має мiсце нерiвнiсть

‖t‖q ≤ 2d
d∏
j=1

n
1
p−

1
q

j ‖t‖p. (2.16)
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Нерiвнiсть (2.16) встановлена С.М. Нiкольським [56] i носить назву
“нерiвнiсть рiзних метрик”, або “нерiвнiсть рiзних метрик Нiкольського”.

Для N ∈ N покладемо

ΘN = {kn = (kn1 , . . . , k
n
d ) ∈ Zd, n = 1, . . . , N}

i нехай P (ΘN) = P (ΘN ,x) — полiном з “номерами” гармонiк з множини
ΘN .

Лемма II.1 [15]. Нехай 2 < q < ∞. Тодi для будь-якого тригоно-
метричного полiнома P1(ΘK ,x) та для будь-якого M < K знайдеться
тригонометричний полiном P2(ΘM ,x), для якого має мiсце оцiнка

||P1(ΘK , ·)− P2(ΘM , ·)||q ≤ C(q)
√
KM−1 ||P1(ΘK , ·)||2,

причому ΘM ⊂ ΘK.

Нехай

Cd(N) = {k = (k1, . . . , kd) : kj ∈ Z, |kj| ≤ N, j = 1, . . . , d}

а T (Cd(N)) позначає множину тригонометричних полiномiв з “номера-
ми” гармонiк з множини Cd(N).

Лемма II.2 [142]. Нехай задано число N i m = Nd. Тодi для будь-якої
функцiї

g(x) =
∑

k∈Cd(2N)

ĝ(k)ei(k,x)

такої, що |ĝ(k)| ≤ 1 i |ĝ(k)| = 1 при k ∈ Cd(N), виконується спiввiд-
ношення

τm(g(x− y))2,1 � m
1
2 .

Тепер сформулюємо та доведемо одержане нами твердження, стосовно
класiв B r

p,1 i критичних значень показника гладкостi r.

Теорема 2.1. Нехай 1 ≤ p < q
1
< ∞, q

1
> 2, 1 ≤ q

2
≤ ∞,
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r = max{dp ;
d
2}, тодi

τm(B r
p,1)q1

,q
2
� m−

1
2 . (2.17)

Доведення. Доведемо спочатку оцiнку зверху в (2.17) за умови r = d
2

i p = 2.
Нехай f — довiльна функцiя з класу B

d
2
2,1, тодi згiдно з (2.9) при

uj(x) = cje
i(kj ,x), vj(y) = e−i(k

j ,y) для f(x− y) одержуємо

τm(f)q
1
,q

2
≤ τm(f)q

1
,∞ ≤

∥∥∥∥f(x− y)−
m∑
j=1

cje
i(kj ,x−y)

∥∥∥∥
q
1
,∞

=

=

∥∥∥∥f(·)−
m∑
j=1

cje
i(kj ,·)

∥∥∥∥
q
1

. (2.18)

Звернемо увагу на те, що множини комплексних чисел c1, . . . , cm i набо-
ри Θm цiлочислових векторiв k1, . . . ,km вибираються довiльним чином.

Для натурального числа m виберемо число n = n(m) ∈ N таким чи-
ном, щоб #22n−1 < m ≤ #22n. Зазначимо, що згiдно з (2.11) має мiсце
спiввiдношення #22n � #22n−1 � 2dn, а тому m � 2dn.

В якостi полiному
m∑
j=1

cje
i(kj ,x) в (2.18) розглянемо полiном вигляду

P (Θm,x) =
n−1∑
s=0

f(s)(x) +
∑

n≤s< qn
2

P (ΘNs,x), (2.19)

де P (ΘNs) — полiноми, якi наближають “блок” f(s), n ≤ s < qn
2 , згiдно з

лемою II.1, а
Ns :=

[
2dn2

ds
2 ||Φs(f)||2

]
. (2.20)

Легко бачити, що ΘNs ⊂ 22s \22s−1. Дiйсно, оскiльки для f ∈ B
d
2
2,1 вико-

нується спiввiдношення

||Φs(f)||2 ≤ 2−
ds
2 , (2.21)
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то
#ΘNs := Ns =

[
2dn2

ds
2 ||f(s)||2

]
<

< (2s+1 − 1)d − (2s − 1)d = #{22s \22s−1}.

Покажемо тепер, що кiлькiсть гармонiк полiнома P (Θm,x) не переви-
щує за порядком m. Згiдно з (2.20) маємо

#Θm =
n−1∑
s=0

#{22s \22s−1}+
∑

n≤s< q1n

2

Ns �

� 2dn +
q

1
n

2
+ 2dn||f ||

B
d
2
2,1

� 2dn � m.

Таким чином, використовуючи полiном (2.19), зi спiввiдношень (2.18)
одержуємо

τm(f)q
1
,q

2
� ||f − P (Θm)||q

1
=

=

∥∥∥∥ ∞∑
s=n

f(s) −
∑

n≤s< q1n

2

P (ΘNs)

∥∥∥∥
q
1

≤

≤
∥∥∥∥ ∑
n≤s< q1n

2

(
f(s) − P (ΘNs)

) ∥∥∥∥
q
1

+

∥∥∥∥ ∑
s≥ q1n2

f(s)

∥∥∥∥
q
1

. (2.22)

Оцiнимо кожен з одержаних доданкiв. Скориставшись нерiвнiстю рiз-
них метрик Нiкольського та взявши до уваги (2.21), будемо мати∥∥∥∥ ∑

s≥ q1n2

f(s)

∥∥∥∥
q
1

≤
∑
s≥ q1n2

||f(s)||q1
�
∑
s≥ q1n2

2
ds( 1

2−
1
q1

)||f(s)||2 �

�
∑
s≥ q1n2

2
ds( 1

2−
1
q1

)||Φs(f)||2 ≤
∑
s≥ q1n2

2
− ds
q1 � 2

− d
q1
· q1n2 � m−

1
2 . (2.23)

Для першого доданка з (2.22) згiдно з теоремою II.1 (Лiттльвуда–
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Пелi), лемою II.1 та означенням (2.7) можемо записати∥∥∥∥ ∑
n≤s< q1n

2

f(s) − P (ΘNs)

∥∥∥∥
q
1

=

∥∥∥∥ ∑
n≤s< q1n

2

|f(s) − P (ΘNs)|2
∥∥∥∥ 1

2

q1
2

≤

≤
( ∑
n≤s< q1n

2

||f(s) − P (ΘNs)||2q
1

) 1
2

�
( ∑
n≤s< q1n

2

2ds

Ns
||f(s)||22

) 1
2

�

� 2−
dn
2

( ∑
n≤s< q1n

2

2
ds
2 ||f(s)||2

) 1
2

� 2−
dn
2

( ∑
n≤s< q1n

2

2
ds
2 ||Φs(f)||2

) 1
2

≤

≤ 2−
dn
2 ||f ||

1
2

B
d
2
2,1

� m−
1
2 . (2.24)

Таким чином, пiдставивши (2.24) i (2.23) в (2.22), одержуємо потрiбну
оцiнку знизу величини τm(B

d
2
2,1)q1

,q
2
, тобто

τm(B
d
2
2,1)q1

,q
2
� m−

1
2 . (2.25)

Скориставшись (2.25) легко одержати шуканi оцiнки зверху для вели-
чин τm(B

d
2
p,1)q1

,q
2
, 2 < p < q

1
<∞, i τm(B

d
2
p,1)q1

,q
2
, 1 ≤ p < 2 < q

1
<∞.

Оскiльки B
d
2
p,1 ⊂ B

d
2
2,1, p > 2, то згiдно з (2.25) одержуємо

τm(B
d
2
p,1)q1

,q
2
≤ τm(B

d
2
2,1)q1

,q
2
� m−

1
2 ,

де 2 < p < q
1
<∞.

У випадку 1 ≤ p < 2 внаслiдок нерiвностi рiзних метрик та означення
(2.7) маємо

||f ||
B
d
2
2,1

�
∑
s

2
ds
2 ||Φs(f)||2 �

∑
s

2
ds
2 2ds(

1
p−

1
2 )||Φs(f)||p � ||f ||

B
d
p
p,1

,

тобто B
d
p

p,1 ⊂ B
d
2
2,1, 1 ≤ p < 2. А тому, скориставшись (2.25), знаходимо

τm(B
d
p

p,1)q1
,q

2
≤ τm(B

d
2
2,1)q1

,q
2
� m−

1
2 .
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Таким чином, оцiнки зверху в (2.17) встановлено.
Тепер знайдемо вiдповiднi оцiнки знизу.
Нехай m = Nd, N ∈ N. У випадку 2 ≤ p < q

1
< ∞ розглянемо

функцiю

f1(x) = C1N
−dRN(x) := C1N

−d
d∏
j=1

RN(xj),

де

RN(xj)=
N∑

l=−N

εje
ilxj , εj = ±1, (2.26)

— полiноми Рудiна–Шапiро. Добре вiдомо, що в (2.26) числа εj = ±1

пiдiбрано таким чином, що виконується нерiвнiсть (див., наприклад, [36,
с. 146])

||RN ||∞ � N 1/2, (2.27)

а тому
||RN||∞ � N

d
2 . (2.28)

Легко перевiрити, що f1 ∈ B
d
2
p,1 при певному значеннi C1 > 0. Дiйсно,

згiдно з (2.4) i (2.28) маємо

||RN||
B
d
2
p,1

=

[log2N ]+1∑
s=0

2
ds
2 ||Φs(RN)||p ≤

≤
[log2N ]+1∑

s=0

2
ds
2 ||RN||p(||V2s||1 + ||V2s−1||1)�

� ||RN||∞
[log2N ]+1∑

s=0

2
ds
2 � Nd.

Тепер, скориставшись (для функцiї RN) лемою II.2, одержуємо

τm(B r
p,1)q1

,q
2
≥ τm(f1(x− y))q

1
,q

2
≥ τm(f1(x− y))2,1 �

� N−dτm(RN(x− y))2,1 � m−
1
2 .
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Оцiнка знизу у випадку 2 ≤ p < q
1
<∞, r = d

2 встановлена.
Далi, у випадку 1 ≤ p < 2 < q

1
< ∞, r = d

p доведення оцiнки знизу

величини τm(B
d
p

p,1)q1
,q

2
є аналогiчним до доведення оцiнки знизу величини

τm(B r
p,θ)q1

,q
2
при r > d

p [76].
Теорему 2.1 доведено.

Зауваження 2.1. Звернемо увагу, що встановлений в теоремi
2.1 результат доповнює проведенi в [75, 76] дослiдження величини
τm(B r

p,θ)q1
,q

2
. Зокрема, в [76] встановлено, що при 1 ≤ p < q

1
<∞, q

1
> 2,

1 ≤ q
2
, θ ≤ ∞, r > max{dp ;

d
2} має мiсце порядкова рiвнiсть

τm(B r
p,θ)q1

,q
2
� m−

r
d+( 1

p−
1
2 )+,

де a+ = max{a, 0}.

Зауваження 2.2. Зазначимо також, що питання про порядки вели-
чини τm(B r

p,θ)q1
,q

2
у випадках 1 ≤ p < q

1
<∞, q

1
> 2, 1 ≤ q

2
≤ ∞ при

r = max{dp ;
d
2}, 1 < θ ≤ ∞, або d

p −
d
q
1
< r < max{dp ;

d
2}, 1 ≤ θ ≤ ∞

залишається вiдкритим навiть в одновимiрному випадку.
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2.1.3. Найкраще m-членне тригонометричне наближення класiв
Br
p,θ Нiкольського–Бєсова перiодичних функцiй багатьох змiн-

них малої гладкостi.
В даному пунктi дослiджується найкраще m-членне тригонометричне

наближення класiв Бєсова B r
p, θ перiодичних функцiй d змiнних в про-

сторi Lq, 1 < p ≤ 2 < q <∞, при d(1
p −

1
q ) < r < d

p . Встановлена точна
за порядком оцiнка вказаної величини доповнює результати, одержанi
Р.А. ДеВором та В.М. Темляковим [162]. Бiльш детально про це буде
йти мова наприкiнцi даного пункту.

Нехай Θm — множина, яка складається з m d-вимiрних цiлочислових
векторiв, тобто Θm = {nk = (nk1

, . . . , nkd),nk ∈ Zd, k = 1, . . . ,m}. Покла-
демо

P (Θm,x) =
m∑
k=1

cke
i(nk,x)

i для f ∈ Lq(Td) розглянемо величину

σm(f)q = inf
ck

inf
Θm

||f(·)− P (Θm, ·)||q, (2.29)

яку називають найкращим m-членним тригонометричним наближенням
функцiї f .

Для функцiонального класу F ⊂ Lq(Td) покладаємо

σm(F )q = sup
f∈F

σm(f)q. (2.30)

Величина σm(f)2 для функцiй однiєї змiнної була введена С.Б. Стє-
чкiним [133] при формулюваннi критерiю абсолютної збiжностi ортого-
нальних рядiв. Першi оцiнки величини σm(f)∞ для деяких конкретних
функцiй були одержанi Р.С. Iсмагiловим [31]. Дещо пiзнiше дослiдження
величин σm(F )q для тих або iнших функцiональних класiв проводились
в роботах багатьох авторiв (див., наприклад, [162, 50, 79, 199]), де можна
ознайомитись з бiльш детальною iнформацiєю з даного питання.

Звернемо увагу, що оскiльки у твердженнi, що буде сформульовано
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нижче, параметр θ приймає i граничне значення θ = ∞, то згiдно з
прийнятими позначеннями в цьому твердженнi мiститься вiдповiдний ре-
зультат i для класiв С.М. Нiкольського Hr

p.

Теорема 2.2. Нехай 1 < p ≤ 2 < q < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞. Тодi при
d(1

p −
1
q ) < r < d

p виконується порядкове спiввiдношення

σm(B r
p, θ)q � m−

q
2 ( rd−

1
p+ 1

q ). (2.31)

Доведення. Оскiльки права частина (2.31) не залежить вiд θ, а при
1 ≤ θ ≤ ∞ мають мiсце вкладення B r

p, 1 ⊂ B r
p, θ ⊂ B r

p,∞, то оцiнку зверху
в (2.31) будемо проводити для класiв B r

p,∞, а знизу — для класiв B r
p, 1.

Доведемо спочатку оцiнку зверху. Нехай m — довiльне натуральне
число, а n ∈ N таке, що 2dn < m ≤ 2d(n+1). Нехай f ∈ B r

p,∞. Добре вiдомо,
що [46]

f(x) =
∑
s∈Z+

f(s)(x), (2.32)

i при цьому ||f(s)(·)||p ≤ 2−rs.
Полiном, який дає для f потрiбну оцiнку наближення, будемо пiд-

бирати у виглядi

P (Θm,x) =
n−1∑
s=0

f(s)(x) +
∑

n≤s< qn
2

P (ΘNs,x), (2.33)

де полiноми P (ΘNs,x) будуть побудованi для кожного “блоку” f(s)(x)

згiдно з лемою II.1, а числа Ns пiдберемо у виглядi

Ns = [2nd2s(
d
p−r)2−

qn
2 (dp−r)] + 1, (2.34)

де [a] — цiла частина числа a.
Переконаємось, що при такому виборi чисел Ns полiном (2.33) мiстить
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за порядком не бiльше, нiж m гармонiк. Дiйсно,

n−1∑
s=0

#{k = (k1, . . . , kd) : 2s−1 ≤ max |kj| < 2s, j = 1, . . . , d}+

+
∑

n≤s< qn
2

Ns � 2dn + (
q

2
− 1)n+ 2dn2−

qn
2 (dp−r)

∑
n≤s< qn

2

2s(
d
p−r) �

� 2dn + (
q

2
− 1)n+ 2dn2−

qn
2 (dp−r)2

qn
2 (dp−r) � 2dn � m,

де #M позначає кiлькiсть елементiв множиниM.
Таким чином, враховуючи розклад (2.32), згiдно з (2.33), нерiвнiстю

Мiнковського, а також теоремою II.1, будемо мати

||f − P (Θm)||q �
∥∥∥∥( ∑

n≤s< qn
2

|f(s) − P (ΘNs)|2
) 1

2
∥∥∥∥
q

+

+

∥∥∥∥ ∑
qn
2 ≤s<∞

f(s)

∥∥∥∥
q

=: I1 + I2. (2.35)

Для оцiнки доданка I2 скористаємось нерiвностями Мiнковського, рi-
зних метрик та ||f(s)||p ≤ 2−rs, внаслiдок яких одержимо

I2 ≤
∑

qn
2 ≤s<∞

||f(s)||q �
∑

qn
2 ≤s<∞

2ds(
1
p−

1
q )||f(s)||p ≤

≤
∑

qn
2 ≤s<∞

2−s(r−d( 1
p−

1
q )) � 2−

qdn
2 ( rd−

1
p+ 1

q ) � m−
q
2 ( rd−

1
p+ 1

q ). (2.36)

Щоб оцiнити доданок I1, скористаємось послiдовно нерiвнiстю Мiнков-
ського, лемою A та нерiвнiстю рiзних метрик, i, насамкiнець, пiдставля-
ючи замiсть Ns їх значення з (2.34) будемо мати

I1 =

∥∥∥∥ ∑
n≤s< qn

2

|f(s) − P (ΘNs)|2
∥∥∥∥ 1

2

q
2

≤
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≤
( ∑
n≤s< qn

2

||f(s) − P (ΘNs)||2q
) 1

2

�

�
( ∑
n≤s< qn

2

2ds

Ns
||f(s)||22

) 1
2

�
( ∑
n≤s< qn

2

2ds 2 2ds( 1
p−

1
2 )

Ns
||f(s)||2p

) 1
2

�

�
( ∑
n≤s< qn

2

2
2ds
p 2−2rs

Ns

) 1
2

≤ 2−
dn
2 2

qn
4 (dp−r)

( ∑
n≤s< qn

2

2s(
d
p−r)
) 1

2

�

� 2−
dn
2 2

qn
4 (dp−r) 2

qn
4 (dp−r) = 2−

qdn
2 ( rd−

1
p+ 1

q ) � m−
q
2 ( rd−

1
p+ 1

q ). (2.37)

Таким чином, пiдставляючи (2.36) i (2.37) в (2.35), одержуємо потрi-
бну оцiнку зверху для величини σm(H r

p )q, i, як наслiдок, для величини
σm(B r

p, θ)q.
Перейдемо до доведення в (2.31) оцiнки знизу. Для цього скористає-

мось двоїстим спiввiдношенням для σm(f)q [37, с. 25], яке є частковим
випадком одного бiльш загального результату С.М. Нiкольского. А саме,
для величини σm(f)q, визначеної рiвнiстю (2.29), має мiсце спiввiдноше-
ння

σm(f)q = inf
Θm

sup
P∈L⊥(Θm)
||P ||q′≤1

∣∣∣∣ ∫
Td

f(x)P (x) dx

∣∣∣∣, (2.38)

де 1
q + 1

q′ = 1, L⊥(Θm) — множина функцiй, що ортогональнi пiдпросто-
ру тригонометричних полiномiв з “номерами” гармонiк з множини Θm,
P (x) — функцiя, яка є комплексно–спряженою до P (x).

Нехай m — довiльне натуральне число, а n ∈ N, як i при проведеннi
оцiнки зверху, виберемо з умови 2dn < m ≤ 2d(n+1). Розглянемо функцiю

Fq,n(x) =
∑

|kj |<2[
qn
2 ]

j=1,...,d

ei(k,x), (2.39)

вiдштовхуючись вiд якої побудуємо функцiю P з (2.38).
Нехай Θm — довiльний набiр з векторiв з цiлочисловими координата-
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ми. Покладемо
g(x) = Fq,n(x)−

∑
k∈Θm

∗
ei(k,x),

де
∑

k∈Θm

∗ ei(k,x) — полiном, який мiстить тiльки тi доданки функцiї Fq,n,

якi мають “номери” з Θm.
Оскiльки (див., наприклад, [31])∥∥∥∥ ∑

|kj |<2l

j=1,...,d

ei(k,·)
∥∥∥∥
q

� 2dl(1−
1
q ), 1 < q <∞, (2.40)

то при 1 < q′ < 2 iз (2.40) знаходимо

||g||q′ ≤ ||Fq,n||q′ +
∥∥∥∥∑
k∈Θm

∗
ei(k,·)

∥∥∥∥
2

� 2
dqn
2 (1− 1

q′ ) +
√
m � 2

dn
2 + 2

dn
2 � 2

dn
2 .

Звiдси випливає, що функцiя

P1(x)=C22
−dn2

( ∑
|kj |<2[

qn
2 ]

j=1,...,d

ei(k,x) −
∑
k∈Θm

∗
ei(k,x)

)
, (2.41)

з вiдповiдною сталою C2 > 0 задовольняє пред’явленi до неї вимоги з
(2.38).

В якостi f з (2.38) виберемо функцiю

fp,n(x) = C32
− qn2 (r−dp+d)Fq,n(x), C3 > 0. (2.42)

i покажемо, що з деякою сталою C3 > 0 вона належить до касу B r
p, 1.

Дiйсно, виходячи з (2.39) та (2.40), одержуємо

||fp,n||B r
p, 1

=
∞∑
s=0

2rs ||(fp,n)(s)||p � 2−
qn
2 (r−dp+d)

[ qn2 ]∑
s=0

2rs||(Fq,n)(s)||p �
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� 2−
qn
2 (r−dp+d)

[ qn2 ]∑
s=0

2rs2ds(1−
1
p ) � 2−

qn
2 (r−dp+d)2

qn
2 (r−dp+d) = 1.

Таким чином, пiдставляючи (2.41) та (2.42) в (2.38), одержимо

σm(fp,n)q ≥ inf
Θm

∣∣∣∣ ∫
Td

fp,n(x)P1(x) dx

∣∣∣∣�
� 2−

qn
2 (r−dp+d)2−

dn
2

(
‖Fq,n‖2

2 −m
)
�

� 2−
qn
2 (r−dp+d)2−

dn
2 2

qdn
2 = 2−

qdn
2 ( rd−

1
p+ 1

q ) � m−
q
2 ( rd−

1
p+ 1

q ).

Теорему 2.2 доведено.

Прокоментуємо одержаний результат. Перш за все зазначимо, що у
випадку d = 1 спiввiдношення (2.31) доведене Е.С. Белiнським [14].

Окрiм того, порядок величини σm(B r
p, θ)q, зокрема, при

1 < p ≤ 2 < q <∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, r > d
p одержаний в роботi [162] i

має вигляд
σm(B r

p, θ)q � m−
r
d+ 1

p−
1
2 . (2.43)

Таким чином, спiвставивши (2.31) та (1.5), бачимо вiдмiннiсть в оцiн-
ках наближення величини σm(B r

p, θ)q при переходi через так званий кри-
тичний показник гладкостi r = d

p .
Цiкавим є також порiвняння одержаної нами оцiнки величини

σm(B r
p, θ)q з найкращим ортогональним тригонометричним наближенням

класiв B r
p, θ. Нагадаємо означення цiєї величини та сформулюємо вiдпо-

вiдний результат.
Нехай Λ ⊂ Zd — скiнченна множина, яка мiстить m елементiв, тобто

#Λ = m. Для f ∈ Lq(Td), 1 ≤ q ≤ ∞, покладемо

SΛ(f,x) =
∑
k∈Λ

f̂(k)ei(k,x)



81

та розглянемо величину

e⊥m(f)q = inf
Λ
||f(·)− SΛ(f, ·)||q.

Якщо F ⊂ Lq(Td) — деякий клас функцiй, то покладемо

e⊥m(F )q = sup
f∈F

e⊥m(f)q. (2.44)

Величину e⊥m(F )q називають найкращимm-членним ортогональним три-
гонометричним наближенням класу F в просторi Lq.

В [72] одержано такий результат:

e⊥m(B r
p, θ)q � m−

r
d+( 1

p−
1
q )+, (2.45)

де 1 ≤ p, q, θ ≤ ∞, (p, q) 6= (1, 1), (∞,∞), r > d(1
p −

1
q )+.

Таким чином, спiвставивши (2.31) та (2.45) бачимо, що величини
σm(B r

p, θ)q та e⊥m(B r
p, θ)q при виконаннi умов теореми 2.2 поводять себя

по рiзному при m→∞.
Тепер, беручи до уваги результат теореми 2.2, трохи розши-

римо значення параметра p та гладкiсного параметра r. Про-
довжуючи дослiдження величини σm(B r

p, θ)q, перейдемо вiд нерiв-
ностей 1 < p ≤ 2 < q <∞, d(1

p −
1
q ) < r < d

p до розгляду нерiвностей
1 ≤ p ≤ 2 < q <∞, d(1

p −
1
q ) < r ≤ d

p .
Перш нiж перейти безпосередньо до формулювання результатiв, якi

стосуються випадку 1 ≤ p ≤ 2 < q <∞, d(1
p −

1
q ) < r ≤ d

p для величини
σm(B r

p, θ)q, зазначимо таке. Явище малої гладкостi, напевно, вперше було
виявлено Б.С. Кашиним [32] в процесi встановлення ним оцiнок колмо-
горовських поперечникiв класiв Соболєва W r

1 , 1 − 1
q < r < 1, функцiй

однiєї змiнної в просторi Lq, 2 < q <∞. В чому ж суть цього явища? А
суть його полягає в тому, що при переходi гладкiсного параметра r через
деяке критичне значення спотерiгається вiдмiннiсть порядкових оцiнок
дослiджуваних апроксимацiйних характеристик. Пiзнiше подiбного роду
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ефект спостерiгався при вивченнi наближення класiв функцiй як однiєї,
так i багатьох змiнних в роботах багатьох авторiв (див., наприклад, [79,
22, 80, 168 199] та наведену там бiблiографiю).

Мають мiсце такi твердження.

Теорема 2.3. Нехай 1 ≤ p ≤ 2 < q < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞. Якщо
d
p −

d
q < r < d

p , то

σm(B r
p, θ)q � m−

q
2 ( rd−

1
p+ 1

q ), (2.46)

а якщо r = d
p , то

σm(B r
p, θ)q � m−

1
2 (logm)1− 1

θ . (2.47)

Теорема 2.4. Нехай 2 < p < q <∞, r = d
2 тодi

σm(B r
p,1)q � m−

1
2 . (2.48)

Доведення теорем 2.3 i 2.4. Доведемо спочатку в (2.46) i (2.47)
оцiнки зверху.

Нехай m — довiльне натуральне число, а n = n(m) ∈ N є таким, що
#22n−1 < m ≤ #22n. Оскiльки #22n � #22n−1 � 2dn, то m � 2dn.

Полiном, який реалiзує для f ∈ B r
p, θ потрiбну оцiнку наближення, бу-

демо пiдбирати у виглядi

P (Θm,x) =
n−1∑
s=0

f(s)(x) +
∑

n≤s< qn
2

P (ΘNs,x), (2.49)

де P (ΘNs) — полiноми, якi будуть побудованi для кожного “блоку” f(s)

згiдно з лемою II.1, а числа Ns виберемо наступним чином

Ns=


[2dn2s(

d
p−r)2−

qn
2 (dp−r)] + 1, якщо d

p −
d
q < r < d

p ,

[2dns−1] + 1, якщо r = d
p , 2 ≤ θ ≤ ∞,

[2dn(2
ds
p ||Φs(f)||p)θ] + 1, якщо r = d

p , 1 ≤ θ < 2.

Переконаємось, що при такому виборi чисел Ns полiном (2.49) буде



83

мiстити за порядком не бiльше, нiж m гармонiк.
Дiйсно, у випадку d

p −
d
q < r < d

p маємо

#Θm =
n−1∑
s=0

#{22s \22s−1}+
∑

n≤s< qn
2

Ns <

< #

{ n−1⋃
s=0

(22s \22s−1)

}
+
qn

2
+ 2dn2−

qn
2 (dp−r)

∑
n≤s< qn

2

2s(
d
p−r) �

� #22n−1 +
qn

2
+ 2dn2−

qn
2 (dp−r)2

qn
2 (dp−r) � 2dn � m.

Якщо ж r = d
p , 2 ≤ θ ≤ ∞, то

#Θm < 2dn +
qn

2
+ 2dn

∑
n≤s< qn

2

s−1 � 2dn � m.

Нарештi, у випадку r = d
p , 1 ≤ θ < 2, беручи до уваги (2.7), одержимо

#Θm � 2dn + 2dn
∑

n≤s< qn
2

(2
ds
p ||Φs(f)||p)θ ≤ 2dn(1 + ||f ||θ

B
d
p
p,θ

)� 2dn � m.

Таким чином, згiдно з (2.49), нерiвнiстю Мiнковського, а також теоре-
мою II.1, маємо

||f − P (Θm)||q �
∥∥∥∥( ∑

n≤s< qn
2

|f(s) − P (ΘNs)|2
) 1

2
∥∥∥∥
q

+

+

∥∥∥∥∑
s≥ qn2

f(s)

∥∥∥∥
q

=: I1 + I2. (2.50)

Оцiнимо спочатку доданок I2. Внаслiдок вкладень

Br
p,1 ⊂ Br

p,θ ⊂ Br
p,∞ ≡ Hr

p, 1 ≤ θ ≤ ∞, (2.51)

досить встановити належну оцiнку для f ∈ Hr
p. Оскiльки для f ∈ Hr

p,
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згiдно з (2.8), виконане спiввiдношення

||Φs(f)||p � 2−rs, (2.52)

то, скориставшись нерiвностями Мiнковського та рiзних метрик, будемо
мати

I2 ≤
∑
s≥ qn2

||f(s)||q �
∑
s≥ qn2

||Φs(f)||q �
∑
s≥ qn2

2ds(
1
p−

1
q )||Φs(f)||p ≤

≤
∑
s≥ qn2

2−s(r−d( 1
p−

1
q )) � 2−

qdn
2 ( rd−

1
p+ 1

q ) � m−
q
2 ( rd−

1
p+ 1

q ). (2.53)

Для оцiнки доданка I1, внаслiдок нерiвностi Мiнковського, леми II.1
та нерiвностi рiзних метрик Нiкольського, можемо записати

I1 =

∥∥∥∥ ∑
n≤s< qn

2

|f(s) − P (ΘNs)|2
∥∥∥∥ 1

2

q
2

≤
( ∑
n≤s< qn

2

||f(s) − P (ΘNs)||2q
) 1

2

�

�
( ∑
n≤s< qn

2

2ds

Ns
||f(s)||22

) 1
2

�
( ∑
n≤s< qn

2

2ds

Ns
||Φs(f)||22

) 1
2

�

�
( ∑
n≤s< qn

2

2ds22ds( 1
p−

1
2 )

Ns
||Φs(f)||2p

) 1
2

=

( ∑
n≤s< qn

2

2
2ds
p

Ns
||Φs(f)||2p

) 1
2

=: I3.

(2.54)
Далi, оцiнки для I3 будемо проводити в залежностi вiд обмежень на

параметри r, p, q, θ та вiдповiдних значень Ns з (2.34).
Нехай спочатку d

p −
d
q < r < d

p . Тодi, згiдно з (2.52), будемо мати

I3 ≤
( ∑
n≤s< qn

2

2
2ds
p 2−2rs

Ns

) 1
2

< 2−
dn
2 2

qn
4 (dp−r)

( ∑
n≤s< qn

2

2s(
d
p−r)
) 1

2

�

� 2−
qdn
2 ( rd−

1
p+ 1

q ) � m−
q
2 ( rd−

1
p+ 1

q ). (2.55)
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Спiвставивши (2.54) та (2.55), знаходимо

I1 � m−
q
2 ( rd−

1
p+ 1

q ). (2.56)

Виходячи з (2.50) та враховуючи (2.56) i (2.53), приходимо до потрiбної
оцiнки зверху для σm(B r

p, θ)q у випадку d
p −

d
q < r < d

p .
Розглянемо тепер випадок r = d

p , 1 ≤ p ≤ 2.
Нехай θ =∞. Тодi внаслiдок (2.52) i (2.34) одержуємо

I3 ≤
( ∑
n≤s< qn

2

2
2ds
p 2

−2ds
p

Ns

) 1
2

< 2−
dn
2

( ∑
n≤s< qn

2

s

) 1
2

� 2−
dn
2 n � m−

1
2 logm.

(2.57)
Якщо ж 2 ≤ θ < ∞, то, використовуючи нерiвнiсть Гельдера, будемо

мати

I3 < 2−
dn
2

( ∑
n≤s< qn

2

s(2
ds
p ||Φs(f)||p)2

) 1
2

�

� 2−
dn
2 n

1
2

( ∑
n≤s< qn

2

(2
ds
p ||Φs(f)||p)θ

) 1
θ
( ∑
n≤s< qn

2

1

) 1
2−

1
θ

�

� 2−
dn
2 n

1
2 ||f ||

B
d
p
p,θ

n
1
2−

1
θ � m−

1
2 (logm)1− 1

θ . (2.58)

Насамкiнець для 1 ≤ θ < 2 внаслiдок нерiвностi Гельдера одержимо

I3 < 2−
dn
2

( ∑
n≤s< qn

2

(2
ds
p ||Φs(f)||p)2−θ

) 1
2

≤

≤ 2−
dn
2

( ∑
n≤s< qn

2

(
(2

ds
p ||Φs(f)||p)2−θ

) θ
2−θ
) 2−θ

2θ
( ∑
n≤s< qn

2

1

)1− 1
θ

�

� 2−
dn
2 ||f ||

2−θ
2

B
d
p
p,θ

n1− 1
θ � m−

1
2 (logm)1− 1

θ . (2.59)

Таким чином, пiдставляючи (2.57)–(2.59) в (2.54), а потiм (2.54) i (2.53)



86

в (2.50), для 1 ≤ p ≤ 2 маємо

σm(B
d
p

p, θ)q � m−
1
2 (logm)1− 1

θ . (2.60)

Нарештi, оцiнка зверху в (2.48) слiдує з (2.60) при p = 2 внаслiдок
вкладення B

d
2

p, θ ⊂ B
d
2

2, θ, p > 2.
Оцiнки зверху в (2.46) – (2.48) встановлено.
А зараз перейдемо до встановлення в (2.46) – (2.48) вiдповiдних оцiнок

знизу.
Для заданих p, q, r i θ визначимо функцiї P ∗ ∈ L⊥(Θm) та f ∗j ∈ B r

p,θ,
j = 1, 2, 3, що вiдповiдають розглядуваним випадкам обмежень на пара-
метри p, q, r i θ, для яких має мiсце оцiнка∣∣∣∣ ∫

Td

f ∗j (x)P ∗(x) dx

∣∣∣∣� β(m, p, q, r, θ, d),

(β(m, p, q, r, θ, d) — вiдповiдна права частина спiввiдношень (2.46)–
(2.48)), а значить така ж оцiнка знизу для σm(f ∗j )q, j = 1, 2, 3, i, як
наслiдок, для σm(B r

p,θ)q.
Нехай m — довiльне натуральне число, а n ∈ N таке, що

#22n−1 < 2m ≤ #22n. (2.61)

Нехай Θm — довiльний набiр з m векторiв з цiлочисловими координа-
тами. Покладемо

F (x) =
∑

k∈2
2
[
qn
2 ]

ei(k,x), (2.62)

та визначимо
g1(x) =

∑
k∈2

2
[
qn
2 ]\Θm

ei(k,x). (2.63)

Для g1 з (2.63) внаслiдок (2.40) та з урахуванням того, що розглядаємо
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випадок 2 < q <∞, маємо

||g1||q′ ≤ ||F ||q′ +
∥∥∥∥ ∑

k∈Θm∩2
2
[
qn
2 ]

ei(k,·)
∥∥∥∥

2

� 2
dqn
2 (1− 1

q′ ) +
√
m � 2

dn
2 + 2

dn
2 � 2

dn
2 .

Тому функцiя
P ∗1 (x)=C22

−dn2 g1(x), (2.64)

з вiдповiдною сталою C2 > 0 задовольняє вказанi в (2.38) умови.
Перейдемо до побудови функцiї f ∗1 . Розглянемо спочатку випадок 1 ≤

p ≤ 2 < q <∞, dp −
d
q < r < d

p . Покладемо

f ∗1 (x) := C32
−dqn2 ( rd−

1
p+1)F (x), C3 > 0, (2.65)

i покажемо, що при деякому значеннi сталої C3 > 0 функцiя f ∗1 належить
до класу B r

p, 1.
Зазначимо спочатку, що для заданої формулою (2.6) функцiї Vl, вна-

слiдок (2.4) має мiсце спiввiдношення

||Vl||p � ld(1− 1
p ), 1 ≤ p ≤ ∞, (2.66)

з якого для s ∈ N одержуємо

||V2s − V2s−1||p � 2ds(1−
1
p ), 1 ≤ p ≤ ∞. (2.67)

Тому, виходячи з (2.7), (2.62) i (2.67), маємо

||f ∗1 ||B r
p, 1

=
∞∑
s=0

2rs ||Φs(f
∗
1 )||p = C32

−dqn2 ( rd−
1
p+1)

[ qn2 ]+1∑
s=0

2rs||Φs(F )||p �

� 2
dqn
2 ( 1

p−1)

[ qn2 ]+1∑
s=0

2ds(1−
1
p ) � 1.

Враховуючи те, що #Θm = m, внаслiдок означень (2.64) i (2.65) одер-
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жимо ∣∣∣∣ ∫
Td

f ∗1 (x)P ∗1 (x) dx

∣∣∣∣� 2−
dqn
2 ( rd−

1
p+1)2−

dn
2 ||g1||22 =

= 2−
dqn
2 ( rd−

1
p+ 1

q+1)#{2
2[
qn
2 ] \Θm} ≥ 2−

dqn
2 ( rd−

1
p+ 1

q+1)
(

#2
2[
qn
2 ] −m

)
≥

≥ 2−
dqn
2 ( rd−

1
p+ 1

q+1)
(

#2
2[
qn
2 ] − #22n

)
� 2−

qdn
2 ( rd−

1
p+ 1

q ) � m−
q
2 ( rd−

1
p+ 1

q ).

Звiдси слiдує оцiнка знизу в (2.46).
Розглянемо тепер випадок 1 ≤ p ≤ 2, r = d

p . Покладемо

f ∗2 (x) = C4n
− 1
θ

[ qn2 ]∑
s=0

2−ds
∑

k∈22s\22s−1

ei(k,x), C4 > 0, (2.68)

Оскiльки згiдно з (2.67)

||f ∗2 ||
B
d
p
p,θ

=

( ∞∑
s=0

(2
ds
p ||Φs(f

∗
2 )||p)θ

) 1
θ

�

� n−
1
θ

( [ qn2 ]+1∑
s=0

(2
ds
p 2−ds2ds(1−

1
p ))θ
) 1

θ

� 1,

то f ∗2 ∈ B
d
p

p,θ, 1 ≤ θ <∞, при вiдповiдному значеннi сталої C4 > 0.

Використовуючи (2.8) подiбним чином можна показати, що f ∗2 ∈ B
d
p
p,∞.

Далi,∣∣∣∣ ∫
Td

f ∗2 (x)P ∗1 (x) dx

∣∣∣∣� 2−
dn
2 n−

1
θ inf

Θm

∥∥∥∥ [ qn2 ]∑
s=0

2−ds
∑

k∈(22s\22s−1)\Θm

ei(k,·)
∥∥∥∥2

2

�

� 2−
dn
2 n−

1
θ

[ qn2 ]∑
s=n+1

2−ds
∥∥∥∥ ∑

k∈(22s\22s−1)

ei(k,·)
∥∥∥∥2

2

=

= 2−
dn
2 n−

1
θ

[ qn2 ]∑
s=n+1

2−ds#{22s \22s−1} � 2−
dn
2 n−

1
θ

[ qn2 ]∑
s=n+1

1 �
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� 2−
dn
2 n1− 1

θ � m−
1
2 (logm)1− 1

θ .

Це спiввiдношення тягне за собою оцiнку знизу в (2.47) у розглядува-
ному випадку.

Теперь перейдемо до встановлення оцiнки знизу в (2.48).
Отож, нехай 2 < p < q <∞ i r = d

2 . Покладемо

f ∗3 (x) = C52
−dn

d∏
j=1

R2n(xj), C5 > 0, (2.69)

де RN — полiном Рудiна–Шапiро (див. формулу (2.26), для якого має
мiсце нерiвнiсть (2.27).

Покажемо, що f ∗3 ∈ B
d
2
p,1 при деякому значеннi сталої C5 > 0. Дiйсно,

враховуючи (2.7), (2.67) i (2.27), одержимо

||f ∗3 ||
B
d
2
p,1

=
n+1∑
s=0

2
ds
2 ||Φs(f

∗
3 )||p =

n+1∑
s=0

2
ds
2 ||f ∗3 ∗ (V2s − V2s−1)||p ≤

≤
n+1∑
s=0

2
ds
2 ||V2s − V2s−1||1 ||f ∗3 ||p � 2−dn

n+1∑
s=0

2
ds
2

d∏
j=1

||R2n(·)||∞ �

� 2−dn
n+1∑
s=0

2ds � 1.

Для заданого набору Θm в якостi полiнома P у спiввiдношеннi (2.38)
вiзьмемо

P ∗2 (x) = C62
−dn2
(
R2n(x)−RΘm

2n (x)
)
, C6 > 0,

де

R2n(x) :=
d∏
j=1

R2n(xj),

а верхнiй iндекс Θm в позначеннi RΘm
2n означає, що полiном RΘm

2n є полi-
номом R2n з εk = 0 при k ∈ 22n+1 \Θm.

Тодi, очевидно, що P ∗2 ∈ L⊥(Θm). Переконаємось тепер, що ||P ∗2 ||q′ ≤ 1
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при деякому виборi сталої C6 > 0. Дiйсно,

||P ∗2 ||q′ ≤ ||P ∗2 ||2 � 2−
dn
2

(
‖R2n‖2 +

∥∥∥RΘm
2n

∥∥∥
2

)
� 2−

dn
2 (2

dn
2 +
√
m)� 1.

Насамкiнець, пiдставляючи (2.64) i (2.68) в (2.38) одержимо∣∣∣∣ ∫
Td

f ∗3 (x)P ∗2 (x) dx

∣∣∣∣� 2−
3dn

2

(
‖R2n‖2

2 −
∥∥∥RΘm

2n

∥∥∥2

2

)
>

> 2−
3dn

2 (2d(n+1) −m) � 2−
3dn

2 2dn � m−
1
2 .

звiдки одержуємо оцiнки знизу в (2.48).
Таким чином, теореми 2.3 i 2.4 доведено.

Прокоментуємо теореми 2.3 i 2.4.
Одержанi результати (2.46)–(2.48) доповнюють оцiнки найкращого m-

членного тригонометричного наближення класiв B r
p, θ, якi встановлено в

[162].
У зв’язку зi сказаним нагадаємо, що в [162] для 1 ≤ p, q, θ ≤ ∞ одер-

жано оцiнку

σm(B r
p, θ)q �

m
− rd+( 1

p−
1
2 )+ , якщо 1 ≤ p < q ≤ ∞, q > 2, r > max{dp ;

d
2},

m−
r
d+( 1

p−
1
q )+ , для iнших значень p i q, r > (dp −

d
q )+
.

(2.70)
Зазначимо також, що в одновимiрному випадку, тобто при d = 1, точ-

нi за порядком оцiнки величини σm(B r
p, θ)q для 1 ≤ p ≤ 2 < q < ∞,

1 ≤ θ ≤ ∞, r > 1
p −

1
q ранiше були одержанi в [14].

Спiвставляючи (2.46), (2.47) та (2.70), бачимо вiдмiннiсть (за ви-
нятком випадку θ = 1) в оцiнках наближення величини σm(B r

p, θ)q,
1 ≤ p ≤ 2 < q <∞, при переходi через так званий “критичний” показник
гладкостi r = d

p . Iншими словами, при переходi показника гладкостi r че-
рез значення d

p спостерiгаємо “стрибок” порядкових оцiнок наближення
(за рахунок логарифмiчного множника). Крiм цього при “критичному”
значеннi показника гладкостi в (2.47) виявляємо залежнiсть порядко-



91

вої оцiнки величини σm(B r
p, θ)q вiд параметра θ, що у випадках великої

(r > d
p) та малої (dp −

d
q < r < d

p) гладкостей не спостерiгаємо (див. (2.70)
i (2.46), вiдповiдно).

Цiкавим є також порiвняння одержаних оцiнок величини σm(B r
p, θ)q з

найкращимm-членним ортогональним тригонометричним наближенням
класiв B r

p, θ (див. означення (2.44)).
Зазначимо, що згiдно з означеннями (2.30) та (2.44) величини σm(F )q

та e⊥m(F )q пов’язанi спiввiдношеннями

σm(F )2 = e⊥m(F )2,

σm(F )q ≤ e⊥m(F )q, q 6= 2.

В [72] при 1 ≤ p, q, θ ≤ ∞, (p, q) 6= (1, 1), (∞,∞), r > (dp −
d
q )+

доведено
наступне спiввiдношення

e⊥m(B r
p, θ)q � m−

r
d+( 1

p−
1
q )+. (2.71)

Таким чином, спiвставивши (2.46)–(2.48) i (2.45) бачимо, що величини
σm(B r

p, θ)q i e⊥m(B r
p, θ)q при виконаннi умов теореми 2.3 або теореми 2.4

поводять себе по рiзному при m→∞.
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2.2. Наближення класiв типу Нiкольського-Бєсова
перiодичних функцiй логарифмiчної гладкостi

2.2.1. Деякi апроксимацiйнi характеристики класiв B0,α
p,θ типу

Бєсова перiодичних функцiй багатьох змiнних логарифмiчної
гладкостi. Для f ∈ Lp(Td) i кратного ядра Дiрiхле

D22n
:= D22n

(x) :=
∑
k∈22n

ei(k,x),

де 2N := {k = (k1, . . . , kd) : |kj| < N, j = 1, . . . , d, N ∈ N }, покладемо

f(s) := f ∗ (D22s
−D22s−1), s = 0, 1, 2, . . . , D22−1 := 0,

де значком “∗” позначена операцiя згортки двох функцiй, тобто

ϕ ∗ g := (2π)−d
∫
Td
ϕ(y)g(x− y) dy

для ϕ, g ∈ L1(Td).
Розглянемо простiр

B0,α
p,θ := {f ∈ Lp(Td) : ||f ||B0,α

p,θ
<∞},

де

||f ||B0,α
p,θ

:=

( ∞∑
s=0

(
(s+ 1)α||f(s)||p

)θ)1/θ

, (2.72)

а α > 0, 1 < p ≤ ∞, 1 ≤ θ < ∞. Простори B0,α
p,θ будемо називати

аналогами просторiв Бєсова, або просторами типу Бєсова перiодичних
функцiй з логарифмiчною гладкiстю у зв’язку з тим, що

Br
p,θ := Br,0

p,θ := {f ∈ Lp(Td) : ||f ||Br,0p,θ <∞},
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де

||f ||Br,0p,θ :=

( ∞∑
s=0

(
2rs(s+ 1)0||f(s)||p

)θ)1/θ

, 1 < p <∞, 1 ≤ θ <∞, r > 0,

— простори Бєсова зi степеневою гладкiстю (див. (2.13)). Термiни “анало-
гами”, а також “типу” вживаються з тiєю метою, щоб пiдкреслити насту-
пне. Ми означаємо простори функцiй логарифмiчної гладкостi вiдштов-
хуючись вiд декомпозицiйного зображення норм функцiй з цих просто-
рiв. Про виключно логарифмiчну гладкiсть функцiй з просторiв B0,α

p,θ

свiдчить наявнiсть множника (s + 1)α в зображеннi (2.72). Оскiльки ми
не обговорюємо питання еквiвалентностi (з точнiстю до сталих множни-
кiв) зображення (2.72) вiдповiдному класичному (за допомогою повного
модуля неперервностi функцiї) зображенню норми функцiй з просторiв
Бєсова з логарифмiчною гладкiстю, тому вживаємо термiнологiю “ана-
логами” та “типу”. Зазначимо, що з питаннями еквiвалентностi норм про-
сторiв Бєсова з використанням рiзних пiдходiв до їх означення в непе-
рiодичному випадку можна ознайомитись в роботах [160, 159] та оглядi
[166].

Через B0,α
p,θ позначимо одиничну кулю простору B0,α

p,θ , тобто

B0,α
p,θ := {f ∈ B0,α

p,θ : ||f ||B0,α
p,θ
≤ 1}.

Означимо тепер величини, якi будуть дослiджуватись.
Нехай Θm := {kj}mj=1 — довiльна множина m d-вимiрних цiлочислових

векторiв. Покладемо
DΘm

:=
∑
k∈Θm

ei(k,x),

SΘm
(f) := f ∗ DΘm

,

TΘm
:=

{
t : t =

∑
k∈Θm

ck e
i(k,x), ck ∈ C

}
.
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Зазначимо, що суму SΘm
(f) можна також подати у виглядi

SΘm
(f) =

∑
k∈Θm

f̂(k)ei(k,x).

Для f ∈ Lq(Td), 1 ≤ q ≤ ∞, позначимо

E22n
(f)q := ‖f − S22n

(f)‖q, (2.73)

E22n
(f)q := inf

t∈T22n

||f − t||q (2.74)

i якщо F ⊂ Lq(Td) — деякий функцiональний клас, то покладемо

E22n
(F )q := sup

f∈F
E22n

(f)q, (2.75)

E22n
(F )q := sup

f∈F
E22n

(f)q. (2.76)

Зазначимо, що величини E22n
(f)q та E22n

(f)q згiдно з означеннями
(2.73) та (2.74) пов’язанi нерiвнiстю

E22n
(f)q ≤ E22n

(f)q. (2.77)

Величини
e⊥m(f)q := inf

Θm

‖f − SΘm
(f)‖q, (2.78)

em(f)q := inf
Θm

inf
t∈TΘm

‖f − t‖q (2.79)

називаються вiдповiдно найкращим m-членним ортогональним тригоно-
метричним наближенням та найкращим m-членним тригонометричним
наближенням функцiї f ∈ Lq(Td), 1 ≤ q ≤ ∞. Як видно з означень (2.78)
i (2.79) для e⊥m(f)q i em(f)q має мiсце нерiвнiсть

em(f)q ≤ e⊥m(f)q. (2.80)
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Якщо F ⊂ Lq(Td) — деякий функцiональний клас, то покладаємо

em(F )q := sup
f∈F

em(f)q, (2.81)

e⊥m(F )q := sup
f∈F

e⊥m(f)q. (2.82)

З апроксимацiйною характеристикою em(F )q тiсно пов’язана величина

dTm(F )q := inf
Θm

sup
f∈F

inf
t∈TΘm

‖f − t‖q, (2.83)

яка називається тригонометричним поперечником класу F в просторi
Lq(Td). Згiдно з означеннями (2.81) i (2.83) справджується нерiвнiсть

em(F )q ≤ dTm(F )q. (2.84)

Нехай F ⊂ Lq(Td) i Lm — довiльний простiр в Lq(Td) розмiрностi m,
тодi величина

dm(F )q := inf
Lm

sup
f∈F

inf
u∈Lm

||f − u||q (2.85)

— колмогоровський поперечник класу F в просторi Lq(Td).
Величина

λm(F )q := inf
A:rankA≤m

sup
f∈F
||f − Af ||q (2.86)

називається лiнiйним поперечником класу F в Lq(Td). В (2.86) inf

знаходиться по всiх лiнiйних операторах A, якi дiють з F в Lq(Td) i
таких, що їх ранг не перевищує m.

Обмежимо тепер дiю операторiв A : rankA ≤ m таким чином, щоб опе-
ратор A був оператором ортогонального проектування, iншими словами,
A повинен бути оператором Фур’є за деякою ортонормованою системою
{uk}∞k=1. Величини

d⊥m(F )q := inf
{uk}mk=1

sup
f∈F

∥∥∥∥f − m∑
k=1

(f, uk)uk

∥∥∥∥
q

(2.87)
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називаються ортопроекцiйними поперечниками або Фур’є–
поперечниками класiв F у просторi Lq(Td). В (2.87) inf береться
по всiх ортонормованих системах, що складаються з m обмежених
функцiй.

Зазначимо, що згiдно з означеннями (2.85)–(2.87) мають мiсце нерiв-
ностi

dm(F )q ≤ λm(F )q ≤ d⊥m(F )q. (2.88)

Зазначимо також, що приm = #22n = (2n+1−1)d згiдно з означеннями
(2.75), (2.76), (2.82), (2.83), (2.87) мають мiсце нерiвностi

dTm(F )q ≤ E22n
(F )q, (2.89)

e⊥m(F )q ≤ E22n
(F )q, (2.90)

d⊥m(F )q ≤ E22n
(F )q. (2.91)

Нехай Lq
1
,q

2
(T2d), 1 ≤ q

1
, q

2
≤ ∞, — множина функцiй f(x,y),

x,y ∈ Td, зi скiнченною мiшаною нормою

||f(x,y)||q
1
,q

2
:= || ||f(·,y)||q

1
||q

2
,

де норма обчислюється спочатку в просторi Lq
1
(Td) за змiнною x ∈ Td,

а потiм вiд результату, але вже за змiнною y ∈ Td в просторi Lq
2
(Td).

Для g ∈ Lq
1
,q

2
(T2d) визначимо найкраще m-членне бiлiнiйне наближення

порядку m наступним чином:

τm(g)q
1
,q

2
:= inf

uj(x), vj(y)
||g(x,y)−

m∑
j=1

uj(x)vj(y)||q
1
,q

2
, (2.92)

де uj ∈ Lq
1
(Td), vj ∈ Lq

2
(Td).

Якщо F ⊂ Lq
1
,q

2
(T2d) — клас функцiй, то покладаємо

τm(F )q
1
,q

2
:= sup

g∈F
τm(g)q

1
,q

2
. (2.93)
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Величина (2.93) буде дослiджуватись за припущення, що
g(x,y) := f(x− y), x,y ∈ Td, i f ∈ B0,α

p,θ .
Зазначимо, що згiдно з означеннями (2.79) i (2.92) для τm(f(x−y))q,q

1

i em(f)q можемо записати такi спiввiдношення

τm(f(x− y))q,q
1
≤ τm(f(x− y))q,∞ ≤ em(f)q, (2.94)

де 1 ≤ q, q
1
≤ ∞.

В.M. Темляковим [145, гл. IV, с. 85] показано, що

τm(f(x− y))q,∞ = dm(F,Lq), (2.95)

за припущення, що F — функцiональний клас, iнварiантний вiдносно
зсуву аргумента функцiї f ∈ F . Рiвнiсть (2.95) дозволяє при встановлен-
нi оцiнки знизу для колмогоровських поперечникiв перейти вiдразу до
оцiнки знизу величини τm(f(x− y))q,∞.

Сформулюємо тверждення, яке буде використане нами при дове-
деннi результатiв.

Лема II.3 [162]. Нехай BN
∞ = {t : t ∈ T2N+1

, ||t||∞ ≤ 1}. Для будь-яких
N ∈ N i m ≤ Nd/2 при 1 ≤ q ≤ ∞ має мiсце спiввiдношення

σm(BN
∞)q ≥ C(d).

Справедливе таке твердження.

Теорема 2.5. Нехай α > 0, а параметри p, q i θ задовольняють
умову 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞, p > 1, q < ∞, 1 ≤ θ ≤ p0 = min{2; p}. Тодi
справджуються оцiнки

E22n
(B0,α

p,θ )q � E22n
(B0,α

p,θ )q � n−α

при n ∈ N, а також

e⊥m(B0,α
p,θ )q � em(B0,α

p,θ )q � dTm(B0,α
p,θ )q � (logm)−α,
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dm(B0,α
p,θ )q � λm(B0,α

p,θ )q � d⊥m(B0,α
p,θ )q � (logm)−α, q ≥ 2,

τm(B0,α
p,θ )q,q

1
� (logm)−α, q ≥ 2, 1 ≤ q1 ≤ ∞,

при m = 2, 3, . . .

Доведення. Нехай f — довiльна функцiя з класу B0,α
p,θ . Виходячи зi

спiввiдношень (2.77), (2.80), (2.88) – (2.91), (2.94) оцiнки зверху дослi-
джуваних апроксимацiйних характеристик зводяться до встановлення
оцiнок зверху величини E22n

(B0,α
p,θ )q.

У випадку 1 ≤ q ≤ p < ∞, p > 1, скориставшись теоремою II.1
(Лiттльвуда–Пелi) та нерiвнiстю( ∞∑

k=1

aνk

)1/ν

≤
( ∞∑

k=1

aµk

)1/µ

, 1 ≤ µ ≤ ν <∞, ak > 0, k ∈ N, (2.96)

одержимо

E22n
(f)q ≤ E22n

(f)p =

∥∥∥∥f − n∑
s=0

f(s)

∥∥∥∥
p

=

=

∥∥∥∥ ∞∑
s=n+1

f(s)

∥∥∥∥
p

�
∥∥∥∥( ∞∑

s=n+1

|f(s)|2
)1/2∥∥∥∥

p

≤

≤
∥∥∥∥( ∞∑

s=n+1

|f(s)|p0

)1/p0
∥∥∥∥
p

=

(
‖

∞∑
s=n+1

|f(s)|p0‖p/p0

)1/p0

≤

≤
( ∞∑
s=n+1

‖ |f(s)|p0‖p/p0

)1/p0

=

( ∞∑
s=n+1

‖f(s)‖p0
p

)1/p0

≤

≤
( ∞∑
s=n+1

((s+ 1)−α(s+ 1)α‖f(s)‖p)θ
)1/θ

≤ n−α||f ||B0,α
p,θ
≤ n−α.

Для 1 ≤ q <∞, p =∞ внаслiдок вкладення B0,α
∞,θ ⊂ B0,α

q+1,θ маємо

E22n
(B0,α
∞,θ)q ≤ E22n

(B0,α
q+1,θ)q+1 � n−α.

Переходячи до встановлення оцiнок знизу зазначимо наступне. Беручи
до уваги спiввiдношення (2.80), (2.84), (2.88) – (2.90), (2.95) оцiнки знизу
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встановимо лише для величин em(B0,α
p,θ )q та τm(B0,α

p,θ )q,q
1
.

Покажемо спочатку, що має мiсце вкладення

C1k
−αe3·2kB

2k

∞ ⊂ B0,α
∞,1, (2.97)

де

e3·2k := e3·2k(x) :=
d∏
j=1

ei3·2
kxj , (2.98)

а C1 > 0 — деяка стала. Дiйсно, для T ∈ B2k
∞ одержимо

‖k−αe3·2kT‖B0,α
∞,1

= k−α(k + 3)α‖(e3·2kT )(k+2)‖∞ = k−α(k + 3)α‖T‖∞ � 1.

Нехай m � 2kd i m ≤ 2kd−1. Скориставшись вкладенням (2.97) i

B0,α
p,θ ⊃ B0,α

∞,θ, 1 ≤ p <∞, (2.99)

та застосувавши лему II.3, одержимо

em(B0,α
p,θ )q ≥ em(B0,α

p,1 )q ≥ em(B0,α
∞,1)q ≥ C1em(k−αe3·2kB

2k

∞)q =

= C1k
−αem(B2k

∞)q � k−α � (logm)−α.

Екстремальну функцiю, яка реалiзує нижню оцiнку величини
τm(B0,α

p,θ )q,q
1
, q ≥ 2, 1 ≤ q1 ≤ ∞, будемо будувати, базуючись на крат-

них полiномах Рудiна–Шапiро

R2k :=
d∏
j=1

R2k(xj) :=
d∏
j=1

2k∑
l=−2k

εle
ilxj , εl = ±1, (2.100)

де R2k — одновимiрнi полiноми Рудiна–Шапiро. Внаслiдок виконання
нерiвностi (2.27) маємо

||R2k||∞ = (||R2k||∞)d � 2kd/2. (2.101)
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Покажемо, що функцiя

g1 = C2k
−α2−kd/2e3·2kR2k,

де e3·2k i R2k заданi вiдповiдно формулами (2.98) i (2.100), належать до
класу B0,α

∞,1 при певному виборi сталої C2 > 0. Дiйсно, враховуючи нерiв-
нiсть (2.101), маємо

‖g1‖B0,α
∞,1

= C2k
−α2−kd/2

k+3∑
s=k+2

(s+ 1)α‖(e3·2kR2k)(s)‖∞ =

= C2k
−α2−kd/2((k + 3)α‖(e3·2kR2k)(k+2)‖∞ + (k + 4)α) =

= C2k
−α2−kd/2((k + 3)α‖R2k‖∞ + (k + 4)α)� 1.

Нехай m = 2kd. Беручи до уваги вкладення (2.99) та лему II.2 (покла-
даючи при цьому N = 2k, g = R2k), одержимо

τm(B0,α
p,θ )q,q

1
≥ τm(B0,α

p,1 )q,q
1
≥ τm(B0,α

∞,1)q,q1
≥ τm(g1(x− y))q,q

1
≥

≥ τm(g1(x− y))2,1 = C3k
−α2−kd/2τm(e3·2k(x− y)R2k(x− y))2,1 =

= C3k
−α2−kd/2τm(R2k(x− y))2,1 � k−α2−kd/2m1/2 � (logm)−α.

Теорему 2.5 доведено.
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2.2.2. Колмогоровськi поперечники класiв B0,α
p,θ типу

Нiкольського-Бєсова перiодичних функцiй однiєї змiнної з
логарифмiчною гладкiстю. Нехай Lq, 1 ≤ q ≤ ∞, — простiр Лебега
2π-перiодичних функцiй f(x), x ∈ [0, 2π] зi стандартною нормою || · ||q.
Для r > 0, 1 < p ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ позначимо

B0,r
p,θ := {f ∈ Lp : ||f ||B0,r

p,θ
≤ 1}, (2.102)

де

||f ||B0,r
p,θ

:=

( ∞∑
s=0

((s+ 1)r||δs(f)||p)θ
) 1

θ

, 1 ≤ θ <∞, (2.103)

||f ||B0,r
p,∞

:= sup
s≥0

||δs(f)||p
(s+ 1)−r

, θ =∞, (2.104)

а δs(f) :=
∑

[2s−1]≤|k|<2s
f̂(k)eikx, f̂(k) := (2π)−1

2π∫
0

f(x)e−ikxdx. Класи B0,r
p,θ

ми називаємо аналогами класiв Нiкольського–Бєсова з логарифмiчною
гладкiстю. У випадку θ =∞ замiсть B0,r

p,∞ iнколи будемо писати H0,r
p ,

тобто будемо покладати B0,r
p,∞ ≡ H0,r

p .
Зазначимо, що для класiв LGr, якi є тотожнi до класiв H0,r

∞ , в [35]
встановленi точнi за порядком оцiнки поперечникiв за Колмогоровим
та ентропiйних чисел. Класи, що визначаються за допомогою (2.102)–
(2.104) вивчались також в роботах [188], [101] з точки зору встановлення
порядкових оцiнок деяких апроксимацiйних характеристик цих класiв.

Наведемо означення апроксимацiйних характеристик, якi будемо до-
слiджувати.

Нехай K — компакт в банаховому просторi X з одиничною кулею BX .
Величини

dm(K, X) := inf
{vj}mj=1⊂X

sup
f∈K

inf
cj

∥∥∥∥f − m∑
j=1

cjvj

∥∥∥∥
X

, (2.105)
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εm(K, X) := inf

{
ε : ∃{uj}nj=1 ⊂ X,n ≤ 2m−1,K ⊂

n⋃
j=1

{uj + εBX}
}

(2.106)
(m = 1, 2, . . . ) називаються вiдповiдно m-м поперечником за Колмогоро-
вим та m-м ентропiйним числом множини K в просторi X. З результата-
ми дослiджень величин (2.105) i (2.106) можна ознайомитись, наприклад,
в [63, 73, 82], де наведена вiдповiдна бiблiографiя.

Справедливi такi твердження.
Теорема II.3 [35]. Для r > 1 виконуються спiввiдношення

dm(LGr, Lq) � εm(LGr, Lq) �

{
(logm)−r+1, якщо q =∞,
(logm)−r+1/2, якщо 1 ≤ q <∞.

(2.107)

Теорема 2.6. Нехай 2 ≤ q ≤ p < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, r > (1/2 − 1/θ)+,
тодi

dm(B0,r
p,θ, Lq) � (logm)−r+( 1

2−
1
θ )+. (2.108)

Доведення теореми 2.6 мiститься в доведеннi теорем 2.5 i 2.8.

Теорема 2.7. Нехай 1 ≤ θ <∞, r > 1− 1
θ , тодi

dm(B0,r
∞,θ, L∞) � εm(B0,r

∞,θ, L∞) � (logm)−r+1− 1
θ . (2.109)

Теорема 2.8. Нехай 1 ≤ q <∞, max{q; 2} ≤ p ≤ ∞, r > 1
2 −

1
θ , тодi

для max{q; 2} ≤ p ≤ ∞, 2 ≤ θ < ∞ або max{q; 2} ≤ p < ∞, θ = ∞
мають мiсце порядковi рiвностi

dm(B0,r
p,θ, Lq) � εm(B0,r

p,θ, Lq) � (logm)−r+
1
2−

1
θ . (2.110)

Зауваження 2.3. Порiвнюючи наведенi вище теореми, бачимо, що те-
ореми 2.7 та 2.8 доповнюють результат теореми II.3 в тому розумiннi, що
окрiм введення та розгляду додаткових параметрiв p i θ, також вдалося
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розширити множину змiни параметра r.

Зауваження 2.4. Зазначимо, що умови r > (1
2−

1
θ)+ := max{0; 1

2−
1
θ}

i r > 1 − 1
θ забезпечують вкладення B0,r

p,θ ⊂ Lq при 1 ≤ q < ∞, q ≤ p,
2 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ i q = p = ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ вiдповiдно. Цей факт
випливає з доведення оцiнок зверху в теоремах 2.7 та 2.8 за допомогою
застосування нерiвностi Гельдера та спiввiдношення (див., наприклад,
[145, вступ, § 3], [73, гл.§ I, § 1.1])∥∥∥∥( ∞∑

s=0

|δs(f)|2
)1/2∥∥∥∥

p

�
( ∞∑

s=0

||δs(f)||2p
)1/2

, 2 ≤ p <∞, (2.111)

для f ∈ Lp. Спiввiдношення (2.111) є наслiдком теореми Лiттльвуда–
Пелi.

Основнi пункти доведення теорем 2.7 та 2.8 мiстять оцiнки зверху для
dm(B0,r

p,θ, Lq), оцiнки знизу для εm(B0,r
p,θ, Lq) з подальшим застосуванням

леми, яка є наслiдком однiєї нерiвностi Карла (див., наприклад, [35]).

Лемма II.4. Нехай A — компакт в сепарабельному банаховому про-
сторi X. Припустимо, що для пари чисел (a, b), де або a > 0, b ∈ R,
або a = 0, b < 0, виконанi спiввiдношення

dm(A,X)� m−a(logm)b,

εm(A,X)� m−a(logm)b.

Тодi
dm(A,X) � εm(A,X) � m−a(logm)b.

Доведення теорем 2.7 та 2.8. Схема мiркувань, яку наведено
нижче, мiстить iдеї, якi застосовувались в [35] при доведеннi теореми II.3,
з подальшою їх адаптацiєю до класiв B0,r

p,θ.
Встановимо спочатку оцiнки зверху для dm(B0,r

p,θ, Lq). З цiєю метою
розглянемо для m = 2n наближення функцiї f ∈ B0,r

p,θ сумами Фур’є



104

S2n(f) =
n∑
s=0

δs(f).

При p = q = ∞, 1 < θ < ∞, r > 1 − 1
θ внаслiдок застосування

нерiвностi Гельдера одержуємо

||f − S2n(f)||∞ = ||
∑
s>n

δs(f)||∞ ≤
∑
s>n

(s+ 1)−r||δs(f)||∞(s+ 1)r ≤

≤
(∑

s>n

(s+ 1)−rθ
′
) 1

θ′
(∑

s>n

((s+ 1)r||δs(f)||∞)θ
) 1

θ

� n−r+1− 1
θ ||f ||B0,r

∞,θ
≤

≤ n−r+1− 1
θ � (logm)−r+1− 1

θ . (2.112)

Якщо ж p = q =∞, θ = 1, r > 0, то

||f − S2n(f)||∞ ≤
∑
s>n

(s+ 1)−r||δs(f)||∞(s+ 1)r <

< n−r
∑
s>n

(s+ 1)r||δs(f)||∞ ≤ n−r||f ||B0,r
∞,1
≤ n−r � (logm)−r. (2.113)

Нехай тепер 2 ≤ q < ∞, 2 < θ < ∞, r > 1
2 −

1
θ . Скориставшись

наслiдком з теореми Лiттльвуда–Пелi (2.111) i нерiвнiстю Гельдера маємо

||f−S2n(f)||q �
(∑

s>n

||δs(f)||2q
) 1

2

≤
(∑

s>n

(s+1)−2r(||δs(f)||p (s+1)r)2

) 1
2

≤

≤
(∑

s>n

(s+ 1)−
2rθ
θ−2

) 1
2−

1
θ
(∑

s>n

((s+ 1)r||δs(f)||p)θ
) 1

θ

�

� n−r+
1
2−

1
θ ||f ||B0,r

p,θ
≤ n−r+

1
2−

1
θ � (logm)−r+

1
2−

1
θ . (2.114)

Якщо ж q ≥ 2, θ = 2, r > 0, то

||f − S2n(f)||q �
(∑

s>n

(s+ 1)−2r(||δs(f)||p (s+ 1)r)2

) 1
2

<
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< n−r
(∑

s>n

((s+ 1)r||δs(f)||p)2

) 1
2

≤ n−r||f ||B0,r
p,2
� (logm)−r+

1
2−

1
θ . (2.115)

У випадку 2 ≤ q <∞, θ =∞, r > 1
2 одержуємо

||f − S2n(f)||q �
(∑

s>n

(s+ 1)−2r(||δs(f)||p (s+ 1)r)2

) 1
2

≤

≤
(∑

s>n

(s+ 1)−2r

) 1
2

sup
s>n

((s+ 1)r||δs(f)||p)�

� n−r+
1
2 ||f ||H0,r

p
� n−r+

1
2 � (logm)−r+

1
2 . (2.116)

При 1 ≤ q < 2 ≤ θ ≤ ∞, r > 1
2−

1
θ , враховуючи нерiвнiсть || · ||q ≤ || · ||2

та (2.114)–(2.116), одержуємо

dm(B0,r
p,θ, Lq) ≤ dm(B0,r

p,θ, L2)� (logm)−r+
1
2−

1
θ . (2.117)

Таким чином, оцiнки зверху в (2.109), (2.110) для dm(B0,r
p,θ, Lq), внаслi-

док (2.112)–(2.117) встановленi.
Доведемо тепер оцiнки знизу в (2.109) i (2.110) для εm(B0,r

p,θ, Lq).
Базовими при доведеннi цих оцiнок є наведенi нижче твердження з

[35]. Для їх формулювання наведемо деякi додатковi позначення.
Попередньо для будь-якої множини Λ ⊂ Z через T (Λ) позначимо мно-

жину тригонометричних полiномiв вигляду

t(x) =
∑
k∈Λ

cke
ikx

i для випадку, коли множина Λ ⊂ Z симетрична вiдносно початку коор-
динат (тобто, коли Λ = −Λ), покладемо

Tr(Λ) = {t(x) =
∑
k∈Λ

cke
ikx : ck = c−k, k ∈ Λ}

(для Λ = −Λ iнодi будемо використовувати позначення Tr(Λ
⋂

Z+) за-
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мiсть Tr(Λ)).

Теорема II.4 [35]. Для будь-якого полiнома вигляду

f =
2l∑

k=l+1

pk(x) cos 4kx,

де pk ∈ Tr({−2l, . . . , 2l}), k = l + 1, . . . , 2l, l = 1, 2, . . . , виконується
нерiвнiсть

||f ||∞ ≥ c
2l∑

k=l+1

||pk||1, c > 0.

Лема II.5 [35]. Iснує така абсолютна стала c0 > 0, що в кожному
просторi Tr({N, . . . , N +m}) можна знайти 2m функцiй t1, . . . , t2m, для
яких

1) ||ti||∞ ≤ 1 для кожного i;
2) ||ti1 − ti2||1 ≥ c0, i1 6= i2, i1, i2 ∈ {1, . . . , 2m}.

Лемма II.6 [35]. Нехай заданi натуральнi числа m, µ, µ < m, i “па-
ралелепiпед” Π ⊂ Zm,

Π =
m⊗
j=1

{1, . . . ,Mj},

причому для деяких Q ∈ N, M ∈ N, Q ≤M ,

Q ≤Mj ≤M, j = 1, . . . ,m.

Тодi знайдеться множина Ω ⊂ Π з не менше, нiж[
M−µ(Qm − 1)/

(
m

µ

)]
рiзних точок, якi мають таку властивiсть: якщо x = xj ∈ Ω,
y = yj ∈ Ω, x 6= y, то

#{j : xj 6= yj} ≥ µ.
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Оскiльки права частина (2.110) вiд q не залежить, а || · ||q ≥ || · ||1,
1 ≤ q <∞, i має мiсце вкладення B0,r

∞,θ ⊂ B0,r
p,θ, 1 < p ≤ ∞, то встанов-

лення оцiнок знизу для εm(B0,r
p,θ, Lq), 1 ≤ q < ∞, зводиться до розгляду

випадку q = 1, p = ∞. При θ = ∞ вважаємо, враховуючи (2.107), що
нижня оцiнка в (2.110) для εm(B0,r

p,∞, Lq) вже встановлена.
Для кожного числа l, побудуємо спецiальний набiр функцiй Fl ⊂ B0,r

∞,θ,
на якому буде реалiзована нижня оцiнка для ε2l(B

0,r
∞,θ, L1). Зафiксуємо

число l i для кожного j = l+ 1, . . . , 2l, згiдно з лемою II.5, в якiй покла-
демо N = 2j, а m = 2l, визначимо набiр {tij}22l

i=1 ⊂ Tr({2j, . . . , 2j + 2l}) з
властивостями

а) ||tij||∞ ≤ 1;
б) ||ti1j − t

i2
j ||1 ≥ c0 для будь-яких j, i1 6= i2.

В результатi одержимо l таких наборiв. Далi розглянемо в якостi “па-

ралелепiпеда” Π з леми II.6 “куб”
l⊗

j=1

{1, . . . ,M}, покладаючи M = 22l,

m = l, µ = [l/3], (тодi
[
M−µ(Mm − 1)/

(
m

µ

)]
≥ 2l2

l−1) i за вiдповiдною

множиною Ω з леми II.6 визначимо таку множину функцiй:

F0
l := {fI =

2l∑
j=l+1

t
ij
j : ij ∈ {1, . . . , 22l}, I := (il+1, . . . , i2l) ⊂ Ω}.

Зазначимо, що 2l2
l−1 ≤ cardF0

l ≤ 2l2
l.

Для будь-якої функцiї f ∈ F0
l , враховуючи, що ||δs(f)||∞ ≤ 1 при

s = l + 1, . . . , 2l i δs(f) = 0 при s ∈ Z+\{l + 1, . . . , 2l} (див. властивiсть
а)), маємо

||f ||B0,r
∞,θ

=

( 2l∑
s=l+1

((s+ 1)r||δs(f)||∞)θ
)1
θ

≤
( 2l∑
s=l+1

(s+ 1)rθ
)1
θ

� lr+
1
θ .

Покладемо Fl := C1l
−r− 1

θF0
l . Тодi, очевидно, при деякому C1 > 0 має

мiсце вкладення Fl ⊂ B0,r
∞,θ для будь-якого l ∈ N.
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Далi, в [35] показано, що

∀f, g ∈ F0
l , f 6= g, ||f − g||1 � l

1
2 , (2.118)

а значить, з врахуванням

εl2l−1(F0
l , L1)� l

1
2 ,

i
ε2l(B

0,r
∞,θ, L1)� ε2l(Fl, L1)� l−r+

1
2−

1
θ ,

що завершує доведення оцiнки знизу для εm(B0,r
p,θ, Lq) у випадку

1 ≤ q <∞.

Перейдемо до випадку q = ∞. Доведення в цьому випадку фактич-
но збiгається з доведенням для випадку 1 ≤ q < ∞, а, точнiше, для
q = 1. Вкажемо тiльки на вiдмiнностi. Замiсть Fl розглянемо пiдмно-
жину H = {hI , I ∈ Ω} (Ω — множина точок (наборiв) I, яка побудована

в лемi II.6), де hI =
2l∑

k=l+1

tik cos 4kx, а tik — такий, що задовольняє ви-

моги леми II.5 (при N = 0, m = 2l) набiр тригонометричних полiномiв
порядку 2l з кiлькiстю елементiв 22l.

Застосовуючи тепер теорему II.5 (замiсть (2.118)), ми для h ∈ H,
g ∈ H, h 6= g, маємо ||h−g||∞ ≥ cl, тому ε2l(B

0,r
∞,θ, L∞)� l−r+1− 1

θ (внаслi-
док вкладення C2l

−r− 1
θH ⊂ B0,r

∞,θ, C2 > 0).

Таким чином, оцiнки зверху для dm(B0,r
p,θ, Lq) i такi ж за порядком

оцiнки знизу для εm(B0,r
p,θ, Lq) одержанi. Звiдси, з врахуванням леми II.4,

робимо висновок, що теореми 2.7 i 2.8 доведено.

Зауваження 2.5. Зазначимо, що в теоремi 2.5 при 2 ≤ q ≤ p ≤ ∞,
q <∞, 1 ≤ θ ≤ 2, r > 0 встановлена оцiнка dm(B0,r

p,θ, Lq) � (logm)−r, яка
доповнює результати теореми 2.8, наприклад, за значеннями параметра
θ.

Зауваження 2.6. Взявши до уваги теореми II.3, 2.8, 2.6 та 2.5 мо-
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жемо стверджувати, що для 1 ≤ θ ≤ ∞, r > (1/2 − 1/θ)+, 2 ≤ q < ∞
виконується порядкова рiвнiсть

dm(B0,r
p,θ, Lq) � (logm)−r+( 1

2−
1
θ )+. (2.119)

А тепер, порiвнюючи (2.119) та (2.109), бачимо, що “стрибок” в точних
за порядком оцiнках величин dm(B0,r

p,θ, Lq) при переходi вiд метрики Lq,
1 ≤ q <∞, до метрики L∞ зникає лише при θ = 1, тобто на найвужчих
класах B0,r

p,1.
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2.3. Наближення класiв Bω
p,θ перiодичних функцiй

багатьох змiнних тригонометричними полiнома-
ми з “номерами” гармонiк з кубiчних областей

В даному пiдроздiлi одержанi точнi за порядком оцiнки найкращого на-
ближення класiв Bω

p, θ перiодичних функцiй багатьох змiнних тригоно-
метричними полiномами з “номерами” гармонiк з кубiчних областей, а
також точнi за порядком оцiнки наближення функцiй з цих класiв кубi-
чними сумами Фур’є, тобто сумами Фур’є з “номерами” гармонiк з кубi-
чних областей.

Для викладу одержаних результатiв наведемо необхiднi позначення.
Для f ∈ Lp(Td) позначимо 4hf(x) = f(x + h) − f(x), де h ∈ Rd.

Тодi кратну рiзницю порядку l, l ∈ N, функцiї f в точцi x з кроком h

визначимо за формулою

∆l
hf(x) = ∆h∆l−1

h f(x),

∆0
hf(x) = f(x).

Вiдштовхуючись вiд кратної рiзницi ∆l
hf , задамо модуль неперервнос-

тi l-го порядку функцiї f ∈ Lp(Td) згiдно з формулою

ωl(f, t)p = sup
|h|≤t
||∆l

hf(·)||p ,

де |h| =
√
h2

1 + · · ·+ h2
d.

Нехай ω(t) — функцiя типу модуля неперервностi порядку l, тобто ω(t)

для t ≥ 0 задовольняє наступнi умови:

1) ω(0) = 0, ω(t) > 0 для t > 0;

2) ω(t) неперервна;

3) ω(t) зростає;
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4) для всiх n ∈ Z+, ω(nt) ≤ Cnlω(t), де стала C > 0 не залежить вiд
n i t.

Будемо говорити, що функцiя f ∈ Lp(Td) належить до простору B ω
p,θ,

1 ≤ p, θ ≤ ∞ (див., наприклад, [181]), якщо

( ∞∫
0

(
ωl(f, t)p
ω(t)

)θ
dt

t

)1/θ

<∞ при 1 ≤ θ <∞

i
sup
t>0

ωl(f, t)p
ω(t)

<∞ при θ =∞,

де ω(t) — функцiя типу модуля неперервностi порядку l.
Норма в просторi B ω

p,θ визначається за формулою

‖f‖B ω
p,θ

=


‖f‖p +

( ∞∫
0

(
ωl(f, t)p
ω(t)

)θ
dt

t

)1/θ

, 1 ≤ θ <∞,

‖f‖p + sup
t>0

ωl(f, t)p
ω(t)

, θ =∞.

Простори B ω
p, θ є узагальненням просторiв Бєсова B r

p, θ [56], [17], тобто
B ω
p, θ ≡ B r

p, θ, якщо ω(t) = tr, 0 < r < l. Надалi за позначенням Bω
p, θ

закрiпимо позначення класу функцiй f ∈ Lp(Td), для яких ‖f‖B ω
p,θ
≤ 1.

КласиBω
p, θ з точки зору апроксимацiї розглядались у роботах [172], [181],

[210].
В наведених нижче мiркуваннях нам буде зручно користуватись еквi-

валентним (з точнiстю до абсолютних сталих) визначенням норми прос-
торiв B ω

p, θ. Але попередньо функцiю ω = ω(t) пiдпорядкуємо деяким
додатковим умовам.

Будемо вважати, що ω(t) задовольняє також умови (Sα) i (Sl), якi
називають умовами Барi-Стєчкiна [13]. Це означає наступне.

Функцiя ω(τ) ≥ 0 задовольняє умову (Sα), якщо ω(τ)/τα майже зро-
стає при деякому α > 0, тобто iснує така незалежна вiд τ1 i τ2 стала
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C1 > 0, що
ω(τ1)

τα1
≤ C1

ω(τ2)

τα2
, 0 < τ1 ≤ τ2.

Функцiя ω(τ) ≥ 0 задовольняє умову (Sl), якщо ω(τ)/τ γ майже спадає
при деякому 0 < γ < l, тобто iснує така незалежна вiд τ1 i τ2 стала
C2 > 0, що

ω(τ1)

τ γ1
≥ C2

ω(τ2)

τ γ2
, 0 < τ1 ≤ τ2. (2.120)

Множину функцiй ω = ω(t), для яких виконуються сформульованi
вище умови 1 – 4, а також умови (Sα) та (Sl), будемо позначати через
Φα,l.

Нехай Vm, m ∈ N, позначає ядро Валле Пуссена вигляду:

Vm(t) = 1 + 2
m∑
k=1

cos kt+ 2
2m∑

k=m+1

(
2m− k
m

)
cos kt.

Тодi багатовимiрне ядро Vm(x), m ∈ N, x ∈ Td, визначимо згiдно з
формулою

Vm(x) =
d∏
j=1

Vm(xj).

Нехай Vm — оператор, який задає згортку функцiї f ∈ Lp(Td) з багато-
вимiрним ядром Vm, тобто

Vmf(x)
df
= f(x) ∗ Vm(x) = Vm(f,x).

Покладемо для f ∈ L1(Td)

Φ0(f,x) = V1(f,x), Φs(f,x) = V2s(f,x)− V2s−1(f,x), s = 1, 2, . . . .

В наведених позначеннях (з точнiстю до абсолютних сталих) при
1 ≤ p ≤ ∞ класи Bω

p, θ можна визначити наступним чином (див., наприк-
лад, [181]):

Bω
p, θ =

{
f ∈ Lp(Td) : ||f ||B ω

p, θ
≤ 1

}
,
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де

||f ||B ω
p, θ

=

( ∞∑
s=0

ω−θ(2−s)||Φs(f, ·)|| θp
)1/θ

, 1 ≤ θ <∞, (2.121)

||f ||B ω
p,∞ = sup

s≥0

||Φs(f, ·)||p
ω(2−s)

, (2.122)

при умовi, що ω ∈ Φα,l.
Зазначимо, що у випадку 1 < p < ∞ можна записати еквiвалентнi

(з точнiстю до абсолютних сталих) означення норм функцiй з просторiв
B ω
p, θ, використовуючи в (2.121) та (2.122) замiсть ||Φs(f, ·)||p норми вiд-

повiдних двiйкових “блокiв” ||f(s)(·)||p (див. (2.12)) ряду Фур’є функцiї
f .

Тодi при 1 < p < ∞, ω ∈ Φα,l мають мiсце рiвностi (див., наприклад,
[181]):

||f ||B ω
p, θ

=

( ∞∑
s=0

ω−θ(2−s)||f(s)(·)|| θp
)1/θ

, 1 ≤ θ <∞, (2.123)

||f ||B ω
p,∞ = sup

s≥0

||f(s)(·)||p
ω(2−s)

. (2.124)

Визначимо тепер величини, якi будуть дослiджуватись в роботi. Для
f ∈ L1(Td) i n ∈ N через S22n

(f) позначимо кратну (кубiчну) суму Фур’є

S22n
(f) := S22n

(f,x) :=
∑
|kj |<2n

j=1,...,d

f̂(k)ei(k,x) =
∑
k∈22n

f̂(k)ei(k,x),

(22n = {k = (k1, . . . , kd) : |kj| < 2n, j = 1, . . . , d }), яку природно назва-
ти кубiчною сумою Фур’є функцiї f . Зазначимо, що згiдно з наведеними
вище позначеннями суму S22n

(f) можна записати у виглядi:

S22n
(f,x) =

n∑
s=0

f(s)(x).
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Для f ∈ Lq(Td), 1 ≤ q ≤ ∞, позначимо

E22n
(f)q = ‖f(·)− S22n

(f, ·)‖q (2.125)

i якщо F ⊂ Lq(Td) — деякий функцiональний клас, то покладемо

E22n
(F )q = sup

f∈F
E22n

(f)q.

Нехай
T22n

=
{
t(x) : t(x) =

∑
k∈22n

ck e
i(k,x), ck ∈ C

}
.

Для f ∈ Lq(Td), 1 ≤ q ≤ ∞, покладемо

E22n
(f)q = inf

t∈T22n

||f(·)− t(·)||q (2.126)

i для функцiонального класу F ⊂ Lq(Td) —

E22n
(F )q = sup

f∈F
E22n

(f)q.

Зауважимо, що у випадку 1 < q < ∞ для величин (2.125) i (2.126)
справджується спiввiдношення (див., наприклад, [46])

E22n
(f)q � E22n

(f)q. (2.127)

Має мiсце наступне твердження.

Теорема 2.9. Нехай 1 ≤ p, q, θ ≤ ∞, а ω ∈ Φα,l з деяким
α > d

(
1/p− 1/q

)
+
, тодi

E22n
(Bω

p, θ)q � ω(2−n)2nd( 1
p−

1
q )+. (2.128)

Доведення. Поскiльки при 1 ≤ θ ≤ ∞ має мiсце вкладення

Bω
p, 1 ⊂ Bω

p, θ ⊂ Bω
p,∞ ≡ Hω

p , (2.129)
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а права частина (2.128) не залежить вiд θ, то шукану оцiнку зверху буде-
мо встановлювати для величини E22n

(Hω
p )q, а знизу — для E22n

(Bω
p, 1)q.

Спочатку одержимо в (2.128) оцiнку зверху. Розглянемо всi можливi
спiввiдношення мiж параметрами p та q.

Нехай спочатку 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞, тодi використовуючи нерiвнiсть

||Φs(f)||p ≤ ω(2−s) (2.130)

i ту обставину, що ω(τ) задовольняє умову (Sα) з деяким α > 0, одер-
жимо

E22n
(f)q ≤ ||f − V2n−1(f)||q = ||f −

n−1∑
s=0

Φs(f)||q ≤
∞∑
s=n

||Φs(f)||q ≤

≤
∞∑
s=n

||Φs(f)||p ≤
∞∑
s=n

ω(2−s) =
∞∑
s=n

ω(2−s)

2−αs
2−αs �

� ω(2−n)

2−αn

∞∑
s=n

2−αs � ω(2−n). (2.131)

У випадку 1 ≤ p < q ≤ ∞, враховуючи нерiвнiсть рiзних метрик
Нiкольського, (2.130) та той факт, що ω(τ) задовольняє умову (Sα) з
деяким α > d(1/p− 1/q), одержимо

E22n
(f)q ≤ ||f −

n−1∑
s=0

Φs(f)||q ≤
∞∑
s=n

||Φs(f)||q �

�
∞∑
s=n

2sd( 1
p−

1
q )||Φs(f)||p ≤

∞∑
s=n

ω(2−s)2sd( 1
p−

1
q ) =

=
∞∑
s=n

ω(2−s)

2−αs
2−(α−d( 1

p−
1
q ))s � ω(2−n)

2−αn

∞∑
s=n

2−(α−d( 1
p−

1
q ))s �

� ω(2−n)2nd( 1
p−

1
q ).

Таким чином, оцiнки зверху в (2.128) встановленi.
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Перейдемо до доведення в (2.128) оцiнок знизу.
Розглянемо випадок 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞ i покажемо, що функцiя

f1(x) = C3ω(2−n)
d∏
j=1

ei2
n+1xj , C3 > 0,

реалiзує нижню оцiнку в (2.128). Переконаємось, що f1 ∈ Bω
∞,1 при де-

якому виборi сталої C3 > 0. Дiйсно, згiдно з (2.121) маємо

||f1||Bω∞,1 = ω−1(2−(n+1))||Φn+1(f1)||∞ = C3ω(2−n)ω−1(2−n−1)� 1.

Далi, нехай
t∗n(x) =

∑
k∈22n

c∗ke
i(k,x)

— полiном найкращого наближення функцiї f1 в просторi L1(Td). Тодi,
з одного боку, беручи до уваги, що функцiя ei(2n+1,x) не мiстить гармонiк
з “номерами” з множини 22n, можемо записати(

f1(x)−t∗n(x), ei(2
n+1,x)

)
= (f1(x), ei(2

n+1,x)) �

� ω(2−n)‖ei(2n+1,·)‖2
2 = ω(2−n). (2.132)

З iншого боку, внаслiдок нерiвностi Гельдера будемо мати(
f1(x)− t∗n(x), ei(2

n+1,x)
)
≤ ‖f1(·)− t∗n(·)‖1 ‖ei(2

n+1,·)‖∞ =

= E22n
(f1)1. (2.133)

Спiвставивши (2.132) i (2.133), приходимо до оцiнки

E22n
(Bω
∞,1)1 ≥ E22n

(f1)1 � ω(2−n). (2.134)

А тому внаслiдок (2.129) i (2.134) маємо

E22n
(Bω

p,θ)q ≥ E22n
(Bω
∞,θ)q ≥ E22n

(Bω
∞,1)q ≥ E22n

(Bω
∞,1)1 � ω(2−n).
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Нехай 1 ≤ p < q ≤ ∞. У випадку 1 ≤ p < ∞, q = ∞, розглянемо
функцiю

f2(x) = C4 ω(2−n)2nd( 1
p−1) υn+1(x), C4 > 0,

де

υn+1(x) =
d∏
j=1

(V
2n+1(xj)− V2n

(xj)).

Поскiльки (див., наприклад, [145, с. 66])

‖υn+1‖p � 2nd(1− 1
p ), 1 ≤ p ≤ ∞, (2.135)

то неважко переконатися, що f2 ∈ Bω
p,1 при вiдповiдному значеннi сталої

C4 > 0. Дiйсно, згiдно з (2.121) та (2.135) маємо

‖f2‖B ω
p,1

=
n+2∑
s=n

ω−1(2−s)‖Φs(f2)‖p �

� ω(2−n)2nd( 1
p−1)

n+2∑
s=n

ω−1(2−s)‖υs‖p �

� ω(2−n)
n+2∑
s=n

ω−1(2−s)� 1,

тобто f2 ∈ Bω
p,1.

Далi, нехай
t∗∗n (x) =

∑
k∈22n

c∗∗k e
i(k,x)

— полiном найкращого наближення функцiї f2 в просторi L∞(Td). Тодi,
з одного боку, приймаючи до уваги, що функцiя vn+1 не мiстить гармонiк
з “номерами” з множини 22n, можемо записати(

f2(x)−t∗∗n (x), vn+1(x)
)
=(f2(x), vn+1(x)) �

� ω(2−n)2nd( 1
p−1)‖vn+1‖2

2 � ω(2−n)2
nd
p . (2.136)
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З iншого боку, внаслiдок нерiвностi Гельдера та оцiнки (2.135), будемо
мати (

f2(x)− t∗∗n (x)), vn+1(x)
)
≤‖f2 − t∗∗n ‖∞ ‖vn+1‖1 �

� ‖f2 − t∗∗n ‖∞ = E22n
(f2)∞. (2.137)

Спiвставивши (2.134) i (2.137), приходимо до оцiнки

E22n
(Bω

p,θ)∞ ≥ E22n
(Bω

p,1)∞ ≥ E22n
(f2)∞ � ω(2−n)2

nd
p .

Нехай тепер має мiсце випадок 1 ≤ p < q <∞. Розглянемо функцiю

f2(x) = C3 ω(2−n)2nd( 1
p−1) υn+1(x), C3 > 0.

Вище показано, что f2 ∈ Bω
p,1. Тому, згiдно з (2.127) та (2.135), маємо

E22n
(Bω

p,θ)∞ ≥ E22n
(Bω

p,1)∞ ≥ E22n
(f2)q � E22n

(f2)q =

= ||f2 − S22n
(f2)||q = ||f2||q � ω(2−n)2nd( 1

p−1)||υn+1||q �

� ω(2−n)2nd( 1
p−

1
q ).

Оцiнки знизу в (2.128) встановлено.
Теорему 2.9 доведено.

Теорема 2.10. Нехай 1 ≤ p, q, θ ≤ ∞, а ω ∈ Φα,l з деяким
α > d

(
1/p− 1/q

)
+
, тодi

sup
f∈Bω

p, θ

||f − V2n−1(f)||q � ω(2−n)2nd( 1
p−

1
q )+. (2.138)

Оцiнка зверху в (2.138) наведена при доведеннi теореми 2.9. Оцiнка
знизу слiдує з очевидної нерiвностi ||f − V2n−1(f)||q ≥ E22n

(f)q та спiв-
вiдношення (2.128).

Теорема 2.11. Нехай 1 ≤ p, q, θ ≤ ∞, (p, q) 6= (1, 1), (∞,∞), а
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ω ∈ Φα,l з деяким α > d
(
1/p− 1/q

)
+
, тодi

E22n
(Bω

p, θ)q � ω(2−n)2nd( 1
p−

1
q )+. (2.139)

Доведення. Для 1 ≤ p ≤ ∞, 1 < q <∞ спiввiдношення (2.139) слiдує
з (2.128) внаслiдок (2.127).

Оскiльки E22n
(Bω

p,θ)q ≥ E22n
(Bω

p,θ)q, то для 1 < p ≤ ∞, q = 1 i
1 ≤ p <∞, q =∞ оцiнки знизу вже встановленi в теоремi 2.9.

Встановимо оцiнки зверху у випадках 1 < p ≤ ∞, q = 1 та 1 ≤ p <∞,
q =∞.

Нехай спочатку 1 ≤ p <∞, q =∞. Для деякого p∗ ∈ (p,∞), викорис-
товуючи нерiвнiсть рiзних метрик Нiкольського, будемо мати

E22n
(f)∞ ≤

∞∑
s=n+1

||f(s)||∞ ≤
∞∑

s=n+1

||f(s)||p∗2
s
p∗ �

∞∑
s=n+1

||Φs(f)||p∗2
s
p∗ ≤

≤
∞∑

s=n+1

||Φs(f)||p 2
s
p∗ 2s(

1
p−

1
p∗ ) �

∞∑
s=n+1

ω(2−s)2
s
p � ω(2−n)2

n
p .

У випадку 1 < p ≤ ∞, q = 1 для деякого p∗∗ ∈ (1, p) одержуємо

E22n
(f)1 ≤

∞∑
s=n+1

||f(s)||1 ≤
∞∑

s=n+1

||f(s)||p∗∗ �
∞∑

s=n+1

||Φs(f)||p∗∗ ≤

≤
∞∑

s=n+1

||Φs(f)||p �
∞∑

s=n+1

ω(2−s)� ω(2−n).

Оцiнки зверху в (2.139) встановлено.
Теорему 2.11 доведено.

Зауваження 2.7. При ω(t) = tr i вiдповiдних умовах на параметри p,
q i r точнi за порядком оцiнки величин E22n

(B r
p, θ)q i E22n

(B r
p, θ)q одержано

в роботi [84].
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Теорема 2.12. Нехай 1 ≤ θ ≤ ∞, ω ∈ Φα,l, тодi

En(Bω
1, θ)1 � ω(n−1) lnn. (2.140)

Доведення. Доведемо спочатку оцiнку зверху.
Вiдомо (див., наприклад, [71] (для θ = ∞) та теорему 2.9 (для

1 ≤ θ <∞)), що
En(B

ω
1, θ)1 � ω(n−1), (2.141)

якщо ω ∈ Φα,l. Тому оцiнка зверху в (2.148) випливає з нерiвностi Лебега
(для f ∈ L1(T))

En(f)1 ≤ C lnnEn(f)1

внаслiдок (2.141). Таким чином, маємо

En(Bω
1, θ)1 � lnnEn(B

ω
1, θ)1 � ω(n−1) lnn.

Вiдповiдну оцiнку знизу в (2.148) досить провести для θ = 1, оскiльки
виконується вкладення Bω

1, 1 ⊂ Bω
1, θ, 1 ≤ θ < ∞, i права частина (2.148)

вiд θ не залежить.
Нехай KN(x) позначає ядро Фейєра порядку N :

KN(x) =
∑
|k|≤N

(
1− |k|

N

)
eikx.

Розглянемо функцiї

ϕ(x) = ei(2
m+2m+1)xK2m(x) (2.142)

та
g1(x) = C1 ω(2−m)ϕ(x), C1 > 0. (2.143)

Покажемо тепер, що g1 ∈ Bω
1,1. Врахувавши, що “номери” гармонiк фун-

кцiй ϕ та g1 належать вiдрiзку [2m+1; 2m+2], а також те, що (див., напр.,
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[192, Ch. 1]) ‖Vm‖1 ≤ 3 та ‖K2m(·)‖1 = 1, одержуємо

‖g1‖Bω1,1 =
∑
s

(ω(2−s))−1‖Φs(g1)‖1 �

� (‖Vm+1 − Vm‖1 + ‖Vm+2 − Vm+1‖1)‖K2m(·)‖1 � 1. (2.144)

Отже, з (2.144) робимо висновок про те, що g1 ∈ Bω
1,1 при певному зна-

ченнi C1 > 0.
Розглянемо наближення функцiї ϕ (див. (2.142)) її частинною сумою

Фур’є Sn(ϕ) з n = 3 · 2m. За допомогою елементарних перетворень одер-
жимо

En(ϕ)1 = ‖ϕ− Sn(ϕ)‖1 =

∥∥∥∥ 2m∑
k=1

(
1− k

2m

)
ei(k+2m+2m+1)x

∥∥∥∥
1

=

=

∥∥∥∥ 2m∑
k=1

(
1− k

2m

)
cos kx+ i

2m∑
k=1

(
1− k

2m

)
sin kx

∥∥∥∥
1

≥

≥
∥∥∥∥ 2m∑
k=1

(
1− k

2m

)
sin kx

∥∥∥∥
1

. (2.145)

Позначимо

Φ(x) =
2m∑
k=1

(
1− k

2m

)
sin kx

та розглянемо функцiю

g2(x) =
π − x

2
, x ∈ (0, 2π).

Позначимо через g∗2(x) її 2π-перiодичне продовження на дiйсну вiсь. Лег-
ко бачити, що майже для всiх x ∈ R виконується рiвнiсть

g∗2(x) =
∞∑
k=1

sin kx

k
.
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Нехай
I = (Φ, g∗2).

Тодi внаслiдок нерiвностi Гельдера можемо записати

I ≤ ‖Φ‖1‖g∗2‖∞ =

∥∥∥∥ 2m∑
k=1

(
1− k

2m

)
sin kx

∥∥∥∥
1

∥∥∥∥π − x2

∥∥∥∥
∞
�

�
∥∥∥∥ 2m∑
k=1

(
1− k

2m

)
sin kx

∥∥∥∥
1

. (2.146)

Враховуючи (2.145) та (2.146), одержуємо

En(ϕ)1 � I = (Φ, g∗2) =
1

2

2m∑
k=1

(
1− k

2m

)
1

k
=

1

2

2m∑
k=1

1

k
� m � lnn. (2.147)

Таким чином, беручи до уваги (2.142), (2.143), внаслiдок (2.147) зна-
ходимо

En(Bω
1, θ)1 � En(g1)1 � ω(n−1) lnn.

Оцiнку знизу встановлено.
Теорему 2.12 доведено.
Зауваження 2.8. Теорема 2.12 у випадку ω(τ) = τ r, 0 < r < l, для

θ =∞ доведена в [192, гл. 1], а для 1 ≤ θ <∞ — в [89].
Зауваження 2.9. Нехай 1 ≤ θ ≤ ∞, ω ∈ Φα,l, тодi [52]

En(Bω
∞, θ)∞ � ω(n−1) lnn. (2.148)
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2.4. Висновки до роздiлу 2

Дослiджено деякi апроксимацiйнi характеристики iзотропних класiв
Нiкольського-Бєсова перiодичних функцiй багатьох змiнних.

У пiдроздiлi 2.1 встановлено точнi за порядком оцiнки найкращого
m-членного тригонометричного наближення класiв Нiкольського-Бєсова
B r
p, θ перiодичних функцiй багатьох змiнних з малою iзотропною гладкi-

стю. Цi результати доповнюють одержанi Р.А. ДеВором та В.М. Темля-
ковим (1995) точнi за порядком оцiнки найкращого m-членного тригоно-
метричного наближення класiв Нiкольського-Бєсова перiодичних фун-
кцiй багатьох змiнних у випадку великої iзотропної гладкостi. Також
в даному пiдроздiлi знайдено точнi за порядком оцiнки бiлiнiйного m-
членного наближення iзотропних класiв Бєсова B r

p, 1 перiодичних фун-
кцiй багатьох змiнних для критичного значення показника гладкостi, якi
є новими навiть для в одновимiрного випадку.

У пiдроздiлi 2.2 одержано точнi за порядком оцiнки низки апрокси-
мацiйних характеристик для класiв типу Бєсова перiодичних функцiй
багатьох змiнних з логарифмiчною гладкiстю. Також для класiв типу
Нiкольського-Бєсова перiодичних функцiй однiєї змiнної з логарифмi-
чною гладкiстю знайдено точнi за порядком оцiнки колмогоровських по-
перечникiв та ентропiйних чисел. Згаданi результати доповнюють одер-
жанi Б.С. Кашиним та В.М. Темляковим (1999) точнi за порядком оцiнки
колмогоровських поперечникiв та ентропiйних чисел класiв типу Нiколь-
ського перiодичних функцiй однiєї змiнної з логарифмiчною гладкiстю.

У пiдроздiлi 2.3 встановлено точнi за порядком оцiнки величин найкра-
щого наближення “кубiчними” тригонометричними полiномами та набли-
ження “кубiчними” сумами Фур’є для класiв Нiкольського-Бєсова перiо-
дичних функцiй багатьох змiнних з узагальненою iзотропною гладкiстю.

Основнi результати роздiлу 2 опублiковано у роботах [101, 103, 107,
112, 114, 127, 190].
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Роздiл 3

Наближення класiв функцiй узагальненої мiшаної
гладкостi тригонометричними полiномами з

гармонiками з гiперболiчних хрестiв

3.1. Декомпозицiйна норма для перiодичних фун-
кцiй багатьох змiнних з простору MBΩ

p,θ

Нехай Lp(Td), 1 ≤ p ≤ ∞, — простiр 2π-перiодичних за кожною змiнною i

сумовних у степенi p на кубi Td =
d∏
j=1

[0, 2π) функцiй f(x) = f(x1, . . . , xd)

зi скiнченною нормою, яка визначається рiвнiстю:

||f ||p :=
(

(2π)−d
∫
Td

|f(x)|p dx
)1/p

, 1 ≤ p <∞,

||f ||∞ := ess sup
x∈Td

|f(x)|.

Додатково будемо вважати, що функцiї f належать до простору

L0
p(Td) =

{
f : f ∈ Lp(Td),

2π∫
0

f(x) dxj, j = 1, . . . , d

}
.

Для f ∈ L0
p(Td) i для t = (t1, . . . , td), tj ≥ 0, j = 1, . . . , d, розглядати-

мемо мiшаний модуль неперервностi (порядку l)

Ωl(f, t)p = sup
|hj |≤tj
j=1,...,d

||∆l
hf(·)||p,
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де

∆l
hj
f(x) =

l∑
n=0

(−1)l−nCn
l f(x1, . . . , xj−1, xj + jh, xj+1, . . . , xd)

— мiшана l-та рiзниця з кроком hj за змiнною xj.
Нехай Ω(t) = Ω(t1, . . . , td) — задана функцiя типу мiшаного модуля

неперервностi порядку l, яка задовольняє такi умови:

1) Ω(t) > 0, t > 0; Ω(t) = 0, якщо
d∏
j=1

tj = 0;

2) Ω(t) є неспадною за кожною зi змiнних;

3) Ω(m1t1, . . . ,mdtd) 6

(
d∏
j=1

mj

)l
Ω(t), mj ∈ N, j = 1, . . . , d.

Наведемо означення просторiв MBΩ
p,θ, розглянутих в роботi [191]. Для

1 < p < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ i функцiї Ω(t) типу мiшаного модуля неперерв-
ностi порядку l простiр MBΩ

p,θ визначається таким чином:

MBΩ
p,θ := {f ∈ L0

p(Td) : ||f ||MBΩ
p,θ
<∞},

де

||f ||MBΩ
p,θ

=

{∫
Td

(
Ωl(f, t)p

Ω(t)

)θ d∏
j=1

dtj
tj

} 1
θ

, 1 ≤ θ <∞,

||f ||MBΩ
p,∞

= sup
t>0

Ωl(f, t)p
Ω(t)

.

Для того, щоб розглянути декомпозицiйне зображення норми функцiй
з простору MBΩ

p,θ, яким будемо користуватися при встановленнi оцiнок
апроксимацiйних характеристик, означимо деякi додатковi величини.

Кожному вектору s ∈ Nd поставимо у вiдповiднiсть множину

ρ(s)=
{
k : k = (k1, . . . , kd), 2sj−1 ≤ |kj| < 2sj , sj ∈ N, kj ∈ Z, j = 1, . . . , d

}
.

(3.1)
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Для f ∈ L0
p(Td) покладемо

δs(f,x) =
∑
k∈ρ(s)

f̂(k)ei(k,x),

де (k,x) = k1x1 + · · ·+ kdxd.
На функцiю Ω(t) будемо накладати деякi додатковi умови (Sα) та

(Sl) [13], якi називають умовами Барi–Стєчкiна. Сформулюємо їх.
Будемо говорити, що функцiя ϕ(τ) ≥ 0 вiд однiєї змiнної задовольняє

умову (Sα), якщо ϕ(τ)/τα майже зростає при деякому α > 0, тобто iснує
константа C1 > 0, яка не залежить вiд τ , така, що

ϕ(τ1)

τα1
≤ C1

ϕ(τ2)

τα2
, 0 ≤ τ1 ≤ τ2.

Функцiя ϕ(τ) ≥ 0 задовольняє умову (Sl), якщо ϕ(τ)/τβ майже спадає
при деякому 0 < β < l, тобто iснує константа C2 > 0, яка не залежить
вiд τ , така, що

ϕ(τ1)

τβ1
≥ C2

ϕ(τ2)

τβ2
, 0 ≤ τ1 ≤ τ2.

Будемо говорити, що Ω = Ω(t) задовольняє умови (Sα) та (Sl), якщо
Ω(t) задовольняє цi умови за кожною змiнною tj при фiксованих змiнних
ti, i 6= j.

Множину функцiй Ω = Ω(t), для яких виконуються сформульованi
вище умови 1 – 4, а також умови (Sα) та (Sl), будемо позначати через
Φα,l.

В роботах [70, 191] встановлено, що при 1 < p < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞,
Ω ∈ Φα,l виконуються спiввiдношення:

||f ||MBΩ
p,θ
�
{∑

s

||δs(f, ·)||θp (Ω(2−s))−θ
} 1

θ

, 1 ≤ θ <∞, (3.2)

‖f‖MBΩ
p,∞
� sup

s

‖δs(f, ·)‖p
Ω(2−s)

, (3.3)
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де Ω(2−s) = Ω(2−s1, . . . , 2−sd), sj ∈ N, j = 1, . . . , d.
Якщо 1 ≤ p ≤ ∞, Ω ∈ Φα,l, то

‖f‖MBΩ
p,∞
� sup

s

‖As(f, ·)‖p
Ω(2−s)

. (3.4)

Зазначимо, що (3.2) встановлено в [191], а (3.3), (3.4) — в [70]. А у
випадку Ω(t) = tr1

1 · . . . · t
rd
d , тобто для функцiй iз просторiв MBr

p,θ, спiв-
вiдношення (3.2)–(3.4) встановлено в [47].

Теорема 3.1. Нехай 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ θ < ∞, Ω ∈ Φα,l. Функцiя
f ∈MBΩ

p,θ тодi i лише тодi, коли{∑
s>0

||As(f, ·)||θp (Ω(2−s))−θ
} 1

θ

<∞,

i в цьому випадку

||f ||MBΩ
p,θ
�
{∑

s>0

||As(f, ·)||θp (Ω(2−s))−θ
} 1

θ

. (3.5)

Доведення. Зазначимо, що при доведеннi теореми будемо використо-
вувати деякi iдеї з роботи [191]. Встановимо для ||f ||MBΩ

p,θ
оцiнку зверху.

В [191] показано, що

||f ||θMBΩ
p,θ
�
∑
k≥0

(
Ωl(f, 2

−k)p

)θ
(Ω(2−k))−θ (3.6)

де k = (k1, . . . , kd), 2−k = (2−k1, . . . , 2−kd), kj ∈ Z+, j = 1, . . . , d.
Враховуючи, що (див., наприклад, [59, с. 304])

f(x) =
∑
s>0

As(f,x),
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одержуємо

Ωl(f, 2
−k)p = sup

|h|≤2−k
||∆l

hf(·)||p ≤
∑
s>0

sup
|h|≤2−k

||∆l
hAs(f, ·)||p. (3.7)

Для проведення подальших мiркувань розглянемо два випадки.
Якщо |hj| ≤ 2−sj , то використаємо для оцiнки ||∆l

hj
As(f, ·)||p нерiвнiсть

(див., наприклад, [59, с. 166])

||∆l
hj
g(·)||p ≤ |hj|l

∥∥∥∥ ∂lg∂xlj
∥∥∥∥
p

та нерiвнiсть Бернштейна для тригонометричних полiномiв. Тодi

||∆l
hj
As(f, ·)||p ≤ |hj|l

∥∥∥∥ ∂l∂xljAs(f, ·)
∥∥∥∥
p

� |hj|l2sj l||As(f, ·)||p. (3.8)

Якщо ж |hj| > 2−sj , то, використовуючи для оцiнки ||∆l
hj
As(f, ·)||p

нерiвнiсть Мiнковського, маємо

||∆l
hj
As(f, ·)||p � ||As(f, ·)||p (3.9)

Беручи до уваги (3.7) та (3.9), робимо висновок, що

||∆l
hAs(f, ·)||p � ||As(f, ·)||p

d∏
j=1

min{1, |hj|l2sj l},

а

sup
|h|≤2−k

||∆l
hAs(f, ·)||p � ||As(f, ·)||p

d∏
j=1

min{1, 2l(sj−kj)}, (3.10)

Далi, враховуючи (3.6), (3.10) та використовуючи тi ж самi мiркування,
що i в [191], доводимо, що

∑
k≥0

(
Ωl(f, 2

−k)p

)θ
(Ω(2−k))−θ �

∑
s>0

||As(f, ·)||θp(Ω(2−s))−θ. (3.11)

Об’єднуючи (3.6) i (3.11), одержуємо для (3.5) оцiнку зверху.
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Оцiнка знизу встановлюється аналогiчно до того, як це було зроблено
в роботi [191], iз замiною δs(f) на As(f). Перейдемо до встановлення
оцiнки знизу. Оскiльки Ω(t), Ωl(f, t)p задовольняють умови 1 – 4, (Sα)

та (Sl), то при 0 < t1 < t2 < 2t1 мають мiсце спiввiдношення

Ω(t1) � Ω(t2), Ωl(f, t1)p � Ωl(f, t2)p. (3.12)

У роботi [70] встановлено, що при 1 ≤ p ≤ ∞ виконується нерiвнiсть

||As(f, ·)||p � Ωl(f, 2
−s)p (3.13)

Виходячи з (3.5) i враховуючи (3.12) та (3.13), одержуємо

||f ||MBΩ
p,θ
>

 1∫
0

. . .

1∫
0

(
Ωl(f, t)p

Ω(t)

)θ d∏
j=1

dtj
tj

1/θ

�

�
(∑

s>0

(Ωl(f, 2
−s)p)

θ (Ω(2−s))−θ
) 1

θ

�
(∑

s>0

||As(f, ·)||θp (Ω(2−s))−θ
) 1

θ

.

Оцiнку знизу встановлено.
Теорему 3.1 доведено.

Метою встановлення результату теореми 3.1 є подальше дослiдження
класiвMBΩ

p,θ (одиничних куль просторiвMBΩ
p,θ) з апроксимацiйної точки

зору, яке дозволяє охопити “крайнi” значення параметра p, тобто p = 1 та
p = ∞. Можна констатувати, що спiввiдношення дало поштовх вивчен-
ню певних апроксимацiйних характеристик класiв MBΩ

p,θ, включаючи
MBΩ

1,θ та (або) MBΩ
∞,θ, що призвело до появи робiт Г.А. Акiшева [152],

Ш.А. Балгiмбаєвої та Т.I. Смiрнова [12], О.В. Федуник [148], А.Ф. Коног-
рая [42, 43], К.В. Солiч [99, 100], Н.В. Дерев’янко [28], О.В. Федуник-
Яремчук та К.В. Солiч [149], К.В. Пожарської [64] та iн.

Зауваження 3.1. У випадку, коли Ω(t) =
d∏
j=1

t
rj
j , 0 < rj < l,

j = 1, . . . , d, теорему 3.1 було доведено в [47].
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Зауваження 3.2. Спiввiдношення (3.5) можна розглядати, як поши-
рення встановленого М.М. Пустовойтовим [70] зображення норми фун-
кцiй з простору MHΩ

p з випадку θ =∞ на випадок 1 ≤ θ <∞.
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3.2. Наближення класiв MBω
p,θ перiодичних функцiй

з узагальненою мiшаною гладкiстю полiномами
зi спектром з рiвномiрних схiдчастих гiперболi-
чних хрестiв

3.2.1. Найкраще наближення класiв MBω
p,θ перiодичних фун-

кцiй багатьох змiнних у метрицi простору Lq. В даному пунктi
розв’язується задача наближення перiодичних функцiй багатьох змiнних
мiшаної гладкостi з класiв MBΩ

p,θ у випадку, коли гладкiсна функцiя Ω

має вигляд

Ω(t) = ω(t1 . . . td) = ω

( d∏
j=1

tj

)
(3.14)

(при таких Ω(t) будемо користуватись позначенням MBω
p,θ замiсть

MBΩ
p,θ), а ω = ω(τ) — функцiя однiєї змiнної типу модуля неперервно-

стi порядку l, l ∈ N, яка задовольняє умови Барi–Стєчкiна (Sα) та (Sl),
тобто ω ∈ Φα,l. Якщо ω(τ) = τ r, 0 < r < l, то класи MBω

p,θ збiгаються з
вiдомими класами Нiкольського–Бєсова MBr

p,θ — одиничними кулями в
просторi MBr

p,θ.
В [70, 191, 68, 115] були знайденi точнi за порядком оцiнки величин

EQn(MBω
p,θ)q := sup

f∈MBω
p,θ

EQn(f)q := sup
f∈MBω

p,θ

inf
t∈T (Qn)

||f − t||q (3.15)

— найкращого наближення класiв MBω
p,θ тригонометричними полiнома-

ми з “номерами” гармонiк зi схiдчастих гiперболiчних хрестiв

Qn := Q1
n :=

⋃
||s||1≤n

ρ(s), (3.16)

де ||s||1 := (s,1) = s1 + · · · + sd, ρ(s) задано формулою (3.1), а T (Qn) —
множина тригонометричних полiномiв з “номерами” гармонiк з Qn.

Метою даного пункту, є одержання слабкої асимптотики величин
EQ1

n
(MBω

p,θ)q при не розглянутих ранiше спiввiдношеннях мiж параме-
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трами p та q, а саме при “крайнiх” значеннях параметрiв p та q, тобто
якщо вони обидва, або один з них приймає значення 1 або ∞.

Зазначимо, що в [68] для θ = ∞ та в [115] при 1 ≤ θ < ∞ (див.
теорему 3.9) встановлено, що при 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞ (за винятком випадкiв
p = q =∞ та 2 < p ≤ ∞, q = 1) виконується порядкова рiвнiсть

EQn(MBω
p,θ)q � ω(2−n)n

(d−1)
(

1
p0
− 1
θ

)
+, (3.17)

де p0 = min{p; 2}, ω ∈ Φα,l.

Теорема 3.2. Нехай d ≥ 1, ω ∈ Φα,l, тодi для 2 < p ≤ ∞, q = 1,
1 ≤ θ ≤ 2 або p = q =∞, θ = 1 виконується порядкова оцiнка

EQn(MBω
p,θ)q � ω(2−n). (3.18)

Теорема 3.3. Нехай d = 2, ω ∈ Φα,l, тодi справедливi спiввiдношення

EQn(MBω
p,θ)q �

 ω(2−n)n1− 1
θ , якщо p = q =∞, 1 < θ ≤ ∞,

ω(2−n)n
1
2−

1
θ , якщо 2 < p ≤ ∞, q = 1, 2 < θ ≤ ∞.

(3.19)

Доведення теорем 3.2 та 3.3. Доведення оцiнок зверху в (3.18),
(3.19) будемо проводити в d-вимiрному (d ≥ 1) випадку. Оцiнка звер-
ху в (3.18), (3.19) при q = 1 слiдує з (3.17) внаслiдок вкладення
MBω

p,θ ⊂MBω
2,θ, 2 < p ≤ ∞.

У випадку p = q = ∞ скориставшись нерiвнiстю Гельдера та взявши
до уваги, що ω(τ) задовольняє умову (Sα) з деяким α > 0, для довiльної
функцiї f ∈MBω

∞,θ будемо мати

EQn(f)∞ ≤
∥∥∥∥ ∑
||s||1>n

As(f)

∥∥∥∥
∞
≤
∑
||s||1>n

||As(f)||∞ ≤

≤
( ∑
||s||1>n

(ω(2−||s||1))−θ||As(f)||θp
) 1

θ
( ∑
||s||1>n

(
ω(2−||s||1)

2−α||s||1

)θ′
2−αθ

′||s||1
) 1

θ′

�
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� ||f ||MBωp,θ
ω(2−n)

2−αn

( ∑
||s||1>n

2−αθ
′||s||1

) 1
θ′

�

� ω(2−n)

2−αn
2−αnn

d−1
θ′ = ω(2−n)n(d−1)(1− 1

θ ),

де 1/θ + 1/θ′ = 1.
Оцiнки зверху встановлено.
Доведення оцiнок знизу в (3.18), (3.19) буде базуватися на побудовi

вiдповiдних екстремальних функцiй.
Розглянемо функцiї

ϕ1(x) =
m∑

s′1=0

ei(4
s′1x1+4m−s

′
1x2)

та

ϕ2(x) =
m∑

s′1=0

cos 4s
′
1x1 cos 4m−s

′
1x2,

а також
gj(x) = Cj ω(2−n)n−1/θϕj(x), j = 1, 2.

При θ = ∞ покладемо 1
θ = 0. Розглянемо множину S(m) = {s : s =

2s′, s′1 + s′2 = m}, де s′ = (s′1, s
′
2) ∈ Z2

+. Очевидно, що при θ = ∞ та
s ∈ S(m) виконуються порядковi нерiвностi

||As(gj)||∞ � ω(2−||s||1), j = 1, 2. (3.20)

тому, враховуючи означення (3.5) норми в MBω
∞,θ та #S(m) � m, при

1 ≤ θ <∞ i n = 2m маємо

||gj||MBω∞,θ � n−1/θ

( ∑
s∈S(m)

(ω−1(2−||s||1)ω(2−||s||1))θ
)1/θ

� 1. (3.21)

З (3.20) i (3.21) робимо висновок, що згiдно з (3.5), (3.4) gj ∈MBω
∞,θ,

1 ≤ θ ≤ ∞, при певному значеннi Cj > 0, j = 1, 2.
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В [192, гл. 3, § 3] доведено, що

EQ2m−1
(ϕ1)1 � m1/2,

EQ2m−1
(ϕ2)∞ � m,

тому
EQn−1

(MBω
p,θ)1 ≥ EQ2m−1

(MBω
∞,θ)1 ≥ EQ2m−1

(g1)1 �

� ω(2−n)n−1/θEQ2m−1
(ϕ1)1 � ω(2−n)n

1
2−

1
θ

для 2 < p ≤ ∞, q = 1, 2 < θ ≤ ∞, а для p = q =∞, 1 < θ ≤ ∞ —

EQn−1
(MBω

∞,θ)∞ ≥ EQ2m−1
(g1)∞ �

� ω(2−n)n−1/θEQ2m−1
(ϕ2)∞ � ω(2−n)n1− 1

θ .

Таким чином, спiввiдношення (3.19) повнiстю доведено.
Встановимо тепер оцiнку знизу в (3.18).
Розглянемо спочатку випадок 2 < p ≤ ∞, q = 1, 1 ≤ θ ≤ 2. В якостi

екстремальної виберемо таку функцiю

g3(x) = C3 ω(2−n)ei(2
s̃1x1+···+2s̃dxd), C3 > 0,

де s̃ = (s̃1, . . . , s̃d) ∈ Nd i ||s̃||1 = n+ 1.
Легко перевiрити, що g3 ∈MBω

p,θ для деякого значення C3 > 0. Таким
чином, маємо

EQn(MBω
p,θ)1 ≥ EQn(g3)1 = ||g3||1 � ω(2−n). (3.22)

Нарештi, у випадку p = q = ∞, θ = 1 аналогiчно, як i в (3.22), одер-
жуємо

EQn(MBω
∞,1)∞ ≥ EQn(g3)∞ = ||g3||∞ � ω(2−n).

Зазначимо, що вiдповiднi оцiнки знизу в (3.18), у зв’язку з незалежнiс-
тю правої частини (3.18) вiд розмiрностi d, також випливають з однови-
мiрного випадку (див., наприклад, [107], точнiше, теорему 2.10).
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Оцiнки знизу в (3.18) встановлено.
Теореми 3.2 та 3.3 доведено.

На завершення наведемо деякi коментарi.

Зауваження 3.3. При ω(τ) = τ r, r > 0, теореми 3.2 i 3.3 мiстять
вiдповiднi результати i для класiв MBr

p,θ, зокрема, випадки p = q =∞ i
p = ∞, q = 1 при d = 2, θ = ∞ розглянутi в [192, гл. 3, § 3], 1 ≤ θ ≤ 2,
q = 1, 2 < p <∞ — в [77], 2 < θ <∞, 2 < p ≤ ∞ — в [89], а p = q =∞,
1 ≤ θ <∞ — в [83].

Зауваження 3.4. Той факт, що ω ∈ Φα,l з деяким α > (1/p−1/q)+ за-
безпечує вкладенняMBω

p,θ ⊂ Lq(Td). Надалi наявнiсть в текстi нерiвностi
α > (1/p− 1/q)+ буде означати, що ω ∈ Φα,l з деяким α > (1/p− 1/q)+.
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3.2.2. Найкраще наближення класiв MBω
p,θ перiодичних фун-

кцiй багатьох змiнних в L∞. В даному пунктi продовжуються дослi-
дження пункту 3.2.1. Вiдмiннiсть полягає лише в тому, що наближення
здiйснюється не в метрицi простору Lq, q < ∞, якщо не брати до уваги
випадок p = q =∞ в теоремi 3.2, а в метрицi простору L∞.

Якщо 1 ≤ p < q <∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, d ≥ 1, α > 1/p− 1/q, то

EQn(MBω
p,θ)q � ω(2−n)2n( 1

p−
1
q )n

(d−1)( 1
q−

1
θ)+. (3.23)

Оцiнка (3.23) для 1 < p < q < ∞, θ = ∞ встановлена в [70], для
1 < p < q <∞, 1 ≤ θ < ∞ — в [191], а для p = 1, 1 < q < ∞ —
в [148].

Нами буде використана оцiнка [192, гл. 3, § 3]

EQn(MWρ
2)∞ � 2−n(ρ− 1

2 ), (3.24)

де
MWρ

2 = {f : f = ϕ ∗ F(ρ), ‖ϕ‖2 ≤ 1}, (3.25)

F(ρ) = 2d
∏d

j=1

∑∞
kj=1(cos kjxj)/k

ρ
j , ρ > 1/2.

Нехай
SQn(f) := f ∗ DQn, (3.26)

DQn(x) :=
∑
k∈Qn

ei(k,x),

де Qn — схiдчастий гiперболiчний хрест, що заданий формулою (3.16), а
SQn(f) — схiдчасто-гiперболiчна сума Фур’є функцiї f .

Для
EQn(MBω

p,θ)q = sup
f∈MBω

p,θ

‖f − SQn(f)‖q (3.27)

— величини наближення (в метрицi простору Lq(Td)) класiв MBω
p,θ

схiдчасто-гiперболiчними сумами Фур’є SQn(f), в [108, 148] одержана та-
ка оцiнка

EQn(MBω
p,θ)q � ω(2−n)2

n
pn(d−1)(1− 1

θ ) (3.28)
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для 1 ≤ p < ∞, q = ∞, α > 1/p (випадок 1 < p < ∞ розглянутий в
[108], а p = 1 — в [148]).

Зазначимо, що згiдно з означеннями (3.15) та (3.27) величини
EQn(MBω

p,θ)q та EQn(MBω
p,θ)q пов’язанi нерiвнiстю

EQn(MBω
p,θ)q ≤ EQn(MBω

p,θ)q. (3.29)

Справедливi такi твердження.

Теорема 3.4. Нехай 1 ≤ p ≤ 2, 2 ≤ θ ≤ ∞, ω ∈ Φα,l, α > 1/p, тодi
для будь-якого d ≥ 2 виконується порядкова оцiнка

EQn(MBω
p,θ)∞ � ω(2−n)2

n
pn(d−1)( 1

2−
1
θ ). (3.30)

Теорема 3.5. Нехай 2 < p < ∞, ω ∈ Φα,l, α > 1/p, тодi для будь-
якого d ≥ 2 виконується порядкова оцiнка

EQn(MBω
p,θ)∞ �

 ω(2−n)2
n
pn(d−1)( 1

θ′−
2
pθ′ ), якщо 1 < θ ≤ 2,

ω(2−n)2
n
pn(d−1)( 1

θ′−
1
p ), якщо 2 < θ ≤ ∞,

(3.31)

де 1/θ + 1/θ′ = 1.

Теорема 3.6. Нехай 1 ≤ p ≤ 2, 1 ≤ θ ≤ 2, або 2 < p < ∞, θ = 1,
а ω ∈ Φα,l, α > 1/p, тодi для будь-якого d ≥ 1 виконується порядкова
оцiнка

EQn(MBω
p,θ)∞ � ω(2−n)2

n
p . (3.32)

Доведення теорем 3.4, 3.5, 3.6.
Наведемо спочатку доведення спiввiдношення (3.30) при p = 2, тобто

для класу MBω
2,θ.

Для довiльної функцiї f ∈MBω
2,θ позначимо

fm =
∑
||s||1=m

δs(f)
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(тодi легко бачити, що fm ∈MBω
2,θ) i покажемо, що

||fm||2 � ω(2−m)m(d−1)( 1
2−

1
θ ) (3.33)

при 2 ≤ θ ≤ ∞.
Для 2 < θ < ∞, застосовуючи нерiвнiсть Гельдера (з показником

θ/2 > 1) та оцiнку (див., наприклад, [145, вступ])∑
||s||1=m

1 � md−1, (3.34)

одержимо

‖fm‖2
2 = ω2(2−m)

∑
‖s‖1=m

(ω−1(2−‖s‖1)‖δs(fm)‖2)
2 ≤

≤ ω2(2−m)

( ∑
‖s‖1=m

(ω−1(2−‖s‖1)‖δs(fm)‖2)
θ

) 2
θ
( ∑
‖s‖1=m

1

) θ−2
θ

�

� ω2(2−m)

( ∑
‖s‖1=m

(ω−1(2−‖s‖1)‖As(fm)‖2)
θ

) 2
θ

m(d−1)(1− 2
θ ) ≤

≤ ω2(2−m)||fm||2MBω2,θm
(d−1)(1− 2

θ ) ≤ ω2(2−m)m(d−1)(1− 2
θ ).

У випадках θ = 2 i θ =∞ маємо

‖fm‖2
2 � ω2(2−m)‖fm‖2

MBω2,2
≤ ω2(2−m)

i

‖fm‖2
2 ≤ ω2(2−m)

(
sup

s:‖s‖1=m

ω−1(2−‖s‖1)‖δs(fm)‖2

)2 ∑
‖s‖1=m

1�

� ω2(2−m)‖fm‖2
MBω2,∞

m ≤ ω2(2−m)m,

вiдповiдно.
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Тепер розглянемо функцiю

f (ρ)
m :=

∑
‖s‖1=m

∑
k∈ρ(s)

d∏
j=1

|kj|ρf̂(k)ei(k,x),

для якої, враховуючи (3.33), маємо

‖f (ρ)
m ‖2 =

( ∑
‖s‖1=m

‖δs(f (ρ)
m )‖2

2

) 1
2

�
( ∑
‖s‖1=m

22ρ‖s‖1‖δs(fm)‖2
2

) 1
2

=

= 2ρm
( ∑
||s||1=m

‖δs(fm)‖2
2

) 1
2

= 2ρm‖fm‖2 � ω(2−m)2ρmm(d−1)( 1
2−

1
θ ). (3.35)

Оскiльки ω(τ) задовольняє умову (Sα) з деяким α : α > 1/2, то, як
показано в [191], можна вказати ρ : 1/2 < ρ < α i стверджувати, що
ω(τ) задовольняє умову (Sα) з деяким α : α > ρ > 1/2. Доведемо, що
для довiльної функцiї f ∈MBω

2,θ при вибраному значеннi ρ : 1/2 < ρ <

α має мiсце вкладення C(ω, ρ, d)f ∈MWρ
2. Очевидно, що f = f (ρ) ∗F(ρ),

де f (ρ) =
∑∞

m=d f
(ρ)
m . Покажемо, що ‖f (ρ)‖2 � 1. З (3.35) та сказаного

вище вiдносно значення ρ маємо

‖f (ρ)‖2
2 =

∞∑
m=d

‖f (ρ)
m ‖2

2 �
∞∑
m=d

ω(2−m)

2−αm
2−(α−ρ)mm

d−1
2 �

� ω(2−d)

2−αd

∞∑
m=d

2−(α−ρ)mm
d−1

2 � ω(2−d)

2−αd
2−(α−ρ)dd

d−1
2 =

= ω(2−d)2ρdd
d−1

2 . (3.36)

Таким чином, нами показано, виходячи з (3.25) i (3.36), що
C(ω, ρ, d)f ∈MWρ

2 при певному значеннi величини C(ω, ρ, d) > 0.
Беручи до уваги (3.24), (3.35), одержимо

EQn(f)∞ ≤
∞∑

m=n+1

EQn(fm)∞ � EQn(MWρ
2)∞

∞∑
m=n+1

‖f (ρ)
m ‖2 �
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� 2−n(ρ− 1
2 )

∞∑
m=n+1

ω(2−m)

2−αm
2−(α−ρ)mm(d−1)( 1

2−
1
θ ) �

� 2−n(ρ− 1
2 )ω(2−n)

2−αn

∞∑
m=n+1

2−(α−ρ)mm(d−1)( 1
2−

1
θ ) �

� ω(2−n)2(α−ρ+ 1
2 )n2−(α−ρ)nn(d−1)( 1

2−
1
θ ) = ω(2−n)2

n
2n(d−1)( 1

2−
1
θ ). (3.37)

Таким чином оцiнка (3.30) для p = 2 доведена. Доведемо оцiнку (3.30)
для 1 ≤ p < 2.

Виходячи з (3.5) (з (3.4) — аналогiчно) та застосовуючи нерiвнiсть
рiзних метрик Нiкольського, маємо

‖f‖MBωp,θ =

(∑
s

(ω−1(2−‖s‖1)‖As(f)‖p)θ
) 1

θ

�

�
(∑

s

(ω−1(2−‖s‖1)2‖s‖1( 1
2−

1
p )‖As(f)‖2)

θ

) 1
θ

=

=

(∑
s

(ω−1
1 (2−‖s‖1)‖As(f)‖2)

θ

) 1
θ

= ‖f‖MBω1
2,θ
, (3.38)

де ω1(τ) = ω(τ)τ
1
2−

1
p . Внаслiдок (3.38) робимо висновок, що для 1 ≤ p < 2

має мiсце вкладення
MBω

p,θ ⊂MBω1

2,θ, (3.39)

а ω1(τ) = ω(τ)τ
1
2−

1
p задовольняє умову (Sα) з деяким α1 = α + 1/2 −

1/p > 1/2 (оскiльки ω(τ) задовольняє умову (Sα) з деяким α > 1/p).
Внаслiдок вкладення (3.39) та оцiнки (3.37) одержуємо

EQn(MBω
p,θ)∞ � EQn(MBω1

2,θ)∞ �

� ω1(2
−n)2

n
2n(d−1)( 1

2−
1
θ ) = ω(2−n)2

n
pn(d−1)( 1

2−
1
θ ), (3.40)

що й завершує доведення теореми 3.4.
А внаслiдок вкладення MBω

p,θ1
⊂ MBω

p,θ2
, 1 ≤ θ1 < θ2 ≤ ∞, i (3.40)
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маємо для 1 ≤ θ ≤ 2 такi оцiнки

EQn(MBω
p,θ)∞ ≤ EQn(MBω

p,2)∞ � ω(2−n)2
n
p .

Таким чином, оцiнка зверху в (3.32) для 1 ≤ p, θ ≤ 2 встановлена.
Перейдемо тепер до доведення теореми 3.5.
Покажемо спочатку, що при виконаннi умов теореми 3.5 має мiсце

спiввiдношення

EQn(MBω
p,θ)∞ � sup

g∈T⊥(Qn)1

(∑
s

(ω(2−‖s‖1)‖As(g, ·)‖p′)θ
′
) 1

θ′

, (3.41)

де
T⊥(Qn)1 = {t : ‖t‖1 ≤ 1,∀ϕ ∈ T (Qn) (t, ϕ) = 0},

а 2 ≤ p <∞, 1/p+ 1/p′ = 1.
Дiйсно, застосувавши теорему двоїстостi Нiкольського та нерiвнiсть

Гельдера, маємо

EQn(MBω
p,θ)∞ = sup

f∈MBω
p,θ

sup
g∈T⊥(Qn)1

(f, g) =

= sup
f∈MBω

p,θ

sup
g∈T⊥(Qn)1

∑
s

(δs(f), δs(g)) =

= sup
g∈T⊥(Qn)1

sup
f∈MBω

p,θ

∑
s

||δs(f)||p ‖δs(g)‖p′ �

� sup
g∈T⊥(Qn)1

sup
f∈MBω

p,θ

∑
s

‖As(f)‖p ‖As(g)‖p′ =

= sup
g∈T⊥(Qn)1

sup
f∈MBω

p,θ

∑
s

ω−1(2−‖s‖1)‖As(f)‖p ω(2−‖s‖1)‖As(g)‖p′ =

= sup
g∈T⊥(Qn)1

sup
f∈MBω

p,θ

‖f‖MBωp,θ

(∑
s

(ω(2−‖s‖1)‖As(g)‖p′)θ
′
) 1

θ′

=

= sup
g∈T⊥(Qn)1

(∑
s

(ω(2−‖s‖1)‖As(g)‖p′)θ
′
) 1

θ′

.
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Виходячи iз спiввiдношення (3.41), доведених оцiнок зверху величини
EQn(MBω

p,θ)∞, 1 ≤ p ≤ 2, 1 ≤ θ ≤ ∞, розглядаючи при цьому замiсть
функцiї ω функцiю ω1/2, для p = 2 маємо оцiнку(∑

s

(ω
1
2 (2−‖s‖1)‖As(g)‖2)

θ′
) 1

θ′

� ω
1
2 (2−n)2

n
2n(d−1)( 1

2−
1
θ )+. (3.42)

Скориставшись нерiвнiстю (див., наприклад, [192, вступ, § 1]),

‖f‖p ≤ ‖f‖ζa ‖f‖
1−ζ
b

де 1 ≤ a < p < b ≤ ∞, ζ = (1/p − 1/b)/(1/a − 1/b), а потiм нерiвнiстю
Гельдера з показником p′/(2(p′ − 1)) > 1 (1 < p′ <∞), одержимо(∑

s

(ω(2−‖s‖1)‖As(g)‖p′)θ
′
) 1

θ′

≤

≤
(∑

s

((ω(2−‖s‖1)‖As(g)‖2
2)

1− 1
p′ (ω(2−‖s‖1))

1
p′ ‖As(g)‖

2
p′−1

1 )θ
′
) 1

θ′

≤

≤
(∑

s

(
ω

1
2 (2−||s||1)‖As(g)‖2

)θ′ ) 2
θ′ (1−

1
p′ )

×

×
(∑

s

(
ω(2−‖s‖1)

) θ′
2−p′ ‖As(g)‖θ′1

) 2−p′
p′θ′

. (3.43)

Далi, оскiльки g ∈ T⊥(Qn)1, то ||As(g)||1 � 1, а тому

∑
s

(
ω(2−‖s‖1)

) θ′
2−p′ ‖As(g)‖θ′1 �

∑
‖s‖1≥n−d

(
ω(2−‖s‖1)

2−α‖s‖1
2−α‖s‖1

) θ′
2−p′

�

�
(
ω(2−(n−d))

2−α(n−d)

) θ′
2−p′ ∑

‖s‖1≥n−d

(
2−α‖s‖1

) θ′
2−p′ �

�
(
ω(2−(n−d))

) θ′
2−p′

(n− d)d−1 �
(
ω(2−n)

) θ′
2−p′ nd−1. (3.44)
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Пiдставляючи (3.42) i (3.44) в (3.43), а потiм (3.43) в (3.41), для
1 < θ ≤ 2 одержимо

EQn(MBω
p,θ)∞ �

(
ω

1
2 (2−n)2

n
2n(d−1)( 1

2−
1
θ )+

)2
p
((
ω(2−n)

) 1
2−p′ n

d−1
θ′

) 2−p′
p′

=

= ω(2−n)2
n
pn(d−1)( 1

θ′−
2
pθ′ ),

а для 2 < θ ≤ ∞ —

EQn(MBω
p,θ)∞ � ω(2−n)2

n
pn(d−1)( 1

θ′−
1
p ),

вiдповiдно.
Таким чином, теорему 3.5 доведено.
Залишилось тепер лише в (3.32) встановити оцiнку зверху для

2 < p <∞, θ = 1, а також встановити оцiнку знизу.
Для 1 ≤ p <∞, θ = 1, враховуючи (3.29) i (3.28) маємо

EQn(MBω
p,1)∞ ≤ EQn(MBω

p,1)∞ � ω(2−n)2
n
p .

Оскiльки права частина (3.32) не залежить вiд розмiрностi d, то ни-
жню оцiнку в (3.32) можна встановити виходячи з одновимiрного випад-
ку, який мiститься, наприклад, в [107].

Теорему 3.6 доведено.

На завершення наведемо деякi коментарi.

Зауваження 3.5. Теореми 3.4–3.6 у випадку ω(τ) = τ r, r > 1/p мiс-
тять вiдповiднi результати для класiв MB r

p,θ, якi для θ =∞ встановленi
в [192, гл. 3, § 3] (а для 1 ≤ p ≤ 2, θ = ∞ встановленi ранiше в [144]),
для 1 ≤ p ≤ 2, 2 ≤ θ < ∞ — в [88], а для 1 ≤ p ≤ 2, 1 ≤ θ ≤ 2 або
2 < p <∞, 1 < θ <∞ — в [77].

Зауваження 3.6. Порiвнюючи (3.30)–(3.32) з (3.28) приходимо до
висновку, що при 1 ≤ p < ∞, d ≥ 2, ω ∈ Φα,l, α > 1/p мають мiсце
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спiввiдношення

EQn(MBω
p,θ)∞ = o

(
EQn(MBω

p,θ)∞
)
, 1 < θ ≤ ∞,

EQn(MBω
p,1)∞ � EQn(MBω

p,1)∞. (3.45)

Зазначимо, що порядкова рiвнiсть (3.45), беручи до уваги (3.28) та (3.32),
виконується для d ≥ 1. Крiм того, з точки зору точних за порядком оцi-
нок, вiдмiнностi мiж EQn(MBω

p,θ)∞ та EQn(MBω
p,θ)∞ зникають при лише

у випадку θ = 1, тобто на найвужчих класах Бєсова перiодичних фун-
кцiй багатьох змiнних з узагальненою мiшаною гладкiстю спецiального
вигляду.

Якщо ж d = 1, то при 1 ≤ p < ∞, q = ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, ω ∈ Φα,l,
α > 1/p маємо (див., наприклад, [107], або пiдроздiл 2.3, а саме, теореми
2.10 та 2.12)

EQn(MBω
p,θ)∞ � EQn(MBω

p,θ)∞ � ω(2−n)2
n
p .

Якщо ж d = 1, p = q =∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, ω ∈ Φα,l, α > 0, то виконується
така порядкова рiвнiсть (див. зауваження 2.9 та, наприклад, [107], або
пiдроздiл 2.3, а саме, теорему 2.10)

EQn(MBω
∞,θ)∞ � nEQn(MBω

∞,θ)∞ � ω(2−n)n.
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3.2.3. Наближене вiдновлення класiв MHω
p перiодичних фун-

кцiй багатьох змiнних. Розглянемо такий оператор (див. [147]), який
дiє в C(T1),

∆0(f, x) = I1(f, x), ∆n(f, x) = I2n(f, x)− I2n−1(f, x), n ∈ N,

де

Im(f, x) =
1

8m

8m−1∑
j=0

Vm(x− jπ

4m
)f(

jπ

4m
).

Оператор ∆s(f,x), який дiє в C(Td), означаємо як суперпозицiю одно-
вимiрних операторiв:

∆s(f,x) = ∆s1
(∆s2

. . .∆sd(f,x) . . . ),

де оператор ∆sj дiє як одновимiрний оператор на функцiю, яка залежить
вiд змiнної xj.

Нам будуть потрiбнi такi властивостi оператора ∆s(f,x) (див. [147]).
1. Нехай вектори s = (s1, . . . , sd) i k = (k1, . . . , kd) такi, що для деякого

j, для якого має мiсце нерiвнiсть |kj| ≤ 2sj−1, sj ≥ 1, виконується умова
∆s(e

i(k,x),x) = 0.

2. Нехай оператор Fr(f) — згортка f з Fr := Fr(x,0). Розглянемо опе-
ратор ∆sFr, який є суперпозицiєю операторiв Fr i ∆s. Позначимо через
‖∆sFr‖p→p норму оператора ∆sFr, який дiє з простору Lp в простiр Lp.
Тодi для r > 1

p має мiсце оцiнка

‖∆sFr‖p→p ≤ Cr,d 2−r||s||1.

Теорема 3.7. Нехай 1 ≤ p ≤ ∞, ω ∈ Φα,l, α > 1
p. Тодi знайдеться сис-

тема векторiв ξ1, . . . , ξm i лiнiйний неперервний оператор Tm такий,
що Tm(f) побудований по значеннях f(ξµ), µ = 1, . . . ,m, так, що

sup
f∈MHω

p

‖f − Tm(f)‖p � ω(m−1 logd−1m) logd−1m.
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Доведення. Враховуючи означення оператора ∆n(f) i той факт, що
‖Im‖∞→∞ ≤ C, для будь-якої неперервної функцiї f має мiсце зображен-
ня

f(x) =
∞∑
n=0

∆n(f,x). (3.46)

Доведемо теорему для функцiй f ∈ MHω
p за припущення, що f —

довiльний тригонометричний полiном. Як буде видно з подальших мiр-
кувань це припущення не зменшує загальностi. Отже, нехай f — триго-
нометричний полiном. Тодi внаслiдок (3.46) для f має мiсце зображення

f(x) =
∑
s

∆s(f,x). (3.47)

де s пробiгає скiнченну кiлькiсть векторiв.
Вiзьмемо деяке натуралне число n i за цим числом побудуємо систему

точок ξ1, . . . , ξ|Qn| при
|Qn| ≤ 2nnd−1, (3.48)

а далi визначимо вiдповiдний оператор TQn.
Включимо в систему точок ξ1, . . . , ξ|Qn| всi точки вигляду(

l1π

2s1+2
,
l1π

2s2+2
, . . . ,

l1π

2sd+2

)
, lj = 0, 1, . . . , 2sj+3 − 1, j = 1, . . . , d. (3.49)

де вектори s задовольняють умову ||s||1 ≤ n, sj = 0, 1, . . . , j = 1, . . . , d.

Тодi для кiлькостi таких точок |Qn| має мiсце оцiнка

|Qn| ≤
∑
||s||1≤n

2||s||1. (3.50)

Враховуючи (3.34) одержуємо оцiнку

∑
||s||1≤n

2||s||1 =
n∑
j=d

∑
||s||1=j

2||s||1 =
n∑
j=d

2j
∑
||s||1=j

1 �
n∑
j=d

2jjd−1 � 2nnd−1.

(3.51)
Перейдемо до побудови оператора TQn. Для неперервної функцiї по-
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кладемо
TQn(f) =

∑
||s||1≤n

∆s(f,x). (3.52)

Кожен оператор будуємо по значеннях в точках вигляду (3.49). Тому
оператор TQn побудовано по значеннях функцiї в точках ξ1, . . . , ξ|Qn|. Лi-
нiйнiсть та неперервнiсть оператора TQn(f) випливає з вiдповiдних влас-
тивостей операторiв ∆s(f).

Доведемо тепер, що для довiльної функцiї f ∈ MHω
p має мiсце спiв-

вiдношення
‖f − TQn(f)‖p � ω(2−n)nd−1. (3.53)

Внаслiдок зображення (3.47) та означення оператора (3.52) одержимо

‖f − TQn(f)‖p =

∥∥∥∥ ∑
||s||1>n

∆s(f, ·)
∥∥∥∥
p

≤
∑
||s||1>n

‖∆s(f, ·)‖p. (3.54)

Оцiнимо окремий доданок в (3.54). Для цього функцiю f ∈MHω
p зоб-

разимо у виглядi
f(x) =

∑
s

As(f,x).

Внаслiдок властивостi 1 оператора ∆s(f) для будь-якого вектора
µ = (µ1, . . . , µd) такого, що хоча б для одного j виконана нерiвнiсть
µj < sj, j = 1, . . . , d, будемо мати рiвнiсть

∆s(Aµ(f),x) = 0,

а тому
‖∆s(f, ·)‖p ≤

∑
µ:µj≥sj ,
j=1,...,d

‖∆s(Aµ(f), ·)‖p. (3.55)

Оцiнимо окремо кожен доданок в (3.55). Нехай Dρ позначає оператор,
означений на тригонометричних полiномах, який є оберненим до опера-
тора Fρ. Очевидно, що це є оператор диференцiювання (взагалi кажучи,
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дробового) порядку ρ. Тодi внаслiдок нерiвностi Бернштейна

‖DρAµ(f)‖p � 2ρ||µ||1‖Aµ(f)‖p, ρ > 0. (3.56)

Далi, використовуючи властивiсть 2 оператора знаходимо для ρ > 1
p :

‖∆s(Aµ(f))‖p = ‖∆sFρDρAµ(f)‖p ≤ Cρ,d 2−ρ||s||1‖DρAµ(f)‖p (3.57)

Використовуючи (3.56), з (3.57) одержимо

‖∆s(Aµ(f))‖p � 2−ρ||s||1‖DρAµ(f)‖p �

� 2−ρ||s||12ρ||µ||1‖Aµ(f)‖p � 2−ρ||s||12ρ||µ||1ω(2−||µ||1). (3.58)

Нехай число ρ пiдiбрано так, що 1
p < ρ < α, тодi iз спiввiдношень (3.55)

i (3.58) знайдемо

‖∆s(f, ·)‖p ≤
∑

µ:µj≥sj ,
j=1,...,d

‖∆s(Aµ(f), ·)‖p �

� 2−ρ||s||1
∑

µ:µj≥sj ,
j=1,...,d

ω(2−||µ||1)

2−ρ||µ||1
� 2−ρ||s||1

ω(2−||s||1)

2−ρ||s||1
= ω(2−||s||1). (3.59)

Пiдставляючи оцiнку (3.59) у спiввiдношення (3.53), iз врахуванням
(3.50), одержимо

‖f − TQn(f)‖p ≤
∑
||s||1>n

‖∆s(f, ·)‖p �

�
∑
||s||1>n

ω(2−||s||1)� ω(2−n)nd−1. (3.60)

Нарештi, нехай задане число m. Знайдемо число n таке, щоб викону-
вались спiввiдношення

‖Qn‖ ≤ m, m� 2nnd−1. (3.61)
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В якостi оператора Tm вiзьмемо оператор TQn. Тодi потрiбна оцiнка
норми ‖f − Tm(f)‖p буде випливати з (3.60) i (3.61).

Теорему 3.7 доведено.

Зауваження 3.7. Вiдомо низку робiт (див., наприклад, [96, 39, 97,
98]), в яких встановлюється оцiнка похибки вiдновлення функцiї бага-
тьох змiнних по її значеннях у вузлах паралелепiпедальної теоретико-
числової сiтки. Порядки цих оцiнок гiршi, нiж порядки колмогоровських
поперечникiв вiдповiдних класiв.

Вище побудовано сiтки, для яких похибки вiдновлення функцiй з кла-
сiв MHω

p (при певних значеннях p) по значеннях у вузлах цих сiток не
гiршi, нiж порядки найкращих наближень EQn(MHω

p )p [68] тригономет-
ричними полiномами з номерами гармонiк зi схiдчасто-гiперболiчних
хрестiв. При умовах сформульованої вище теореми i m � 2nnd−1 має
мiсце оцiнка (див. [68]):

sup
f∈MHω

1

‖f−Tm(f)‖1�EQn(MHω
1 )1�ω(2−n)nd−1�ω(m−1 logd−1m) logd−1m,

де TQn — множина тригонометричних полiномiв з “номерами” гармонiк
зi схiдчасто-гiперболiчних хрестiв Qn.

Зауваження 3.8. Нехай ω(τ) = τ r, r > 0. Тодi класиMHω
p збiгаються

з класами MHr
p i в такому випадку можемо записати

sup
f∈MHr

p

‖f − Tm(f)‖p � m−r(logm)(r+1)(d−1). (3.62)

Оцiнку (3.62) встановлено В.М. Темляковим в роботi [147].
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3.3. Найкраще наближення класiв функцiй з уза-
гальненою мiшаною гладкiстю полiномами з
“номерами” гармонiк з гiперболiчних хрестiв

3.3.1. Найкраще наближення класiв MBΩ
p,θ перiодичних фун-

кцiй багатьох змiнних у метрицi простору Lq, 1 ≤ q < ∞. Спо-
чатку означимо множини, в яких будуть мiститись “номери” гармонiк
тригонометричних полiномiв, якi будуть використовуватись для набли-
ження функцiй. Для будь-якого натурального числа N покладемо

κ(N) = κ(Ω, N) =

{
s = (s1, . . . , sd) : sj ∈ N, Ω(2−s) ≥ 1

N

}
, (3.63)

Q(N) = Q(Ω, N) =
⋃

s∈κ(N)

ρ(s). (3.64)

Зазначимо, що множини Q(N) породжуються поверхнями рiвня фун-

кцiї Ω(t) i в тому випадку, коли Ω(t) =
d∏
j=1

t
rj
j , rj > 0, j = 1, . . . , d, вони

є схiдчастими гiперболiчними хрестами.
Далi, позначимо

κ⊥(N) = {s = (s1, . . . , sd) : sj ∈ N, Ω(2−s) <
1

N
}, (3.65)

Q⊥(N) =
⋃

s∈κ⊥(N)

ρ(s),

Θ(N) = κ⊥(N)\ κ⊥(2lN) (3.66)

З (3.65) та (3.66) випливає, що Θ(N) ⊂ κ⊥(N) та

1

2lN
≤ Ω(2−s) <

1

N
, (3.67)

тобто
Ω(2−s) � 1

N
, (3.68)
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де s ∈ Θ(N).
В [71] показано, що Θ(N) 6= ∅ та

|Θ(N)| � (log2N)d−1, (3.69)

де |M| — кiлькiсть елементiв множиниM.
Перейдемо тепер до означення апроксимацiйних характеристик, якi

будуть дослiджуватись.
Нехай Λ ⊂ Nd — деяка обмежена множина. Розглянемо таку множину:

Q(Λ) = {k : k ∈ ρ(s), s ∈ Λ} =
⋃
s∈Λ

ρ(s).

Через tQ(Λ)(x) позначимо тригонометричний полiном зi спектром з
Q(Λ), тобто

tQ(Λ)(x) =
∑

k∈Q(Λ)

cke
i(k,x),

де ck — довiльнi числа, (k,x) = k1x1 + · · ·+ kdxd.
Тодi для f ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, величина

EQ(Λ)(f)p = inf
tQ(Λ)

||f(·)− tQ(Λ)(·)||p

— найкраще наближення функцiї f тригонометричними полiномами зi
спектром з множини Q(Λ).

Якщо F ⊂ Lp — деякий клас функцiй, то покладаємо

EQ(Λ)(F )p = sup
f∈F

EQ(Λ)(f)p.

Нехай f ∈ Lp(Td) та f̂(k) = (2π)−d
∫
πd

f(t)e−i(k,t) dt — коефiцiєнти

Фур’є функцiї f . Позначимо

δs(f,x) =
∑
k∈ρ(s)

f̂(k)ei(k,x).
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Наведемо одне з тверджень, яким будемо користуватись далi.
Теорема III.1 (Лiттльвуда – Пелi, див., наприклад, [59, гл. 1]). Не-

хай p ∈ (1,∞). Тодi iснують додатнi числа C3(p), C4(p) такi, що для
кожної функцiї f ∈ Lp(Td) виконуються спiввiдношення

C3(p)||f ||p ≤

∥∥∥∥∥
(∑

s

|δs(f, ·)|2
) 1

2

∥∥∥∥∥
p

≤ C4(p)||f ||p . (3.70)

Ця теорема є одним iз узагальнень на багатовимiрний випадок вiдомої
теореми Лiттльвуда – Пелi (див. [30, т. 2, гл. 15]).

З (3.70) легко одержується (див., наприклад, [192, гл. 1]) така нерiв-
нiсть

||f ||p �
(∑

s

||δs(f, ·)||p0
p

) 1
p0

(3.71)

де p0 = min{p; 2}.
Для f ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, розглянемо суму Фур’є вигляду

SQ(Λ)(f,x) =
∑

k∈Q(Λ)

f̂(k)ei(k,x) =
∑
s∈Λ

δs(f,x) (3.72)

та позначимо
EQ(Λ)(f)p = ||f(·)− SQ(Λ)(f, ·)||p.

Для функцiонального класу F ⊂ Lp покладемо

EQ(Λ)(F )p = sup
f∈F
EQ(Λ)(f)p.

Як випливає з теореми III.1 для f ∈ Lp, 1 < p < ∞, суми Фур’є
вигляду (3.72) реалiзують порядок найкращого наближення тригономет-
ричними полiномами зi спектром з множини Q(Λ), тобто

EQ(Λ)(f)p � EQ(Λ)(f)p. (3.73)

Тепер перейдемо до формулювання та доведення одержаних результа-
тiв.
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Теорема 3.8. Нехай Ω ∈ Φα,l, а для параметрiв p i q виконана одна
з таких умов:

1) 1 ≤ q = p <∞;

2) 1 < q < p ≤ ∞, p ≥ 2;

3) 1 ≤ q < p ≤ 2.

Тодi при 1 ≤ θ <∞

EQ(N)(MBΩ
p,θ)q �

1

N
(log2N)

(d−1)
(

1
p0
− 1
θ

)
+, (3.74)

де p0 = min{p, 2}.
Доведення. Доведемо в (3.74) спочатку оцiнки зверху, розглянувши

послiдовно всi випадки.
Наведемо лему, наслiдком з якої будемо користуватися.
Лемма III.1 [71]. Нехай функцiя Ω(t) = Ω(t1, . . . , td) типу мiша-

ного модуля неперервностi порядку l задовольняє умову (Sα). Тодi для
0 < p <∞ ∑

s∈κ⊥(N)

(
Ω(2−s)

)p � ∑
s∈Θ(N)

(
Ω(2−s)

)p
. (3.75)

Таким чином, враховуючи вкладення Θ(N) ⊂ κ⊥(N), внаслiдок спiв-
вiдношень (3.75), (3.68) i (3.69), можемо записати для 0 < p <∞∑

s∈κ⊥(N)

(
Ω(2−s)

)p � ∑
s∈Θ(N)

(
Ω(2−s)

)p � ( 1

N

)p ∑
s∈Θ(N)

1 =

=

(
1

N

)p
|Θ(N)| �

(
1

N

)p
(log2N)d−1. (3.76)

1) Нехай q = p = 1. Тодi скориставшись для f ∈ MBΩ
1,θ спочатку

нерiвностями Мiнковського i Гельдера з показником 1 < θ < ∞ (з вiд-
повiдною модифiкацiєю при θ = 1), а потiм спiввiдношеннями (3.5) та
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(3.76), будемо мати

EQ(N)(f)1 ≤
∥∥∥∥ ∑
s∈κ⊥(N)

As(f, ·)
∥∥∥∥

1

≤
∑

s∈κ⊥(N)

||As(f, ·)||1 =

=
∑

s∈κ⊥(N)

(Ω(2−s))−1||As(f, ·)||1 Ω(2−s) ≤

≤
( ∑
s∈κ⊥(N)

(Ω(2−s))−θ||As(f, ·)||θ1
) 1

θ
( ∑
s∈κ⊥(N)

(
Ω(2−s)

) θ
θ−1
)1− 1

θ

�

� ||f ||MBΩ
p,θ

1

N

(
log2N

)(d−1)(1− 1
θ )

� 1

N

(
log2N

)(d−1)(1− 1
θ )

.

2) Нехай тепер 1 < q = p < ∞, θ > p0 = min{p; 2}. Тодi скористав-
шись для f ∈MBΩ

p,θ спочатку спiввiдношенням (3.71), а потiм нерiвно-
стями Гельдера (з показником θ/p0) та спiввiдношеннями (3.2), (3.76),
одержимо

EQ(N)(f)p ≤ EQ(N)(f)p =

∥∥∥∥ ∑
s∈κ⊥(N)

δs(f, ·)
∥∥∥∥
p

�
( ∑
s∈κ⊥(N)

||δs(f, ·)||p0
p

)1/p0

=

=

( ∑
s∈κ⊥(N)

(
Ω(2−s)

)−p0 ||δs(f, ·)||p0
p

(
Ω(2−s)

)p0

)1/p0

≤

≤
( ∑
s∈κ⊥(N)

(
Ω(2−s)

)−θ ||δs(f, ·)||θp) 1
θ
( ∑
s∈κ⊥(N)

(
Ω(2−s)

) p0θ
θ−p0

) θ−p0
θp0

�

� ||f ||MBΩ
p,θ

1

N

(
log2N

)(d−1)
θ−p0
θp0

� 1

N

(
log2N

)(d−1)
(

1
p0
− 1
θ

)
. (3.77)

3) Розглянемо тепер випадок 1 < q = p <∞, 1 ≤ θ ≤ p0. Застосовуючи
для f ∈MBΩ

p,θ спочатку нерiвностi (3.71), (2.96), а потiм формули (3.65)
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i (3.2), одержимо

EQ(N)(f)p ≤
∥∥∥∥ ∑
s∈κ⊥(N)

δs(f, ·)
∥∥∥∥
p

�
( ∑
s∈κ⊥(N)

||δs(f, ·)||p0
p

)1/p0

≤

≤
( ∑
s∈κ⊥(N)

(
Ω(2−s)

)θ ||δs(f, ·)||θp (Ω(2−s)
)−θ)1/θ

≤

≤ max
s∈κ⊥(N)

Ω(2−s)

( ∑
s∈κ⊥(N)

(
Ω(2−s)

)−θ ||δs(f, ·)||θp)1/θ

�

� 1

N
||f ||MBΩ

p,θ
� 1

N
. (3.78)

4) Нехай тепер 1 ≤ q < p < ∞. Внаслiдок нерiвностi || · ||q ≤ || · ||p,
q < p, а також доведених вище оцiнок (3.77) i (3.78), можемо записати

EQ(N)(MBΩ
p,θ)q ≤ EQ(N)(MBΩ

p,θ)p �
1

N
(log2N)

(d−1)
(

1
p0
− 1
θ

)
+ .

5) Розглянемо випадок 1 < q <∞, p =∞. Оскiльки, згiдно з (3.5), має
мiсце вкладення MBΩ

∞,θ ⊂ MBΩ
q+1,θ, то використовуючи оцiнки (3.77) i

(3.78), одержимо

EQ(N)(MBΩ
∞,θ)q ≤ EQ(N)(MBΩ

q+1,θ)q+1 �
1

N
(log2N)

(d−1)( 1
2−

1
θ)+ .

Таким чином, оцiнки зверху в теоремi доведено.
Перейдемо до доведення в (3.74) оцiнок знизу. Цi доведення будуть

базуватися на побудовi вiдповiдних екстремальних функцiй.
1) Нехай 2 ≤ q = p <∞, 2 ≤ θ <∞. Розглянемо функцiю

fN,θ(x) = C5
1

N
(log2N)−

d−1
θ

∑
s∈Θ(N)

ei(ks,x), C5 > 0,

де ks ∈ ρ(s) — деякий фiксований вектор. Покажемо, що функцiя fN,θ
при вiдповiдному значеннi сталої C5 > 0 належить до класу MBΩ

p,θ. Дiй-
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сно, згiдно iз спiввiдношеннями (3.3), (3.68) i (3.69) маємо

||fN,θ||MBΩ
p,θ
�
(∑

s

(Ω(2−s))−θ||δs(fN,θ, ·)||θp
) 1

θ

=

= C5
1

N
(log2N)−

d−1
θ

( ∑
s∈Θ(N)

(Ω(2−s))−θ||ei(ks,·)||θp
) 1

θ

�

� 1

N
(log2N)−

d−1
θ N

( ∑
s∈Θ(N)

1

) 1
θ

= (log2N)−
d−1
θ |Θ(N)|

1
θ � 1. (3.79)

Далi, оскiльки внаслiдок вибору функцiї fN,θ виконується рiвнiсть

SQ(N)(fN,θ, ·) = 0, (3.80)

то, використовуючи (3.73), (3.69), одержимо

EQ(N)(fN,θ)p � EQ(N)(fN,θ)p = ||fN,θ||p ≥ ||fN,θ||2 =

= C5
1

N
(log2N)−

d−1
θ

( ∑
s∈Θ(N)

||ei(ks,·)||22
) 1

2

=

= C5
1

N
(log2N)−

d−1
θ

( ∑
s∈Θ(N)

1

) 1
2

� 1

N
(log2N)(d−1)( 1

2−
1
θ ).

2) Нехай 1 < q = p < 2, q ≤ θ <∞. Розглянемо функцiю

fN,q,θ(x) = C6
1

N
(log2N)−

d−1
θ

∑
s∈Θ(N)

2||s||1( 1
q−1)

∑
k∈ρ(s)

ei(k,x), C6 > 0.

Покажемо, що fN,q,θ ∈MBΩ
q,θ при деякому значеннi сталої C6 > 0. Для

цього нам буде потрiбне спiввiдношення∥∥∥∥ ∑
k∈ρ(s)

ei(k,·)
∥∥∥∥
q

� 2||s||1(1− 1
q ), 1 < q <∞, (3.81)

яке випливає з вiдповiдного спiввiдношення в одновимiрному випадку
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(див., наприклад, [31]).
Використовуючи (3.81), (3.68) i (3.69), одержимо

||fN,q,θ||MBΩ
q,θ
�
(∑
s>0

(Ω(2−s))−θ||δs(fN,q,θ, ·)||θp
) 1

θ

=

= C6
1

N
(log2N)−

d−1
θ

( ∑
s∈Θ(N)

(Ω(2−s))−θ2||s||1( 1
q−1)θ

∥∥∥∥ ∑
k∈ρ(s)

ei(k,·)
∥∥∥∥θ
q

) 1
θ

�

� 1

N
(log2N)−

d−1
θ

( ∑
s∈Θ(N)

(Ω(2−s))−θ
) 1

θ

�

� 1

N
(log2N)−

d−1
θ N

( ∑
s∈Θ(N)

1

) 1
θ

= (log2N)−
d−1
θ |Θ(N)|

1
θ � 1.

Далi покладемо ∆s = {x : 2−sj ≤ xj < 2−sj+1, j = 1, . . . , d}. Зазначимо,
що ∆s ∩∆s′ = ∅ при s 6= s′. Тодi, беручи до уваги, що SQ(N)(fN,q,θ, ·) = 0,
внаслiдок (3.73) та теореми III.1, будемо мати

EQ(N)(fN,q,θ)q � EQ(N)(fN,q,θ)q = ||fN,q,θ||q �

�
∥∥∥∥( ∑

s∈Θ(N)

|δs(fN,q,θ, ·)|2
) 1

2
∥∥∥∥
q

�

�
( ∑

s∈Θ(N)

∫
∆s

|δs(fN,q,θ,x)|q dx
) 1

q

=

= C6
1

N
(log2N)−

d−1
θ

( ∑
s∈Θ(N)

2||s||1(1−q)
∫
∆s

∣∣∣∣ ∑
k∈ρ(s)

ei(k,x)

∣∣∣∣q dx) 1
q

. (3.82)

Оскiльки (див., наприклад, [85])∫
∆s

∣∣∣∣ ∑
k∈ρ(s)

ei(k,x)

∣∣∣∣q dx� 2||s||1(q−1),
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то з (3.82) i (3.69), знаходимо

EQ(N)(MBΩ
p,θ)q �

1

N
(log2N)−

d−1
θ

( ∑
s∈Θ(N)

1

) 1
q

� 1

N
(log2N)(d−1)( 1

q−
1
θ ).

3) У випадку 1 < q = p < ∞, 1 ≤ θ < p0 = min{p; 2} розглянемо
функцiю

gΩ(x) = C7 Ω(2−s̃) ei(ks̃,x), C7 > 0,

де ks̃ ∈ ρ(s̃), s̃ = (s̃1, . . . , s̃d) ∈ Θ(N).
Оскiльки

||gΩ||MBΩ
p,θ
�
(∑

s>0

(Ω(2−s))−θ||δs(gΩ, ·)||θp
) 1

θ

=

= C7

(
(Ω(2−s̃))−θ (Ω(2−s̃))θ ||ei(ks̃,·)||θp

) 1
θ

= C7, (3.83)

то при вiдповiдному значеннi сталої C7 > 0 gΩ ∈MBΩ
p,θ.

Враховуючи спiввiдношення (3.73), (3.68) i те, що SQ(N)(gΩ, ·) = 0,
одержимо

EQ(N)(gΩ)p � EQ(N)(gΩ)p = ||gΩ||p = C7 Ω(2−s̃)||ei(ks̃,·)||p �
1

N
. (3.84)

4) p = q = 1. Побудуємо функцiю, аналогiчну до тiєї, яку розглядав
В.М. Темляков [139] при встановленнi оцiнки знизу апроксимативних ха-
рактеристик класiв Нiкольського MHr

p i яка пiзнiше використовувалась
М.М. Пустовойтовим [71] при встановленнi оцiнки знизу величини най-
кращого наближення класiв MHΩ

1 .

Оскiльки функцiя Ω(t) задовольняє умову (Sl), то функцiя Ω(t)/
d∏
j=1

tlj
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є майже спадною. Як наслiдок

Ω(t) =
Ω(t)
d∏
j=1

tlj

d∏
j=1

tlj ≥ C8Ω(1, . . . , 1)
d∏
j=1

tlj, C8 > 0,

а тому знайдеться стала C9 > 0 така, для якої буде виконуватись нерiв-
нiсть

Ω(t) ≥ C9

d∏
j=1

tlj. (3.85)

Розглянемо множину

Θ′(N) = {s ∈ Θ(N) : sj >
1

2dl
log2(C9N), j = 1, . . . , d}.

В роботi [71] показано, что для множини Θ′(N) має мiсце спiввiдно-
шення

|Θ′(N)| � |Θ(N)| � (log2N)d−1. (3.86)

Покладемо v = [|Θ′(N)|1/d] i розiб’ємо куб Td на v кубiв с ребром 2π/v.
Розглянемо множину Θ̄(N) ⊂ Θ(N) таку, що |Θ̄(N)| = vd i встано-
вимо взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж множиною Θ̄(N) та одер-
жаною множиною кубiв. Нехай xs означає центр вiдповiдного куба для
s ∈ Θ̄(N). Покладемо u = 2[(log2 |Θ(N)|)/d]. Зазначимо, що

u � (log2N)
d−1
d , (3.87)

|Θ̄(N)| � (log2N)d−1, (3.88)

згiдно з (3.69) i (3.86).
Розглянемо функцiю

Ψ(x) =
∑

s∈Θ̄(N)

ei(k
s,x)Ku(x− xs), ksj = 2sj + 2sj−1, j = 1, . . . , d,
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де Ku(x) = 2d
d∏
j=1

Ku(xj), а Ku(xj) — ядро Фейєра порядку u. В [71]

встановлено, що
EQ(N)(Ψ)1 � |Θ(N)|, (3.89)

а також показано, що функцiя f1(x) = C10
1
NΨ(x) при вiдповiдному зна-

ченнi сталої C10 > 0, належить до класу MHΩ
1 , тобто

||As(f1, ·)||1 � Ω(2−s). (3.90)

Використовуючи останнє спiввiдношення, нескладно показати, що фун-
кцiя

f2(x) = C11
1

N
(log2N)−

d−1
θ Ψ(x), C11 > 0,

при вiдповiдному значеннi сталої C11 > 0 належить до класу MBΩ
1,θ.

Дiйсно, згiдно з (3.90) i (3.88) будемо мати

||f2||MBΩ
1,θ
�
(∑

s>0

(Ω(2−s))−θ||As(f2, ·)||θ1
) 1

θ

=

= C11(log2N)−
d−1
θ

( ∑
s∈Θ̄(N)

(Ω(2−s))−θ||As(f1, ·)||θ1
) 1

θ

�

� (log2N)−
d−1
θ

( ∑
s∈Θ̄(N)

1

) 1
θ

= (log2N)−
d−1
θ |Θ̄(N)|

1
θ � 1.

Таким чином, беручи до уваги (3.89) i (3.69), одержимо

EQ(N)(MBΩ
1,θ)1 � EQ(N)(f2)1 = C11

1

N
(log2N)−

d−1
θ EQ(N)(Ψ)1 �

� 1

N
(log2N)−

d−1
θ |Θ(N)| � 1

N
(log2N)(d−1)(1− 1

θ ).

5) 1 ≤ q < p ≤ 2, p < θ <∞. Розглянемо функцiю

f3(x) = C12
1

N
(log2N)−

d−1
θ u−d(1− 1

p )Ψ(x), C12 > 0.
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Покажемо, що f3 ∈ MBΩ
p,θ. Оскiльки для ядра Фейєра однiєї змiнної

має мiсце оцiнка

||Ku(τ)||q � u1− 1
q , 1 ≤ q ≤ ∞,

то, використавши спiввiдношення (3.86), одержимо

||f3||MBΩ
p,θ
�
(∑

s>0

(Ω(2−s))−θ||δs(f3, ·)||θp
) 1

θ

�

� 1

N
(log2N)−

d−1
θ u−d(1− 1

p )

( ∑
s∈Θ̄(N)

(Ω(2−s))−θ(u1− 1
p )dθ
) 1

θ

�

� 1

N
(log2N)−

d−1
θ N

( ∑
s∈Θ̄(N)

1

) 1
θ

� 1.

Як наслiдок, враховуючи (3.89) i (3.87), будемо мати

EQ(N)(f3)1 = C12
1

N
(log2N)−

d−1
θ u−d(1− 1

p )EQ(N)(Ψ)1 �

� 1

N
(log2N)(d−1)(1− 1

θ )

(
(log2N)

d−1
d

)−d(1− 1
p )

=
1

N
(log2N)(d−1)( 1

p−
1
θ ).

6) Якщо 1 ≤ q < p ≤ 2, 1 ≤ θ ≤ p, то встановлена вище оцiнка звер-
ху величини EQ(N)(MBΩ

p,θ)q не залежить вiд розмiрностi d простору Rd.
Тому шукану оцiнку знизу досить одержати в одновимiрному випадку,
тобто при d = 1. Для цього варто повторити викладки, якi викорис-
товувались при одержаннi оцiнки знизу величини EQ(N)(MBΩ

p,θ)q при
1 ≤ q < p ≤ 2, p < θ <∞, за умови, що d = 1.

7) Нехай 1 < q < p ≤ ∞, p ≥ 2. В цьому випадку в якостi екстре-
мальних функцiй будемо брати розглянутi вище функцiї gΩ i fN,θ при
1 ≤ θ < 2 та 2 ≤ θ <∞, вiдповiдно. Покажемо, що при p =∞ (випадок
1 < p <∞ розглянутий при встановленнi оцiнок знизу в 3) та 1) (див.
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(3.83) i (3.79) вiдповiдно)) gΩ ∈MBΩ
∞,θ, fN,θ ∈MBΩ

∞,θ. Маємо

||gΩ||MBΩ
∞,θ
�
(∑

s>0

(Ω(2−s))−θ||As(gΩ, ·)||θ∞
) 1

θ

�

�
(

(Ω(2−s̃))−θ (Ω(2−s̃))θ
) 1

θ

= 1,

||fN,θ||MBΩ
∞,θ
�
(∑

s>0

(Ω(2−s))−θ||As(fN,θ, ·)||θ∞
) 1

θ

�

� (log2N)−
d−1
θ

( ∑
s∈Θ(N)

(Ω(2−s))−θ (Ω(2−s))θ||As(e
i(ks,x), ·)||θ∞

) 1
θ

�

� (log2N)−
d−1
θ

( ∑
s∈Θ(N)

1

) 1
θ

� 1.

Тодi для 1 ≤ θ < 2, 2 ≤ p ≤ ∞, аналогiчно як i в (3.84) можна
показати, що

EQ(N)(MBΩ
p,θ)q � ||gΩ||q �

1

N
.

Якщо ж 2 ≤ θ < ∞, 2 ≤ p ≤ ∞, то, враховуючи (3.73), (3.80), теоре-
му III.1, спiввiдношення (3.68) i (3.69), одержуємо

EQ(N)(MBΩ
p,θ)q � EQ(N)(MBΩ

p,θ)q ≥ EQ(N)(fN,θ)q =

= ||fN,θ||q �
∥∥∥∥(∑

s>0

|δs(fΩ,θ, ·)|2
) 1

2
∥∥∥∥
q

=

= C5(log2N)−
d−1
θ

∥∥∥∥( ∑
s∈Θ(N)

(Ω(2−s))2|ei(ks,·)|2
) 1

2
∥∥∥∥
q

�

� 1

N
(log2N)−

d−1
θ

( ∑
s∈Θ(N)

1

) 1
2

� 1

N
(log2N)(d−1)( 1

2−
1
θ ).

Оцiнки знизу встановлено.
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Теорему 3.8 доведено.

Припустимо, що функцiю Ω = Ω(t) задано формулою (3.14).
Беручи до уваги спецiальний вигляд функцiї Ω = Ω(t), що зада-

на за допомогою (3.14), в якостi апарата наближення будемо брати
тригонометричнi полiноми з “номерами” гармонiк з множини Qn, заданої
формулою (3.16), Зазначимо, що множина Qn певним чином пов’язана з
множиною Q(N), про що бiльш детально буде сказано нижче.

Вiдомо (див., наприклад, [85],[88]), що пiдпростiр тригонометричних
полiномiв з “номерами” гармонiк зQn в багатьох випадках є оптимальним
апаратом наближення для класiв MBr

p,θ, якi одержуються з MBΩ
p,θ при

Ω(t) =
d∏
j=1

trj, 0 < r < l.

Звернемо увагу, що число n ∈ N, яке присутнє в означеннi множини
Qn, згiдно з (3.63)–(3.68), знаходиться зi спiввiдношення

ω(2−n) � 1

N
. (3.91)

Наведемо крiм (3.91) ще одне спiввiдношення, яке пов’язує n та N i
яке будемо використовувати нижче.

Оскiльки Ω(t) задовольняє умову (Sα) з деяким α > 0, то функцiя

Ω(t)/
d∏
j=1

tαj є майже зростаючою за кожною змiнною, а тому

Ω(t) =
Ω(t)
d∏
j=1

tαj

d∏
j=1

tαj ≤ C13 Ω(1, . . . , 1)
d∏
j=1

tαj .

Iншими словами, знайдеться стала C14 > 0 така, що буде виконуватись
нерiвнiсть

Ω(t) ≤ C14

d∏
j=1

tαj . (3.92)
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Як наслiдок, згiдно з нерiвностями (3.85) i (3.92) можемо записати

C9 2−l||s||1 ≤ Ω(2−s) ≤ C14 2−α||s||1. (3.93)

Таким чином, беручи до уваги, що s ∈ Θ(N) i функцiя Ω(t) має вигляд
(3.14), пiсля елементарних перетворень з (3.67) i (3.93) одержимо

log2N � n. (3.94)

Нарештi, скориставшись результатом теореми 3.8, внаслiдок спiввiд-
ношень (3.91) i (3.94) приходимо до такого твердження.

Теорема 3.9. Нехай параметри p та q задовольняють умови теоре-
ми 3.8, а ω ∈ Φα,l. Тодi для 1 ≤ θ <∞ виконується порядкова рiвнiсть

EQn(MBω
p,θ)q � ω(2−n)n

(d−1)
(

1
p0
− 1
θ

)
+. (3.95)

Зауваження 3.9. При виконаннi умов теорем 3.8 та 3.9 (крiм випадку
q = 1) зi спiввiдношень (3.74) та (3.95), беручи до уваги (3.73), одержимо

EQ(N)(MBΩ
p,θ)q �

1

N
(log2N)

(d−1)
(

1
p0
− 1
θ

)
+, (3.96)

EQn(MBω
p,θ)q � ω(2−n)n

(d−1)
(

1
p0
− 1
θ

)
+. (3.97)

Зауваження 3.10. Оцiнки (3.95) та (3.97) при деяких спiввiдно-
шеннях мiж параметрами p та q встановленi ранiше. А саме, при
1 < p = q < ∞ — в роботi [191], а при 1 < q < p <∞, p ≥ 2 — в
роботi [120].

Зауваження 3.11. Спiввiдношення, аналогiчнi до (3.74), (3.95)–(3.97)
для випадку θ =∞, тобто коли MBΩ

p,∞ = MHΩ
p , одержанi М.М. Пусто-

войтовим в роботах [70, 71, 68].
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3.3.2. Колмогоровськi поперечники класiв MBΩ
p,θ перiодичних

функцiй багатьох змiнних у просторi Lq. Наведемо позначення
дослiджуваних об’єктiв, якi в певних випадках збiгаються з означени-
ми в попередньому пунктi. Спочатку розглянемо множини, в яких бу-
дуть мiститись “номери” гармонiк тригонометричних полiномiв, якi бу-
демо використовувати для наближення функцiй. Для будь-якого N ∈ N
покладемо

κ(N) := κ(Ω, p, q, N) := {s ∈ Nd : Ω(2−s) 2||s||1(1/p−1/q)+ ≥ N−1},

Q(N) := Q(Ω, p, q, N) :=
⋃

s∈κ(N)

ρ(s). (3.98)

Зазначимо, что множини Q(N) породжуються поверхнями рiвня фун-
кцiї

Ω1(t) := Ω(t)/
d∏
j=1

t
(1/p−1/q)+

j .

В тому випадку, коли Ω(t) =
∏d

j=1 t
rj
j , (1/p− 1/q)+ < rj, j = 1, . . . , d,

множини Q(N) є схiдчастими гiперболiчними хрестами. Множини Q(N)

будемо називати узагальненими схiдчастими гiперболiчними хрестами.
Далi, позначимо

κ⊥(N) := Nd \ κ(N) = {s ∈ Nd : Ω(2−s) 2||s||1(1/p−1/q)+ < N−1}, (3.99)

Q⊥(N) :=
⋃

s∈κ⊥(N)

ρ(s),

Θ(N) := κ⊥(N)\ κ⊥(2lN). (3.100)

З (3.99) та (3.100) одержуємо (2lN)−1 ≤ Ω(2−s) 2||s||1(1/p−1/q)+ < N−1,

тобто
Ω(2−s) 2||s||1(1/p−1/q)+ � N−1, (3.101)

де s ∈ Θ(N).
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В [71] показано, що Θ(N) 6= ∅ i

|Θ(N)| � (log2N)d−1, (3.102)

де |M| — кiлькiсть елементiв множиниM.
Тепер наведемо означення апроксимацiйних характеристик, якi будуть

дослiджуватися.
Покладемо

TQ(N) := {t : t =
∑

k∈Q(N)

cke
i(k,x), ck ∈ C}.

Для f ∈ Lq, 1 ≤ q ≤ ∞, величина

EQ(N)(f)q := inf
t∈TQ(N)

||f − t||q (3.103)

— найкраще наближення функцiї f тригонометричними полiномами зi
спектром з множини Q(N). Якщо F ⊂ Lq — деякий клас функцiй, то
покладаємо

EQ(N)(F )q := sup
f∈F

EQ(N)(f)q. (3.104)

Для f ∈ Lq розглянемо суму Фур’є такого вигляду

SQ(N)(f) := f ∗ DQ(N),

де
DQ(N) :=

∑
k∈Q(N)

ei(k,x).

Для F ⊂ Lq визначимо величину

EQ(N)(F )q := sup
f∈F
EQ(N)(f)q,

де
EQ(N)(f)q := ||f − SQ(N)(f)||q (3.105)
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— величина наближення функцiї f ∈ Lq в метрицi простору Lq сумою
Фур’є SQ(N)(f).

Згiдно з означеннями (3.103) та (3.105) величини EQ(N)(f)q та
EQ(N)(f)q пов’язанi нерiвнiстю EQ(N)(f)q ≤ EQ(N)(f)q, 1 ≤ q ≤ ∞, однак,
насправдi з теореми III.1 (Лiттльвуда–Пелi) при 1 < q < ∞ випливає
порядкове спiввiдношення (див., наприклад, [115; 73, гл. I, § 1.4])

EQ(N)(f)q � EQ(N)(f)q. (3.106)

Зазначимо, що точнi за порядком оцiнки величин EQ(N)(MBΩ
p,θ)q,

зокрема, при 1 < q ≤ p < ∞, були одержанi в роботi [71] та теоре-
мi 3.8 для класiв MHΩ

p та MBΩ
p,θ, 1 ≤ θ < ∞, вiдповiдно. Однак iдея,

пов’язана з розглядом множин, якi аналогiчнi до Q(N), для побудови
тригонометричних полiномiв, напевно, бере початок з роботи [81]. В цiй
роботi А.С. Романюк, зокрема, розв’язував задачу про знаходження точ-
них за порядком оцiнок величин EQ(N)(L

ψ
β,p)q, 1 < p, q <∞, де класи Lψβ,p

є узагальненням за гладкiсним параметром класiв MWr
β,p, а множина

Q(N) визначалась подiбним чином через функцiю (багатьох змiнних)
ψ. Встановлення порядкових оцiнок величин (3.104) за певного вигляду
множини Q(N) для рiзноманiтних класiв функцiй з мiшаною гладкiстю
проводилось в роботах багатьох авторiв (з бiльш детальною iнформацiєю
можна ознайомитись, наприклад, в монографiях [145, 73, 192]).

Наведемо декiлька допомiжних тверджень, якi потрiбнi в подальшому
при доведеннi результатiв.
Лема III.2 [145, лема 3.1]. Нехай 1 ≤ p < q < ∞, тодi для f ∈ Lp

справджується таке спiввiдношення

||f ||qq �
∑
s

(
||δs(f)||p 2||s||1(1/p−1/q)

)q
. (3.107)

Для Ω ∈ Φα,l, 1 ≤ θ <∞, має мiсце оцiнка

EQ(N)(MBΩ
∞,θ)∞ � N−1(log2N)(d−1)(1−1/θ), (3.108)
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яка доводиться аналогiчно до оцiнки зверху в (3.74) у випадку p = q = 1.
Мають мiсце такi твердження.

Теорема 3.10. Нехай 1 < p < q < ∞, 1 ≤ θ < ∞, а
Ω(t) = Ω1(t) ·

∏d
j=1 t

1/p−1/q
j , де Ω1 ∈ Φα,l, тодi

EQ(N)(MBΩ
p,θ)q � N−1(log2N)(d−1)(1/q−1/θ)+. (3.109)

Метою наших подальших дослiджень є обрунтування доцiльностi на-
ближення класiв MBΩ

p,θ сумами Фур’є SQ(N)(f) (або ж iншими тригоно-
метричними полiномами з “номерами” гармонiк iз множини Q(N)). Для
цього розв’яжемо задачу про знахождення порядкових оцiнок колмого-
ровських поперечникiв dm(MBΩ

p,θ, Lq).

Теорема 3.11. Якщо 1 < p < 2, 1 ≤ θ ≤ 2, Ω(t) = Ω1(t)·
∏d

j=1 t
1/p−1/2
j ,

а Ω1 ∈ Φα,l, то
dm(MBΩ

p,θ, L2) � N−1, (3.110)

де N подiбрано таким чином, щоб виконувалось спiввiдношення
|Q(Ω, p, 2, N)| � m.

Теорема 3.12. Якщо 2 ≤ q ≤ p ≤ ∞, q 6= ∞, 1 ≤ θ ≤ 2 або
q = p =∞, θ = 1, а Ω ∈ Φα,l, тодi

dm(MBΩ
p,θ, Lq) � N−1, (3.111)

де N пiдiбрано таким чином, щоб виконувалось спiввiдношення
|Q(Ω, p, q, N)| � m.

Перед тим як перейти до доведення одержаних результатiв наведемо
деякi коментарi.

Зауваження 3.12. В теоремi 3.10 не розглядається випадок θ = ∞,
оскiльки вiдповiдний результат для класу MHΩ

p одержується з [71, тео-
рема 2] як наслiдок.

Зауваження 3.13. У випадку, якщо функцiя Ω = Ω(t) має ви-
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гляд (3.14), то для класiв MBω
p,θ результати теорем 3.10–3.12 вiдомi,

а саме, теореми 3.10 та 3.11 доведенi в [191], а теорема 3.12 — в [120]
(2 ≤ q ≤ p <∞) та в [44] (2 ≤ q <∞, p =∞).

Зауваження 3.14. У випадку ω(τ) = τ r, 0 < r < l, маємо
MBω

p,θ ≡ MB r
p,θ i для класiв MB r

p,θ теореми 3.10 i 3.11 — доведенi в
[85], а теорема 3.12 — в [24] (p <∞) i [73, гл. IV, § 4.3] (p =∞).

Зауваження 3.15. Нехай

Ω(t) =


∏d

j=1t
r
j (log2 1/tj)

−bj
+ , якщо tj > 0, j = 1, . . . , d,

0, якщо
∏d

j=1 tj = 0,
(3.112)

де (log2 1/tj)+ = max{1, log2 1/tj}, 0 < r < l, bj < r, j = 1, . . . , d. В [69,
66] М.М. Пустовойтовим встановлено, что при q < p для |Q(Ω, p, q, N)|
має мiсце спiввiдношення |Q(Ω, p, q, N)| � N 1/r(log2N)−(b1+···+bd)/r+d−1,
де функцiя Ω = Ω(t) задана формулою (3.112).

В цьому випадку оцiнка (3.111) при виконаннi умов теореми 3.12 буде
мати вигляд

dm(MBΩ
p,θ, Lq) � m−r(log2m)r(d−1)−(b1+···+bd). (3.113)

Спiввiдношення (3.113) доповнює результати, якi вiдносяться до оцiнок
величин dm(MHΩ

p , Lq) [67] у випадку, коли функцiя Ω = Ω(t) задана
формулою (3.112).

Тепер перейдемо безпосередньо до доведення сформульованих вище
тверджень.

Доведення теореми 3.10. Наведемо спочатку в (3.109) доведення
оцiнки зверху. При цьому розглянемо декiлька випадкiв в залежностi вiд
значень параметра θ.

Нехай q < θ < ∞. Тодi скориставшись для f ∈MBΩ
p,θ спочатку спiв-

вiдношенням (3.107), а потiм нерiвнiстю Гельдера (з показником θ/q) та
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спiввiдношеннями (3.2), (3.76) для Ω1, одержимо

EQ(N)(f)q ≤ EQ(N)(f)p =

∥∥∥∥ ∑
s∈κ⊥(N)

δs(f)

∥∥∥∥
q

�

�
( ∑
s∈κ⊥(N)

(
||δs(f)||p 2||s||1(1/p−1/q)

)q )1/q

=

=

( ∑
s∈κ⊥(N)

(
Ω(2−s)

)−q ||δs(f)||qp
(

Ω(2−s) 2||s||1(1/p−1/q)
)q )1/q

≤

≤
( ∑
s∈κ⊥(N)

(
Ω(2−s)

)−θ ||δs(f)||θp
)1/θ

×

×
( ∑
s∈κ⊥(N)

(
Ω(2−s) 2||s||1(1/p−1/q)

)qθ/(θ−q))(θ−q)/(θq)
�

� ||f ||MBΩ
p,θ
N−1|Θ(N)|1/q−1/θ ≤ N−1(log2N)(d−1)(1/q−1/θ). (3.114)

у випадку θ = q для f ∈MBΩ
p,q маємо

EQ(N)(f)q �
( ∑
s∈κ⊥(N)

(
||δs(f)||p 2||s||1(1/p−1/q)

)q )1/q

≤

≤
( ∑
s∈κ⊥(N)

(
Ω(2−s)

)−q ||δs(f)||qp
)1/q

sup
s∈κ⊥(N)

Ω(2−s) 2||s||1(1/p−1/q) ≤

≤ N−1||f ||MBΩ
p,q
≤ N−1. (3.115)

Якщо ж 1 ≤ θ < q, то, використовуючи вкладення

MBΩ
p,1 ⊂MBΩ

p,θ1
⊂MBΩ

p,θ2
⊂MBΩ

p,∞, 1 < θ1 < θ2 <∞, (3.116)

та оцiнку (3.115), одержуємо

EQ(N)(MBΩ
p,θ)q ≤ EQ(N)(MBΩ

p,q)q � N−1.
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Таким чином, оцiнку зверху в теоремi 3.10 встановлено.
Перейдемо до встановлення в (3.109) оцiнки знизу, яке буде базуватися

на побудовi екстремальних функцiй, якi вiдповiдають певним умовам.
Нехай спочатку q ≤ θ <∞. Розглянемо функцiю

fN,p,θ = C3|Θ(N)|−1/θ
∑

s∈Θ(N)

Ω(2−s) 2||s||1(1/p−1)Dρ(s), C3 > 0,

де
Dρ(s) =

∑
k∈ρ(s)

ei(k,x). (3.117)

Покажемо, що fN,p,θ ∈MBΩ
p,θ при певному виборi сталої C3 > 0.

Дiйсно, враховуючи (3.81), (3.117), одержимо

||fN,p,θ||MBΩ
p,θ
�
( ∑
s∈Θ(N)

(Ω(2−s))−θ||δs(fN,p,θ)||θp
)1/θ

=

= C3|Θ(N)|−1/θ

( ∑
s∈Θ(N)

2||s||1(1/p−1)θ||Dρ(s)||θp
)1/θ

�

� |Θ(N)|−1/θ

( ∑
s∈Θ(N)

1

)1/θ

= 1.

Далi покладемо ∆s = {x : 2−sj ≤ xj < 2−sj+1, j = 1, . . . , d}. Зазначимо,
що ∆s ∩∆s′ = ∅ при s 6= s′. Тодi, беручи до уваги, що SQ(N)(fN,p,θ) = 0,
внаслiдок (3.106) i теореми III.1 (Лiттльвуда–Пелi), будемо мати

EQ(N)(fN,q,θ)q � EQ(N)(fN,q,θ)q = ||fN,q,θ||q �

�
∥∥∥∥( ∑

s∈Θ(N)

|δs(fN,q,θ, ·)|2
)1/2∥∥∥∥

q

�
( ∑
s∈Θ(N)

∫
∆s

|δs(fN,q,θ,x)|q dx
)1/q

=

= C3|Θ(N)|−1/θ

( ∑
s∈Θ(N)

(
Ω(2−s) 2||s||1(1/p−1)

)q ∫
∆s

∣∣∣∣ ∑
k∈ρ(s)

ei(k,x)

∣∣∣∣q dx)1/q

.

(3.118)
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Оскiльки (див., наприклад, [145; 73, гл. 1, § 1.4; 85])∫
∆s

∣∣∣∣ ∑
k∈ρ(s)

ei(k,x)

∣∣∣∣q dx� 2||s||1(q−1),

то з (3.118), (3.101) i (3.102), знаходимо

EQ(N)(MBΩ
p,θ)q � |Θ(N)|−1/θ

( ∑
s∈Θ(N)

(
Ω(2−s) 2||s||1(1/p−1/q)

)q )1/q

�

� N−1(log2N)(d−1)(1/q−1/θ).

У випадку 1 ≤ θ < q розглянемо функцiю

gΩ = C4Ω(2−s̃) 2||s̃||1(1/p−1)Dρ(s̃), C4 > 0,

де s̃ = (s̃1, . . . , s̃d) ∈ Θ(N), а

||gΩ||MBΩ
p,θ
�
(∑
s>0

(Ω(2−s))−θ||δs(gΩ)||θp
)1/θ

�

� 2||s̃||1(1/p−1)||Dρ(s̃)||p � 1, (3.119)

тому gΩ ∈MBΩ
p,θ при вiдповiдному значеннi сталої C4 > 0.

Враховуючи спiввiдношення (3.106), (3.81), (3.101) й те, що
SQ(N)(gΩ) = 0, одержимо

EQ(N)(gΩ)q � EQ(N)(gΩ)q = ||gΩ||p = C4 Ω(2−s̃) 2||s̃||1(1/p−1)||Dρ(s̃)||q �

� Ω(2−s̃) 2||s̃||1(1/p−1/q) � N−1. (3.120)

Оцiнки знизу встановлено.
Теорему 3.10 доведено.

Доведення теореми 3.11. Оцiнка зверху в (3.110) випливає з (3.109)
при q = 2 та при N , що задовольняє спiввiдношення |Q(Ω, p, 2, N)| � m.

Перейдемо тепер до оцiнок знизу, при встановленнi яких будемо вико-
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ристовувати метод, який розроблений В.M. Темляковим [145] при одер-
жаннi порядкової оцiнки знизу величини dm(MWr

β,p, Lq).
Нехай PQ(N) — оператор ортогонального проектування на TQ(N), тодi

для f ∈ L2 має мiсце оцiнка ||PQ(N)f ||2 ≤ ||f ||2, внаслiдок якої для
t ∈ TQ(N) одержуємо

||t− PQ(N)f ||2 = ||PQ(N)(t− f)||2 ≤ ||t− f ||2. (3.121)

З нерiвностi dm(MBΩ
p,θ, L2) ≥ dm(MBΩ

p,θ ∩ TQ(N), L2), яка випливає з
означення колмогоровського поперечника, та (3.121) одержуємо

dm(MBΩ
p,θ, L2)� dm(MBΩ

p,θ ∩ TQ(N), L2 ∩ TQ(N)). (3.122)

За заданим числом m пiдберемо N таким чином, щоб виконувались
спiввiдношення

|Q(Ω, p, 2, N)| = K > 2m та |Q(Ω, p, 2, N)| � m. (3.123)

Нехай Lm ⊂ TQ(N) — m-вимiрний лiнiйний пiдпростiр, що по-
роджений ортонормованою системою функцiй {ϕj(τ )}mj=1. Доповни-
мо цю систему до повної ортонормованої системи в TQ(N) функцiями
ϕm+1(τ ), . . . , ϕK(τ ).

Розглянемо для деякого k ∈ Q(N) функцiю ei(k,τ ) i запишемо її роз-
винення за системою {ϕj(τ )}Kj=1, тобто

ek(τ ) := ei(k,τ ) =
K∑
j=1

αjkϕj(τ ),

де αjk — коефiцiєнти розкладу.
Зазначимо, що оскiльки системи {ϕj(τ )}Kj=1 i {ek(τ )}k∈Q(N) ортонор-

мованi, то ∑
k∈Q(N)

|αjk|
2 =

K∑
j=1

|αjk|
2 = 1. (3.124)
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Для наближення ek(τ ) її m-ю сумою Фур’є в просторi L2 мають мiсце
рiвностi

||ek(·)−
m∑
j=1

αjkϕj(·)||
2
2 = ||

K∑
j=m+1

αjkϕj(·)||
2
2 =

K∑
j=m+1

|αjk|
2

i, внаслiдок (3.124) i (3.123), одержуємо

∑
k∈Q(N)

||ek(·)−
m∑
j=1

αjkϕj(·)||
2
2 =

∑
k∈Q(N)

K∑
j=1

|αjk|
2 −

∑
k∈Q(N)

m∑
j=1

|αjk|
2 =

= K −m ≥ K/2 �
∑
s∈κ(N)

2||s||1/2. (3.125)

З (3.125) можна зробити висновок про iснування вектора s0 ∈ κ(N),
для якого

∑
k∈ρ(s0)

∥∥∥∥ek(·)−
m∑
j=1

αjkϕj(·)
∥∥∥∥2

2

=
∑

k∈ρ(s0)

K∑
j=m+1

|αjk|
2 ≥ 2||s

0||1/2. (3.126)

Розглянемо функцiю

g(τ ) =
∑

k∈ρ(s0)

ek(τ ), s0 ∈ κ(N).

Згiдно з (3.2), одержимо

||g||MBΩ
p,θ
� (Ω(2−s

0

))−1||Dρ(s0)||p � (Ω(2−s
0

))−12||s
0||1(1−1/p),

тому gΩ,θ = C5 Ω(2−s
0

) 2||s
0||1(1/p−1)g ∈MBΩ

p,θ для деякого значення сталої
C5 > 0.

На завершення розглянемо наближення функцiї g(τ + y) її m-ю су-
мою Фур’є (позначимо її через Sm(g(τ +y), ϕj)) за системою {ϕj(τ )}Kj=1.
Беручи до уваги рiвностi

g(τ + y)− Sm(g(τ + y), ϕj) =
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=
∑

k∈ρ(s0)

ek(y)
K∑
j=1

αjkϕj(τ )−
∑

k∈ρ(s0)

ek(y)
m∑
j=1

αjsϕj(τ ) =

=
∑

k∈ρ(s0)

ek(y)
K∑

j=m+1

αjkϕj(τ ),

можемо записати

||g(·+ y)− Sm(g(·+ y), ϕj)||22 =
K∑

j=m+1

∣∣∣∣ ∑
k∈ρ(s0)

αjkek(y)

∣∣∣∣2.
Звiдси, враховуючи (3.126), одержуємо

(2π)−d
∫
Td

||g(·+ y)− Sm(g(·+ y), ϕj)||22 dy =

=
∑

k∈ρ(s0)

K∑
j=m+1

|αjk|
2 ≥ 2||s

0||1/2. (3.127)

З (3.127) слiдує iснування такого y0 ∈ Td, що для gΩ,θ ∈MBΩ
p,θ має мiсце

нерiвнiсть

||gΩ,θ(·+ y0)− Sm(gΩ,θ(·+ y0), ϕj)||2 ≥
√
C5/2 Ω(2−s

0

) 2||s
0||1(1/p−1/2).

Внаслiдок (3.122) та останньої нерiвностi маємо потрiбну оцiнку знизу

dm(MBΩ
p,θ, L2)� Ω(2−s

0

) 2||s
0||1(1/p−1/2) ≥ N−1.

Теорему 3.11 доведено.

Доведення теореми 3.12. Оцiнка зверху в (3.111) випливає з те-
ореми 3.8 та оцiнки (3.108) при N , що задовольняє спiввiдношення
|Q(Ω, p, q, N)| � m.

Перейдемо до доведення оцiнки знизу. Як i в попереднiй теоремi, за
заданим числом m пiдберемо N таким чином, щоб виконувались спiввiд-
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ношення

|Q(Ω, p, q, N)| = K > 2m i |Q(Ω, p, q, N)| � m. (3.128)

Оскiльки при 2 ≤ q ≤ p ≤ ∞ маємо Q(Ω, p, q, N) ≡ Q(Ω,∞, 2, N),
а права частина (3.111) вiд p, q i θ не залежить, то досить встановити
оцiнку знизу величини dm(MBΩ

∞,1, L2), так як при вказаних в умовi тео-
реми значеннях p, q i θ мають мiсце такi нерiвностi (внаслiдок (3.116) та
монотонностi Lq-норми):

dm(MBΩ
p,θ, Lq) ≥ dm(MBΩ

p,θ, L2) ≥ dm(MBΩ
∞,θ, L2) ≥ dm(MBΩ

∞,1, L2).

(3.129)
Подальшi мiркування будемо проводити за модифiкованою схемою до-

ведення попередньої теореми.
На основi (3.129) i (3.122) одержуємо

dm(MBΩ
p,θ, Lq)� dm(MBΩ

∞,1 ∩ TQ(N), L2 ∩ TQ(N)). (3.130)

З (3.126) робимо висновок про iснування такого вектора k0 ∈ ρ(s0)

(s0 ∈ κ(N)), для якого має мiсце нерiвнiсть∥∥∥∥ek0(·)−
m∑
j=1

αjk0ϕj(·)
∥∥∥∥2

2

≥ 1/2. (3.131)

Розглянемо функцiю gN,Ω(τ ) = C6Ω(2−s
0

)ek0(τ ), де k0 ∈ ρ(s0),
s0 ∈ κ(N). Використовуючи (3.5), нескладно переконатися, що
gN,Ω ∈MBΩ

∞,1 при деякому значеннi сталої C6 > 0.
Далi, розмiрковуючи як i при доведеннi теореми 3.11, але з функцiєю

gN,Ω замiсть gΩ,θ, та беручи до уваги нерiвнiсть (3.131), одержимо

dm(MBΩ
∞,1 ∩ TQ(N), L2 ∩ TQ(N))� Ω(2−s

0

) ≥ N−1. (3.132)

Порiвнюючи (3.130) i (3.132), приходимо до потрiбної оцiнки знизу.
Теорему 3.12 доведено.
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3.3.3. Наближення класiв MBΩ
p,θ у рiвномiрнiй метрицi.

Покладемо
VQ(N)(x) =

∑
s: s−1∈κ(N)

As(x),

VQ(N)(f) = f ∗ VQ(N)(x).

VQ(N) є аналогом ядра Валле Пуссена, а VQ(N)(f) — аналогом суми Валле
Пуссена функцiї f (з “номерами” гармонiк з множини Q(N), яка задана
формулою (3.98)).

Справедливе таке твердження.

Теорема 3.13. Нехай 1 ≤ p <∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, Ω(t) = Ω1(t) ·
∏d

j=1 t
1/p
j ,

де Ω1 ∈ Φα,l, l > [1
p ], тодi

sup
f∈MBΩ

p,θ

||f − VQ(N)(f)||∞ � N−1(log2N)(d−1)(1−1/θ). (3.133)

Доведення. Встановимо спочатку оцiнку зверху в (3.133). Нехай
1 ≤ θ < ∞, тодi, застосовуючи нерiвностi Мiнковського, рiзних метрик
Нiкольського, Гельдера (з вiдповiдною модифiкацiєю при θ = 1), одер-
жимо

||f − VQ(N)(f)||∞ =

∥∥∥∥ ∑
s−1∈κ⊥(N)

As(f)

∥∥∥∥
∞
≤

∑
s−1∈κ⊥(N)

||As(f)||∞ �

�
∑

s−1∈κ⊥(N)

||As(f)||p 2
||s||1
p =

∑
s−1∈κ⊥(N)

(Ω(2−s))−1||As(f)||p Ω(2−s) 2
||s||1
p ≤

≤
( ∑
s−1∈κ⊥(N)

(
Ω(2−s)

)−θ ||As(f)||θp
)1
θ
( ∑
s−1∈κ⊥(N)

(
Ω(2−s) 2

||s||1
p

) θ
θ−1

)1− 1
θ

�

� ||f ||MBΩ
p,θ
N−1|Θ(N)|1−1/θ � N−1(log2N)(d−1)(1−1/θ). (3.134)
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Для випадку θ =∞, аналогiчно як i в (3.134), маємо

EQ(N)(f)∞ �
∑

s−1∈κ⊥(N)

(Ω(2−s))−1||As(f)||p Ω(2−s) 2||s||1/p ≤

≤ sup
s−1∈κ⊥(N)

||As(f)||p
Ω(2−s)

∑
s−1∈κ⊥(N)

Ω(2−s) 2||s||1/p �

� ||f ||MBΩ
p,∞
N−1|Θ(N)| � N−1(log2N)d−1. (3.135)

Виходячи з (3.134) та (3.135) робимо висновок, що оцiнку зверху в
(3.133) встановлено.

Перейдемо тепер до одержання в (3.133) вiдповiдної оцiнки знизу, яка
буде досягатись на екстремальнiй функцiї, що побудована на основi “бло-
кiв” As.

Покажемо, що на функцiї

g(x, N) = C1|Θ(N)|−1/θ
∑

s∈Θ(N)

Ω(2−s)2−||s||1(1−1/p)As(x)

при певному значеннi C1 > 0 реалiзується нижня оцiнка в (3.133).
Переконаємось в тому, що g(·, N) ∈MBΩ

p,θ при певному значеннi ста-
лої C1 > 0. Дiйсно, враховуючи особливостi функцiї Ω та “блокiв” As,
нерiвнiсть для згортки, одержимо

||g(·, N)||MBΩ
p,θ
� C1|Θ(N)|−

1
θ

( ∑
s′:||s′−s||∞≤1

(Ω(2−s
′
))−θ×

×
∥∥∥∥(As′ ∗ ( ∑

s∈Θ(N)

Ω(2−s) 2−||s||1(1− 1
p )As

))∥∥∥∥θ
p

) 1
θ

=

= C1|Θ(N)|−
1
θ

( ∑
s′:||s′−s||∞≤1
s∈Θ(N)

(Ω(2−s
′
))−θ×
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×
∥∥∥∥(As′ ∗ ( ∑

s: s∈Θ(N)
||s′−s||∞≤1

Ω(2−s)2−||s||1(1− 1
p )As

))∥∥∥∥θ
p

) 1
θ

≤

≤ C1|Θ(N)|−
1
θ

( ∑
s′:||s′−s||∞≤1
s∈Θ(N)

(Ω(2−s
′
))−θ×

×
(
‖As′‖1

∑
s: s∈Θ(N)
||s′−s||∞≤1

Ω(2−s)2−||s||1(1− 1
p )‖As‖p

)θ) 1
θ

�

� |Θ(N)|−
1
θ

( ∑
s′:||s′−s||∞≤1
s∈Θ(N)

(
‖As′‖1

∑
s: s∈Θ(N)
||s′−s||∞≤1

2−||s||1(1− 1
p )‖As‖p

)θ) 1
θ

�

� |Θ(N)|−
1
θ

( ∑
s′:||s′−s||∞≤1
s∈Θ(N)

( ∑
s: s∈Θ(N)
||s′−s||∞≤1

1

)θ) 1
θ

≤

≤ |Θ(N)|−
1
θ

( ∑
s′:||s′−s||∞≤1
s∈Θ(N)

3dθ
) 1

θ

�

� |Θ(N)|−
1
θ

( d∑
j=−d

∑
s′∈Θ(2ljN)

1

) 1
θ

� |Θ(N)|−
1
θ

( d∑
j=−d

|Θ(2ljN)|
) 1

θ

� 1.

(3.136)
У випадку θ =∞, аналогiчно, як i в (3.136), маємо

||g(·, N)||MBΩ
p,∞
� sup
s′: ||s′−s||∞≤1

∥∥∥∥(As′ ∗( ∑
s∈Θ(N)

Ω(2−s)2−||s||1(1− 1
p )As

))∥∥∥∥
p

Ω(2−s′)
�

� sup
s′:||s′−s||∞≤1
s∈Θ(N)

(
‖As′‖1

∑
s: s∈Θ(N)
||s′−s||∞≤1

2−||s||1(1− 1
p )‖As‖p

)
�
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� sup
s′:||s′−s||∞≤1
s∈Θ(N)

(
‖As′‖1

∑
s: s∈Θ(N)
||s′−s||∞≤1

1

)
� sup

s′:||s′−s||∞≤1
s∈Θ(N)

‖As′‖1 � 1. (3.137)

На основi (3.136) та (3.137) робимо висновок, що g(·, N) ∈ MBΩ
p,θ,

1 ≤ θ ≤ ∞, при деякому значеннi C1 > 0.
Покажемо, що нижня оцiнка в (3.133) реалiзується на екстремаль-

нiй функцiї g(·, 2ldN) ∈ MBΩ
p,θ, 1 ≤ θ ≤ ∞. Дiйсно, враховуючи, що

VQ(N)(g(·, 2ldN)) = 0, маємо

||g(·, 2ldN)− VQ(N)(g(·, 2ldN))||∞ = ||g(·, 2ldN)||∞ �

� |Θ(2ldN)|−
1
θ

∥∥∥∥ ∑
s∈Θ(2ldN)

Ω(2−s)2−||s||1(1− 1
p )As

∥∥∥∥
∞
≥

≥ |Θ(2ldN)|−
1
θ

∑
s∈Θ(2ldN)

Ω(2−s)2−||s||1(1− 1
p )As(0) �

� |Θ(2ldN)|−
1
θ

∑
s∈Θ(2ldN)

Ω(2−s)2||s||1/p �

� (2ldN)−1|Θ(2ldN)|−
1
θ

∑
s∈Θ(2ldN)

1 � N−1(log2N)(d−1)(1− 1
θ ).

Оцiнку знизу в (3.133) встановлено.
Теорему 3.13 доведено.
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3.4. Наближення класiв перiодичних функцiй бага-
тьох змiнних MBω

p,θ(γ) тригонометричними по-
лiномами з “номерами” гармонiк зi схiдчастих
гiперболiчних хрестiв

3.4.1. Найкраще наближення класiв перiодичних функцiй бага-
тьох змiнних MBω

p,θ(γ) у метрицi простору Lq при 1 ≤ p < q <∞
Перейдемо до розгляду гладкiсних функцiй Ω = Ω(t), що мають бiльш

загальний, нiж (3.14), вигляд.
Нехай координати вектора γ = (γ1, . . . , γd) впорядкованi за незроста-

нням, тобто впорядкованi таким чином

1 = γ1 = · · · = γν < γν+1 ≤ · · · ≤ γd.

Розглянемо функцiю типу мiшаного модуля неперервностi порядку l
такого вигляду:

Ω(t) = ω

( d∏
j=1

t
γj
j

)
, (3.138)

де ω ∈ Φα,l.
Зазначимо, що функцiя (3.138) по змiнних tj при j > ν є модулем

неперервностi бiльш високого, нiж l порядку. А саме, вона є модулем
неперервностi порядку lγj по змiннiй tj, j > ν, якщо lγj — цiле число, i
модулем неперервностi порядку [lγj] + 1, якщо lγj — не є цiлим числом.

Оскiльки ω ∈ Φα,l, то функцiя ω(τ) задовольняє умови (Sα) i (Sl). В
цьому випадку функцiя Ω(t) з (3.138) буде також задовольняти умову
(Sα). Проте не можна гарантувати того, що функцiя (3.138) задовольняє
умову (Sl). Але можна стверджувати, що функцiя (3.138) задовольняє
умову (Sl) по змiнних tj, j > ν, де

lj =

 lγj, , якщо lγj — цiле число,

[lγj] + 1, якщо [lγj] + 1 — не цiле число,
(3.139)
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Клас функцiй MBΩ
p,θ, що визначається функцiєю (3.138) позначатиме-

мо через MBω
p,θ(γ), тобто вважатимемо, що

MBω
p,θ(γ) := {f ∈ L0

p(Td) : ||f ||MBωp,θ(γ) ≤ 1}, (3.140)

де

||f ||MBωp,θ(γ) =

{∫
Td

(
Ωl(f, t)p

ω(
∏d

j=1 t
γj
j )

)θ d∏
j=1

dtj
tj

} 1
θ

, (3.141)

причому при означеннi Ωl(f, t)p, беруться рiзницi порядку lj по змiнних
xj, а числа lj визначенi рiвнiстю (3.139).

Вiдповiдне (3.141) декомпозицiйне зображення норми функцiй класiв
MBω

p,θ(γ), 1 < p < ∞, 1 ≤ θ < ∞,ω ∈ Φα,l, враховуючи (3.138), матиме
вигляд

||f ||MBωp,θ(γ) �
{∑

s

ω(2−(s,γ))−θ||δs(f, ·)||θp
} 1

θ

(3.142)

згiдно з (3.2).
При

Ω(t) =
d∏
j=1

t
rj
j , rj = rγj, 0 < r < l, (3.143)

або ж при ω(τ) = τ r (в (3.138)) класи MBω
p,θ(γ) спiвпадають з класами

Бєсова MBr
p,θ перiодичних функцiй багатьох змiнних з нерiвномiрною

(анiзотропною) мiшаною гладкiстю, декомпозицiйне зображення норм
яких встановлено в роботi [47].

Поверхнями рiвня функцiї (3.138) є множини

Qγn =
⋃

(s,γ)≤n

ρ(s).

Вiдомо (див., наприклад, [145, гл. III], [73, гл. IV]), що пiдпростори
тригонометричних полiномiв зi спектром iз Qγn в рядi випадкiв є опти-
мальними в сенсi точних за порядком оцiнок наближення анiзотропних
(за гладкiсним параметром) класiв Нiкольського–Бєсова MBr

p,θ перiо-
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дичних функцiй багатьох змiнних з мiшаною гладкiстю за допомогою
довiльних лiнiйних пiдпросторiв (тобто в задачах про колмогоровський
поперечник).

Через EQγn(f) будемо позначати найкращi наближення функцiї f три-
гонометричними полiномами зi спектром з множини Qγn. Якщо F — де-
який функцiональний клас, то

EQγn(F ) = sup
f∈F

EQγn(f)

— позначає найкраще наближення класу F тригонометричними полiно-
мами зi спектром iз множини Qγn.

Нехай далi
SQγn(f,x) :=

∑
(s,γ)≤n

δs(f,x)

— схiдчасто–гiперболiчна сума Фур’є функцiї f ∈ Lq(Td). Величину

EQγn(f)q := ||f − SQγn(f)||q

називають наближенням функцiї f за допомогою схiдчасто–
гiперболiчних сум Фур’є SQγn(f) в метрицi простору Lq(Td). Для
F ⊂ Lq(Td) покладемо

EQγn(F )q := sup
f∈F
EQγn(f)q.

Теорема 3.14. Нехай 1 < p < q < ∞, 1 ≤ θ < ∞, ω ∈ Φα,l з деяким
α > 1

p −
1
q , тодi

EQγn(MBω
p,θ(γ))q � EQγn(MBω

p,θ(γ))q � ω(2−n)2n( 1
p−

1
q )n

(ν−1)( 1
q−

1
θ)+.

(3.144)

Доведення. Встановимо спочатку оцiнку зверху, скориставшись де-
якими положеннями з роботи [85]. Нехай f ∈MBω

p,θ(γ). Тодi, застосу-
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вавши лему III.2, можемо записати

||f − Sγn (f)||q =

∥∥∥∥ ∑
(s,γ)≥n

δs(f)

∥∥∥∥
q

�

�
( ∑

(s,γ)≥n

||δs(f)||qp 2q||s||1( 1
p−

1
q )

) 1
q

=

=

( ∑
(s,γ)≥n

ω(2−(s,γ))−q||δs(f)||qp ω(2−(s,γ))q 2q||s||1( 1
p−

1
q )

) 1
q

=: J1. (3.145)

Для продовження оцiнки (3.145) розглянемо два випадки:
1) q < θ <∞; 2) 1 ≤ θ ≤ q.

1) Нехай θ > q. Оскiльки згiдно з умовою теореми функцiя ω(τ) задо-
вольняє умову (Sα) з деяким α > 1

p −
1
q , то при (s,γ) ≥ n виконується

нерiвнiсть
ω(2−(s,γ))

2−α(s,γ)
� ω(2−n)

2−αn
. (3.146)

В [145, с. 11] показано, що∑
(s,γ′)≥n

2−ζ(s,γ) � 2−ζnnν−1, ζ > 0, (3.147)

де γ = (γ1, . . . , γd), γ ′ = (γ′1, . . . , γ
′
d), а γ′j = γj, j = 1, . . . , ν, i 1 < γ′j <

γj, j = ν + 1, . . . , d.

Тодi, застосувавши до J1 нерiвнiсть Гельдера з показником θ/q, будемо
мати

J1 �
( ∑

(s,γ)≥n

ω(2−(s,γ))−θ||δs(f)||θp
) 1

θ

×

×
( ∑

(s,γ)≥n

(
ω(2−(s,γ))

2−α(s,γ)

) qθ
θ−q

2−(α(s,γ)−||s||1( 1
p−

1
q )) qθ

θ−q

) 1
q−

1
θ

�
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� ||f ||MBωp,θ(γ)
ω(2−n)

2−αn

( ∑
(s,γ)≥n

2−(α(s,γ)−||s||1( 1
p−

1
q )) qθ

θ−q

) 1
q−

1
θ

=: J2.

Далi, поклавши γ̃j = (αγj− 1
p+ 1

q )/(αγ1− 1
p+ 1

q ), будемо мати γj < γ̃j при
j = ν + 1, . . . , d, i, скориставшись спiввiдношеннями (3.147) та (3.140),
продовжимо попередню оцiнку величини J2:

J2 = ||f ||MBωp,θ(γ)
ω(2−n)

2−αn

( ∑
(s,γ)≥n

2−(α− 1
p+ 1

q )(s,γ̃) qθ
θ−q

) 1
q−

1
θ

�

� ω(2−n)

2−αn
2−(α− 1

p+ 1
q )nn(ν−1)( 1

q−
1
θ ) = ω(2−n)2n( 1

p−
1
q )n(ν−1)( 1

q−
1
θ ). (3.148)

2) Якщо ж 1 ≤ θ < q, то, використовуючи (2.96), а також (3.146) та
(3.140), для J1 можемо записати

J1 ≤ sup
(s,γ)≥n

(
ω(2−(s,γ))

2−α(s,γ)
2−(α(s,γ)−||s||1( 1

p−
1
q ))

)
×

×
( ∑

(s,γ)≥n

ω(2−(s,γ))−θ||δs(f, ·)||qp
) 1

q

�

�
( ∑

(s,γ)≥n

ω(2−(s,γ))−θ||δs(f, ·)||θp
) 1

θ

×

×ω(2−n)

2−αn
sup

(s,γ)≥n
2−(α(s,γ)−||s||1( 1

p−
1
q )) ≤

≤ ω(2−n)

2−αn
2−(α−( 1

p−
1
q ))n||f ||MBωp,θ(γ) ≤ ω(2−n)2n( 1

p−
1
q ). (3.149)

Об’єднуючи (3.148) i (3.149), одержуємо в (3.144) оцiнку зверху.

Оцiнки знизу проводяться аналогiчно, як i в роботi [191].

Теорему 3.14 доведено.

Зауваження 3.16. В теоремi 3.14 не враховано випадок θ =∞,
оскiльки вiн розглянутий в роботi [68] i одержується з (3.144) формаль-
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ною замiною 1
θ на 0.

Зауваження 3.17. Якщо ω(τ) = τ r, r > 1/p − 1/q, то в (3.144)
мiститься вiдповiдний результат для класiв MBr

p,θ, який встановлений
А.С. Романюком в [85].

Зауваження 3.18. Якщо в (3.138) покладемо γj = 1, j = 1, . . . , d, то
одержимо функцiю Ω = Ω(t) вигляду (3.14). В цьому випадку доведена
теорема мiстить оцiнку

EQn(MBω
p,θ)q � ω(2−n)2n( 1

p−
1
q )n

(d−1)( 1
q−

1
θ)+,

яку встановлено ранiше в [191].
Наведемо деякi додатковi позначення. Нехай

ρ+(s) := ρ(s)
⋂

Nd,

де ρ(s) задано формулою (3.1), а

ρε(s) := ρ(s)
⋂ d∏

j=1

εjN

для ε = (ε1, . . . , εd), εj = ±1, j = 1, . . . , d, де εjN := N, якщо εj = 1, i
εjN := {−1,−2, . . . }, якщо εj = −1, j= 1, . . . , d.

Для f ∈ L0
p(Td) покладемо

δ+
s (f,x) :=

∑
k∈ρ+(s)

f̂(k)ei(k,x),

δεs (f,x) :=
∑

k∈ρε(s)

f̂(k)ei(k,x).

Теорема 3.15. Нехай 1 < q < ∞, 1 ≤ θ < ∞, а функцiя Ω визнача-
ється рiвнiстю (3.138), причому функцiя ω(τ) типу модуля неперерв-
ностi порядку l задовольняє умову (Sα) з деяким α > 1 − 1

q , а також
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умову (Sl), тодi

EQγn(MBω
1,θ(γ))q�EQγn(MBω

1,θ(γ))q�ω(2−n)2n(1− 1
q )n

(ν−1)(1
q−

1
θ)+, (3.150)

де a+ = max{a; 0}.

Доведення. Встановимо спочатку оцiнку зверху. Нехай
f ∈MBω

1,θ(γ). Скориставшись лемою III.2 та нерiвнiстю рiзних метрик
Нiкольського, одержимо при деякому 1 < q0 < q

||f − Sγn (f)||q =

∥∥∥∥ ∑
(s,γ)≥n

δs(f)

∥∥∥∥
q

�

�
( ∑

(s,γ)≥n

||δs(f)||qq
0
2
q||s||1( 1

q0
− 1
q )
) 1

q

�

�
( ∑

(s,γ)≥n

||As(f)||qq
0
2
q||s||1( 1

q0
− 1
q )
) 1

q

�

�
( ∑

(s,γ)≥n

||As(f)||q1 2q||s||1(1− 1
q )

) 1
q

=: J1. (3.151)

Нехай θ ≥ q. Оскiльки згiдно з умовою теореми функцiя ω(τ) задо-
вольняє умову (Sα) з деяким α > 1 − 1

q , то при (s,γ) ≥ n виконується
нерiвнiсть

ω(2−(s,γ))

2−α(s,γ)
� ω(2−n)

2−αn
. (3.152)

В [145, с. 11] показано, що∑
(s,γ)≥n

2−ζ(s,γ̃) � 2−ζnnν−1, ζ > 0, (3.153)

де γ = (γ1, . . . , γd), γ̃ = (γ̃1, . . . , γ̃d), а γ̃j = γj = 1, j = 1, . . . , ν, i
1 < γj < γ̃j, j = ν + 1, . . . , d.

Тодi, застосувавши до J1 з (3.151) нерiвнiсть Гельдера з показником
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θ/q ≥ 1 i врахувавши (3.146), (3.147), будемо мати

J1 =

( ∑
(s,γ)≥n

(ω(2−(s,γ)))−q||As(f)||q1 (ω(2−(s,γ)))q2q||s||1(1− 1
q )

) 1
q

≤

≤
( ∑

(s,γ)≥n

(
ω(2−(s,γ))

2−α(s,γ)

) qθ
θ−q

2−(α(s,γ)−||s||1(1− 1
q )) qθ

θ−q

) 1
q−

1
θ

×

×
( ∑

(s,γ)≥n

(ω(2−(s,γ)))−θ||As(f)||θ1
) 1

θ

�

� ω(2−n)

2−αn

( ∑
(s,γ)≥n

2−(α(s,γ)−||s||1(1− 1
q )) qθ

θ−q

) 1
q−

1
θ

||f ||MBω1,θ(γ) ≤

≤ ω(2−n)

2−αn

( ∑
(s,γ)≥n

2−(α(s,γ)−||s||1(1− 1
q )) qθ

θ−q

) 1
q−

1
θ

=

=
ω(2−n)

2−αn

( ∑
(s,γ)≥n

2−(α−1+ 1
q )(s,γ̃) qθ

θ−q

) 1
q−

1
θ

� ω(2−n)2n(1− 1
q )n(ν−1)( 1

q−
1
θ),

де γ̃ = (γ̃1, . . . , γ̃d), γ̃j = (αγj−1+ 1
q )/(α−1+ 1

q ), j = 1, . . . , d, при цьому,
як бачимо, γj < γ̃j при j = ν + 1, . . . , d.

Якщо ж 1 ≤ θ < q, то, використовуючи вкладення

MBω
p,1(γ) ⊂MBω

p,θ1
(γ) ⊂MBω

p,θ2
(γ) ⊂MBω

p,∞(γ), 1 < θ1 < θ2 <∞,

i встановлену вище оцiнку зверху для EQγn(MBω
1,q(γ))q, будемо мати

EQγn(MBω
1,θ(γ))q ≤ EQγn(MBω

1,q(γ))q � ω(2−n)2n(1− 1
q ).

Таким чином, оцiнку зверху в (3.150) встановлено.
Для доведення в (3.150) оцiнки знизу (для випадку q ≤ θ <∞) пока-
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жемо, що ця оцiнка реалiзується на функцiї

f1(x) = C4ω(2−n)n−
d−1
θ

∑
||s||1=n+1

As(x), C4 > 0.

Спочатку переконаємось в тому, що f1 ∈ MBω
1,θ при деякому значеннi

сталої C4 > 0. Дiйсно, використовуючи вiдповiдну нерiвнiсть для згортки
та враховуючи той факт, що ||As||1 � 1 та (3.34) будемо мати

||f1||MBω1,θ � ω(2−n)n−
d−1
θ

( ∑
s′: ||s′−s||∞≤1

(
ω(2−||s

′||1)
)−θ
×

×
∥∥∥∥(As′ ∗

( ∑
||s||1=n+1

As

))∥∥∥∥θ
1

) 1
θ

�

� n−
d−1
θ

( ∑
s′: ||s′−s||∞≤1

∥∥∥∥(As′ ∗
( ∑
||s||1=n+1

As

))∥∥∥∥θ
1

) 1
θ

=

= n−
d−1
θ

( ∑
s′: ||s′−s||∞≤1

∥∥∥∥(As′ ∗
( ∑

s: ||s′−s||∞≤1
||s||1=n+1

As

))∥∥∥∥θ
1

) 1
θ

≤

≤ n−
d−1
θ

( ∑
s′: ||s′−s||∞≤1

||As′||θ1
∥∥∥∥ ∑

s: ||s′−s||∞≤1
||s||1=n+1

As

∥∥∥∥θ
1

) 1
θ

≤

≤ n−
d−1
θ

( ∑
s′: ||s′−s||∞≤1

||As′||θ1
∑

s: ||s′−s||∞≤1
||s||1=n+1

||As||θ1
) 1

θ

�

� n−
d−1
θ

( ∑
s′: ||s′−s||∞≤1

||As′||θ1
∑

s: ||s′−s||∞≤1
||s||1=n+1

1

) 1
θ

≤

≤ n−
d−1
θ

( ∑
n+1−d≤||s′||1≤n+1+d

||As′||θ1 3d
) 1

θ

�
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� n−
d−1
θ

( ∑
n+1−d≤||s′||1≤n+1+d

1

) 1
θ

= n−
d−1
θ

( n+1+d∑
j=n+1−d

∑
||s′||1=j

1

) 1
θ

� 1.

Перейдемо до встановлення оцiнки знизу для величини EQ1
n
(f1)q. Для

s ∈ Nd покладемо

22−s :=
{
x = (x1, . . . , xd) : 2−sj ≤ xj < 2−sj+1, j = 1, . . . , d

}
i зауважимо, що 22−s ∩ 22−s′ = ∅ при s 6= s′. Тодi, взявши до уваги, що
SQ1

n
(f1) = 0, i скориставшись теоремою Лiттлвуда–Пелi, а також (3.34),

можемо записати (аналогiчно, як i в [145, гл. II, § 2] або [73, гл. I, § 1.4])

EQ1
n
(f1)q= ||f1||q�

∥∥∥∥( ∑
n+1≤||s′||1≤n+d+1

∑
||ε||1=d

|δεs′(f1)|2
)1

2
∥∥∥∥
q

≥

≥
∥∥∥∥( ∑

n+1≤||s′||1≤n+d+1

|δ+
s′ (f1)|2

)1
2
∥∥∥∥
q

�

� ω(2−n)n−
d−1
θ

∥∥∥∥( ∑
||s′||1=n+1

∣∣∣∣δ+
s′

( ∑
||s||1=n+1

As

)∣∣∣∣2) 1
2
∥∥∥∥
q

�

� ω(2−n)n−
d−1
θ

( ∑
||s′||1=n+1

∫
2

2−s′

∣∣∣∣δ+
s′

( ∑
||s||1=n+1

As

)∣∣∣∣q dx) 1
q

≥

≥ω(2−n)n−
d−1
θ

( ∑
||s||1=n+1

∫
22−s

∣∣∣∣ d∏
j=1

2sj−1∑
kj=2sj−1+1

(
kj

2sj−1
− 1

)
sinkjxj

∣∣∣∣qdx)1
q

>

>
ω(2−n)

n
d−1
θ

( ∑
||s||1=n+1

d∏
j=1

2−sj
(

sin
1

2

2sj−1∑
kj=2sj−1

(
kj

2sj−1
− 1

))q)1
q

�

� ω(2−n)

n
d−1
θ

( ∑
||s||1=n+1

d∏
j=1

2sj(q−1)

)1
q

� ω(2−n)

n
d−1
θ

2n(1− 1
q )

( ∑
||s||1=n+1

1

)1
q

�

� ω(2−n)2n(1− 1
q )n(d−1)(1

q−
1
θ). (3.154)
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Таким чином, оцiнка знизу в (3.150) для випадку q ≤ θ <∞ встановлена.
Зазначимо, що оцiнка знизу величини EQ1

n
(MBω

1,θ)q для випадку
1 ≤ θ < q реалiзується на функцiї

f2(x) = C5ω(2−n)As∗(x), C5 > 0,

де s∗ : ||s∗||1 = n+ 1. Переконаємось в тому, що f2 ∈MBω
1,θ при деякому

значеннi сталої C5 > 0. Дiйсно, використовуючи вiдповiдну нерiвнiсть
для згортки, подiбно як i при оцiнцi ||f1||MBω1,θ , будемо мати

||f2||MBω1,θ � ω(2−n)

( ∑
s′: ||s′−s∗||∞≤1

(
ω(2−||s

′||1)
)−θ
‖As′ ∗ As∗‖θ1

) 1
θ

�

�
( ∑

s′: ||s′−s∗||∞≤1

||As′||θ1 ||As∗||θ1
) 1

θ

� 1.

Далi, взявши до уваги, що SQ1
n
(f2) = 0, аналогiчно як i в (3.154), одер-

жимо
EQ1

n
(f2)q � ω(2−n)2n(1− 1

q ),

звiдки слiдує оцiнка знизу в теоремi для EQ1
n
(MBω

1,θ)q у випадку
1 ≤ θ < q.

Теорему 3.15 доведено.

Зауваження 3.19. В теоремi 3.15 не розглянуто випадок θ =∞,
оскiльки точнi за порядком оцiнки величин EQγn(MHω

1 (γ))q i
EQγn(MHω

1 (γ))q встановлено в роботi [68].

Зауваження 3.20. У випадку ω(τ) = τ r, 1− 1
q < α = r < l, результат

теореми 3.15 вiдомий i доведений А.С. Романюком [83].

Зауваження 3.21. У випадку γj = 1, j = 1, . . . , d, результат теоре-
ми 3.15 вiдомий i встановлений О.В. Федуник [148].
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3.4.2. Найкраще наближення класiв перiодичних функцiй ба-
гатьох змiнних MBω

p,θ(γ) у метрицi простору Lp при 1 < p <∞.
Як зазначалось в попередньому пiдроздiлi, пiдпростори

тригонометричних полiномiв з “номерами” гармонiк iз Qγn є в рядi
випадкiв оптимальними для наближення анiзотропних класiв Бєсова
MBr

p,θ перiодичних функцiй мiшаної гладкостi, що показано, наприклад,
в [145, гл. III], [85], [73, гл. IV]. Однак, для наближення класiв MBr

p,θ

в метрицi простору Lp при певних значеннях параметра θ вигiдно
брати тригонометричнi полiноми з “номерами” гармонiк не з Qγn, а з
Qγ

′

n , де вектор γ ′ = (γ′1, . . . , γ
′
d) пов’язаний з вектором γ за допомогою

наступних спiввiдношень

1 = γ′1 = · · · = γ′ν < γ′ν+1 ≤ · · · ≤ γ′d, 1 < γ′j < γj, j = ν + 1, . . . , d.

Слiд зауважити, що хоча кiлькiсть точок в множинах Qγ′n та Qγn спiв-
падає за порядком, тобто (див., наприклад, [55]) |Qγ′n | � |Qγn| � 2nnν−1,
проте тригонометричнi полiноми з “номерами” гармонiк iз Qγ′

n в деяких
випадках дають наближення за порядком краще, нiж тригонометричнi
полiноми з “номерами” гармонiк iз Qγn, що було помiчено С.O. Теля-
ковським [134]. МножиниQγ′n також з’явились в роботi С.O. Теляковсько-
го [134].

Справедливе таке твердження.

Теорема 3.16. Нехай 1 < p <∞, 1 ≤ θ <∞, ω ∈ Φα,l, тодi

E
Qγ
′
n

(MBω
p,θ(γ))p � EQγ′n (MBω

p,θ(γ))p � ω(2−n)n
(ν−1)

(
1
p0
− 1
θ

)
+, (3.155)

де p
0

= min{p; 2}.

Доведення. Встановимо спочатку оцiнку зверху у випадку
p

0
< θ <∞. Але попередньо наведемо кiлька спiввiдношень, якi бу-

дуть потрiбнi далi.
Оскiльки згiдно з умовою теореми функцiя ω(τ) задовольняє умову
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(Sα) з деяким α > 0, то при (s,γ) ≥ n виконується нерiвнiсть

ω(2−(s,γ))

2−α(s,γ)
� ω(2−n)

2−αn
. (3.156)

В [145, с. 11] показано, що∑
(s,γ′)≥n

2−ζ(s,γ) � 2−ζnnν−1, ζ > 0. (3.157)

Нехай f ∈MBω
p,θ(γ). Тодi, позначаючи через S

Qγ
′
n

(f,x) частинну суму
ряду Фур’є функцiї f(x) з “номерами” гармонiк iз множини Qγ′n , вико-
ристовуючи наслiдок з теореми Лiттльвуда-Пелi, нерiвнiсть Гельдера та
спiввiдношення (3.142), (3.156), (3.157), будемо мати:

E
Qγ
′
n

(f) ≤ ||f − S
Qγ
′
n

(f)||p =

∥∥∥∥ ∑
(s,γ′)≥n

δs(f)

∥∥∥∥
p

�

�
( ∑

(s,γ′)≥n

||δs(f)||p0
p

) 1
p0

≤
( ∑

(s,γ′)≥n

ω(2−(s,γ))−θ||δs(f)||θp
) 1

θ

×

×
( ∑

(s,γ′)≥n

(
ω(2−(s,γ))

) p0θ

θ−p0
) 1

p0
− 1
θ

≤

≤ ||f ||MBωp,θ(γ)

( ∑
(s,γ′)≥n

(
ω(2−(s,γ))

2−α(s,γ)
2−α(s,γ)

) p0θ

θ−p0
) 1

p0
− 1
θ

�

� ω(2−n)

2−αn

( ∑
(s,γ′)≥n

2
−α(s,γ)

p0θ

θ−p0

) 1
p0
− 1
θ

�

� ω(2−n)

2−αn
2−αnn

(ν−1)( 1
p0
− 1
θ )

= ω(2−n)n
(ν−1)( 1

p0
− 1
θ )
.

Якщо ж 1 ≤ θ ≤ p
0
, то, використовуючи наслiдок з теореми

Лiттльвуда-Пелi, спiввiдношення (2.96), а також (3.142) i (3.156), одер-
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жимо
E
Qγ
′
n

(f) ≤ ||f − S
Qγ
′
n

(f)||p =

∥∥∥∥ ∑
(s,γ′)≥n

δs(f)

∥∥∥∥
p

�

�
( ∑

(s,γ′)≥n

||δs(f)||p0
p

) 1
p0

≤
( ∑

(s,γ′)≥n

||δs(f)||θp
) 1

θ

≤

≤
( ∑

(s,γ′)≥n

ω(2−(s,γ))−θ||δs(f)||θp
) 1

θ

sup
(s,γ′)≥n

ω(2−(s,γ))

2−α(s,γ)
2−α(s,γ) �

� ||f ||MBωp,θ(γ)
ω(2−n)

2−αn
sup

(s,γ′)≥n
2−α(s,γ) ≤ ω(2−n).

Оцiнки зверху встановлено.
Тепер перейдемо до встановлення оцiнок знизу, якi досить провести

для ν = d. В цьому випадку, очевидно, що γ = γ ′ = (1, . . . , 1), а замiсть
вектора γ = γ ′ будемо писати 1 i, вiдповiдно, Qn — замiсть Q1

n.
При проведеннi оцiнок знизу будемо користуватися тим фактом, що

для f ∈ Lp(Td) має мiсце порядкова рiвнiсть

EQn(f)p � ||f − SQn(f)||p, 1 < p <∞,

яка є простим наслiдком теореми Лiттлвуда–Пелi.
1) Нехай 2 ≤ p <∞, 2 ≤ θ <∞. Розглянемо функцiю

fω,θ(x) = C6ω(2−n)n−
d−1
θ

∑
||s||1=n

ei(k
∗
s ,x), C6 > 0,

де k∗s ∈ ρ(s). Покажемо, що ця функцiя при вiдповiдному значеннi сталої
C6 > 0 належить до класу MBω

p,θ. Дiйсно

||fω,θ||MBω
p,θ
�
( ∑
||s||1=n

ω(2−||s||1)−θ||δs(fω,θ)||θp
) 1

θ

=
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= C6n
−d−1

θ

( ∑
||s||1=n

||ei(k∗s ,·)||θp
) 1

θ

� n−
d−1
θ

( ∑
||s||1=n

1

) 1
θ

� 1.

Далi, оскiльки SQn(fω,θ) = 0 внаслiдок вибору функцiї fω,θ, то

EQn(MBω
p,θ)p � sup

f∈MBω
p,θ

||f − SQn(f)||p ≥||fω,θ − SQn(fω,θ)||p=

= ||fω,θ||p ≥ ||fω,θ||2 = C6ω(2−n)n−
d−1
θ

( ∑
||s||1=n

1

) 1
2

�

� ω(2−n)n(d−1)( 1
2−

1
θ ).

2) Нехай 1 < p < 2, p ≤ θ <∞. Розглянемо функцiю

fω,p,θ(x) = C7ω(2−n)2n( 1
p−1)n−

d−1
θ

∑
||s||1=n

∑
k∈ρ(s)

ei(k,x), C7 > 0.

Покажемо, що fω,p,θ ∈MBω
p,θ при певному значеннi сталої C7 > 0.

Використовуючи (3.81), (3.34) одержимо

||fω,p,θ||MBωp,θ
�
( ∑
||s||1=n

ω(2−||s||1)−θ||δs(fω,p,θ)||θp
) 1

θ

=

= C72
n( 1

p−1)n−
d−1
θ

( ∑
||s||1=n

∥∥∥∥ ∑
k∈ρ(s)

ei(k,·)
∥∥∥∥θ
p

) 1
θ

�

� n−
d−1
θ

( ∑
||s||1=n

1

) 1
θ

� 1.

Далi покладемо ∆s = {x : 2−sj ≤ xj < 2−sj+1, j = 1, . . . , d}. Зазначимо,
що ∆s ∩ ∆s′ 6= ∅ при s 6= s′. Тодi, беручи до уваги виконання рiвностi
SQn(fω,p,θ, ·) = 0, будемо мати

EQn(fω,p,θ)p � ||fω,p,θ||p �
∥∥∥∥( ∑

||s||1=n

|δs(fω,p,θ)|2
) 1

2
∥∥∥∥
p

�
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�
( ∑
||s||1=n

∫
∆s

|δs(fω,p,θ,x)|p dx
) 1

p

=

= C7ω(2−n)2n( 1
p−1)n−

d−1
θ

( ∑
||s||1=n

∫
∆s

∣∣∣∣ ∑
k∈ρ(s)

ei(k,x)

∣∣∣∣p dx) 1
p

. (3.158)

Враховуючи, що (див., наприклад, [85])∫
∆s

∣∣∣∣ ∑
k∈ρ(s)

ei(k,x)

∣∣∣∣p dx� 2||s||1(p−1),

з (3.158) знаходимо

EQn(MBω
p,θ)p � ω(2−n)n−

d−1
θ

( ∑
||s||1=n

1

) 1
p

� ω(2−n)n(d−1)( 1
p−

1
θ ).

3) У випадку 1 < p <∞, 1 ≤ θ < p
0
розглянемо функцiю

fω(x) = C8ω(2−n)ei(k
∗
s̃ ,x), C8 > 0,

де k∗s̃ ∈ ρ(s̃), ||s̃||1 = n.
Поскiльки

||fω||MBωp,θ � ω(2−||s̃||1)−1||δs̃(fω, ·)||p � 1,

то fω ∈MBω
p,θ при вiдповiдному значеннi сталої C8 > 0.

Враховуючи, що SQn(fω) = 0, одержимо

EQn(fω)p � ||fω||p � ω(2−n).

Оцiнки знизу встановлено.
Теорему 3.16 доведено.

Зауваження 3.22. Якщо в наведенiй вище теоремi розглянути апро-
ксимацiйну характеристику EQγn(MBω

p,θ(γ))p i повторити мiркування,
аналогiчнi до наведених в ходi доведення теореми 3.16, то легко пока-
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зати, що

EQγn(MBω
p,θ(γ))p � EQγn(MBω

p,θ(γ))p � ω(2−n)n
(d−1)

(
1
p0
− 1
θ

)
+. (3.159)

Зауваження 3.23. Якщо ω(τ) = τ r, то з (3.155) та (3.159) випливають
встановленi А.С. Романюком [85] результати для класiв MBr

p,θ.

Зауваження 3.24. Якщо в (3.138) покладемо γj = 1, j = 1, . . . , d,
то одержимо функцiю Ω(t) вигляду (3.14). В цьому випадку в доведенiй
теоремi мiститься встановлений в роботi [191] результат

EQn(MBω
p,θ)p � EQn(MBω

p,θ)p � ω(2−n)n
(d−1)

(
1
p0
− 1
θ

)
+.
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3.5. Наближення класiв функцiй багатьох змiнних,
визначених на Rd, цiлими функцiями з вiдповiд-
ними носiями.

В даному пiдроздiлi одержано порядковi оцiнки наближення класiв SΩ
p,θB

функцiй багатьох змiнних, якi визначенi на Rd, в метрицi простору Lq за
допомогою цiлих функцiй експоненцiального типу з носiями їх перетво-
рень Фур’є на множинах, якi породжуються поверхнями рiвня функцiї
Ω = Ω(t).

3.5.1. Означення та декомпозицiйне нормування простору
SΩ
p,θB(Rd).
Нехай Rd — d-вимiрний евклiдiв простiр з елементами x = (x1, ..., xd)

та (x,y) = x1y1 + ...+xdyd. Через Lq(Rd), 1 6 q 6∞, позначимо простiр
вимiрних функцiй f(x) = f(x1, ..., xd) зi скiнченною нормою

‖f‖q := ‖f‖Lq(Rd) :=

(∫
Rd

|f(x)|qdx

) 1
q

, 1 6 q <∞,

‖f‖∞ := ‖f‖L∞(Rd) := ess sup
x∈Rd

|f(x)|.

Для функцiї f ∈ Lq(Rd) визначимо рiзницю l-го порядку, l ∈ N, за
змiнною xj з кроком hj

∆l
hj
f(x) :=

l∑
n=0

(−1)l−nCn
l f(x1, ..., xj−1, xj + nhj, xj+1, ..., xd)

та кратну рiзницю l-го порядку з векторним кроком h = (h1, . . . , hd):

∆l
hf(x) = ∆l

hd

(
∆l
hd−1

...(∆l
h1
f(x))

)
.
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Тодi
Ωl(f, t)q := sup

|hj |6tj ,
j=1,...,d,

‖∆l
hf(·)‖q

— мiшаний модуль неперервностi (порядку l) функцiї f ∈ Lq(Rd).
Тут t = (t1, ..., td), tj > 0, j = 1, . . . , d, (далi будемо писати t > 0,
|h| = (|h1|, ..., |hd|) та використовувати запис |h| 6 t, який означає, що
|hj| 6 tj, j = 1, . . . , d).

Нехай Ω(t) = Ω(t1, . . . , td) — задана функцiя типу мiшаного модуля
неперервностi порядку l, тобто функцiя, яка визначена та неперервна на
Rd

+ та задовольняє такi умови:

1) Ω(t) > 0, t > 0; Ω(t) = 0, якщо
d∏
j=1

tj = 0;

2) Ω(t) є неспадною за кожною зi змiнних;

3) Ω(m1t1, . . . ,mdtd) 6

(
d∏
j=1

mj

)l
Ω(t), mj ∈ N, j = 1, . . . , d.

Множину таких функцiй Ω(t) позначимо через Ψl.
Додатково будемо вимагати, щоб функцiя Ω(t) задовольняла умови

(Sα) та (Sl), якi називають умовами Барi–Стєчкiна [13]. Сформулюємо
їх:

а) функцiя однiєї змiнної ϕ(τ) > 0 задовольняє умову (Sα) з α > 0,
якщо ϕ(τ)/τα майже зростає, тобто iснує така стала C1 > 0, що

ϕ(τ1)

τα1
6 C1

ϕ(τ2)

τα2
, 0 < τ1 6 τ2 6 1;

б) функцiя однiєї змiнної ϕ(τ) > 0 задовольняє умову (Sl), якщо iснує
γ, 0 < γ < l, таке що ϕ(τ)/τ l−γ майже спадає, тобто iснує така стала
C2 > 0, що

ϕ(τ1)

τ l−γ1

> C2
ϕ(τ2)

τ l−γ2

, 0 < τ1 6 τ2 6 1.



200

Будемо казати, що Ω(t) задовольняє умову (Sα) (вiдповiдно (Sl)),
якщо Ω(t) задовольняє цю умову за кожною змiнною tj при всiх фiксо-
ваних ti, i 6= j, i вважати, що Ω(t) належить до множини Sα (вiдповiдно
Sl). Множина Φα,l визначається рiвнiстю Φα,l = Ψl∩Sα∩Sl. Таке ж позна-
чення Φα,l будемо використовувати для аналогiчно визначеної множини
функцiй однiєї змiнної.

Зазначимо, що до множини Φα,l належать, наприклад, функцiї

Ω(t) = Ω(t1, . . . , td) =


d∏
j=1

t
rj
j{

log 1
tj

}bj
+

, якщо tj > 0, j = 1, . . . , d;

0, якщо
d∏
j=1

tj = 0,

де {log τ}+ = max {1; log τ}, rj, bj ∈ R, 0 < rj < l, j = 1, . . . , d.
Нехай, далi, ed := {1, 2, ..., d}, d ∈ N, та e := {j1, ..., jm}, m 6 d, m ∈ N,

1 6 j1 < j2 < ... ... < jm 6 d, e ⊂ ed, te = (tj1, . . . , tjm), t̄e := (t̄e1, . . . , t̄
e
d),

де

t̄ei =

ti, i ∈ e,

1, i ∈ ed\e.

Простори SΩ
p,θB(Rd), де 1 6 p 6∞, 1 6 θ 6∞ та Ω(t) ∈ Ψl, визнача-

ються таким чином (див., наприклад, [119])

SΩ
p,θB(Rd) :=

{
f ∈ Lp(Rd) : ‖f‖SΩ

p,θB(Rd) <∞
}
,

де

‖f‖SΩ
p,θB(Rd) := ‖f‖p+

∑
∅ 6=e⊂ed

 2∫
0

· · ·
2∫

0

(
Ωle(f, te)p

Ω(t̄e)

)θ∏
j∈e

dtj
tj


1
θ

, (3.160)

якщо 1 6 θ <∞, i

‖f‖SΩ
p,∞B(Rd) := ‖f‖p +

∑
∅ 6=e⊂ed

sup
te>0

Ωle(f, t
e)p

Ω(t̄e)
, (3.161)
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де
Ωle(f, te)q := sup

|he|6te
‖∆le

hef(x)‖q, he := (hj1, . . . , hjm),

∆le

hef(x) = ∆l
hjm

(
∆l
hjm−1

...(∆l
hj1
f(. . . , xj1, . . . , xjm, . . . ))

)
.

Простори функцiй SΩ
p,θB(Rd) є узагальненням вiдомих просторiв

Sr
p,θB(Rd) i збiгаються з ними у випадку Ω(t) = tr = tr1 ·. . .·trd, 0 < rj < l,
j = 1, . . . , d. Нагадаємо, що простори SrpH(Rd) = Sr

p,∞B(Rd) були вперше
розглянутi С.М. Нiкольським [61], простори Sr

p,θB(Rd) при 1 6 θ < ∞
були введенi Т. I. Амановим [5]. В подальшому будемо використовува-
ти позначення SΩ

p,θB, Sr
p,θB, Sr

pH замiсть SΩ
p,θB(Rd), Sr

p,θB(Rd), Sr
pH(Rd),

вiдповiдно.
Спочатку наведемо важливе твердження про еквiвалентне нормува-

ння для просторiв SΩ
p,θB. Одержана декомпозицiйна норма функцiй з

просторiв SΩ
p,θB грає ключову роль в дослiдженнях рiзноманiтних апро-

ксимацiйних характеристик розглядуваних класiв функцiй. Для цього
нагадаємо означення перетворення Фур’є (див., наприклад, [45]).

Нехай S = S(Rd) — простiр Л.Шварца основних нескiнченно диферен-
цiйовних на Rd комплекснозначних функцiй ϕ, що спадають на нескiн-
ченностi разом з усiма похiдними швидше за будь-який степiнь функцiї
|x|−1 (див., наприклад, [45; 20, гл. 2]). Через S ′ позначимо простiр лiнiй-
них неперервних функцiоналiв над S. Зазначимо, що елементи простору
S ′ є узагальненими функцiями повiльного росту. Нехай 〈f, ϕ〉 позначає
значення функцiоналу f ∈ S ′ на пробнiй функцiї ϕ ∈ S.

Пряме (обернене) перетворення Фур’є функцiї ϕ ∈ S визначається за
формулою:

(Fϕ)(λ) =
1

(2π)d/2

∫
Rd

ϕ(t)e−i(λ,t)dt ≡ ϕ̃(λ)

(F−1ϕ)(t) =
1

(2π)d/2

∫
Rd

ϕ(λ)ei(λ,t)dλ ≡ ϕ̂(t)

 .

Пряме (обернене) перетворення Фур’є узагальненої функцiї f ∈ S ′
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(для них ми зберiгаємо такi ж позначення) визначаються за формулою

〈Ff, ϕ〉 = 〈f,Fϕ〉, 〈f̃ , ϕ〉 = 〈f, ϕ̃〉, ϕ ∈ S(
〈F−1f, ϕ〉 = 〈f,F−1ϕ〉, 〈f̂ , ϕ〉 = 〈f, ϕ̂〉, ϕ ∈ S

)
.

Носiєм узагальненої функцiї f будемо називати замикання N такої
множини точок N ⊂ Rd, що для будь-якої ϕ ∈ S, що дорiвнює нулю
в N, виконується рiвнiсть 〈f, ϕ〉 = 0. Носiй перетворення узагальненої
функцiї f будемо позначати через supp f . Будемо говорити, що функцiя
f зосереджена на множинi G, якщо supp f ⊆ G.

Зазначимо, що для 1 6 p 6 ∞ iснує природне неперервне вкладення
Lp(Rd) в S ′ i в цьому смислi функцiї з Lp(Rd) ототожнюються з елемен-
тами з S ′.

Далi, для кожного вектора s = (s1, ..., sd), sj ∈ Z+, j = 1, . . . , d, роз-
глянемо множину

Q∗2s := Q∗(s) :=
{
λ ∈ Rd : η(sj)2

sj−1 6 |λj| < 2sj , j = 1, . . . , d
}
,

де η(0) = 0 та η(t) = 1, t > 0.
Нехай A ⊂ Rd — деяка вимiрна множина. Позначимо через χA харак-

теристичну функцiю множини A i для f ∈ Lp(Rd) покладемо

δ∗s(f,x) = F−1
(
χQ∗2s · Ff

)
.

Сформулюємо твердження, яке буде використано при доведеннi основ-
них результатiв.

Теорема III.2 (Лiттлвуда–Пелi) (див., наприклад, [59, c. 81], а також
[49, 48]). Нехай задано 1 < p <∞. Iснують додатнi числа C3, C4 такi,
що для кожної функцiї f ∈ Lp(Rd) виконуються спiввiдношення

C3‖f‖p 6

∥∥∥∥∥
(∑

s>0

|δ∗s(f, ·)|2
) 1

2
∥∥∥∥∥
p

6 C4‖f‖p.
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А тепер сформулюємо твердження про еквiвалентне нормування про-
сторiв SΩ

p,θB.

Теорема III.3 [189]. Нехай 1 < p < ∞, Ω(t) ∈ Φα,l. Функцiя
f ∈ Lp(Rd) належить до простору SΩ

p,θB, 1 6 θ < ∞, тодi i тiльки
тодi, коли {∑

s>0

(
Ω(2−s)

)−θ‖δ∗s(f, ·)‖θp
} 1

θ

<∞,

при цьому

‖f‖SΩ
p,θB
�

{∑
s>0

(
Ω(2−s)

)−θ‖δ∗s(f, ·)‖θp
} 1

θ

, (3.162)

де Ω(2−s) = Ω(2−s1, . . . , 2−sd).
Функцiя f ∈ Lp(Rd) належить до простору SΩ

p,∞B тодi i тiльки
тодi, коли

sup
s>0

‖δ∗s(f, ·)‖p
Ω(2−s)

<∞,

при цьому

‖f‖SΩ
p,∞B
� sup

s>0

‖δ∗s(f, ·)‖p
Ω(2−s)

. (3.163)

В подальшому, пiд класом SΩ
p,θB будемо розумiти множину функцiй

f ∈ Lp(Rd) для яких ‖f‖SΩ
p,θB

6 1 i при цьому збережемо для класiв
SΩ
p,θB тi ж позначення, що й для просторiв SΩ

p,θB.
Зазначимо, що теорема III.3 є узагальненням на простори SΩ

p,θB(Rd) те-
ореми П. I. Лiзоркiна та С.М. Нiкольського для просторiв Srp,θB(Rd) [47].
Твердження, що аналогiчне до теореми III.3, для просторiв SΩ

p,θB перiо-
дичних функцiй багатьох змiнних ранiше встановлено М.М. Пустовойто-
вим [70] при θ =∞ та Sun Yongsheng, Wang Heping [191] при 1 6 θ <∞.
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3.5.2. Означення апроксимацiйних характеристик та допомiжнi
твердження.

Спочатку наведемо необхiднi позначення.
Для будь-якого N ∈ N покладемо

κ(N) := κ(Ω, N) :=

{
s = (s1, . . . , sd) : sj ∈ Z+, Ω(2−s) >

1

N

}
,

Q(N) =: Q(Ω, N) :=
⋃

s∈κ(N)

Q∗(s).

Зазначимо, що множини Q(N) породжуються поверхнями рiвня фун-

кцiї Ω(t) та у випадку, коли Ω(t) =
d∏
j=1

t
rj
j , rj > 0, j = 1, . . . , d. Цi

множини є схiдчастими гiперболiчними хрестами.
Далi покладемо

κ⊥(Ω, N) := κ⊥(N) :=

{
s = (s1, . . . , sd) : sj ∈ Z+, Ω(2−s) <

1

N

}
,

Q⊥(Ω, N) := Q⊥(N) :=
⋃

s∈κ⊥(N)

Q⊥(s),

Θ(N) := κ⊥(N)\κ⊥(2lN).

З означення множини Θ(N) одержуємо, що

Θ(N) ⊂ κ⊥(N) та
1

2lN
6 Ω(2−s) <

1

N
,

тобто
Ω(2−s) � 1

N
, s ∈ Θ(N). (3.164)

Зазначимо, що питання, пов’язанi з наближенням тригонометричними
полiномами зi спектром iз множин Q(N) для деяких класiв перiодичних
функцiй багатьох змiнних, розглядались в роботах [81, 71, 115, 126].

Тепер визначимо апроксимативнi характеристики, дослiдженню яких
присвячений даний пункт.
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Нехай L ⊂ Zd+ — деяка скiнченна множина. Покладемо

Q(L) =
⋃
s∈L

Q∗(s)

та позначимо

G
(
Q(L)

)
=
{
f ∈ Lq(Rd) : suppFf ⊆ Q(L)

}
.

Елементи G
(
Q(L)

)
є цiлими функцiями експоненцiального типу з носi-

ями їх перетворень Фур’є в множинi Q(L).
Для f ∈ Lq(Rd), 1 6 q 6∞, розглянемо величину

E
(
f,G

(
Q(L)

))
q

:= EQ(L)(f)q := inf
g∈G(Q(L))

‖f(·)− g(·)‖q,

яка називається найкращим наближенням функцiї f цiлими функцiями
з множини G

(
Q(L)

)
. Якщо F ⊂ Lq(Rd) — деякий функцiональний клас,

то покладемо
EQ(L)(F )q = sup

f∈F
EQ(L)(f)q.

Також для f ∈ Lq(Rd), 1 < q <∞, будемо розглядати функцiї вигляду

SQ(L)(f,x) =
∑
s∈L

δ∗s(f,x),

де, як i ранiше,
δ∗s(f,x) = F−1(χQ∗(s) · Ff).

Позначимо
EQ(L)(f)q = ‖f(·)− SQ(L)(f, ·)‖q

та
EQ(L)(F )q = sup

f∈F
EQ(L)(f)q.

В [71] показано, що Θ(N) 6= ∅ i, крiм цього, має мiсце спiввiдношення

|Θ(N)| �
(

log2N
)d−1

, (3.165)
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де через |A| позначено кiлькiсть елементiв скiнченної множини A.
На основi сказаного вище, враховуючи спiввiдношення (3.75) та

(3.164), для 1 < p <∞ маємо∑
s∈κ⊥(N)

(Ω(2−s))p �
∑

s∈Θ(N)

(Ω(2−s))p �

�
(

1

N

)p ∑
s∈Θ(N)

1 =

(
1

N

)p
|Θ(N)|. (3.166)

3.5.3. Порядковi оцiнки апроксимацiйних характеристик класiв
SΩ
p,θB.
Перш нiж сформулювати одержаний результат, зазначимо, що у ви-

падку 1 < q < ∞ (див., наприклад, [47]) має мiсце порядкове спiввiдно-
шення

EQ(L)(f)q � EQ(L)(f)q. (3.167)

Зазначимо, що в якостi L будемо розглядати вектори з множини κ(N)

та, вiдповiдно, розглядати наближення класiв SΩ
p,θB цiлими функцiя-

ми експоненцiального типу з носiями їх перетворення Фур’є в множинi
Q(N).

Теорема 3.17. Нехай 1 < p <∞, 1 6 θ 6∞, Ω ∈ Φα,l, тодi викону-
ються порядковi оцiнки

EQ(N)(S
Ω
p,θB)p � EQ(N)(S

Ω
p,θB)p �

1

N
|Θ(N)|

(
1
p0
− 1
θ

)
+, (3.168)

де p0 = min{p, 2}.

Доведення. Встановимо в (3.168) оцiнку зверху.
Нехай 1 < p <∞. Скориставшись послiдовно спiввiдношенням (3.167),

теоремою III.2, нерiвнiстю (2.96) та нерiвнiстю Мiнковського одержимо

EQ(N)(f)p � EQ(N)(f)p =

∥∥∥∥f(·)−
∑

s∈κ(N)

δ∗s(f, ·)
∥∥∥∥
p

=

∥∥∥∥ ∑
s∈κ⊥(N)

δ∗s(f, ·)
∥∥∥∥
p

�
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�
∥∥∥∥( ∑

s∈κ⊥(N)

|δ∗s(f, ·)|2
) 1

2
∥∥∥∥
p

6

∥∥∥∥( ∑
s∈κ⊥(N)

|δ∗s(f, ·)|p0

) 1
p0

∥∥∥∥
p

�

�

(∥∥∥∥ ∑
s∈κ⊥(N)

|δ∗s(f, ·)|p0

∥∥∥∥
p
p0

) 1
p0

6

( ∑
s∈κ⊥(N)

∥∥|δ∗s(f, ·)|p0
∥∥

p
p0

) 1
p0

=

=

( ∑
s∈κ⊥(N)

‖δ∗s(f, ·)‖p0
p

) 1
p0

. (3.169)

Далi розглянемо два випадки залежно вiд спiввiдношень мiж парамет-
рами p0 та θ.

1) У випадку p0 < θ < ∞, застосовуючи до останньої суми у спiввiд-
ношеннi (3.169) нерiвнiсть Гельдера з показником θ

p0
, а також спiввiдно-

шення (3.166), продовжимо оцiнку

EQ(N)(f)p �

 ∑
s∈κ⊥(N)

‖δ∗s(f, ·)‖θp
(
Ω(2−s)

)−θ 1
θ

×

×

 ∑
s∈κ⊥(N)

(
Ω(2−s)

) p0θ
θ−p0

 1
p0
− 1
θ

�

� ‖f(·)‖SΩ
p,θB

 ∑
s∈κ⊥(N)

(
Ω(2−s)

) p0θ
θ−p0

 1
p0
− 1
θ

� 1

N
|Θ(N)|

1
p0
− 1
θ .

Якщо ж θ =∞, то

EQ(N)(f)p �

 ∑
s∈κ⊥(N)

‖δ∗s(f, ·)‖p0
p

 1
p0

�

� sup
s∈κ⊥(N)

(
Ω(2−s)

)−1‖δ∗s(f, ·)‖p

 ∑
s∈κ⊥(N)

(
Ω(2−s)

)p0

 1
p0

� 1

N
|Θ(N)|

1
p0 .
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2) Нехай 1 6 θ 6 p0. Тодi скориставшись нерiвнiстю (2.96), оцiнку
(3.169) продовжимо таким чином:

EQ(N)(f)p 6

 ∑
s∈κ⊥(N)

‖δ∗s(f, ·)‖p0
p

 1
p 0

6

 ∑
s∈κ⊥(N)

‖δ∗s(f, ·)‖θp

 1
θ

�

�

 ∑
s∈κ⊥(N)

(
Ω(2−s)

)−θ‖δ∗s(f, ·)‖θp
 1

θ

sup
s∈κ⊥(N)

Ω(2−s)� 1

N
.

Оцiнки зверху встановлено.
Перейдемо до встановлення оцiнок знизу. Для цього розглянемо де-

кiлька випадкiв залежно вiд значень параметрiв p та θ i для кожного
з них побудуємо такi функциї f ∈ SΩ

p,θB, що оцiнки знизу для EQ(N)(f)p

збiгаються за порядком з правою частиною спiввiдношення (3.168). Спо-
чатку наведемо функцiю, яка використовується при їх побудовi.

Покладемо

Dk(x) =
d∏
j=1

Dkj(xj), k ∈ Zd+,

де

Dkj(xj) =

√
2

π

(
2 sin

xj
2

cos
2kj + 1

2
xj

)
· x−1

j .

В роботi [209] показано, що для перетворення Фур’є функцiї Dk має
мiсце рiвнiсть

FDk(x) = χk(x) =
d∏
j=1

χkj(xj),

де

χkj(xj) =


1, kj < |xj| < kj + 1,

1
2 , |xj| = kj або |xj| = kj + 1,

0 — в iнших випадках,
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χ0(xj) =


1, |xj| < 1,

1
2 , |xj| = 1,

0, |xj| > 1.

Вiдповiдно для оберненого перетворення будемо мати

F−1χk(t) = Dk(x).

Також будемо використовувати таке твердження.

Лема III.3 [209]. Нехай 1 < p <∞. Тодi для функцiї

f(x) =
∑
k>0

ck

d∏
j=1

D2kj−1(xj),

виконується спiввiдношення

‖f‖p �
(∑

k>0

|ck|2
) 1

2

.

Зазначимо, що має мiсце оцiнка [209]∥∥∥∥ ∑
k∈ρ+(s)

Dk(·)
∥∥∥∥
p

� 2‖s‖1(1− 1
p), (3.170)

де

ρ+(s) :=
{
k = (k1, ..., kd) : η(sj)2

sj−1 6 kj < 2sj , kj ∈ Z+, j = 1, . . . , d
}
.

Далi розглянемо декiлька випадкiв.
1) Нехай 2 < p <∞, 2 6 θ <∞. Тодi розглянемо функцiю

fN,θ(x) := C7
1

N
|Θ(N)|−

1
θ

∑
s∈Θ(N)

d∏
j=1

D2sj−1(xj).

Покажемо, що fN,θ ∈ SΩ
p,θB при певному значеннi сталої C7 > 0. По-
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скiльки ∥∥∥∥ d∏
j=1

D2sj−1(xj)

∥∥∥∥
p

�
∥∥∥∥ d∏
j=1

∣∣∣sin(xj/2)

xj

∣∣∣∥∥∥∥
p

� 1, (3.171)

то, скориставшись (3.162) та (3.164), одержимо

‖fN,θ‖SΩ
p,θB
�

 ∑
s∈Θ(N)

(
Ω(2−s)

)−θ‖δ∗s(fN,θ, ·)‖θp
 1

θ

�

� 1

N
|Θ(N)|−

1
θ

 ∑
s∈Θ(N)

(
Ω(2−s)

)−θ∥∥∥∥ d∏
j=1

D2sj−1(·)
∥∥∥∥θ
p

 1
θ

�

� 1

N
|Θ(N)|−

1
θN

 ∑
s∈Θ(N)

1

 1
θ

= |Θ(N)|−
1
θ |Θ(N)|

1
θ = 1.

Далi, поскiльки SQ(N)(fN,θ, ·) = 0, то згiдно з лемою III.3, одержуємо

EQ(N)(S
Ω
p,θB)p ≥ EQ(N)(fN,θ)p = ‖fN,θ‖p �

� 1

N
|Θ(N)|−

1
θ

∥∥∥∥ ∑
s∈Θ(N)

d∏
j=1

D2sj−1(xj)

∥∥∥∥
p

�

� 1

N
|Θ(N)|−

1
θ

 ∑
s∈Θ(N)

1

 1
2

=
1

N
|Θ(N)|

1
2−

1
θ .

2) У випадку 2 < p <∞, θ =∞ розглянемо функцiю

fN(x) := C8
1

N

∑
s∈Θ(N)

d∏
j=1

D2sj−1(xj)

i покажемо, що вона належить до класу SΩ
p,∞B при певному значеннi

сталої C8 > 0.
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Скориставшись (3.163), (3.164) та (3.171), будемо мати

‖fN‖SΩ
p,∞B
� sup

s∈Θ(N)

(
Ω(2−s)

)−1‖δ∗s(fN , ·)‖p �

� 1

N
sup

s∈Θ(N)

(
Ω(2−s)

)−1

∥∥∥∥ d∏
j=1

D2sj−1(·)
∥∥∥∥
p

� 1.

Використовуючи той факт, що SQ(N)(fN , ·) = 0, та лему III.3, одержу-
ємо

EQ(N)(S
Ω
p,∞B)p > EQ(N)(fN)p = ‖fN‖p �

1

N

∥∥∥∥ ∑
s∈Θ(N)

d∏
j=1

D2sj−1(·)
∥∥∥∥
p

�

� 1

N

 ∑
s∈Θ(N)

1

 1
2

=
1

N
|Θ(N)|

1
2 .

3) Нехай тепер має мiсце випадок 1 < p <∞, 1 6 θ < p0.
Покажемо, що функцiя

fΩ(x) := C9Ω(2−s̃)
d∏
j=1

D2s̃j−1(xj), s̃ ∈ Θ(N), C9 > 0,

належить до класу SΩ
p,θB.

Дiйсно, згiдно з (3.162) та (3.171), маємо

‖fΩ‖SΩ
p,θB
�

(∥∥∥∥Ω(2−s̃)
d∏
j=1

D2s̃j−1(·)
∥∥∥∥θ
p

(
Ω(2−s̃)

)−θ) 1
θ

� 1.

Враховуючи, що SQ(N)(fΩ, ·) = 0, одержуємо

EQ(N)(S
Ω
p,θB)p > EQ(N)(fΩ)p = ‖fΩ‖p = C9

∥∥∥∥Ω(2−s̃)
d∏
j=1

D2s̃j−1(·)
∥∥∥∥
p

� 1

N
.
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4) У випадку 1 < p 6 2, p 6 θ <∞ розглянемо функцiю

fN,p,θ(x) := C10
1

N
|Θ(N)|−

1
θ

∑
s∈Θ(N)

2( 1
p−1)‖s‖1

∑
k∈ρ+(s)

Dk(x).

Спочатку покажемо, що fN,p,θ ∈ SΩ
p,θB з деякою сталою C10 > 0. Беру-

чи до уваги (3.170) та (3.164), одержуємо

‖fN,p,θ‖SΩ
p,θB
�

 ∑
s∈Θ(N)

(
Ω(2−s)

)−θ‖δ∗s(fN,p,θ, ·)‖θp
 1

θ

�

� 1

N
|Θ(N)|−

1
θ

 ∑
s∈Θ(N)

(
Ω(2−s)

)−θ
2θ(

1
p−1)‖s‖1

∥∥∥∥ ∑
k∈ρ+(s)

Dk(·)
∥∥∥∥θ
p

 1
θ

�

� 1

N
|Θ(N)|−

1
θ

 ∑
s∈Θ(N)

(
Ω(2−s)

)−θ 1
θ

�

� 1

N
|Θ(N)|−

1
θN

 ∑
s∈Θ(N)

1

 1
θ

= 1.

Покладемо

∆(s) =
{
x : 2−sj−1 6 xj < 2−sj , j = 1, . . . , d

}
,

та зазначимо, що ∆(s)∩∆(s′) = ∅, якщо s 6= s′. Таким чином, взявши до
уваги, що SQ(N)(fN,p,θ, ·) = 0, та скориставшись теоремою III.2, будемо
мати

EQ(N)

(
SΩ
p,θB

)
p
> EQ(N)(fN,p,θ)p = ‖fN,p,θ‖p �

�

∥∥∥∥∥
( ∑

s∈Θ(N)

|δ∗s(fN,p,θ, ·)|2
) 1

2
∥∥∥∥∥
p

>

( ∑
s∈Θ(N)

∫
∆(s)

|δ∗s(fN,p,θ,x)|pdx

) 1
p

.

(3.172)
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Далi, поскiльки ∫
∆(s)

|δ∗s(fN,p,θ,x)|pdx =

=

(
1

N

)p
|Θ(N)|−

p
θ2p(

1
p−1)‖s‖1

∫
∆(s)

∣∣∣ ∑
k∈ρ+(s)

Dk(x)
∣∣∣pdx�

�
(

1

N

)p
|Θ(N)|−

p
θ2p(

1
p−1)‖s‖1

∫
∆(s)

2p‖s‖1dx�

�
(

1

N

)p
|Θ(N)|−

p
θ2p(

1
p−1)‖s‖12(p−1)‖s‖1 =

(
1

N

)p
|Θ(N)|−

p
θ ,

то (3.172) продовжимо таким чином:

EQ(N)

(
SΩ
p,θB

)
p
�

( ∑
s∈Θ(N)

(
1

N

)p
|Θ(N)|−

p
θ

) 1
p

=
1

N
|Θ(N)|

1
p−

1
θ .

5) Нарештi у випадку 1 < p 6 2, θ =∞, розглянемо функцiю

fN,p(x) := C11
1

N

∑
s∈Θ(N)

2( 1
p−1)‖s‖1

∑
k∈ρ+(s)

Dk(x), C11 > 0,

для якої, скориставшись (3.170) та (3.164), маємо

‖fN,p‖SΩ
p,∞B
� sup

s∈Θ(N)

‖δ∗s(fN,p, ·)‖p
Ω(2−s)

� 1.

Аналогiчно, як i для функцiї fN,p,θ, одержуємо

EQ(N)(S
Ω
p,θB)p > EQ(N)(fN,p)p �

1

N
|Θ(N)|

1
p .

Оцiнки знизу в (3.168) встановлено.
Теорему 3.17 доведено.

Скориставшись спiввiдношенням (3.165), на основi теореми 3.17 можна
записати таке твердження
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Теорема 3.17′. Нехай 1 < p < ∞, 1 6 θ 6 ∞, Ω ∈ Φα,l, тодi
виконуються порядковi оцiнки

EQ(N)(S
Ω
p,θB)p �

1

N

(
log2N

)(d−1)
(

1
p0
− 1
θ

)
+.

На завершення зробимо деякi коментарi. Нехай ω(τ) — функцiя однiєї
змiнної, ω ∈ Φα,l, а мiшаний модуль неперервностi Ω = Ω(t) порядку l
задається формулою (3.14).

Розглянемо множину

Q̄n =
⋃
‖s‖1<n

Q(s),

яку називають схiдчастим гiперболiчним хрестом.
Якщо при цьому n ∈ N та N пов’язанi спiввiдношенням

ω(2−n) � 1

N
,

то для s ∈ Θ(N) одержуємо log2N � n, а оцiнки величини EQ̄n

(
SΩ
p,θB

)
p

встановлено в [119].
У випадку, коли ω(τ) = τ r, 0 < r < l, оцiнки величин EQ̄n

(
Sr
p,θB

)
p

встановлено в [209].

Лема III.4 [209]. Нехай 1 < p < q <∞ i f ∈ Lp, тодi

||f ||qq �
∑
s

(
||δs(f)||p 2||s||1(1/p−1/q)

)q
. (3.173)

Теорема 3.18. Нехай 1 < p < q < ∞, 1 6 θ 6 q, а Ω(t) ∈ Φα,l з
деяким α > 1

p −
1
q , тодi виконуються порядковi оцiнки

EQ(N)(S
Ω
p,θB)p � EQ(N)(S

Ω
p,θB)p �

1

N
. (3.174)

Доведення. Встановимо спочатку оцiнку зверху. Врахувавши (3.167),
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лему III.4, а також (3.164), одержимо

EQ(N)(f)p � EQ(N)(f)p =

∥∥∥∥ ∑
s∈κ⊥(N)

δ∗s(f, ·)
∥∥∥∥
p

�

�

( ∑
s∈κ⊥(N)

(
||δs(f)||p 2||s||1(1/p−1/q)

)q) 1
q

=

=

( ∑
s∈κ⊥(N)

(
Ω−1(2−s)||δs(f)||p Ω(2−s) 2||s||1(1/p−1/q)

)q) 1
q

≤

≤

( ∑
s∈κ⊥(N)

(
Ω−1(2−s)||δs(f)||p

)q) 1
q

sup
s∈κ⊥(N)

Ω(2−s) 2||s||1(1/p−1/q) �

� ‖f‖SΩ
p,θB

sup
s∈κ⊥(N)

Ω(2−s) 2||s||1(1/p−1/q) ≤

≤ sup
s∈κ⊥(N)

Ω(2−s) 2||s||1(1/p−1/q) � 1

N
.

Оцiнку знизу встановлено.
Оцiнка знизу буде досягатись на функцiї

g(x) = C12Ω(2−s)2−||s||1(1− 1
p )
∑

k∈ρ+(s)

Dk(x).

Оскiльки згiдно з (3.170) маємо

‖g‖SΩ
p,θB
�
( ∑

s∈Θ(N)

(
Ω(2−s)

)−θ‖δ∗s(g, ·)‖θp) 1
θ

=

= C12 2( 1
p−1)‖s‖1

∥∥∥∥ ∑
k∈ρ+(s)

Dk(·)
∥∥∥∥
p

� 1,

то звiдси робимо висновок, що g ∈ SΩ
p,θB при певному значеннi C12 > 0.
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Далi, взявши до уваги SQ(N)(g, ·) = 0 та (3.170), (3.164), одержуємо

EQ(N)

(
SΩ
p,θB

)
q
> EQ(N)(g)q = ‖g‖q =

= C12 Ω(2−s) 2( 1
p−1)‖s‖1

∥∥∥∥ ∑
k∈ρ+(s)

Dk(·)
∥∥∥∥
q

� Ω(2−s)2||s||1( 1
p−

1
q ) � 1

N
.

Оцiнку знизу встановлено.
Теорему 3.18 доведено.
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3.6. Висновки до роздiлу 3

Дослiджено поведiнку величини найкращого наближення класiв
Нiкольського–БєсоваMBΩ

p,θ перiодичних функцiй багатьох змiнних з рiз-
ними видами узагальненої мiшаної гладкостi тригонометричними полi-
номами з “номерами” гармонiк зi схiдчастих гiперболiчних хрестiв, якi
пов’язанi з виглядом гладкiсної функцiї Ω(t) = Ω(t1, . . . , td), за допомо-
гою якої визначаються цi класи.

У пiдроздiлi 3.1 встановлено декомпозицiйне зображення норми пе-
рiодичних функцiй багатьох змiнних з просторiв MBΩ

p,θ, 1 ≤ p ≤ ∞,
1 ≤ θ < ∞, яке охоплює крайнi значення параметра p, тобто p = 1 та
p =∞. Новизна встановленого декомпозицiйного зображення полягає у
поширеннi значень параметра p ∈ (1,∞) на значення p = 1 та p =∞. Це
вдалося здiйснити за рахунок використання двiйкових “блокiв” сум Вал-
ле Пуссена замiсть двiйкових “блокiв” сум Фур’є, використаних ранiше
Y. S. Sun та H.P. Wang (1997) при p ∈ (1,∞).

У пiдроздiлi 3.2 встановлено порядковi оцiнки найкращого наближен-
ня перiодичних функцiй багатьох змiнних з класiв Нiкольського–Бєсова
MBω

p,θ з узагальненою мiшаною гладкiстю спецiального вигляду триго-
нометричними полiномами з “номерами” гармонiк з рiвномiрних схiдча-
стих гiперболiчних хрестiв в метрицi простору Lq при певних значеннях
параметрiв p та q.

У пiдроздiлi 3.3 одержано точнi за порядком оцiнки найкращого на-
ближення перiодичних функцiй багатьох змiнних з класiв Нiкольського–
Бєсова MBΩ

p,θ у просторi Lq тригонометричними полiномами з “номера-
ми” гармонiк з вiдповiдних множин, якi залежать вiд поведiнки функцiї
Ω(t). Показано, що при певних спiввiдношеннях мiж параметрами p та
q такi множини є оптимальними в сенсi точних за порядком оцiнок вiд-
повiдних колмогоровських поперечникiв.

У пiдроздiлi 3.4 знайдено точнi за порядком оцiнки в просторi Lq
найкращого наближення перiодичних функцiй багатьох змiнних з кла-
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сiв Нiкольського–Бєсова MBω
p,θ(γ) з узагальненою мiшаною гладкiстю

спецiального вигляду тригонометричними полiномами з “номерами” гар-
монiк з нерiвномiрних схiдчастих гiперболiчних хрестiв.

В останньому пiдроздiлi 3.5 встановлено точнi за порядком оцiнки на-
ближення класiв SΩ

p,θB(Rd) функцiй багатьох змiнних, заданих на Rd,
цiлими функцiями з носiями їх перетворення Фур’є в узагальнених гi-
перболiчних хрестах.

Основнi результати роздiлу 3 опублiковано у роботах [102, 106, 109,
110, 111, 115, 117, 118, 124, 126, 151, 189].
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Роздiл 4

Найкращi тригонометричнi наближення класiв
Нiкольського–Бєсова функцiй мiшаної гладкостi

4.1. Найкращi m-членнi ортогональнi тригономет-
ричнi наближення класiв Нiкольського–Бєсова
функцiй узагальненої мiшаної гладкостi

Перейдемо безпосередньо до означення величини, що буде дослiджува-
тися в даному пiдроздiлi.

Для функцiї f ∈ Lq(Td), 1 ≤ q ≤ ∞, в якостi наближаючого полiнома
за системою експонент {ei(kj ,x)}mj=1 будемо брати полiном

Sm(f) = Sm(f,x) :=
m∑
j=1

f̂(kj)ei(k
j ,x)

i розглядати величину

e⊥m(f)q := inf
{kj}mj=1

||f(·)− Sm(f, ·)||q.

Якщо F ⊂ Lq(Td) — деякий клас функцiй, то покладаємо

e⊥m(F )q := sup
f∈F

e⊥m(f)q.

Величину e⊥m(F )q називають найкращим ортогональним тригономе-
тричним наближенням класу F у просторi Lq.

Величини e⊥m(F )q для деяких класiв функцiй F вивчалися в роботах
Е.С. Белiнського [15], А.С. Романюка [75, 86] та iнших.
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Має мiсце наступна теорема.
Теорема 4.1. Нехай 1 < q < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, а ω ∈ Φα,l з деяким

α > max{1− 1
q ; 1− 2

q + 1
θ}, тодi має мiсце оцiнка

e⊥m(MBω
1,θ)q � ω(m−1 logd−1m)m1− 1

q

(
logd−1m

)−1+ 2
q−

1
θ . (4.1)

Доведення. Спочатку встановимо оцiнку зверху для випадку
1 ≤ θ < q. Нехай f — довiльна функцiя iз класу MBω

1,θ i задано до-
статньо велике число m. Будемо наближати f полiномом Sm(f), який
складається з частинної схiдчасто–гiперболiчної суми Фур’є функцiї f
та полiнома Q:

Sm(f,x) =
∑
‖s‖1<n

δs(f,x) +Q(x),

причому Sm(f) мiстить за порядком m гармонiк i n пов’язане з m спiв-
вiдношенням m � 2nnd−1. Опишемо процедуру побудови полiнома Q.

Нехай l ∈ N i l ∈ [n, n0), де n0 = n + (d − 1) log n. Для f ∈ MBω
1,θ

покладемо

S̃l =

( ∑
‖s‖1=l

‖As(f)‖θ1 ω−θ(2−‖s‖1)

) 1
θ

(4.2)

i позначимо через αi(f, l) числа ‖As(f, ·)‖1, впорядкованi за спаданням.
Зазначимо, що iндекс i змiнюється в межах вiд 1 доKl, деKl — кiлькiсть
векторiв s, що задовольняють умову ‖s‖1 = l. Виходячи з рiвностi (4.2)
будемо мати ∑

‖s‖1=l

‖As(f)‖θ1 = ωθ(2−l)S̃θl ,

або
Kl∑
i=1

αθi (f, l) = ωθ(2−l)S̃θl .

З останнього спiввiдношення, враховуючи, що iз зростанням iндекса i
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числа αi(f, l) не зростають, знаходимо

αi(f, l) ≤ i−
1
θω(2−l)S̃l. (4.3)

Далi кожному числу l ∈ [n, n0), l ∈ N поставимо у вiдповiднiсть число
ml, що визначається за формулою:

ml = [2nnd−12−lS̃θl ] + 1, (4.4)

де [a] — цiла частина числа a. Зазначимо, що оскiльки для f ∈ MBω
1,θ

величина S̃l не перевищує деякої абсолютної сталої, то для будь–якого
l ∈ N, l ∈ [n, n0), будемо мати

ml ≤ 2nnd−12−l + 1� nd−1.

Iншими словами, числа ml не перевищують за порядком кiлькостi ве-
кторiв s, якi задовольняють спiввiдношення l = ‖s‖1, l ∈ N, l ∈ [n, n0).

Розглянемо полiном

R(x) =

[n0]+1∑
l=n

∑
‖s‖1=l

δs(f,x) (4.5)

i для кожного l вiзьмемо iз внутрiшньої суми (4.5) ml “блокiв” δs(f) за
тими s, яким вiдповiдають найбiльшi значення норми ‖As(f)‖1. Одер-
жаний в результатi так вибраних “блокiв” δs(f) полiном позначимо через
Q.

Переконаємось спочатку, що кiлькiсть гармонiк K, якi мiстяться в
Sm(f), не перевищує за порядком m.

Згiдно з (3.51), (4.4) i (4.2), враховуючи, що n0 = n+ (d− 1) log n,
одержимо

K �
∑
‖s‖1<n

2‖s‖1 +

[n0]+1∑
l=n

2lml �
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� 2nnd−1 +

[n0]+1∑
l=n

2l(2nnd−12−lS̃θl + 1)�

� 2nnd−1

(
1 +

[n0]+1∑
l=n

∑
‖s‖1=l

‖As(f)‖θ1 ω−θ(2−‖s‖1)

)
+ 2nnd−1 �

� 2nnd−1
(

2 + ‖f‖θMBω1,θ
)
� 2nnd−1 � m.

Отже, кiлькiсть гармонiк, якi мiстяться в Sm(f), не перевищує
за порядком m.

Далi, нехай Df позначає множину тих векторiв s : n ≤ ‖s‖1 < n0, за
якими “блоки” δs(f) не мiстяться в Q. Тодi, якщо Sm(f) — сума, що
побудована описаним вище способом, то для f ∈MBω

1,θ будемо мати

‖f − Sm(f)‖q =

∥∥∥∥f − ∑
‖s‖1<n0

δs(f) +
∑
s∈Df

δs(f)

∥∥∥∥
q

≤

≤
∥∥∥∥f − ∑

‖s‖1<n0

δs(f)

∥∥∥∥
q

+

∥∥∥∥ ∑
s∈Df

δs(f)

∥∥∥∥
q

=: I1 + I2. (4.6)

Оцiнимо кожен з доданкiв в (4.6).
Зауважимо, що в роботi [148] при 1 < q < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ i ω ∈ Φα,l

з деяким α > 1− 1
q , встановлена точна за порядком оцiнка верхнiх гра-

ней вiдхилень схiдчастих гiперболiчних сум Фур’є SQn(f) =
∑
||s||1<n

δs(f)

класiв MBω
1,θ:

EQn(MBω
1,θ)q = sup

f∈MBω
1,θ

||f − SQn(f)||q �

� ω(2−n)2n(1− 1
q )n(d−1)( 1

q−
1
θ )+. (4.7)

Використовуючи (4.7), значення n0, а також той факт, що ω(τ) задо-
вольняє умову (Sα) з деяким α > max{1− 1

q ; 1− 2
q + 1

θ} > 1− 1
q , одер-
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жимо

I1 � EQn0
(MBω

1,θ)q � ω(2−n0)2n0(1− 1
q ) =

ω(2−n0)

2−αn0
2−n0(α−1+ 1

q ) �

� ω(2−n)

2−αn
2−n(α−1+ 1

q )n−(d−1)(α−1+ 1
q ) =

= ω(2−n)2n(1− 1
q )n−(d−1)(α−1+ 2

q−
1
θ )n(d−1)( 1

q−
1
θ ) �

� ω(2−n)2n(1− 1
q )n(d−1)( 1

q−
1
θ ) �

� ω
(
m−1 logd−1m

)
m1− 1

q

(
logd−1m

)−1+ 2
q−

1
θ . (4.8)

Для отримання оцiнки величини I2 скористаємось спочатку ле-
мою III.2 за умови 1 < qo < q, а потiм нерiвнiстю рiзних метрик (2.16).
Таким чином, будемо мати

I2 =

∥∥∥∥ ∑
s∈Df

δs(f)

∥∥∥∥
q

�
(∑

s∈Df

(
‖δs(f)‖qo 2‖s‖1( 1

qo
− 1
q )
)q ) 1

q

�

�
(∑

s∈Df

(
‖As(f)‖qo 2‖s‖1( 1

qo
− 1
q )
)q ) 1

q

�

�

{∑
s∈Df

(
‖As(f)‖1 2‖s‖1(1− 1

qo
)2‖s‖1( 1

qo
− 1
q )

)q} 1
q

=

=

{∑
s∈Df

(
‖As(f)‖1 2‖s‖1(1− 1

q )

)q} 1
q

=

=

{
[n0]+1∑
l=n

2l(1−
1
q )q
∑
i>ml

αθi (f, l)α
q−θ
i (f, l)

} 1
q

. (4.9)

Скориставшись для оцiнки αq−θi (f, l) спiввiдношенням (4.3) i пiдста-
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вивши замiсть ml його значення (4.4), продовжимо (4.9)

I2 �

{
[n0]+1∑
l=n

2l(1−
1
q )q
∑
i>ml

αθi (f, l)

(
i−

1
θω(2−l)S̃l

)q−θ} 1
q

�

�

{
[n0]+1∑
l=n

2l(1−
1
q )qωq−θ(2−l)m

− q−θθ
l S̃q−θl

∑
‖s‖1=l

‖As(f)‖θ1

} 1
q

=

=

{
[n0]+1∑
l=n

2l(1−
1
q )qωq(2−l)m

− q−θθ
l S̃ql

} 1
q

≤

≤

{
[n0]+1∑
l=n

2l(1−
1
q )qωq(2−l)(2nnd−12−lS̃θl )

− q−θθ S̃ql

} 1
q

=

=
(
2nnd−1

) 1
q−

1
θ

{
[n0]+1∑
l=n

(
ω(2−l)

2−αl
2−αl

)q

2lq(1−
2
q+ 1

θ )S̃θl

} 1
q

. (4.10)

Враховуючи, що ω(τ) задовольняє умову (Sα) з деяким
α > max{1− 1

q ; 1− 2
q + 1

θ} = 1− 2
q + 1

θ , а також формулу (4.2), про-
довжимо оцiнку (4.10)

I2 �
(
2nnd−1

) 1
q−

1
θ
ω(2−n)

2−αn

{
[n0]+1∑
l=n

2−lq(α−(1− 2
q+ 1

θ ))S̃θl

} 1
q

�

�
(
2nnd−1

) 1
q−

1
θ
ω(2−n)

2−αn
2n(α−(1− 2

q+ 1
θ ))

{
[n0]+1∑
l=n

S̃θl

} 1
q

=

= ω(2−n)2n(1− 1
q )n(d−1)( 1

q−
1
θ )×

×

{(
[n0]+1∑
l=n

∑
‖s‖1=l

ω−θ(2−‖s‖1)‖As(f)‖θ1

) 1
θ
} θ

q

�

� ω(2−n)2n(1− 1
q )n(d−1)( 1

q−
1
θ )‖f‖

θ
q

MBω1,θ
≤

≤ ω(2−n)2n(1− 1
q )n(d−1)( 1

q−
1
θ ) �
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� ω
(
m−1 logd−1m

)
m1− 1

q

(
logd−1m

)−1+ 2
q−

1
θ . (4.11)

Нарештi, повертаючись до спiввiдношення (4.6), з урахуванням одер-
жаних оцiнок (4.8), (4.11), приходимо до потрiбної оцiнки зверху у ви-
падку 1 ≤ θ < q:

e⊥m(MBω
1,θ)q � ω

(
m−1 logd−1m

)
m1− 1

q

(
logd−1m

)−1+ 2
q−

1
θ .

Перейдемо до встановлення оцiнки зверху у випадку q ≤ θ ≤ ∞. За-
уважимо, що при зазначених значеннях θ умова α > max{1− 1

q ; 1− 2
q+ 1

θ}
рiвносильна умовi α > 1− 1

q .
Пiдберемо за заданим m ∈ N число n iз спiввiдношення m � 2nnd−1 i

нагадаємо, що Qn � 2nnd−1 � m. Тодi, враховуючи (4.7), будемо мати

e⊥m(MBω
1,θ)q � EQn(MBω

1,θ)q � ω(2−n)2n(1− 1
q )n(d−1)( 1

q−
1
θ ) �

� ω
(
m−1 logd−1m

)
m1− 1

q

(
logd−1m

)−1+ 2
q−

1
θ .

Оцiнки зверху встановлено.
Перейдемо до встановлення оцiнок знизу. За даним числом m пiдбе-

ремо n ∈ N таким чином, щоб m � 2nnd−1, 2nnd−1 ≥ 2m, i розглянемо
функцiї

f1(x) = C5n
−d−1

θ

∑
n≤‖s‖1≤n+d

ω(2−‖s‖1)
∑
k∈ρ(s)

ei(k,x), C5 > 0,

та
f2(x) = C6

∑
n≤‖s‖1≤n+d

ω(2−‖s‖1)
∑
k∈ρ(s)

ei(k,x), C6 > 0.

Покажемо, що f1 ∈MBω
1,θ, 1 ≤ θ <∞, та f2 ∈MBω

1,∞ при вiдповiдних
значеннях сталих C5 та C6.
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Дiйсно,

‖f1‖MBω1,θ �

( ∑
n≤‖s‖1≤n+d

ω−θ(2−‖s‖1)‖As(f1)‖θ1

) 1
θ

�

� n−
d−1
θ

( ∑
n≤‖s‖1≤n+d

ω−θ(2−‖s‖1)ωθ(2−‖s‖1)

) 1
θ

�

� n−
d−1
θ n

d−1
θ = 1,

‖f2‖MBω1,∞ � sup
n≤‖s‖1≤n+d

‖As(f2)‖1

ω(2−‖s‖1)
� sup

n≤‖s‖1≤n+d

ω(2−‖s‖1)

ω(2−‖s‖1)
= 1.

Далi, нехай Ωm — довiльна множина, що мiстить m d–вимiрних векто-
рiв {kj}mj=1 з цiлочисловими координатами, i Sm(f) — полiном, отрима-
ний в результатi ортогонального проектування f на пiдпростiр тригоно-
метричних полiномiв з “номерами” гармонiк з Ωm. Тодi згiдно з наслiдком
Д1.2 [38, с. 392] можна записати

‖f(·)− Sm(f, ·)‖q = sup
g: ‖g‖q′≤1

∣∣∣∣∣
∫
Td

(f(x)− Sm(f,x)) g(x) dx

∣∣∣∣, (4.12)

де 1
q′ + 1

q = 1.
В якостi функцiї g, яка фiгурує в рiвностi (4.12), виберемо функцiю

вигляду
g(x) = C72

−nqn−
d−1
q′

∑
n≤‖s‖1≤n+d

∑
k∈ρ(s)

ei(k,x) =

= C72
−nqn−

d−1
q′ Dn+d(x), C7 > 0.

Покажемо, що ‖g‖q′ ≤ 1 при певному значеннi сталої C7 > 0.
Нехай спочатку q′ ∈ (1, 2]. Тодi згiдно з теоремою III.1 можна записати

‖Dn+d‖q′ �

∥∥∥∥∥
( ∑

n≤‖s‖1≤n+d

|δs(Dn+d)|2
) 1

2
∥∥∥∥∥
q′

=
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=

∥∥∥∥∥
( ∑

n≤‖s‖1≤n+d

|δs(Dn+d)|2
) q′

2
∥∥∥∥∥

1
q′

1

= I3. (4.13)

Для подальшої оцiнки величини I3 скористаємося вiдомим спiввiдно-
шенням (3.81). Таким чином, для s таких, що n ≤ ‖s‖1 ≤ n+ d, згiдно з
(3.81) будемо мати

‖δs(Dn+d)‖p =

∥∥∥∥∥ ∑
k∈ρ(s)

ei(k,·)

∥∥∥∥∥
p

� 2‖s‖1(1− 1
p ), 1 < p <∞. (4.14)

Скориставшись одержаним спiввiдношенням, а також нерiвнiстю

|a+ b|α ≤ |a|α + |b|α, 0 ≤ α ≤ 1,

продовжимо оцiнку (4.13):

I3 ≤

∥∥∥∥∥ ∑
n≤‖s‖1≤n+d

|δs(Dn+d)|q
′

∥∥∥∥∥
1
q′

1

≤

( ∑
n≤‖s‖1≤n+d

‖δs(Dn+d)‖q
′

q′

) 1
q′

�

�

( ∑
n≤‖s‖1≤n+d

2‖s‖1(1− 1
q′ )q

′

) 1
q′

� 2
n
q

( ∑
n≤‖s‖1≤n+d

1

) 1
q′

� 2
n
qn

d−1
q′ . (4.15)

Нехай тепер q′ ∈ (2,∞). Тодi згiдно з лемою III.2 та спiввiдношенням
(4.14), знаходимо

‖Dn+d‖q′ �

( ∑
n≤‖s‖1≤n+d

‖δs(Dn+d)‖q
′

2 2‖s‖1( 1
2−

1
q′ )q

′

) 1
q′

�

�

( ∑
n≤‖s‖1≤n+d

2‖s‖1(1− 1
q′ )q

′

) 1
q′

� 2
n
qn

d−1
q′ . (4.16)

Об’єднуючи (4.13) – (4.16), приходимо до оцiнки

‖Dn+d‖q′ � 2
n
qn

d−1
q′ , 1 < q′ <∞. (4.17)
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Таким чином, з (4.17) слiдує, що функцiя g з вiдповiдною сталою
C7 > 0 задовольняє умову ‖g‖q′ ≤ 1.

Тепер, враховуючи спiввiдношення (4.12) для побудованих функцiй f1

i g, одержуємо для випадку 1 ≤ θ <∞

e⊥m(MBω
1,θ)q ≥ e⊥m(f)q = inf

Sm
‖f1 − Sm(f1)‖q =

= inf
Sm

sup
‖g‖q′≤1

∣∣∣∣∣
∫
Td

(f1(x)− Sm(f1,x)) g(x) dx

∣∣∣∣∣�
� inf

Sm

∣∣∣∣∣
∫
Td

(f1(x)− Sm(f1,x)) g(x) dx

∣∣∣∣∣�
� ω(2−n)2−

n
qn−(d−1)( 1

q′+
1
θ ) inf

Sm

∣∣‖Dn+d‖2
2 − ‖Sm(Dn+d)‖2

2

∣∣�
� ω(2−n)2−

n
qn−(d−1)( 1

q′+
1
θ )(2nnd−1 −m)�

� ω(2−n)2n(1− 1
q )n(d−1)( 1

q−
1
θ ) �

� ω
(
m−1 logd−1m

)
m1− 1

q

(
logd−1m

)−1+ 2
q−

1
θ .

Аналогiчним чином, беручи до уваги спiввiдношення (4.12) для фун-
кцiй f2 i g, легко довести, що має мiсце наступна така нерiвнiсть

e⊥m(MBω
1,∞)q � ω(2−n)2n(1− 1

q )n
d−1
q �

� ω
(
m−1 logd−1m

)
m1− 1

q

(
logd−1m

)−1+ 2
q .

Оцiнки знизу встановлено.
Теорему 4.1 доведено.

Наведемо два зауваження, що стосуються найкращих m–членних ор-
тогональних тригонометричних наближень класiвMHω

1 таMBr
1,θ в прос-

торi Lq, i якi є наслiдком результату теореми 4.1.

Зауваження 4.1. Покладаючи в теоремi 4.1 θ =∞ отримаємо поряд-
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кову рiвнiсть

e⊥m(MHω
1 )q � ω

(
m−1 logd−1m

)
m1− 1

q

(
logd−1m

)−1+ 2
q .

Зауваження 4.2. Якщо 1 < q < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, Ω(t) =
d∏
j=1

tr1

j , де

r1 > max{1− 1
q ; 1− 2

q + 1
θ}, то має мiсце оцiнка

e⊥m(MBr
1,θ)q � m−(r1−1+ 1

q )
(
logd−1m

)r1−1+ 2
q−

1
θ ,

яка встановлена в роботi [75], та яку одержуємо з (4.1) при ω(τ) = τ r1.

Теорема 4.2. Нехай 1 ≤ θ ≤ ∞, а ω ∈ Φα,l з деяким α > 1, тодi має
мiсце оцiнка

e⊥m(MBω
1,θ)∞ � ω

(
m−1 logd−1m

)
m
(
logd−1m

)− 1
θ . (4.18)

Доведення. Оцiнка зверху в (4.18) випливає з результатiв робо-
ти [148], в якiй встановлено точнi за порядком оцiнки верхнiх граней
вiдхилень схiдчастих гiперболiчних сум Фур’є SQn(f) функцiй з класiв
MBω

1,θ в метрицi простору L∞:

EQn(MBω
1,θ)∞ � ω(2−n)2nn(d−1)(1− 1

θ ). (4.19)

Пiдберемо за заданим m ∈ N число n iз спiввiдношення m � 2nnd−1,
тодi, враховуючи (4.19), будемо мати

e⊥m(MBω
1,θ)∞ � EQn(MBω

1,θ)∞ � ω(2−n)2nn(d−1)(1− 1
θ ) �

� ω
(
m−1 logd−1m

)
m
(
logd−1m

)− 1
θ .

Перейдемо до встановлення оцiнки знизу.
За заданим m ∈ N пiдберемо число n iз спiввiдношень m � 2nnd−1,
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2nnd−1 ≥ 4m i розглянемо функцiї

f3(x) = C8 ω(2−n)n−
d−1
θ

∑
||s||1=n+1

fs(x), C8 > 0,

та
f4(x) = C9 ω(2−n)

∑
||s||1=n+1

fs(x), C9 > 0,

де

fs(x) =
d∏
j=1

(V2sj+1(xj)− V2sj (xj)).

Оскiльки (див., наприклад, [145, с. 66])

||fs||p � 2||s||1(1− 1
p ), 1 ≤ p ≤ ∞,

то неважко перевiрити, що при вiдповiдних значеннях сталих C8 i C9

функцiї f3 та f4 належать до класiв MBω
p,θ, 1 ≤ θ <∞, та MBω

p,∞ вiдпо-
вiдно.

Нехай Sm(f3) — частинна сума, яка складається з m довiльних гармо-
нiк ряду Фур’є функцiї f3. Оскiльки (див., наприклад, [145, с. 66])∥∥∥∥ ∑

||s||1=n+1

fs

∥∥∥∥
∞
� 2nnd−1,

то
||f3 − Sm(f3)||∞ ≥ ||f3||∞ − ||Sm(f3)||∞ �

� ω(2−n)n−
d−1
θ (2nnd−1 −m)�

� ω(2−n)n−
d−1
θ 2nnd−1 = ω(2−n)2nn(d−1)(1− 1

θ ) �

� ω
(
m−1 logd−1m

)
m
(
logd−1m

)− 1
θ .

Аналогiчно, можна показати, що

||f4 − Sm(f4)||∞ � ω(2−n) 2n nd−1 �
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� ω
(
m−1 logd−1m

)
m.

Оцiнку знизу встановлено.
Теорему 4.2 доведено.

Зауваження 4.3. При виконаннi умов теореми 4.2 для θ = ∞ має
мiсце наступна порядкова рiвнiсть

e⊥m(MHω
1 )∞ � ω

(
m−1 logd−1m

)
m.

Зауваження 4.4. Якщо Ω(t) =
d∏
j=1

tr1

j , де r1 > 1, то при 1 ≤ θ ≤ ∞

має мiсце оцiнка

e⊥m(MBr
1,θ)∞ � m−r1+1

(
logd−1m

)r1− 1
θ ,

яку встановлено в роботi [78], та яку одержуємо з (4.18) при ω(τ) = τ r1.
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4.2. Найкращi m-членнi тригонометричнi набли-
ження класiв Нiкольського–Бєсова функцiй
узагальненої мiшаної гладкостi

В даному пiдроздiлi вивчаються питання, якi пов’язанi з одержанням
як порядкових оцiнок (у випадку наближення в метрицi простору сут-
тєво обмежених функцiй), так i точних за порядком оцiнок (у випадку
наближення в iнтегральнiй метрицi) для найкращих m-членних триго-
нометричних наближень класiв перiодичних функцiй багатьох змiнних,
якi близькi до класiв типу Нiкольського–Бєсова перiодичних функцiй ба-
гатьох змiнних iз заданою мажорантою мiшаних модулiв неперервностi
спецiального вигляду. Зазначимо, що одержанi оцiнки зверху реалiзу-
ються конструктивними методами, якi базуються на використаннi ґрiдi
(greedy) алгоритмiв, i в той же час є конструктивними оцiнками зверху
для найкращих m-членних тригонометричних наближень згаданих кла-
сiв типу Нiкольського–Бєсова перiодичних функцiй багатьох змiнних з
узагальненою мiшаною гладкiстю спецiального вигляду.

Поряд з просторами MBω
p,θ при 1 < p < ∞, 1 ≤ θ < ∞, ω ∈ Φα,l,

розглянемо простори MHω
p,θ, якi визначаються таким чином:

MHω
p,θ =

{
f ∈ Lp(Td) : ||f ||MHω

p,θ
<∞

}
, (4.20)

де

||f ||MHω
p,θ

:= sup
k

( ∑
||s||1=k

(
ω(2−||s||1)

)−θ
||δs(f)||θp

) 1
θ

. (4.21)

При θ =∞ покладемо MHω
p,∞ ≡MHω

p , а ||f ||MHω
p,∞ := ||f ||MHω

p
.

Через MHω
p,θ будемо позначати одиничнi кулi просторiв MHω

p,θ, тобто

MHω
p,θ :=

{
f ∈MHω

p,θ : ||f ||MHω
p,θ
≤ 1

}
. (4.22)

Для означених вище функцiональних класiв, виходячи з означень
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(3.2), (3.3), враховуючи (3.14), та (4.20), (4.21), (4.22), мають мiсце та-
кi вкладення:

MBω
p,θ ⊂MHω

p,θ ⊂MHω
p , 1 ≤ θ <∞, (4.23)

MHω
p,θ1
⊂MHω

p,θ2
, 1 ≤ θ1 < θ2 <∞. (4.24)

Класи MHω
p,θ при ω(τ) = τ r, r > 0, розглядались в роботi [135] з

точки зору встановлення для них точних за порядком оцiнок деяких
апроксимацiйних характеристик, зокрема, найкращого m-членного три-
гонометричного наближення (див. означення (4.26)). А в роботi [125] для
класiв MHω

p,θ, ω(τ) = τ r, r > 1
p (в означеннi (4.21) “блоки” δs(f) замiню-

ються на вiдповiднi двiйковi “блоки” ряду Фур’є функцiї f за тензорною
системою Хаара), встановлено точнi за порядком оцiнки їх найкращого
m-членного наближення полiномами за тензорною системою Хаара.

Нехай Θm — набiр iз m точок iз цiлочислової решiтки Zd. Покладемо

P (Θm, x) :=
m∑
k=1

cke
i(nk,x), ck ∈ C,

i для f ∈ Lq(Td) розглянемо величину

σm(f)q := inf
Θm

inf
P (Θm,·)

||f(·)− P (Θm, ·)||q, (4.25)

яка називається найкращим m-членним тригонометричним наближен-
ням функцiї f в метрицi простору Lq(Td).

Для функцiонального класу F ⊂ Lq(Td) покладемо

σm(F )q := sup
f∈F

σm(f)q. (4.26)

З детальним оглядом дослiджень величин (4.25) та (4.26) можна озна-
йомитись, наприклад, в монографiї [73, гл. III], а також в роботах [190,
168]. Стосовно дослiдження поведiнки величин σm(MBω

p,θ)q i знаходже-
ння їх порядкових оцiнок вiдмiтимо роботи [123, 108, 41].
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Наведемо необхiднi для подальшого означення та твердження.
Нехай

Π(N , d) := {(a1, . . . , ad) ∈ Rd : |aj| ≤ Nj, Nj ∈ Z+, j = 1, . . . , d},

T (N , d) :=

{
t : t =

∑
k∈Π(N ,d)

cke
i(k,x)

}
,

тодi

dim T (N , d) =
d∏
j=1

(2Nj + 1) =: ϑ(N ). (4.27)

Далi, позначимо

||f ||A :=
∑
k

f̂(k), T d :=
{
ei(k,x)

}
k∈Zd

, m := max{1,m}.

Теорема IV.1 [135]. Iснують конструктивнi методи наближення
типу ґрiдi (greedy) Gq

m(·), якi приводять до m-членних полiномiв за
системою T d з такими властивостями: для 2 ≤ q < ∞ виконується
нерiвнiсть

||f −Gq
m(f)||q ≤ C1(d)(m)−1/2q1/2||f ||A, (4.28)

де ||Gq
m(f)||A ≤ C2(d)||f ||A, а для q = ∞ та f ∈ T (N , d) виконується

така нерiвнiсть

||f −G∞m (f)||∞ ≤ C3(d)(m)−1/2(lnϑ(N ))1/2||f ||A, (4.29)

де ||Gq
m(f)||A ≤ C4(d)||f ||A.

Теорема IV.2 [123, 108]. Нехай 1 < p < q ≤ ∞, q > 2, 1 ≤ θ ≤ ∞,
ω ∈ Φα,l, α > max{1/p; 1/2}, тодi

σm(MBω
p,θ)q � ω

(
logd−1m

m

)(
m

logd−1m

)(1/p−1/2)+

(logm)(d−1)(1/2−1/θ)

(4.30)
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для 2 < q <∞, а

ω

(
logd−1m

m

)(
m

logd−1m

)(1/p−1/2)+

(logm)(d−1)(1/2−1/θ) �

� σm(MBω
p,θ)∞ �

� ω

(
logd−1m

m

)(
m

logd−1m

)(1/p−1/2)+

(logm)(d−1)(1/2−1/θ)++1/2. (4.31)

Зазначимо, що (4.30) та (4.31) встановленi в [123] та [108], вiдповiдно.
Встановлення оцiнок зверху в (4.30) та (4.31) базувалось на викори-

станнi двох лем Е.С. Белiнського [15, 155], якi мають неконструктивний
характер (бiльш детально про це мова буде йти далi).

Наведемо означення ще одного функцiонального класу, який тут до-
слiджується з точки зору апроксимацiї, а також з точки зору вкладень.

При f ∈ L1 покладемо

fj :=
∑
||s||1=j

δs(f), j ∈ Z+,

та розглянемо клас функцiй

MWλ,b
A := {f : ||fj||A ≤ λ(2−j)j(d−1)b},

де λ ∈ Φα,l, b ∈ R. Зазначимо, що у випадку λ(τ) = τ r, r > 0, кла-
си MWλ,b

A збiгаються з класами MWr,b
A , запропонованими для розгляду

В.М. Темляковим [135].
Мають мiсце такi твердження.

Лема 4.1. Нехай 2 ≤ q ≤ ∞, λ ∈ Φα,l з деяким α > µ > 0, тодi
є конструктивний метод Am(·, q, µ), який базується на гдiдi (greedy)
алгоритмах, якi для f ∈MWλ,b

A приводять до оцiнки

||f − Am(f, q, µ)||q � λ

(
logd−1m

m

)
m−1/2(logm)(d−1)b, 2 ≤ q <∞,

(4.32)
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||f − Am(f,∞, µ)||∞ � λ

(
logd−1m

m

)
m−1/2(logm)(d−1)b+1/2. (4.33)

Теорема 4.3. Нехай 1 < p < q ≤ ∞, q > 2, 1 ≤ θ ≤ ∞, ω ∈ Φα,l,
α > max{1/p; 1/2}, тодi

σm(MHω
p,θ)q � ω

(
logd−1m

m

)(
m

logd−1m

)(1/p−1/2)+

(logm)(d−1)(1/2−1/θ)

(4.34)
для 2 < q <∞, а

ω

(
logd−1m

m

)(
m

logd−1m

)(1/p−1/2)+

(logm)(d−1)(1/2−1/θ) �

� σm(MHω
p,θ)∞ �

� ω

(
logd−1m

m

)(
m

logd−1m

)(1/p−1/2)+

(logm)(d−1)(1/2−1/θ)+1/2. (4.35)

Оцiнки зверху забезпечуються конструктивним методом A(·, q, µ), що
базується на гдiдi (greedy) алгоритмах.

На завершення сформульованих результатiв наведемо деякi коментарi.

Зауваження 4.5. У випадках λ(τ) = τ r, r > µ > 0 та ω(τ) = τ r,
r > max{1/p; 1/2} лема 4.1 для класiв MWr,b

A та теорема 4.3 для класiв
MHr

p,θ встановленi В.M. Темляковим [135].

Зауваження 4.6. Порiвнюючи результати теореми 4.3 з результатами
теореми IV.2, внаслiдок вкладення (4.23) можемо записати

ω

(
logd−1m

m

)(
m

logd−1m

)(1/p−1/2)+

(logm)(d−1)(1/2−1/θ) �

� σm(MBω
p,θ)q ≤ σm(MHω

p,θ)q �

� ω

(
logd−1m

m

)(
m

logd−1m

)(1/p−1/2)+

(logm)(d−1)(1/2−1/θ)+[1−1/q]/2, (4.36)

де 2 < q ≤ ∞, a [a] — цiла частина числа a.
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З (4.36) робимо висновок про спiвпадання точних за порядком оцiнок
величини σm(F )q на класах F = MHr

p,θ та F = MBr
p,θ при 2 < q <∞.

У випадку q = ∞ верхня та нижня оцiнки в (4.36) вже не спiвпада-
ють за порядком (вiдрiзняються на множник (logm)1/2). Крiм того, при
1 ≤ θ < 2 вдалося досягнути покращення оцiнки зверху для σm(MBr

p,θ)∞

(див. (4.36)) в порiвняннi зi встановленою ранiше оцiнкою (4.31).

Зауваження 4.7. Теорема 4.3 доповнює теорему IV.2 в тому розумiн-
нi (див. (4.36)), що для σm(MBω

p,θ)q вона дає оцiнки зверху, якi є кон-
структивними, в той час, як одержанi в теоремi IV.2 оцiнки зверху для
σm(MBω

p,θ)q не були конструктивними, поскiльки побудова наближуючо-
го m-членного тригонометричного полiнома для реалiзацiї оцiнок зверху
в (4.30) i (4.31) базувалась на застосуваннi неконструтивних лем Е.С. Бе-
лiнського [15, 155].

Доведення результатiв.

Доведення леми 4.1. Нехай

m � 2nnd−1, (4.37)

i f ∈ MWλ,b
A . Доведемо спочатку (4.33). Згiдно з теоремою IV.1 для

q =∞, враховуючи (4.27), маємо

||fj −G∞mj
(fj)||∞ � (mj)

−1/2(ln 2j)1/2||fj||A �

� (mj)
−1/2j1/2λ(2−j)j(d−1)/b. (4.38)

Покладемо

mj := [2n−µ(j−n)jd−1], j = n, n+ 1, . . . , (4.39)

Am(f, q, µ) := SQn(f) +
∑
j>n

Gq
mj

(fj), 2 ≤ q ≤ ∞, (4.40)

де SQn(f) задано формулою (3.26).
Переконаємось, що наближуючий полiном Am(f, q, µ) в дiйсностi
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мiстить за порядком не бiльше, нiж m гармонiк. Внаслiдок умови
#Qn � 2nnd−1, спiввiдношень (4.39) та (4.37) маємо

dimAm(f, q, µ) = #Qn +
∑
j>n

mj �

� 2nnd−1 + 2n+µn
∑
j>n

2−µjjd−1 � 2nnd−1 � m.

Враховуючи (4.40), (4.38), (4.39), λ ∈ Φα,l, α > µ > 0, а також (4.37),
одержимо

||f − Am(f,∞, µ)||∞ ≤
∑
j>n

||fj −G∞mj
(fj)||∞ �

�
∑
j>n

(mj)
−1/2λ(2−j)j(d−1)b+1/2 ≤

≤ 2−(n+µn)/2
∑
j>n

λ(2−j)

2−αj
2−(α−µ/2)jj(d−1)(b−1/2)+1/2 �

� 2−(n+µn)/2 λ(2−n)

2−αn

∑
j>n

2−(α−µ/2)jj(d−1)(b−1/2)+1/2 �

� λ(2−n)2−n/2n(d−1)(b−1/2)+1/2 � λ

(
logd−1m

m

)
m−1/2(logm)(d−1)b+1/2.

Доведення (4.32) є аналогiчним до доведення (4.33) i, по сутi, мiстить тi
ж кроки. Вiдмiннiсть полягає лише в тому, що замiсть нерiвностi (4.29),
яка використовувалась для оцiнки mj-членного наближення до fj ∈ L∞,
ми скористаємось нерiвнiстю (4.28) для оцiнки mj-членного наближення
до fj ∈ Lq, 2 ≤ q <∞.

Лему 4.1 доведено.

Доведення теореми 4.3. Спочатку покажемо, що при 1 < p <∞,
1 ≤ θ ≤ ∞, λ(τ) = ω(τ)τ−1/p, ω ∈ Φα,l з α > 1/p має мiсце вкладення

MHω
p,θ ⊂MW

λ,1−1/θ
A . (4.41)
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Внаслiдок елементарних перетворень, врахувавши (3.3) та (3.34), для
θ =∞ маємо

||fj||A ≤
∑
||s||1=j

||δs(fj)||A �
∑
||s||1=j

2||s||1/p||δs(fj)||p =

= ω(2−j)2j/p
∑
||s||1=j

(ω(2−||s||1))−1||δs(fj)||p ≤ ω(2−j)2j/p ||f ||MHω
p

∑
||s||1=j

1 ≤

≤ ω(2−j)2j/p
∑
||s||1=j

1 � ω(2−j)2j/pjd−1. (4.42)

Далi, згiдно з (4.21), для θ = 1 одержуємо

||fj||A � ω(2−j)2j/p
∑
||s||1=j

(ω(2−||s||1))−1||δs(fj)||p ≤

≤ ω(2−j)2j/p ||f ||MHω
p,1
≤ ω(2−j)2j/p. (4.43)

Для 1 < θ < ∞ внаслiдок нерiвностi Гельдера, а також (4.21), (3.34)
маємо

||fl||A � ω(2−j)2j/p
∑
||s||1=j

(ω(2−||s||1))−1||δs(fj)||p ≤

≤ ω(2−j)2j/p
( ∑
||s||1=j

((ω(2−||s||1))−1||δs(fj)||p)θ
)1/θ( ∑

||s||1=j

1

)1/θ′

≤

≤ ω(2−j)2j/p ||f ||MHω
p,θ

( ∑
||s||1=j

1

)1/θ′

� ω(2−j)2j/p ||f ||MHω
p,θ
j(d−1)/θ′ ≤

≤ ω(2−j)2j/pj(d−1)(1−1/θ), (4.44)

де 1/θ + 1/θ′ = 1.
З (4.42) – (4.44) робимо висновок про справедливiсть вкладення (4.41).
Далi, у випадках 1 < p ≤ 2 < q <∞ та 1 < p ≤ 2, q =∞, застосовую-

чи лему 4.1 з λ(τ) = ω(τ)τ−1/p, b = 1− 1/θ, внаслiдок вкладення (4.41),
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для f ∈MHω
p,θ одержуємо вiдповiдно

σm(f)q ≤ ||f − Am(f, q, µ)||q � λ

(
logd−1m

m

)
m−1/2(logm)(d−1)b =

= ω

(
logd−1m

m

)(
m

logd−1m

)1/p−1/2

(logm)(d−1)(1/2−1/θ) (4.45)

i

σm(f)∞ ≤ ||f − Am(f, q, µ)||∞ � ω

(
logd−1m

m

)(
logd−1m

m

)−1/p

×

×m−1/2(logm)(d−1)(1−1/θ)+1/2 =

= ω

(
logd−1m

m

)(
m

logd−1m

)1/p−1/2

(logm)(d−1)(1/2−1/θ)+1/2. (4.46)

Оцiнки зверху у випадках 2 < p < q < ∞ та 2 < p < ∞, q =∞
одержуємо скориставшись вкладенням MHω

p,θ ⊂ MHω
2,θ, p > 2, та дове-

деними вище оцiнками (4.45) та (4.46) при p = 2.
Оцiнки знизу в (4.34) i (4.35) одержуємо (див. (4.36)), застосувавши

теорему IV.2 з урахуванням вкладення (4.23).
Теорему 4.3 доведено.
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4.3. Найкращi m-членнi тригонометричнi наближе-
ння класiв Нiкольського–Бєсова функцiй уза-
гальненої малої мiшаної гладкостi

Шкала просторiвMBω
p,θ є природним узагальненням за гладкiсним пара-

метром r шкали просторiв Нiкольського – Бєсова MBr
p,θ, r = (r1, . . . , r1),

r1 > 0, перiодичних функцiй мiшаної гладкостi (див., наприклад, [47]) i
MBω

p,θ ≡ MBr
p,θ при ω(τ) = τ r1, 0 < r1 < l. Зазначимо, що при θ = ∞

MBr
p,θ — простори Нiкольського MHr

p , тобто MBr
p,∞ ≡ MHr

p , а також
MBω

p,∞ ≡MHω
p .

Зазначимо, що у випадку 1 < p < q < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ (при θ = ∞ в
[70], а при 1 ≤ θ <∞ в [191]), ω ∈ Φα,l, α > 1

p−
1
q , встановлена порядкова

рiвнiсть

EQn(MBω
p,θ)q � EQn(MBω

p,θ)q � ω(2−n)2n( 1
p−

1
q )n

(d−1)( 1
q−

1
θ)+, (4.47)

де a+ := max{a; 0},

EQn(F )q := sup
f∈F

inf
t∈TQn

‖f − t‖q, (4.48)

TQn := {t : t =
∑
k∈Qn

cke
i(k,x), ck ∈ C},

EQn(F )q := sup
f∈F
‖f − SQn(f)‖q, (4.49)

SQn(f) := f ∗ DQn := f ∗
∑
||s||1<n

Dρ(s),

Qn := {k : k ∈ ρ(s), ||s||1 < n}, (4.50)

при цьому
#Qn � 2nnd−1. (4.51)
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Згiдно з (4.48) та (4.49) має мiсце нерiвнiсть

EQn(F )q ≤ EQn(F )q. (4.52)

Наша мета полягає у встановленнi точних за порядком оцiнок вели-
чин σm(MBω

p,θ)q (а також σm(MHω
p,θ)q) для не розглянутих ранiше спiв-

вiдношень мiж параметрами ω, p, q, θ, а саме при 1 < p ≤ 2 < q <∞,
1 ≤ θ ≤ ∞, де ω ∈ Φα,l з деякими α: α > 1

p −
1
q та γ: γ < 1

p . Зазначимо,
що функцiя ω = ω(τ), яка присутня в означеннi класiв MBω

p,θ та MHω
p,θ,

якi нами розглядаються, характеризує цi класи як такi, що складаються
з функцiй, що мають узагальнену малу мiшану гладкiсть спецiального
вигляду. Зазначимо також, що точнi за порядком оцiнки величин (4.26)
для деяких класiв перiодичних функцiй малої гладкостi встановленi в
[14, 15, 79, 114, 190, 195, 65].

Iншою особливiстю розглянутої нами ситуацiї є те, що поведiнка
σm(MBω

p,θ)q та σm(MHω
p,θ)q характеризується (як, наприклад, в роботi

[129]) в термiнах величини m, на вiдмiну вiд робiт [191, 123, 131, 108, 102,
41, 167], в яких поведiнка дослiджуваних там апроксимацiйних характе-
ристик класiв MBω

p,θ виражалась в термiнах величини n, яка пов’язана
з m спiввiдношенням m � #Qn � 2nnd−1.

Наведемо декiлька допомiжних тверджень та спiввiдношень.
Надалi вiд функцiї ω ∈ Φα,l, будемо вимагати, щоб вона в певних ви-

падках задовольняла умову (Sl) з деяким γ: γ < 1
p , або γ < 1

p −
q′

qθ′ , а
тому згiдно з (2.120) мають мiсце нерiвностi

ω(τ1)

τ γ1
≥ C2

ω(τ2)

τ γ2
, 0 < τ1 ≤ τ2, (4.53)

ω(2−||s||1)

2−γ||s||1
� ω(2−n1)

2−γn1
, ||s||1 < n1. (4.54)

Спiввiдношення (4.53) i (4.54) одержуємо з (1.23) за умови, якщо будемо
вимагати, щоб функцiя ω(τ)/τ γ, а не ω(τ)/τ l−γ, була майже спадною. За-
значене припущення не зменшує загальностi, а пропонується з мiркувань
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зручностi опису поведiнки функцiї ω.

Теорема 4.4. Нехай 1 < p ≤ 2 < q < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, а ω ∈ Φα,l з
α > 1

p −
1
q та γ < 1

p.
Якщо 1 < θ ≤ ∞, а ω ∈ Φα,l з α > max{1

p −
1
q ;

1
p −

q′

qθ′} та γ < 1
p, то

σm(MBω
p,θ)q�σm(MHω

p,θ)q�

�ω(m−
q
2 (logd−1m)q−1)m

q
2 ( 1
p−

1
q )(logd−1m)

1
θ′+

1−q
p . (4.55)

Якщо ж 1 ≤ θ < q, а ω ∈ Φα,l з α > 1
p −

1
q та γ < 1

p −
q′

qθ′ , то

σm(MBω
p,θ)q � σm(MHω

p,θ)q � ω(m−
q
2 )m

q
2 ( 1
p−

1
q ). (4.56)

Доведення. Розпочнемо зi встановлення в (4.55) та (4.56) оцiнок звер-
ху для класiв MHω

p,θ, зважаючи на вкладення (4.23) та (4.24).
За заданим m ∈ N пiдберемо n ∈ N таким чином, щоб виконувались

умови m > #Qn i
m � 2nnd−1. (4.57)

Розглянемо спочатку випадок, коли q ≤ θ ≤ ∞, а, вiдповiдно,
α > max

{
1
p −

1
q ;

1
p −

q′

qθ′

}
= 1

p −
1
q .

Побудуємо полiном, який буде реалiзувати для f ∈ MHω
p,θ потрiбну

оцiнку наближення, у виглядi

P (Θm) =
∑
||s||1<n

δs(f) +
∑

n≤||s||1<n1

P (ΘNs
), (4.58)

де P (ΘNs
) — полiноми, якi наближають “блоки” δs(f) згiдно з лемою II.1,

а
n1 =

qn

2
− (

q

2
− 1)(d− 1) log n, (4.59)

Ns = [2n+(||s||1−n1)/pω(2−||s||1)/ω(2−n1)] + 1. (4.60)

Переконаємось, що полiном P (Θm) мiстить за порядком не бiльше, нiж
m гармонiк.
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Покажемо спочатку, що∑
n≤||s||1<n1

(
ω(2−||s||1)2||s||1/p

)µ
�
(
ω(2−n1)2n1/p

)µ
nd−1

1 , µ > 0. (4.61)

Дiйсно, враховуючи нерiвнiсть (4.54) та спiввiдношення∑
||s||1<n

2%||s||1 � 2%nnd−1, % > 0, (4.62)

маємо∑
n≤||s||1<n1

(
ω(2−||s||1)2||s||1/p

)µ
=

∑
n≤||s||1<n1

(
ω(2−||s||1)

2−γ||s||1
2||s||1( 1

p−γ)

)µ
�

�
(
ω(2−n1)

2−γn1

)µ ∑
n≤||s||1<n1

2µ||s||1( 1
p−γ) �

�
(
ω(2−n1)

2−γn1

)µ
2µn1( 1

p−γ)nd−1
1 =

(
ω(2−n1)2n1/p

)µ
nd−1

1 ,

що й доводить (4.61).
Враховуючи (4.51), (4.59)–(4.61) та (4.57), одержимо

#Θm = #Qn +
∑

n≤||s||1<n1

Ns � 2nnd−1 +
2n−n1/p

ω(2−n1)

∑
n≤||s||1<n1

ω(2−||s||1)2||s||1/p �

� 2nnd−1 +
2n−n1/p

ω(2−n1)
ω(2−n1)2n1/pnd−1

1 � 2nnd−1 � m,

що пiдтверджує той факт, що заданий формулою (4.58) полiном P (Θm)

мiстить за порядком не бiльше, нiж m гармонiк.
Беручи до уваги (4.58), можемо записати

||f − P (Θm)||q ≤
∥∥∥∥ ∑
n≤||s||1<n1

(δs(f)− P (ΘNs
))

∥∥∥∥
q

+

∥∥∥∥ ∑
||s||1≥n1

δs(f)

∥∥∥∥
q

=: J1 + J2.

(4.63)
Подальше оцiнювання двох доданкiв правої частини (4.63) розпочнемо
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з J2.
Для цього покажемо спочатку, що для 1 < p < q < ∞, 1 ≤ θ < ∞,

ω ∈ Φα,l, α > 1
p −

1
q має мiсце оцiнка

EQn(MHω
p,θ)q � ω(2−n)2n( 1

p−
1
q )n(d−1)( 1

q−
1
θ )+. (4.64)

У випадку q < θ <∞ для f ∈MHω
p,θ згiдно з лемою III.2, нерiвнiстю

Гельдера та спiввiдношеннями (4.21), (4.22), (3.34), (1.22) будемо мати

EQn(f)q =

∥∥∥∥ ∑
||s||1≥n

δs(f)

∥∥∥∥
q

�
( ∑
||s||1≥n

(||δs(f)||p 2||s||1( 1
p−

1
q ))q
) 1

q

=

=

( ∞∑
j=n

∑
||s||1=j

((
ω(2−||s||1)

)−1

||δs(f)||p ω(2−||s||1) 2||s||1( 1
p−

1
q )

)q ) 1
q

≤

≤
( ∞∑

j=n

( ∑
||s||1=j

(
ω(2−||s||1)

)−θ
||δs(f)||θp

) q
θ

×

×
( ∑
||s||1=j

(
ω(2−||s||1)2||s||1( 1

p−
1
q )
) θq
θ−q
) θ−q

θ
) 1

q

≤

≤ ||f ||MHω
p,θ

( ∞∑
j=n

(
ω(2−j)2j(

1
p−

1
q )
)q ( ∑

||s||1=j

1

) θ−q
θ
) 1

q

�

�
( ∞∑

j=n

(
ω(2−j)

2−αj
2−j(α−( 1

p−
1
q ))

)q
j(d−1) θ−qθ

) 1
q

�

� ω(2−n)

2−αn

( ∞∑
j=n

2−jq(α−( 1
p−

1
q ))j(d−1) θ−qθ

) 1
q

�

� ω(2−n)2n( 1
p−

1
q )n(d−1)( 1

q−
1
θ ). (4.65)

У випадку θ = q, враховуючи лему III.2, а також спiввiдношення
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(4.21), (4.22) та (1.22), одержимо

EQn(f)q �
( ∞∑

j=n

∑
||s||1=j

((
ω(2−||s||1)

)−1

||δs(f)||p ω(2−||s||1)2||s||1( 1
p−

1
q )

)q ) 1
q

≤

≤ ||f ||MHω
p,q

( ∞∑
j=n

(
ω(2−j)2j(

1
p−

1
q )
)q ) 1

q

� ω(2−n)

2−αn

( ∞∑
j=n

2−jq(α−( 1
p−

1
q ))

) 1
q

�

� ω(2−n)2n( 1
p−

1
q ). (4.66)

Якщо ж 1 ≤ θ < q, то внаслiдок (4.24) та (4.66) одержимо

EQn(MHω
p,θ)q ≤ EQn(MHω

p,q)q � ω(2−n)2n( 1
p−

1
q ). (4.67)

Спiвставивши (4.65) – (4.67) приходимо до (4.64).
Враховуючи (4.47), (4.64), (4.59) i (4.57), одержимо

J2 ≤ EQn1
(MHω

p,θ)q � ω(2−n1)2n1( 1
p−

1
q )n

(d−1)( 1
q−

1
θ )

1 �

� ω(2−
qn
2 n(d−1)( q2−1))2

qn
2 ( 1

p−
1
q )n(d−1)((1− q2 )( 1

p−
1
q )+ 1

q−
1
θ ) �

� ω(m−
q
2 (logd−1m)q−1)m

q
2 ( 1
p−

1
q )(logd−1m)

1
θ′+

1−q
p . (4.68)

Скориставшись наслiдком з теореми III.1 (Лiттльвуда–Пелi), ле-
мою II.1, нерiвнiстю рiзних метрик Нiкольського, (4.60), нерiвнiстю Гель-
дера, (4.53), (4.59) та (4.57), для q ≤ θ <∞ маємо

J1 �
( ∑
n≤||s||1<n1

‖δs(f)− P (ΘNs
)‖2
q

) 1
2

�
( ∑
n≤||s||1<n1

N−1
s 2||s||1||δs(f)||22

) 1
2

�

�
( ∑
n≤||s||1<n1

N−1
s 22||s||1/p||δs(f)||2p

) 1
2

≤

≤
(
ω(2−n1)2−n+

n1
p

∑
n≤||s||1<n1

((
ω(2−||s||1)

)−1

||δs(f)||p
)2

ω(2−||s||1)2||s||1/p
)1

2

=
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=

(
ω(2−n1)2−n+

n1
p

)1
2

×

×
( ∑
n≤j<n1

∑
||s||1=j

((
ω(2−||s||1)

)−1

||δs(f)||p
)2

ω(2−||s||1)2||s||1/p
)1

2

≤

≤
(
ω(2−n1)2−n+

n1
p

)1
2
( ∑
n≤j<n1

( ∑
||s||1=j

((
ω(2−||s||1)

)−1

||δs(f)||p
)θ) 2

θ

×

×
( ∑
||s||1=j

(
ω(2−||s||1)2||s||1/p

) θ
θ−2

) θ−2
θ
)1

2

≤

≤
(
ω(2−n1)2−n+

n1
p

)1
2

||f ||MHω
p,θ

( ∑
n≤j<n1

ω(2−j)2j/p
( ∑
||s||1=j

1

) θ−2
θ
)1

2

�

�
(
ω(2−n1)2−n+

n1
p

)1
2

||f ||MHω
p,θ

( ∑
n≤j<n1

ω(2−j)2j/pj(d−1)(1− 2
θ )

)1
2

≤

≤
(
ω(2−n1)2−n+

n1
p

)1
2
( ∑
n≤j<n1

ω(2−j)

2−γj
2−(γ− 1

p )jj(d−1)(1− 2
θ )

)1
2

�

�
(
ω(2−n1)2−n+

n1
p

)1
2
(
ω(2−n1)

2−γn1

∑
n≤j<n1

2−(γ− 1
p )jj(d−1)(1− 2

θ )

)1
2

�

�
(
ω(2−n1)2−n+

n1
p

) 1
2
(
ω(2−n1)2n1/pn

(d−1)(1− 2
θ )

1

)1
2 �

� ω(2−n1)2−
n
2 +

n1
p n(d−1)( 1

2−
1
θ ) �

� ω
(

2−
qn
2 n(d−1)( q2−1)

)
2−

n
2 + qn

2pn(d−1)( 1
p−

q
2p )n(d−1)( 1

2−
1
θ ) �

� ω
(
m−

q
2 (logd−1m)q−1

)
m

q
2 ( 1
p−

1
q )(logd−1m)

1
θ′+

1−q
p . (4.69)

Зауважимо, що в процесi встановлення (4.69) можна простежити за
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виконанням такого спiввiдношення∑
n≤j<n1

(
ω(2−j)2

j
p

)ϑ
j(d−1)λ �

(
ω(2−n1)2

n1
p

)ϑ
n

(d−1)λ
1 , ϑ > 0, λ ∈ R,

(4.70)
якщо ω ∈ Φα,l, γ < 1

p .
Нехай θ = ∞. Тодi, враховуючи (4.61), (4.59) та (4.57), для J1 будемо

мати

J1�
(
ω(2−n1)2−n+

n1
p

∑
n≤||s||1<n1

((
ω(2−||s||1)

)−1

||δs(f)||p
)2

ω(2−||s||1)2||s||1/p
)1

2

≤

≤
(
ω(2−n1)2−n+

n1
p

)1
2

max
n≤||s||1<n1

((
ω(2−||s||1)

)−1

||δs(f)||p
)
×

×
( ∑
n≤||s||1<n1

ω(2−||s||1)2||s||1/p
)1

2

�

�
(
ω(2−n1)2−n+

n1
p

) 1
2 ||f ||MHω

p,∞

(
ω(2−n1)2n1/pnd−1

1

)1
2 �

� ω
(
m−

q
2 (logd−1m)q−1

)
m

q
2 ( 1
p−

1
q )(logd−1m)1+ 1−q

p . (4.71)

Таким чином, пiдставляючи (4.68), (4.69), (4.71) в (4.63), одержуємо
оцiнку зверху в (4.55) для q ≤ θ ≤ ∞.

Перейдемо тепер до розгляду випадкiв 1 < θ < q, якщо ω ∈ Φα,l з
деякими α > max{1

p −
1
q ;

1
p −

q′

qθ′} = 1
p −

q′

qθ′ , γ < 1
p та 1 ≤ θ < q, якщо

ω ∈ Φα,l з деякими α > 1
p −

1
q , γ <

1
p −

q′

qθ′ . Зауважимо, що в першому
з розглядуваних випадкiв, який вiдповiдає встановленню оцiнки зверху
в (4.55), бiльш суттєвою умовою, яку будемо брати до уваги, є ω ∈ Φα,l,
α > 1

p −
q′

qθ′ . А в другому з розглядуваних на даному етапi доведення
випадкiв, який вiдповiдає встановленню оцiнки зверху в (4.56), бiльш
суттєвою умовою, яку будемо брати до уваги, є ω ∈ Φα,l, γ < 1

p −
q′

qθ′ .
Полiном, що буде реалiзувати для f ∈MHω

p,θ потрiбну оцiнку набли-
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ження, зобразимо у виглядi

P (Θm) =
∑
||s||1<n

δs(f) +
∑

n≤||s||1<n1

P1(ΘKs
) +

∑
n1≤k<n2

∑
||s||1=k

P2(ΘMs,k
), (4.72)

де P1(ΘKs
), P2(ΘMs,k

) — полiноми, якi побудованi у вiдповiдностi до “бло-
кiв” δs(f) згiдно з лемою II.1, i

n1 =
qn

2
− (

q

2
− 1)(d− 1) log n,

n2 =
qn

2
+
q

2
(d− 1) log n, (4.73)

Ks =
[
(ω(2−n1))−12n+(||s||1−n1)/pn

d−1
θ ||δs(f)||p

]
+ 1, (4.74)

а

Ms,k =

[
(ω(2−n1))−12n1( q

′
qθ′−

1
p )(2nnd−1)1− q′

2θ′ 2
k
2 ||δs(f)||2

]
+ 1 (4.75)

у випадку 1 < θ < q, ω ∈ Φα,l, α > 1
p −

q′

qθ′ , та

Ms,k =

[
(ω(2−n2))−12n2( q

′
qθ′−

1
p )(2nnd−1)1− q′

2θ′ 2
k
2 ||δs(f)||2

]
+ 1 (4.76)

у випадку 1 ≤ θ < q, ω ∈ Φα,l, γ < 1
p −

q′

qθ′ .
Нижче буде встановлено, що кiлькiсть гармонiк полiнома P (Θm), який

заданий формулою (4.72), не перевищує за порядком m.
Покажемо спочатку, що для f ∈MHω

p,θ має мiсце спiввiдношення∑
n≤||s||1<n1

||δs(f)||p 2||s||1/p � ω(2−n1)2n1/pn
d−1
θ′

1 , (4.77)

яке нам буде потрiбне для проведення подальших мiркувань.
Дiйсно, скориставшись нерiвнiстю Гельдера, спiввiдношеннями (3.34)
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та (4.70), при 1 < θ < q будемо мати∑
n≤||s||1<n1

||δs(f)||p 2||s||1/p =

=
∑

n≤j<n1

∑
||s||1=j

(
ω(2−||s||1)

)−1

||δs(f)||p ω(2−||s||1)2||s||1/p ≤

≤
∑

n≤j<n1

( ∑
||s||1=j

((
ω(2−||s||1)

)−1

||δs(f)||p
)θ)1

θ

×

×
( ∑
||s||1=j

(
ω(2−||s||1)2||s||1/p

)θ′ )1
θ′

≤

≤ ||f ||MHω
p,θ

∑
n≤j<n1

ω(2−j)2
j
p

( ∑
||s||1=j

1

)1
θ′

�

�
∑

n≤j<n1

ω(2−j)2
j
pj

d−1
θ′ � ω(2−n1)2n1/pn

d−1
θ′

1 .

Вiдповiдна оцiнка при θ = 1, враховуючи (4.70), матиме вигляд∑
n≤||s||1<n1

||δs(f)||p 2||s||1/p =

=
∑

n≤j<n1

ω(2−j)2j/p
∑
||s||1=j

(
ω(2−||s||1)

)−1

||δs(f)||p ≤

≤ ||f ||MHω
p,1

∑
n≤j<n1

ω(2−j)2j/p � ω(2−n1)2n1/p.

Покажемо, що кiлькiсть гармонiк полiнома∑
n≤||s||1<n1

P1(ΘKs
)

не перевищує за порядком m. Враховуючи (4.74), (3.34), (4.77) та (4.57),
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одержуємо∑
n≤||s||1<n1

Ks � nd1 + (ω(2−n1))−12n−n1/pn
d−1
θ

∑
n≤||s||1<n1

||δs(f)||p 2||s||1/p �

� nd1 + (ω(2−n1))−12n−n1/pn
d−1
θ ω(2−n1)2n1/pn

d−1
θ′

1 � 2nnd−1 � m. (4.78)

Тепер перейдемо до оцiнки зверху величини ||f − P (Θm)||q. Маємо

||f − P (Θm)||q ≤
∥∥∥∥ ∑
n≤||s||1<n1

(δs(f)− P1(ΘKs
))

∥∥∥∥
q

+

+

∥∥∥∥ ∑
n1≤k<n2

∑
||s||1=k

(δs(f)− P2(ΘMs,k
))

∥∥∥∥
q

+

∥∥∥∥ ∑
||s||1≥n2

δs(f)

∥∥∥∥
q

=: J3 + J4 + J5.

(4.79)
Оцiнимо послiдовно кожну iз величин J3, J4 та J5 в (4.79). Враховуючи

наслiдок з теореми III.1 (Лiттльвуда–Пелi), лему II.1, (4.77), (4.59) та
(4.57), аналогiчно, як i при оцiнцi J1, одержимо

J3 �
( ∑
n≤||s||1<n1

K−1
s 22||s||1/p||δs(f)||2p

) 1
2

<

<

(
(ω(2−n1))−12n−n1/pn

d−1
θ

)− 1
2
( ∑
n≤||s||1<n1

||δs(f)||p 2||s||1/p
)1

2

≤

�
(

(ω(2−n1))−12n−n1/pn
d−1
θ

)− 1
2
(
ω(2−n1)2n1/pn

d−1
θ′

1

)1
2

=

= ω(2−n1)2−
n
2 +

n1
p n(d−1)( 1

2−
1
θ ) �

� ω(m−
q
2 (logd−1m)q−1)m

q
2 ( 1
p−

1
q )(logd−1m)

1
θ′+

1−q
p . (4.80)

Покажемо, що
J3 � ω(m−

q
2 )m

q
2 ( 1
p−

1
q )

у випадку 1 ≤ θ < q, ω ∈ Φα,l, α > 1
p−

1
q , γ <

1
p−

q′

qθ′ . Дiйсно, враховуючи
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(4.80), умову (4.53) для ω ∈ Φα,l, γ < 1
p −

q′

qθ′ , будемо мати

J3 �
ω(m−

q
2 (logd−1m)q−1)(

m−
q
2 (logd−1m)q−1

)γ (m− q2 (logd−1m)q−1
)γ
m

q
2 ( 1
p−

1
q )(logd−1m)

1
θ′+

1−q
p �

� ω(m−
q
2 )(

m−
q
2

)γ (m− q2 (logd−1m)q−1
)γ
m

q
2 ( 1
p−

1
q )(logd−1m)

1
θ′+

1−q
p <

< ω(m−
q
2 )
(
logd−1m

)(q−1)( 1
p−

q′
qθ′ )m

q
2 ( 1
p−

1
q )(logd−1m)

1
θ′+

1−q
p =

= ω(m−
q
2 )m

q
2 ( 1
p−

1
q ). (4.81)

Переходячи до оцiнки доданка J4, попередньо виконаємо такi дiї, якi
спрямованi на опис побудови полiномiв P2(ΘMs,k

) для k ∈ N, n1 ≤ k < n2,
та s : ||s||1 = k. Кожному числу k ∈ N, k ∈ [n1, n2), поставимо у вiдпо-
вiднiсть числа

Sk =

( ∑
||s||1=k

(
(ω(2−||s||1))−1||δs(f)||p

)θ) 1
θ

, (4.82)

mk =

[
2−

kq′
q Sθk

(
2nnd−1

) q′
2

]
+ 1. (4.83)

Нехай ∑
||s||1=k

δs(f) =
∑
||s||1=k

′
δs(f) +

∑
||s||1=k

′′
δs(f), (4.84)

де перша сума в правiй частинi (4.84) мiстить mk “блокiв” δs(f) за тими
векторами s, яким вiдповiдають найбiльшi значення норм ||δs(f)||p, а
друга — решту “блокiв” δs(f). Полiноми P2(ΘMs,k

) будемо будувати у
вiдповiдностi з лемою II.1, але тiльки для тих блокiв δs(f), що мiстяться
пiд знаком першої суми в правiй частинi (4.84).

Таким чином, згiдно з прийнятими позначеннями можемо записати

J4 ≤
∥∥∥∥ ∑
n1≤k<n2

∑
||s||1=k

′
(δs(f)− P2(ΘMs,k

))

∥∥∥∥
q

+
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+

∥∥∥∥ ∑
n1≤k<n2

∑
||s||1=k

′′
δs(f)

∥∥∥∥
q

=: I1 + I2. (4.85)

Для того, щоб проводити подальшi оцiнки, а також, щоб переконатись
в тому, що кiлькiсть гармонiк полiнома∑

n1≤k<n2

∑
||s||1=k

P2(ΘMs,k
)

не перевищує за порядком m, покажемо спочатку, що виконуються спiв-
вiдношення∑

n1≤k<n2

2
k
2

∑
||s||1=k

′
||δs(f)||2 � ω(2−n1)2n1( 1

p−
q′
qθ′ )
(
2nnd−1

) q′
2θ′ (4.86)

для 1 < θ < q, ω ∈ Φα,l, α > 1
p −

q′

qθ′ та∑
n1≤k<n2

2
k
2

∑
||s||1=k

′
||δs(f)||2 � ω(2−n2)2n2( 1

p−
q′
qθ′ )
(
2nnd−1

) q′
2θ′ (4.87)

для 1 ≤ θ < q, ω ∈ Φα,l, γ < 1
p −

q′

qθ′ .
Використовуючи нерiвностi рiзних метрик Нiкольського та Гельдера,

а також враховуючи (4.82), (4.83) та той факт, що ω ∈ Φα,l, α > 1
p −

q′

qθ′ ,
одержимо ∑

n1≤k<n2

2
k
2

∑
||s||1=k

′
||δs(f)||2 �

∑
n1≤k<n2

2
k
p

∑
||s||1=k

′
||δs(f)||p =

=
∑

n1≤k<n2

ω(2−k)2
k
p

∑
||s||1=k

′
(ω(2−||s||1))−1||δs(f)||p ≤

≤
∑

n1≤k<n2

ω(2−k)2
k
p

( ∑
||s||1=k

′ (
(ω(2−||s||1))−1||δs(f)||p

)θ) 1
θ
( ∑
||s||1=k

′
1

) 1
θ′

≤

≤
∑

n1≤k<n2

ω(2−k)2
k
pSkm

1
θ′
k �

(
2nnd−1

) q′
2θ′

∑
n1≤k<n2

ω(2−k)2k( 1
p−

q′
qθ′ )S

1+ θ
θ′

k =
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=
(
2nnd−1

) q′
2θ′

∑
n1≤k<n2

ω(2−k)

2−αk
2−k(α− 1

p+ q′
qθ′ )Sθk ≤

≤
(
2nnd−1

) q′
2θ′ ||f ||θMHω

p,θ

∑
n1≤k<n2

ω(2−k)

2−αk
2−k(α− 1

p+ q′
qθ′ ) �

�
(
2nnd−1

) q′
2θ′ ω(2−n1)

2−αn1

∑
n1≤k<n2

2−k(α− 1
p+ q′

qθ′ ) �

�
(
2nnd−1

) q′
2θ′ ω(2−n1)

2−αn1
2−n1(α− 1

p+ q′
qθ′ ) = ω(2−n1)2n1( 1

p−
q′
qθ′ )
(
2nnd−1

) q′
2θ′ . (4.88)

Аналогiчно, як i при встановленнi (4.88), взявши до уваги той факт,
що ω ∈ Φα,l, γ < 1

p −
q′

qθ′ , з (4.88) будемо мати

∑
n1≤k<n2

2
k
2

∑
||s||1=k

′
||δs(f)||2 �

(
2nnd−1

) q′
2θ′

∑
n1≤k<n2

ω(2−k)2k( 1
p−

q′
qθ′ )Sθk ≤

≤
(
2nnd−1

) q′
2θ′ ||f ||θMHω

p,θ

∑
n1≤k<n2

ω(2−k)

2−γk
2−k(γ− 1

p+ q′
qθ′ ) �

�
(
2nnd−1

) q′
2θ′ ω(2−n2)

2−γn2

∑
n1≤k<n2

2−k(γ− 1
p+ q′

qθ′ ) �

� ω(2−n2)2n2( 1
p−

q′
qθ′ )
(
2nnd−1

) q′
2θ′ . (4.89)

Зауважимо, що в процесi встановлення (4.88) та (4.89) можна просте-
жити, що мають мiсце спiввiдношення∑

n1≤k<n2

(
ω(2−k)2k( 1

p−
q′
qθ′ )

)q
Sθk �

(
ω(2−n1)2n1( 1

p−
q′
qθ′ )

)q
, (4.90)

якщо ω ∈ Φα,l, α > 1
p −

q′

qθ′ , 1 < θ < q, та

∑
n1≤k<n2

(
ω(2−k)2k( 1

p−
q′
qθ′ )

)q
Sθk �

(
ω(2−n2)2n2( 1

p−
q′
qθ′ )

)q
, (4.91)

якщо ω ∈ Φα,l, γ < 1
p −

q′

qθ′ , 1 ≤ θ < q, вiдповiдно.
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Переконаємось тепер, що кiлькiсть гармонiк полiнома∑
n1≤k<n2

∑
||s||1=k

P2(ΘMs,k
)

не перевищує за порядком m. Беручи до уваги (4.75), (4.86), (4.73) та
(4.57), одержимо∑

n1≤k<n2

∑
||s||1=k

′
Ms,k � nd2 + (ω(2−n1))−12n1( q

′
qθ′−

1
p )(2nnd−1)1− q′

2θ′×

×
∑

n1≤k<n2

2
k
2

∑
||s||1=k

′
||δs(f)||2 � nd2 + 2nnd−1 � 2nnd−1 � m (4.92)

у випадку ω ∈ Φα,l, α > 1
p −

q′

qθ′ , 1 < θ < q.
Аналогiчно, беручи до уваги (4.76), (4.87), (4.73) та (4.57), будемо мати∑

n1≤k<n2

∑
||s||1=k

′
Ms,k � m (4.93)

у випадку ω ∈ Φα,l, γ < 1
p −

q′

qθ′ , 1 ≤ θ < q.
Таким чином, врахувавши (4.51), (4.57), (4.78), (4.92), (4.93), переко-

нуємось, що кiлькiсть гармонiк побудованого полiнома P (Θm), який за-
даний формулою (4.72), не перевищує за порядком m.

Для випадку ω ∈ Φα,l, α > 1
p −

q′

qθ′ , 1 < θ < q, згiдно з наслiдком
з теореми III.1 (Лiттльвуда–Пелi), лемою II.1, спiввiдношеннями (4.75),
(4.86), (4.59) i (4.57), можемо записати

I1 ≤
( ∑
n1≤k<n2

∑
||s||1=k

′
||δs(f)− P2(ΘMs,k

)||2q
) 1

2

�

�
( ∑
n1≤k<n2

∑
||s||1=k

′
M−1

s,k 2||s||1||δs(f)||22
) 1

2

�
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�
(
ω(2−n1)

)1
2 2

n1
2 ( 1

p−
q′
qθ′ )(2nnd−1)

q′
4θ′−

1
2

( ∑
n1≤k<n2

2
k
2

∑
||s||1=k

′
||δs(f)||2

) 1
2

�

� ω(2−n1)2n1( 1
p−

q′
qθ′ )(2nnd−1)

q′
2θ′−

1
2 =

= ω(2−
qn
2 n(d−1)( q2−1))2

qn
2 ( 1

p−
1
q )n(d−1)((1− q2 )( 1

p−
1
q )+ 1

q−
1
θ ) �

� ω(m−
q
2 (logd−1m)q−1)m

q
2 ( 1
p−

1
q )(logd−1m)

1
θ′−

q−1
p . (4.94)

Якщо ж ω ∈ Φα,l, γ < 1
p −

q′

qθ′ , 1 ≤ θ < q, то згiдно з наслiдком
з теореми III.1 (Лiттльвуда–Пелi), лемою II.1, спiввiдношеннями (4.76),
(4.87), (4.73) i (4.57), аналогiчно, як i при встановленнi (4.94), будемо
мати

I1 ≤
( ∑
n1≤k<n2

∑
||s||1=k

′
||δs(f)− P2(ΘMs,k

)||2q
) 1

2

�

�
(
ω(2−n2)

)1
2 2

n2
2 ( 1

p−
q′
qθ′ )(2nnd−1)

q′
4θ′−

1
2

( ∑
n1≤k<n2

2
k
2

∑
||s||1=k

′
||δs(f)||2

) 1
2

�

� ω(2−n2)2n2( 1
p−

q′
qθ′ )(2nnd−1)

q′
2θ′−

1
2 = ω

((
2nnd−1

)− q2) (2nnd−1)
q
2 ( 1
p−

1
q ) �

� ω(m−
q
2 )m

q
2 ( 1
p−

1
q ). (4.95)

Перейдемо до оцiнки доданка I2. Згiдно з лемою III.1 маємо

I2 =

∥∥∥∥ ∑
n1≤k<n2

∑
||s||1=k

′′
δs(f)

∥∥∥∥
q

�
( ∑
n1≤k<n2

∑
||s||1=k

′′ (
2||s||1( 1

p−
1
q )||δs(f)||p

)q ) 1
q

=

=

( ∑
n1≤k<n2

2k( 1
p−

1
q )q
∑
||s||1=k

′′
||δs(f)||qp

) 1
q

:= I3. (4.96)

Далi, пронумеруємо величини ||δs(f)||p, що мiстяться в I3 для кожного
k: n1 ≤ k < n2, розташувавши їх в порядку спадання i позначивши їх че-
рез ai(f, k), i = 1, 2, . . . . Тодi, взявши до уваги означення (4.82), можемо
записати

ai(f, k)� k−
1
θω(2−k)Sk. (4.97)
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Скориставшись спiввiдношенням (4.97) та врахувавши (4.82), (4.83),
(4.90), (4.59) i (4.57), маємо

I3 =

( ∑
n1≤k<n2

2k( 1
p−

1
q )q
∑
i>mk

aq−θi (f, k)aθi (f, k)

) 1
q

�

�
( ∑
n1≤k<n2

2k( 1
p−

1
q )q(ω(2−k))q−θSq−θk

∑
i>mk

i−
q−θ
θ aθi (f, k)

) 1
q

�

�
( ∑
n1≤k<n2

2k( 1
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1
q )q(ω(2−k))qSq−θk m

− q−θθ
k

∑
i>mk

(ω(2−k))−θaθi (f, k)

) 1
q

≤

≤
( ∑
n1≤k<n2

2k( 1
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1
q )q(ω(2−k))qSq−θk m

− q−θθ
k
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(
(ω(2−||s||1))−1||δs(f)||p

)θ) 1
q

=

=

( ∑
n1≤k<n2

2k( 1
p−

1
q )q(ω(2−k))qSqkm

− q−θθ
k

) 1
q

≤

≤
( ∑
n1≤k<n2

2k( 1
p−

1
q )q(ω(2−k))qSθk

(
2−

kq′
q

(
2nnd−1

) q′
2

)− q−θθ ) 1
q

=

=
(
2nnd−1

) (θ−q)q′
2qθ

( ∑
n1≤k<n2

(
ω(2−k)2k( 1

p−
q′
qθ′ )

)q
Sθk

) 1
q

�

�
(
2nnd−1

) (θ−q)q′
2qθ ω(2−n1)2n1( 1

p−
q′
qθ′ ) �

� ω(m−
q
2 (logd−1m)q−1)m

q
2 ( 1
p−

1
q )(logd−1m)

1
θ′−

q−1
p (4.98)

у випадку ω ∈ Φα,l, α > 1
p −

q′

qθ′ , 1 < θ < q.
Якщо ж ω ∈ Φα,l, γ < 1

p −
q′

qθ′ , 1 ≤ θ < q, то, аналогiчно, як i при
встановленнi (4.98), враховуючи (4.91), (4.73) i (4.57), з (4.98) будемо
мати

I3 �
(
2nnd−1

) (θ−q)q′
2qθ

( ∑
n1≤k<n2

(
ω(2−k)2k( 1

p−
q′
qθ′ )

)q
Sθk

) 1
q

�
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�
(
2nnd−1

) (θ−q)q′
2qθ ω(2−n2)2n2( 1

p−
q′
qθ′ ) = ω

((
2nnd−1

)− q2) (2nnd−1)
q
2 ( 1
p−

1
q ) �

� ω(m−
q
2 )m

q
2 ( 1
p−

1
q ). (4.99)

Нарештi перейдемо до оцiнки останнього доданка в правiй частинi
(4.79).

Згiдно з (4.64), (4.67), (4.73) та (4.57), одержимо

J5 ≤ EQn2
(MHω

p,θ)q � ω(2−n2)2n2( 1
p−

1
q ) = ω

((
2nnd−1

)− q2) (2nnd−1)
q
2 ( 1
p−

1
q ) �

� ω(m−
q
2 )m

q
2 ( 1
p−

1
q ). (4.100)

З iншого боку, згiдно з (4.64), (4.73), (1.22), враховуючи умову ω ∈ Φα,l,
α > 1

p −
q′

qθ′ , 1 < θ < q, та (4.57), одержимо

J5 ≤ EQn2
(MHω

p,θ)q � ω(2−n2)2n2( 1
p−

1
q ) =

=
ω(2−

qn
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qn
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qn
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� ω(2−
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)α(2−
qn
2 n−(d−1) q2

)α
2
qn
2 ( 1

p−
1
q )n(d−1)( 1

p−
1
q ) q2 <

< ω(2−
qn
2 n(d−1)( q2−1))(n(d−1)(1−q))

1
p−

q′
qθ′ 2

qn
2 ( 1

p−
1
q )n(d−1)( 1

p−
1
q ) q2 =

= ω(2−
qn
2 n(d−1)( q2−1))2

qn
2 ( 1

p−
1
q )n(d−1)(( 1

p−
1
q )(1− q2 )+ 1

q−
1
θ ) �

� ω(m−
q
2 (logd−1m)q−1)m

q
2 ( 1
p−

1
q )(logd−1m)

1
θ′+

1−q
p . (4.101)

Насамкiнець, пiдставляючи (4.98) в (4.96), далi (4.94), (4.96) в (4.85), i,
нарештi, (4.80), (4.85) та (4.101) в (4.79), одержимо оцiнку зверху в (4.55)
для 1 < θ < q, ω ∈ Φα,l, α > 1

p −
q′

qθ′ , γ <
1
p .

У випадку 1 ≤ θ < q, ω ∈ Φα,l, α > 1
p −

1
q , γ <

1
p −

q′

qθ′ , пiдставляючи
(4.100) в (4.96), далi (4.95), (4.96) в (4.85), i, на завершення, (4.81), (4.85)
та (4.100) в (4.79), одержимо оцiнку зверху в (4.56).

Таким чином, оцiнки зверху в (4.55) та (4.56) встановленi.
Тепер перейдемо до встановлення в (4.55) та (4.56) вiдповiдних оцiнок
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знизу, якi, враховуючи вкладення (4.23), будемо проводити для класiв
MBω

p,θ. Для цього скористаємося спiввiдношенням двоїстостi(див., напр.,
[38, гл. I, § 1.4, п. 2]):

σm(f)q = inf
Θm

sup
P∈L⊥(Θm)
||P ||q′≤1

∣∣∣∣(2π)−d
∫
Td

f(x)P (x)dx

∣∣∣∣, (4.102)

де L⊥(Θm) — множина функцiй, ортогональних пiдпростору тригономе-
тричних полiномiв з “номерами” гармонiк з множини Θm.

Спочатку встановимо оцiнку знизу в (4.55). Для цього покладемо

j1 =
q

2
logm− (q − 1)(d− 1) log logm (4.103)

i побудуємо функцiю P1, що задовольняє умови P1 ∈ L⊥(Θm) та
||P1||q′ ≤ 1.

Нехай
v1 =

∑
||s||1=j1

Dρ(s)(x) =
∑
||s||1=j1

∑
k∈ρ(s)

ei(k,x),

а Θm — довiльна множина векторiв k = (k1, . . . , kd) з Zd така, що
#Θm = m.

Позначимо
u1 =

∑
k∈Θm∩{k:k∈ρ(s),||s||1=j1}

ei(k,x),

i покладемо
w1 = v1 − u1. (4.104)

Оцiнимо ||v1||q′ та ||u1||q′ для 1 < q′ < 2. Згiдно з (3.71) та спiввiдно-
шеннями (3.81), (3.34), будемо мати

||v1||q′ �
( ∑
||s||1=j1

||Dρ(s)||q
′

q′

) 1
q′

�
( ∑
||s||1=j1

2||s||1(1− 1
q′ )q

′
) 1

q′

� 2
j1
q j

d−1
q′

1 ,

(4.105)
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а враховуючи (4.103), для ||u1||q′ одержимо

||u1||q′ ≤ ||u1||2 ≤
√
m � 2

j1
q j

d−1
q′

1 . (4.106)

Тодi, беручи до уваги (4.104)–(4.106), робимо висновок, що функцiя

P1 = C52
− j1q j

−d−1
q′

1 w1 (4.107)

буде задовольняти умови P1 ∈ L⊥(Θm) та ||P1||q′ ≤ 1 при деякому зна-
ченнi C5 > 0.

Покажемо тепер, що функцiя

g1 = C6ω(2−j1)2−j1(1− 1
p )j
−d−1

θ
1 v1 =

= C6ω(2−j1)2−j1(1− 1
p )j
−d−1

θ
1

∑
||s||1=j1

Dρ(s)(x) (4.108)

при деякому значеннi C6 > 0 належить до класу MBω
p,θ. Враховуючи

(3.2), (3.3), а також (3.81), будемо мати

||g1||MBωp,θ =

( ∑
||s||1=j1

(
ω(2−||s||1)

)−θ
||δs(g1)||θp

) 1
θ

=

= C62
−j1(1− 1

p )j
−d−1

θ
1

( ∑
||s||1=j1

||Dρ(s)||θp
) 1

θ

�

� 2−j1(1− 1
p )j
−d−1

θ
1

( ∑
||s||1=j1

2||s||1(1− 1
p )θ

) 1
θ

� 1 (4.109)

при 1 ≤ θ <∞ та

||g1||MBωp,∞ = sup
s:||s||1=j1

||δs(g1)||p
ω(2−||s||1)

= C62
−j1(1− 1

p ) sup
s:||s||1=j1

||Dρ(s)||p � 1 (4.110)

при θ =∞.
Таким чином, з (4.109), (4.110) слiдує, що g1 ∈ MBω

p,θ при деякому
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значеннi C6 > 0.
Тепер, прийнявши до уваги (4.102), (4.103), (4.107), (4.108), (4.50) та

(4.51), будемо мати

σm(MBω
p,θ)q ≥ σm(g1)q ≥ inf

Θm

∣∣∣∣(2π)−d
∫
Td

g1(x)P1(x) dx

∣∣∣∣�
� ω(2−j1)2−j1(1− 1
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q )j

(d−1)( 1
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1
θ−1)
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Θm

(
||v1||22 − ||u1||22

)
=

= ω(2−j1)2−j1(1− 1
p+ 1

q )j
(d−1)( 1

q−
1
θ−1)

1 inf
Θm

∥∥∥∥ ∑
k∈Qj1+1\Qj1\Θm

ei(k,·)
∥∥∥∥2

2

�

�ω(2−j1)2−j1(1− 1
p+ 1

q )j
(d−1)( 1

q−
1
θ−1)

1 (2j1jd−1
1 −m)�ω(2−j1)2j1( 1

p−
1
q )j

(d−1)( 1
q−

1
θ )

1 �

� ω(m−
q
2 (logd−1m)q−1)m

q
2 ( 1
p−

1
q )(logd−1m)

1
θ′+

1−q
p .

Оцiнка знизу в (4.55) встановлена.
Тепер перейдемо до встановлення оцiнки знизу в (4.56). Для цього

покладемо
j2 =

q

2
logm (4.111)

та представимо функцiю P2, що задовольняє умови P2 ∈ L⊥(Θm) та
||P2||q′ ≤ 1, у виглядi

P2 = C72
− j2q (v2 − u2), (4.112)

де
v2 = Dρ(s∗)(x), (4.113)

u2 =
∑

k∈Θm∩ρ(s∗)

ei(k,x), (4.114)

а Θm — довiльна множина векторiв k = (k1, . . . , kd) з Zd така, що
#Θm = m i s∗ : ||s∗||1 = j2.

В якостi екстремальної розглянемо таку функцiю

g2 = C8ω(2−j2)2−j2(1− 1
p )v2 = C8ω(2−j2)2−j2(1− 1

p )Dρ(s∗)(x), C8 > 0, (4.115)
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яка при деякому значеннi C8 > 0 належить до класу MBω
p,θ.

Далi, враховуючи (4.102), (4.111)–(4.115), будемо мати

σm(MBω
p,θ)q ≥ σm(g2)q ≥ inf

Θm

∣∣∣∣(2π)−d
∫
Td

g2(x)P2(x) dx

∣∣∣∣�
� ω(2−j2)2−j2(1− 1

p+ 1
q ) inf

Θm

(||v2 − u2||22) =

= ω(2−j2)2−j2(1− 1
p+ 1

q ) inf
Θm

∥∥∥∥ ∑
k∈ρ(s∗)\Θm

ei(k,·)
∥∥∥∥2

2

�

� ω(2−j2)2−j2(1− 1
p+ 1

q )(2j2 −m) � ω(2−j2)2j2( 1
p−

1
q ) � ω(m−

q
2 )m

q
2 ( 1
p−

1
q ).

Оцiнку знизу в (4.56) встановлено.
Теорему 4.4. доведено.

Зауваження 4.8. При ω(τ) = τ r, r = α, результат теореми для класiв
MBr

p,θ вiдомий i встановлений А.С. Романюком [79].

Зауваження 4.9. Якщо 1 < p < q < ∞, 1 ≤ θ < ∞, ω ∈ Φα,l,
α > 1

p −
1
q , то має мiсце оцiнка

EQn(MHω
p,θ)q � EQn(MHω

p,θ)q � ω(2−n)2n( 1
p−

1
q )n(d−1)( 1

q−
1
θ )+, (4.116)

яка випливає з (4.47) та (4.64), враховуючи вкладення (4.23) та нерiвнiсть
(4.52).

Зауваження 4.10. Порiвнюючи при m � 2nnd−1 оцiнки (4.47) та
(4.116) з (4.55) та (4.56) бачимо, що при виконаннi умов доведеної теоре-
ми оцiнки величин σm(MBω

p,θ)q та σm(MHω
p,θ)q є кращими за порядком,

нiж оцiнки EQn(MBω
p,θ)q та EQn(MHω

p,θ)q.
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4.4. Конструктивне розрiджене тригонометричне
наближення класiв Нiкольського–Бєсова фун-
кцiй для критичного значення показника глад-
костi

В даному пiдроздiлi вивчаються питання, що пов’язанi з одержанням
точних за порядком оцiнок найкращого m-членного тригонометрично-
го наближення класiв функцiй, якi близькi та тiсно пов’язанi з класами
Нiкольського–Бєсова перiодичних функцiй багатьох змiнних з мiшаною
гладкiстю, для показника гладкостi r = 1

p , який називають критичним
показником гладкостi. Одержана точна за порядком оцiнка найкращого
m-членного тригонометричного наближення згаданих класiв є констру-
ктивною, оскiльки верхня оцiнка реалiзується конструктивним методом,
що базується на ґрiдi (greedy) алгоритмi. Крiм того, встановленi в пiд-
роздiлi оцiнки вiдрiзняються за порядком вiд одержаних А.С. Романю-
ком [79] точних за порядком оцiнок найкращого m-членного тригономе-
тричного наближення класiв Бєсова мiшаної гладкостi при тих же значе-
ннях вiдповiдних параметрiв. Зазначимо, що в роботах [79], [135], [195],
[116] як розглядуванi тут класи, так i класи Бєсова не розрiзняються з
точки зору їх найкращого m-членного тригонометричного наближення.
Iншими словами, в ранiше розглянутих в [135], [195], [116] ситуацiях, у
випадку як великої, так i малої гладкостi, порядковi оцiнки найкращого
m-членного тригонометричного наближення обох класiв збiгаються, про
що бiльш детально буде йти мова в коментарях до результатiв даного
пiдроздiлу.

Наведемо означення ще одного функцiонального класу.
Для f ∈ L1 покладемо

fj :=
∑
||s||1=j

δs(f), j ∈ Z+.
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та розглянемо клас функцiй

MWr,b
p := {f : ||f ||MW r,b

p
≤ 1},

де
||f ||MW r,b

p
:= sup

j
||fj||p · 2rj(j̄)−(d−1)b, (4.117)

MW r,b
p := {f ∈ Lp(Td) : ||f ||MW r,b

p
<∞},

а r > 0, b ∈ R, j̄ := max{1; j}.
Для r > 0, 1 < p ≤ 2, p ≤ θ ≤ ∞ має мiсце вкладення

MHr
p,θ ⊂MWr,1/p−1/θ

p , (4.118)

встановлення якого випереджає доведення основного результату, яке ба-
зується на використаннi (4.118) та теореми IV.3.

Для класiв MWr,b
p В.М. Темляковим [135] встановлено таке тверджен-

ня.

Теорема IV.3 [135, теорема 3.5]. Нехай 1 < p ≤ 2 < q < ∞ та
r = 1/p. Тодi

σm(MWr,b
p )q � m−1/2(logm)(d−1)(b+1−1/p)+1. (4.119)

Оцiнка зверху забезпечується конструктивним методом, що базуєть-
ся на ґрiдi (greedy) алгоритмi.

Сформулюємо тепер основний результат даного пiдроздiлу.

Теорема 4.5. Нехай 1 < p ≤ 2 < q <∞, p ≤ θ ≤ ∞ та r = 1/p. Тодi

σm(MHr
p,θ)q � m−1/2(logm)(d−1)(1−1/θ)+1. (4.120)

Оцiнка зверху забезпечується конструктивним методом, який базу-
ється на ґрiдi (greedy) алгоритмi.

Перш нiж перейтидо доведення оцiнки (4.120), наведемо деякi комен-
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тарi.

Зауваження 4.11. Точнi за порядком оцiнки величини σm(MHr
p,θ)q

при 1 < p ≤ 2 < q < ∞ встановленi в [135], [195], [116]. А саме, в [135]
розглянутий випадок r > 1/p, 1 ≤ θ ≤ ∞, в [195] — 1/p− 1/q < r < 1/p,
θ =∞, а в [116] — max{1/p− 1/q; 1/p− q′/(qθ′)} < r < 1/p, 1 < θ <∞
i 1/p − 1/q < r < 1/p, 1 ≤ θ < q, де a : 1/a + 1/a′ = 1. Тому дана
теорема доповнює результати робiт [135], [195], [116] (див. також [168]),
якi стосуються точних за порядком оцiнок величин σm(MHr

p,θ)q, якi збi-
гаються за порядком з оцiнками величин σm(MBr

p,θ)q, якi встановленнi
А.С. Романюком [79]. В згаданих роботах [135], [195] оцiнки зверху для
σm(MHr

p,θ)q забезпечуються конструктивними методами, що базуються
на ґрiдi (greedy) алгоритмах.

Зауваження 4.12. Ще однiєю особливiстю результату теореми 4.5, в
порiвняннi з результатами робiт [135, 195, 116], є те, що точнi за порядком
оцiнки σm(MHr

p,θ)q гiршi (за винятком лише випадку, коли θ =∞, тобто
MHr

p,∞ ≡ MBr
p,∞ ≡ MHr

p), нiж σm(MBr
p,θ)q (див. [79, Теорема 2.1]), а

саме, за умов теореми 4.5 має мiсце оцiнка

σm(MHr
p,θ)q � (logm)1/θσm(MBr

p,θ)q.

Зауваження 4.13. Напевно, вперше вiдмiннiсть в точних за порядком
оцiнках величин σm(MBr

p,θ)q (див. [79, Теорема 3.1]) i σm(MHr
p,θ)q (див.

[11, Теорема 6.1]) була виявлена Д.Б. Базархановим [11], зокрема, при
розглядi випадку 1 < p ≤ q ≤ 2, 1 ≤ θ < q, r = 1/p− 2/q + 1/θ маємо

σm(MHr
p,θ)q � (log logm)1/θσm(MBr

p,θ)q.

Доведення теореми 4.5.

Спочатку покажемо, що MHr
p,θ ⊂ MWr,1/p−1/θ

p при r > 0, 1 < p ≤ 2,
p ≤ θ ≤ ∞

Розглянемо послiдовно випадки θ = p, θ =∞, p < θ <∞.
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При θ = p згiдно з (4.117), наслiдком до теореми Лiттльвуда–Пелi,
який виражається спiввiдношенням∥∥∥∥∑

s

δs(f)

∥∥∥∥
p

�
(∑

s

||δs(f)||pp
)1/p

, 1 < p ≤ 2, (4.121)

та (4.21) маємо

||f ||MW r,0
p

= sup
j

∥∥∥∥ ∑
||s||1=j

δs(f)

∥∥∥∥
p

· 2rj �

� sup
j

( ∑
||s||1=j

(
2r||s||1 ||δs(f)||p

)p)1/p

= ||f ||MHr
p,p
, (4.122)

звiдки бачимо, що MHr
p,p ⊂MWr,0

p .
Внаслiдок (4.117), (4.121), (4.21) та (3.34) для θ =∞ одержуємо

||f ||
MW

r,1/p
p

= sup
j

∥∥∥∥ ∑
||s||1=j

δs(f)

∥∥∥∥
p

· 2rj(j̄)−
d−1
p �

� sup
j

( ∑
||s||1=j

(
2r||s||1 ||δs(f)||p

)p)1/p

· (j̄)−
d−1
p ≤

≤ sup
j:||s||1=j

(
2r||s||1 ||δs(f)||p

)
·
( ∑
||s||1=j

1

)1/p

(j̄)−
d−1
p � ||f ||MHr

p
, (4.123)

звiдки робимо висновок про те, що MHr
p ≡MHr

p,∞ ⊂MWr,1/p
p .

Для p < θ < ∞, враховуючи (4.117), (4.121), нерiвнiсть Гельдера, а
також (4.21) та (3.34), виводимо

||f ||
MW

r,1/p−1/θ
p

= sup
j

∥∥∥∥ ∑
||s||1=j

δs(f)

∥∥∥∥
p

· 2rj(j̄)−(d−1)( 1
p−

1
θ ) �

� sup
j

( ∑
||s||1=j

(
2r||s||1 ||δs(f)||p

)p)1/p

· (j̄)−(d−1)( 1
p−

1
θ ) ≤
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≤ sup
j

( ∑
||s||1=j

(
2r||s||1 ||δs(f)||p

)θ)1/θ

×

×
( ∑
||s||1=j

1

)1/p−1/θ

(j̄)−(d−1)( 1
p−

1
θ ) � ||f ||MHr

p,θ
, (4.124)

що вказує на справедливiсть вкладення (4.118) для p < θ <∞.
Беручи до уваги (4.122)–(4.124), робимо висновок про те, що вкладення

(4.118) є встановленим.
Тепер перейлемо безпосередньо до доведення (4.120).
Доведення теореми 4.5 в частинi, яка стосується, перш за все, встанов-

лення для (4.120) оцiнки зверху базується на використаннi доведеного
вище вкладення (4.118) i теореми IV.3.

Тепер перейдемо до встановлення в (4.120) оцiнки знизу. Для заданого
m виберемо N та n iз спiввiдношень

2N � mq/2(logm)(d−1)(1−q) (4.125)

та
m � 2nnd−1, (4.126)

вiдповiдно.
Розглянемо функцiю

g(x) := C1N
−d−1

θ

∑
n<j≤N

2−j
∑
||s||1=j

Dρ(s)(x).

Покажемо, що g ∈MHr
p,θ для 1 ≤ θ ≤ ∞.

Поскiльки
||Dρ(s)||p � 2||s||1(1− 1

p ), 1 < p <∞, (4.127)

то, згiдно з (4.21) та (3.34), для 1 ≤ θ <∞ маємо

||g||
MH

1/p
p,θ

= sup
j

( ∑
||s||1=j

(
2||s||1/p||δs(g)||p

)θ) 1
θ

=
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= C1N
−d−1

θ sup
j:n<j≤N

( ∑
||s||1=j

(
2−||s||1(1−1/p)||Dρ(s)||p

)θ) 1
θ

�

� N−
d−1
θ sup

j:n<j≤N

( ∑
||s||1=j

1

) 1
θ

� N−
d−1
θ sup

j:n<j≤N
j
d−1
θ = 1.

Якщо ж θ =∞, то, беручи до уваги (4.21), одержуємо

||g||
MH

1/p
p
� sup

s:n<||s||1≤N
2−||s||1(1−1/p)||Dρ(s)||p � 1.

Далi, вiзьмемо довiльну множину Km, яка складається з m векторiв
k. Розглянемо функцiю

h(x) :=
∑

k∈∆(n,N)\Km

ei(k,x),

де
∆(n,N) :=

⋃
s:n<||s||1≤N

ρ(s). (4.128)

Для довiльного тригонометричного полiнома t з “номерами” гармонiк
з Km, з одного боку, маємо

〈g − t, h〉 ≤ ||g − t||q · ||h||q′. (4.129)

Але в той же час, з iншого боку,

〈g − t, h〉 = 〈g, h〉 =
∑

k∈∆(n,N)\Km

ĝ(k). (4.130)

Взявши до уваги (4.125), (4.126), (4.128), маємо∑
k∈∆(n,N)\Km

ĝ(k)� (N − n)N (d−1)(1− 1
θ ). (4.131)
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Далi, враховуючи (4.125), (4.126), (4.128), одержуємо

||h||q′ ≤
∥∥∥∥ ∑

k∈∆(n,N)

ei(k,·)
∥∥∥∥
q′

+

∥∥∥∥ ∑
k∈∆(n,N)∩Km

ei(k,·)
∥∥∥∥
q′
�

� 2N(1− 1
q′ )N

d−1
q′ +

∥∥∥∥ ∑
k∈Km

ei(k,·)
∥∥∥∥

2

� 2
N
q N

d−1
q′ +m1/2 � m1/2. (4.132)

Далi, виходячи з (4.130) – (4.132), (4.125), (4.126), одержуємо

σm(MH
1/p
p,θ )q ≥ σm(g)q � (N − n)N (d−1)(1− 1

θ )m−1/2 �

� m−1/2 (logm)(d−1)(1− 1
θ )+1 .

Оцiнку знизу в (4.120) встановлено.
Теорему 4.5 доведено.
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4.5. Розрiджене тригонометричне наближення кла-
сiв Нiкольського–Бєсова функцiй з малою мi-
шаною гладкiстю

Далi розглянемо задачi, якi стосуються знаходження точних за поряд-
ком оцiнок такого разрiдженого тригонометричного наближення, як
найкраще m-членне тригонометричне наближення σm(F )q, де в яко-
стi класiв F розглядаються як класи Нiкольського–Бєсова MBr

p,θ фун-
кцiй мiшаної гладкостi, так i близькi до них функцiональнi класи. При-
дiляється увага тим спiввiдношенням мiж параметрами p та q, коли
1 < p < q < ∞, q > 2. А.С. Романюком (2003) були знайденi то-
чнi за порядком оцiнки величини σm(MBr

p,θ)q, 1 ≤ θ ≤ ∞ (оцiнки
зверху при цьому є неконструктивними), коли 1 < p ≤ 2 < q < ∞,
r > 1/p − 1/q або 2 < p < q < ∞, r > 1/2. В доповнення до дослi-
джень А.С.Романюка недавно В.М.Темляков одержав конструктивнi
оцiнки зверху (якi забезпечуються конструктивним методом, який базу-
ється на ґрiдi (greedy) алгоритмi) величини σm(MBr

p,θ)q � σm(MHr
p,θ)q,

1 ≤ θ ≤ ∞ у випадку бiльшої гладкостi, тобто при 1 < p < q <∞, q > 2,
r > max{1/p; 1/2}, розглянувши при цьому бiльш широкi класи MHr

p,θ

(MBr
p,θ ⊂MHr

p,θ ⊂MHr
p, 1 ≤ θ <∞). Менше уваги було придiлено кон-

структивним оцiнкам зверху величин σm(MBr
p,θ)q та σm(MHr

p,θ)q у ви-
падку малої гладкостi, тобто при 1 < p ≤ 2 < q <∞, 1/p−1/q < r ≤ 1/p.
Для 1 < p ≤ 2 < q <∞ В.М.Темляковим була знайдена конструктивна
оцiнка зверху для σm(MBr

p,θ)q, якщо θ = ∞, 1/p − 1/q < r < 1/p або
θ = p, (1/p − 1/q)q′ < r < 1/p, де 1/q + 1/q′ = 1, а автором — кон-
структивна оцiнка зверху для σm(MHr

p,θ)q, якщо r = 1/p, p ≤ θ ≤ ∞,
при цьому виявилось, що σm(MHr

p,θ)q � σm(MBr
p,θ)q(logm)1/θ, r = 1/p,

p ≤ θ < ∞. В даному пiдроздiлi встановлюється конструктивна оцiн-
ка зверху для σm(MBr

p,θ)q (або σm(MHr
p,θ)q), 1 < p ≤ 2 < q < ∞,

(1/p − 1/q)q′ < r < 1/p, коли p < θ < ∞ (або p ≤ θ < ∞), а та-
кож точнi за порядком (хоча й неконструктивнi зверху) оцiнки вели-
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чин σm(MBr
p,θ)q, 2 < p < q < ∞, θ = 1, r = 1/2, та σm(MHr

p,θ)q,
1 < p ≤ 2 < q < ∞, 1 ≤ θ < p, r = 1/p, якi доповнюють вiдповiдно
результати А.С.Романюка та недавнi дослiдження автора.

Даний пiдроздiл присвячений питанням, що пов’язанi з одержанням
точних за порядком оцiнок найкращого m-членного тригонометричного
наближення σm(F ), що є одним iз видiв розрiдженого тригонометричного
наближення, де в якостi класiв F розглядаються класи Бєсова MBr

p,θ

(перiодичних функцiй з малою мiшаною гладкiстю), або близькi до них
функцiональнi класи.

Увага буде придiлена тим спiввiдношенням мiж параметрами p та q,
коли 1 < p ≤ 2 < q <∞.

Опишемо коротко iсторiю дослiджуваних тут питань, пiдсумовуючи,
таким чином, деякi з результатiв, що викладенi у попереднiх пiдроздiлах.

А.С. Романюком [79] були знайденi точнi за порядком оцiнки величини
σm(MBr

p,θ)q, коли 1 < p ≤ 2 < q <∞, r > 1/p− 1/q, або 2 < p < q <∞,
r > 1/2.

При цьому одержанi оцiнки зверху є неконструктивними, оскiльки по-
будова наближаючого m-членного тригонометричного полiному базува-
лась на викорстаннi леми Белiнського (див. [14], або [79, лема 2.1]), яка
має неконструктивний характер.

В.М. Темляковим [135] для введених ним бiльш ширших класiв
MHr

p,θ, нiж класи Бєсова MBr
p,θ, були знайденi точнi за порядком оцiн-

ки σm(MHr
p,θ)q � σm(MBr

p,θ)q, коли 1 < p < q < ∞, q > 2, 1 ≤ θ ≤ ∞,
r > max{1/p; 1/2}, тобто у випадку великої гладкостi. Згаданi оцiнки
зверху для σm(MHr

p,θ)q є конструктивними та реалiзуються конструктив-
ним методом, що базується на ґрiдi (greedy) алгоритмi, який запропоно-
ваний та розроблений В.М.Темляковим [135].

У випадку 1 < p ≤ q ≤ 2, r > 1/p − 1/q точнi за порядком (до того
ж конструктивнi) оцiнки величин σm(MBr

p,θ)q та σm(MHr
p,θ)q встанов-

ленi, вiдповiдно, А.С. Романюком [79] та Д.Б.Базархановим [11], при
цьому σm(MHr

p,θ)q � σm(MBr
p,θ)q за винятком випадку 1 ≤ θ < q,
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r = 1/p− 2/q + 1/θ, коли σm(MHr
p,θ)q � σm(MBr

p,θ)q(log logm)1/θ.
Менше уваги було придiлено конструктивним оцiнкам зверху величин

σm(MBr
p,θ)q та σm(MHr

p,θ)q у випадку малої гладкостi, зокрема, коли
1 < p ≤ 2 < q < ∞, 1/p − 1/q < r ≤ 1/p. Для 1 < p ≤ 2 < q < ∞
В.М.Темляковим [195] була встановлена конструктивна оцiнка зверху
для σm(MBr

p,θ)q, якщо θ = ∞, 1/p − 1/q < r < 1/p, або θ = p,
(1/p− 1/q)q′ < r < 1/p, де 1/q+1/q′ = 1, а в роботi [104] — конструктив-
на оцiнка зверху для σm(MHr

p,θ)q, якщо r = 1/p, p ≤ θ ≤ ∞, при цьому
виявилось, що σm(MHr

p,θ)q � σm(MBr
p,θ)q(logm)1/θ, r = 1/p, p ≤ θ <∞.

В роботi [116] також були знайденi точнi за порядком оцiнки (при цьо-
му оцiнки зверху не є конструктивними i базуються на використаннi зга-
даної леми Белiнського) для σm(MHr

p,θ)q, коли 1 < p ≤ 2 < q < ∞,
1 ≤ θ < ∞, r ∈ (1/p − 1/q; 1/p)\{1/p − q′/(qθ′)}, якi збiгаються зi вста-
новленими А.С.Романюком [79] оцiнками для σm(MBr

p,θ)q при таких же
обмеженнях на параметри p, q, r та θ.

В даному пiдроздiлi встановлюється конструктивна оцiнка звер-
ху для σm(MBr

p,θ)q (або σm(MHr
p,θ)q), 1 < p ≤ 2 < q < ∞,

(1/p− 1/q)q′ < r < 1/p, коли p < θ < ∞ (або p ≤ θ < ∞), а та-
кож точнi за порядком (хоча й неконструктивнi зверху) оцiнки величин
σm(MBr

p,θ)q, 2 < p < q <∞, θ = 1, r = 1/2.
Використовуючи неконструктивний (з точки зору одержання верхнiх

оцiнок) пiдхiд А.С. Романюка [79], ми також одержали точнi за поряд-
ком оцiнки величини σm(MHr

p,θ)q, 1 < p ≤ 2 < q < ∞, r = 1/p у
вiдсутньому (див. теорему 4.5) випадку 1 ≤ θ < p, хоча насправдi одер-
жанi в наведенiй нижче теоремi 4.8 точнi за порядком оцiнки справджу-
ються для всiх скiнченних значень параметра θ, тобто для 1 ≤ θ <∞.
Що ж до, в даному контекстi, параметра θ = ∞, то точнi за порядком
оцiнки величини найкращого m-членного тригонометричного наближе-
ння класiв MHr

p = MBr
p,∞ = MHr

p,∞ встановлено A.C. Романюком [79]
з використанням для оцiнки зверху технiки, пов’язаної з лемою Е.С. Бе-
лiнського (див. лему II.1) неконструктивного типу, а пiзнiше — В.М. Тем-
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ляковим [195] з використанням для оцiнки зверху технiки, пов’язаної з
побудовою конструктивного методу, що базується на ґрiдi (greedy) алго-
ритмi.

Мають мiсце такi твердження.
Теорема 4.6. Нехай 1 < p ≤ 2 < q < ∞, p ≤ θ < ∞ i

(1/p− 1/q)q′ < r < 1/p, тодi

σm(MBr
p,θ)q � σm(MHr

p,θ)q � m−(r−1/p+1/q)q/2(logm)(d−1)(q−1)(r−1/p+q′/(qθ′)).

(4.133)
Оцiнка зверху забезпечується конструктивним методом, що базуєть-
ся на ґрiдi (greedy) алгоритмi.
Теорема 4.7. Нехай 2 < p < q <∞, тодi

σm(MB
1/2
p,1 )q � m−1/2. (4.134)

Теорема 4.8. Нехай 1 < p ≤ 2 < q <∞, 1 ≤ θ <∞ i r = 1/p, тодi

σm(MHr
p,θ)q � m−1/2(logm)d(1−1/θ)+1/θ. (4.135)

На завершення сформульованих результатiв наведемо деякi коментарi.

Зауваження 4.14. Питання про конструктивнi оцiнки зверху для
σm(MBr

p,θ)q та σm(MHr
p,θ)q у випадку, коли 1 < p ≤ 2 < q < ∞,

а p ≤ θ < ∞, 1/p − 1/q < r ≤ (1/p − 1/q)q′, або 1 ≤ θ < p,
1/p− 1/q < r < 1/p, залишається, напевно, вiдкритим.

Зауваження 4.15. У випадку d = 1 теорема 4.7 доведена в [190] (див.
теорему 2.4).

Зауваження 4.16. За умов теореми 4.8 має мiсце оцiнка

σm(MHr
p,θ)q � (logm)1/θσm(MBr

p,θ)q.

Доведення результатiв.

Доведення теореми 4.6.
Оцiнка зверху базується на використаннi вкладення (4.118), а також
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(4.119) (для b = 1/p− 1/θ), згiдно з якими маємо

σm(MBr
p,θ)q ≤ σm(MHr

p,θ)q ≤ σm(MWr,1/p−1/θ
p )q �

� m−(r−1/p+1/q)q/2(logm)(d−1)(1/p−1/θ+(q−1)(r−(1/p−1/q)q′) =

= m−(r−1/p+1/q)q/2(logm)(d−1)(q−1)(r−1/p+q′/(qθ′)).

Нижня оцiнка в (4.133) випливає з вкладення MBr
p,θ ⊂MHr

p,θ та спiв-
вiдношення (4.55) у випадку ω(τ) = τ r, r > 0.

Доведення теореми 4.7.
Оцiнка зверху в (4.134) слiдує з роботи [79] (див. теорему I.6) за раху-

нок вкладення MB
1/2
p,1 ⊂MB

1/2
2,1 , p > 2.

При знаходженнi оцiнки знизу в (4.134) та побудовi функцiї, на якiй ця
оцiнка реалiзується, будемо використовувати полiноми Рудiна – Шапiро
(2.26).

Отож, виберемо за заданим m ∈ N число n ∈ N таке, щоб виконува-
лись спiввiдношення

m � 2nnd−1, (4.136)

#{ρ(s) : ‖s‖1 = n} ≥ 2m, (4.137)

i розглянемо функцiю

g(x) := C12
−nn−d+1

∑
‖s‖1=n

d∏
j=1

Rsj(xj). (4.138)

Зазначимо, що згiдно з (2.27) маємо

∥∥∥ d∏
j=1

Rsj(·)
∥∥∥
p

=
d∏
j=1

‖Rsj(·)‖p ≤
d∏
j=1

‖Rsj(·)‖∞ � 2‖s‖1/2. (4.139)

Переконаємось, що g ∈ MB
1/2
p,1 при вiдповiдному значеннi C1 > 0.
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Дiйсно, беручи до уваги (4.139) та (3.34), одержуємо

‖g‖
MB

1/2
p,1

=
∑
‖s‖1=n

2‖s‖1/2‖δs(g)‖p = C12
−nn−d+1

∑
‖s‖1=n

2‖s‖1/2
∥∥∥ d∏
j=1

Rsj(·)
∥∥∥
p
�

� 2−nn−d+1
∑
‖s‖1=n

2‖s‖1 = n−d+1
∑
‖s‖1=n

1 � 1.

Далi, вiзьмемо будь-яку множину Km, яка мiстить m векторiв k. Роз-
глянемо додаткову функцiю

h = v − u, (4.140)

де

v =
∑
‖s‖1=n

d∏
j=1

Rsj(xj), (4.141)

u =
∑
‖s‖1=n

∗ d∏
j=1

Rsj(xj), (4.142)

а символ “∗” у верхньому iндексi суми в u означає, що полiном u мiстить
тiльки тi гармонiки функцiї v, якi мають номери з множини Km. А тому,
враховуючи (4.136) та (4.137), маємо

‖h‖q′ ≤ ‖v − u‖2 ≤ ‖v‖2 + ‖u‖2 ≤

≤ (#{ρ(s) : ‖s‖1 = n})1/2 +m1/2 � m1/2. (4.143)

Для будь-якого тригонометричного полiнома t з гармонiками з Km, з
одного боку, маємо для (4.140), взявши до уваги (4.141) та (4.142), таку
оцiнку

〈g − t, h〉 ≤ ‖g − t‖q · ‖h‖q′. (4.144)

З iншого боку, беручи до уваги (4.136)–(4.138), одержуємо

〈g − t, h〉 = 〈g, h〉 =
∑

k∈{ρ(s) : ‖s‖1=n}\Km

|ĝ(k)| �
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� 2−nn−d+1(#{ρ(s) : ‖s‖1 = n} −m) ≥ 2−nn−d+1(2nnd−1 −m) � 1.

(4.145)
Таким чином, виходячи з (4.143)–(4.145), маємо

σm(MB
1/2
p,1 )q ≥ σm(g)q � m−1/2.

Нижня оцiнка в (4.134) встановлена.
Доведення теореми 4.8.
Встановимо в (4.135) спочатку оцiнку зверху.
За заданим m ∈ N виберемо n ∈ N таким чином, щоб виконувались

умови m > #Qn та (4.136), де Qn := {ρ(s) : ‖s‖1 < n}, а #Qn � 2nnd−1.
Внаслiдок вкладення MBr

p,θ ⊂ MHr
p,θ побудуємо полiном, який буде

реалiзовувати для f ∈MHr
p,θ потрiбну оцiнку наближення, у виглядi

P (Θm) =
∑
‖s‖1<n

δs(f) +
∑

n≤‖s‖1<n1

P (ΘNs
), (4.146)

де P (ΘNs
) — полiноми, якi наближують “блоки” δs(f) згiдно з лемою

Белiнського, а

n1 =
(n+ (d− 1) log n)q

2
, (4.147)

Ns = [2nn(d−1)/θ−12‖s‖1/p‖δs(f)‖p] + 1. (4.148)

Покажем спочатку, що∑
n≤‖s‖1<n1

2‖s‖1/p‖δs(f)‖p � n(d−1)/θ′+1. (4.149)

Дiйсно,використовуючи нерiвнiсть Гельдера, а також враховуючи
(3.34), (4.147), маємо∑

n≤‖s‖1<n1

2‖s‖1/p‖δs(f)‖p =
∑

n≤j<n1

∑
‖s‖1=j

2‖s‖1/p‖δs(f)‖p ≤

≤
∑

n≤j<n1

( ∑
‖s‖1=j

(2‖s‖1/p‖δs(f)‖p)θ
)1/θ( ∑

‖s‖1=j

1
)1/θ′

�
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� ‖f‖
MH

1/p
p,θ

∑
n≤j<n1

j(d−1)/θ′ ≤ n
(d−1)/θ′

1

∑
n≤j<n1

1 � n(d−1)/θ′+1.

Переконаємось тепер, що полiном P (Θm) мiстить за порядком не бiль-
ше нiж m гармонiк.

Поскiльки #Qn � 2nnd−1, то внаслiдок (4.148), (4.149) та (4.136) пере-
конуємось, що

#Θm = #Qn +
∑

n≤‖s‖1<n1

Ns � 2nnd−1 + nd+

+ 2nn(d−1)/θ−1
∑

n≤‖s‖1<n1

2‖s‖1/p‖δs(f)‖p � 2nnd−1 � m.

Беручи до уваги (4.146), маємо

‖f − P (Θm)‖q ≤
∥∥∥ ∑
n≤‖s‖1<n1

(δs(f)− P (ΘNs
))
∥∥∥
q
+
∥∥∥ ∑
‖s‖1≥n1

δs(f)
∥∥∥
q
=: J1 + J2.

(4.150)
Скориставшись наслiдком до теореми Лiттльвуда—Пелi, лемою Бе-

лiнського, нерiвнiстю рiзних метрик Нiкольского, а також врахувавши
(4.148), (4.149) та (4.136), одержимо

J1 �
( ∑
n≤‖s‖1<n1

‖δs(f)− P (ΘNs
)‖2
q

)1/2

�

�
( ∑
n≤‖s‖1<n1

N−1
s 2‖s‖1‖δs(f)‖2

2

)1/2

�
( ∑
n≤‖s‖1<n1

N−1
s 22‖s‖1/p‖δs(f)‖2

p

)1/2

≤

≤
(

2−nn1−(d−1)/θ
∑

n≤‖s‖1<n1

2‖s‖1/p‖δs(f)‖p
)1/2

�
(

2−nn2−(d−1)/θ+(d−1)/θ′
)1/2

=

=
(

(2nnd−1)−1n2d(1−1/θ)+2/θ
)1/2

� m−1/2(logm)d(1−1/θ)+1/θ. (4.151)

Враховуючи (4.147) та (4.136), виводимо

J2 ≤ EQn1
(MHr

p,θ)q � 2−(r−1/p+1/q)n1n
(d−1)(1/q−1/θ)+

1 =
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= 2−(n+(d−1) log n)/2n
(d−1)(1/q−1/θ)+

1 � m−1/2(logm)(d−1)(1/q−1/θ)+ �

� m−1/2(logm)d(1−1/θ)+1/θ. (4.152)

Пiдставляючи (4.151), (4.152) в (4.150), одержуємо в (4.135) потрiбну
оцiнку зверху.

У випадку 1 < p ≤ 2 < q < ∞, 1 ≤ θ < ∞, r = 1/p оцiнка знизу в
(4.135) мiститься в теоремi 4.5 та має мiсце для всiх скiнченних значень
θ, тобто для 1 ≤ θ <∞.

Таким чином, теорему 4.8 доведено.

Проаналiзувавши результати та доведення теорем 4.4 i 4.6, можна
сформулювати таке твердження.

Теорема 4.4′. Нехай 1 < p ≤ 2 < q <∞, 1 ≤ θ <∞, 1
p −

1
q < r < 1

p.
Якщо 1 < θ <∞, max{1

p −
1
q ;

1
p −

q′

qθ′} < r < 1
p, то

σm(MHr
p,θ)q �m−(r−1/p+1/q)q/2(logm)(d−1)(q−1)(r−1/p+q′/(qθ′)).

Якщо ж 1 ≤ θ < q, 1
p −

1
q < r < 1

p −
q′

qθ′ , то

σm(MHr
p,θ)q � m−(r−1/p+1/q)q/2.

У випадку p ≤ θ < ∞, (1/p − 1/q)q′ < r < 1/p оцiнка зверху забез-
печується конструктивним методом, який базується на ґрiдi (greedy)
алгоритмi.

Проаналiзувавши результати та доведення теорем 4.5 i 4.8, можна
сформулювати таке твердження.

Теорема 4.5′. Нехай 1 < p ≤ 2 < q <∞, 1 ≤ θ <∞, r = 1/p, тодi

σm(MHr
p,θ)q � m−1/2(logm)(d−1)(1−1/θ)+1.

У випадку p ≤ θ <∞ оцiнка зверху забезпечується конструктивним
методом, який базується на ґрiдi (greedy) алгоритмi.
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4.6. Висновки до роздiлу 4

Дослiджено два види розрiдженого тригонометричного наближення, такi
як найкраще m-членне ортогональне тригонометричне наближення та
найкраще m-членне тригонометричне наближення класiв Нiкольського–
Бєсова перiодичних функцiй багатьох змiнних з рiзними типами мiшаної
гладкостi у просторi Lq.

Зокрема, в пiдроздiлi 4.1 знайдено точнi за порядком оцiнки величи-
ни найкращого m-членного ортогонального тригонометричного набли-
ження класiв Нiкольського–Бєсова MBω

1,θ перiодичних функцiй багатьох
змiнних з мiшаною узагальненою гладкiстю спецiального вигляду у про-
сторi Lq, 1 < q ≤ ∞.

У пiдроздiлi 4.2 встановлено точнi за порядком оцiнки величини
найкращого m-членного тригонометричного наближення класiв типу
Нiкольського–Бєсова MHω

p,θ перiодичних функцiй багатьох змiнних з
мiшаною узагальненою гладкiстю спецiального вигляду в метрицi про-
стору Lq, для значень параметрiв p та q, що задовольняють нерiвнiсть
1 < p ≤ 2 < q < ∞, або 2 < p < q < ∞. При цьому оцiнки зверху
забезпечуються конструктивним методом, що базується на ґрiдi (greedy)
алгоритмах.

У наступному пiдроздiлi, тобто в пiдроздiлi 4.3, знайдено точнi за
порядком оцiнки величини найкращого m-членного тригонометрично-
го наближення, як класiв Нiкольського-Бєсова MBω

p,θ, так i класiв ти-
пу Нiкольського–Бєсова MHω

p,θ перiодичних функцiй багатьох змiнних
з малою мiшаною гладкiстю спецiального вигляду в метрицi просто-
ру Lq, для значень параметрiв p та q, що задовольняють нерiвнiсть
1 < p ≤ 2 < q <∞.

У двох останнiх пiдроздiлах 4.4 та 4.5 встановлено точнi за порядком
оцiнки величини найкращого m-членного тригонометричного наближен-
ня класiв MHr

p,θ перiодичних функцiй багатьох змiнних з мiшаною глад-
кiстю у просторi Lq, 1 < p ≤ 2 < q < ∞, у випадку малої гладкостi
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(1
p −

1
q < r < 1

p) та “критичного” значення показника гладкостi (r = 1
p).

Варто зазначити, що у випадку малої гладкостi величини найкращо-
го m-членного тригонометричного наближення класiв MBr

p,θ i MHr
p,θ

збiгаються за порядком. Що стосується критичного показника гладко-
стi r = 1

p , то в оцiнках згаданої апроксимацiйної характеристики на цих
класах виявлено вiдмiнностi в логарифмiчний шкалi.

Основнi результати роздiлу 4 опублiковано у роботах [40, 41, 104, 105,
116, 130].
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Роздiл 5

Наближення класiв перiодичних функцiй багатьох
змiнних полiномами, побудованими за тензорною

системою Хаара

5.1. Наближення класiв перiодичних функцiй ба-
гатьох змiнних iз заданою мажорантою мi-
шаних модулiв неперервностi спецiального ви-
гляду схiдчасто–гiперболiчними сумами Фур’є–
Хаара

Нехай Lp := Lp([0, 1]d), 1 ≤ p < ∞, — простiр 1-перiодичних за
кожною зi змiнних та сумовних у степенi p на кубi [0, 1]d функцiй
f(x) = f(x1, . . . , xd) з нормою, яка визначається таким чином:

||f ||p := ||f ||Lp :=

( ∫
[0,1]d

|f(x)|pdx

)1/p

.

Будемо вважати, що простiр L∞([0, 1]d) складається з 1-перiодичних
за кожною зi змiнних та неперервних на [0, 1]d функцiй та надiлений
звичайною рiвномiрною нормою.

Скрiзь нижче будемо припускати, що для функцiй f ∈ Lp([0, 1]d),
1 ≤ p ≤ ∞, виконується умова

1∫
0

f(x)dxj = 0, j = 1, . . . , d.
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Наведемо означення класiв функцiй MHΩ
p , розглянутих в роботi [70].

Для f(x) = f(x1, . . . , xd) та h = (h1, . . . , hd) визначимо мiшану рiзни-
цю ∆hf(x) за допомогою рiвностi

∆hf(x) = ∆hd . . .∆h1
f(x) = ∆hd(. . . (∆h1

f(x)) . . . ),

де

∆hjf(x) = f(x1, . . . , xj−1, xj + hj, xj+1, . . . , xd)− f(x), j = 1, . . . , d.

Для f ∈ Lp([0, 1]d) та для t = (t1, . . . , td), tj ≥ 0, j = 1, . . . , d, розгля-
немо мiшаний модуль неперервностi

Ω(f, t)p = sup
|hj |≤tj
j=1,...,d

||∆hf(·)||p. (5.1)

Нехай Ω(t) = Ω(t1, . . . , td) — задана функцiя типу мiшаного модуля
неперервностi, яка задовольняє такi умови:

1) Ω(t) > 0, tj > 0, j = 1, . . . , d; Ω(t) = 0,
d∏
j=1

tj = 0;

2) Ω(t) зростає за кожною зi змiнних;

3) Ω(m1t1, . . . ,mdtd) ≤
d∏
j=1

mj Ω(t), mj ∈ N, j = 1, . . . , d;

4) Ω(t) неперервна при tj ≥ 0, j = 1, . . . , d.

Для заданої функцiї Ω(t) = Ω(t1, . . . , td) типу мiшаного модуля непе-
рервностi визначимо клас функцiй

MHΩ
p = {f ∈ Lp([0, 1]d) : Ω(f, t)p ≤ Ω(t)}. (5.2)

На функцiю Ω(t) будемо накладати деяку додаткову умову (Sα), яку
називають умовою Барi–Стєчкiна [13] та яку було наведено ранiше.

Нижче будемо вважати, що функцiя Ω(t) = Ω(t1, . . . , td) задовольняє
умову (Sα), якщо вона задовольняє цю умову за кожною змiнною ti при
фiксованих значеннях iнших змiнних tj, j 6= i.
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Зазначимо, що в даному та наступному пiдроздiлах будуть розгляда-
тись класи MHΩ

p з мажорантами спецiального вигляду:

Ω(t) = ω(t1 . . . td), (5.3)

де ω(τ) — задана функцiя однiєї змiнної типу модуля неперервностi, яка
задовольняє умову (Sα). Зрозумiло, що в такому разi функцiя Ω(t), за-
дана формулою (5.3), буде задовольняти сформульованi вище умови 1–4
та (Sα).

У випадку, якщо Ω(t) матиме вигляд (5.3), будемо використовувати
позначення MHω

p замiсть MHΩ
p .

Перейдемо тепер до означення тензорної системи Хаара.
Але спочатку наведемо означення системи Хаара для випадку функцiї

однiєї змiнної.
Нехай Ds, s ≥ 0, позначає множину всiх двiйкових iнтервалiв на вiд-

рiзку [0, 1] вигляду I = [j2−s, (j + 1)2−s), j = 0, . . . , 2s − 1.
Покладемо для I ∈ Ds, s ≥ 0, I = [j2−s, (j + 1)2−s), j = 0, . . . , 2s − 1,

HI(t)= |I|−1/2


1, якщо t∈ [j2−s, (j+ 1

2)2−s),

−1, якщо t∈ [(j+ 1
2)2−s, (j+1)2−s),

0, якщо t /∈I,

де |I| = 2−s — довжина двiйкового iнтервалу I.
Для вектора s = (s1, . . . , sd) ∈ Nd означимо

Ds := {I = I1 × · · · × Id, Ij ∈ Dsj , j = 1, . . . , d, }

i
Qn :=

⋃
||s||1≤n

Ds.

Множина Qn є схiдчастим гiперболiчним хрестом. Для кiлькостi елемен-
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тiв Qn має мiсце спiввiдношення (див., наприклад, [55])

#Qn � 2nnd−1. (5.4)

В d-вимiрному випадку для I = I1 × · · · × Id позначимо

HI(x) :=
d∏
j=1

HIj(xj)

i
δs(f) := δs(f,x) :=

∑
I∈Ds

cI(f)HI(x),

де

cI(f) := (f,HI) :=

∫
[0,1]d

f(x)HI(x) dx.

В роботi [6] встановлено, що для будь-якої функцiї f ∈ Lp([0, 1]d),
1 ≤ p ≤ ∞, має мiсце нерiвнiсть

||δs(f)||p ≤ 2d( 1
p−1)||∆2−(s1+1) . . .∆2−(sd+1)f ||p, s ∈ Nd. (5.5)

Таким чином, для f ∈MHω
p згiдно з (5.1)–(5.3) та (5.5) одержуємо

||δs(f)||p � Ω(f, 2−(s+1))p ≤ Ω(2−(s+1)) = ω

( d∏
j=1

2−(sj+1)

)
≤ ω(2−||s||1),

(5.6)
де пiд спiввiдношенням

||δs(f)||p � Ω(f, 2−(s+1))p

в (5.6) будемо розумiти нерiвнiсть

||δs(f)||p ≤ C(p, d)Ω(f, 2−(s+1))p

з деякою сталою C(p, d), яка вiд s та f не залежить.
Наведемо ще деякi спiввiдношення, якими будемо користуватись.
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Теорема V.1 (Лiттльвуда–Пелi) (див., наприклад, [36, Гл. 3, с. 85]).
Для будь-якої функцiї f ∈ Lp([0, 1]), 1 < p <∞, має мiсце спiввiдноше-
ння

C1(p)||f ||p ≤
∥∥∥∥(∑

s∈Z+

|δs(f)|2
) 1

2
∥∥∥∥
p

≤ C2(p)||f ||p. (5.7)

З (5.7) слiдують такi нерiвностi (див., наприклад, [204])

||f ||p ≤ C3(p)

(∑
s∈Z+

||δs(f)||p0
p

) 1
p0

, (5.8)

||f ||p ≥ C4(p)

(∑
s

||δs(f)||2p
) 1

2

, 1 < p ≤ 2, (5.9)

где p0 = min{p; 2}. Зазначимо, що аналогiчнi до (5.8), (5.9) нерiвностi для
тригонометричної системи також вiдомi (див., наприклад, [192, с. 37]).

Нехай 1 ≤ p < q <∞, тодi для f ∈ Lp([0, 1]d) має мiсце нерiвнiсть [202]

||f ||q ≤ C(p, q, d)

(∑
s

(
||δs(f)||p 2||s||1( 1

p−
1
q )

)q) 1
q

. (5.10)

Враховуючи, що функцiя ω(τ) задовольняє умову (Sα) з деяким α > 0,
для ||s||1 > n можна записати спiввiдношення

ω(2−||s||1)

2−α||s||1
� ω(2−n)

2−αn
. (5.11)

Визначимо величини, якi будуть дослiджуватись нижче. Позначимо

H(Qn) :=

{
t =

∑
I∈Qn

aIHI , aI ∈ R, n ∈ N
}

— множина полiномiв за тензорною системою Хаара з номерами iндексiв
з множини Qn. Тодi величина

EH(Qn)(f)q := inf
t∈H(Qn)

||f − t||q (5.12)
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позначає найкраще наближення функцiї f в метрицi простору Lq полiно-
мами з множини H(Qn). Сформулюємо одержану нами теорему, в якiй
встановленi точнi за порядком оцiнки величини

EH(Qn)(MHω
p )q := sup

f∈MHω
p

EH(Qn)(f)q. (5.13)

Теорема 5.1. Нехай 1 ≤ p ≤ ∞, 1 < q < ∞, Ω(t) = ω(t1 . . . td), де
ω ∈ Sα,

(
1
p −

1
q

)
+
< α < 1, тодi

EH(Qn)(MHω
p )q �

ω(2−n)2n( 1
p−

1
q )n

d−1
q , 1 ≤ p < q <∞,

ω(2−n)n
d−1
p0 , 1 < q ≤ p ≤ ∞, (p, q) 6= (∞,∞),

(5.14)
де p0 = min{p; 2}.
Доведення. Доведемо спочатку оцiнку зверху у випадку

1 ≤ p < q <∞. Будемо наближувати функцiю f ∈ MHω
p частинни-

ми сумами Фур’є–Хаара, якi складаються з доданкiв з iндексами з
Qn:

SQn(f) := SH(Qn)(f) :=
∑
I∈Qn

cI(f)HI =

=
∑
|I|≥2−n

(f,HI)HI =
∑
||s||1≤n

δs(f). (5.15)

В такому разi, беручи до уваги (5.10), (5.6), (5.11), можемо записати
для f ∈MHω

p

EH(Qn)(f)q ≤ ||f − SH(Qn)(f)||q =

∥∥∥∥ ∑
||s||1>n

δs(f)

∥∥∥∥
q

�

�

( ∑
||s||1>n

(
||δs(f)||p 2( 1

p−
1
q )||s||1

)q) 1
q

�
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�

( ∑
||s||1>n

(
ω(2−||s||1)

2−α||s||1
2(−α+ 1

p−
1
q )||s||1

)q) 1
q

�

� ω(2−n)

2−αn

( ∑
||s||1>n

2−(α−( 1
p−

1
q ))q||s||1

) 1
q

�

� ω(2−n)

2−αn
2−(α−( 1

p−
1
q ))n n

d−1
q = ω(2−n) 2( 1

p−
1
q )n n

d−1
q .

Нехай тепер 1 < q = p < ∞. Використовуючи послiдовно (5.8), (5.6),
(5.11), одержуємо

EH(Qn)(f)p ≤
∥∥∥∥ ∑
||s||1>n

δs(f)

∥∥∥∥
p

�
( ∑
||s||1>n

||δs(f)||p0
p

) 1
p0

�

�
( ∑
||s||1>n

(
ω(2−||s||1)

2−α||s||1
2−α||s||1

)p0
) 1

p0

� ω(2−n)

2−αn

( ∑
||s||1>n

2−αp0||s||1

) 1
p0

�

� ω(2−n)n
d−1
p0 . (5.16)

При 1 < q < p <∞ потрiбна оцiнка слiдує з (5.16) внаслiдок монотон-
ностi Lq-норми:

EH(Qn)(MHω
p )q ≤ EH(Qn)(MHω

p )p � ω(2−n)n
d−1
p0 .

Якщо ж p = ∞, 1 < q < ∞, то, внаслiдок вкладення MHω
∞ ⊂MHω

q ,
1 < q <∞, i (5.16), будемо мати

EH(Qn)(MHω
∞)q ≤ EH(Qn)(MHω

p )q+1 ≤ EH(Qn)(MHω
q+1)q+1 � ω(2−n)n

d−1
2 .

Оцiнки зверху встановленi.
Переходячи до одержання оцiнок знизу, зазначимо, що вони є наслiд-

ком оцiнок Фур’є-поперечникiв d⊥m(MHω
p , Lq), встановлених в [148, 102],
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якi визначаються формулою (див., наприклад, [141])

d⊥m(F,Lq) := inf
{ui}mi=1

sup
f∈F
||f(·)−

m∑
i=1

(f, ui)ui(·)||q,

де inf знаходиться за всiма ортогональними системами з m элементiв.
Зокрема, якщо функцiя Ω(t) задана формулою (5.3), а ω(τ) задовольняє
умову (Sα) з деяким α >

(
1
p −

1
q

)
+
, то при 1 ≤ p < q <∞ [148]

d⊥m(MHω
p , Lq) � ω(2−n) 2n( 1

p−
1
q )n

d−1
q , (5.17)

а при 1 < q ≤ p ≤ ∞ ((p, q) 6= (∞,∞)) [102]

d⊥m(MHω
p , Lq) � ω(2−n)n

d−1
p0 , (5.18)

де m � 2nnd−1.
Оскiльки ми наближаємо функцiї з класу MHω

p їх частинними сума-
ми ряду Фур’є-Хаара, то користуючись (при 1 < q < ∞) обмеженiстю
оператора ортогонального проектування на множину H(Qn) можемо за-
писати

EH(Qn)(MHω
p )q � sup

f∈MHω
p

||f − SH(Qn)(f)||q � d⊥m(MHω
p , Lq), (5.19)

де, згiдно з (5.4), #Qn � 2nnd−1 � m. Враховуючи (5.19), (5.17) i (5.18),
одержуємо для (5.14) потрiбнi оцiнки знизу.

Оцiнки знизу встановлено.
Теорему 5.1 доведено.

Коментарi до доведеної теореми 5.1 будуть зробленi наприкiнцi наступ-
ного пiдроздiлу.
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5.2. Наближення класiв перiодичних функцiй бага-
тьох змiнних iз заданою мажорантою мiшаних
модулiв неперервностi спецiального вигляду по-
лiномами, що побудованi за тензорною систе-
мою Хаара

Перейдемо до розгляду iншої апроксимацiйної характеристики, яка ви-
значає один з видiв нелiнiйного наближення.

Нагадаємо, що для заданої множини D функцiй з простору
Lq := Lq([0, 1]d) найкращим m-членним наближенням функцiї
f ∈ Lq([0, 1]d) за системою D називається величина (див., наприклад,
[6])

σm(f,D)q := σm(f,D)Lq := inf
gj∈D,aj

∥∥∥∥f− m∑
j=1

ajgj

∥∥∥∥
Lq

, m = 1, 2, . . . . (5.20)

Для F ⊂ Lq([0, 1]d) покладаємо

σm(F,D)q := sup
f∈F

σm(f,D)q. (5.21)

Розглядаючи в (5.21) в якостi D тензорну систему Хаара H = {HI}I ,
сформулюємо i доведемо у випадку F = MHω

p , тобто для

σm(MHω
p ,H)q := sup

f∈MHω
p

σm(f,H)q (5.22)

такий результат.
Теорема 5.2. Нехай 1 < p ≤ ∞, 1 < q < ∞, Ω(t) = ω(t1 . . . td), де

ω ∈ Sα, 1
p < α < 1, тодi

σm(MHω
p ,H)q � ω

(
m−1logd−1m

) (
logd−1m

) 1
2 . (5.23)

Доведення. Встановимо спочатку в (5.23) оцiнку зверху для випадку
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1 < p, q <∞. За заданим m пiдберемо n ∈ N, яке задовольняє спiввiд-
ношення m � 2nnd−1. Введемо такi позначення

∆Qk := Qk\Qk−1,

Nk := #{s ∈ Nd, ||s||1 = k}, k ∈ N,

mk := [#{∆Qn}2−κ(k−n)], k = n+ 1, . . . , κ > 0, n ∈ N.

Зазначимо, що
Nk � kd−1, (5.24)

а
mk � 2nnd−12−κ(k−n), (5.25)

згiдно з (5.4).
Подамо f ∈MHω

p у виглядi

f = SQn(f) +
∞∑

k=n+1

∑
||s||1=k

δs(f) = SQn(f) +
∞∑

k=n+1

∑
I∈∆Qk

cI(f)HI =

= SQn(f) +
∞∑

k=n+1

∑
||s||1=k

∑
I∈Ds

cI(f)HI , (5.26)

Побудуємо для функцiї f наближуючий полiном P , здiйснивши певну
процедуру вибору iндексiв.

Для кожного s, ||s||1 = k, вiзьмемо
[
mk/Nk

]
найбiльших за модулем

коефiцiєнтiв (f,HI), HI ∈ Ds.
Оскiльки f ∈ MHω

p , то беручи до уваги спiввiдношення (5.6), для
будь-якого s, ||s||1 = k, можемо записати

||δs(f)||p � ω(2−k). (5.27)

Вiдомо (див., наприклад, [27, Гл. 10, с. 210]), що для будь-якого
p ∈ (1;∞) та будь-яких дiйсних aIj , |Ij| = 2−mj , mj = 0, 1, . . . , має мiсце



291

рiвнiсть ∥∥∥∥ ∑
|Ij |=2−mj

aIjHIj

∥∥∥∥
p

= 2mj(
1
2−

1
p )

( ∑
|Ij |=2−mj

|aIj |p
) 1

p

.

Тому для ||s||1 = k

||δs(f)||p = 2||s||1( 1
2−

1
p )

(∑
I∈Ds

|(f,HI)|p
) 1

p

=

(∑
I∈Ds

|(f,HI)|p
) 1

p

2−k( 1
p−

1
2 ).

(5.28)
Зi спiввiдношення (5.28), беручи до уваги (5.27), одержуємо(∑

I∈Ds

|(f,HI)|p
) 1

p

� ω(2−k)2k( 1
p−

1
2 ), (5.29)

де ||s||1 = k, а в лiвiй частинi (5.29) мiститься 2k доданкiв. Зазначимо,
що якщо ми видалимо

[
mk/Nk

]
найбiльших доданкiв |(f,HI)|p з суми в

(5.29), то кожен з доданкiв, що залишились, внаслiдок спiввiдношення

[mk/Nk]|(f,HI)|p � ωp(2−k)2−k(1−p2 )

буде задовольняти нерiвнiсть

|(f,HI)| � ω(2−k)2k( 1
p−

1
2 )

(
Nk

mk

) 1
p

. (5.30)

Таким чином, нами побудовано полiном P , який мiстить всi видаленi
доданки, а також тi, якi мiстяться в сумi SH(Qn)(f). Оскiльки, згiдно з
(5.4) i (5.25),

#Qn +
∞∑

k=n+1

mk � 2nnd−1 + 2nnd−1
∞∑

k=n+1

2−κ(k−n) � 2nnd−1 � m,

то звiдси робимо висновок, що кiлькiсть iндексiв, за якими побудовано
полiном P , дорiвнює за порядком m.

Далi, вiдштовхуючись вiд теореми Лiттльвуда-Пелi та враховуючи
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(5.26), (5.30), (5.24), (5.25), одержимо

||f − P ||q �
∥∥∥∥(∑

I

|(f − P,HI)|2 |HI |2(·)
) 1

2
∥∥∥∥
q

�

�
∥∥∥∥( ∞∑

k=n+1

∑
I∈∆Qk

ω2(2−k) 22k( 1
p−

1
2 )

(
Nk

mk

) 2
p

H2
I (·)
) 1

2
∥∥∥∥
q

�

�
∥∥∥∥( ∞∑

k=n+1

ω2(2−k) 22k( 1
p−

1
2 )

(
kd−1

mk

) 2
p

2k
∑
I∈∆Qk

χI

) 1
2
∥∥∥∥
q

�

�
∥∥∥∥( ∞∑

m=n+1

ω2(2−k) 2
2k
p

(
kd−1

mk

) 2
p

kd−1χ[0,1]d

) 1
2
∥∥∥∥
q

=

=

( ∞∑
k=n+1

ω2(2−k) 2
2k
p

(
kd−1

mk

) 2
p

kd−1

) 1
2

�

�
( ∞∑
k=n+1

ω2(2−k) 2
2k
p 2kκ

2
p−(κ+1) 2n

p n−
2
p (d−1)k

2
p (d−1)kd−1

) 1
2

. (5.31)

Оскiльки ω(τ) задовольняє умову (Sα) з деяким α, таким що
1
p < α < 1, то iснує κ > 0, для якого α − 1

p −
κ
p > 0, а тому з (5.31)

знаходимо
σm(MHω

p ,H)q � 2−(κ+1)npn−
d−1
p ×

×
( ∞∑
k=n+1

(
ω(2−k)

2−αk

)2

22k(−α+ 1
p+κ

p )k( 2
p+1)(d−1)

) 1
2

�

� ω(2−n)2αn2−(κ+1)npn−
d−1
p

( ∞∑
k=n+1

2−2m(α− 1
p−

κ
p )k( 2

p+1)(d−1)

) 1
2

�

� ω(2−n)2αn2−(κ+1)npn−
d−1
p

(
2−2n(α− 1

p−
κ
p )n( 2

p+1)(d−1)

) 1
2

= ω(2−n)n
d−1

2 �

� ω

(
logd−1m

m

)(
logd−1m

) 1
2

.
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Оцiнка зверху у випадку 1 < p, q <∞ встановлена.
Якщо ж p = ∞, 1 < q < ∞, то потрiбну оцiнку зверху в (5.23) одер-

жуємо з (5.14) та спiввiдношення σm(MHω
∞,H)q � EH(Qn)(MHω

∞)q, яке
слiдує з означень (5.22) i (5.13) при m � 2nnd−1 � #Qn.

Перейдемо до одержання оцiнки знизу. При цьому нашi мiркування
будуть базуватися на використаннi деяких спецiальних функцiй.

Для I ∈ Ds, s ≥ 0, I = [j2−s, (j + 1)2−s), j = 0, . . . , 2s − 1, у випадку
d = 1 покладемо

NI(t)=


(t−j2−s)2s+1, якщо t∈ [j2−s, (j+ 1

2)2−s),

((j+1)2−s−t)2s+1, якщо t∈ [(j+ 1
2)2−s, (j+1)2−s),

0, якщо t /∈I.

В d-вимiрному випадку для I =
d∏
i=1

Ii, Ii ∈ Dsi, si ≥ 0, визначимо

функцiї

NI(x) =
d∏
i=1

NIi(xi), g(x) =
∑
|I|=2−n

NI(x).

В роботi [6] показано, що

||∆hg||p � C2, (5.32)

де C2 > 0 — деяка стала.
Розглянемо функцiю f(x) = C3 ω(2−n)g(x), C3 > 0. Використовуючи

спiввiдношення (5.32), для векторiв s, що задовольняють умову ||s||1 = n,
будемо мати

||∆2−(s1+1) . . .∆2−(sd+1)f ||p = C3 ω(2−n)||∆2−(s1+1) . . .∆2−(sd+1)g||p � ω(2−n).

Звiдси робимо висновок, що при певному виборi сталої C3 > 0 функцiя
f належить до класу MHω

p .
Для проведення подальших мiркувань нам потрiбно знати коефiцiєнти
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Фур’є-Хаара функцiї f , для обчислення яких використаємо нижченаве-
дене допомiжне твердженння.
Лема V.1 [6]. Нехай J = J1 × · · · × Jd, Ji ∈ Dti, ti ≥ 0, i = 1, . . . , d,

i s = (s1, . . . , sd) ∈ Nd такi, що нерiвнiсть si0 ≥ ti0 виконується для
деякого 1 ≤ i0 ≤ d. Тодi ∑

I∈Ds

(NI , HI) = 0. (5.33)

З (5.33) слiдує, що для будь-яких J i s, ||s||1 = n, iснує i0, 1 ≤ i0 ≤ d,
для якого виконується нерiвнiсть si0 ≥ ti0.

Обчислимо (f,HJ) для J , |J | = 2−(n+d). Якщо J ∈ Dt, де принаймнi
одна компонента вектора t дорiвнює 0, а тому, згiдно з лемою V.1 має-
мо (f,HJ) = 0. Нехай S позначає множину всiх векторiв t = (t1, . . . , td),
таких що ||t||1 = n + d, tj > 0, j = 1, . . . , d. Зазначимо, що #S � nd−1.
Тодi для [0, 1]d єдиним розбиттям паралелепiпедами з Ds, ||s||1 = n, для
якого

∑
I∈Ds

(NI , HI) 6= 0, згiдно з лемою V.1, є розбиття з s′j = tj − 1,

j = 1, . . . , d. Окрiм цього, оскiльки s′j < tj, j = 1, . . . , d, то J мiститься
лише в одному паралелепiпедi IJ з Ds′, s′ = (s′1, . . . , s

′
d), а тому, безпосе-

редньо обчислюючи, одержимо

(f,HJ) = C3 ω(2−n)(NIJ , HJ) = ±C3 ω(2−n)2−(n2 + 5d
2 ). (5.34)

Далi, за заданим m пiдберемо n ∈ N таким чином, щоб m � 2nnd−1 i
кiлькiсть елементiв у множинi Fn =

⋃
t∈S Dt була б бiльшою, нiж 4m. Це

завжди можливо здiйснити, оскiльки #Fn � 2nnd−1. Нехай T — довiльна
множина, яка мiстить m векторiв. Розглянемо множини T

⋂
Dt, t ∈ S.

Тодi множина P векторiв t таких, що t ∈ S i #{T
⋂
Dt} ≤ 1

2#{Dt}, мiс-
тить принаймнi половину всiх t з множини S, а тому #P = nd−1. Нехай
pm — довiльний полiном, що побудований за тензорною системою Хаара,
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зi спектром в T . Тодi для 1 < q ≤ 2 згiдно з (5.9), (5.34) будемо мати

||f − pm||q �
( ∑
||t||1=n+d

||δt(f − pm)||2q
) 1

2

≥

≥
(∑

t∈P

||δt(f − pm)||2q
) 1

2

� ω(2−n)2−
n
2−

5d
2 (2nnd−1)

1
2 �

� ω(2−n)n
d−1

2 � ω

(
logd−1m

m

)(
logd−1m

) 1
2

.

У випадку 2 ≤ q <∞ внаслiдок монотонностi Lq-норми одержуємо

σm(MHω
p ,H)q ≥ σm(MHω

p ,H)2 � ω

(
logd−1m

m

)(
logd−1m

) 1
2

.

Оцiнки знизу встановлено.
Теорему 5.2 доведено.

На завершення пiдроздiлу 5.2 наведемо деякi коментарi.

Зауваження 5.1. Якщо покласти ω(τ) = τ r, то вiдповiднi до (5.14) i
(5.23) точнi за порядком рiвностi для класiв Нiкольського MHr

p одержа-
но А.В. Андрiановим [6].

Зауваження 5.2. Порiвнюючи результати теорем 5.1 та 5.2, роби-
мо висновок, що при m � 2nnd−1 порядки найкращого (класичного) на-
ближення та найкращого m-членного наближення полiномами, що по-
будованi за тензорною системою Хаара, спiвпадають тiльки у випадку
1 < q ≤ p ≤ ∞, q < ∞, p ≥ 2, а в рештi випадкiв точнi за поряд-
ком оцiнки величин σm(MHω

p ,H)q є кращими, нiж для EH(Qn)(MHω
p )q,

m � 2nnd−1.
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5.3. Наближення класiв перiодичних функцiй ба-
гатьох змiнних мiшаної гладкостi схiдчасто-
гiперболiчними сумами Фур’є–Хаара

В даному пiдроздiлi вивчається лiнiйне наближення деяких гладкiсних
класiв, близьких до класiв типу Нiкольського–Бєсова перiодичних фун-
кцiй багатьох змiнних з мiшаною гладкiстю, полiномами, що побудованi
за тензорною системою Хаара. Для функцiй з цих класiв, якi назвемо
“розширеними” класами типу Бєсова, одержанi порядковi оцiнки зверху
для наближення схiдчасто–гiперболiчними сумами Фур’є–Хаара.

Для r > 0, 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ визначимо простори MBr
p,θ, якi є

аналогами просторiв Нiкольского-Бесова (див. попереднiй роздiл) перiо-
дичних функцiй багатьох змiнних з мiшаною гладкiстю, таким чином:

MBr
p,θ := {f ∈ Lp([0, 1]d) : ||f ||MBrp,θ <∞},

де

||f ||MBrp,θ :=

(∑
s∈Zd+

(2r||s||1||δs(f)||p)θ
) 1

θ

, 1 ≤ θ <∞, (5.35)

||f ||MBrp,∞ := ||f ||MHr
p

:= sup
s∈Zd+

||δs(f)||p
2−r||s||1

. (5.36)

Зазначимо, що надалi означенi вище аналоги просторiв Нiкольського-
Бесова перiодичних функцiй мiшаної гладкостi будемо називати просто-
рами типу Нiкольського-Бесова перiодичних функцiй мiшаної гладкостi
з огляду на те, що норму в цих просторах ми означаємо не “класичну”,
тобто за допомогою мiшаного модуля неперервностi функцiї, а за анало-
гiєю з перiодичним випадком, розглянутим у двох попереднiх роздiлах,
так звану декомпозицiйну.

Зауважимо також, що зображення (5.35) та (5.36) у випадку функцiй
однiєї змiнної мiстяться в [157].
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Далi, через MBr
p,θ позначимо одиничну кулю простору MBr

p,θ, тобто

MBr
p,θ := {f ∈MBr

p,θ : ||f ||MBrp,θ ≤ 1}. (5.37)

Множини MBr
p,θ будемо називати класами.

Для r > 0, 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ θ < ∞ визначимо простори MHr
p,θ, якi

є “розширеними” аналогами просторiв типу Нiкольського-Бєсова MBr
p,θ

функцiй мiшаної гладкостi, таким чином:

MHr
p,θ := {f ∈ Lp([0, 1]d) : ||f ||MHr

p,θ
<∞},

де

||f ||MHr
p,θ

:= sup
k

( ∑
||s||1=k

(
2r||s||1||δs(f)||p

)θ) 1
θ

. (5.38)

Далi, через MHr
p,θ позначимо одиничнi кулi просторiв MHr

p,θ, тобто

MHr
p,θ := {f ∈MHr

p,θ : ||f ||MHr
p,θ
≤ 1}. (5.39)

Множини MHr
p,θ будемо називати класами.

Зазначимо, що аналогiчнi до MHr
p,θ класи перiодичних функцiй бага-

тьох змiнних, що визначються за допомогою Lp-норми вiдповiдних двiй-
кових “блокiв” рядiв Фур’є функцiї за кратною тригонометричною систе-
мою, розглядались В.М. Темляковим [193] з точки зору встановлення для
цих класiв точних за порядком оцiнок найкращих m-членних наближень
полiномами, що побудованi за кратною тригонометричною системою.

Згiдно з означеннями (5.35)–(5.39) мають мiсце вкладення

MBr
p,1⊂MBr

p,θ1
⊂MBr

p,θ2
⊂MBr

p,∞ ≡MHr
p, 1 < θ1 < θ2 <∞,

MHr
p,1⊂MHr

p,θ1
⊂MHr

p,θ2
⊂MHr

p,∞ ≡MHr
p, 1 < θ1 < θ2 <∞, (5.40)

MBr
p,θ⊂MHr

p,θ, 1 ≤ θ <∞. (5.41)

Нагадаємо, що наявнiсть великої лiтери M , або M в позначеннi про-



298

сторiв, або класiв вказує на те, що маємо справу з перiодичними фун-
цiями багатьох змiнних з мiшаною гладкiстю, оскiльки англiйське слово
“mixed”, звiдки й взято M та M, означає “мiшаний”.

Якщо d = 1, то букву M в позначеннях класiв не будемо зазначати.
Крiм цього, в одновимiрному випадку вкладення (5.40) можна уточнити.
Таким чином, згiдно з означеннями (5.36), (5.38), (5.39) маємо

Hr
p,θ ≡ Hr

p, 1 ≤ θ <∞, d = 1. (5.42)

Сформулюємо та доведемо теорему, в якiй встановленi порядковi оцiн-
ки зверху для величини

EQn(MHr
p,θ)q := sup

f∈MHr
p,θ

EQn(f)q.

Теорема 5.3. Нехай 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q < ∞, 1 ≤ θ < ∞,
(1/p− 1/q)+ < r < 1, тодi

EQn(MHr
p,θ)q �

2−(r− 1
p+ 1

q )n n
(d−1)( 1

q−
1
θ)+, 1 ≤ p < q <∞,

2−rn n
(d−1)

(
1
p0
− 1
θ

)
+, 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞, p 6= 1,

де p0 = min{p; 2}, a+ = max{a; 0}.
Доведення. Для f ∈MHr

p,θ при 1 ≤ p < q < θ <∞ використовуючи
нерiвностi (5.10), Гельдера (з показником θ/q), а також спiввiдношення∑

||s||1=k

1 � kd−1, (5.43)

одержимо

EQn(f)q =

∥∥∥∥ ∑
||s||1>n

δs(f)

∥∥∥∥
q

�
( ∑
||s||1>n

(
||δs(f)||p 2( 1

p−
1
q )||s||1

)q ) 1
q

=

=

( ∞∑
k=n+1

∑
||s||1=k

(
2r||s||1||δs(f)||p

)q
2−q||s||1(r− 1

p+ 1
q )

) 1
q

≤
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≤

 ∞∑
k=n+1

( ∑
||s||1=k

2r||s||1θ||δs(f)||θp
) q

θ
( ∑
||s||1=k

2−||s||1(r− 1
p+ 1

q ) qθ
θ−q

) θ−q
θ

 1
q

≤

≤ ||f ||MHr
p,θ

 ∞∑
k=n+1

2−qk(r− 1
p+ 1

q )

( ∑
||s||1=k

1

) θ−q
θ

 1
q

≤

≤

 ∞∑
k=n+1

2−qk(r− 1
p+ 1

q )

( ∑
||s||1=k

1

) θ−q
θ

 1
q

�

�
( ∞∑
k=n+1

2−qk(r− 1
p+ 1

q )k(d−1) θ−qθ

) 1
q

� 2−(r− 1
p+ 1

q )nn(d−1)( 1
q−

1
θ ). (5.44)

Якщо ж 1 ≤ p < q <∞, θ = q, то будемо мати

EQn(f)q �
( ∑
||s||1>n

(
||δs(f)||p 2( 1

p−
1
q )||s||1

)q ) 1
q

=

=

( ∞∑
k=n+1

∑
||s||1=k

(
2r||s||1||δs(f)||p

)q
2−q||s||1(r− 1

p+ 1
q )

) 1
q

≤

=

( ∞∑
k=n+1

2−qk(r− 1
p+ 1

q )
∑
||s||1=k

(
2r||s||1||δs(f)||p

)q ) 1
q

≤

≤
( ∞∑
k=n+1

2−qk(r− 1
p+ 1

q )

) 1
q

sup
k

( ∑
||s||1=k

(
2r||s||1||δs(f)||p

)q ) 1
q

=

= ||f ||MHr
p,q

( ∞∑
k=n+1

2−qk(r− 1
p+ 1

q )

) 1
q

≤

( ∞∑
k=n+1

2−qk(r− 1
p+ 1

q )

) 1
q

�

� 2−(r− 1
p+ 1

q )n. (5.45)

З (5.44), (5.45) робимо висновок, що ряд (5.26) збiгається до функцiї f
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у просторi Lq([0, 1]d) i

EQn(MHr
p,θ)q � 2−(r− 1

p+ 1
q )nn(d−1)( 1

q−
1
θ ), 1 ≤ p < q ≤ θ <∞. (5.46)

Якщо ж 1 ≤ p < q <∞, а 1 ≤ θ < q, то з (5.46), враховуючи вкладення
(5.40), одержимо

EQn(MHr
p,θ)q ≤ EQn(MHr

p,q)q � 2−(r− 1
p+ 1

q )n.

Нехай тепер 1 < q = p <∞. У випадку θ > p0 = min{p, 2}, використо-
вуючи нерiвностi (5.8), Гельдера (з показником θ/p0) та спiввiдношення
(5.43), маємо

EQn(f)p �

( ∑
||s||1>n

||δs(f)||p0
p

) 1
p0

=

=

( ∞∑
k=n+1

∑
||s||1=k

(
2r||s||1||δs(f)||p

)p0

2−rp0||s||1

) 1
p0

≤

≤

 ∞∑
k=n+1

( ∑
||s||1=k

2r||s||1θ||δs(f)||θp
)p0

θ
( ∑
||s||1=k

2−r
θp0
θ−p0

||s||1
) θ−p0

θ

 1
p0

≤

≤ ||f ||MHr
p,θ

 ∞∑
k=n+1

2−p0kr

( ∑
||s||1=k

1

) θ−p0
θ

 1
p0

�

�
( ∞∑
k=n+1

2−p0krk(d−1)
θ−p0
θ

) 1
p0

� 2−rnn(d−1)( 1
p0
− 1
θ ). (5.47)

У випадку 1 < q = p <∞, θ = p0 = min{p, 2} будемо мати

EQn(f)p �

( ∑
||s||1>n

||δs(f)||p0
p

) 1
p0

=
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=

( ∞∑
k=n+1

2−rkp0

∑
||s||1=k

(
2r||s||1||δs(f)||p

)p0

) 1
p0

≤

≤

( ∞∑
k=n+1

2−rkp0

) 1
p0

sup
k

( ∑
||s||1=k

(
2r||s||1||δs(f)||p

)p0

) 1
p0

=

= ||f ||MHr
p,p0

( ∞∑
k=n+1

2−rkp0

) 1
p0

≤

( ∞∑
k=n+1

2−rkp0

) 1
p0

� 2−rn. (5.48)

З (5.47), (5.48), беручи до уваги зауваження, зробленi при одержаннi
нерiвностi (5.46), приходимо до висновку, що

EQn(MHr
p,θ)p � 2−rnn(d−1)( 1

p0
− 1
θ ), 1 < q = p <∞, θ ≥ p0. (5.49)

Якщо ж 1 < q = p < ∞ i 1 ≤ θ < p0, то, з (5.49), враховуючи
вкладення (5.40), одержуємо

EQn(MHr
p,θ)q ≤ EQn(MHr

p,p0
)q � 2−rn. (5.50)

Для випадку 1 ≤ q < p < ∞, 1 ≤ θ < ∞, внаслiдок нерiвностi
|| · ||q ≤ || · ||p та доведених вище оцiнок (5.49) i (5.50), маємо

EQn(MHr
p,θ)q ≤ EQn(MHr

p,θ)p � 2−rnn(d−1)( 1
p0
− 1
θ )+.

Нарештi, при 1 < q < ∞, p = ∞, 1 ≤ θ < ∞, внаслiдок вкладення
MHr

∞,θ ⊂MHr
q+1,θ, а також оцiнок (5.49) та (5.50), одержимо

EQn(MHr
∞,θ)q ≤ EQn(MHr

∞,θ)q+1 ≤ EQn(MHr
q+1,θ)q+1 � 2−rnn(d−1)( 1

2−
1
θ )+.

Теорему 5.3 доведено.

Сформулюємо тепер зауваження та коментарi до одержаних результа-
тiв для аналогiв класiв типу Бєсова функцiй мiшаної гладкостi.

Зауваження 5.3. У випадку θ = ∞, тобто для класiв MHr
p,

твердження, аналогiчне до теореми 5.3, ранiше доведене А.В. Андрiа-
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новим [6].

Зауваження 5.4. При d = 1, внаслiдок спiввiдношення (5.42), вста-
новленi в теоремi 5.3 результати збiгаються з результатами А.В. Андрi-
анова [6].

Зауваження 5.5. Внаслiдок вкладення (5.41) теорема 5.3 матиме мiс-
це i для класiв MBr

p,θ.
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5.4. Висновки до роздiлу 5

Вивчено деякi величини наближення перiодичних функцiй багатьох змiн-
них з класiв типу Нiкольського–Бєсова мiшаної гладкостi полiномами,
що побудованi за тензорною системою Хаара.

У пiдроздiлi 5.1 встановлено точнi за порядком оцiнки наближення
класiв MHω

p перiодичних функцiй багатьох змiнних iз заданою мажо-
рантою мiшаних модулiв неперервностi спецiального вигляду схiдчасто-
гiперболiчними сумами Фур’є–Хаара.

У пiдроздiлi 5.2 знайдено точнi за порядком оцiнки найкращого m–
членного наближення класiв MHω

p перiодичних функцiй багатьох змiн-
них iз заданою мажорантою мiшаних модулiв неперервностi спецiального
вигляду полiномами, що побудованi за тензорною системою Хаара.

У пiдроздiлi 5.3 одержано порядковi оцiнки зверху для наближення
схiдчасто-гiперболiчними сумами Фур’є–Хаара класiв типу Бєсова перi-
одичних функцiй багатьох змiнних з мiшаною гладкiстю.

Основнi результати роздiлу 5 опублiковано в роботах [125, 129, 128].
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Висновки

Дослiдження спрямованi на вдосконалення старих i вiдшукання нових
пiдходiв до встановлення точних за порядком оцiнок колмогоровських
поперечникiв таких важливих у теорiї наближення класiв гладких фун-
кцiй, як iзотропнi класи (перiодичних функцiй однiєї та багатьох дiй-
сних змiнних) Нiкольського–Бєсова логарифмiчної гладкостi або класи
Нiкольського–Бєсова перiодичних функцiй багатьох змiнних з узагаль-
неною мiшаною гладкiстю. Отриманi точнi за порядком оцiнки зазначе-
них вище величин доповнюють та розповсюджують результати Б.С. Ка-
шина, В.М. Темлякова та А.С. Романюка. Знайдено точнi за порядком
оцiнки колмогоровських поперечникiв класiв типу Нiкольського–Бєсова
перiодичних функцiй iз логарифмiчною гладкiстю доповнюють точнi за
порядком оцiнки колмогоровських поперечникiв класiв типу Нiкольсько-
го перiодичних функцiй однiєї змiнної з логарифмiчною гладкiстю, якi
1999 року встановили Б.С. Кашин i В.М. Темляков.

Другий i четвертий роздiли дисертацiї мiстять результати, якi сто-
суються точних за порядком оцiнок найкращого m-членного тригоно-
метричного наближення класiв Нiкольського–Бєсова функцiй iз малою
iзотропною гладкiстю (2-й роздiл) або малою мiшаною гладкiстю (4-й
роздiл). Точнi за порядком оцiнки найкращого m-членного тригономет-
ричного наближення перiодичних функцiй багатьох змiнних iз малою
iзотропною гладкiстю з класiв Нiкольського–Бєсова доповнюють вiдпо-
вiднi результати Р.А. ДеВора й В.М. Темлякова (1995) стосовно най-
кращого m-членного тригонометричного наближення iзотропних класiв
Нiкольського–Бєсова, де випадок малої гладкостi не був розглянутий.
А точнi за порядком оцiнки найкращого m-членного тригонометрич-
ного наближення узагальнених класiв Бєсова функцiй малої мiшаної
гладкостi доповнюють результати найкращого m-членного тригономе-
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тричного наближення класiв Нiкольського–Бєсова мiшаної гладкостi, якi
В.М. Темляков i А.С. Романюк одержали впродовж минулих двох деся-
тирiч.

У третьому роздiлi встановлено точнi за порядком оцiнки найкра-
щого наближення перiодичних функцiй багатьох змiнних iз класiв
Нiкольського–Бєсова узагальненої мiшаної гладкостi тригонометрични-
ми полiномами з номерами гармонiк зi схiдчастих гiперболiчних хрестiв,
якi тiсно пов’язанi з гладкiсною функцiєю, яка присутня в означеннi кла-
сiв. З’ясовано питання стосовно оптимальностi (в сенсi точних за поряд-
ком оцiнок вiдповiдних колмогоровських поперечникiв) таких областей,
як узагальненi схiдчастi гiперболiчнi хрести.

Завершальний п’ятий роздiл присвячений встановленню порядкових
оцiнок наближення у просторi Лебега функцiональних класiв типу Нi-
кольського узагальненої мiшаної гладкостi схiдчасто-гiперболiчними су-
мами Фур’є–Хаара. В цьому роздiлi також знайдено точнi за порядком
оцiнки величини найкращого m-членного наближення полiномами, що
побудованi за тензорною системою Хаара, для перiодичних функцiй ба-
гатьох змiнних iз класiв типу Нiкольського узагальненої мiшаної глад-
костi.
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232 p. (2018).

169. Dung D. Continuous algorithms in n-term approximation and non-
linear widths / D. Dung // J. Approx. Theory. — 2000. — V. 102, No. 2.
— P. 217–242.

170. Dung D. On nonlinear n-widths / D. Dung, V.Q. Thanh // Proc.
Amer. Math. Soc. — 1996. — V. 124, № 9. — P. 2757–2765.

171. Dung D. On nonlinear n-widths and n-term approximation / D. Dung
// Vietnam J. Math. — 1998. — V. 26, № 2. — P. 165–176.

172. Dung D. Optimal recovery of periodic functions using wavelet
decompositions / D. Dung, M.X. Thao // Vietnam J. Math. — 2002. —
V. 30, № 3. — P. 295–298.

173. Dzyadyk V.K. Theory of uniform approximation of functions by
polynomials / V.K. Dzyadyk, I. A. Shevchuk // Berlin: de Gruyter,
2008.

174. Hansen M. Best m-term approximation and Lizorkin–Triebel spaces /
M. Hansen, W. Sickel // J. Approx. Theory. — 2011. — V. 163, № 8. —
P/ 923–954.

175. Hansen M. Best m-term approximation and Sobolev–Besov spaces
of dominating mixed smoothness – the case of compact embeddings /
M. Hansen, W. Sickel // Constr. Approx. — 2012. — V. 36, № 1, —
P. 1–51.

176. Hansen M. Bestm-term approximation and tensor product of Sobolev
and Besov spaces — the case of non-compact embeddings / M. Hansen,
W. Sickel // East J. Approx. — 2010. — V. 16, № 4. — P. 345–388.



329

177. Jakson D. Certain problem of closest approximation / D. Jakson //
Bull. Amer. Math. Soc. — 1933. — V. 39. — P. 889–906.

178. Jiang Y., Liu Y. Average widths and optimal recovery of multivariate
Besov classes in Lp(R

d) / Y. Jiang, Y. Liu // J. Approx. Theory. —
2000. — V. 102, № 1. — P. 155-170.

179. Konyagin S.V. Convergence of greedy approximation. II. The tri-
gonometric system / S.V. Konyagin, V.N. Temlyakov // Studia Math.
— 2003. — V. 159, № 2. — P. 161–184.

180. Konyagin S.V. Convergence of greedy approximation for the tri-
gonometric system / S.V. Konyagin, V.N. Temlyakov // Anal. Math.
— 2005. — V. 31, № 2. — P. 85–115.

181. Liu Y. The infinite-dimensional widths and optimal recovery of
generalized Besov classes / Y. Liu, G. Xu // J. Complexity. — 2002.
— V. 18, № 3. — P. 815–832.

182. Macovoz G.Y. On trigonometric n-widths and their generalization /
G.Y. Macovoz // J. Approx. Theory. — 1984. — V. 41, № 4. — P. 361–
366.

183. Nguyen V.K. Weyl numbers of embeddings of tensor product Besov
spaces / V.K. Nguyen, W. Sickel // J. Approx. Theory. — 2015. —
V. 200. — P. 170–220.

184. Potapov M.K. Mixed moduli of smoothness in Lp: a survey /
M.K. Potapov, B.V. Simonov, S.Yu. Tikhonov // Surveys in Approxi-
mation Theory. — 2013. — V. 8. — P. 1–57.

185. Sawano Y. Theory of Besov spaces / Y. Sawano // Developments in
Mathematics. — V. 56. — Singapore: Springer. — 945 p. (2018).

186. Schmeisser H.-J. Recent developments in the theory of function
spaces with dominating mixed smoothness / H.-J. Schmeisser // Nonli-



330

near analysis, function spaces and applications. Vol. 8. Proceedings of
the spring school, NAFSA 8, Prague, Czech Republic, May 30–June
6, 2006. Prague: Czech Academy of Sciences, Mathematical Institute.
P. 145-204 (2007).

187. Schmeisser H.-J., Topics in Fourier analysis and function spaces /
H.-J. Schmeisser, H. Triebel // Chichester: John Wiley Sons. 300 p.
(1987).

188. Seeger A. Low regularity classes and entropy numbers / A. Seeger,
W. Trebels // Arch. Math. — 2009. — V. 92, № 2. — P. 147–157.

189. Stasyuk S.A. Approximation of functions from Nikolskii–Besov
type classes of generalized mixed smoothness / S.A. Stasyuk,
S.Ya. Yanchenko // Anal. Math. — 2015. — V. 41, № 4. — P. 311–334.

190. Stasyuk S.A. Best m-term trigonometric approximation of periodic
functions of several variables from Nikol’skii-Besov classes for small
smoothness / S.A. Stasyuk // J. Approx. Theory. — 2014. — V. 177. —
P. 1–16.

191. Sun Y. S. Representation and approximation of multivariate peri-
odic functions with bounded mixed moduli of smoothness / Y. S. Sun,
H. P. Wang // Тр. Мат. ин-та им. В.А. Стеклова. — 1997. — V. 219.
— С. 356–377.

192. Temlyakov V.N. Approximation of periodic functions /
V.N. Temlyakov // Computational Mathematics and Analysis Series.
Commack, New York: Nova Science Publishers, Inc., 1993. 419 p.

193. Temlyakov V.N. Constructive sparse trigonometric approximati-
on and other problems for functions with mixed smoothness, arXiv:
1412.8647v1 [math.NA] 24 Dec 2014, 1–37.



331

194. Temlyakov V.N. Constructive sparse trigonometric approximation for
functions with small mixed smoothness, arXiv: 1503.00282v1 [math.NA]
1 Mar 2015, 1–30.

195. Temlyakov V.N. Constructive sparse trigonometric approximation for
functions with small mixed smoothness / V.N. Temlyakov // Constr.
Approx. — 2017. — V. 45, № 3. — P. 467–495.

196. Temlyakov V.N. Greedy algorithm and m-term trigonometric
approximation / V.N. Temlyakov // Constr. Approx. — 1998. — V. 14,
№ 4. — P. 569–587.

197. Temlyakov V.N. Greedy algorithms with regard to multivariate
systems with special structure / V.N. Temlyakov // Constr. Approx. —
2000. — V. 16, № 3. — P. 399–425.

198. Temlyakov V. Greedy approximation / V. Temlyakov // Cambridge
Monographs on Applied and Computational Mathematics, 20. Cambri-
dge: Cambridge University Press, 418 p. (2011).

199. Temlyakov V. Multivariate Approximation / V. Temlyakov //
Cambridge Monographs on Applied and Computational Mathematics,
32. Cambridge University Press, Cambridge, 2018.

200. Temlyakov V.N. Non-linear m-term approximation with regard to
the multivariate Haar system / V.N. Temlyakov // East J. Appr. —
1998. — V. 4, № 1. — P. 87–106.

201. Temlyakov V.N. Nonlinear methods of approximation /
V.N. Temlyakov // Found. Comput. Math. — 2003. — V. 3, № 1.
— P. 33–107.

202. Temlyakov V.N. Some inequalities for multivariate Haar polynomi-
als / V.N. Temlyakov // East J. Appr. — 1995. — V. 1, № 1. — P. 61–72.



332

203. Temlyakov V. Sparse approximation with bases / V. Temlyakov //
Based on advanced courses given at the Centre de Recerca Matemа-
tica, Barcelona, Spain. Edited by Sergey Tikhonov. Advanced Courses
in Mathematics – CRM Barcelona. Basel: Birkhäuser/Springer, 261 p.
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