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1. Àêòóàëüíiñòü òåìè äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ. Òåîðiÿ íàáëèæåí-
íÿ ôóíêöié, ôóíäàìåíò ÿêî¨ áóëî çàêëàäåíî â êëàñè÷íèõ ðîáîòàõ Ï.Ë.×åáèøåâà,
Ê.Âåé¹ðøòðàññà, Ä.Äæåêñîíà, Ñ.Í.Áåðíøòåéíà, Í.I.Àõi¹çåðà òà iíøèõ, ñüîãîä-
íi ¹ îäíi¹þ ç îáëàñòåé ìàòåìàòèêè, ÿêà iíòåíñèâíî ðîçâèâà¹òüñÿ. Çàäà÷i, ÿêi
äîñëiäæóþòüñÿ â ðàìêàõ öi¹¨ òåîði¨, ïîâ'ÿçàíi ç íàáëèæåííÿì ÿê iíäèâiäóàëü-
íèõ ôóíêöié, òàê i ¨õ êëàñiâ. Ïðè öüîìó ïåâíèé iíòåðåñ ïðåäñòàâëÿ¹ âèâ÷åí-
íÿ íàéêðàùèõ ïîëiíîìiàëüíèõ íàáëèæåíü òèì ÷è iíøèì ÷èíîì çàäàíèõ êëàñiâ
ôóíêöié, à òàêîæ îá÷èñëåííÿ ¨õ ïîïåðå÷íèêiâ. Â äàíîìó íàïðÿìi îñîáëèâå ìiñöå
çàéìàþòü çàäà÷i, ïîâ'ÿçàíi ç íàáëèæåííÿì êëàñiâ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ
çìiííèõ, çàïî÷àòêîâàíi â ðîáîòàõ Ê.I.Áàáåíêà. Çîêðåìà, ïðè íàáëèæåííi êëàñiâ
Ñîáîë¹âà íèì áóëî çàïðîïîíîâàíî ó ÿêîñòi àïàðàòó àïðîêñèìàöi¨ òðèãîíîìåò-
ðè÷íi ïîëiíîìè ç "íîìåðàìè" ãàðìîíiê ç òàê çâàíèõ ãiïåðáîëi÷íèõ õðåñòiâ.
Â ïîäàëüøîìó âêàçàíi äîñëiäæåííÿ áóëî ïðîäîâæåíî â ðîáîòàõ ß.Ñ.Áóãðîâà,
Í.Ñ.Íiêîëüñüêî¨, Äiíü Çóíãà, Á.Ñ.Êàøèíà, Å. Ì.Ãàë¹¹âà, Â.Ì.Òåìëÿêîâà,
Å.Ñ.Áåëiíñüêîãî, À.Ñ.Ðîìàíþêà òà iíøèõ.

Ùî æ ñòîñó¹òüñÿ àíàëîãi÷íèõ êëàñiâ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ, çàäàíèõ íà
Rd (d > 2) , òî äëÿ ¨õ íàáëèæåííÿ â ðîáîòàõ ß.Ñ.Áóãðîâà, Ã.Ã.Ìàãàðië-Iëüÿ¹âà,
Â.Ì.Òèõîìiðîâà, Äiíü Çóíãà òà iíøèõ áóëè âèêîðèñòàíi öiëi ôóíêöi¨ çi ñïåêòðîì
ó ñõiä÷àñòîìó ãiïåðáîëi÷íîìó õðåñòi.

Íàïðèêiíöi ìèíóëîãî ñòîði÷÷ÿ â ðîáîòàõ Ì.Ë.Ãîëüäìàíà òà Ã.À.Êàëÿáiíà äî-
ñëiäæóâàëèñü ïåâíi óçàãàëüíåííÿ içîòðîïíèõ êëàñiâ Íiêîëüñüêîãî�Á¹ñîâà Bω

p,θ .
Êëàñè BΩ

p,θ , áëèçüêi çà ñâî¨ì îçíà÷åííÿì äî êëàñiâ Bω
p,θ , äîñëiäæóâàëèñü ó ÕÕ-

ìó ñòîði÷÷i â ðîáîòàõ êèòàéñüêèõ ìàòåìàòèêiâ Li Yongping òà Xu Giuqiao. Ó
1997 ðîöi Sun Yongsheng òà Wang Heping ðîçãëÿíóëè êëàñè ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié
SΩ

p,θB, ÿêi ïðè ïåâíîìó âèáîði Ω ñïiâïàäàþòü ç àíàëîãàìè êëàñiâ Íiêîëüñüêîãî�
Á¹ñîâà Br

p,θ . Ç ìîìåíòó ñâî¹¨ ïîÿâè êëàñè BΩ
p,θ òà SΩ

p,θB ïðèâåðòàþòü óâàãó
áàãàòüîõ ìàòåìàòèêiâ ñòîñîâíî âèâ÷åííÿ òàêèõ ¨õ àïðîêñèìàöiéíèõ õàðàêòå-
ðèñòèê, ÿê íàéêðàùi m -÷ëåííi òðèãîíîìåòðè÷íi íàáëèæåííÿ, ÿê íàáëèæåííÿ
ãiïåðáîëi÷íèìè ñóìàìè Ôóð'¹, ÿê íàéêðàùi m -÷ëåííi îðòîãîíàëüíi òðèãîíî-
ìåòðè÷íi íàáëèæåííÿ òîùî.
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Âïåðøå m -÷ëåííå íàáëèæåííÿ (àáî ðîçðiäæåíå íàáëèæåííÿ) ç'ÿâèëîñü ó ðî-
áîòi Ñ.Á.Ñò¹÷êiíà "Îá àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ", íàäðóêî-
âàíié ó æóðíàëi "Äîêëàäû ÀÍ ÑÑÑÐ", 1995, Ò.102, �2, Ñ. 37-40. Öåé íàïðÿìîê
òåîði¨ àïðîêñèìàöi¨ îòðèìàâ ñâié ïîäàëüøèé ðîçâèòîê ó ðîáîòàõ Â.Ì.Òåìëÿêîâà,
Á.Ñ.Êàøèíà, ÄåÂîðà, Å.Ñ.Áåëiíñüêîãî, À.Â.Àíäðiàíîâà, Î.I.Ñòåïàíöà, À.Ñ.Ðî-
ìàíþêà, À.I.Øèäëi÷à, Ä.Á.Áàçàðõàíîâà, Ì.Õàíñåíà, Ò.Óëüðiõà òà iíøèõ. Áóëî
îòðèìàíî áàãàòî çàâåðøåíèõ ðåçóëüòàòiâ, àëå â òîé æå ÷àñ, çàëèøèëàñü íèçêà
âàæëèâèõ ïèòàíü, ïîâ'ÿçàíèõ iç çíàõîäæåííÿì îöiíîê íàéêðàùèõ m -÷ëåííèõ
íàáëèæåíü êëàñiâ Íiêîëüñüêîãî�Á¹ñîâà òà ðiçíîìàíiòíèõ ¨õ óçàãàëüíåíü.

Îäíå ç âàæëèâèõ ïèòàíü òåîði¨ àïðîêñèìàöi¨ ïîâ'ÿçàíå ç òèì, ÿêi ñêií÷åí-
íîâèìiðíi ïiäïðîñòîðè ¹ íàéêðàùèìè ç òî÷êè çîðó íàáëèæåííÿ äîñëiäæóâàíèõ
êëàñiâ ôóíêöié ó îáðàíèõ ìåòðèêàõ. Ó çâ'ÿçêó ç öèì ó 1936 ðîöi À.Ì.Êîëìîãîðîâ
çàïðîïîíóâàâ ïîíÿòòÿ n -ïîïåðå÷íèêà öåíòðàëüíî-ñèìåòðè÷íî¨ ìíîæèíè â áà-
íàõîâîìó ïðîñòîði. Ñòîñîâíî åâîëþöi¨ çàäà÷i ïðî îá÷èñëåííÿ ïîïåðå÷íèêiâ çà
Êîëìîãîðîâèì ñëiä çàçíà÷èòè âàãîìèé âíåñîê, çðîáëåíèé ó ïîäàëüøîìó Ó.Ðóäi-
íèì, Ñ.Á.Ñò¹÷êiíèì, Â.Ì.Òèõîìèðîâèì. Ñàìå Â.Ì.Òèõîìèðîâó âäàëîñÿ çàïðî-
ïîíóâàòè åôåêòèâíèé ìåòîä îòðèìàííÿ îöiíîê çíèçó êîëìîãîðîâñüêèõ ïîïåðå÷-
íèêiâ, ÿêèé áóâ çàñíîâàíèé íà òîïîëîãi÷íié òåîðåìi Ê.Áîðñóêà. Çà éîãî äîïîìî-
ãîþ Â.Ì.Òèõîìèðîâó, Ì.I.×åðíèõ, Ë.Â.Òàéêîâó, Þ.Ì.Ñóááîòiíó, Â.Ï.Ìîòîðíî-
ìó, Â.I.Ðóáàíó, À.Ïiíêóñó, À.Î.Ëèãóíó òà iíøèì âäàëîñÿ îòðèìàòè òî÷íi çíà-
÷åííÿ êîëìîãîðîâñüêèõ ïîïåðå÷íèêiâ äëÿ ïåâíîãî êîëà ôóíêöiîíàëüíèõ êëàñiâ.
Îäíàê, â ïåðåâàæíié áiëüøîñòi âèïàäêiâ, äëÿ øèðîêîãî êîëà êëàñiâ äîñi ¹ âiäî-
ìèìè àáî òî÷íi çà ïîðÿäêîì îöiíêè çàçíà÷åíèõ ïîïåðå÷íèêiâ, àáî àñèìïòîòè÷íi
îöiíêè. Ó áàãàòîâèìiðíîìó âèïàäêó Â.Å.Ìàéîðîâèì áóëî îòðèìàíî òî÷íi ïî-
ðÿäêîâi îöiíêè êîëìîãîðîâñüêèõ n -ïîïåðå÷íèêiâ îäèíè÷íèõ êóëü ç ïðîñòîðiâ
Ñ.Ë.Ñîáîë¹âà � Ë.Ì.Ñëîáîäåöüêîãî òà îäèíè÷íèõ êóëü ç ïðîñòîðiâ ôóíêöié ç
äîìiíóþ÷îþ ìiøàíîþ ïîõiäíîþ. Òàêîæ áóëî çíàéäåíî òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè ε -
åíòðîïi¨ âêàçàíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ìíîæèí. Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî é íà ñüîãîäíiø-
íié äåíü ìåíø äîñëiäæåíîþ çàëèøà¹òüñÿ çàäà÷à ïðî òî÷íi çà ïîðÿäêîì îöiíêè
êîëìîãîðîâñüêèõ n -ïîïåðå÷íèêiâ äåÿêèõ êëàñiâ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ
çìiííèõ ç ìiøàíîþ ãëàäêiñòþ.

Îñêiëüêè â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi äîñëiäæóþòüñÿ, çîêðåìà, íàéêðàùi òðèãî-
íîìåòðè÷íi íàáëèæåííÿ êëàñiâ Íiêîëüñüêîãî�Á¹ñîâà ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áà-
ãàòüîõ çìiííèõ ç ìàëîþ içîòðîïíîþ ãëàäêiñòþ òà ç ëîãàðèôìi÷íîþ ãëàäêiñòþ;
îá÷èñëþþòüñÿ òî÷íi çà ïîðÿäêîì îöiíêè êîëìîãîðîâñüêèõ ïîïåðå÷íèêiâ âêàçà-
íèõ êëàñiâ; âñòàíîâëþþòüñÿ òî÷íi çà ïîðÿäêîì îöiíêè íàáëèæåííÿ ôóíêöié ç
êëàñiâ Íiêîëüñüêîãî�Á¹ñîâà, âèçíà÷åíèõ íà Rd , öiëèìè ôóíêöiÿìè åêñïîíåí-
öiàëüíîãî òèïó ç íîñiÿìè ¨õ ïåðåòâîðåíü Ôóð'¹ â ñõiä÷àñòèõ ãiïåðáîëi÷íèõ õðå-
ñòàõ òîùî, ââàæàþ òåìó äèñåðòàöiéíèõ äîñëiäæåíü àêòóàëüíîþ.
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2. Îñíîâíèé çìiñò äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ ç àíî-
òàöié óêðà¨íñüêîþ òà àíãëiéñüêîþ ìîâàìè; ñïèñêó ïóáëiêàöié çäîáóâà÷à; çìiñòó;
ïåðåëiêó óìîâíèõ ïîçíà÷åíü; âñòóïó; ç ï'ÿòè ðîçäiëiâ, ÷îòèðè ç ÿêèõ ìàþòü âèñ-
íîâêè; çàãàëüíèõ âèñíîâêiâ òà ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë ç 210 íàéìåíóâàíü.
Çàãàëüíèé îá'¹ì äèñåðòàöi¨ ñêëàäà¹ 332 ñòîðiíêè ìàøèíîïèñíîãî òåêñòó.

Ó âñòóïi çàçíà÷à¹òüñÿ àêòóàëüíiñòü îáðàíî¨ òåìè äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåí-
íÿ, âêàçóþòüñÿ ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ, ïiäêðåñëþ¹òüñÿ íàóêîâà íîâèçíà
îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ òà ¨õ ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ, âêàçóþòüñÿ îñîáèñòèé âíåñîê
çäîáóâà÷à òà àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨ òîùî.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ íàâåäåíî îãëÿä ëiòåðàòóðè òà ðåçóëüòàòiâ ií-
øèõ àâòîðiâ çà îñíîâíèìè íàïðÿìàìè äîñëiäæåíü. Çîêðåìà, ðîçãëÿíóòî òàêi ïè-
òàííÿ, ÿê ðîçðiäæåíå òðèãîíîìåòðè÷íå íàáëèæåííÿ êëàñiâ ïåðiîäè÷íèõ ôóíê-
öié áàãàòüîõ çìiííèõ ç içîòðîïíîþ ãëàäêiñòþ, ÿê êîëìîãîðîâñüêi ïîïåðå÷íèêè
êëàñiâ òèïó Íiêîëüñüêîãî�Á¹ñîâà ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié ç ëîãàðèôìi÷íîþ ãëàä-
êiñòþ, ÿê íàáëèæåííÿ êëàñiâ Íiêîëüñüêîãî�Á¹ñîâà ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áà-
ãàòüîõ çìiííèõ ìiøàíî¨ ãëàäêîñòi òðèãîíîìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè ç "íîìåðàìè"
ãàðìîíiê ç ãiïåðáîëi÷íèõ õðåñòiâ, ÿê íàéêðàùå m -÷ëåííå òðèãîíîìåòðè÷íå íà-
áëèæåííÿ êëàñiâ Íiêîëüñüêîãî�Á¹ñîâà ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ
ç ìiøàíîþ ãëàäêiñòþ òà íàáëèæåííÿ êëàñiâ Íiêîëüñüêîãî�Á¹ñîâà ïîëiíîìàìè,
ïîáóäîâàíèìè çà òåíçîðíîþ ñèñòåìîþ Õààðà, â Lp([0, 1]d) .

Äðóãèé ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíèé äîñëiäæåííþ àïðîêñèìàöiéíèõ õà-
ðàêòåðèñòèê êëàñiâ Íiêîëüñüêîãî�Á¹ñîâà ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié ç içîòðîïíîþ
ãëàäêiñòþ. Íà ïî÷àòêó ðîçäiëó íàäàþòüñÿ îçíà÷åííÿ ïðîñòîðiâ Lp(Td) , 1 6
p6∞ ; ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi k -ïîðÿäêó ωk(f, t)p , f ∈ Lp(Td) ; ïðîñòîðiâ Á¹ñî-
âà Br

p,θ , íîðìà â ÿêèõ âèçíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ωk , k>r , à òàêîæ íàäà¹òüñÿ
iíôîðìàöiÿ ïðî äåêîìïîçèöiþ íîðì â ïðîñòîðàõ Á¹ñîâà Br

p,θ ïðè 16p, θ6∞ ,
r>0 (ôîðìóëè (2.7)�(2.8)) òà ïðè 1<p<∞ , 16θ6∞ , r>0 (ôîðìóëè (2.13)�
(2.14)). Çàçíà÷åíà äåêîìïîçèöiÿ âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü ïðè îòðèìàííi òî÷íèõ
ïîðÿäêîâèõ îöiíîê äîñëiäæóâàíèõ äàëi àïðîêñèìàöiéíèõ õàðàêòåðèñòèê êëàñiâ
Íiêîëüñüêîãî�Á¹ñîâà.

Â òåîðåìi 2.1 îòðèìàíî òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðàùèõ m -÷ëåííèõ áiëiíié-
íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ Br

p,1 â ïðîñòîðàõ Lq1,q2(Td) çi ñêií÷åííîþ ìiøàíîþ íîð-
ìîþ, êîëè 16p< q1 <∞ , q1 >2 , 16q2 6∞ , r = max{d/p, d/2} . Çàçíà÷èìî, ùî
öåé ðåçóëüòàò äîïîâíþ¹ äîñëiäæåííÿ âåëè÷èí τm(Br

p,θ)q1,q2 , ïðîâåäåíå ðàíiøå
À.Ñ.Ðîìàíþêîì. Çäîáóâà÷åì òàêîæ âêàçàíî íèçêó âèïàäêiâ, êîëè ïèòàííÿ ïðî
òî÷íi ïîðÿäêè âåëè÷èíè τm(Br

p,θ)q1,q2 çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòèì, íàâiòü, â îäíî-
âèìiðíîìó âèïàäêó.

Â òåîðåìi 2.2 îá÷èñëåíî òî÷íi ïîðÿäêîâi çíà÷åííÿ m -÷ëåííèõ òðèãîíîìåò-
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ðè÷íèõ êëàñiâ Br
p,θ Íiêîëüñüêîãî�Á¹ñîâà ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìií-

íèõ ìàëî¨ ãëàäêîñòi ïðè 1 < p 6 2 < q < ∞ , 1 6 θ 6 ∞ , d(1/p − 1/q) < r <
d/p . Ó âèïàäêó d = 1 ðåçóëüòàò öi¹¨ òåîðåìè áóâ îòðèìàíèé Å.Ñ.Áåëiíñüêèì ó
1987 ðîöi. Â òîé æå ÷àñ ïðè 1 < p 6 2 < q < ∞ , 1 6 θ 6 ∞ , r > d/p òî÷íèé
ïîðÿäîê âåëè÷èíè σm(Br

p,θ) áóëî îòðèìàíî ÄåÂîðîì òà Â.Ì.Òåìëÿêîâèì ó 1995
ðîöi.

Â òåîðåìi 2.3 âñòàíîâëåíî öiêàâèé ôàêò, ÿêèé ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ïðè ïå-
ðåõîäi ãëàäêiñíîãî ïàðàìåòðà r ÷åðåç êðèòè÷íå çíà÷åííÿ d/p ñïîñòåðiãà¹òüñÿ
âiäìiííiñòü ïîðÿäêîâèõ îöiíîê äîñëiäæóâàíèõ àïðîêñèìàöiéíèõ õàðàêòåðèñòèê,
à ñàìå, ñïîñòåðiãà¹òüñÿ "ñòðèáîê" çà ðàõóíîê ëîãàðèôìi÷íîãî ìíîæíèêà. Ïðè
"êðèòè÷íîìó" çíà÷åííi ïîêàçíèêà ãëàäêîñòi r = d/p ïîðÿäêîâà îöiíêà âåëè-
÷èíè σm(Br

p,θ)q çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðà θ , ùî ó âèïàäêàõ âåëèêî¨ ãëàäêîñòi
r > d/p òà ìàëî¨ ãëàäêîñòi d(1/p− 1/q) < r < d/p íå ñïîñòåðiãà¹òüñÿ.

Â íàñòóïíié òåîðåìi 2.4 âñòàíîâëåíî òî÷íèé ïîðÿäîê âåëè÷èíè ðîçðiäæåíîãî
íàáëèæåííÿ σm(Br

p,1)q ïðè 2 < p < q < ∞ , r = d/2 . Äîâåäåííÿ òåîðåì 2.2, 2.3
íîñèòü íåòðèâiàëüíèé õàðàêòåð i çíà÷íà éîãî ÷àñòèíà ïðèñâÿ÷åíà îòðèìàííþ
îöiíîê çíèçó äîñëiäæóâàíèõ àïðîêñèìàöiéíèõ õàðàêòåðèñòèê. Ðåçóëüòàòè òåî-
ðåì 2.3 i 2.4 äîïîâíþþòü âiäîìi îöiíêè íàéêðàùèõ m -÷ëåííèõ òðèãîíîìåòðè÷-
íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ Br

p,θ , âñòàíîâëåíi ðàíiøå ÄåÂîðîì òà Â.Ì.Òåìëÿêîâèì
(1995ð.). Îêðiì öüîãî ïîðiâíÿííÿ îòðèìàíèõ â òåîðåìàõ 2.3 òà 2.4 ñïiââiäíî-
øåíü ç îäåðæàíèì À.Ñ.Ðîìàíþêîì (2009ð.) òî÷íèì ïîðÿäêîì m -÷ëåííîãî îð-
òîãîíàëüíîãî òðèãîíîìåòðè÷íîãî íàáëèæåííÿ êëàñiâ Br

p,θ â ïðîñòîði Lq(Td)
ïîêàçàëî, ùî âåëè÷èíè σm(Br

p,θ)q òà e⊥m(Br
p,θ)q ïðè m → ∞ ïîâîäÿòü ñåáå ïî

ðiçíîìó.
Îá÷èñëåííþ â Lq(Td) òî÷íèõ ïîðÿäêîâèõ çíà÷åíü âåëè÷èí E22n(B0,α

p,θ )q ,
E22n(B0,α

p,θ )q , e⊥m(B0,α
p,θ )q , em(B0,α

p,θ )q , äå B0,α
p,θ � îäèíè÷íi êóëi ïðîñòîðiâ B0,α

p,θ ,
ÿêi ¹ ïðîñòîðàìè òèïó Á¹ñîâà ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ ç ëîãà-
ðèôìi÷íîþ ãëàäêiñòþ, ïðèñâÿ÷åíî òåðåìó 2.5. Â íié îá÷èñëåíî òî÷íi ïîðÿäêîâi
îöiíêè êîëìîãîãîâñüêîãî, ëiíiéíîãî òà îðòîïðîåêöiéíîãî n -ïîïåðå÷íèêiâ êëàñiâ
B0,α

p,θ â ïðîñòîði Lq(Td) , êîëè 1 6 q 6 p 6 ∞ , p > 1 , q < ∞ , 1 6 θ 6 min(2, p) .
Â òåîðåìi 2.6 ïðè 1 6 θ < ∞ i r > 1 − 1/θ çíàéäåíî òî÷íi ïîðÿäêè êîë-

ìîãîðîâñüêîãî m -ïîïåðå÷íèêà êëàñó B0,r
∞,θ â ìåòðèöi ïðîñòîðó L∞(Td) . Òàêîæ

îá÷èñëåíî òî÷íèé ïîðÿäîê m -ãî åíòðîïiéíîãî ÷èñëà äëÿ B0,r
∞,θ . Ïðè äåùî ií-

øèõ îáìåæåííÿõ íà ïàðàìåòðè p, q, r, θ ó òåðåìi 2.7 çíàéäåíî òî÷íi ïîðÿäêîâi
îöiíêè âåëè÷èí dm(B0,α

p,θ ; Lq) òà εm(B0,α
p,θ ; Lq) . Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî ðåçóëüòàòè

öèõ äâîõ òåîðåì äîïîâíþþòü ðåçóëüòàòè Á.Ñ.Êàøèíà i Â.Ì.Òåìëÿêîâà (1999ð).
Â íàñòóïíèõ òåîðåìàõ äîñëiäæóþòüñÿ íàéêðàùi íàáëèæåííÿ êëàñiâ Bω

p,θ ïå-
ðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ òðèãîíîìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè ç "íîìå-
ðàìè" ãàðìîíiê ç êóái÷íèõ îáëàñòåé. Òóò ω � ôóíêöiÿ òèïó ìîäóëÿ íåïåðåðâ-
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íîñòi l -ãî ïîðÿäêó. Çàçíà÷èìî, ùî êëàñè Bω
p,θ âèçíà÷àþòüñÿ íå "êëàñè÷íèì"

÷èíîì çà äîïîìîãîþ ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi l -ãî ïîðÿäêó ωl(f)p , à ÷åðåç ïåâíó
äåêîìïîçèöiéíó íîðìó (2.121)�(2.122) ïðè 1 6 p 6 ∞ àáî æ (2.123)�(2.124)
ïðè 1 < p < ∞ . Â òåîðåìi 2.9 çíàéäåíî òî÷íèé ïîðÿäîê âåëè÷èíè E22n(Bω

p,θ)q

ïðè 1 6 p, q, θ 6 ∞ , ω ∈ Φα,l ç äåÿêèì α > d(1/p − 1/q)+ . Ó âèïàäêó, êîëè
1 6 p, q, θ 6 ∞ , (p, q) 6= (1, 1), (∞,∞) i ω ∈ Φα,l ç òèì æå îáìåæåííÿì íà
α , ó òåîðåìi 2.11 òàêîæ âñòàíîâëåíî òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè äëÿ âèùåâêàçàíî¨
âåëè÷èíè E . Îñòàííÿ òåîðåìà 2.12 öüîãî ðîçäiëó ïðèñâÿ÷åíà îá÷èñëåííþ òî÷-
íîãî ïîðÿäêó âåëè÷èíè En(Bω

1,θ)1 ïðè 1 6 θ 6∞ i ω ∈Φα,l . Îêðåìèé âèïàäîê
ω(t) = tr , äå 0 < r < l i θ =∞ ìiñòèòü ðåçóëüòàò, îòðèìàíèé Â.Ì.Òåìëÿêîâèì
(1993ð.); ÿêùî 16θ<∞ , òî ìà¹ìî îäèí ç ðåçóëüòàòiâ À.Ñ.Ðîìàíþêà (2010ð.).

Òðåòié ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíèé äîñëiäæåííþ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü
êëàñiâ ôóíêöié óçàãàëüíåíî¨ ìiøàíî¨ ãëàäêîñòi òðèãîíîìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè
çi ñïåêòðîì ç ñõiä÷àñòèõ ãiïåðáîëi÷íèõ õðåñòiâ. Íà ïî÷àòêó ðîçäiëó äîâåäåíî
òåîðåìó 3.1 ùîäî äåêîìïîçèöi¨ íîðìè â ïðîñòîði MBΩ

p,θ ïðè 1 6 p 6 ∞ , 1 6
θ < ∞ , Ω ∈ Φα,l . Ìåòîþ îòðèìàííÿ òåîðåìè 3.1 ñòàëî ïîäàëüøå äîñëiäæåííÿ
êëàñiâ MBΩ

p,θ ç àïðîêñèìàöiéíî¨ òî÷êè çîðó, ÿêå äîçâîëèëî îõîïèòè "êðàéíi"
çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà p , à ñàìå p = 1 òà p = ∞ . Ñëiä âiäìiòèòè, ùî â îêðåìîìó
âèïàäêó, êîëè Ω(t) =

d
∏

j=1
trj
j , 0 < rj < l , j = 1, d , òåîðåìó 3.1 áóëî îòðèìàíî

Ï.I.Ëiçîðêiíèì i Ñ.Ì.Íiêîëüñüêèì ó 1989 ðîöi.
Çà äîïîìîãîþ òåîðåìè 3.1 ó ïðîñòîði Lq(Td) , d > 1 , îá÷èñëåíî òî÷íi ïîðÿä-

êîâi çíà÷åííÿ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü êëàñiâ MBω
p,θ òðèãîíîìåòðè÷íèìè ïîëi-

íîìàìè ç "íîìåðàìè" ãàðìîíiê çi ñõiä÷àñòèõ ãiïåðáîëi÷íèõ õðåñòiâ Qn , êîëè
ω ∈ Φα,l , 2 < p 6 ∞ , q = 1 , 1 6 θ 6 2 àáî p = q = ∞ , θ = 1 (òåîðåìà 3.2).
Öå æ ïèòàííÿ äîñëiäæó¹òüñÿ ó òåîðåìi 3.3, äå ω ∈ Φα,l , d = 2 òà p = q = ∞ ,
1 < θ 6 ∞ àáî 2 < p 6 ∞ , q = 1 , 2 < θ 6 ∞ . Âiäìiòèìî, ùî ó âèïàä-
êó ω(t) = tr , r > 0 , âêàçàíi çàãàëüíi òåîðåìè ìiñòÿòü íèçêó ðåçóëüòàòiâ äëÿ
êëàñiâ MBr

p,θ , îòðèìàíèõ Â.Ì.Òåìëÿêîâèì (1993ð.) òà À.Ñ.Ðîìàíþêîì (2008,
2010, 2011 ðð.).

Íàéêðàùi ïîëiíîìiàëüíi íàáëèæåííÿ êëàñiâ MBω
p,θ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié ç

óçàãàëüíåíîþ ìiøàíîþ ãëàäêiñòþ ïîëiíîìàìè çi ñïåêòðîì ç ðiâíîìiðíèõ ñõiä÷à-
ñòèõ ãiïåðáîëi÷íèõ õðåñòiâ â ìåòðèöi ïðîñòîðó L∞(Td) äîñëiäæóþòüñÿ ó òåîðå-
ìàõ 3.4 òà 3.5. Â íèõ îòðèìàíî ïîðÿäêîâi îöiíêè çâåðõó âåëè÷èí EQn(MBω

p,θ)∞ ,
êîëè 1 6 p 6 2 , 2 6 θ 6 ∞ , ω ∈ Φα,l , α > 1/p , d > 2 (òåîðåìà 3.4) òà êîëè
2 < p < ∞ , ω ∈ Φα,l , α > 1/p , 1 < θ 6 ∞ , d > 2 (òåîðåìà 3.5).

Òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè âåëè÷èí EQn(MBω
p,θ)∞ ïðè 1 6 p 6 2 , 1 6 θ 6 2

àáî ïðè 2 < p < ∞ , θ = 1 òà ω ∈ Φα,l , α > 1/p , d > 1 âñòàíîâëåíî â òåîðåìi
3.6.
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Òåîðåìè 3.4 � 3.6, êîëè ω(t) = tr , r > 1/p , ìiñòÿòü âiäïîâiäíi ðåçóëüòàòè
äëÿ êëàñiâ MBr

p,θ . Â öüîìó îêðåìîìó âèïàäêó çàçíà÷åíi òâåðäæåííÿ ïðè ïåâíèõ
îáìåæåííÿõ íà p, θ âêëþ÷àþòü â ñåáå íèçêó ðåçóëüòàòiâ Â.Ì.Òåìëÿêîâà (1985,
1993 ðð.) òà À.Ñ.Ðîìàíþêà (2004, 2008 ðð.).

Òåîðåìà 3.7 ïðèñâÿ÷åíà íàáëèæåíîìó âiäíîâëåííþ êëàñiâ MHω
p ïåðiîäè÷-

íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ, äå 1 6 p 6 ∞ , ω ∈ Φα,l , α > 1/p . Çîêðåìà, â
õîäi ¨¨ äîâåäåííÿ áóëî ïîáóäîâàíî ñiòêè, äëÿ ÿêèõ ïîõèáêè âiäíîâëåííÿ ôóíêöié
ç êëàñiâ MHω

p (ïðè ïåâíèõ p ) ïî çíà÷åííÿõ ó âóçëàõ öèõ ñiòîê íå ãiðøi, íiæ
ïîðÿäêè íàéêðàùèõ íàáëèæåíü êëàñiâ MHω

p â ìåòðèöi Lp(Td) , òðèãîíîìåò-
ðè÷íèìè ïîëiíîìàìè ç íîìåðàìè ãàðìîíiê çi ñõiä÷àñòèõ ãiïåðáîëi÷íèõ õðåñòiâ
Qn . Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó ω(t) = tr , r > 0 , ç òåîðåìè 3.7 ñëiäó¹ îäèí
ðåçóëüòàò äëÿ êëàñiâ MHr

p , îòðèìàíèé Â.Ì.Òåìëÿêîâèì ó 1985 ðîöi.
Äàëi ó ðîçäiëi äîñëiäæóþòüñÿ ïèòàííÿ íàéêðàùîãî ïîëiíîìiàëüíîãî íàáëè-

æåííÿ êëàñiâ ôóíêöié ç óçàãàëüíåíîþ ìiøàíîþ ãëàäêiñòþ ïîëiíîìàìè ç "íîìå-
ðàìè" ãàðìîíiê ç ãiïåðáîëi÷íèõ õðåñòiâ Q(N) . Ó âèïàäêó, êîëè Ω(t) =

d
∏

j=1
trj
j ,

rj > 0 , j = 1, d , ìíîæèíè Q(N) ¹ ñõiä÷àñòèìè ãiïåðáîëi÷íèìè õðåñòàìè. Â
òåîðåìi 3.8 îá÷èñëåíî òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè âåëè÷èí EQ(N)(MBΩ

p,θ)q ïðè ðiç-
íèõ ñïiââiäíîøåííÿõ ìiæ ïàðàìåòðàìè p, q òà ïðè Ω ∈ Φα,l i 1 6 θ < ∞ .
Äîâåäåííÿ òåîðåìè ¹ ïîòóæíèì. Áiëüøà éîãî ÷àñòèíà ïðèñâÿ÷åíà îòðèìàí-
íþ îöiíîê çíèçó äîñëiäæóâàíèõ àïðîêñèìàöiéíèõ õàðàêòåðèñòèê êëàñiâ MBΩ

p,θ .
ßê íàñëiäîê, îòðèìàíî òåîðåìó 3.9, â ÿêié çíàéäåíî òî÷íèé ïîðÿäîê âåëè÷èíè
EQn(MHω

p,θ)p , äå 1 6 θ < ∞ , ω ∈ Φα,l . Ïðè ïåâíèõ ñïiââiäíîøåííÿõ ìiæ p òà
q äàíà òåîðåìà ìiñòèòü âiäïîâiäíi ðåçóëüòàòè Sun Yongsheng òà Wang Heping
(1997 ð.). Ïðè θ = ∞ , òîáòî êîëè MBΩ

p,∞ = MBΩ
p , âîíà ìiñòèòü òàêîæ íèçêó

ðåçóëüòàòiâ, îòðèìàíèõ Ì.Ì.Ïóñòîâîéòîâèì (1994, 1999, 2003 ðð.)
Ìåòîþ ïîäàëüøèõ äîñëiäæåíü ðîçäiëó ñòàëî îá ðóíòóâàííÿ äîöiëüíîñòi íà-

áëèæåííÿ êëàñiâ MBΩ
p,θ ñóìàìè Ôóð'¹ SQ(N)(f) àáî æ iíøèìè òðèãîíîìåòðè÷-

íèìè ïîëiíîìàìè ç "íîìåðàìè" ãàðìîíiê iç ìíîæèíè Q(N) . Äëÿ öüîãî ñïåð-
øó áóëî îá÷èñëåíî òî÷íi ïîðÿäêè âåëè÷èí EQ(N)(MBΩ

p,θ)q äå 1 < p < q < ∞ ,

1 6 θ < ∞ , Ω(t) = Ω1(t)
d
∏

j=1
t1/p−1/q
j , Ω1 ∈ Φα,l (òåîðåìà 3.10), à ïîòiì çíàé-

äåíî òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè êîëìîãîðîâñüêèõ ïîïåðå÷íèêiâ dm(MBΩ
p,θ; L2) ïðè

1 < p < 2 , 1 6 θ 6 2 (òåîðåìà 3.11) òà dm(MBΩ
p,θ; Lq) , êîëè 2 6 q 6 p 6 ∞ ,

q 6= ∞ , 1 6 θ 6 2 àáî æ p = q = ∞ , θ = 1 , òà Ω ∈ Φα,l (òåîðåìà 3.12). Ó âè-

ïàäêó, êîëè Ω(t) = ω
( d

∏

j=1
tj

)

, òåîðåìè 3.10�3.12 ìiñòÿòü, ÿê îêðåìèé âèïàäîê,

ïðè ïåâíèõ îáìåæåííÿõ íà p òà q ðåçóëüòàòè Sun Yongsheng i Wang Heping
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(1997ð.) òà À.Ô.Êîíîãðàÿ (2008ð.). ßêùî æ ïîêëàñòè ω(t) = tr , 0 < r < l (òîá-
òî MBω

p,θ ≡ MBr
p,θ ), òî òåîðåìè 3.10 òà 3.11 ìiñòÿòü ðåçóëüòàòè À.Ñ.Ðîìàíþêà

(1991ð.).
Çàêií÷ó¹òüñÿ ðîçäië âèâ÷åííÿì â ìåòðèöi ïðîñòîðó Lq(Rd) ïîâåäiíêè íàé-

êðàùèõ íàáëèæåíü êëàñiâ SΩ
p,θB ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ, ÿêi âèçíà÷åíi íà

Rd , öiëèìè ôóíêöiÿìè åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó ç íîñiÿìè ¨õ ïåðåòâîðåíü Ôóð'¹
íà ìíîæèíàõ, ùî ïîðîäæóþòüñÿ ïîâåðõíÿìè ðiâíÿ ôóíêöi¨ Ω(t) . Âàæëèâå çíà-
÷åííÿ â õîäi äîñëiäæåíü âiäiãðà¹ òåîðåìà III.3 ïðî äåêîìïîçèöiéíå íîðìóâàííÿ
ïðîñòîðiâ SΩ

p,θB(Rd) . Öÿ òåîðåìà ¹ óçàãàëüíåííÿì íà ïðîñòîðè SΩ
p,θB(Rd) òå-

îðåìè Ï.I.Ëiçîðêiíà òà Ñ.Ì.Íiêîëüñüêîãî äëÿ ïðîñòîðiâ Sr
p,θB(Rd) (1989ð.). Â

òåîðåìi 3.17 ïðè 1 < p < ∞ , 1 6 θ 6 ∞ , Ω(t) ∈ Φα,l îòðèìàíî òî÷íi ïîðÿäêîâi
îöiíêè àïðîêñèìàöiéíèõ õàðàêòåðèñòèê EQ(N) òà EQ(N) êëàñiâ SΩ

p,θB â ìåòðèöi
ïðîñòîðó Lq(Rd) . Âàæëèâó ðîëü â õîäi äîâåäåííÿ òàêîæ âiäiãðà¹ òåîðåìà III.3.

Ó âèïàäêó, êîëè Ω(t) =
d
∏

j=1
trj , 0 < r < l , öÿ òåîðåìà ìiñòèòü, ÿê îêðåìèé âèïà-

äîê, òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè âåëè÷èí EQn
(Sr

p,θB)p , âñòàíîâëåíi Sun Yongsheng i
Wang Heping ó 1995 ðîöi.

×åòâåðòèé ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíèé äîñëiäæåííþ íàéêðàùèõ m -
÷ëåííèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ Íiêîëüñüêîãî�Á¹ñîâà ôóíêöié ìi-
øàíî¨ ãëàäêîñòi. Íà éîãî ïî÷àòêó îòðèìàíî òåîðåìó 4.1, â ÿêié çíàéäåíî òî÷íèé
ïîðÿäîê íàéêðàùîãî m -÷ëåííîãî îðòîãîíàëüíîãî òðèãîíîìåòðè÷íîãî íàáëè-
æåííÿ êëàñiâ MBω

1,θ â ìåòðèöi ïðîñòîðó Lq(Td) ïðè 1 < q < ∞ , 1 6 θ 6 ∞ ,
ω ∈ Φα,l ç äåÿêèì α > max{1− 1/q; 1− 2/q + 1/θ} . Äàíèé ðåçóëüòàò ¹ ïåâíèì
óçàãàëüíåííÿì âiäïîâiäíîãî ðåçóëüòàòó À.Ñ.Ðîìàíþêà (2003ð.), ÿêùî â òåîðåìi
4.1 ïîêëàñòè ω(t) = tr1 . Â íàñòóïíié òåîðåìi 4.2 îòðèìàíî òî÷íèé ïîðÿäîê
âåëè÷èíè e⊥m(MBω

1,θ)∞ , êîëè 1 6 θ 6 ∞ , à ω ∈ Φα,l ç äåÿêèì α > 1 . ßê îêðå-
ìèé âèïàäîê âêàçàíà òåîðåìà òàêîæ ìiñòèòü îäèí ç ðåçóëüòàòiâ À.Ñ.Ðîìàíþêà
(2007ð.), êîëè ω(t) = tr1 , r1 > 1 .

Äîñëiäæåííþ ïîâåäiíêè íàéêðàùèõ m -÷ëåííèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëè-
æåíü êëàñiâ òèïó Íiêîëüñüêîãî�Á¹ñîâà ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ
ïðèñâÿ÷åíî òåîðåìó 4.3. Ó ÿêîñòi íàáëèæóâàíèõ êëàñiâ â íié ðîçãëÿäàþòüñÿ îäè-
íè÷íi êóëi ïðîñòîðiâ MHω

p,θ , â ÿêèõ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äåêîìïîçèöiéíà íîðìà.
Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî îöiíêè çâåðõó âåëè÷èí σm(MHω

p,θ)q çàáåçïå÷óþòüñÿ êîí-
ñòðóêòèâíèì ìåòîäîì A(f, q, µ) , ÿêèé áàçó¹òüñÿ íà ãðiäi (greedy) àëãîðèòìàõ.
Äîâåäåííþ iñíóâàííÿ âêàçàíîãî ìåòîäó òà îá÷èñëåííþ íîðì ïîõèáîê àïðîêñè-
ìàöi¨ íèì ôóíêöié f ∈ MWλ,b

A ïðèñâÿ÷åíî ëåìó 4.1.
Âèâ÷åííþ ïîâåäiíêè íàéêðàùèõ m -÷ëåííèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü

êëàñiâ Íiêîëüñüêîãî�Á¹ñîâà ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ óçàãàëüíåíî¨ ìàëî¨ ìiøà-
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íî¨ ãëàäêîñòi ïðèñâÿ÷åíî òåîðåìó 4.4. Ìåòîþ îòðèìàííÿ öüîãî ðåçóëüòàòó ñòà-
ëî âñòàíîâëåííÿ òî÷íèõ çà ïîðÿäêîì îöiíîê âåëè÷èí σm(MBω

p,θ)q , à òàêîæ
σm(MHω

p,θ)q äëÿ íå ðîçãëÿíóòèõ ðàíiøå ñïiââiäíîøåíü ìiæ ïàðàìåòðàìè ω ,
p , q , θ , à ñàìå êîëè 1 < p 6 2 < q < ∞ , 1 6 θ 6 ∞ òà ω ∈ Φα,l ç äå-
ÿêèì α > 1/p − 1/q i γ < 1/p . Ôóíêöiÿ ω õàðàêòåðèçó¹ âêàçàíi êëàñè ÿê
òàêi, ùî ìàþòü óçàãàëüíåíó ìàëó ìiøàíó ãëàäêiñòü ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó. Îñî-
áëèâiñòþ ïðèâåäåíèõ â òåîðåìi 4.4 ðåçóëüòàòiâ ¹ òå, ùî ïîâåäiíêà ðîçãëÿíóòèõ â
íié àïðîêñèìàöiéíèõ õàðàêòåðèñòèê σm âèðàæà¹òüñÿ â òåðìiíàõ âåëè÷èíè m ,
à íå â òåðìiíàõ âåëè÷èíè n , ÿêà ïîâ'ÿçàíà ç m ïåâíèì ñïiââiäíîøåííÿì. Äî-
âåäåííÿ âêàçàíî¨ òåîðåìè ¹ ïîòóæíèì òà íåòðèâiàëüíèì. Ïðè éîãî ïðîâåäåííi
çäîáóâà÷ ïðîÿâèâ ñâié õèñò òà ìàéñòåðíiñòü. Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî ïðè ω(t) = tr

òåîðåìà 4.4 ìiñòèòü âiäïîâiäíèé ðåçóëüòàò À.Ñ.Ðîìàíþêà äëÿ êëàñiâ MBr
p,θ

(2003ð.). Òàêîæ âàæëèâî çàçíà÷èòè, ùî äëÿ m � 2nnd−1 îòðèìàíi â òåîðåìi
4.4 îöiíêè âåëè÷èí σm(MBω

p,θ)q òà σm(MHω
p,θ)q ¹ êðàùèìè çà ïîðÿäêîì, íiæ

îöiíêè âåëè÷èí EQn(MBω
p,θ)q òà EQn(MHω

p,θ)q .
Ó äâîõ îñòàííiõ ïiäðîçäiëàõ 4.4 òà 4.5 âñòàíîâëåíî òî÷íi çà ïîðÿäêîì îöií-

êè âåëè÷èí íàéêðàùîãî m -÷ëåííîãî òðèãîíîìåòðè÷íîãî íàáëèæåííÿ êëàñiâ
MHr

p,θ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ ç ìiøàíîþ ãëàäêiñòþ ó ïðîñòîði
Lq , 1 < p 6 2 < q < ∞ , ó âèïàäêó ìàëî¨ ãëàäêîñòi (1/p − 1/q < r < 1/p) òà
"êðèòè÷íîãî" çíà÷åííÿ ïîêàçíèêà ãëàäêîñòi ( r = 1/p ). Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî ó
âèïàäêó ìàëî¨ ãëàäêîñòi âåëè÷èíè íàéêðàùîãî m -÷ëåííîãî òðèãîíîìåòðè÷íî-
ãî íàáëèæåííÿ êëàñiâ MBr

p,θ i MHr
p,θ çáiãàþòüñÿ çà ïîðÿäêîì. Ùî ñòîñó¹òüñÿ

"êðèòè÷íîãî" ïîêàçíèêà ãëàäêîñòi r = 1/p , òî â îöiíêàõ çãàäàíî¨ àïðîêñè-
ìàöiéíî¨ õàðàêòåðèñòèêè íà öèõ êëàñàõ âèÿâëåíî âiäìiííîñòi â ëîãàðèôìi÷íié
øêàëi.

Ï'ÿòèé ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíèé íàáëèæåííþ êëàñiâ ïåðiîäè÷íèõ
ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ ïîëiíîìàìè, ïîáóäîâàíèìè çà òåíçîðíîþ ñèñòåìîþ
Õààðà. Â òåîðåìi 5.1 îòðèìàíî òî÷íi ïîðÿäêè âåëè÷èí EH(Qn)(MHω

p )q � íàé-
êðàùèõ íàáëèæåíü êëàñiâ ôóíêöié MHω

p â ìåòðèöi ïðîñòîðó Lq([0, 1]d) ïîëi-
íîìàìè, ïîáóäîâàíèìè çà òåíçîðíîþ ñèñòåìîþ Õààðà ç íîìåðàìè iíäåêñiâ ç
ìíîæèíè Qn � ñõiä÷àñòîãî ãiïåðáîëi÷íîãî õðåñòà. Ïðè öüîìó 1 6 p < ∞ ,
1 < q < ∞ , ω � ôóíêöiÿ òèïó ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
(Sα) ç äåÿêèì α òàêèì, ùî (1/p− 1/q)+ < α < 1 .

Â òåîðåìi 5.2 îäåðæàíî òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè âåëè÷èí íàéêðàùèõ m -÷ëåí-
íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ ôóíêöié MHω

p ïîëiíîìàìè, ïîáóäîâàíèìè çà òåíçîðíîþ
ñèñòåìîþ Õààðà, â ìåòðèöi ïðîñòîðó Lq([0, 1]d) . Òóò 1 < p 6 ∞ , 1 < q < ∞ ,
ω � ôóíêöiÿ òèïó ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ìîâó (Sα) , äå 1/p <
α < 1 . Â îêðåìîìó âèïàäêó ω(t) = tr òåîðåìè 5.1 òà 5.2 ìiñòÿòü ðåçóëüòàòè,
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îäåðæàíi À.Â.Àíäðiàíîâèì (1999ð.).
Âiäçíà÷èìî íàñòóïíå öiêàâå ñïîñòåðåæåííÿ. Ïðè m � 2nnd−1 ïîðÿäêè íàé-

êðàùîãî êëàñè÷íîãî íàáëèæåííÿ (òåîðåìà 5.1) òà íàéêðàùîãî m -÷ëåííîãî íà-
áëèæåííÿ (òåîðåìà 5.2) ïîëiíîìàìè, ùî ïîáóäîâàíi çà òåíçîðíîþ ñèñòåìîþ Õà-
àðà, ñïiâïàäàþòü òiëüêè ó âèïàäêó 1 < q 6 p 6 ∞ , q < ∞ , p > 2 . Â ðåøòi æ
âèïàäêiâ òî÷íi çà ïîðÿäêîì îöiíêè âåëè÷èí σm(MHω

p , H)q ¹ êðàùèìè, íiæ äëÿ
EH(Qn)(MHω

p )q .
Çàêií÷ó¹òüñÿ ðîçäië òåîðåìîþ 5.3, â ÿêié îäåðæàíî ïîðÿäêîâi îöiíêè çâåðõó

äëÿ íàáëèæåííÿ ñõiä÷àñòèìè ãiïåðáîëi÷íèìè ñóìàìè Ôóð'¹�Õààðà êëàñiâ òèïó
Á¹ñîâà MHr

p,θ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ ç ìiøàíîþ ãëàäêiñòþ â
ìåòðèöi ïðîñòîðó Lq([0, 1]d) . Çàçíà÷èìî, ùî òåîðåìà òèïó 5.3 ìàòèìå ìiñöå i äëÿ
êëàñiâ MBr

p,θ . Â îêðåìîìó âèïàäêó d = 1 âñòàíîâëåíi â òåîðåìi 5.3 ðåçóëüòàòè
ñïiâïàäàþòü ç ðåçóëüòàòàìè À.Â.Àíäðiàíîâà, îòðèìàíèìè ó 1999 ðîöi.

3. Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ, ¨õ ñòóïiíü îá ðóíòîâà-
íîñòi òà äîñòîâiðíiñòü. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ íîâèìè,
äîñêîíàëüíî îá ðóíòîâàíèìè òà äîñòîâiðíèìè. Âîíè ïîëÿãàþòü ó íàñòóïíîìó.

1) Çíàéäåíî òî÷íi çà ïîðÿäêîì îöiíêè íàéêðàùèõ m -÷ëåííèõ òðèãîíîìåò-
ðè÷íèõ íàáëèæåíü içîòðîïíèõ êëàñiâ Íiêîëüñüêîãî�Á¹ñîâà ïåðiîäè÷íèõ ôóíê-
öié áàãàòüîõ çìiííèõ ç ìàëîþ ãëàäêiñòþ, à òàêîæ êëàñiâ òèïó Íiêîëüñüêîãî�
Á¹ñîâà ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ ç ìàëîþ ðiâíîìiðíîþ ìiøàíîþ
ãëàäêiñòþ. Â îñòàíüîìó âèïàäêó ç'ÿñîâàíî, â ÿêèõ ñèòóàöiÿõ îöiíêè çâåðõó
ðåàëiçóþòüñÿ êîíñòðóêòèâíèì ìåòîäîì, ÿêèé áàçó¹òüñÿ íà âèêîðèñòàííi ãðiäi
(greedy) àëãîðèòìó.

2) Äëÿ êëàñiâ òèïó Íiêîëüñüêîãî�Á¹ñîâà ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié ÿê îäíi¹¨ òàê i
áàãàòüîõ çìiííèõ ç ëîãàðèôìi÷íîþ ãëàäêiñòþ îòðèìàíî òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè
íèçêè ¨õ àïðîêñèìàöiéíèõ õàðàêòåðèñòèê.

3) Äëÿ êëàñiâ Íiêîëüñüêîãî�Á¹ñîâà ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ
óçàãàëüíåíî¨ ìiøàíî¨ ãëàäêîñòi âñòàíîâëåíî òî÷íi çà ïîðÿäêîì îöiíêè íàéêðà-
ùèõ íàáëèæåíü òðèãîíîìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè ç "íîìåðàìè" ãàðìîíiê çi ñõiä-
÷àñòèõ ãiïåðáîëi÷íèõ õðåñòiâ. Âñòàíîâëåíî âèïàäêè, êîëè ïîëiíîìè òàêîãî âèäó
¹ îïòèìàëüíèìè â ñåíñi òî÷íèõ çà ïîðÿäêîì îöiíîê êîëìîãîðîâñüêèõ ïîïåðå÷-
íèêiâ äîñëiäæóâàíèõ êëàñiâ.

4) Îòðèìàíî òî÷íi çà ïîðÿäêîì îöiíêè íàáëèæåííÿ ôóíêöié ç êëàñiâ Íiêîëü-
ñüêîãî�Á¹ñîâà, âèçíà÷åíèõ íà Rd , öiëèìè ôóíêöiÿìè åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó ç
íîñiÿìè ¨õ ïåðåòâîðåíü Ôóð'¹ â ñõiä÷àñòèõ ãiïåðáîëi÷íèõ õðåñòàõ.

5) Äëÿ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ ìiøàíî¨ ãëàäêîñòi ç êëàñiâ òè-
ïó Íiêîëüñüêîãî âñòàíîâëåíî òî÷íi çà ïîðÿäêîì îöiíêè íàéêðàùèõ m -÷ëåííèõ
íàáëèæåíü ïîëiíîìàìè, ùî ïîáóäîâàíi çà òåíçîðíîþ ñèñòåìîþ Õààðà.
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4. Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Íàóêîâi ðåçóëüòàòè,
âèêëàäåíi â äèñåðòàöi¨, ìàþòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð òà äîïîâíþþòü âàæëèâi
ðîçäiëè ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó, òàêi ÿê òåîðiÿ ôóíêöié òà òåîðiÿ íàáëèæåíü.
Íèçêà îòðèìàíèõ çäîáóâà÷åì ðåçóëüòàòiâ ìîæå ìàòè é ïðàêòè÷íå çàñòîñóâàííÿ
ó òàêèõ ãàëóçÿõ íàóêè, ÿê áiîëîãiÿ, iíæåíåðiÿ, ìåäèöèíà, ìàòåìàòè÷íà ôiçèêà
òîùî.

5. Àíàëiç ïóáëiêàöié òà ïîâíîòà âiäîáðàæåííÿ ðåçóëüòàòiâ â àâòî-
ðåôåðàòi äèñåðòàöi¨. Çà ðåçóëüòàòàìè äîñëiäæåíü îïóáëiêîâàíî 48 íàóêî-
âèõ ïðàöü, ç ÿêèõ 28 ñòàòåé ó íàóêîâèõ ôàõîâèõ âèäàííÿõ ó ãàëóçi ôiçèêî-
ìàòåìàòè÷íèõ íàóê (15 ñòàòåé íàäðóêîâàíî ó íàóêîâèõ ïåðiîäè÷íèõ âèäàííÿõ,
ùî âõîäÿòü äî íàóêîìåòðè÷íî¨ áàçè SCOPUS) òà 20 òåç íà ìiæíàðîäíèõ êîí-
ôåðåíöiÿõ. Íàâåäåíèé â äèñåðòàöi¨ ïåðåëiê ïóáëiêàöié òà ¨õ çìiñò âiäïîâiäàþòü
òåìi äèñåðòàöi¨. Â àâòîðåôåðàòi ó ïîâíié ìiði âiäîáðàæåíi îñíîâíi ïîëîæåííÿ
òà íåîáõiäíi âèñíîâêè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè
ìàþòü øèðîêó àïðîáàöiþ i áàãàòî ðàçiâ äîïîâiäàëèñü íà ìiæíàðîäíèõ êîíôå-
ðåíöiÿõ òà íà íàóêîâèõ ñåìiíàðàõ â óêðà¨íñüêèõ òà çàêîðäîííèõ óíiâåðñèòåòàõ
òà íàóêîâèõ óñòàíîâàõ.

6. Âiäïîâiäíiñòü äèñåðòàöi¨ âñòàíîâëåíèì âèìîãàì, îöiíêà çìiñòó
äèñåðòàöi¨ òà ¨¨ çàâåðøåíîñòi. Ñòðóêòóðà äèñåðòàöi¨, ¨¨ îáñÿã òà îôîðìëåí-
íÿ âiäïîâiäàþòü âèìîãàì, ùî âèñóâàþòüñÿ äî äîêòîðñüêèõ äèñåðòàöié. Äèñåð-
òàöiéíå äîñëiäæåííÿ Ñ.À.Ñòàñþêà ¹ çàâåðøåíîþ íàóêîâîþ ðîáîòîþ, âèêîíàíîþ
çà àêòóàëüíîþ òåìîþ. Ðîáîòà íàïèñàíà ëàêîíi÷íîþ ÷iòêîþ ìîâîþ ç ëîãi÷íèì
òà ïîñëiäîâíèì ïðåäñòàâëåííÿì ìàòåðiàëó. Öå, íà ìîþ äóìêó, â äîñòàòíié ìiði
õàðàêòåðèçó¹ çàãàëüíèé âèñîêèé íàóêîâèé ðiâåíü çäîáóâà÷à.

7. Çàóâàæåííÿ ùîäî çìiñòó äèñåðòàöi¨.
1) Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ¹ ïåâíà êiëüêiñòü ïîâòîðiâ.
� Îçíà÷åííÿ ïðîñòîðó Lp(Td) , 1 6 p 6 ∞ , íàâåäåíî ó ïåðøîìó àáçàöi

ïiäðîçäiëó 1.1 (ñòîð. 41), ó ïåðøîìó àáçàöi ïiäïóíêòó 2.1.1 (ñòîð. 64), ó ïåðøîìó
àáçàöi ïiäïóíêòó 3.1 (ñòîð. 124).

� Ïîíÿòòÿ ôóíêöi¨ òèïó ìiøàíîãî ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi ïîðÿäêó l íàâåäåíî
íà ñòîðiíêàõ: 51�52, 125, 199, 282 ( l = 1 ).

� Îçíà÷åííÿ óìîâ Áàði�Ñò¹÷êiíà (Sα ) òà (Sl ) òà ìíîæèíè Φα,l íàâåäåíi íà
ñòîðiíêàõ 51�52, 111�112, 126,199�200.

� Îçíà÷åííÿ ìíîæèíè Lq1,q2(T2d) òà íàéêðàùîãî m -÷ëåííîãî áiëiíiéíîãî
íàáëèæåííÿ ïîðÿäêó m , à ñàìå τm(g)q1,q2 äà¹òüñÿ íà ñòîðiíêàõ 67 i 96.

2) Íå çîâñiì âäàëî âèçíà÷åíî ñèñòåìó Õààðà (äèâèñü ñòîð. 60 òà ñòîð. 283).
Äîöiëüíî áóëî á ñêîðèñòàòèñü ¨¨ êëàñè÷íèì îçíà÷åííÿì, íàâåäåíèì ó ðîáîòi
Á.I.Ãîëóáîâà, íàäðóêîâàíié ó æóðíàëi "Èçâåñòèÿ ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåðèÿ ìàòåìàòè-
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÷åñêàÿ", 1964, Ò.28, �6, Ñ. 1271�1296.
3) Íà ñòîð. 51 (6-é ðÿäîê çíèçó) ïðè îçíà÷åííi ìiøàíîãî ìîäóëÿ íåïåðåðâ-

íîñòi ïîðÿäêó l òðåáà ó j -ìó àðãóìåíòó ôóíêöi¨ f çàìiñòü ..., xj + jh, ...
çàïèñàòè ..., xj + nhj, ... . Òàêîæ ïåðåä öèì òðåáà âêàçàòè, ùî îçíà÷à¹ ñèìâîë
∆l

hf(x) , òîáòî íàâåñòè ôîðìóëó

∆l
hf(x) = ∆l

hd
...∆l

h1
f(x) = ∆l

hd
(...(∆l

h1
f(x))...), h = (h1, ..., hd).

Àíàëîãi÷íà ñèòóàöiÿ ìà¹ ìiñöå i íà ñòîð. 124�125, äå ùå ðàç äàíî îçíà÷åííÿ
âåëè÷èíè Ωl(f, t)p .

4) Ïî òåêñòó äèñåðòàöi¨ çóñòði÷àþòüñÿ çàïèñè log m òà log2 m Äîöiëüíî áóëî
á îáðàòè îäèí ç íèõ i êîðèñòàòèñÿ íèì íàäàëi.

5) Íà ñòîð. 67 (4-é ðÿäîê çíèçó) ïðè îçíà÷åíi ìíîæèíè 22s çàïèñ s ∈ Z+

òðåáà çðîáèòè çà ôiãóðíèìè äóæêàìè.
Öå æ ñòîñó¹òüñÿ i ìíîæèíè 2N (ñòîð. 92, 7-é ðÿäîê çâåðõó): ñèìâîëè N ∈ N

òðåáà çàïèñàòè çà çíàêîì ôiãóðíèõ äóæîê.
6) Íà ñòîð. 72 (7-é ðÿäîê çâåðõó) ñëîâà "îöiíêó çíèçó" òðåáà çàìiíèòè íà

"îöiíêó çâåðõó". Öå æ ìà¹ ìiñöå i íà ñòîð. 215 (8-é ðÿäîê çâåðõó).
7) Íå çðîçóìiëî, íàâiùî ó ôîðìóëi (ñòîð. 93, 2-é ðÿäîê çâåðõó) ïðèñóòíié

ìíîæíèê (s + 1)0 .
8) Â ðiçíèõ ìiñöÿõ äèñåðòàöi¨ êîëìîãîðîâñüêèé ïîïåðå÷íèê ïîçíà÷à¹òüñÿ ïî

ðiçíîìó. Íàïðèêëàä, dm(B0,α
p,θ )q (ñòîð. 98, 1-é ðÿäîê çâåðõó) òà dm(B0,r

p,θ, Lq)
(ôîðìóëà (2.108)). Ó ôîðìóëi (2.88) çàïèñàíî dm(F )q , õî÷à, çãiäíî ç ïåðåëiêîì
óìîâíèõ ïîçíà÷åíü, ïîâèííî áóòè dm(F, Lq) (äèâèñü ñòîð. 28, 7-é ðÿäîê çâåðõó).

9) Íà ñòîð. 120 (12-é ðÿäîê çâåðõó) çàìiñòü ïîñèëàííÿ íà ôîðìóëó (2.148)
òðåáà ïîñëàòèñÿ íà ôîðìóëó (2.140). Öå æ òðåáà çðîáèòè i ó 10-ìó ðÿäêó çíèçó
íà öié æå ñòîðiíöi.

10) Íà ñòîð. 234 (8-é ðÿäîê çâåðõó) ïðè îçíà÷åíi íîðìè ‖f‖A çàìiñòü ñèìâîëó
̂f(k) òðåáà ïèñàòè | ̂f(k)| .

11) Ó ôîðìóëþâàííi òåîðåìè 2.8 (ñòîð. 46, 102) íàâåäåíà ó ïåðøîìó ðÿäêó
ïîäâiéíà íåðiâíiñòü max{q, 2} 6 p 6 ∞ ¹ çàéâîþ, îñêiëüêè äàëi ÷iòêî âèçíà÷åíî
ìåæi çìiíè ïàðàìåòðó p , çà ÿêèõ ñïiââiäíîøåííÿ (1.14) òà (2.110) ìàþòü ìiñöå.

12) Ïðè êîðèñòóâàííi ôîðìóëîþ äëÿ ÿäåð Âàëëå�Ïóññåíà Vl(t) , l ∈ N , íàâå-
äåíîþ íà ñòîð. 47 (7-8 ðÿäêè çâåðõó) äîöiëüíî áóëî á âêàçàòè, ùî áóäå ó âèïàäêó
l = 1 .

Öå æ ñòîñó¹òüñÿ i àíàëîãi÷íî¨ ôîðìóëè äëÿ Vm(t) , m ∈ N , íà ñòîð. 112 (11-é
ðÿäîê çâåðõó). Çàçíà÷èìî, ùî âåðõíÿ ìåæà äðóãî¨ ñóìè ó öié ôîðìóëi ïîâèííà
áóòè 2m− 1 , à íå 2m .

ÇÀÃÀËÜÍÈÉ ÂÈÑÍÎÂÎÊ. Íå çâàæàþ÷è íà çðîáëåíi çàóâàæåííÿ,
îäåðæàíi â äèñåðòàöi¨ ðåçóëüòàòè òà çðîáëåíi àâòîðîì âèñíîâêè ¹ ïðàâèëü-
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