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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. При наближеннi заданої на вiдрiзку функ-
цiї алгебраїчними многочленами навiть iнтуїтивно видається, що бу-
ло б зовсiм не зайвим зберегти у наближаючих її многочленiв певнi
геометричнi властивостi цiєї функцiї, наприклад, змiну знаку, або її
монотонiсть, опуклiсть, кускову опуклiсть тощо – бiльш коротко –
зберiгти її форму. Крiм того, скажiмо, опуклi функцiї навiть зовнi
виглядають "краще" монотонних, а тi – довiльних (можливо, тому,
що опукла функцiя, визначена на iнтервалi, обов’язково локально
абсолютно неперервна на ньому). Також таке формозберiгаюче наб-
лиження (далi ФЗН) вiдiграє, згiдно ДеВору, важливу роль у комп’-
ютерному промисловому дизайнi i є корисним також в iнших галузях
знань.

Першу задачу з ФЗН розв’язав Чебишев у 1873 роцi, знай-
шовши для кожного n ≥ 2 два зростаючi многочлени p±(x) =
±xn+a1x

n−1+ · · ·+an з мiнiмальною рiвномiрною нормою на [−1, 1]
серед усiх зростаючих многочленiв такої ж форми. Бернштейн у
1927 роцi зробив те ж саме, тiльки для опуклих (2-монотонних)
та q-монотонних (q > 2) многочленiв, n ≥ q + 1. А Лоренц у 1953
роцi помiтив, що полiномiальнi оператори Бернштейна зберiгають
монотоннiсть, опуклiсть та взагалi q-монотоннiсть (q > 2) функцiї,
тобто аналог теореми Вейєрштрасса про наближення многочлена-
ми справджується i для q-монотонного (q > 0) ФЗН. Вiн разом iз
Целлером також зазначив, що ФЗН, принаймнi монотонне, не зво-
диться до наближення без обмежень, оскiльки iснує неспадна функ-
цiя f ∈ C1[−1, 1], для якої limn→∞

E(1)
n (f)
En(f)

= ∞, де En (E
(1)
n ) – ве-

личина найкращого рiвномiрного наближення f будь-якими (тiль-
ки монотонними) многочленами степеня ≤ n. Згодом Шевчук ви-
явив, що ФЗН навiть ще "гiрше", оскiльки замiсть вiдомої нерiвностi
En(f) <

c
nEn−1(f

′) iснує неспадна f, для якої E(1)
n (f) > 1

200En−1(f
′).

Таким чином, основним питанням ФЗН виявилось таке питан-
ня: з якими швидкостями наближення можливо будувати наб-
лижаючi елементи у ФЗН? Тобто чи можливо досягти таких са-
мих порядкiв наближень (найкращих), як i у вже побудованих
класичних теорiях наближень без обмежень Джексона-Зiгмунда-
Ахiєзєра-Стєчкiна, Нiкольського-Тiмана-Дзядика-Фройда-Брудного
та iнших.

Бiльше 30-ти авторiв, серед яких Бiтсон, Бондаренко, Венц, Ву,
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Гiлевич, Гонска, ДеВор, Залiзко, Iлiєв, Коновалов, Копотун, Левiа-
тан, Мхаскар, Нiсiм, Ньюмен, Пал, Плєшаков, Попов, Примак, Рай-
мон, Роульє, Ху, Шадрiн, Швєдов, Шевчук, Манiя, Цу, Ю, Ющен-
ко та iншi, почали з’ясовувати це питання i виявилось, що в од-
них випадках (формах, гладкостях, наближаючих елементах) досяг-
ти таких порядкiв можливо, в iнших – нi. Їх результати i резуль-
тати кандидатьської дисертацiї автора склали завершенi, або май-
же завершенi теорiї монотонного, опуклого, кусково монотонного i
q-монотонного (q > 2) ФЗН алгебраїчними многочленами i сплайна-
ми.

Тим часом у кусково опуклому, у майже ФЗН (тобто коли набли-
жаючi елементи можуть не зберiгати форму функцiї на "маленькiй"
множинi) i частково у кусково q-монотонному ФЗН (q = 1, q > 2) бу-
ло дослiджено лише рiвномiрне (не поточкове) наближення на вiдрiз-
ку; а у ФЗН перiодичних функцiй – були отриманi лише першi оцiнки
похибок наближень, якi за порядками були далекi вiд найкращих, i
було зовсiм не дослiджено їх майже ФЗН.

Саме отриманню найкращих за порядком оцiнок (поточкових i
рiвномiрних) в цих видах ФЗН i доведенню випадкiв, де це немож-
ливо, а отже – завершенню та побудовi цих теорiй i присв’ячена ди-
сертацiя.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, тема-
ми. Дисертацiю виконано у вiддiлi диференцiальних рiвнянь та тео-
рiї коливань Iнституту математики НАН України згiдно з науково-
дослiдними темами ”Конструктивнi та якiснi методи аналiзу систем
диференцiальних, функцiонально-диференцiальних, iмпульсних та
рiзницевих рiвнянь”, номер державної реєстрацiї 0116U003121; ”А-
налiтичнi та груповi методи дослiдження математичних моделей су-
часного природознавства”, номер державної реєстрацiї 0117U002119.

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiї є побудова
алгебраїчних многочленiв, тригонометричних полiномiв i сплайнiв,
якi забеспечують найкраще за порядком поточкове i рiвномiрне на-
ближення неперервних на вiдрiзку i на дiйснiй осi функцiй рiзної
гладкостi i при цьому зберiгають такi їх властивостi, як кускову по-
зитивнiсть, монотоннiсть, опуклiсть тощо, а також побудова контр-
прикладiв у випадках, де такi наближаючi елементи не iснують.

Об’єктом дослiдження є формозберiгаюче наближення алгеб-
раїчними многочленами, тригонометричними полiномами та сплай-
нами.

Предметом дослiдження є конструкцiї кусково позитивних, мо-
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нотонних, опуклих, q-монотонних (q > 2) многочленiв, полiномiв i
сплайнiв та приклади функцiй такої ж форми, що "погано" ними
наближуються.

Завдання дослiдження.
1. Довести для наближення алгебраїчними многочленами класичнi

за формою поточковi оцiнки кусково опуклого ФЗН, iнтерполя-
цiйну (на кiнцях вiдрiзку) поточкову оцiнку кусково монотонного
ФЗН i поточковi оцiнки кусково позитивного, кусково монотонно-
го та кусково опуклого майже ФЗН.

2. Довести для наближення тригонометричними полiномами кла-
сичнi за формою рiвномiрнi оцiнки ФЗН, посилити вiдомi оцiнки
та започаткувати майже ФЗН.

3. Знайти сплайни, що забезпечують найкращi за порядком локальнi
i глобальнi оцiнки 3-монотонного наближення з рiзними модулями
гладкостi i в рiзних метриках.

4. Побудувати контрприклади у випадках, де вiдповiднi класичнi за
формою оцiнки хибнi та у випадках, де покращення характеру
залежностi сталих вiд основних параметрiв в отриманих оцiнках
неможливе.
Методи дослiдження. Використовуються методи математичного

аналiзу i теорiї функцiй, зокрема, iнтерполяцiя, полiномiальнi ядра
типу Джексона, Дзядика i ядра, запропонованi в дисертацiї, про-
мiжне наближення сплайнами, нерiвностi Уiтнi, Маршо, Дзядика,
апарат скiнченних i роздiлених рiзниць, вiдомi i запропонованi в ди-
сертацiї представлення сплайнiв, класичнi прямi та оберненi теореми,
теореми спiльного наближення функцiї та її похiдних, iдея ДеВора
представлення похiдної сумою "великої" i "малої" функцiй, "моно-
тонноне" розбиттяi одиницi ДеВора i Ю та Шевчука, метод "горбу,
що ковзає" при доведеннi контрприкладiв та iншi.

Наукова новизна одержаних результатiв.
Результати роботи, що виносяться на захист, є новими i поляга-

ють у такому:
1. Встановлено для кусково опуклого (далi коопуклого) набли-

ження многочленами та сплайнами поточковi оцiнки типу
Нiкольського-Тiмана-Дзядика-Фройда-Брудного через k-й мо-
дуль неперервностi r-ї похiдної функцiї для всiх k та r, для яких
вони справджуються.

2. Доведено для кусково монотонного (далi комонотонного) та ко-
опуклого наближень аналог iнтерполяцiйної оцiнки ДеВора (r =
0, k = 2).
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3. Одержано для 3-монотонного наближення сплайнами степеня ≥
3 мiнiмального дефекту з рiвномiрними та чебишевськими вузла-
ми рiвномiрнi оцiнки наближення через "звичайний" 4-й модуль
гладкостi та, вiдповiдно, 4-й модуль гладкостi Дiцiана-Тотiка, якi
хибнi вже для 5-го модуля гладкостi. Доведено, що обидвi оцiн-
ки не справджуються в iнтегральних метриках Lp, p < ∞, однак
показано, що вони можуть справджуватися, якщо дозволити ву-
злам сплайну залежати вiд функцiї i ця залежнiсть контрольо-
вана, на вiдмiну вiд сплайнiв з вiльними вузлами.

4. Доведено для майже коопуклого наближення (тобто коли много-
член/сплайн може не зберiгати коопуклiсть функцiї в "малень-
ких" околах точок перегину) оцiнку типу Брудного з k = 4, яка
є хибною для k > 4, а для "чисто" коопуклого наближення вона
хибна навiть для k > 3.

5. Одержано для майже копозитивного наближення оцiнку типу
Нiкольського з довiльним k ∈ N (для "чисто" копозитивного на-
ближення вона хибна з k > 3).

6. Встановлено для копозитивного наближення тригонометрични-
ми полiномами оцiнку типу Джексона з k = 3 (для k > 3 вона
хибна).

7. Доведено для комонотонного наближення перiодичних функцiй
гладкостi r оцiнку типу Джексона з r = 0, k = 2, з r = 1, k = 3,
з r ≥ 2, k ∈ N (для всiх iнших пар, тобто r = 0, k > 2 та
r = 1, k > 3, вона хибна).

8. Доведено для майже комонотонного та майже коопуклого наб-
лижень неперервних перiодичних функцiй оцiнку типу Джексона
через модулi неперервностi порядку k = 3 та k = 4, вiдповiдно
(для "чистих" видiв цих ФЗН вона справджується з меншими
k).

9. Одержано низку контрприкладiв про неможливiсть пiвдвищення
порядкiв в отриманих оцiнках, про неможливiсть "покращення"
характеру залежностi сталих в них вiд основних параметрiв та
про новi явища у ФЗН.

10. Знайдено нове i просте представлення кусково-полiномiальних
функцiй (сплайнiв), модифiкацiї якого є хорошим методом отри-
мання оцiнок ФЗН; також це представлення має потенцiал чи-
сельної реалiзацiї зi швидкодiєю у реальному часi.

11. Запропоновано нове строго додатнє полiномiальне ядро, викори-
стання якого, зокрема, уможливлює побудову тригонометричних
полiномiв з найкращими порядками ФЗН.
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Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiя
має теоретичний характер. Конструктивнi доведення бiльшостi її
тверджень i особливо деякi представлення наближаючих елементiв
можуть слугувати основою для їх чисельної реалiзацiї. Також ре-
зультати дисертацiї мають значення в теорiї наближень i можуть бу-
ти використанi в теоретичних дослiдженнях з математичного аналiзу
та обчислювальної математики.

Особистий внесок здобувача. Тематика визначена науковим
консультантом здобувача, всi результати отримано здобувачем са-
мостiйно, а в роботах, якi опублiкованi у спiвавторствi, внесок усiх
авторiв рiвноцiнний.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати роботи допо-
вiдалися на:

— Third international conference “Curves and Surfaces”, 27 June- 3
July 1996, Chamonix Mont Blanc, France;

— мiжнароднiй науковiй конференцiї “Теорiя наближення функ-
цiй та її застосуваня, присв’ячена пам’ятi В.К.Дзядика”, 27-31 трав-
ня 1999, Київ, Iн-т математики НАН України;

— мiжнароднiй науковiй конференцiї “Functional Methods in
Approx. Theory, Operator Theory, Stochastic Analysis and Statistics”
(FM2001), 19-22 October 2001, Kyiv, Ukraine;

— мiжнароднiй науковiй конференцiї пам’ятi В.Я.Буняковского
(1804-1889) “Bunyakovsky Intern. Conf.”, August 16-21, 2004, Kyiv,
Ukraine;

— мiжнароднiй науковiй конференцiї “Functional Methods in
Approximation Theory, Operator Theory, Stochastic Analysis and
statistics II, dedicated to the memory of A.Ya. Dorogovtsev (1935-2004)”
(FM2004), October 1-5, 2004, Kyiv, Ukraine;

— MITACS 2007 Joint Conference of Canadian Mathematical
Society, May 31-June 3, Winnipeg, Manitoba, Canada;

— 9th Conference on “Orthogonal Polynomials, Special Functions
and Applications”, July 2-6, 2007 – Marseille, France;

— мiжнароднiй науковiй конференцiї “Functional Methods in
Approximation Theory and Operator Theory III, dedicated to the
memory of V. K. Dzyadyk (1919-1998)” (FM2009), August 22-26, 2009,
Camp Hart, Village Svityaz, Shatskyi Region, Volyn, Ukraine;

— Canadian Mathematical Society Summer Meeting, The Delta
Winnipeg, Manitoba, Canada – 2014 June 6-9, cms.math.ca;

— Final AMMODIT Conference "Mathematics for Life Sciences" ,
March 18-22, 2019, Kyiv, Ukraine;



6

— семiнарах Centre de Physique Théorique, CNRS, Luminy,
Marseille, France, (керiвник семiнару Prof. J. Gilewicz );

— семiнарi Université de Toulon et du Var, Toulon, France, (керiв-
ник семiнару Prof. P. Penel);

— семiнарах University of Manitoba, Winnipeg, Canada, (керiвник
семiнару Prof. K. Kopotun);

— семiнарi Universidad Autónoma de Madrid, Madrid UAM, Spain,
(керiвник семiнару Prof. K. S. Kazarian);

— засiданнi Вченої ради Iнституту математики НАН України, 16
травня 2017;

— семiнарi “Сучасний аналiз” в Київському нацiональному
унiверситетi iменi Тараса Шевченка, 20 березня 2019 (керiвники семi-
нару проф. О. О. Курченко, проф. В. М. Радченко, проф. I. О. Шев-
чук);

— семiнарi вiддiлу теорiї функцiй в Iнститутi математики НАН
України, 29 березня 2019 (керiвник семiнару проф. А. С. Романюк);

— мiжвузiвському семiнарi з теорiї функцiй в Днiпропетровсь-
кому нацiональному унiверситетi iм. Олеся Гончара, 10 квiтня 2019
(керiвник семiнару чл.-кор. НАН України В. П. Моторний);

— семiнарi з теорiї функцiй в Одеському нацiональному унiвер-
ситетi iм. I.I. Мечникова, 15 квiтня 2019 (керiвник семiнару проф.
А.А. Кореновський);

— Київському семiнарi з функцiонального аналiзу в Iнститутi
математики НАН України, 26 квiтня 2019 (керiвники семiнару ак.
НАН України Ю. М. Березанський, ак. НАН України Ю. С. Самой-
ленко, чл.-кор. НАН України А. Н. Кочубей);

— семiнарi вiддiлу диференцiальних рiвнянь та теорiї коливань
в Iнститутi математики НАН України, 6 травня 2019 (керiвник семi-
нару ак. НАН України А. М. Самойленко).

Публiкацiї. Результати дисертацiї опублiковано у 35 наукових
публiкацiях, iз яких 22 статтi [1–22] у наукових виданнях, внесених
до перелiку фахових видань iз фiзико-математичних наук (12 — у
спiвавторствi i 10 — самостiйно), 18 iз них [1–10], [12–15], [17], [20–22]
надруковано у виданнях, внесених до мiжнародних наукометричних
баз.

Усi твердження, якi увiйшли до дисертацiї i не належать авто-
ру, наведено з зазначенням авторства i вiдповiдним посиланням на
джерело.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з
перелiку умовних позначень, вступу, шести роздiлiв, висновкiв до
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роздiлiв та списку використаних джерел, що мiстить 178 наймену-
вань. Повний обсяг роботи становить 308 сторiнок друкованого тек-
сту.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ ДИСЕРТАЦIЇ

У першому роздiлi дано огляд лiтератури за тематикою – про
класичне (без обмежень) та формозберiгаюче наближення полiно-
мами дiйснозначних функцiй на вiдрiзку i перiодичних функцiй на
дiйснiй осi.

У роздiлi 2 доведено п’ять непокращуваних (за порядком k мо-
дуля гладкостi) оцiнок комонотонного наближення (2), (8), (11),
(12), (15) та запропоновано полiномiальне ядро (16), (17), що умож-
ливлює ФЗН перiодичних функцiй з найкращими порядками.

2.1 Поточкове наближення неперервних функцiй
з iнтерполяцiєю на кiнцях вiдрiзку

Позначимо
ρn(x) := 1/n2 +

√
1− x2/n.

Нагадаємо класичну поточкову оцiнку типу Нiкольського набли-
ження без обмежень, встановлену Тiманом (для k = 1), Дзядиком
(k = 2), Фройдом (k = 2) та Брудним (k ≥ 3): Якщо функцiя f ∈ C,
то для кожного натурального n ≥ k − 1, k ∈ N, знайдеться много-
член Pn степеня ≤ n, такий, що

|f(x)− Pn(x)| ≤ c(k)ωk(f, ρn(x)), x ∈ [−1, 1], (1)

де c(k) – стала, яка залежить тiльки вiд k, i ωk (f, ·) – k-й модуль
неперервностi f .

Тепер нехай Ys := {yi}si=1 – набiр з s, s ∈ N, фiксованих точок yi :
−1 < ys < · · · < y2 < y1 < 1, i ∆(1)(Ys) – множина всiх неперервних
на [−1, 1] функцiй, що не спадають на [y1, 1], не зростають на [y2, y1],
не спадають на [y3, y2] i т.д. Такi функцiї називаються комонотоннi
(мiж собою).
Теорема 2.1.1. Якщо функцiя f ∈ ∆(1)(Ys), то iснує стала N(Ys),
яка залежить тiльки вiд мiнiмальної вiдстанi мiж yi-ми, така,
що для кожного n ≥ N(Ys) знайдеться алгебраїчний многочлен Pn

степеня ≤ n, такий, що
Pn ∈ ∆(1)(Ys),
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|f(x)− Pn(x)| ≤ c(s)ω2(f,
√
1− x2/n), x ∈ [−1, 1], (2)

де c(s) – стала, яка залежить тiльки вiд s.

В наближеннi без обмежень така iнтерполяцiйна (в точках ±1)
оцiнка (2) доведена Тєляковскiм для ω1 та ДеВором для ω2, а Ю та
Венц, Гонска, Левiатан i Шевчук довели, що для k > 2 вона хибна.

Випадок s = 0 теореми 2.1.1 (тобто "чисто" монотоннi функцiї
на всьому промiжку) належить ДеВору i Ю. Швєдов довiв, що у
цьому випадку (2) хибна з ωk, k > 2, наiть з 1/n замiсть поточкового
аргумента, а Ву i Цу узагальнили це для всiх s > 0.

Наслiдками попередньої теореми 2.1.1 є нерiвностi для x ∈
[−1, 1],

|f(x)− Pn(x)| ≤ c(s) ω2(f, ρn(x)), n ≥ N(Ys), (3)
|f(x)− Pn(x)| ≤ C(Ys)ω2(f, ρn(x)), n ∈ N, (4)

та їх рiвномiрнi аналоги
∥f − Pn∥ ≤ c(s) ω2 (f, 1/n) , n ≥ N(Ys), (5)
∥f − Pn∥ ≤ C(Ys)ω2 (f, 1/n) , n ∈ N, (6)

де C(Ys) – стала, що залежить тiльки вiд Ys.
Завдяки нерiвностi Уiтнi, в багатьох оцiнках ФЗН є можливiсть

переносити залежнiсть вiд Ys мiж сталими c(s), N(Ys) та C(Ys), k−1,
вiдповiдно, однак позбутися цiєї залежностi, взагалi кажучи, немож-
ливо [Швєдов, iншi].

Оцiнки (3) i (4) – це комонотоннi аналоги оцiнки (1) Дзядика-
Фройда наближення без обмежень.

Оцiнку (6) ранiше довели Швєдов i, незалежно, Ю.

2.2 Наближення неперервних перiодичних функцiй

Нехай C – простiр неперервних 2π-перiодичних функцiй f : R →
R з рiвномiрною нормою ∥f∥ = maxx∈R |f(x)| , Tn – простiр триго-
нометричних полiномiв порядку ≤ n ∈ N, i

En(f) := infPn∈Tn ∥f − Pn∥
— величина найкращого наближення без обмежень.

Нагадаємо класичну оцiнку Джексона (з k = 1)-Зiгмунда (k =
2, ω2(f, t) ≤ t), Ахiєзєра (k = 2)-Стєчкiна (k ≥ 3): Якщо f ∈ C, то

En(f) ≤ c(k)ωk (f, π/n) , n ∈ N, (7)

де c(k) – стала, що залежить тiльки вiд k.
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Дємiдовiч i Конягiн 20 рокiв тому поставили питання: чи справ-
джується комонотонний аналог (7)? Для k = 1 ствердну вiдповiдь
надав Плєшаков. Вiн же показав, що при k > 2 такий аналог хибний.
Для k = 1 був вiдомий ствердний результат Лоренца i Целлера, але
для дзвоноподiбних (тобто парних i незростаючих на [0, π]) функцiй.

Випадок k = 2 теж виявився ствердним. Нехай на [−π, π) є 2s
фiксованих точок yi : −π ≤ y2s < y2s−1 < · · · < y1 < π, а для решти
i ∈ Z, yi визначаються перiодично yi = yi+2s + 2π (тобто y0 = y2s +
2π, ..., y2s+1 = y1 − 2π, ...), Ys := {yi}i∈Z, ∆

(1)(Ys) – множина всiх
неперервних f, що не спадають на [y1, y0], не зростають на [y2, y1] i
т.д., та

E
(1)
n (f) := infPn∈Tn∩∆(1)(Ys) ∥f − Pn∥

— величина найкращого комонотонного наближення.
Теорема 2.2.1. Якщо f ∈ ∆(1)(Ys), то

E(1)
n (f) ≤ c(s) ω2 (f, π/n) , n ≥ N(Ys), (8)

E(1)
n (f) ≤ C(Ys)ω2 (f, π/n) , n ∈ N, (9)

де N(Ys), C(Ys) – сталi, що залежать тiльки вiд мiнiмальної вiд-
станi мiж yi-ми а c(s) – тiльки вiд s.

Оцiнка (9) є наслiдком (8) i нерiвностi Уiтнi ∥f−f(0)∥ ≤ ω2(f, 2π).

2.3 Наближення диференцiйовних перiодичних функцiй

Нагадаємо, якщо f ∈ Cr := {f : f (r) ∈ C}, r ∈ N, то наслiдком
нерiвностi Джексона-Стєчкiна (7) є

En(f) ≤
c(r, k)

nr
ωk(f

(r), π/n), n ∈ N. (10)

Доведено її комонотонний аналог (13).
Теорема 2.3.1. Якщо f ∈ ∆(1)(Ys) i якщо f ∈ C1, то

E(1)
n (f) ≤ c(s)

n
ω3(f

′, π/n), n ≥ N(Ys), (11)

а якщо f ∈ C2, то

E(1)
n (f) ≤ c(s, k)

n2
ωk(f

′′, π/n), n ≥ N(Ys, k), (12)

отже, для f ∈ Cr, r ≥ 2,

E(1)
n (f) ≤ c(s, r, k)

nr
ωk(f

(r), π/n), n ≥ N(Ys, r + k), (13)

де N(Ys) i N(Ys, k) – сталi, якi залежать тiльки вiд min
i=1,...,2s

{yi −

yi+1} i k, а c(s) i c(s, k) – сталi, якi залежать тiльки вiд s i k,
вiдповiдно.
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Плєшаков довiв частинний випадок цiєї теореми: Якщо f ∈ W r∩
∆(1)(Ys) (де W r – множина функцiй g з абсолютно неперервними
g(r−1) i з |g(r)(x)| ≤ 1 м. с. на R), то

E(1)
n (f) ≤ C(Ys, r)

nr
, n ∈ N, r ≥ 2. (14)

2.4 Майже комонотонне наближення
неперервних перiодичних функцiй

Як вже зазначалось, для k > 2 комонотонний аналог нерiвно-
стi Джексона-Стєчкiна (7) хибний, але з результатiв наближення на
вiдрiзку вiдомо, що якщо для многочленiв послабити умову комоно-
тонностi в маленьких околах точок її змiни у функцiї, то мож-
на отримати додатковий порядок наближення [Лєвiатан, Шевчук
1998] i не бiльш як один порядок [Лєвiатан, Шевчук 2000].

Доведено тригонометричний аналог цього алгебраїчнго резуль-
тату Левiатана i Шевчука, 1998 – теорему 2.4.1. Нехай

Π(x) := Π(x, Ys) :=
∏2s

i=1 sin
1
2 (x− yi).

Теорема 2.4.1. Якщо f ∈ ∆(1)(Ys), то iснує стала N(Ys), яка за-
лежить тiльки вiд мiнiмальної вiдстанi мiж yi-ми, така, що для
кожного n ≥ N(Ys) знайдеться полiном Pn ∈ Tcn, такий, що

P ′
n(x)Π(x) ≥ 0, x ∈ R \ ∪i∈Z (yi − π/n, yi + π/n) ,

∥f − Pn∥ ≤ c(s)ω3(f, π/n), (15)

де c i c(s) – сталi, якi залежать тiльки вiд s.

Наступна теорема 2.4.2 є наслiдком теореми 2.4.1 i нерiвностi
Уiтнi ∥f − f(0)∥ ≤ 2ω3(f, 2π).

Теорема 2.4.2. Якщо f ∈ ∆(1)(Ys), то для кожного n ∈ N iснує
полiном Pn ∈ Tn, такий, що

P ′
n(x)Π(x) ≥ 0, x ∈ R \ ∪i∈Z (yi − c/n, yi + c/n) ,

∥f − Pn∥ ≤ C(Ys)ω3(f, π/n),

де c – стала, що залежить тiльки вiд s, а C(Ys) – стала, що зале-
жить тiльки вiд mini=1,...,2s {yi − yi+1}.

Всi оцiнки ФЗН перiодичних функцiй в дисертацiї отримано за
допомогою запропонованого строго додатнього полiномiального яд-
ра з Tb(n−1), n, b∈N, j∈Z, xj = −jπ/n,( sin

n(x−xj)
2

sin
x−xj

2

)2

+

(
sin

n(x−xj−1)
2

sin
x−xj−1

2

)2
b

, (16)
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тобто суми двох "сусiдних" ядер типу Джексона, та його бiльш про-
стого аналога (

sin
n(x−xj)

2

sin
x−xj

2

)2b

+

(
sin

n(x−xj−1)
2

sin
x−xj−1

2

)2b

. (17)

У роздiлi 3 доведено сiм непокращуваних (за порядком k моду-
ля гладкостi) оцiнок коопуклого наближення (18)–(22), (24), (25),
зроблено їх порiвняння з рiвномiрними аналогами та запропоновано
представлення кусково полiномiальної функцiї (сплайна) (26), (27),
"модифiкацiї" якої, зокрема, уможливили отримання ряду (непокра-
щуваних за порядком k) локальних оцiнок ФЗН.

3.1 Поточкове наближення неперервних функцiй
з iнтерполяцiєю на кiнцях вiдрiзку

Нехай Ys := {yi : −1 < ys < · · · < y2 < y1 < 1}, ∆(2)(Ys) – мно-
жина всiх неперервних на [−1, 1] функцiй, що опуклi донизу на [y1, 1],
опуклi догори на [y2, y1] i т.д. (випадок s = 0 з Y0 := {∅} – це опуклi
на всьому [−1, 1] функцiї).
Теорема 3.1.1. Якщо f ∈ ∆(2)(Ys), то для кожного n ≥ N(Ys) iснує
алгебраїчний многочлен Pn степеня ≤ n, такий, що

Pn ∈ ∆(2)(Ys),

|f(x)− Pn(x)| ≤ c(s)ω2(f,
√
1− x2/n), x ∈ [−1, 1], (18)

де N(Ys) – стала, що залежить тiльки вiд mini=1,...,s−1{yi − yi+1},
якщо s > 1, i N(Y1) = 1, а c(s) – стала, що залежить тiльки вiд
s.

Нерiвнiсть (18) (Тєляковського-ДеВора) хибна з ωk, k > 2, навiть
у наближеннi без обмежень [Ю i Гонска, Левiатан, Шевчук, Венц].
При s = 0 теорема 3.1.1 належить Левiатану, а Копотун, Левiатан
i Шевчук довели її з ω3(f, 1/n) в (18). Якщо s > 1, то сталу N(Ys)
неможливо замiнити сталою, що не залежить вiд Ys [Левiатан, Шев-
чук].

3.2 Поточкове наближення неперервних функцiй,
якi мають бiльше однiєї точки перегину

Теорема 3.2.1. Якщо s > 1 i f ∈ ∆(2)(Ys), то для кожного n ≥ 2
iснує алгебраїчний многочлен Pn степеня ≤ n, такий, що

Pn ∈ ∆(2)(Ys),
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|f(x)− Pn(x)| ≤ C(Ys)ω3(f, ρn(x)), x ∈ [−1, 1], (19)

де C(Ys) – стала, що залежить тiльки вiд mini=1,...,s−1(yi − yi+1).

Оцiнка типу Нiкольського (19) (Брудного) хибна з s = 1 [роздiл
6 Контрприклади], хибна з ωk, k > 3, навiть з 1/n [Ву, Цу] i хибна з
c(s) i n ≥ N(Ys) замiсть C(Ys) i n ≥ 2 [роздiл 6 Контрприклади].

3.3 Поточкове наближення функцiй з множини W r (з абсолютно
неперервними r − 1-ми i обмеженими r-ми похiдними)

i бiльше нiж однiєю точкою перегину

Теорема 3.3.1. Якщо r > 3, s > 1 i f ∈ W r ∩ ∆(2)(Ys), то для
кожного натурального n > N(Ys, r) iснує алгебраїчний многочлен
Pn степеня ≤ n, такий, що

Pn ∈ ∆(2)(Ys),∣∣f(x)− Pn(x)
∣∣≤ C(Ys, r) ρ

r
n(x), x ∈ [−1, 1], (20)

де N(Ys, r) i C(Ys, r) – сталi, що залежать тiльки вiд
mini=1,...,s−1{yi − yi+1} i r.

Для r = 1, 2 i 3 ця теорема (тобто поточковий аналог оцiнок
Тiмана) теж вiрна i випливає з попереднiх двох теорем, вiдповiдно,
тому разом з результатами Плєшакова i Шаталiної (для "малих" n)
в нiй можно замiнити r > 3 на r ∈ N i n > N(Ys, r) на n ≥ r.

Для s = 1, r > 2, твердження теореми, взагалi кажучи, невiрне
[роздiл 6 Контрприклади].

Зауважимо, що теореми 3.2.1 i 3.3.1 – це, зокрема, стверднi ча-
стини двох нових явищ у ФЗН, а саме: 1) оцiнки в цих теоремах
справджуються зi сталими C = C(Ys) i N ̸= N(Ys), i не справджу-
ються зi сталими c = c(s) i N = N(Ys), вiдповiдно; 2) для s = 1 обидвi
оцiнки зi сталими, вказаними в теоремах, хибнi. В iнших видах ФЗН
цих явищ нема.

3.4-6 Поточкове наближення сплайнами i многочленами
гладких функцiй з однiєю точкою перегину

i неперервних функцiй з s точками перегину

Нехай Σk,n(Ys) – множина всiх неперервних на [−1, 1] кусково-
полiномiальних функцiй (сплайнiв) степеня < k з чебишовськими
вузлами, що в кожному околi (yi−ρn(yi), yi+ρn(yi)) точок yi є одним
полiномом.
Теорема 3.4.1-2. Нехай або r = 2 i k = 1, 2, 3, або r > 2 i k ∈ N.
Нехай y ∈ (−1, 1), Y1 = {y} i m = k + r. Якщо f ∈ ∆(2)(Y1) ∩ Cr,
то iснує стала N = N(f, k, r, Y1), така, що для кожного n ≥ N
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знайдеться сплайн S ∈ Σm,n(Y1)∩∆(2)(Y1) i многочлен Pn ∈ ∆(2)(Y1)
степеня ≤ n, такi, що для x ∈ [−1, 1]

|f(x)− S(x)| ≤ c(k, r)ρrn(x)ωk(f
(r), ρn(x)),

|f(x)− Pn(x)| ≤ c(k, r)ρrn(x)ωk(f
(r), ρn(x)),

(21)

де c(k, r) – стала, що залежить тiльки вiд k i r.

Теорема 3.5.1-2. Якщо f ∈ ∆(2)(Ys), то iснує стала N = N(f, Ys),
така, що для кожного n ≥ N знайдеться сплайн S ∈ Σ3,n(Ys) ∩
∆(2)(Ys) i многочлен Pn ∈ ∆(2)(Ys) степеня ≤ n, такi, що для x ∈
[−1, 1]

|f(x)− S(x)| ≤ cω3(f, ρn(x)),

|f(x)− Pn(x)| ≤ cω3(f, ρn(x)),
(22)

де c – абсолютна стала або стала, що залежить тiльки вiд s.
Коли r = 2, оцiнки (21) хибнi з k > 3 навiть з обома сталим c i N ,

залежними вiд f [Гiлевiч, Ющенко]. Для r = 0, або r = 1 мають мiсце
три випадки: якщо k+ r ≤ 2, то оцiнки (21), згiдно з теоремою 3.1.1,
вiрнi з абсолютними c i N ; якщо k+ r ≥ 4, то (21) (i (22) теж) хибнi
навiть з c i N , залежними вiд f [Ву, Цу]; якщо k+r = 3, то (21) хибнi
з обома сталими, що не залежать вiд f [роздiл 6 Контрприклади], хоч
i вiрнi з абсолютною c i N = N(f, Y1), як частинний (s = 1) випадок
оцiнок (22).

Зазначимо, що доведення обох теорем громiздкi (включаючи пе-
рехiд до многочленiв), хоч вони i спираються на бiльш-меньш "стан-
дартну" у ФЗН технiку, що грунтується на iдеї ДеВора представлен-
ня похiдної (тут f ′′) сумою "великої" i "малої" функцiй, на полiно-
мiальнi ядра типу Дзядика, на "монотонне" розбиття одиницi ДеВо-
ра, Ю i Шевчука та iнше.

3.7 Порiвняння рiвномiрних i поточкових оцiнок
коопуклого наближення многочленами

Порiвняємо набори параметрiв k, r i s, при яких справедливi
оцiнки

∥f − Pn∥C[−1,1] ≤ c n−rωk(f
(r), 1/n), n ≥ N,

|f(x)− Pn(x)| ≤ c ρrn(x)ωk(f
(r), ρn(x)), n ≥ N,

де x ∈ [−1, 1]. Оскiльки ρn(x) = 1/n2 +
√
1− x2/n ≤ 2

n , то друга
тягне першу.
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Представимо у таблицях для яких трiйок (k, r, s) цi нерiвнiстi
вiрнi для кожної функцiї f ∈ Cr ∩∆(2)(Ys) (f ∈ W r ∩∆(2)(Ys), якщо
k = 0) з деяким алгебраїчним многочленом Pn ∈ ∆(2)(Ys) степеня
≤ n, а для яких – нi. Будемо писати:

(k, r, s) ∈ “+” – “сильний позитивний випадок” , якщо нерiв-
нiсть справджується з c = c(k, r, s) i N = k + r;

(k, r, s) ∈ “⊕ ” – “слабкий позитивний випадок” , якщо нерiв-
нiсть справджується з c = c(k, r, Ys) i N = k+r, а також з c = c(k, r, s)
i N = N(k, r, Ys), але не справджується з обома c i N, незалежними
вiд Ys;

(k, r, s) ∈ “ ⊘ ” – “ще позитивний випадок” , якщо нерiвнiсть
справджується з c = c(k, r, Ys) i N = k+r, а також з c = c(k, r, s) i N =
N(k, r, Ys, f), але не справджується з c = c(k, r, s) i N, незалежним
вiд f ;

(k, r, s) ∈ “⊖ ” – “слабкий негативний випадок” , якщо нерiв-
нiсть справджується з c = c(k, r, s) i N = N(k, r, Ys, f), але невiрна
для жодного Ys, з обома c i N, незалежними вiд f ;

(k, r, s) ∈ “−” – “сильний негативний випадок” : нерiвнiсть не
справджується навiть, якщо дозволити обом сталим c i N залежити
вiд всiх параметрiв k, r, Ys i f .

В таблицях нижче поточковi оцiнки отриманi в роздiлi 3 крiм
випадку s = 0 i випадкiв (k, r, s) ∈ “−”. Загалом над усiма випадками
в цих таблицях працювало понад десять авторiв.

r
...

...
...

...
...

... . .. r
...

...
...

...
...

...
... . ..

3 + + + + + + · · · 3 + + + + + + + · · ·
2 + + + + + + · · · 2 + + + + + + + · · ·
1 + + + − − − · · · 1 + + + ⊖ − − − · · ·
0 + + + − − · · · 0 + + + ⊖ − − · · ·

0 1 2 3 4 5 k 0 1 2 3 4 5 6 k
Поточковi, s = 0 Рiвномiрнi, s = 0

r
...

...
...

...
...

... . .. r
...

...
...

...
...

... . ..

4 ⊖ ⊖ ⊖ ⊖ ⊖ ⊖ · · · 4 + + + + + + · · ·
3 ⊖ ⊖ ⊖ ⊖ ⊖ ⊖ · · · 3 + + + + + + · · ·
2 + ⊖ ⊖ ⊖ − − · · · 2 + + + ⊕ − − · · ·
1 + + ⊖ − − − · · · 1 + + ⊕ − − − · · ·
0 + + ⊖ − − · · · 0 + + ⊕ − − · · ·

0 1 2 3 4 5 k 0 1 2 3 4 5 k
Поточковi, s = 1 Рiвномiрнi, s = 1
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r
...

...
...

...
...

... . .. r
...

...
...

...
...

... . ..

4 ⊘ ⊘ ⊘ ⊘ ⊘ ⊘ · · · 4 ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ · · ·
3 ⊘ ⊘ ⊘ ⊘ ⊘ ⊘ · · · 3 ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ · · ·
2 ⊕ ⊘ ⊘ ⊘ − − · · · 2 ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ − − · · ·
1 ⊕ ⊕ ⊘ − − − · · · 1 ⊕ ⊕ ⊕ − − − · · ·
0 ⊕ ⊕ ⊘ − − · · · 0 ⊕ ⊕ ⊕ − − · · ·

0 1 2 3 4 5 k 0 1 2 3 4 5 k

Поточковi, s ≥ 2 Рiвномiрнi, s ≥ 2

Зауважимо, що "Рiвномiрнi" таблицi не мiстять “ще позитивний
випадок” “⊘”.

3.8 Майже коопукле поточкове наближення
неперервних на вiдрiзку функцiй

Позначимо

On(c, Ys)=[−1,−1+c2/n2)∪(1−c2/n2, 1]∪[
s
∪
i=1

(yi−cρn(yi), yi+cρn(yi))].

Теорема 3.8.1. Якщо s ∈ N ∪ {0} i f ∈ ∆(2)(Ys), то для кожного
n ≥ 3 iснує многочлен Pn степеня ≤ n, такий, що

Pn коопуклий з f скрiзь, окрiм, можливо, множиниOn(c, Ys), (23)

та
|f(x)− Pn(x)| ≤ c(s)ω4 (f, ρn(x)) , x ∈ [−1, 1], (24)

де c i c(s) – сталi, що залежать тiльки вiд s.

Це поточковий аналог рiвномiрної оцiнки Левiатана i Шевчука
(з 1/n замiсть ρn). Вони також показали, що неможливо "зменшити"
сталу c, скажiмо, до 1 у (23) за рахунок збiльшення c(s) у (24) навiть
у випадку з 1/n замiсть ρn.

3.9 Майже коопукле наближення неперервних перiодичних функцiй

Теорема 3.9.1. Якщо f ∈ ∆(2)(Ys), то iснує стала N(Ys), яка
залежить тiльки вiд min

i=1,...,2s
{yi − yi+1}, така, що для кожного

n ≥ N(Ys) знайдеться полiном Tn порядку ≤ n, такий, що

Tn(x) коопуклий з f скрiзь, окрiм, можливо, ∪
i∈Z

(yi − c/n, yi + c/n),

та
∥f − Tn∥ ≤ c(s)ω4(f, π/n), (25)

де c i c(s) – сталi, якi залежать тiльки вiд s.
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Попов i Залiзко довели "чисто" коопуклi аналоги (25) з ω2 i ω3,
вiдповiдно, i Залiзко довiв, що для ωk, k > 3, такого "чисто" коопук-
лого аналогу не iснує.

Ряд оцiнок у дисертацiї отримано за допомогою запропонованого
представлення кусково полiномiальних функцiй

Lq(x, an, g) +
n−1∑
j=q

[aj+1, aj , ..., aj−q, g](aj−q − aj+1)Ψq(x, aj), (26)

або, що те саме,

Lq−1(x, an, g) +
n∑

j=q

[aj , ..., aj−q, g] (Ψq(x, aj)−Ψq(x, aj−1)) , (27)

де [·] – роздiленi рiзницi функцiї g, що визначена в кожнiй точцi
набору An = {aj}nj=0 з n + 1 фiксованих точок aj : −1 = an <
an−1 < ... < a1 < a0 = 1, n ∈ N, Lq(x, aj , g) – многочлен Лагранжа
степеня ≤ q, що iнтерполює g в aj , ..., aj−q з j = q, ..., n, q ∈ N, q ≤ n,
i для j = q, . . . , n,

Ψq(x, aj) :=


0, якщо x ≤ aj ,

j∏
k=j−q+1

(x− ak), якщо x > aj ,
Ψq(x, aq−1) :≡ 0.

Для q = 1 рiвностi (26) i (27) можна знайти у книжцi Шевчука, с.
143.

У роздiлi 4 доведено чотири непокращуванi (за порядком k
модуля гладкостi) оцiнки 3-монотонного наближення сплайнами
(31)–(34).

Для r ≥ 3, n ∈ N i будь-якої 3-монотонної на [−1, 1] функцiї
f ∈ ∆(3) (тобто її третя роздiлена рiзниця для всiх наборiв з чотирьох
рiзних точок (−1, 1) невiд’ємна або, що еквiвалентно, f має опуклу на
(−1, 1) похiдну) знайдено сплайн S степеня r, мiнiмального дефекту
(тобто S ∈ Cr−1[−1, 1]) з n− 1 рiвновiддаленими вузлами на (−1, 1),
який теж 3-монотонний (як f) i такий, що

∥f − S∥L∞[−1,1] ≤ c ω4(f, 1/n, [−1, 1])∞, (28)

де c – абсолютна стала, а ω4(f, t, ·)∞ – 4-й модуль гладкостi f у рiв-
номiрнiй нормi (див. теореми 4.1.2 й 4.1.3).

Оцiнка (28) дає ствердну вiдповiдь на питання Левiатана i При-
мака про єдиний недоведений випадок в оцiнках типу Джексона для
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3-монотонного наближення сплайнами з рiвномiрними вузлами. В
роздiлi 6 Контрприклади показано, що (28) хибна з ωk, k > 4.

Доведена аналогiчна оцiнка з 4-м модулем Дiцiана-Тотiка (тобто
з вагою кроку рiзницi φ =

√
1− x2) для сплайна з чебишевськими

вузлами
∥f − S∥L∞[−1,1] ≤ c ωφ

4 (f, 1/n, [−1, 1])∞ (29)

(див. теорему 4.1.4).
Коновалов, Левiатан (а також Бондаренко, Примак) довели, що

(28) i (29) хибнi в Lp нормi з p < ∞ навiть з ω3 замiсть ω4. У роздiлi 4
доведено, що вони можуть бути вiрнi, якщо дозволити вузлам сплай-
на залежати вiд f , причому ця залежнiсть, на вiдмiну вiд наближень
сплайнами з вiльними вузлами, контрольована, тобто вузли не зли-
паються (див. теорему 4.1.1).

Доведення (28) i (29) спираються на знайдений кубiчний сплайн
3-монотонного найкращого (за порядком модуля гладкостi) локаль-
ного ("бiльш точного") наближення з "правильними" вузлами (що,
втiм, можуть залежати вiд f , їх означення дещо громiздке) i

з локальною оцiнкою в Lp, 0 < p ≤ ∞, з ω4 (30)

(див. теорему 4.1.1).
Для будь-якої 3-монотонної на [−1, 1] функцiї f знайдено кубiч-

ний 3-монотонний сплайн S з n − 1 "майже" рiвновiддаленими вуз-
лами aj , такий, що

∥f − S∥C[aj ,aj−1]
≤ c ω4(f, 1/n, [aj+4, aj−5]∩ [−1, 1]), j = 1, ..., n. (31)

На вiдмiну вiд сплайна (30), вiн простiший (представлен сумою зрi-
заних степеневих функцiй), може бути використаний для означення
3-монотонного многочлена, що наближатиме f з найкращим поряд-
ком, i вiн бiльш придатний для чисельної реалiзацiї (див. теорему
4.2.1).

Коротка iсторiя 3-монотонного наближення така.
Для f ∈ ∆(3) ∩C2 Коновалов i Левiатан першi побудували квад-

ратичний сплайн S ∈ ∆(3) з n− 1 рiвномiрними вузлами, такий, що

∥f − S∥ ≤ c n−2ω1(f
′′, 1/n).

Для f ∈ ∆(3) Примак знайшов квадратичний сплайн S ∈ ∆(3)

з n − 1 довiльними фiксованими вузузлами, який з рiвномiрними
вузлами реалiзує оцiнку

∥f − S∥ ≤ c ω3(f, 1/n).
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З результатiв Шевчука i Левiатана з Примаком випливає iсну-
вання двох сплайнiв s1, s2 ∈ ∆(3) ∩ C3 степеня ≤ 4 з n− 1 рiвномiр-
ними вузлами, для яких виконуються нерiвностi

∥f − s1∥ ≤ c n−3ω2(f
′′′, 1/n), n > 4, f ∈ ∆(3) ∩ C3,

∥f − s2∥ ≤ c n−1ω4(f
′, 1/n), n > N(f), f ∈ ∆(3) (⊂ C1),

де остання нерiвнiсть хибна для n > 4.
Бондаренко, Левiатан i Примак для f ∈ ∆(3) довели першу по-

точкову нерiвнiсть

|f(x)− S(x)| ≤ c ω3(f, 1/n
2 +

√
1− x2/n), x ∈ [−1, 1],

де S – 3-монотонний кубiчний сплайн з чебишовськими вузлами а
також S – 3-монотонний многочлен степеня ≤ n.

Зазначимо, що 3-монотонне наближення – це межевий випадок
мiж монотонним i опуклим наближеннями (де багато “позитивних”
результатiв) та q-монотонним наближенням з q > 3 (де майже все
“негативне”). Тут поточкова оцiнка з ω4 для сплайна не доведена, а
для многочлена не доведений навiть iї рiвномiрний аналог (здаєть-
ся, що обидвi оцiнки будуть хибнi, а функцiя x2sign(x) ∈ ∆(3) буде
контрприкладом, хоча ми цього не доводимо).

У роздiлi 5 доведено двi найкращi (за порядком k модуля глад-
костi) оцiнки (35) i (36) у копозитивному наближеннi.

5.1 Майже копозитивне поточкове наближення
неперервних на вiдрiзку функцiй

Зауважимо, що у копозитивному наближеннi (функцiй з
∆(0)(Ys), що невiд’ємнi на [y1, 1], недодатнi на [y2, y1] i т.д.) при по-
слабленнi умови зберiгання знаку для многочлена у маленьких око-
лах точок змiни знаку фiнкцiї порядок наближення зрiс не на одини-
цю (як у комонотонному i коопуклому наближеннях), а як завгодно
– як при наближеннi без обмежень.
Теорема 5.1.2. Якщо f ∈ ∆(0)(Ys), s ∈ N, то для кожного n ∈ N,
що бiльше деякої сталої N(k, Ys), яка залежить тiльки вiд k ∈ N
i mini=1,...,s−1{yi − yi+1}, iснує многочлен Pn степеня ≤ 4n, такий,
що

Pn копозитивний з f м. с. на [−1, 1]
окрiм, можливо, на ∪s

i=1 (yi − ρn(yi), yi + ρn(yi)),

Pn(yi) = 0, i = 1, ..., s, i

|f(x)− Pn(x)| ≤ c(k, s)ωk(f, ρn(x)), x ∈ [−1, 1], (32)
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де c(k, s) – стала, яка залежить тiльки вiд k i s.
Для "чисто" копозитивного наближення оцiнку (32) з ω3 замiсть

ωk довiв Копотун, а Цу побудував f ∈ ∆(0)(Y1) (яка ще й з C1), таку,
що (32) хибна з ω4 i вище.

5.2 Наближення неперервних перiодичних функцiй

Теорема 5.2.1. Якщо f ∈ ∆(0)(Ys), то для кожного n ≥ N(Ys) iснує
тригонометричний полiном Tn порядку ≤ n, такий, що

Tn ∈ ∆(0)(Ys),

E(0)
n (f) := inf

Rn∈Tn∩∆(0)(Ys)
∥f −Rn∥ ≤ ∥f − Tn∥ ≤ c(s)ω3(f, π/n), (33)

де стала N(Ys) залежить тiльки вiд mini=1,...,2s {yi − yi+1}, а c(s)
– тiльки вiд s.

Плєшаков i Попов довели оцiнку (33) з ω1 замiсть ω3, а Попов
довiв, що (33) хибна з ω4 i вище.

У роздiлi 6 доведено сiм контрприкладiв.
1) Якщо функцiя f з неперервною на [−1, 1] похiдною не спадає

на [y1, 1], не зростає на [y2, y1] i т.д. з фiксованими yi : −1 < ys <
· · · < y1 < 1, s ∈ N, то в нерiвностi

∥f − Pn∥ ≤ C(yi)n
−1 ω3(f

′, 1/n), n ≥ 3,

з алгебраїчними многочленами Pn степеня ≤ n, що змiнють свою
монотоннiсть теж в yi-х, як f, i сталою C(yi), що залежить тiльки
вiд yi-х, неможливо замiнити ω3 на ωk з k > 3 (див. теорему 6.1.2).

2) Якщо f – неперервна, 2π перiодична i на кожному перiодi
змiнює монотоннiсть в yi-х : −π < y2s < · · · < y1 < π, s ∈ N, то в
нерiвностi

∥f − Tn∥ ≤ C(yi)ω2(f, π/n), n ∈ N,
з тригонометричними полiномами Tn порядку ≤ n, що змiнють свою
монотоннiсть теж в yi-х, як f, i сталою C(yi), що залежить тiльки
вiд yi-х, неможливо замiнити ω2 на ωk з k > 2 (див. теорему 6.2.1).

3) Для кожного натурального q знайдено неперервну перiо-
дичну q-комонотонну функцiю, для якої, при наближеннi її q-
комонотонними полiномами, (на вiдмiну вiд наближення без обме-
жень) не справджуються оцiнка Джексона-Стєчкiна з модулем глад-
костi порядку ≥ q + 2 (див. теорему 6.6.1).

4) Для кожних r > 2 i n ∈ N знайдено кусково-опуклу функ-
цiю f з однiєю довiльно фiксованою точкою перегину y ∈ [−1, 1] i з
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абсолютно неперервною r − 1-шою i обмеженою r-ю похiдною, таку,
що для кожного алгебраїчного многочлена Pn степеня ≤ n i з тiєю
самою єдиною точкою перегину y (на вiдмiну вiд наближення без
обмежень) знайдеться точка x ∈ [−1, 1], така, що

|f(x)− Pn(x)| > C(y, r)nr−2ρrn(x), ρn(x) := 1/n2 +
√
1− x2/n,

де C(y, r) – стала, яка залежить тiльки вiд y i r (див. теорему 6.3.1).
Якщо f має бiльше однiєї точки перегину, то такої x не iснує.

5) Знайдено функцiю g з однiєю точкою перегину i неперервною
похiдною, для якої неможливо отрмимати водночас двi поточковi
оцiнки з iнтерполяцiєю в −1, 1 (навiть з ω1) для сумiсного наближен-
ня g многочленами Pn з тiєю самою точкою перегину i g′ похiдними
P ′
n (див. теорему 6.3.3).

6) Для кожних k ≥ 1 i r ≥ 0 таких, що k + r > 2, знайдено
кусково-опуклу функцiю f ∈ Cr[−1, 1] з певним набором Ys, s ≥ 2,
з двох i бiльше точек перегину, таку, що при наближеннi її кусково-
опуклими алгебраїчними многочленами Pn степеня ≤ n з тими сами-
ми точками перегину Ys неможливо отримати поточковi оцiнки типу
Нiкольського для x ∈ [−1, 1]

|f(x)− Pn(x)| ≤ C(k, r, s) ρrn(x)ωk(f
(r), ρn(x)), n ≥ N(k, r, Ys),

зi сталими C(k, r, s) i N(k, r, Ys), що залежать тiльки вiд параметрiв у
дужках (див. теорему 6.4.1). Це можливо лише зi сталими C(k, r, Ys)
i N(k, r, s). Таке явище непритаманне вiдповiдним поточковим оцiн-
кам комонотонного наближення. Його також немає в рiвномiрному
коопуклому наближеннi, тобто в оцiнках типу Джексона-Стєчкiна
(з 1/n замiсть ρn). Для однiєї точки перегину цi оцiнки (тобто з
k + r > 2) коопуклого поточкового наближення не справджуються
навiть з C(k, r, Y1) i N(k, r, Y1), а тiльки з C(k, r) i N(f, k, r, Y1), i то
не для вiдомих негативних випадкiв (k > 3, r < 3, де вони зовсiм
хибнi навiть з обома сталими, що залежать вiд f).

7) Знайдено двi q-монотоннi функцiї f1 ∈ Cq[−1, 1], q ∈ N, i
f2 ∈ Cq−2[−1, 1], q ≥ 4, (тобто їх q-тi роздiленi рiзницi невiд’ємнi
для всiх наборiв з q+1 точок вiдрiзку [−1, 1]), при наближеннi яких
q-монотонними сплайнами степеня r, r ∈ N, з будь-якими вузлами
неможливо отримати оцiнки похибок а нi локального, а нi глобаль-
ного наближень, що мiстили б ωk з k ≥ q + 2 i k = 3 (див. теореми
6.5.1 i 6.5.2), вiдповiдно.
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ВИСНОВКИ

Для ко- (тобто кусково) монотонного i коопуклого наближень до-
ведено iнтерполяцiйний (на кiнцях вiдрiзку) аналог оцiнки Нiкольсь-
кого другого порядку (тобто аналог оцiнок Тєляковського, Гопенгау-
за i ДеВора). Для бiльших порядкiв вiн хибний навiть у наближеннi
без обмежень.

Для коопуклого наближення неперервних на вiдрiзку функцiй з
бiльше нiж однiєю точкою перегину доведено оцiнку Нiкольського
з модулем гладкостi третього порядку (для бiльших порядкiв вона
хибна), а для функцiй з класу Соболєва W r (тобто з абсолютно непе-
рервними r− 1-ми i обмеженими r-ми похiдними) цю оцiнку доведе-
но для всiх r, тимчасом як для функцiй з однiєю точкою перегину
її встановлено лише зi сталою, що залежить вiд розташування цiєї
точки, i доведено, що позбутися такої залежностi неможливо.

Для коопуклого наближення многочленами i сплайнами встанов-
лено всi можливi оцiнки типу Нiкольського для функцiй будь-якої
скiнченної гладкостi. Зроблено огляд i порiвняння цих оцiнок з їх
рiвномiрними аналогами.

Для майже коопуклого наближення многочленами i кубiчни-
ми сплайнами (тобто коли многочлен/сплайн може не зберiгати ко-
опуклiсть функцiї в "маленьких" околах точок перегину) доведено
оцiнку Брудного з четвертим модулем гладкостi (з п’ятим модулем
вона є хибною, а для "чисто" коопуклого наближення вона хибна
навiть з четвертим модулем).

Для 3-монотонного (тобто 3-тя роздiлена рiзниця f невiд’ємна у
будь-яких чотирьох точках, або, що те саме, f ′ опукла на iнтервалi)
наближення сплайнами степеня r ≥ 3 мiнiмального дефекту (тобто
r − 1-ша похiдна неперервна) з рiвномiрними та чебишевськими ву-
злами доведено двi рiвномiрнi оцiнки (з модулем гладкостi Дiцiана-
Тотiка, включно) четвертого порядку, якi для п’ятого порядку вже
є хибними. Цi двi оцiнки також не справджуються в iнтегральних
метриках Lp, p < ∞, однак показано, що вони можуть справджу-
ватися, якщо дозволити вузлам сплайну залежати вiд функцiї i ця
залежнiсть контрольована на вiдмiну вiд сплайнiв з вiльними вузла-
ми, тобто вузли не злипаються.

Для майже копозитивного наближення доведено оцiнку Нi-
кольського з модулем гладкостi довiльного порядку (для "чисто" ко-
позитивного наближення вона хибна вже з четвертим модулем). На
вiдмiну вiд комонотонного i коопуклого випадкiв, де таке послаб-
лення на форму не дає бiльше одного додаткового порядку (див.
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контрприклади в роботах ДеВора, Ву, Левiатана, Цу, Шевчука), тут
порядок зрiс до довiльного, як у наближеннi без обмежень.

Для копозитивного наближення тригонометричними полiнома-
ми доведено оцiнку типу Джексона з модулем гладкостi третього
порядку (для бiльших порядкiв вона хибна).

У комонотонному наближеннi перiодичних функцiй гладкостi r i
k-м модулем гладкостi (r-ї похiдної) доведено оцiнку типу Джексона
з r = 0, k = 2, з r = 1, k = 3 та з r ≥ 2, k ∈ N (для всiх iнших пар,
тобто r = 0, k > 2 та r = 1, k > 3, вона хибна).

У майже комонотонному i майже коопукломуому наближеннях
неперервних перiодичних функцiй доведено оцiнку типу Джексона
через модулi неперервностi порядку k = 3 та k = 4, вiдповiдно (для
"чистих" видiв цих ФЗН вона справджується з меншими k).

Доведено сiм контрприкладiв про неможливiсть пiдвищення по-
рядкiв в отриманих оцiнках, про неможливiсть "покращення" за-
лежностi сталих в них вiд основних параметрiв та про новi явища у
ФЗН.

Запропоновано нове просте представлення iнтерполяцiйних
сплайнiв, перспективне для чисельної реалiзацiї з миттєвою швид-
кодiєю i модифiкацiї якого є хорошим методом ФЗН, та нове стро-
го додатнє полiномiальне ядро, що, зокрема, уможливлює побудову
тригонометричних полiномiв з найкращими порядками ФЗН.
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АНОТАЦIЇ
Дзюбенко Г.А. Формозберiгаюче наближення функцiй.

– Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.
Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-

математичних наук за спецiальнiстю 01.01.01 – "Математичний
аналiз" (111 – Математика). – Iнститут математики НАН України,
Київ, 2019.

В дисертацiї встановлено ряд класичних за виглядом оцiнок фор-
мозберiгаючого наближення (ФЗН) функцiй алгебраїчними много-
членами, тригонометричними полiномами та сплайнами на вiдрiзку
i на дiйснiй осi, описано мiсце цих оцiнок серед iнших досягнень в
теорiї ФЗН i в класичнiй теорiї наближення без обмежень, доведено
низку прикладiв, що свiдчать про неможливiсть покращення вказа-
них результатiв (за порядком наближення тощо) i зроблено стислий
огляд тематики за останнi тридцять рокiв.
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Пiд "формою" розумiється змiна знаку, або змiна монотонно-
стi, або опуклостi, або q-монотонностi (на вiдрiзку/перiодi) у функ-
цiї, а пiд "формозбереженням" – i у наближаючого її многочле-
на/полiнома/сплайна. Тобто на вiдмiну вiд класичного наближення
без обмежень у ФЗН наближаючi многочлени/полiноми/сплайни не
осцилюють як завгодно, а зберiгають вказанi геометричнi властиво-
стi функцiї.

Вiдомо, що наблизити монотонну, опуклу, або q-монотонну функ-
цiю (q > 2) алгебраїчними многочленами, якi збережуть її форму,
цiлком можливо (тобто теорема Вейєрштрасса про наближення мно-
гочленами справджується для ФЗН). В той же час, в деяких випад-
ках порядки (або швидкостi) ФЗН значно "гiршi" за порядки найк-
ращих наближень без обмежень, тодi як в iнших вони "майже такi
самi". Також в певних випадках класичнi за формою оцiнки набли-
ження без обмежень зберiгаються у ФЗН – в iнших нi.

В дисертацiї, зокрема, з’ясованi цi випадки, тобто представлено
результати про справджуванiсть i хибнiсть рiвномiрних i поточкових
оцiнок похибок ФЗН в термiнах рiзних модулей гладкостi.

А саме:
У наближеннi алгебраїчними многочленами отримано поточковi

оцiнки (типу Нiкольського) кусково опуклого ФЗН, iнтерполяцiйну
(на кiнцях вiдрiзку) поточкову оцiнку кусково монотонного ФЗН i
всi можливi поточковi оцiнки майже ФЗН (тобто коли наближаючi
елементи можуть не зберiгати форму функцiї на "маленькiй" мно-
жинi розмiру приблизно 1

n ).
У наближеннi тригонометричними полiномами отримано, або по-

силено рiвномiрнi оцiнки ФЗН (типу Джексона) та започатковано
майже ФЗН, де теж отримано основнi оцiнки.

У наближеннi сплайнами отримано найкращi (за порядком) ло-
кальнi i глобальнi оцiнки 3-монотонного наближення з рiзними мо-
дулями гладкостi та в рiзних метриках.

Побудованi контрприклади у випадках, коли вiдповiднi оцiн-
ки наближення многочленами, тригонометричними полiномами, або
сплайнами не справджуються, а також контрприклади, що свiдчать
про неможливiсть покращення характеру залежностi сталих в дове-
дених оцiнках вiд основних параметрiв.

Ключовi слова: формозберiгаюче наближення (ФЗН); поря-
док наближення алгебраїчними многочленами, тригонометрични-
ми полiномами i сплайнами; оцiнки типу Джексона–Стєчкiна i Нi-
кольського; модулi гладкостi i модулi гладкостi Дiтцiана–Тотiка; кус-
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кова позитивнiсть, монотоннiсть, опуклiсть i q-монотоннiсть.

Дзюбенко Г.А. Формосохраняющее приближение функ-
ций. – Квалификационная научная работа на правах рукописи.

Диссертация на соискание научной степени доктора физико-
математических наук по специальности 01.01.01 – "Математический
анализ" (111 – Математика). – Институт математики НАН Украины,
Киев, 2019.

В диссертации доказано ряд классических по виду оценок фор-
мосохраняющего приближения (ФСП) функций алгебраическими
многочленами, тригонометрическими полиномами и сплайнами на
отрезке и действительной оси, описано место этих оценок среди дру-
гих достижений в теории ФСП и в классической теории приближе-
ния без ограничений, доказано ряд примеров, которые свидетель-
ствуют о невозможности улучшения указанных результатов (по по-
рядку приближения и т.п.), и сделан сжатый обзор тематики за по-
следние тридцать лет.

Под "формой" понимается смена знака, или смена монотонно-
сти, или выпуклости, или q-монотонности (на отрезке/периоде) у
функции, а под "формосохранением" – и у приближающего ее мно-
гочлена/полинома/сплайна. То есть, в отличие от классического
приближения без ограничений в ФСП приближающие многочле-
ны/полиномы/сплайны не осциллируют как угодно, а сохраняют
указанные геометрические свойства функций.

Известно, что приблизить монотонную, выпуклую, или q-
монотонную функцию (q > 2) алгебраическими многочленами, ко-
торые сохранят ее форму, вполне возможно (то есть, теорема Вей-
ерштрасса о приближении многочленами имеет место и для ФСП).
В то же время, в некоторых случаях порядки (или скорость) ФСП
значительно "хуже", чем порядки наилучших приближений без огра-
ничений, тогда как в других – они "почти такие же". Также, в опре-
деленных случаях классические по форме оценки приближения без
ограничений сохраняются в ФСП – в других нет.

В диссертации, в частности, выяснены эти случаи, то есть указа-
но, какие равномерные и поточечные оценки погрешности приближе-
ния в терминах разных модулей гладкости выполняются для ФСП,
а какие – нет.

А именно:
В приближении алгебраическими многочленами получены все

возможные поточечные оценки (типа Никольського) кусочно выпук-
лого ФСП, интерполяционную (на концах отрезка) поточечную оцен-
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ку кусочно монотонного ФСП и все возможные поточечные оценки
почти ФСП (то есть, когда приближающие элементы могут не со-
хранять форму функции на "маленьком" множестве размера при-
близительно 1

n ).
В приближении тригонометрическими полиномами получены,

или усилены все возможные равномерные оценки ФСП (типа Джек-
сона) и положено начало почти ФСП, где тоже получены основные
оценки.

В приближении сплайнами получены наилучшие (по порядку)
локальные и глобальные оценки 3-монотонного приближения с раз-
ными модулями гладкости и в разных метриках.

Построены контрпримеры в случаях, когда соответствующие
оценки приближения многочленами, тригонометрическими полино-
мами, или сплайнами неверны, а также контрпримеры, которые сви-
детельствуют о невозможности улучшения характера зависимости
констант в доказанных оценках от основных параметров.

Ключевые слова: формосохраняющее приближение (ФСП);
порядок приближения алгебраическими многочленами, тригоно-
метрическими полиномами и сплайнами; оценки типа Джексона–
Стечкина и Никольського; модули гладкости и модули гладкости
Дитциана–Тотика; кусочная позитивность, монотонность, выпук-
лость и q-монотонность.

Dzyubenko G. A. Shape Preserving Approximation of
Functions. — Manuscript.

Thesis for the Doctor Degree in Physical and Mathematical Sciences
in Speciality 01.01.01. — Mathematical Analysis (111 — Mathematics).
— Institute of Mathematics of National Academy of Sciences of Ukraine,
Kyiv, 2019.

In the thesis a number of classical in form estimates of Shape
Preserving Approximation (SPA) of functions by algebraic polynomials,
trigonometric polynomials and splines on a finite interval and on the
real axe are proved, the place of each of these results among other
achievements in the theory of SPA and the classical approximation
theory without restrictions is described, a number of examples is proved
to show that it is not possible to improve the indicated estimates (in the
sense of order of approximation, etc.), and a brief overview of the topic
over the last thirty years is made.

"Shape" refers to changes of sign, or monotonicity, or convexity,
or q-monotonicity (on an interval/period) of a function, whereas
"preservation of the shape" – also of polynomials/splines that
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approximate this function. That is, in contrast to the classical
approximation without restrictions, in SPA, the approaching
polynomials /splines do not oscilate arbitrarily, but preserve the
specified geometric properties of the function.

It is known that it is quite possible to approximate a monotone, or
convex, or q-monotone function (q > 2) by algebraic polynomials which
will preserve its shape (i.e., the Weierstrass theorem on approximation by
polynomials is true for SPA). At the same time, in some cases, the degrees
(or speeds) of SPA are much "worse" than the best approximations
without restrictions, while in the others – they are "almost the same".
Also, in certain cases, the classical in form estimations of approximation
without restrictions is stored in the SPA – in others no.

In the thesis, in particular, these cases have been clarified, that is the
results on validity and invalidity of uniform and pointwise estimates of
errors of SPA in terms of different moduli of smoothness are presented.

Namely:
The second order interpolating (at the ends of an interval) analogue

of Nikolskii-type estimate is proved for piecewise (further co-) monotone
and coconvex approximations, respectively (i.e., an analogue of the
estimates of Telyakovsky, Gopenhauz and DeVore). For higher orders,
it is false even in the approximation without restrictions.

For coconvex approximation of continuous on an interval functions
with more than one inflection point, the Nikolskii-type estimate with the
third order modulus of smoothness is proved (for higher orders it is false),
and for functions from Sobolev class W r (with absolutely continuous
r− 1-ths and bounded r-th derivatives) this estimate is proved for all r,
whereas for functions with one inflection point it is only proved with a
constant depending on the location of this point and it is proved that to
get rid of such dependence is impossible.

For coconvex approximation by polynomials and splines, all possible
Nikolskii-type estimates for functions of any finite smoothness are
established and compared with their uniform analogous.

For 3-monotone (i.e., the 3-th divided difference of f is nonnegative
at any four points or, equivalently, f ′ is convex on an interval)
approximation by splines of degree r > 3 of minimal defect (i.e., r−1-th
derivative is continuous) with uniform and Chebyshev knots, two uniform
estimates (with Ditsian-Totic modulus of smoothness, incl.) of the fourth
order are proved. They are false with higher orders and also not valid in
integral metrics Lp, p < ∞, but it is shown that they can be valid if the
spline knots are allowed to depend on the function and this dependence
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is controlled unlike splines with free knots.
For nearly coconvex approximation by polynomials and cubic splines

(i.e., when the polynomial/spline can not preserve the function’s
convexity in "small" neighborhoods of the inflection points), the
Brudnyi-type estimate with the fourth order modulus of smoothness
is proved (for the fifth order it is not valid, and for "pure" coconvex
approximation it is not valid even for the fourth order).

For nearly copositive approximation, the Nikolskii-type estimate with
the arbitrary order modulus of smoothness is proved (for "purely"
copositive approximation it is false already with the fourth order). Unlike
the comonotone and coconvex cases, where such relaxation on the form
does not give more than one additional order, the order here has grown
to arbitrary, like in the approximation without restrictions.

For copositive approximation by trigonometric polynomials, the
Jackson-type estimate with the third order modulus of smoothness is
proved (for the higher orders it is false).

For comonotone approximation of periodic functions of smoothness
r and the k-th order modulus of smoothness (of r-th derivative), the
Jackson-type estimate is proved with r = 0, k = 2, with r = 1, k = 3
and with r ≥ 2, k ∈ N (for all other pairs, i.e. r = 0, k > 2 and
r = 1, k > 3, it is false).

For nearly comonotone and nearly copositive approximations of
continuous periodic functions the Jackson-type estimate with the k-th
order modulus of smoothness is proved for k = 3 and, respectively, for
k = 4 (for "pure" types of these SPA it holds with smaller k-s).

We also prove several counterexamples about the impossibility of
increasing of the orders in the obtained estimates, the impossibility
of "improving" the dependence of the constants in them on the
main parameters, about a new phenomena in SPA and propose a
new representation of interpolating splines, promising for numerical
realization with instantaneous performance and modifications of
which are a good method of SPA, as well as a new strictly
additional polynomial kernel, which, in particular, enables constructing
trigonometric polynomials with the best orders of SPA.

Keywords: Shape Preserving Approximation (SPA); degree of
approximation by algebraic and trigonometric polynomials and
splines; Jackson-Stechkin and Nikolskii type estimates; moduli of
smoothness and Ditzian–Totik moduli of smoothness; piecewise
positivity, monotonicity, convexity and q-monotonicity.
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