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АНОТАЦIЯ

Дзюбенко Г. А., Формозберiгаюче наближення функцiй. — Квалiфi-
кацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-матема-
тичних наук за спецiальнiстю 01.01.01 – "Математичний аналiз" (111 –
Математика). – Iнститут математики НАН України, Київ, 2019.

В дисертацiї доведено ряд класичних за виглядом оцiнок формозберi-
гаючого наближення (ФЗН) функцiй алгебраїчними многочленами, три-
гонометричними полiномами та сплайнами на вiдрiзку i на дiйснiй осi,
описано мiсце цих оцiнок серед iнших досягнень в теорiї ФЗН i в кла-
сичнiй теорiї наближення без обмежень, доведено низку прикладiв, що
свiдчать про неможливiсть покращення вказаних результатiв (за поряд-
ком наближення, тощо), i зроблено стислий огляд тематики за останнi
тридцять рокiв.

Пiд "формою" розумiється змiна знаку, або змiна монотонностi, або
опуклостi, або q-монотонностi (на вiдрiзку/перiодi) у функцiї, а пiд "фор-
мозбереженням" – i у наближаючого її многочлена/полiнома/сплайна.
Тобто, на вiдмiну вiд класичного наближення без обмежень, у ФЗН на-
ближаючi многочлени/полiноми/сплайни не осцiлюють як завгодно, а
зберiгають вказанi геометрiчнi властивостi функцiї.

Вiдомо, що наблизити монотонну, опуклу, або q-монотонну функцiю
(q ą 2) алгебраїчними многочленами, якi збережуть її форму цiлком
можливо (тобто, теорема Вейєрштрасса про наближення многочленами
справджується для ФЗН). В той же час, в деяких випадках порядки (або
швидкостi) ФЗН значно "гiршi" за порядки найкращих наближень без
обмежень, тодi як в iнших – вони "майже такi самi". Також, в певних
випадках класичнi за формою оцiнки наближення без обмежень зберiга-
ються у ФЗН – в iнших нi.

В дисертацiї, зокрема, з’ясованi цi випадки, тобто представлено ре-
зультати про справджуванiсть i хибнiсть рiвномiрних i поточкових оцi-
нок похибок ФЗН в термiнах рiзних модулей гладкостi.

А саме:

• у наближеннi алгебраїчними многочленами отримано поточковi оцiн-
ки (типу Нiкольського) кусково опуклого ФЗН, iнтерполяцiйну (на
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кiнцях вiдрiзку) поточкову оцiнку кусково монотонного ФЗН i всi
можливi поточковi оцiнки майже ФЗН (тобто, коли наближаючi еле-
менти можуть не зберiгати форму функцiї на "маленькiй" множинi
розмiру приблизно 1

n);

• у наближеннi тригонометричними полiномами отримано, або поси-
лено рiвномiрнi оцiнки ФЗН (типу Джексона) та започатковано май-
же ФЗН, де теж отримано основнi оцiнки;

• у наближеннi сплайнами отримано найкращi (за порядком) локальнi
i глобальнi оцiнки 3-монотонного наближення з рiзними модулями
гладкостi та в рiзних метриках;

• побудованi контрприклади у випадках, коли вiдповiднi оцiнки на-
ближення многочленами, тригонометричними полiномами, або сплай-
нами не справджуються, а також контрприклади, що свiдчать про
неможливiсть покращення характеру залежностi сталих в доведе-
них оцiнках вiд основних параметрiв.

Бiльш детально.
У пiдроздiлах 2.1 та 3.1 для кусково (далi ко-) монотонного та, вiдпо-

вiдно, коопуклого наближень доведено iнтерполяцiйний (на кiнцях вiд-
рiзку) аналог оцiнки Нiкольського другого порядку (k “ 2), тобто аналог
оцiнок Тєляковського (k “ 1), Гопенгауза (k “ 1) та ДеВора (k “ 2) кла-
сичного наближення без обмежень. Для бiльших порядкiв вiн хибний
навiть у наближеннi без обмежень, що встановлено Ю i Венцом, Гонски,
Левиатаном та Шевчуком (пiзнiше Левiатан i Шевчук довели, що такий
iнтерполяцiйний аналог все ж таки може справджуватись в наближен-
нi без обмежень, але якщо дозволити степеню многочлена залежити вiд
функцiї). Для "чисто" монотонного наближення (тобто функцiї монотон-
нi на всьому вiдрiзку) така оцiнка належить ДеВору та Ю, для "чисто"
опуклого – Левiатану, а її рiвномiрнi аналоги – Швєдову та, незалежно,
Ю.

У пiдроздiлi 3.2 для коопуклого наближення неперервних на вiдрiзку
функцiй з бiльше нiж однiєю точкою перегину доведено оцiнку Нiколь-
ського з модулем гладкостi третього порядку (тобто коопуклий аналог
оцiнки Брудного наближення без обмежень), для бiльших порядкiв не
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справджується навiть її рiвномiрний аналог (доведено Ву i Цу), а у пiд-
роздiлi 3.3 для функцiй з класу Соболєва W r (тобто, з абсолютно непе-
рервними r´1-ми i обмеженими r-ми похiдними) цю оцiнку доведено для
всiх r (це поточковий аналог оцiнок Тiмана), в той час як для функцiй з
однiєю точкою перегину її встановлено лише зi сталою, що залежить вiд
розташування цiєї точки (див. пiдроздiл 3.6), i доведено, що позбутись
такої залежностi неможливо (див. пiдроздiл 6.3).

У пiдроздiлах 3.4, 3.5 та 3.6 для коопуклого наближення сплайнами
та, вiдповiдно, многочленами встановлено всi можливi (тобто, крiм вiдо-
мих i доведених в роздiлi 6 неможливих випадкiв) оцiнки Нiкольського
для функцiй будь-якої скiнченної гладкостi з однiєю точкою перегину
i для просто неперервних функцiй з баготьма точками перегину. Вiд-
повiднi оцiнки в наближеннi без обмежень доведенi Тiманом, Дзядиком,
Фройдом та Брудним. У пiдроздiлi 3.7 зроблено огляд та порiвняння цих
оцiнок з їх рiвномiрними аналогами.

У пiдроздiлi 3.8 для майже коопуклого наближення многочленами i
кубiчними сплайнами (тобто, коли многочлен/сплайн може не зберiга-
ти коопуклiсть функцiї в "маленьких" околах точок перегину) доведено
оцiнку Брудного з четвертим модулем гладкостi (вже з п’ятим модулем
вона хибна навiть у рiвномiрному наближеннi, що доведено Левiатаном i
Шевчуком, а для "чисто" коопуклого наближення вона, як вже зазнача-
лось, хибна навiть з четвертим модулем). Ця оцiнка є поточковим ана-
логом рiвномiрного результату Левiатана i Шевчука.

У пiдроздiлi 4.1 для 3-монотонного (тобто 3-тя роздiлена рiзниця
функцiї f невiд’ємна у будь-яких чотирьох точках, або, що те саме, f 1

опукла на iнтервалi) наближення сплайнами степеня r ě 3 мiнiмального
дефекту (тобто r ´ 1-ша похiдна неперервна) з рiвномiрними та чеби-
шевськими вузрами доведено двi рiвномiрнi оцiнки (з модулем гладкостi
Дiцiана-Тотiка, включно) четвертого порядку, якi для п’ятого порядку
вже хибнi (див. пiдроздiл 6.5). Цi двi оцiнки також не справджуються в
iнтегральних метриках Lp, p ă 8 (навiть з третiм модулем гладкостi,
що доведено Коноваловим та Левiатаном а також Бондаренком та При-
маком), однак в пiдроздiлi показано, що вони можуть справджуватися,
якщо дозволити вузлам сплайну залежати вiд функцiї i ця залежнiсть,
на вiдмiну вiд сплайнiв з вiльними вузлами, контрольована (тобто ву-
зли не злiпаються). Встановленi оцiнки дають стврдну вiдповiдь на пи-
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тання Левiатана i Примака про єдиний недоведений випадок в оцiнках
типу Джексона для 3-монотонного наближення сплайнами з рiвномiрни-
ми та чебишевськими вузлами. Їх доведення спираються на знайдений
кубiчний сплайн 3-монотонного локального наближення з "правильни-
ми" вузлами (що втiм можуть залежити вiд f) i з локальною ("бiльш
точною") оцiнкою в Lp, 0 ă p ď 8, з четвертим модулем гладкостi.

У пiдроздiлi 4.2 знайдено кубiчний 3-монотонний сплайн з n´1 "май-
же" рiвновiддаленими вузлами i з найкращим (за порядком) локальним
наближенням. На вiдмiну вiд вище вказаного сплайна, вiн бiльш простий
(представлений сумою зрiзаних степеневих функцiй), може бути викори-
станий для означення 3-монотонного многочлена, що наближатиме f з
найкращим порядком, i бiльш придатний для чисельної реалiзацiї.

Зазначимо, що 3-монотонне наближення це межовий випадок мiж мо-
нотонним i опуклим наближеннями, де багато "позитивних" результатiв,
та q-монотонним наближенням з q ą 3, де майже все "негативне". Тут
поточкова оцiнка з четвертим модулем гладкостi для сплайнiв недоведе-
на, а для многочленiв не доведен навiть iї рiвномiрний аналог (здається,
що обидвi оцiнки будуть хибнi, а 3-монотонна функцiя x2signpxq буде
контрприкладом, хоча ми це не доводимо). У цьому видi ФЗН були вiдо-
мi шiсть оцiнок з рiзними модулями гладкостi (до четвертого включно,
але вiд f 1), якi належать Бондаренку, Левiатану, Коновалову, Примаку
та Шевчуку.

У пiдроздiлi 5.1 для майже копозитивного наближення неперервних
на вiдрiзку функцiй доведено оцiнку Нiкольського з модулем гладкостi
довiльного порядку (для "чисто" копозитивного наближення вона хибна
вже з четвертим модулем, доведено Цу). На вiдмiну вiд комонотонного i
коопуклого випадкiв, де таке послаблення на форму многочленiв не дає
бiльше одного додаткового порядку наближення (див. контрприклади
в роботах ДеВора, Ву, Левiатана, Цу, Шевчука), тут порядок зрiс до
довiльного, як у наближеннi без обмежень.

У пiдроздiлi 5.2 для копозитивного наближення неперервних перiо-
дичних функцiй тригонометричними полiномами доведено оцiнку Дже-
ксона з модулем гладкостi третього порядку (для бiльших порядкiв вона
хибна, доведено Поповим). Це посилює результат Плєшакова i Попова з
першим модулем неперервностi i є тригонометричним аналогом алгебра-
їчної оцiнки Копотуна.
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У пiдроздiлах 2.2 та 2.3 у комонотонному наближеннi перiодичних
функцiй гладкостi r i k-м модулем гладкостi (r-ї похiдної) доведено оцiн-
ку Джексона з r “ 0, k “ 2, з r “ 1, k “ 3 та з r ě 2, k P N (для всiх
iнших пар, тобто r “ 0, k ą 2 та r “ 1, k ą 3, вона хибна, див. пiдроздiл
6.2). Цi оцiнки є позитивною вiдповiддю на питання Дємiдовiча i Ка-
нягiна про справджуванiсть комонотонних аналогiв класичних оцiнок
наближення без обмежень Джексона, Зiгмунда, Ахiєзєра та Стєчкiна.

У пiдроздiлах 2.4 та 3.9 у майже комонотонному та, вiдповiдно, май-
же коопукломуому наближеннях неперервних перiодичних функцiй до-
ведено оцiнку типу Джексона через модулi неперервностi порядку k “ 3
та, вiдповiдно, k “ 4 (для "чистих" видiв цих ФЗН вона справджується
з меншими k, доведено, зокрема, Залiзко). Цi двi нерiвностi є тригоно-
метричними аналогами алгебраїчних результатiв Левiатана i Шевчука.

В роздiлi 6 доведено сiм контрприкладiв, якi свiдчать про неможли-
вiсть пiдвищення порядкiв в отриманих оцiнках, про неможливiсть "по-
кращення" залежностi сталих в них вiд основних параметрiв та про новi
явища у ФЗН. Зокрема, виявилось, що у поточковому коопукломуому на-
ближеннi многочленами (на вiдмiну вiд рiвномiрного) неможливо отри-
мати оцiнки похибок зi сталими, що не залежать вiд росташування точок
перегину (щоб їх отримати знадобилось зробити залежною вiд функцiї
сталу, з якої починаються степенi многочленiв, реалiзуючих цi оцiнки).
Цього явища не має також i в комонотоннму наближеннi (i поточковому,
i рiвномiрному).

У пiдроздiлах 3.8 та 2.2 запропоновано нове просте (в одну стро-
ку) представлення iнтерполяцiйних сплайнiв (сумою зрiзаних степеневих
функцiй простої форми) з довiльно фiксованими вузлами i з найкращим
(за порядком) локальним наближенням без обмежень, що є перспектив-
ним для чисельної реалiзацiї зi швидкодiєю у реальному часi i модифi-
кацiї якого є хорошим методом ФЗН, та, вiдповiдно, запропановано нове
строго додатнє полiномiальне ядро (сума двох сусiднiх ядер типу Дже-
ксона), що, зокрема, уможливлює побудову тригонометричних полiномiв
з найкращими порядками ФЗН (всi полiноми в дисертацiї побудовано за
його допомогою).

Ключовi слова: формозберiгаюче наближення (ФЗН); порядок набли-
ження алгебраїчними многочленами, тригонометричними полiномами i
сплайнами; оцiнки типу Джексона–Стєчкiна i Нiкольського; модулi глад-
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костi i модулi гладкостi Дiтцiана–Тотiка; кускова позитивнiсть, монотон-
нiсть, опуклiсть i q-монотоннiсть.

Dzyubenko G.A., Shape Preserving Approximation of Functions. — Manu-
script.

Thesis for the Doctor Degree in Physical and Mathematical Sciences in
Speciality 01.01.01. — Mathematical Analysis (111 — Mathematics). — Insti-
tute of Mathematics of National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2019.

In the thesis a number of classical in form estimates of Shape Preserving
Approximation (SPA) of functions by algebraic polynomials, trigonometric
polynomials and splines on a finite interval and on the real axe are proved,
the place of each of these results among other achievements in the theory of
SPA and the classical approximation theory without restrictions is described,
a number of examples is proved to show that it is not possible to improve
the indicated estimates (in the sense of order of approximation, etc.), and a
brief overview of the topic over the last thirty years is made.

"Shape" refers to changes of sign, or monotonicity, or convexity, or q-
monotonicity (on an interval/period) of a function, whereas "preservation
of the shape" – also of polynomials/splines that approximate this function.
That is, in contrast to the classical approximation without restrictions, in
SPA, the approaching polynomials /splines do not oscilate arbitrarily, but
preserve the specified geometric properties of the function.

It is known that it is quite possible to approximate a monotone, or convex,
or q-monotone function (q ą 2) by algebraic polynomials which will preserve
its shape (i.e., the Weierstrass theorem on approximation by polynomials is
true for SPA). At the same time, in some cases, the degrees (or speeds) of
SPA are much "worse" than the best approximations without restrictions,
while in the others – they are "almost the same". Also, in certain cases, the
classical in form estimations of approximation without restrictions is stored
in the SPA – in others no.

In the thesis, in particular, these cases have been clarified, that is the
results on validity and invalidity of uniform and pointwise estimates of errors
of SPA in terms of different moduli of smoothness are presented.

Namely:
• in the approximation by algebraic polynomials, pointwise estimates (of

Nikolskii-type) of piecewise convex SPA, the interpolating (at the endpoi-
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nts of an interval) pointwise estimate of piecewise monotone SPA and all
possible poinwise estimates of nearly SPA (i.e., when the approaching
elements may not preserve the shape of the function on a small set of
size about 1

n) are obtained;

• in the approximation by trigonometric polynomials, uniform estimates
of SPA (of Jackson-type) are obtained, or strengthened, and nearly SPA
is initiated, where also the basic estimates are obtained;

• in the approximation by splines, the best (by order) local and global
estimates of the 3-monotone approximation with different moduli of
smoothness and in different metrics are obtained;

• counterexamples are constructed in cases where the corresponding esti-
mates of approximation by polynomials, or splines do not hold, as well
as counterexamples, which indicate that it is impossible to improve
the dependence of the constans in the proved estimates on the main
parameters.

In more details.
The second order (k “ 2) interpolating (at the ends of an interval)

analogue of Nikolskii-type estimate is proved in Sections 2.1 and 3.1 for
piecewise (further co-) monotone and coconvex approximations, respecti-
vely, i.e. an analogue of the estimates of Telyakovsky (k “ 1), Gopenhauz
(k “ 1) and DeVore (k “ 2) of the classical approximation without restricti-
ons. For higher orders, it is false even in the approximation without restricti-
ons, that was established by Yu and Wenz, Gonska, Leviatan and Shevchuk
(later, Leviatan and Shevchuk proved that such an interpolating analogue
can nevertheless be achived in the approximation without restrictions, but if
the degree of the polynomial will be allowed to depend on the function). For
purely monotone approximation (that is, functions are monotone throughout
the interval), such estimate belongs to DeVore and Yu, for purely convex to
Leviatan, and its uniform analogues to Shvedov and, independently, Yu.

In Section 3.2 for coconvex approximation of continuous on an interval
functions with more than one inflection point, the Nikolskii-type estimate
with the third order modulus of smoothness is proved (that is, a coconvex
analogue of the estimate of Brudnyi in approximation without restrictions),
for higher orders even its uniform analogue is false (proved by Wu and Zhou),
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and in Section 3.3 for functions from Sobolev class W r (i.e., with absolutely
continuous r´1-ths and bounded r-th derivatives) this estimate is proved for
all r (it’s a poinwise analogue of Timan’s estimates), whereas for functions
with one inflection point it is only proved with a constant depending on the
location of this point (see Section 3.6) and it is proved that to get rid of such
dependence is impossible (see Section 6.3).

In Sections 3.4, 3.5 and 3.6 for coconvex approximation by splines and
polynomials, respectively, all possible (that is, without known and proved
in the section 6 impossible cases) Nikolskii-type estimates for functions of
any finite smoothness with a single inflection point and for simply conti-
nuous functions with many inflexion points are established. The correspondi-
ng estimates in the approximation without restrictions where proved by Ti-
man, Dzyadyk, Freud and Brudnyi. Section 3.7 reviews and compares these
estimates with their uniform analogous.

In Section 3.8 for nearly coconvex approximation by polynomials and cubic
splines (i.e., when the polynomial/spline can not preserve the function’s
convexity in "small" neighborhoods of the inflection points) the Brudnyi-type
estimate with the fourth order modulus of smoothness is proved (already wi-
th the fifth modulus it is false even in the uniform approximation, proved
by Leviatan and Shevchuk, and for the "pure" coconvex approximation it,
as already noted, is false even with the fourth modulus). This estimate is a
poinwise analogue of the uniform result of Leviatan and Shevchuk.

In Section 4.1 for 3-monotone (i.e., the 3-th divided difference of f is
nonnegative at any four points or, equivalently, f 1 is convex on an interval)
approximation by splines of degree r ě 3 of minimal defect (i.e., r ´ 1-th
derivative is continuous) with uniform and Chebyshev knots, two uniform
estimates (with Ditsian-Totic modulus of smoothness, incl.) of the fourth
order are proved, which are already false for the fifth order (see Section 6.5).
These two estimates are also not true in the integral metrics Lp, p ă 8

(even with the third modulus of smoothness, that was proved by Konovalov
and Leviatan, as well as by Bondarenko and Prymak), but in the section it
is shown that they can hold if the spline knots will be allowed to depend on
the function and this dependence, unlike splines with free knots, is controlled
(that is, the knots do not stick each other). The established estimates give
the affirmative answer to the question of Leviatan and Prymak on a single
unproved case in Jackson-type estimates for 3-monotone spline approximati-
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ons with uniform and Chebyshev knots. Their proofs are based on a found
cubic spline of 3-monotone local approximation with "correct" knots (which
may, however, depend on f), and with a local ("more precise") estimate in
Lp, 0 ă p ď 8, with the fourth modulus of smoothness.

In Section 4.2 a cubic 3-monotone spline with n´ 1 "almost" equidistant
knots and with the best (in order) local approximation is found. In contrast
to the above spline, it is simpler (represented by the sum of truncated power
functions), can be used to define a 3-monotone polynomial, that will approxi-
mate f with the best order, and more suitable for numerical implementation.

We note that the 3-monotone approximation is a boundary case between
monotone and convex approximations, where there are many "positive" results,
and q-monotone approximation with q ą 3, where almost all are "negati-
ve". Here the pointwise estimate with the fourth modulus of smoothness for
splines is not proved, and for polynomials even its uniform analogue is not
proved (it seems that both estimates will be false, and the 3-monotone functi-
on x2signpxq will be a counterexample, although we do not prove this). In this
type of SPA six estimates with different modulus of smoothness (up to the
fourth incl., but from f 1) which belong to Bondarenko, Leviatan, Konovalov,
Primak and Shevchuk were known.

In Section 5.1 for nearly copositive approximation of continuous on an
interval functions, the Nikolskii-type estimate with the arbitrary order modul-
us of smoothness is proved (for "purely" copositive approximation it is false
already with the fourth order, proved by Zhou). Unlike the comonotone and
coconvex cases, where such relaxation on the shape of polynomials does not
give more than one additional order of approximation (see counterexamples
in papers by DeVore, Leviatan, Shevchuk, Zhou, Wu), the order here has
grown to arbitrary, like in approximation without restrictions.

In Section 5.2 for copositive approximation of continuous periodic functi-
ons by trigonometric polynomials, the Jackson-type estimate with the third
order modulus of smoothness is proved (for higher orders it is false, proved
by Popov). This strengthens the result of Pleshakov and Popov with the fi-
rst modulus of continuity and is a trigonometric analogue of the algebraic
estimate of Kopotun.

In Sections 2.2 and 2.3 for comonotone approximation of periodic functi-
ons of smoothness r and the k-th order modulus of smoothness (of r-th
derivative), the Jackson-type estimate is proved with r “ 0, k “ 2, with
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r “ 1, k “ 3 and with r ě 2, k P N (for all other pairs, i.e. r “ 0, k ą 2
and r “ 1, k ą 3, it is false, see Section 6.2). These estimates are a posi-
tive answer to the question of Demitovich and Kanyagin on the validity
of comonomone analogues of classical estimates of approximation without
restrictions established by Jackson, Zigmund, Akhiezer and Stechkin.

In Sections 2.4 and 3.9 for nearly comonotone and, respectively, nearly
copositive approximations of continuous periodic functions the Jackson-type
estimate with the k-th order modulus of smoothness is proved for k “ 3 and,
respectively, for k “ 4 (for "pure" types of these SPA it holds with smaller k-
s, proved, in particular, by Zalizko). These two inequalities are trigonometric
analogues of the algebraic results of Leviatan and Shevchuk.

In Chapter 6 we prove seven counterexamples about the impossibility
of increasing of the orders in the obtained estimates, the impossibility of
"improving" the dependence of the constants in them on main parameters
and about a new phenomena in SPA. In particular, it turned out that in the
pointwise coconvex approximation by algebraic polynomials (unlike uniform)
it is impossible to obtain estimates of errors with constants which do not
depend on the placement of the inflection points (in order to obtain them
it is necessary to make to be dependent on the function the constant from
which the powers of polynomials, implementing these estimates, begin). This
phenomenon does not have place also in commonotone approximation (nei-
ther in pointwise nor in uniform).

In Sections 3.8 and 2.2 we propose a new simple (in one line) representati-
on of interpolating splines (by a sum of truncated power functions of a simple
form) with arbitrary fixed knots and with the best (in order) local approxi-
mation without restrictions, which is promising for numerical realization
with real-time performance and modifications of which is a good method
of SPA, and, respectively, we propose a new strictly additional polynomial
kernel (the sum of two neighboring Jackson-type kernels), which, in parti-
cular, enables constructing trigonometric polynomials with the best orders
of SPA (all polynomials in the thesis are constructed using it).

Keywords: Shape Preserving Approximation (SPA); degree of approxi-
mation by algebraic and trigonometric polynomials and splines; Jackson-
Stechkin and Nikolskii type estimates; moduli of smoothness and Ditzian–
Totik moduli of smoothness; piecewise positivity, monotonicity, convexity and
q-monotonicity.



11

СПИСОК ПУБЛIКАЦIЙ ЗДОБУВАЧА

1. Dzyubenko G. A., Gilewicz J., Shevchuk I. A., Piecewise monotone pointwise approxi-

mation, Constr. Approx., 14 (1998), 311-348.

2. Dzyubenko G. A., Gilewicz J., Nearly coconvex pointwise approximation, East J.

Approxim., 6 (2000), 357-383.

3. Dzyubenko G. A., Gilewicz J., Shevchuk I. A., Coconvex pointwise approximation,

Укр. Мат. Журн., 54 (2002), 1200-1212.

4. Дзюбенко Г. А., Залiзко В. Д., Коопукле наближення функцiй, якi мають бiль-

ше однiєї точки перегину, Укр. Мат. Журн., 56 (2004), №3, 352-365.

5. Дзюбенко Г. А., Залiзко В. Д., Поточковi оцiнки коопуклого наближення ди-

ференцiйовних функцiй, Укр. Мат. Журн., 57 (2005), №1, 47-59.

6. Dzyubenko G. A. , Gilewicz J., Shevchuk I. A., New phenomena in coconvex approxi-

mation, Analysis Mathematica, 32 (2006), 113-121.

7. Dzyubenko G. A., Comonotone approximation with interpolation at the ends of an

interval, Analysis in Theory and Application, 22 (2006), №3, 233-245.

8. Dzyubenko G. A., Gilewicz J., Nearly coconvex pointwise approximation by cubic

splines and polynomials, East J. Approxim. 12 (2006), №4, 417-439.

9. Дзюбенко Г. А., Плешаков М. Г., Комонотонное приближение периодических

функций, Мат. заметки, 83 (2008), вып. 2, 199-209.

9a. Дзюбенко Г. А., Плешаков М. Г., Комонотонное приближение периодических

функций, Мат. заметки, 84 (2008), вып. 5, 713–723.

10. Dzyubenko G. A., Gilewicz J., Copositive approximation of periodic functions, Acta

Math. Hungar., 120 (2006), №4, 301-314.

11. Дзюбенко Г. А., Контрприклад в комонотонному наближеннi перiодичних фун-

кцiй, Збiрник праць Iн-ту математики НАН України 2008, том 5, №1, 113-123.

12. Дзюбенко Г. А., Комонотонне наближення двiчi диференцiйовних перiодичних

функцiй, Укр. Мат. Журн., 61 (2009), №4, 435-451.



12

13. Dzyubenko G. A., Leviatan D., Shevchuk I. A., Nikolskii-type estimates for coconvex

approximation of functions with one inflection point, Jaen J. Approx., 2 (2010), №1,

51-64.

14. Dzyubenko G. A., Leviatan D., Shevchuk I. A., Coconvex pointwise approximati-

on, RENDICONTI DEL CIRCOLO MATEMATICO DI PALERMO Serie II, Suppl. 82

(2010), 359-374.

15. Dzyubenko G. A., Kopotun K. A., Prymak A. V., Three-monotone spline approxi-

mation, J. Approx. Theory, 162 (2010), 2168-2183.

16. Дзюбенко Г. А., Порядки комонотонного наближення перiодичних функцiй,

Збiрник праць Iн-ту математики НАН України “Теорiя функцiй та сумiжнi пи-

тання”, 10 (2013), №1, 110 - 125.

17. Dzyubenko G. A., Leviatan D., Shevchuk I. A., Pointwise estimates of coconvex

approximation, Jaen J. Approx., 6 (2014), №2, 261–295.

18. Дзюбенко Г. А., Обмеження порядку q-монотонного наближення перiодичних

функцiй, Збiрник праць Iн-ту математики НАН України, Т. 12, №4, 186–197:

“Теорiя функцiй та сумiжнi питання”/ Вiдп. ред.: А.С.Романюк – Київ: Iн-т

математики НАН України, 2015. – 329 с.

19. Дзюбенко Г. А., Кубiчний сплайн три-монотонного наближення, Збiрник

праць Iн-ту математики НАН України, 13 (2016), №2, 1-14.

20. Dzyubenko G. A., Nearly comonotone approximation of periodic functions, Anal.

Theory Appl., 33 (2017), №1, 74-92.

21. Дзюбенко Г. А., Поточкова оцiнка майже копозитивного наближення непе-

рервних функцiй алгебраїчними многочленами, Укр. Мат. Журн., 69 (2017),

№5, 641-649.

22. Дзюбенко Г. А., Майже коопукле наближення неперервних перiодичних фун-

кцiй, Укр. Мат. Журн., 71 (2019), №3, 353-367.

23. Dzyubenko G. A., Pointwise estimates for coapproximation // Abstracts. Third Int.

Conf. Curves and Surfaces, 27 June- 3 July 1996, Chamonix Mont Blanc, France.

65 p., p. 17.



13

24. Dzyubenko G. A., Gilewicz J., Pointwise estimate of nearly coconvex polynomial

approximation // Тез. доп. Мiжнар. конф. “Теорiя наближення функцiй та її

застосуваня, присв’ячена пам’ятi В.К.Дзядика”, 27-31 Травень 1999.- Київ: Iн-т

математики НАН України, с. 23.

25. Дзюбенко Г. А., Залiзко В.Д., Поточковi оцiнки коопуклого наближення ди-

ференцiйовних функцiй // Тези доп. Мiжнар. конф. пам-i В.Я.Буняковского

(1804-1889), 16-21 серпня 2004.- Київ: Iн-т математики НАН України, c. 54.

26. Dzyubenko G. A., Gilewicz J., Coconvex approximation with interpolation at the

ends of an interval // Abstracts. Conf. "Functional Methods in Approximation

Theory, Operator Theory, Stochastic Analysis and statistics II dedicated to the

memory of A.Ya. Dorogovtsev (1935-2004) (FM2004), October 1-5, 2004, Kyiv,

Ukraine.

27. Dzyubenko G. A., Shape preserving approximation of periodic functions // Abstracts.

Canadian Math. Soc.- MITACS 2007 Joint Conference, May 31-June 3, Winnipeg,

Manitoba, Canada, p. 94.

28. Dzyubenko G. A., Jackson type estimates of q-monotone approximation // Abstracts.

9th Conference on Orthogonal Polynomials Special Functions and Applications July,

2nd-6th 2007 – Marseille, France, p. 25.

29. Дзюбенко Г. А., Оцiнка Джексона-Стечкiна при знакозберiгаючому наближен-

нi // Тези доп. Конф. Боголюбовськи читання, 2008. Диференцiальнi рiвняння,

теорiя функцiй та їх застосування з нагоди 70-рiччя з дня народження акаде-

мiка А.М.Самойленка, 16-21 червня 2008 р., Мелiтополь, c. 44.

30. Dzyubenko G. A., Comonotone analogue of Jackson-Stechkin’s inequality // Abstracts.

Conf. Math. Analysis Differential Equations and their Appl. Famagusta, North

Cyprus, Sept. 12-15, 2008, p. 20-21.

31. Dzyubenko G. A., The orders of the best shape preserving approximation of periodic

functions // Abstracts. Functional Methods in Approximation Theory and Operator

Theory III, dedicated to the memory of V. K. Dzyadyk (1919-1998) (FM2009),

August 22-26, 2009, Camp Hart, Village Svityaz, Shatskyi Region, Volyn, Ukraine,

p. 35-36.



14

32. Dzyubenko G. A., Nearly comonotone approximation of periodic functions // Abstracts.

CMS Summer Meeting, The Delta Winnipeg, Manitoba, Canada – 2014 June 6-9,

cms.math.ca.

33. Dzyubenko G. A., Nikolskii-type estimate for nearly copositive approximation of

continuous on an interval functions // Abstracts. 4th AMMODIT Conference (Approxi-

mation Methods for Molecular Modelling and Diagnosis Tools), March 19-23, 2018,

Malekhiv (Lviv region), Ukraine.

34. Dzyubenko G. A., Degrees of comonotone approximation of periodic functions //

Abstracts. Mathematical Analysis, Differential Equation & Applications - MADEA

8, Bishkek - Cholpon-Ata, Kyrgyzstan, June 17-23, 2018.

35. Dzyubenko G. A., One estimate of three-monotone spline approximation // Abstracts.

Final AMMODIT Conference "Mathematics for Life Sciences" , March 18-22, 2019,

Kyiv, Ukraine, p. 16.



Змiст

Перелiк умовних позначень 17

Вступ 20

1 Огляд лiтератури 27

1.1 Наближення тригонометричними полiномами без обмежень . . . . . . . 27

1.2 Наближення алгебраїчними многочленами без обмежень . . . . . . . . 30

1.3 Формозберiгаюче наближення полiномами . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2 Комонотонне наближення 48

2.1 Поточкове наближення неперервних функцiй з iнтерполяцiєю на кiн-

цях вiдрiзку . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

2.2 Наближення неперервних перiодичних функцiй . . . . . . . . . . . . . . 60

2.3 Наближення диференцiйовних перiодичних функцiй . . . . . . . . . . . 70

2.4 Майже комонотонне наближення неперервних перiодичних функцiй . . 87

2.5 Висновки до роздiлу 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

3 Коопукле наближення 104

3.1 Поточкове наближення неперервних функцiй з iнтерполяцiєю на кiн-

цях вiдрiзку . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

3.2 Поточкове наближення неперервних на вiдрiзку функцiй, якi мають

бiльше однiєї точки перегину . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

3.3 Поточкове наближення функцiй з множини W r (з абсолютно неперерв-

ними r´1-ми i обмеженими r-ми похiдними) i бiльше нiж однiєю точкою

перегину . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

3.4 Поточкове наближення сплайнами функцiй з однiєю точкою перегину . 135

3.5 Поточкове наближення сплайнами неперервних на вiдрiзку функцiй . . 142

15



16

3.6 Поточкове наближення многочленами неперервних функцiй i функцiй

з однiєю точкою перегину . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148

3.7 Порiвняння рiвномiрних i поточкових оцiнок коопуклого наближення

многочленами . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176

3.8 Майже коопукле поточкове наближення неперервних на вiдрiзку функцiй181

3.9 Майже коопукле наближення неперервних перiодичних функцiй . . . . 198

3.10 Висновки до роздiлу 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212

4 Три-монотонне наближення 215

4.1 Наближення сплайнами минимального дефекту з рiвномiрними i чеби-

шевськими вузрами, а також з залежними вiд функцiї, але контрольо-

ваними вузлами . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 215

4.2 Кубiчний сплайн з “майже” рiвномiрними вузлами . . . . . . . . . . . . 231

4.3 Висновки до роздiлу 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241

5 Копозитивне наближення 243

5.1 Майже копозитивне поточкове наближення неперервних на вiдрiзку

функцiй . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243

5.2 Наближення неперервних перiодичних функцiй . . . . . . . . . . . . . . 250

5.3 Висновки до роздiлу 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 260

6 Контрприклади 261

6.1 Обмеження порядку комонотонного наближення диференцiйовних на

вiдрiзку функцiй . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261

6.2 Обмеження порядку комонотонного наближення перiодичних функцiй 266

6.3 Обмеження порядку коопуклого наближення неперервних на вiдрiзку

функцiй . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 274

6.4 Нове явище у коопуклому наближеннi многочленами . . . . . . . . . . . 278

6.5 Обмеження порядку q-монотонного наближення сплайнами . . . . . . . 284

6.6 Обмеження порядку q-монотонного наближення перiодичних функцiй . 287

6.7 Висновки до роздiлу 6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 293

Список використаних джерел 295



17

Перелiк умовних позначень

Бiльшiсть символiв, що використовуватимуться, наведено в таблицi нижче, однак

для зручностi вони як правило означенi i в текстi, при появi.

N t1, 2, 3, . . . u

N0 N Y t0u

CpSq, C, Cp0q простiр дiйснозначних неперервних на S функцiй, те ж

тiльки на r´1, 1s, або 2π-перiодичних, в залежностi вiд кон-

тексту

CrpSq, Cr, Cprq простiр r разiв неперервно диференцiйовних на S функцiй,

r P N, те ж тiльки на r´1, 1s, або 2π-перiодичних, в перiо-

дичному випадку

}f}CpSq, }f}S maxxPS |fpxq|

}f} maxxPr´1,1s |fpxq|, або maxxPr´π,πs |fpxq| , в перiодичному ви-

падку

}f}L8pSq ess supxPS |fpxq|

∆p1q tf P Cr´1, 1s : f не спадає на r´1, 1su

∆p2q tf P Cr´1, 1s : f опукла до низу на r´1, 1su

∆pqq, ∆q tf P Cr´1, 1s X Cq´2p´1, 1q : f pq´2q опукла до низу на

p´1, 1qu, q ě 3, f – q-монотоннi

Pn простiр алгебраїчних многочленiв степеня ď n

Tn простiр тригонометричних полiномiв порядку ď n

Enpfq infPnPPn_Tn
}f ´Pn} (величина найкращого наближення без

обмежень)

E
pqq
n pfq infPnPPnX∆pqq }f ´Pn} (величина найкращого q-монотонного

наближення)

Ys, Y набiр tyiu
s
i“1 з s P N точок ´1 “: ys`1 ă ys ă ¨ ¨ ¨ ă

y1 ă y0 :“ 1, а в перiодичному випадку – набiр tyiuiPZ

точок ´π ă y2s ă y2s´1 ă ¨ ¨ ¨ ă y1 ă π, i точок ви-

значених, для решти i P Z, рiвнiстю yi “ yi`2s ` 2π

(y0 “ y2s ` 2π, ..., y2s`1 “ y1 ´ 2π, ...)
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Ys множина всiх Ys
Y0 H

∆p0qpYsq, ∆
p0qpY q множина всiх функцiй f P C, що невiд’ємнi на ry1, y0s, не-

додатнi на ry2, y1s, невiд’ємнi на ry3, y2s i т.д.

∆p1qpYsq, ∆
p1qpY q множина всiх функцiй f P C, що неспаднi на ry1, y0s, незро-

стаючi на ry2, y1s, неспаднi на ry3, y2s i т.д.

∆p2qpYsq, ∆
p2qpY q множина всiх функцiй f P C, що опуклi до гори на ry1, y0s,

опуклi до низу на ry2, y1s, опуклi до гори на ry3, y2s i т.д.

∆pqqpYsq, ∆
pqqpY q множина всiх функцiй f P C X Cpq´2q таких, що f pq´2q P

∆p2qpY q, q ě 3

∆pqqpY0q ∆pqq, q ě 0

E
pqq
n pf, Ysq infPnP∆pqqXPn

}f ´ Pn}, q ě 0 (величина найкращого рiвно-

мiрного ко-q-монотонного наближення)

∆k
hpf, xq

řk
i“0

`

k
i

˘

p´1qk´ifpx ´ kh{2 ` ihq, якщо |x ˘ kh{2| ă 1, i 0,

iнакше (k-а симетрична рiзниця)

ωkpf, tq sup0ďhďt }∆k
hpf, ¨q} (k-й модуль гладкостi)

ωkpf, tqp sup0ďhďt }∆k
hpf, ¨q}LppSq, 0 ă p ď 8

ωpf, tq те ж що i ω1pf, tq (звичайний модуль неперервностi f)

ω0pf, tq }f}L8r´1,1s

Φk множина всiх k-мажорант, k P N, тобто неперервних i не-

спадних на r0,8q функцiй ϕptq таких, що ϕp0q “ 0 i t´kϕptq

не зростає при t ą 0

φpxq, φnpxq
?
1 ´ x2,

?
1 ´ x2{n

ρnpxq
?
1 ´ x2{n ` 1{n2

ωφ
k pf, tq sup0ďhďt }∆k

hφp¨q
pf, ¨q} (k-й модуль гладкостi Дiтцiана-

Тотiка)

W r множина означених на r´1, 1s функцiй f, що мають абсо-

лютно неперервну f pr´1q i f prq P L8r´1, 1s, r ě 1, (iнколи

}f prq} ď 1), у перiодичному випадку – аналогiчно

c абсолютнi додатнi сталi, що можуть бути рiзними навiть

якщо стоять в одному рядку

cp¨q додатнi сталi, що залежать тiльки вiд параметрiв в дужках

an „ bn iснує абсолютна, додатня стала c така, що c´1an ď bn ď can

для всiх n P N
an

α1,α2,...
„ bn iснує додатня стала c “ cpα1, α2, . . . q така, що c´1an ď bn ď

can для всiх n P N
an “ Opbnq iснують c P R i m P N такi, що |an| ď c |bn|, для n ě m



19

Зауваження. Надалi, букви "q" , "s" , "r" i "k" завжди позначатимуть невiд’ємнi

цiлi числа. Буква "q" буде описувати форму функцiї (тобто ∆pqq), буква "s" – кiль-

кiсть змiн монотонностi, опуклостi, q-монотонностi (тобто Ys, Ys, ∆
pqqpYsq), буква

"r" – r-ту похiдну (тобто f prq, W r, Cr) i буква "k" – порядок вiдповiдного модуля

гладкостi, або йому подiбної величини (тобто ωk, ω
φ
k , Φ

k, 1{nk, ρknpxq).

Нище наведено типи правих частин оцiнок похибок формозберiгаючого наближе-

ння (ФЗН) i наближення без обмежень (класичного), що розглядаються.

Тип оцiнки Форма оцiнки

Джексона-Стєчкiна (рiвномiрна) n´rωkpf prq, 1{nq

Дiтцiана-Тотiка (рiвномiрна) n´rωφ
k pf prq, 1{nq

Нiкольського (поточкова) ρ´r
n pxqωkpf prq, ρnpxqq, x P r´1, 1s

поточкова iнтерполяцiйна (на кiнцях

вiдрiзку)

φ´r
n pxqωkpf prq, φnpxqq, x P r´1, 1s

Насамкiнець, оскiльки "звичайний" модуль гладкостi є в дисертацiї основною ве-

личеною для оцiнки похибок наближень, дамо його точне означення.

Нехай L8 :“ L8r´1, 1s – простiр суттєво обмежених на r´1, 1s функцiй з нормою

} ¨ } :“ } ¨ }L8r´1,1s :“ esssupf i, зокрема, якщо f P C, то }f} “ }f}Cr´1,1s.

Для будь-якої обмеженої на ra, bs функцiї f i k P N, k-та симетрична рiзниця f в

точцi x з кроком h має вигляд:

∆k
hfpxq :“

$

&

%

řk
i“0p´1qk´i

`

k
i

˘

fpx ´ k
2h ` ihq, x ˘ k

2h P ra, bs,

0, iнакше,

а (звичайний) k´ий модуль неперервностi (або гладкостi) функцiї f P Cra, bs визна-

чається як

ωkpf, t, ra, bsq :“ sup
hPr0,ts

}∆k
hf} “ sup

hPr0,ts
max
xPra,bs

|∆k
hfpxq|, t P r0, pb ´ aq{ks,

ωkpf, t, ra, bsq ” ωkpf, pb ´ aq{k, ra, bsq, t ě pb ´ aq{k,

а у випадку 2π-перiодичної f – як

ωkpf, tq :“ ωkpf, t,Rq :“ sup
aPR

ωkpf, t, ra, a ` 2πsq.



20

Вступ

Актуальнiсть теми. При наближеннi заданої на вiдрiзку функцiї алгебраїчними

многочленами, навiть iнтуїтивно видається, що було б зовсiм не зайвим зберегти у

наближаючих її многочленiв певнi геометричнi властивостi цiєї функцiї, наприклад,

змiну знаку, або її монотонiсть, опуклiсть, кускову опуклiсть, тощо – бiльш коротко

– зберiгти її форму. Крiм того, скажiмо, опуклi функцiї навiть зовнi виглядають

"краще" монотонних, а тi – довiльних (можливо тому, що опукла функцiя, визначена

на iнтервалi, обов’язково локально абсолютно неперервна на ньому). Також, таке

формозберiгаюче наближення (далi ФЗН) вiдiграє, згiдно ДеВору, важливу роль у

комп’ютерному промисловому дизайнi i є корисним також в iнших областях знань.

Першу задачу з ФЗН розв’язав Чебишев у 1873 роцi, знайшовши для кожного

n ě 2, два зростаючi многочлени p˘pxq “ ˘xn ` a1x
n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` an, з мiнiмальною

рiвномiрною нормою на r´1, 1s серед всiх зростаючих многочленiв такої ж форми.

Бернштейн у 1927 роцi зробив те ж саме, тiльки для опуклих (2-монотонних) та

q-монотонних (q ą 2) многочленiв, n ě q ` 1. А Лоренц у 1953 роцi помiтив, що

полiномiальнi оператори Бернштейна зберiгають монотоннiсть, опуклiсть та взагалi

q-монотоннiсть (q ą 2) функцiї, тобто аналог теореми Вейєрштрасса про наближення

многочленами справджується i для q-монотонного (q ą 0) ФЗН. Вiн разом з Целле-

ром також зазначив, що ФЗН, принаймнi монотонне, не зводиться до наближення без

обмежень, оскiльки iснує неспадна функцiя f P C1r´1, 1s, для якої limnÑ8
E

p1q
n pfq

Enpfq
“

8, де En pE
p1q
n q – величина найкращого рiвномiрного наближення f будь-якими (тiль-

ки монотонними) многочленами степеня ď n. Згодом Шевчук виявив, що ФЗН навiть

ще "гiрше", оскiльки, замiсть вiдомої нерiвностi Enpfq ă c
nEn´1pf 1q, iснує неспадна

f, для якої Ep1q
n pfq ą 1

200En´1pf 1q.

Таким чином, основним питанням ФЗН виявилось таке питання: з якими швид-

костями наближення можливо будувати наближаючi елементи у ФЗН? Тобто чи

можливо досягти таких самих порядкiв наближень (найкращих), як i у вже побу-

дованих класичних теорiях наближень без обмежень Джексона-Зiгмунда-Ахiєзєра-

Стєчкiна, Нiкольського-Тiмана-Дзядика-Фройда-Брудного та iнших.
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Бiльше 30-ти авторiв, серед яких Бiтсон, Бондаренко, Венц, Ву, Гiлевич, Гонска,

ДеВор, Залiзко, Iлiєв, Коновалов, Копотун, Левiатан, Мхаскар, Нiсiм, Ньюмен, Пал,

Плєшаков, Попов, Примак, Раймон, Роульє, Ху, Шадрiн, Швєдов, Шевчук, Манiя,

Цу, Ю, Ющенко та iншi, почали з’ясовувати це питання i виявилось, що в одних ви-

падках (формах, гладкостях, наближаючих елементах) досягти таких порядкiв мо-

жливо, в iнших – нi. Їх результати i результати кандидатьської дисертацiї автора

склали завершенi, або майже завершенi теорiї монотонного, опуклого, кусково моно-

тонного i q-монотонного (q ą 2) ФЗН алгебраїчними многочленами i сплайнами.

Тим часом у кусково опуклому, у майже ФЗН (тобто, коли наближаючi елементи

можуть не зберiгати форму функцiї на "маленькiй" множинi) i частково у кусково

q-монотонному ФЗН (q “ 1, q ą 2) було дослiджено лише рiвномiрне (не поточкове)

наближення на вiдрiзку; а у ФЗН перiодичних функцiй – були отриманi лише першi

оцiнки похибок наближень, якi за порядками були далекi вiд найкращих, i було зовсiм

не дослiджено їх майже ФЗН.

Саме отриманню найкращих за порядком оцiнок (поточкових i рiвномiрних) в

цих видах ФЗН i доведенню випадкiв, де це неможливо, а отже – завершенню та

побудовi цих теорiй i присв’ячена дисертацiя.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисертацiю

виконано у вiддiлi диференцiальних рiвнянь та теорiї коливань Iнституту матема-

тики НАН України згiдно з науково-дослiдними темами ”Конструктивнi та якiснi

методи аналiзу систем диференцiальних, функцiонально-диференцiальних, iмпуль-

сних та рiзницевих рiвнянь”, номер державної реєстрацiї 0116U003121; ”Аналiтичнi

та груповi методи дослiдження математичних моделей сучасного природознавства”,

номер державної реєстрацiї 0117U002119.

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiї є побудова алгебраїчних

многочленiв, тригонометричних полiномiв i сплайнiв, якi забеспечують найкраще за

порядком поточкове i рiвномiрне наближення неперервних на вiдрiзку i на дiйснiй

осi функцiй рiзної гладкостi i при цьому зберiгають такi їх властивостi, як куско-

ву позитивнiсть, монотоннiсть, опуклiсть, тощо, а також побудова контрприкладiв у

випадках, де такi наближаючi елементи не iснують.

Об’єктом дослiдження є формозберiгаюче наближення алгебраїчними многочле-

нами, тригонометричними полiномами та сплайнами.

Предметом дослiдження є конструкцiї кусково позитивних, монотонних, опу-
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клих, q-монотонних (q ą 2) многочленiв, полiномiв i сплайнiв та приклади функцiй

такої ж форми, що "погано" ними наближуються.

Завдання дослiдження.

• Довести для наближення алгебраїчними многочленами класичнi за формою

поточковi оцiнки кусково опуклого ФЗН, iнтерполяцiйну (на кiнцях вiдрiзку)

поточкову оцiнку кусково монотонного ФЗН i поточковi оцiнки кусково пози-

тивного, кусково монотонного та кусково опуклого майже ФЗН.

• Довести для наближення тригонометричними полiномами класичнi за формою

рiвномiрнi оцiнки ФЗН, посилити вiдомi оцiнки та започаткувати майже ФЗН.

• Знайти сплайни, що забезпечують найкращi за порядком локальнi i глобаль-

нi оцiнки 3-монотонного наближення з рiзними модулями гладкостi i в рiзних

метриках.

• Побудувати контрприклади у випадках, де вiдповiднi класичнi за формою оцiн-

ки хибнi та у випадках, де покращення характеру залежностi сталих вiд основ-

них параметрiв в отриманих оцiнках неможливе.

Методи дослiдження. Використовуються методи математичного аналiзу i тео-

рiї функцiй, зокрема, iнтерполяцiя, полiномiальнi ядра типу Джексона, Дзядика i

ядра, запропонованi в дисертацiї, промiжне наближення сплайнами, нерiвностi Уi-

тнi, Маршо, Дзядика, апарат скiнченних i роздiлених рiзниць, вiдомi i запропонованi

в дисертацiї представлення сплайнiв, класичнi прямi та оберненi теореми, теореми

спiльного наближення функцiї та її похiдних, iдея ДеВора представлення похiдної

сумою "великої" i "малої" функцiй, "монотонноне" розбиття одиницi ДеВора i Ю та

Шевчука, метод "горбу, що ковзає" при доведеннi контрприкладiв та iншi.

Наукова новизна одержаних результатiв.

Результати роботи, що виносяться на захист, є новими i полягають у такому:

• Встановлено для кусково опуклого (далi коопуклого) наближення многочлена-

ми та сплайнами поточковi оцiнки типу Нiкольського-Тiмана-Дзядика-Фройда-

Брудного через k-й модуль неперервностi r-ї похiдної функцiї для всiх k та r,

для яких вони справджуються.

• Доведено для кусково монотонного (далi комонотонного) та коопуклого набли-

жень аналог iнтерполяцiйної оцiнки ДеВора (r “ 0, k “ 2).
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• Одержано для 3-монотонного наближення сплайнами степеня ě 3 мiнiмаль-

ного дефекту з рiвномiрними та чебишевськими вузлами рiвномiрнi оцiнки на-

ближення через "звичайний" 4-й модуль гладкостi та, вiдповiдно, 4-й модуль

гладкостi Дiцiана-Тотiка, якi хибнi вже для 5-го модуля гладкостi. Доведено,

що обидвi оцiнки не справджуються в iнтегральних метриках Lp, p ă 8, однак

показано, що вони можуть справджуватися, якщо дозволити вузлам сплайну

залежати вiд функцiї i ця залежнiсть контрольована, на вiдмiну вiд сплайнiв з

вiльними вузлами.

• Доведено для майже коопуклого наближення (тобто коли многочлен/сплайн

може не зберiгати коопуклiсть функцiї в "маленьких" околах точок перегину)

оцiнку типу Брудного з k “ 4, яка є хибною для k ą 4, а для "чисто" коопуклого

наближення вона хибна навiть для k ą 3.

• Одержано для майже копозитивного наближення оцiнку типу Нiкольського з

довiльним k P N (для "чисто" копозитивного наближення вона хибна з k ą 3).

• Встановлено для копозитивного наближення тригонометричними полiномами

оцiнку типу Джексона з k “ 3 (для k ą 3 вона хибна).

• Доведено для комонотонного наближення перiодичних функцiй гладкостi r

оцiнку типу Джексона з r “ 0, k “ 2, з r “ 1, k “ 3, з r ě 2, k P N (для

всiх iнших пар, тобто r “ 0, k ą 2 та r “ 1, k ą 3, вона хибна).

• Доведено для майже комонотонного та майже коопуклого наближень непе-

рервних перiодичних функцiй оцiнку типу Джексона через модулi неперерв-

ностi порядку k “ 3 та k “ 4, вiдповiдно (для "чистих" видiв цих ФЗН вона

справджується з меншими k).

• Доведено низку контрприкладiв про неможливiсть пiвдвищення порядкiв в отри-

маних оцiнках, про неможливiсть "покращення" характеру залежностi сталих

в них вiд основних параметрiв та про новi явища у ФЗН.

• Знайдено нове i просте представлення кусково-полiномiальних функцiй (сплай-

нiв), модифiкацiї якого є хорошим методом отримання оцiнок ФЗН, також це

представлення має потенцiал чисельної реалiзацiї зi швидкодїєю у реальному

часi.
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• Запропоновано нове строго додатнє полiномiальне ядро, використання якого,

зокрема, уможливлює побудову тригонометричних полiномiв з найкращими по-

рядками ФЗН.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiя носить теорети-

чний характер. Конструктивнi доведення бiльшостi її тверджень i особливо деякi

представлення наближаючих елементiв можуть слугувати основою для їх чисельної

реалiзацiї. Також результати дисертацiї мають значення в теорiї наближень i можуть

бути використанi в теоретичних дослiдженнях з математичного аналiзу, математи-

чної фiзики та обчислювальної математики.

Особистий внесок здобувача. Тематика визначена науковим консультантом

здобувача, всi результати отримано здобувачем самостiйно, а у роботах, якi опублi-

кованi у спiвавторствi, внесок усiх авторiв є рiвноцiнним.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати роботи доповiдалися на:

— Third international conference “Curves and Surfaces”, 27 June- 3 July 1996, Chamonix

Mont Blanc, France;

— мiжнароднiй науковiй конференцiї “Теорiя наближення функцiй та її застосу-

ваня, присв’ячена пам’ятi В.К.Дзядика”, 27-31 Травень 1999, Київ, Iн-т математики

НАН України;

— мiжнароднiй науковiй конференцiї “Functional Methods in Approx. Theory, Opera-

tor Theory, Stochastic Analysis and Statistics” (FM2001), 19-22 October 2001, Kyiv,

Ukraine;

— мiжнароднiй науковiй конференцiї пам’ятi В.Я.Буняковского (1804-1889) “Bunya-

kovsky Intern. Conf.”, August 16-21, 2004, Kyiv, Ukraine;

— мiжнароднiй науковiй конференцiї “Functional Methods in Approximation Theory,

Operator Theory, Stochastic Analysis and statistics II, dedicated to the memory of A.Ya.

Dorogovtsev (1935-2004)” (FM2004), October 1-5, 2004, Kyiv, Ukraine;

— MITACS 2007 Joint Conference of Canadian Mathematical Society, May 31-June

3, Winnipeg, Manitoba, Canada;

— 9th Conference on “Orthogonal Polynomials, Special Functions and Applications”,

July, 2nd-6th 2007 – Marseille, France;

— мiжнароднiй науковiй конференцiї “Functional Methods in Approximation Theory

and Operator Theory III, dedicated to the memory of V. K. Dzyadyk (1919-1998)”

(FM2009), August 22-26, 2009, Camp Hart, Village Svityaz, Shatskyi Region, Volyn,

Ukraine;
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— Canadian Mathematical Society Summer Meeting, The Delta Winnipeg, Manitoba,

Canada – 2014 June 6-9, cms.math.ca;

— Final AMMODIT Conference "Mathematics for Life Sciences" , March 18-22, 2019,

Kyiv, Ukraine;

— семiнарах Centre de Physique Théorique, CNRS, Luminy, Marseille, France, (ке-

рiвник семiнару Prof. J. Gilewicz );

— семiнарi Université de Toulon et du Var, Toulon, France, (керiвник семiнару Prof.

P. Penel);

— семiнарах University of Manitoba, Winnipeg, Canada, (керiвник семiнару Prof.

K. Kopotun);

— семiнарi Universidad Autónoma de Madrid, Madrid UAM, Spain, (керiвник семi-

нару Prof. K. S. Kazarian);

— засiданнi Вченої ради Iнституту математики НАН України, 16 травня 2017;

— семiнарi “Сучасний аналiз” в Київському нацiональному унiверситетi iменi Та-

раса Шевченка, 20 березня 2019 (керiвники семiнару проф. О. О. Курченко, проф.

В.М. Радченко, проф. I.О. Шевчук,);

— семiнарi вiддiлу теорiї функцiй в Iнститутi математики НАН України, 29 бере-

зня 2019 (керiвник семiнару проф. А.С. Романюк);

— мiжвузiвському семiнарi з теорiї функцiй в Днiпропетровському нацiонально-

му унiверситетi iм. Олеся Гончара, 10 квiтня 2019 (керiвник семiнару чл.-кор. НАН

України В.П. Моторний);

— семiнарi з теорiї функцiй в Одеському нацiональному унiверситетi iм. I.I. Ме-

чникова, 15 квiтня 2019 (керiвник семiнару проф. А.А. Кореновський);

— Київському семiнарi з функцiонального аналiзу в Iнститутi математики НАН

України, 26 квiтня 2019 (керiвники семiнару ак. НАН України Ю.М. Березанський,

ак. НАН України Ю.С. Самойленко, чл.-кор. НАН України А.Н. Кочубей);

— семiнарi вiддiлу диференцiальних рiвнянь та теорiї коливань в Iнститутi мате-

матики НАН України, 6 травня 2019 (керiвник семiнару ак. НАН України А.М. Са-

мойленко).

Публiкацiї. Результати дисертацiї опублiковано в 35 наукових публiкацiях, iз

яких 22 статтi [12]–[21], [74]–[85] у наукових виданнях, внесених до перелiку фахових

видань iз фiзико-математичних наук (12 — у спiвавторствi i 10 — самостiйно), 18 з них

[76], [17], [18], [19]–[21], [74]–[85] надруковано у виданнях, внесених до мiжнародних
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наукометричних баз.

Всi твердження, якi увiйшли в дисертацiю i не належать автору, наведено iз за-

значенням авторства i вiдповiдним посиланням на джерело.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з перелiку умовних

позначень, вступу, шести роздiлiв, висновкiв до роздiлiв та списку використаних дже-

рел, що мiстить 178 найменувань. Повний обсяг роботи становить 308 сторiнок дру-

кованого тексту.

Висловлюю душевну подяку науковому консультанту Анатолiю Михайловичу Са-

мойленку, моєму першому вчителю Iгорю Олександровичу Шевчуку i моїм спiвав-

торам.
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Роздiл 1

Огляд лiтератури

В роздiлi наведено досягнення класичної теорiї наближення без обмежень тригономе-

тричними полiномами (пiдроздiл 1.1), алгебраїчними многочленами (пiдроздiл 1.2)

а також досягнення з ФЗН (формозберiгаючого наближення), якi були зробленi пе-

реважно на початковому етапi його розвитку (пiдроздiл 1.3). Опис бiльш сучасних

результатiв ФЗН мiститься у вступах до кожного (вiдповiдного) пiдроздiлу дисерта-

цiї, щоб означити мiсце мiж ними результатiв, отриманих у цих пiдроздiлах.

Зауважимо, що найбiльш квалiфiкований та об’ємний огляд тематики наведено в

оглядовiй статтi Копотуна, Левiатана, Примака, Шевчука [112] i хоча досягнення з

ФЗН сплайнами та тригонометричними полiномами там не охопленi, як i результати

з майже ФЗН, ми в цьому роздiлi скористаємося певними посиланнями з цiєї чудової

статтi. Також для опису класичних теорем наближення без обмежень скористаємося

кiлькома реченнями (трохи скороченими) з вiдомої книги Дзядика [25], оскiльки

краще нiж там ми це написати не зможемо.

1.1 Наближення тригонометричними полiномами без
обмежень

Теореми Вейєрштрасса про наближення полiномами встановлювали, хоча i важли-

вий, але лише якiсний факт, що будь-яка неперервна на вiдрiзку (або неперервна

перiодична) функцiя може бути як завгодно точно наближена многочленами (вiд-

повiдно, полiномами), тодi як питання "а з якою саме точнiстю це можно зробити

многочленами (полiномами) заданого степеня (порядку)?" , "вiд яких властивостей

самої функцiї це залежить?" i "як саме будувати (означати) такi полiноми?" залиша-

лись вiдкритими. Першим достатньо повну вiдповiдь на цi питання у перiодичному
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випадку дав Джексон [98] (див. також [99]), вказавши, у тому числi, i метод побудо-

ви таких полiномiв хорошого наближення i заданого порядку, тобто конструктивно

довiвши наступну теорему 1.1.1.

Теорема 1.1.1. [Джексона] Якщо 2π-перiодична функцiя f P Cr
r0,2πs

, де r – цi-

ле невiд’ємне, то при кожному натуральному n ą r тригонометричний полiном

Tnpf, r, tq “: Tnptq порядку n1 “ 2
“

n`1
2

‰

´ 2 “ 2
“

n´1
2

‰

ă n вигляду

Tnptq “
a0
2

`

n1
ÿ

k“1

`

1 ´ λr`1
k

˘

pak cos kt ` bk sin ktq,

де ak i bk – коефiцiенти Фурьє функцiї fptq, а λk – числа, що визначаються ядром

Джексона

Jrn`1
2 sptq “

1

2
`

2rn`1
2 s´2
ÿ

k“1

jk cos kt “
1

2
`

n1
ÿ

k“1

jk cos kt

за формулою λk “ 1 ´ jk, наближає f так, що

}f ´ Tn} ď 12r`1 ¨
1

nr
ω1pf prq, 1{nq, (1.1.1)

а, якщо f : ω2pf prq, tq ď ct, c “ const, то i так, що

}f ´ Tn} ď 12r ¨ 64 ¨
1

nr
ω2pf prq, 1{nq. (1.1.2)

Зазначимо, що точнi сталi в цiй теоремi отриманi Корнiйчуком [29] (див. також

[28], або в його книзi [30]). Також зазначимо, що нерiвнiсть (1.1.2) доведена Зiгмундом

[178], який помiтив, що у випадку f : ω2pf prq, tq ď ct, c “ const, її доведення майже

нiчим не вiдрiзняєтья вiд доведення Джексона нерiвностi (1.1.1). Згодом Ахiєзер [1]

узагальнив нерiвнiсть (1.1.2) до довiльного другого модуля неперервнастi, а Стєчкiн –

до довiльного k-го модуля з k ě 3 i теорема Джексона набула завершений класичний

вигляд:

Теорема 1.1.2. [Пряма теорема] Нехай k P N i r P N0. Якщо 2π-перiодична фун-

кцiя f належить простору Cr
r0,2πs

, то при кожному натуральному n знайдеться

тригонометричний полiном Tnptq порядку ă n такий, що

}f ´ Tn} ď c
1

nr
ωkpf prq, 1{nq, (1.1.3)

де c “ cpk, rq – стала, яка залежить тiльки вiд k i r.
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У 1912 роцi Бернштейн [2] вперше поставив задачу про оберненi теореми, а саме,

у перiодичному випадку вiн встановив, що якщо

Enpfq ď
1

nr`α
, r P N0, 0 ă α ď 1, (1.1.4)

то при будь-якому малому ϵ ą 0, f є такою, що

ω1pf prq, tq ď c tα´ϵ, c “ cpr, αq “ const. (1.1.5)

У 1919 роцi Валле-Пуссен [165] с тими самими умовами посилив (1.1.5) для α ‰ 1,

прибравши ϵ, тобто функцiя при (1.1.4) вже гарантовано потрапляла до множини

W rHα, pабо, що те саме, до W rLipαq.

В наступнiй оберненiй теоремi зберемо результати цих двох робiт та роботи Стє-

чкiна [42] 1951 року.

Теорема 1.1.3. [Обернена теорема] Нехай r P N0 i функцiя ω “ ωptq (типу

першого модуля неперервностi) при r “ 0 задовольняє умови:

(i) ω P Cr0,8q, ωp0q “ 0,

(ii) ω неспадна на p0,8q,

(iii) при @t ą 0,

ωp2tq ď cωptq, c “ const,

а у випадку r ě 1 ще й умову
ż 1

0

ωptq

t
dt.

Тодi, якщо при деякому r ě 0 для будь-якої 2π-перiодичної функцiї f iснуе послi-

довнiсть полiномiв Tn порядку n, якi при кожному n ě r ` 1 наближають її так,

що

}f ´ Tn} ď
1

nr
ω p1{nq ,

то f P Cr
r0,2πs

i k-й модуль неперервностi її r-тої похiдної f prq задовольняє нерiв-

нiсть

ωkpf prq, tq ď cpk, rq

$

’

’

’

&

’

’

’

%

tk
ż 1

t

ωpuq

uk`1
du, якщо r ě 1,

„

tk
ż 1

t

ωpuq

uk`1
du `

ż t

0

ωpuq

u
du

ȷ

, якщо r “ 0,

де c “ cpk, rq – стала, яка залежить тiльки вiд k i r.
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Вiдзначимо також, що у 1945 роцi Зiгмунд [178] довiв оберненi теореми для мно-

жин функцiй f : f P W ri ω2pf prq, tq ď c t, c “ const (класiв Зiгмунда), Салем [159,160]

– для Hω
1 , Тiмани (див. в книзi [47]) – для W rHω

k у метрицi Lp, 1 ď p ă 8, а Стэчкiн

[43] – те ж для W rHω
k , але в рiвномiрнiй метрицi.

Теореми 1.1.2 та 1.1.3 (з ωpuq :“ uα) тягнуть наступний результат.

Наслiдок 1.1.1. [Конструктивна характеристика] Нехай r P N0, 0 ă α ă 1 i

нехай задано функцiю f . Тодi, для кожного n ą r полiном Tn порядку n такий, що

}f ´ Tn} ď cpr, αq
1

nr`α
,

знайдеться тодi i тiльки тодi коли f P Cr
r0,πs

i

ω1pf prq, tq ď cpr, αqtα,

де c “ cpr, αq – стала, яка залежить тiльки вiд r i α.

Таким чином, до початку 1960-х рокiв була завершена побудова класичної кон-

структивної теория наближення перiодичних функцiй тригонометричними полiнома-

ми.

1.2 Наближення алгебраїчними многочленами без
обмежень

Наведемо класичнi прямi та оберненi теореми наближення многочленами функцiй

рiзної гладкостi, що мiстять поточковi оцiнки похибки наближення типу Нiкольсько-

го. Нагадаємо, що тiльки поточковi оцiнки (зi звичайними модулями неперервностi)

забеспечують змикання прямих та обернених теорем, що дає конструктивну характе-

ристику приналежностi функцiї до певної множини за можливим порядком її набли-

ження. Також нагадаємо, що наслiдками поточкових оцiнок є рiвномiрнi оцiнки типу

Джексона-Стєчкiна, якi, скажiмо, для неперервних функцiй бiля кiнцiв вiдрiзку є

принаймнi на порядок гiршi нiж поточковi.

У 1946 роцi, Нiкольський [33] довiв, що для будь-якої функцiї f такої, що ωpf, δq ď

δ, можливо побудувати послiдовнiсть многочленiв pn P Pn таку, що для всiх x P

r´1, 1s,

|fpxq ´ pnpxq| ď
π

2
¨

?
1 ´ x2

n
` |x|O

ˆ

lnn

n2

˙

.
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У 1951 роцi Тiман (для k “ 1) [46], Дзядик (для k “ 2) [24] (у 1958) i, незалежно,

Фройд (для k “ 2) [88] (у 1959) та Брудний (для k ą 2) [7] (у 1963) довели наступну

пряму теорему для наближення алгебраїчними многочленами, що включає поточковi

оцiнки типу Нiкольського.

Теорема 1.2.1. [Пряма теорема] Нехай k P N i r P N0. Якщо f P Crr´1, 1s, то

для кожного n ě k ` r iснує многочлен Pn P Pn, такий, що при всiх x P r´1, 1s,

|fpxq ´ Pnpxq| ď cpk, rqρrnpxqωk
`

f prq, ρnpxq
˘

,

де c “ cpk, rq – стала, яка залежить тiльки вiд k i r.

Цi поточковi оцiнки безпосередньо тягнуть оцiнки типу Джексона-Стєчкiна, якi

теж вважаєються класичними в сучаснiй теорiї наближень.

Наслiдок 1.2.1. [Оцiнки типу Джексона-Стєчкiна] Якщо f P Crr´1, 1s, то

Enpfq ď
cpk, rq

nr
ωk

`

f prq, n´1
˘

, n ě k ` r,

де c “ cpk, rq – стала, яка залежить тiльки вiд k i r.

У 1962 роцi Тригуб [48] (для k “ 1) i Гопенгауз [9] (для k ě 1) довели узагальнення

теореми 1.2.1 для одночасного наближення функцiї та її похiдних многочленами та їх

вiдповiдними похiдними. Для k “ 1 i з 1{n замiсть ρnpxq, цей результат був доведений

також Гельфондом [8].

Теорема 1.2.2. [Одночасне наближення функцiї та її похiдних] Нехай k P N
i r P N0. Якщо f P Crr´1, 1s, то для кожного n ě k` r iснує многочлен Pn P Pn, що

при кожних 0 ď ν ď r та x P r´1, 1s, задовольняє нерiвнiсть

|f pνqpxq ´ P
pνq
n pxq| ď cpk, rqρr´ν

n pxqωk
`

f prq, ρnpxq
˘

,

де c “ cpk, rq – стала, яка залежить тiльки вiд k i r.

Наступний, бiльш точний результат з одночасного наближення многочленами (те-

орема 1.2.3) був доведен Копотуном [105] у 1996 роцi. Зауважимо, що хоча цей ре-

зультат i не наведено у монографiї Шевчука [56] 1992 року, вiн може бути доведений

також подiбно до [56, Теорема 15.3] з використанням [56, Лем 15.3 i 4.2’].
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Теорема 1.2.3. [Одночасне наближення функцiї та її похiдних] Нехай k P N
i r P N0. Якщо f P Crr´1, 1s, то для кожного n ě k` r iснує многочлен Pn P Pn, що

для 0 ď ν ď r i x P r´1, 1s задовольняє нерiвнiсть

|f pνqpxq ´ P
pνq
n pxq| ď cpk, rqωk`r´ν

`

f pνq, ρnpxq
˘

,

де c “ cpk, rq – стала, яка залежить тiльки вiд k i r.

Зауваження 1.2.1. Одним з наслiдкiв теореми 1.2.3 є те, що якщо k, q P N,

f P Cqr´1, 1s i f pqq є строго додатня на r´1, 1s, то для достатньо великого n (що

залежить вiд k, q i f), знайдеться многочлен Pn P Pn з додатньою q-ою похiдною

на r´1, 1s (тобто Pn P ∆pqq) такий, що

|fpxq ´ Pnpxq| ď cpk, qqωk
`

f, ρnpxq
˘

.

Нагадаємо, що функцiю ϕ називають k-мажорантою (з множини Φk всiх k-мажорант),

якщо вана задовольняє наступни три умови:

(i) ϕ P Cr0,8q, ϕp0q “ 0,

(ii) ϕ неспадна на p0,8q,

(iii) x´kϕpxq незростаюча на p0,8q.

В наступнiй оберненiй теоремi зберемо результати, що були доведенi в роботах

Дзядика [23] 1956 року, Тiмана [45] i Лебiдя [31] 1957 року та Брудного [6] 1959 року.

Теорема 1.2.4. [Обернена теорема] Нехай k P N, r P N0, ϕ P Φk, i нехай задано

функцiю f . Якщо для кожного n ě k ` r iснує многочлен pn P Pn такий, що

|fpxq ´ pnpxq| ď ρrnpxqϕ pρnpxqq , x P r´1, 1s,

то

ωkpf prq, δq ď cpk, rq

˜

ż δ

0
ru´1ϕpuq du ` δk

ż 1

δ
u´k´1ϕpuq du

¸

, 0 ď δ ď 1{2,

де c “ cpk, rq – стала, яка залежить тiльки вiд k i r.

Зокрема, якщо
ż 1

0
ru´1ϕpuq du ă 8, то f P Crr´1, 1s.

Теореми 1.2.1 та 1.2.4 (з ϕpuq :“ uα) тягнуть наступний результат.
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Наслiдок 1.2.2. [Конструктивна характеристика] Нехай k P N, r P N0, 0 ă α ă

k i нехай задано функцiю f . Тодi, для кожного n ě k ` r многочлен pn P Pn такий,

що

|fpxq ´ pnpxq| ď cpk, r, αqρr`α
n pxq, x P r´1, 1s,

знайдеться тодi i тiльки тодi коли f P Crr´1, 1s i

ωkpf prq, δq ď cpk, r, αqδα, 0 ď δ ď 1{2.

де c “ cpk, r, αq – стала, яка залежить тiльки вiд k, r i α.

Таким чином, до початку 1970-х рокiв була завершена побудова класичної кон-

структивної теория наближення на вiдрiзку функцiй алгебраїчними многочленами.

1.3 Формозберiгаюче наближення полiномами

Зважаючи на те, що iсторiя ФЗН тригонометричними полiномами дуже коротка, а

у деяких видiв ФЗН вона i зовсiм вiтсутня, ми наведемо її безпосередньо на початку

кожного вiдповiдного пiдроздiлу, щоб, як вже зазначалось, означити в нiй мiсце ре-

зультатiв, отриманих в цих пiдроздiлах. Отже в цьому пiдроздiлi йдетиметься лише

про iсторiю ФЗН алгебраїчними многочленами.

У 1873 роцi Чебишев [49] (або див. в [50]) знайшов алгебраїчний многочлен з най-

меньшою рiвномiрною нормою на r´1, 1s серед всiх зростаючих многочленiв вигляду

ϵxn ` a1x
n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` an з ϵ “ 1, або ´1. А саме, вiн показав, що

inf
!

}pn} : pnpxq “ xn ` qnpxq , qn P Pn i pn P ∆p1q
)

“

$

’

’

’

&

’

’

’

%

2

ˆ

m!

p2m ´ 1q!!

˙2

, якщо n “ 2m,
ˆ

m!

p2m ´ 1q!!

˙2

, якщо n “ 2m ` 1,

i

inf
!

}pn} : pnpxq “ xn ` qnpxq , qn P Pn i p´pnq P ∆p1q
)

“

$

’

’

’

&

’

’

’

%

2

ˆ

m!

p2m ´ 1q!!

˙2

, якщо n “ 2m,
ˆ

1 `
1

m

˙ˆ

m!

p2m ´ 1q!!

˙2

, якщо n “ 2m ` 1.
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У 1927 роцi Бернштейн [62] (або [3, стор. 339-349]) отримав аналогiчнi результати

для опуклих i q-монотонних многочленiв, q ě 3. Також, доволi добре вiдомо (див.,

наприклад, Поповiчiу [148, 149], Лоренц [128, стор. 23]), що якщо f P ∆pqq, то її

многочлен Бенштейна (означений Бенштейном у 1912 роцi в [61], або див. [3, стор.

105-106])

Bnpf, xq “
1

2n

n
ÿ

j“0

ˆ

n

j

˙

f

ˆ

n ´ 2j

n

˙

p1 ` xqn´jp1 ´ xqj

є теж з ∆pqq, а оскiльки многочлени Бернштейна будь-якої f P Cr´1, 1s рiвномiрно її

наближують (нажаль зi швидкiстю не кращою нiж 1{n2, навiть для дуже гладких f),

то i теорема Веєрштрасса про наближення многочленами справджується для ФЗН

(принаймнi q-монотонного). Тобто для кожної f P ∆pqq,

E
pqq
n pfq Ñ 0, n Ñ 8.

У 1965 роцi Шиша [163] отримав першу рiвномiрну оцiнку (типу Джексона) по-

хибки q-монотонного наближення в класичному виглядi, однак за порядком гiршу

на nq нiж вiдповiдна оцiнка в наближеннi без обмежень. А саме вiн довiв, що якщо

f P Cr X ∆q, 1 ď q ď r, то

E
pqq
n pfq ď cpq, rq

1

nr´q
ω1pf prq, 1{nq. (1.3.1)

Сучасний етап розвитку ФЗН починається з 1968 року i пов’язан з роботами

Лоренца, Целлера i ДеВора. Так Лоренц i Целлер [130] (для r “ 0), Лоренц [129] (r “

1) i ДеВор [70] (r ą 1) довели точний аналог оцiнки типу Джексона для монотонного

наближення на вiдрiзку, а саме, показали, що для кожної функцiї f P ∆p1qXCrr´1, 1s,

E
p1q
n pfq ď

cprq

nr
ω
`

f prq, 1{n
˘

, n ě r. (1.3.2)

Також, Лоренц i Целлер [131], для кожного q ě 1, знайшли функцiю f P ∆pqq X

Cqr´1, 1s, таку, що

lim sup
nÑ8

E
pqq
n pfq

Enpfq
“ 8,

показавши, тим самим, що ФЗН (принаймнi q-монотонне) не зводиться до наближе-

ння без обмежень. А ДеВор [69] для кожної f P ∆p1q, довiв (1.3.2) з другим модулем

неперервностi

E
p1q
n pfq ď c ω2 pf, 1{nq , n ě 2.
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Згодом виявилось, що ω2 в останнiй нерiвностi неможливо замiнити на ωk з k ą 2,

оскiльки Швєдов [52], для кожних A ą 0 i n P N, означив функцiю f “ fn,A P ∆pqq

таку, що

E
pqq
n pfq ě Aωq`2 pf, 1q . (1.3.3)

Попереднi (не "оптимальнi" за порядком) рiвномiрнi оцiнки у комонотонному на-

ближеннi були отриманi в роботах Ньюмен, Пассов, Раймон [138], Пассов, Раймон,

Рульє [140], Пассов, Раймон [141] та Iлiєв [95], а у 1979 роцi Ньюмен [137] отри-

мав першу "оптимальну" оцiнку такого наближення. А саме, вiн показав, що якщо

f P ∆p1qpYsq, то

E
p1q
n pf, Ysq ď cpsqω1 pf, 1{nq , n ě 1.

Швєдов [53] довiв, що якщо f P ∆p1qpYsq, то

E
p1q
n pf, Ysq ď cpsqω2 pf, 1{nq , n ě N,

де N “ NpYsq, i, що ця оцiнка вже не справджується з незалежною вiд Ys сталою N .

Слiд згадати також кiлька статей до 1980-го року, якi тiєю чи iншою мiрою мають

вiдношення до тематики: Рульє [152,153,154,155,156,157], Лоренц i Целлер [132], Лiм

[127], Р. Лоренц [133], Целлер [174], ДеВор [68], Попов i Сєндов [146], Гехнер [89], Кiмчi

i Лєвiатан [100], Пассов i Рульє [142], Iшисакi [97], Iлiєв [96], Мейерс i Раймон [136].

Iсторiя "оптимальних" оцiнок q-монотонного наближення, q ě 1

Незважаючи на те, що рiвномiрнi очiнки наближення на вiдрiзку типу Джексона-

Стечкiна є безпосередними наслiдками поточкових оцiнок типу Нiкольського, i першi

i другi мають рiзнi iсторiї. До того ж першi, переважно, були встановленi ранiше

других. Отже почнемо з рiвномiрних оцiнок. Тобто з iсторiї їх встановлення i випадкiв

при яких справджується наступне твердження 1.3.1 для функцiй з Cr´1, 1s (r “ 0).

Твердження 1.3.1. Нехай q P N, k P N i N P N. Якщо f P ∆pqq X Cr´1, 1s, то

E
pqq
n pfq ď cpk, qqωk

`

f, n´1
˘

, n ě N. (1.3.4)

Випадок “`”

Випадок “`” позначатиме випадок коли (1.3.4) справджується з N “ k ` r.

Для pk “ 1, q “ 1q, оцiнка (1.3.4) з N “ 1 була доведена Лоренцом та Целлером

[130]. Бiтсон [58] довiв (1.3.4) для k “ 1 i всiх q. Для pk “ 2, q “ 1q, (1.3.4) з N “ 2,
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була встановлена ДеВором [69]. Згодом Шведов [51] узагальнив це до k “ 2 i всiх

q ě 1.

Отже, для першого i другого модулiв гладкостi справджуються точно такi ж самi

оцiнки, як i при наближеннi без обмежень. I випадки pk “ 1, q P Nq та pk “ 2, q P Nq

є типу “`”. Крiм них вiдомi лише два iнших випадки типу “`”. А саме, Ху, Левiатан

i Ю [93] i, незалежно, Копотун [103] довели (1.3.4) у випадку pk “ 3, q “ 2q, з N “ 3,

а Бондаренко [63] довiв (1.3.4) для pk “ 3, q “ 3q, з N “ 3.

Випадок “´”

Ву i Цу [168] (для k ě q ` 3 i q ě 1), та Бондаренко i Примак [5] (для k ě 3 i

q ě 4), довели, що iснує функцiя f P ∆pqq така, що

lim sup
nÑ8

E
pqq
n pfq

ωk pf, 1{nq
“ 8. (1.3.5)

Iншими словами, у випадках pk ě q ` 3, q ě 1q i pk ě 3, q ě 4q, оцiнка (1.3.4) взагалi

не справджується навiть якщо дозволити N залежити вiд f .

Випадок “a”

З негативного результату Швєдова (див. [52]) випливає, що у випадках pk “ 3, q “

1q, pk “ 4, q “ 2q, i pk “ 5, q “ 3q, для кожного A ą 0 i n P N iснує функцiя

f “ fn,A P ∆pqq, така, що

E
pqq
n pfq ě Aωk pf, 1q . (1.3.6)

У той же час, певнi позитивнi результати для перших двох з цих випадкiв були

доведенi Левiатаном i Шевчуком в [119] i [125]. А саме, ними було показано, що у

випадках pk “ 3, q “ 1q i pk “ 4, q “ 2q, якщо f P ∆pqq, то (1.3.4) справджується зi

сталою N, що залежить вiд функцiї f .

Пiдкреслимо, що (1.3.6) гарантує, що в цих випадках, нерiвнiсть (1.3.4) не може

бути вiрною з незалежною вiд f сталою N.

Будемо посилатися на всi такi випадки, використовуючи позначку “a”. Тобто,

через “a” позначимо випадки, коли (1.3.4) справджується з N, що залежить вiд f (це

означає, що не iснує f , для якої вiрна нерiвнiсть (1.3.5)), i взагалi не справджується

з N, що не залежить вiд f .

Всi випадки, про якi йшлося, зручно зiбрати у наступнiй таблицi 1.1.



37

q
...

...
...

...
...

...
... . ..

5 ` ` ´ ´ ´ ´ ´ ¨ ¨ ¨

4 ` ` ´ ´ ´ ´ ´ ¨ ¨ ¨

3 ` ` ` ? ?˚ ´ ´ ¨ ¨ ¨

2 ` ` ` a ´ ´ ´ ¨ ¨ ¨

1 ` ` a ´ ´ ´ ´ ¨ ¨ ¨

1 2 3 4 5 6 7 k

Рис. 1.1: q-монотонне набл. функцiй з Cr´1, 1s (r “ 0), справджуванiсть E
pqq
n pfq ď

cpk, qqωkpf, n´1q, n ě N

Зауваження 1.3.1. З (1.3.6) випливає, що “?˚” в таблицi 1.1 будь що не можна

буде замiнити на “`". I тому лишаються нерозв’язаними двi задачi, пов’язанi з

(1.3.4). А саме, чи iснує функцiя f P Cr´1, 1s з опуклою на p´1, 1q похiдною, тобто

f P ∆p3q, така, що для кожної послiдовностi многочленiв tPnu8
n“1 Ă Pn з

P
p3q
n pxq ě 0,

буде справджуватися рiвнiсть

lim sup
nÑ8

}f ´ Pn}Cr´1,1s

ω5 pf, 1{nq
“ 8? (1.3.7)

Iншими словами, чи випадок pk “ 5, q “ 3q є строго негативним p“ ´ ”q? I що

можна сказати, якщо ω5 в (1.3.7) замiнити на ω4?

Наступне твердження 1.3.2 є узагальненням твердження 1.3.1 для функцiй з

Crr´1, 1s та W r (r ě 0).

Твердження 1.3.2. Якщо k P N, r P N0, q P N, N P N i f P ∆pqq X Crr´1, 1s, то

E
pqq
n pfq ď

cpk, r, qq

nr
ωk

`

f prq, n´1
˘

, n ě N. (1.3.8)

Нище наведемо при яких трiйках pk, r, qq це твердження вiрне, а при яких нi.

Нагадаємо, що подiбна до (1.3.8) оцiнка при невимушеному наближеннi вiрна з

N “ k ` r. I як вже зазначалось, ми кажимо, що для трiйцi pk, r, qq, пропозицiя 1.3.2

• “строго позитивна” (“`”), якщо (1.3.8) справджується з N “ k ` r,
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• “слабо негативна” (“a”), якщо (1.3.8) справджується з N “ Npfq i не справджу-

ється з незалежною вiд f сталою N,

• “строго негативна” (“´”), якщо (1.3.8) взагалi не справджується, тобто є фун-

кцiя f P ∆pqq X Crr´1, 1s така, що

lim sup
nÑ8

nrE
pqq
n pfq

ωk
`

f prq, n´1
˘ “ 8. (1.3.9)

Для повноти, розглянемо також випадок k “ 0 в (1.3.8), тобто коли f з множини

Wr – всiх pr ´ 1q раз неперервно диференцiйовних на r´1, 1s функцiй f з абсолютно

неперервними на p´1, 1q f pr´1q i таких, що }f prq}L8r´1,1s ă 8.

Твердження 1.3.3 (k “ 0). Якщо r P N, q P N, N P N, i f P ∆pqq X Wr, то

E
pqq
n pfq ď

cpr, qq

nr
}f prq}L8r´1,1s, n ě N.

“Таблиця справджуваностi” для пропозицiй 1.3.2 та 1.3.3 виглядає наступним чи-

ном.

r
...

...
...

...
...

... . ..

3 ` ` ` ` ` ` ¨ ¨ ¨

2 ` ` ` ` ` ` ¨ ¨ ¨

1 ` ` ` ` ` ` ¨ ¨ ¨

0 ` ` a ´ ´ ¨ ¨ ¨

0 1 2 3 4 5 k

Рис. 1.2: Монотонне набл. (q “ 1), справджуванiсть Ep1q
n pfq ď cpk, rqn´rωkpf prq, n´1q,

n ě N

Цi результати були доведенi в статтях Лоренца i Целлера [130], Лоренца [129],

ДеВора [69] i [70], Швєдова [51], Ву i Цу [168], Шевчука [55] (див. також [54]), та

Левiтана i Шевчука [119].

Для зручностi i для бiльшої точностi зберемо цi посилання в наступнiй таблицi.

Зауважимо, що в нiй у випадку “a”, спочатку йде посилання на негативний результат,

а тодi на позитивний.
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r
...

...
...

...
...

... . ..

3 [70] [70] [55] [55] [55] [55] ¨ ¨ ¨

2 [129] [70] [55] [55] [55] [55] ¨ ¨ ¨

1 [130] [129] [55] [55] [55] [55] ¨ ¨ ¨

0 [130] [69] [51], [119] [168] [168] ¨ ¨ ¨

0 1 2 3 4 5 k

Рис. 2a: Посилання до таблицi 1.2

r
...

...
...

...
...

...
... . ..

3 ` ` ` ` ` ` ` ¨ ¨ ¨

2 ` ` ` ` ` ` ` ¨ ¨ ¨

1 ` ` ` a ´ ´ ´ ¨ ¨ ¨

0 ` ` ` a ´ ´ ¨ ¨ ¨

0 1 2 3 4 5 6 k

Рис. 3: Опукле набл. (q “ 2), справджуванiсть Ep2q
n pfq ď cpk, rqn´rωkpf prq, n´1q, n ě

N

Цi результати доведенi в статтях Бiтсона [58], Швєдова [52], Ву i Цу [168], Манiя

(див. в [56, Теореми 17.2 i 16.1]), Ху, Левiатана i Ю [93], Копотуна [103], Нiсiма i

Ющенко [139] та Левiатана i Шевчука [125].

r
...

...
...

...
...

...
... . ..

3 [56] [56] [56] [56] [56] [56] [56] ¨ ¨ ¨

2 [52] [56] [56] [56] [56] [56] [56] ¨ ¨ ¨

1 [58] [52] [93,103] [56], [125] [139] [139] [139] ¨ ¨ ¨

0 [58] [52] [93, 103] [52], [125] [168] [168] ¨ ¨ ¨

0 1 2 3 4 5 6 k

Рис. 3a: Посилання до таблицi 3

Зауваження 1.3.2. Випадки pk “ 3, r “ 0, q “ 2q та pk “ 2, r “ 1, q “ 2q (обiдва

типу “`”), було доведено в [93] та незалежно i одночасно в [103].
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r
...

...
...

...
... . ..

4 ´ ´ ´ ´ ´ ¨ ¨ ¨

3 ´ ´ ´ ´ ´ ¨ ¨ ¨

2 ` ´ ´ ´ ´ ¨ ¨ ¨

1 ` ` ´ ´ ´ ¨ ¨ ¨

0 ` ` ´ ´ ¨ ¨ ¨

0 1 2 3 4 k

Рис. 4: q-монотонне набл. (q ě 4), справджуванiсть Epqq
n pfq ď cpk, rqn´rωkpf prq, n´1q,

n ě N

Цi результати доведено Бiтсоном [58], Швєдовим [51] та Бондаренком i Примаком

[5]. Вiдзначимо також работу Коновалова i Левiатана [101], яка присв’ячена попере-

чникам q-монотонного наближення, q ě 4.

r
...

...
...

...
... . ..

4 [5] [5] [5] [5] [5] ¨ ¨ ¨

3 [5] [5] [5] [5] [5] ¨ ¨ ¨

2 [58, 51] [5] [5] [5] [5] ¨ ¨ ¨

1 [58] [58,51] [5] [5] [5] ¨ ¨ ¨

0 [58] [51] [5] [5] ¨ ¨ ¨

0 1 2 3 4 k

Рис. 4a: Посилання до таблицi 4

Насамкiнець, у випадку 3-монотонного наближення, було вiдоме наступне.
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r
...

...
...

...
...

...
... . ..

5 ? ? ? ? ? ? ? ¨ ¨ ¨

4 ? ? ? ? ? ? ? ¨ ¨ ¨

3 ` ? ? ? ? ? ? ¨ ¨ ¨

2 ` ` ? ?˚ ´ ´ ´ ¨ ¨ ¨

1 ` ` ` ? ?˚ ´ ´ ¨ ¨ ¨

0 ` ` ` ? ?˚ ´ ¨ ¨ ¨

0 1 2 3 4 5 6 k

Рис. 5: 3-монотонне набл. (q “ 3), справджуванiсть Ep3q
n pfq ď cpk, rqn´rωkpf prq, n´1q,

n ě N

Зауваження 1.3.3. З результатiв Швєдова [52] i Манiї (див. [56]) випливає, що

“?˚” у випадках pk “ 5´r, 0 ď r ď 2q в таблицi 5 будь що неможливо буде замiнити

на “`”.

Цi результати доведено в статтях Бiтсона [58], Швєдова [51,52], Бондаренко [63],

Манiя (див. [56, Теорема 16.1]), Нiсiма i Ющенко [139] та Ву i Цу [168].

r
...

...
...

...
...

...
... . ..

5 ? ? ? ? ? ? ? ¨ ¨ ¨

4 ? ? ? ? ? ? ? ¨ ¨ ¨

3 [63] ? ? ? ? ? ? ¨ ¨ ¨

2 [58, 51] [63] ? [56] [139] [139] [139] ¨ ¨ ¨

1 [58] [58,51] [63] ? [56] [139] [139] ¨ ¨ ¨

0 [58] [51] [63] ? [52] [168] ¨ ¨ ¨

0 1 2 3 4 5 6 k

Рис. 5a: Посилання до таблицi 5

Зауваження 1.3.4. На нашу думку, замiнити питання (“?” i “?˚”) в таблицi 5 на

будь-якому мiсцi на якiсь визначенi вiдповiдi (“`”, “a”, або “´”) це доволi складна

задача. Наприклад, автору не вдалося це зробити у випадку r “ 0, k “ 4, у нього

лише з’явилося припущення, що у цьому випадку буде негативний результат, а

контрприкладом буде функцiя x2`.
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Далi наведемо iсторiю встановлення поточкових оцiнок типу Нiкольського q-мо-

нотонного наближення, q ě 1, тобто, iсторiю доведення випадкiв справджуваностi i

хибностi наступного твердження 1.3.4.

Твердження 1.3.4. Якщо k P N, r P N0, q P N, N P N i f P ∆pqq X Crr´1, 1s, то

iснує послiдовнiсть tPnu8
n“1 многочленiв Pn P ∆pqq X Pn така, що при всiх n ě N i

кожному x P r´1, 1s виконується нерiвнiсть

|fpxq ´ Pnpxq| ď cpk, r, qqρrnpxqωk

´

f prq, ρnpxq

¯

. (1.3.10)

Нагадаємо, випадок “`” означає, що твердження 1.3.4 справджується з N “ k`r.

З iншого боку, зазначимо, що випадок “´” тут означає (на вiдмiну вiд (1.3.9)), що

iснує функцiя f P ∆pqq X Crr´1, 1s така, що для будь-якої послiдовностi многочленiв

Pn P Pn X ∆pqq, виконується рiвнiсть

lim sup
nÑ8

E
pqq

n,r,kpfq :“ lim sup
nÑ8

›

›

›

›

›

f ´ Pn

ρrnωk
`

f prq, ρn
˘

›

›

›

›

›

“ 8. (1.3.11)

Для k “ 0, так само як i вище, розглянемо наступну модифiкацiю твердження

1.3.4.

Твердження 1.3.5 (k “ 0). Якщо r P N, q P N, N P N i f P ∆pqq X Wr, то

iснує послiдовнiсть tPnu8
n“1 многочленiв Pn P ∆pqq X Pn така, що при всiх n ě N i

кожному x P r´1, 1s, виконується нерiвнiсть

|fpxq ´ Pnpxq| ď cpr, qqρrnpxq}f prq}L8r´1,1s. (1.3.12)

Зауважимо, що “`” в цьому випадку означає, що (1.3.12) справджується з N “ r,

а “´” –, що для будь-якої послiдовностi многочленiв Pn P Pn X ∆pqq,

lim sup
nÑ8

E
pqq

n,r,0pfq :“ lim sup
nÑ8

›

›

›

›

f ´ Pn

ρrn

›

›

›

›

“ 8. (1.3.13)

Оскiльки

ρrnpxqωk

´

f prq, ρnpxq

¯

ď cpk, rqn´rωk

´

f prq, n´1
¯

, (1.3.14)

то всi позитивнi результати в усiх наступних таблицях тягнуть позитивнi результати в

усiх попереднiх вiдповiдних таблицях (на вiдповiдних мiсцях) а негативнi результати
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– навпаки (з попереднiх таблиць тягнуть вiдповiднi негативнi результати в наступних

таблицях).

Наведемо “таблицi справджуваностi” для пропозицiй 1.3.4 i 1.3.5 для q “ 1, q “ 2,

q ě 4 та q “ 3 (самий складний випадок).

r
...

...
...

...
... . ..

3 ` ` ` ` ` ¨ ¨ ¨

2 ` ` ` ` ` ¨ ¨ ¨

1 ` ` ` ` ` ¨ ¨ ¨

0 ` ` ´ ´ ¨ ¨ ¨

0 1 2 3 4 k

Рис. 6: Монотонне набл. (q “ 1), справджуванiсть |fpxq ´ Pnpxq| ď

cpk, rqρrnpxqωkpf prq, ρnpxqq для x P r´1, 1s i n ě N з Pn P ∆p1q

Цi результати належать Лоренцу i Целлеру [130], ДеВору i Ю [71], Шевчуку [55]

(див. також [54]), Ву i Цу [168] та Левiатану i Шевчуку [119].

r
...

...
...

...
... . ..

3 [55] [55] [55] [55] [55] ¨ ¨ ¨

2 [71] [55] [55] [55] [55] ¨ ¨ ¨

1 [130] [71] [55] [55] [55] ¨ ¨ ¨

0 [130] [71] [119] [168] ¨ ¨ ¨

0 1 2 3 4 k

Рис. 6a: Посилання до таблицi 6

r
...

...
...

...
...

... . ..

3 ` ` ` ` ` ` ¨ ¨ ¨

2 ` ` ` ` ` ` ¨ ¨ ¨

1 ` ` ` ´ ´ ´ ¨ ¨ ¨

0 ` ` ` ´ ´ ¨ ¨ ¨

0 1 2 3 4 5 k

Рис. 7: Опукле набл. (q “ 2), справджуванiсть |fpxq ´ Pnpxq| ď

cpk, rqρrnpxqωkpf prq, ρnpxqq for x P r´1, 1s and n ě N with Pn P ∆p2q
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Цi результати належать Бiтсону [59], Левiатану [114], Манiя i Шевчуку (див. [56,

Теорема 17.2]), Копотуну [103], Ву i Цу [168] та Ющенко [57].

r
...

...
...

...
...

... . ..

3 [56] [56] [56] [56] [56] [56] ¨ ¨ ¨

2 [114] [56] [56] [56] [56] [56] ¨ ¨ ¨

1 [59] [114] [103] [57] [57] [57] ¨ ¨ ¨

0 [59] [114] [103] [57] [168] ¨ ¨ ¨

0 1 2 3 4 5 k

Рис. 7a: Посилання до таблицi 7

r
...

...
...

...
... . ..

3 ´ ´ ´ ´ ´ ¨ ¨ ¨

2 ` ´ ´ ´ ´ ¨ ¨ ¨

1 ` ` ´ ´ ´ ¨ ¨ ¨

0 ` ` ´ ´ ¨ ¨ ¨

0 1 2 3 4 k

Рис. 8: q-монотонне набл. (q ě 4), справджуванiсть |fpxq ´ Pnpxq| ď

cpk, rqρrnpxqωkpf prq, ρnpxqq для x P r´1, 1s i n ě N з Pn P ∆pqq

Цi результати належать Бiтсону [59], Као i Гонска [65] та Бондаренко i Примаку

[5].

r
...

...
...

...
... . ..

3 [5] [5] [5] [5] [5] ¨ ¨ ¨

2 [65] [5] [5] [5] [5] ¨ ¨ ¨

1 [59] [65] [5] [5] [5] ¨ ¨ ¨

0 [59] [65] [5] [5] ¨ ¨ ¨

0 1 2 3 4 k

Рис. 8a: Посилання до таблицi 8
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r
...

...
...

...
...

...
... . ..

5 ?˚ ?˚ ?˚ ?˚ ?˚ ?˚ ?˚ ¨ ¨ ¨

4 ? ? ? ? ? ? ? ¨ ¨ ¨

3 ? ? ? ? ? ? ? ¨ ¨ ¨

2 ` ? ? ´ ´ ´ ´ ¨ ¨ ¨

1 ` ` ? ? ´ ´ ´ ¨ ¨ ¨

0 ` ` ? ? ´ ´ ¨ ¨ ¨

0 1 2 3 4 5 6 k

Рис. 9: 3-монотонне набл. (q “ 3), справджуванiсть |fpxq ´ Pnpxq| ď

cpk, rqρrnpxqωkpf prq, ρnpxqq для x P r´1, 1s i n ě N з Pn P ∆p3q

Зауваження 1.3.5. З результату Бондаренко i Гiлєвiча [4] випливає, що “?˚” у

випадках pk ě 0, r ě 5q в таблицi 9 будь що не може бути змiнено на “`”.

Цi результати належать Бiтсону [59], Као i Гонска [65], Ву i Цу [168] та Ющенко

[57].

r
...

...
...

...
...

...
... . ..

5 [4] [4] [4] [4] [4] [4] [4] ¨ ¨ ¨

4 ? ? ? ? ? ? ? ¨ ¨ ¨

3 ? ? ? ? ? ? ? ¨ ¨ ¨

2 [65] ? ? [57] [57] [57] [57] ¨ ¨ ¨

1 [59] [65] ? ? [57] [57] [57] ¨ ¨ ¨

0 [59] [65] ? ? [57] [168] ¨ ¨ ¨

0 1 2 3 4 5 6 k

Рис. 9a: Посилання до таблицi 9

Знову зазначимо, що замiнити знаки “?” i “?˚” в таблицi 9 на будь-якому мiсцi на

“`”, “a” або “´” це вiдкритi i складнi задачi.

Зауваження 1.3.6. Для трiйок pk ď 2, r ď 2´k, q ě 1q, ДеВор i Ю [71] (для q “ 1),

Левiатан [114] (для q “ 2) та Као i Гонска [65] (для q P N) довели, що (1.3.10) i

(1.3.12) справджуються навiть з меньшою нiж ρnpxq величиною n´1φpxq, тобто,
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зокрема, многочлени в цих оцiнках iнтерполюють функцiю в кiнцях вiдрiзку. Мо-

жно було б очiкувати, що такi iнтерполяцiйнi на кiнцiх вiдрiзку оцiнки будуть

вiрнi i для k ě 3 (див., наприклад, [103, (8)]), однак виявилося, що, взагалi кажучи,

ρnpxq в поточкових оцiнках не можливо замiнити на n´1φpxq навiть у наближеннi

без обмежень, детальнiше див. [171,126,66,105,92].

Iсторiя встановлення оцiнок типу Дiцiана-Тотiка у q-монотонному наближеннi,

q ě 1, мiститься, зокрема, в оглядовiй статтi Копотуна, Левiатана, Примака i Шев-

чука [112].

Наведемо результати, якi пов’язують величини найкращих q-монотонних набли-

жень i наближень без обмежень.

Звiсно, що для всiх f P Cr´1, 1s i q ě 1,

Enpfq ď E
pqq
n pfq.

Бiльш того, як вже зазначалося, Лоренц i Целлер [130] довели, що iснує функцiя

f P ∆pqq X Cqr´1, 1s така, що

lim sup
nÑ8

E
pqq
n pfq

Enpfq
“ 8.

Також вiдомо, що в наближеннi без обмежень для всiх f P Crr´1, 1s справджується

нерiвнiсть

Enpfq ď
cprq

nr
En´rpf prqq, n ą r.

У той же час, Левiатан i Шевчук [117, 161] довели, що при кожному n ą q, зна-

йдеться функцiя fn P ∆pqq X Cqr´1, 1s така, що

E
pqq
n pfnq ą cpqqEn´qpf

pqq
n q, cpqq ą 0,

i отже майже очевидна для f P Cqr´1, 1s X ∆q оцiнка

E
pqq
n pfq ď cpqqEn´qpf pqqq,

взагалi кажучи, не може бути покращена.

Цiкавим є також результат Бондаренка i Примака [5], якi довели, що якщо q ě 4

i r ě q ´ 1, то для будь-якої невiд’ємної послiдовностi tαnu, що задовольняє рiвнiсть

limnÑ8 αn “ 8, знайдеться функцiя f “ fr,q P ∆pqq X Crr´1, 1s для якої

lim sup
nÑ8

αnE
pqq
n pfqnr´q`3 “ 8.
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Як вже зазначалось, сучасний етап розвитку ФЗН було (згiдно ДеВору) iнiцiйо-

вано, зокрема, i вимогами комп’ютерного дизайну, тому завершуючи огляд iсторiї

цього етапу, наведемо посилання на кiлька робiт, що мають вiдношення до чисельної

реалiзацiї алгоритмiв ФЗН: Ванг [166], Даi, Логвiнов i Рада [67], Фукарт i Пауерс

[87], Мюрей, Мюллер i Турлач [135], Руссел [158], Тiан i Хуанг [164].
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Роздiл 2

Комонотонне наближення

2.1 Поточкове наближення неперервних функцiй з
iнтерполяцiєю на кiнцях вiдрiзку

Результат цього пiдроздiлу мiститься в [74].

Згадаємо двi поточковi оцiнки типу Нiкольського наближення функцiї f P Cr´1, 1s,

алгебраїчними многочленами Pn степеня ď n, n P N : для будь-якого n ě k´1, k P N,
iснує Pn, такий, що

|fpxq ´ Pnpxq| ď c ωk pf, ρnpxqq , x P r´1, 1s, (2.1.1)

де c – стала, що може залежити тiльки вiд k,

ρnpxq :“
1

n2
`

?
1 ´ x2

n
,

i ωk pf, tq ´ k-тий модуль неперервностi f ; а також – iнтерполяцiйну (в ´1 i 1)

оцiнку: для k “ 1 та k “ 2 iснують многочлени Pn, такi, що

|fpxq ´ Pnpxq| ď c ωk pf, δnpxqq , x P r´1, 1s, (2.1.2)

де

δnpxq :“

?
1 ´ x2

n
.

Оцiнка (2.1.1) була доведена Тiманом (для k “ 1) [46], Дзядиком (k “ 2) [24], Фрой-

дом (k “ 2) [88] та Брудним (k ą 2) [7]; детальнiше див. [25, Роздiл 6]. Оцiнка (2.1.2)

була доведена Тєляковскiм [44] для k “ 1 та ДеВором [69] для k “ 2. Ю [170] та,

незалежно, Венц, Гонска, Левiатан, Шевчук [92] довели, що на вiдмiну вiд (2.1.1)

оцiнка (2.1.2), взагалi кажучи, не справджується для k ą 2.
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Для будь-якої монотонної на r´1, 1s функцiї f P Cr´1, 1s та кожного n ě 1,

ДеВор i Ю [71] побудували монотонний алгебраїчний многочлен степеня ď n, що

задовольняє (2.1.2) (а отже i (2.1.1) також) з k “ 2. Швєдов [51, 52] довiв, що для

монотонного наближення навiть рiвномiрна оцiнка (з 1{n замiсть ρnpxq та δnpxq у

(2.1.1) та (2.1.2)) не справджується з k ą 2.

Тепер, нехай Y :“ Ys :“ tyiu
s
i“1, позначає набiр з s, s P N, фiксованих точок yi :

ys`1 :“ ´1 ă ys ă ¨ ¨ ¨ ă y1 ă 1 “: y0.

Позначимо через ∆p1qpY q множину всiх функцiй f P C :“ Cr´1, 1s, що не спадають

на ry1, 1s, не зростають на ry2, y1s, не спадають на ry3, y2s i т.д. Зауважимо, якщо

f P C1p´1, 1q X Cr´1, 1s, то f P ∆p1qpY q тодi i тiльки тодi, коли f 1pxqΠpxq ě 0, на

p´1, 1q, де

Πpxq :“ Πpx, Y q :“
s
ź

i“1

px ´ yiq,

Πpx,Hq :” 1. Функцiї з ∆p1qpY q називають комонотонними (мiж собою, чи одна до

одної). Для спрощення випадок s “ 0 з Y0 :“ tHu це "чисто" монотоннi функцiї на

всьому промiжку r´1, 1s :“ I.

У цьому пiдроздiлi ми доводимо наступну теорему.

Теорема 2.1.1. Якщо f P ∆p1qpY q, то iснує стала NpY q, яка залежить тiльки вiд

min
i“0,...,s

tyi ´ yi`1u, s P N, така, що для кожного n ě NpY q, знайдеться алгебраїчний

многочлен Pn, степеня ď n, такий, що

Pn P ∆p1qpY q, (2.1.3)

|fpxq ´ Pnpxq| ď cpsqω2 pf, δnpxqq , x P r´1, 1s, (2.1.4)

де cpsq – стала, яка залежить тiльки вiд s.

Наслiдком теореми 2.1.1 є нерiвностi

|fpxq ´ Pnpxq| ď cpsqω2 pf, ρnpxqq , x P I, n ě NpY q, (2.1.5)

}f ´ Pn} ď cpsqω2 pf, 1{nq , n ě NpY q, (2.1.6)

де тут i надалi }f} :“ max
xPI

|fpxq|. Крiм того,

|fpxq ´ Pnpxq| ď CpY qω2 pf, ρnpxqq , x P I, n P N, (2.1.7)
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}f ´ Pn} ď CpY qω2 pf, 1{nq , n P N, (2.1.8)

де CpY q – стала, що залежить тiльки вiд min
i“0,...,s

tyi ´ yi`1u, i де нерiвнiсть

}f ´ fp0q} ď 2ω1pf, 1q ď CpY qω2pf, 1q, f P ∆p1qpY q, s P N,

(див., [167] (2.1.12)) була застосована для 1 ď n ă NpY q (фактично, лише для n “ 1).

Оцiнка (2.1.8) належить Швєдову [53] та, незалежно, Ю [172]. Стала CpY q у (2.1.8)

(а отже i у (2.1.7)) не може бути змiнена на сталу, що незалежить вiд Y [53]. Оцiнки

(2.1.5) та (2.1.7) наведенi у [10], де "перевернення" многочлена ДеВора i Ю [71] було

задiєно для доведення (2.1.5). Використовуючи пiдхiд [71] можна перетворити мно-

гочлен з [10] так, щоб отримати (2.1.4) однак ми побудуємо "новий" многочлен для

теореми 2.1.1. Насамкiнець, Ву i Цу [169] довели, що (2.1.8) (а отже i (2.1.4)-(2.1.7)) не

справджуються з ωk, k ą 2. Для iнших результатiв у монотонному та комонотонному

наближеннi див. огляд Левiатана [115] та статтю [79].

Щоб довести теорему 2.1.1 нам необхiдна теорема 2.1.2, що складає окремий iнте-

рес. Для її формулювання нам потрiбнi деякi позначення. Скрiзь надалi c познача-

тимуть рiзнi невiд’ємнi абсолютнi сталi, що можуть бути рiзними навiть, якщо вони

стоятимуть в одному рядку, або – невiд’ємнi сталi, що можуть залежити тiльки вiд

числа s.

Нехай xj :“ xj,n :“ cos pjπ{nq, j “ 0, . . . , n, складають Чебишевське розбиття I.

Для фiксованого Y “ tyiu
s
i“1 i фiксованого n P N, позначимо

Oi :“ Oipn, Y q :“ pxj`2, xj´3q, якщо yi P rxj , xj´1q,

де x´1 :“ 1, x´2 :“ 1 and xn`1 :“ ´1, xn`2 :“ ´1. Нехай

O “ Opn, Y q :“
s
ď

i“1

Oi.

Будемо писати j P H :“ Hpn, Y q if xj P p´1, 1qzO.

Теорема 2.1.2. Якщо f P ∆p1qpY q, то iснує стала NpY q, яка залежить тiльки вiд

min
i“0,...,s

tyi ´ yi`1u, s P N, така, що для кожного n ě NpY q, знайдеться ламана L, що

має вузли в xj’х з j P H лише, i такi, що

L P ∆p1qpY q, (2.1.9)

|fpxq ´ Lpxq| ď c ω2 pf, δnpxqq , x P r´1, 1s, (2.1.10)
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де NpY q – стала, що залежить тiльки вiд min
i“0,...,s

tyi ´ yi`1u.

Пiдкреслемо, що ламанiй L в теоремi 2.1.2 забороняється мати вузли у xj , якщо

xj P O.

Далi, якщо j “ 1, . . . , n, ми позначатимемо Ij :“ Ij,n :“ rxj , xj´1s. Для будь-якого

iнтервала E, нехай |E| буде його довжиною, зокрема, |Ij | “ xj´1 ´ xj “: hj,n “: hj , i

для зручностi h0 “ hn`1 :“ h1. Будемо, без спецiальних посилань, використовувати

вiдомi нерiвностi

hj˘1 ă 3hj ,

ρnpxq ă hj ă 5ρnpxq, x P Ij ,

ρnpxq ă 2δnpxq, x P Iz pI1 Y Inq ,

ρ2npyq ă 4ρnpxq p|x ´ y| ` ρnpxqq , x, y P I.

(2.1.11)

Вони, без доведень, використанi майже в усiх роботах з Перелiку посилань. Для

iлюстрацiї доведемо першi двi для j ď n
2 :

1 ď
sinpj ` 1

2qπn

sinpj ´ 1
2qπn

“
|Ij`1,n|

|Ij,n|
“ cos

π

n
` sin

π

n
cot

ˆ

j ´
1

2

˙

π

n
ă 1 `

1

j ´ 1{2
ď 3,

|Ij,n|

ρnpxq
ď

|Ij,n|

ρnpxj´1,nq
“

2 sin2 π
2n cospj ´ 1qπn ` sin π

n sinpj ´ 1qπn
1
n2 ` 1

n sinpj ´ 1qπn

ă
π2

2
ă 5,

ρnpxq

|Ij,n|
ď
ρnpxj,nq

|Ij,n|
“

1

n2|Ij,n|
`

1

2n
cot

π

2n
`

1

2n
cot

ˆ

j ´
1

2

˙

π

n

ď
1

n2|Ij,n|
`

1

n
cot

π

2n
ă

1

n2|I1,n|
`

2

π
ď

1

4
`

2

π
ă 1.

Також, з посиланнями i без, будемо використовувати нерiвнiсть Уитнi [167]

}g ´ Lk´1pg, ¨, ra, bsq}ra,bs ď c14ωk pg, pb ´ aq{k, ra, bsq , g P Cpra, bsq, (2.1.12)

де k P N, Lkpg, x, ra, bsq – многочлен Лагранжа степеня ď k, що на ra, bs iнтерполює

функцiю g “ gpxq в рiвновiддалених точках a`νpb´aq{k, ν “ 0, ..., k; L0pg, x, ra, bsq :“

gpaq.

Доведення теореми 2.1.2

Покладемо

ωptq :“ ω2pf, tq.
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Оберемо NpY q таким, що задовольняє

In X Os “ H, Oipn, Y q X Oi´1pn, Y q “ H, O1pn, Y q X I1 “ H,

для всiх n ě NpY q i i “ 2, ¨ ¨ ¨ , s. Зафiксуємо n ě NpY q. Позначимо Oi “: pyi, yiq, i “

1, . . . , s, тобто yi i y
i
– лiвi та правi кiнцi Oi, вiдповiдно. Через Ľ :“ Ľpxq позначимо

ламану, що складається з 3s` 1 ланок, таких, що Ľpyiq “ 0, i “ 0, ..., s` 1, i кожного

i “ 1, . . . , s, Ľpyiq “ fpyiq ´ fpyiq i Ľpy
i
q “ fpyiq ´ fpy

i
q. Оскiльки f P ∆p1qpY q, то

Ľ1pxqΠpxq ě 0, x P IzO. (2.1.13)

Доведемо нерiвнiсть
ˇ

ˇĽpxq
ˇ

ˇ ď c ωpδnpxqq, x P I. (2.1.14)

Для кожного i “ 1, . . . , s, через li позначимо лiнiйну функцiю, що iнтерполює f у

точках yi i yi; через li – лiнiйну функцiю, що iнтерполює f у yi i y
i
. Якщо x P Oi, то

нерiвнiсть Уiтнi (2.1.12) забеспечує

ˇ

ˇfpxq ´ lipxq
ˇ

ˇ ď c ω p|Oi|q ,

i

|fpxq ´ lipxq| ď c ω p|Oi|q ,

отже,
ˇ

ˇĽpxq
ˇ

ˇ ď
ˇ

ˇlipxq ´ lipxq
ˇ

ˇ ď c ω p|Oi|q , x P Oi, i “ 1, . . . , s. (2.1.15)

Тому (2.1.14) справджується для x P O. Зокрема,
ˇ

ˇ

ˇ
Ľ
´

y
1

¯ˇ

ˇ

ˇ
ď c ω pδnpy1qq ď c ω p1{nq .

Тепер, якщо x ą

ˇ

ˇ

ˇ
y
1

ˇ

ˇ

ˇ
, то

ˇ

ˇĽpxq
ˇ

ˇ ď c ω p1{nq p1 ´ xq ď c ω p1{nq p1 ´ x2q ď c ω pδnpxqq .

А якщо y
1

ă x ď

ˇ

ˇ

ˇ
y
1

ˇ

ˇ

ˇ
, то δnpy1q ă δnpxq, i отже

ˇ

ˇĽpxq
ˇ

ˇ ď

ˇ

ˇ

ˇ
Ľpy

1
q

ˇ

ˇ

ˇ
ď c ω pδnpy1qq ď c ω pδnpxqq .

Таким чином (2.1.10) доведено для x P py
1
, 1s i, аналогiчно — для x P r´1, ysq та

x P py
i
, yi´1q, i “ 2, ..., s, також.
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Через L˚ :“ L˚pxq позначимо ламану з вузлами у точках xj , j P H, i точках

yi, i “ 1, . . . , s, що iнтерполює функцiю f в цих вузлах та у ´1, 1. Звiсно

L˚ P ∆p1qpY q. (2.1.16)

З нерiвностi Уiтнi випливає оцiнка

|fpxq ´ L˚pxq| ď c ω pρnpxqq , x P I. (2.1.17)

Покажимо, що ламана

L :“ Lpxq :“ L˚pxq ` Ľpxq (2.1.18)

є шуканою. Дiйсно, означення L˚ i Ľ тягнуть нерiвностi

Lpxq ” fpyiq, x P Oi, i “ 1, . . . , s, (2.1.19)

якi разом з (2.1.13) та (2.1.16) забеспечують включення L P ∆p1qpY q. Спiввiдношення

(2.1.19) вказують, що ламана L немає вузлiв крiм xj з j P H. Нерiвностi (2.1.14) та

(2.1.17) породжують (2.1.10) для x P Iz pI1 Y Inq .

Отже ми залишились з (2.1.10) для x P I1 and x P In. За побудовою, L – лiнiйна

на I1 та на In, i Lp´1q “ fp´1q, Lp1q “ fp1q. Покладемо gpxq :“ fpxq ´ Lpxq. Тодi

маємо gp´1q “ 0, gp1q “ 0, ω2 pg, t, I1q “ ω2 pf, t, I1q ď ωptq and ω2 pg, t, Inq ď ωptq, де

ω2 pg, t, ra, bsq – другий модуль неперервностi на ra, bs. Крiм того, нерiвностi (2.1.14)

та (2.1.17) породжують оцiнку

|gpxq| ď c ω
`

1{n2
˘

, x P I1 Y In.

Тодi, скажiмо, для x P I1, застосуємо нерiвнiсть Маршо [134] та отримаємо

|fpxq ´ Lpxq| “ |gpxq| “ |gpxq ´ gp1q| ď c p1 ´ xq

ż |I1|

1´x

ωpuq

u2
du `

1 ´ x

|I1|
ω p|I1|q

ď c p1 ´ xq

ż δnpxq

1´x

ωpuq

u2
du ` c p1 ´ xq

ż |I1|

δnpxq

ωpuq

u2
du ` c ω pδnpxqq

ď c p1 ´ xqω pδnpxqq

ż 8

1´x

du

u2
` c p1 ´ x2q |I1|

ω pδnpxqq

δ2npxq
` c ω pδnpxqq

ď c ω pδnpxqq ` c n2 |I1|ω pδnpxqq ď c ω pδnpxqq .

Так само перевiряється (2.1.10) для x P In. Теорему 2.1.2 доведено.

Наслiдок 2.1.1. Якщо L – ламана з теореми 2.1.2, то

rxj , xj´1, LsΠpxjq ě 0, j P H Y tnu, (2.1.20)
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|rxj`1, xj , xj´1, Ls| ď c
ωphjq

h2j
, j “ 1, ..., n ´ 1, (2.1.21)

rxj`1, xj , xj´1, Ls “ rxj , xj´1, Ls “ 0, j R H, (2.1.22)

де rxj , xj´1, Ls та rxj`1, xj , xj´1, Ls – перша та друга роздiленi рiзницi L, вiдповiдно.

Допомiжнi факти для доведення теореми 2.1.1

Наслiдуючи [56], покладемо

tjpxq :“ tj,npxq :“
cos2 2n arccosx

px ´ x0jq2
`

sin2 2n arccosx

px ´ x̄jq2
,

де x̄j “ cos pj ´ 1
2qπ{n та x0j “ cos β0j з β0j “ pj ´ 1

4qπ{n, j ď n{2, та β0j “ pj ´ 3
4qπ{n,

j ą n{2. Вiдзначимо, що x̄j та x0j є нулями вiдповiдних чисельникiв, якi мiстяться

строго у Ij , i – що tj є алгебраїчними многочленами степеня 4n ´ 2 такi, що

tjpxq ď
c

p|x ´ xj | ` hjq2
ď c tjpxq, x P I.

Нехай Y ˚ “ Y Y t´1, 1u i зафiксуємо b P N. Надалi у доведеннi дозволимо сталим

c залежити також вiд b P N. Наслiдуючи [103, 79, 123], означимо два многочлени

степеня ď cn,

Tjpxq :“ Tj,npx, b, Y ˚q :“
1

dj

ż x

´1
tbjpuqΠpu, Y ˚qdu, (2.1.23)

де

dj :“

ż 1

´1
tbjpuqΠpu, Y ˚qdu,

i

τjpxq :“ τj,npx, b, Y ˚q :“ α

ż x

´1
Tj`1puqdu ` p1 ´ αq

ż x

´1
Tj´1puqdu, j P H, (2.1.24)

де 0 ď α ď 1 обрано з умови

τj,np1, b, Y ˚q “ 1 ´ xj , (2.1.25)

i Tn`1pxq “ Tnpxq :” 1, T0pxq :” 0. Позначимо

χpx, aq :“

$

&

%

0, якщо x ď a

1, якщо x ą a,
a P I, χjpxq :“ χpx, xjq, px ´ xjq` :“ px ´ xjqχjpxq,

Γjpxq :“ Γj,npxq :“
hj

|x ´ xj | ` hj
,
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Os`1 :“ r´1, xn´1q, O0 :“ px1, 1s, O˚ :“ O Y O0 Y Os`1,

i згадаємо нерiвнiсть

hjΓjpxq ď c ρnpxq, x P I. (2.1.26)

Лема 2.1.1. [103,79,123] Якщо j P H i b ě 6ps ` 3q, то

τ2
j pxqΠpxqΠpxjq ě 0, T 1

jpxqΠpxqΠpxjq ě 0, x P I, (2.1.27)

τjp˘1q “ p˘1 ´ xjq`, Tjp˘1q “ χjp˘1q, T 1
jp˘1q “ 0, (2.1.28)

|px ´ xjq` ´ τjpxq| ď c hj pΓjpxqq
2b´s´2 , x P I, (2.1.29)

|χjpxq ´ Tjpxq| ď c0 pΓjpxqq
2b´s´1 , x P I, (2.1.30)

ˇ

ˇT 1
jpxq

ˇ

ˇ ď c0
1

hj
pΓjpxqq

2b´s , x P I, (2.1.31)

ˇ

ˇT 1
jpxq

ˇ

ˇ ě c1
1

hj
pΓjpxqq

2b`2s , x P IzO˚, (2.1.32)

ˇ

ˇT 1
jpxq

ˇ

ˇ ě c1
1

hj
pΓjpxqq

2b`2s

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x ´ yi
xj ´ yi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

, x P Oi, i “ 0, ..., s ` 1, (2.1.33)

де c0 “ c0pbq, c1 “ c1pbq – додатнi сталi, якi залежать тiльки вiд s i b.

Зауваження 2.1.1. Лему 2.1.1 доводять за допомогою нерiвностей

c
1

hj
Γ2b
j pxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Πpxq

Πpxjq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ˇ

ˇT 1
jpxq

ˇ

ˇ ď c
1

hj
Γ2b
j pxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Πpxq

Πpxjq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

, x P I, (2.1.34)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Πpxq

Πpyq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˆ

|x ´ y|

ρnpyq
` 1

˙s`2

, x P I, y P IzO˚, (2.1.35)

γ2j pxq ă 16Γjpxq, Γ2
jpxq ă 400γjpxq, x P I, (2.1.36)

де γjpxq :“ ρnpxq{ p|x ´ xj | ` ρnpxqq .

Лема 2.1.1, (2.1.25) та [90, Лема 5.2] тягнуть наступну лему 2.1.2. Для її форму-

лювання, у зручнiй для нас формi, ми для фiксованого j P H, через ipjq позначимо

iндекс i “ 0, ..., s, такий, що yipjq`1 ă xj ă yipjq.

Лема 2.1.2. [90] Для кожного j P H i будь-якого натурального b ě 6p2s ` 3q iснує

набiр T з s фiксованих точок ti,

´1 “ ys`1 ă ts ă ... ă yipjq`2 ă tipjq`1 ă yipjq`1,

yipjq ă tipjq ă ... ă t2 ă y1 ă t1 ă y0 “ 1,
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такий, що многочлен
˝

T jpxq :“ Tj,npx, b, Y ˚ Y Tq, (2.1.37)

степеня cn, задовольняє (2.1.28), (2.1.30), (2.1.31) i, крiм того,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

χjpxq ´
˝

T jpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď c2 pΓjpxqq
2b´2s´1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x ´ yi
xj ´ yi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

, x P Oi, i “ 0, ..., s ` 1,

зокрема,

χjpyiq ´
˝

T jpyiq “ 0, i “ 0, ..., s ` 1,

де c2 “ c2pbq – додатня стала, що залежить тiльки вiд s i b.

Зауваження 2.1.2. Многочлен
˝

T j у лемi 2.1.2 можна "спростити" , поклавши

˝

T jpxq “ Tj,npx, b,Hq `

s
ÿ

i“1

χjpyiq ´ Tj,npyi, b,Hq

T 1
j,npyi, b, Yiq

T 1
j,npx, b, Yiq,

де Yi :“ Y ˚ztyiu and b ě 6p3s ` 3q.

Наслiдок 2.1.2. Для кожного j P H i будь-якого b ě 6p2s ` 3q многочлен

˝
τ jpxq :“ τj,npx, b, Y ˚ Y Tq, (2.1.38)

степеня cn, задовольняє нерiвностi

˝
τ jp˘1q “ p˘1 ´ xjq`,

˝
τ j

1p˘1q “ χjp˘1q, (2.1.39)
ˇ

ˇ

ˇ
px ´ xjq` ´

˝
τ jpxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď c2 hj pΓjpxqq

2pb´s´1q , x P I, (2.1.40)
ˇ

ˇ

ˇ
χjpxq ´

˝
τ j

1pxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď c2 pΓjpxqq

2b´2s´1 , x P I, (2.1.41)
ˇ

ˇ

ˇ
χjpxq ´

˝
τ j

1pxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď c2 pΓjpxqq

2b´2s´1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x ´ yi
xj ´ yi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

, x P Oi, i “ 0, ..., s ` 1, (2.1.42)

зокрема,

χjpyiq ´
˝
τ j

1pyiq “ 0, i “ 0, ..., s ` 1, (2.1.43)

де c2 “ c2pbq – додатня стала,що залежить тiльки вiд s i b.

Вiзьмемо три числа

b1 “ 6ps ` 3q, b2 “ 6p2s ` 3q, n1 “ 2 r1 ` c2pb2q{c1pb1qsn

([¨] – цiла астина) i для кожного j “ 1, ..., n ´ 1, через j˚ i j˚ познаимо такi iндекси,

для яких

xj˚,n1 “ pxj,n ` xj´1,nq{2 i xj˚,n1 “ pxj`1,n ` xj,nq{2,

вiдповiдно. Леми 2.1.1 i 2.1.2 тягнуть
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Лема 2.1.3. Для кожного j P H, два многолени

τj˚pxq :“ τj˚,n1px, b2, Y
˚ Y Tq `

hj,n
2

Tj˚,n1px, b1, Y
˚q,

τj˚pxq :“ τj˚,n1px, b2, Y
˚ Y Tq ´

hj`1,n

2
Tj˚,n1px, b1, Y

˚q,

степеня cn, задовольняють нерiвностi

`

τ 1
j˚pxq ´ χj˚pxq

˘

ΠpxqΠpxjq ě 0, x P I, (2.1.44)

`

τ 1
j˚

pxq ´ χj˚pxq
˘

ΠpxqΠpxjq ď 0, x P I, (2.1.45)
ˇ

ˇ

ˇ
px ´ xjq` ´ τj˚

˚
pxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď c hj Γ

6
j,npxq, x P I, (2.1.46)

ˇ

ˇ

ˇ
px ´ xjq` ´ τj˚

˚
pxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď c p1 ´ x2qΓ4

j,npxq, x P I, (2.1.47)

де j˚
˚ “ j˚ _ j˚.

Доведення. З двох схожих нерiвностей (2.1.44) i (2.1.45) доведемо лише (2.1.44).

Якщо x P IzOpn1, Y q, то (2.1.27), (2.1.32) i (2.1.41) породжують

`

τ 1
j˚pxq ´ χj˚pxq

˘

ΠpxqΠpxjq

”

ˆ

hj,n
2
T 1
j˚,n1

px, b1, Y
˚q ` τ 1

j˚,n1
px, b2, Y

˚ Y Tq

˙

ΠpxqΠpxjq

ě c1pb1q
hj,n

2hj˚,n1

Γ14s`36
j˚,n1

pxq ´ c2pb2qΓ22s`35
j˚,n1

pxq

ě

ˆ

c1pb1q
hj,n

2hj˚,n1

´ c2pb2q

˙

Γ14s`36
j˚,n1

pxq ě 0,

завдяки n1. Збераючи (2.1.27), (2.1.33) та (2.1.42), ми, аналогiчно, отримуємо (35) для

x P Opn1, Y q. Доведемо (2.1.46) i (2.1.47) лише для τj˚ . Нерiвностi (2.1.40) i (2.4.15)

породжують (2.1.46). А саме,

|px ´ xjq` ´ τj˚pxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ

px ´ xjq` ´ px ´ xj˚q` ´
hj,n
2
χj˚pxq

˙

`

ˆ

px ´ xj˚q` ´ τj˚,n1px, b2,
˝

T jq

˙

`
hj,n
2

´

χj˚pxq ´ Tj˚,n1px, b1, Y
˚q

¯

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“:

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

A1pxq ` A2pxq `
hj,n
2
A3pxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď c hj Γ
6
jpxq ` c hj˚,n1 Γ

22s`34
j˚,n1

pxq ` c hj Γ
11s`35
j˚,n1

pxq ď c hj Γ
6
jpxq.
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Якщо x R I1 Y In, то (2.1.26) тягне нерiвнiсть

hj Γ
2
jpxq ď c n2 ρ2npxq ď c p1 ´ x2q,

i тодi (2.1.47) випливає з (2.1.46).

Якщо x P I1, то згiдно (2.1.28), (2.1.31), (2.1.39) i (2.1.41), запишемо

|px ´ xjq` ´ τj˚pxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pA2pxq ´ A2p1qq `
hj,n
2

pA3pxq ´ A3p1qq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

x
A1
2puqdu `

hj,n
2

ż 1

x
A1
3puqdu

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż 1

x

ˇ

ˇA1
2puq

ˇ

ˇ du `
hj,n
2

ż 1

x

ˇ

ˇA1
3puq

ˇ

ˇ du

ď c2 p1 ´ xq max
tPI1

Γ22s`35
j˚,n1

ptq ` c
hj,n
hj˚,n1

p1 ´ xq max
tPI1

Γ11s`36
j˚,n1

ptq

“ c2 p1 ´ xqΓ22s`35
j˚,n1

px1q ` c
hj,n
hj˚,n1

p1 ´ xqΓ11s`36
j˚,n1

px1q

ď c p1 ´ xqΓ4
jpxq ď c p1 ´ x2qΓ4

jpxq.

Аналогiчно доводиться (2.1.47) для x P In. Лему 2.1.3 доведено.

Доведення теореми 2.1.1

Нехай L – ламана з теореми 2.1.2. Запишемо її у наступнiй формi

Lpxq ” lpxq `

n´1
ÿ

j“1

rxj`1, xj , xj´1, Ls pxj´1 ´ xj`1q px ´ xjq`

” lpxq `
ÿ

jPH

rxj`1, xj , xj´1, Ls pxj´1 ´ xj`1q px ´ xjq`,

де lpxq :“ rxn, xn´1, Lspx ` 1q ` Lp´1q, i де ми скористалися (2.1.22). Згадаємо, що

tn ´ 1, 1u Ă H.

Покладемо

Pnpxq :“ lpxq `
ÿ

jPH

rxj`1, xj , xj´1, Ls pxj´1 ´ xj`1q τjpxq,

де

τjpxq :“

$

&

%

τj˚pxq якщо rxj`1, xj , xj´1, Lspxj´1 ´ xj`1qΠpxjq ě 0,

τj˚pxq iнакше.
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Таким чином, беручи до уваги (2.1.22), бачимо, що нерiвностi (2.1.20), (2.1.44), (2.1.45)

i xj˚
˚

ď xpj´1q˚
˚

тягнуть оцiнку

P 1
npxqΠpxq

“

¨

˝rxn, xn´1, Lsχnpxq `
ÿ

jPH

rxj`1, xj , xj´1, Ls pxj´1 ´ xj`1q

´

τ 1
jpxq ´ χj˚

˚
pxq

¯

`
ÿ

jPH

p´ rxj`1, xj , Ls ` rxj , xj´1, Lsqχj˚
˚

pxq

˛

‚Πpxq

“
ÿ

jPH

rxj`1, xj , xj´1, Ls pxj´1 ´ xj`1q

´

τ 1
j˚

˚
pxq ´ χj˚

˚
pxq

¯

Πpxq

`
ÿ

jPHYtnu

rxj , xj´1, Ls

´

χj˚
˚

pxq ´ χpj´1q˚
˚
pxq

¯

Πpxq

“
ÿ

jPH

1

Π2pxjq

´

rxj`1, xj , xj´1, Ls pxj´1 ´ xj`1qΠpxjq
¯´´

τ 1
j˚

˚
pxq ´ χj˚

˚
pxq

¯

ΠpxqΠpxjq
¯

`
ÿ

jPHYtnu

1

Π2pxjq

´

rxj , xj´1, LsΠpxjq
¯´´

χj˚
˚

pxq ´ χpj´1q˚
˚
pxq

¯

ΠpxqΠpxjq
¯

ě 0, x P I,

(n˚
˚ :“ n i 0˚

˚ :“ 0), яка породжує (2.1.3). Для доведення (2.1.5) запишемо рiзницю

f ´ Pn у формi

fpxq ´ Pnpxq “ fpxq ´ Lpxq ` Lpxq ´ Pnpxq “ fpxq ´ Lpxq

`
ÿ

jPH

rxj`1, xj , xj´1, Ls pxj´1 ´ xj`1q ppx ´ xjq` ´ τjpxqq

“: fpxq ´ Lpxq `
ÿ

jPH

αjpxq.

Перепишемо (2.1.10)

|fpxq ´ Lpxq| ď c ω pδnpxqq , x P I.

Для оцiнки αjpxq, скорестаємося (2.1.46), (2.1.47) i (2.1.21). Якщо x R I1 Y In, то

|αjpxq| ď c
ωphjq

h2j
hjhjΓ

4
jpxq “ c ωphjqΓ

4
jpxq

ď c ω pρnpxqq

˜

1 `
h2j

ρ2npxq

¸

Γ4
jpxq ď c ω pρnpxqqΓ2

jpxq

ď c ω pδnpxqqΓ2
jpxq,

де ми скористалися (2.1.26). Якщо x P I1, то

|αjpxq| ď c
ωphjq

h2j
hjp1 ´ x2qΓ4

jpxq ď c ω pδnpxqqΓ2
jpxq,
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де ми знову скористалися (2.1.26). Тому, беручи до уваги, що (2.1.26) забеспечує

нерiвнiсть
›

›

›

řn
j“1 Γ

2
j

›

›

›
ď c, ми запишемо

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

jPH

αjpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď c ω pδnpxqq
ÿ

jPH

Γ2
jpxq ď c ω pδnpxqq

›

›

›

›

›

›

n
ÿ

j“1

Γ2
j

›

›

›

›

›

›

ď c ω pδnpxqq , x P I.

Теорему 2.1.1 доведено.

2.2 Наближення неперервних перiодичних функцiй

Результати цього пiдроздiлу мiстяться в [21,22].

Нехай C – простiр неперервних 2π-перiодичних функцiй f : R Ñ R з рiвномiр-

ною нормою }f} “ max
xPR

|fpxq| , Tn, n P N, ´ простiр тригонометричних полiномiв

Pnpxq “ a0 `
řn

j“1paj cos jx ` bj sin jxq порядку ď n, де aj P R i bj P R,

Enpfq :“ inf
PnPTn

}f ´ Pn}

– величина найкращого наближення функцiї f полiномами Pn P Tn. Нехай k P N.
Нагадаємо класичну оцiнку Джексона (випадок k “ 1) [98]-Зiгмунда (k “ 2, ω2pf,

tq ď t) [178]-Ахiєзєра (k “ 2) [1]-Стєчкiна (k ě 3) [43]: Якщо f P C, то

Enpfq ď cpkqωk pf, π{nq , n P N, (2.2.1)

де cpkq – стала, що залежить тiльки вiд k, i ωk pf, ¨q ´ k-й модуль неперервностi

функцiї f. Детальнiше див., наприклад, [25, Роздiл 4].

Враховуючи iнтенсивний розвиток теорiї комонотонного наближення на вдрiзку,

Дємiдовiч i Конягiн бiля 20 рокiв тому поставили питання: а чи справджується ко-

монотонний аналог нерiвностi (2.2.1) для периодичних функцiй? Для випадку k “ 1

ствердна вiдповiдь була дана Плєшаковим [144]. Вiн же [32, стор. 64-83], [36], скори-

ставшись мiркуваннями статей Швєдова [51, 52] i ДеВора, Левiатана, Шевчука [72],

при кожному n P N побудував функцiю таку, що для неї при k ą 2 комонотонний

аналог нерiвностi (2.2.1) не справджується, а в теоремi 6.2.1 побудована одна така

функцiя для всiх n P N. Зауважимо також, що для k “ 1 був вiдомий ствердний ре-

зультат Лоренца i Целлера [130] для дзвоноподiбних (тобто парних та незростаючих

на r0, πs) 2π-перiодчних функцiй .

Таким чином, залишалося вiдкритим питання про вiрнiсть комонотонного ана-

лога нерiвностi (2.2.1) для випадка k “ 2, тобто про вiрнiсть перiодичного аналога
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результату Швєдова [53], доведеного ним для (неперiодичних) функцiй, що заданi на

вiдрiзку. На важливiсть цього питанн звернули увагу Тєляковськiй i Швєдов пiд час

захисту кандидатської дисертацiї Плєшакова.

У цьому пiдроздiлi, у теоремах 2.2.1 i 2.2.2, наведена ствердна вiдповiдь на вказане

питання. Щоб їх сформулювати дамо необхiднi означення. Нехай на r´π, πq є 2s, s P

N, фiксованих точек yi :

´π ď y2s ă y2s´1 ă ¨ ¨ ¨ ă y1 ă π,

а для решти iндексiв i P Z, точки yi визначаються рiвнiстю yi “ yi`2s ` 2π (тобто

y0 “ y2s`2π, ..., y2s`1 “ y1´2π, ...). Позначимо Y :“ tyiuiPZ. Нехай ∆p1qpY q – множина

усiх функцiй f P C, що не спадають на ry1, y0s, не зростають на ry2, y1s, не спадають

на ry3, y2s i т.д.,

E
p1q
n pfq :“ inf

PnPTnX∆p1qpY q
}f ´ Pn}

– величина найкращого комонотонного наближення функцiї f полiномами Pn P Tn X

∆p1qpY q. Зауважимо, якщо функцiя f диференцiйовна, то f P ∆p1qpY q тодi i тiльки

тодi, коли f 1pxqΠpxq ě 0, x P R, де

Πpxq :“ Πpx, Y q :“
2s
ź

i“1

sin
x ´ yi

2
pΠpxq ą 0, x P py1, y0qq.

Теорема 2.2.1. Якщо f P ∆p1qpY q, то

E
p1q
n pfq ď cpsqω2 pf, π{nq , n ě NpY q, (2.2.2)

де NpY q – стала, що залежить тiльки вiд min
i“1,...,2s

tyi ´ yi`1u, i cpsq – стала, що

залежить тiльки вiд s.

Наступна теорема 2.2.2 є простим наслiдком теоремы 2.2.1 i нерiвностi Уiтнi [167]

}f ´ fp0q} ď ω2pf, 2πq.

Теорема 2.2.2. Якщо f P ∆p1qpY q, то

E
p1q
n pfq ď CpY qω2 pf, π{nq , n P N, (2.2.3)

де CpY q – стала, що залежить тiльки вiд min
i“1,...,2s

tyi ´ yi`1u.

Зауваження 2.2.1. Нагадаємо, що обидвi теореми стають хибними з ωk, k ą 2,

замiсть ω2, i ми вважаємо, що сталi NpY q i CpY q в них неможливо замiнити

сталими, що не залежать вiд Y, однак ми не доводимо це.
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Допомiжнi факти для доведення теореми 2.2.1

Наведемо, у зручнiй для нас формi, означення i леми з робiт [144,37,?petya_misha,

79,90] та їх наслiдки. Єдина вiдмiннiсть полягає у тому, що замiсть невiд’ємного ядра

типу Джексона буде використано строго додатнє ядро, що є добутком двох "сусiдних"

ядер типу Джексона.

Для кожного n P N позначимо

h :“ hn :“ π{n, xj :“ xj,n :“ ´j h, Ij :“ Ij,n :“ rxj , xj´1s, j P Z.

Покладемо

m “ 20.

Для фiксованого Y “ tyiuiPZ i фiксованого n позначимо

Oi :“ Oi,m :“ OipY, n,mq :“ pxj`m, xj´mq, якщо yi P rxj , xj´1q.

Нехай

O :“ Om :“ OpY, n,mq :“
ď

iPZ
Oi.

Будемо писати j P H :“ HpY, n,mq, якщо xj P RzO. Оберемо NpY q :“ NpY,mq таким,

що

Oi X Oi´1 “ H, (2.2.4)

для усiх n ě NpY q i усiх i “ 1, ..., 2s. (Тобто, NpY q залежить тiльки вiд min
i“1,...,2s

tyi ´

yi`1u.)

Позначимо

χpx, aq :“

#

0, якщо x ď a,

1, якщо x ą a,
a P R, χjpxq :“ χpx, xjq,

px ´ xjq
q
` :“ px ´ xjq

q χjpxq, q “ 1, 2, 3,

Γjpxq :“ Γj,npxq :“ min

$

&

%

1,
1

n
ˇ

ˇ

ˇ
sin x´pxj`h{2q

2

ˇ

ˇ

ˇ

,

.

-

, j P Z, n P N,

i зауважимо, що
›

›

›

›

›

›

n
ÿ

j“1´n

Γ2
j

›

›

›

›

›

›

ă 6, (2.2.5)

детальнiше див. [144].
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Для кожного j P Z, означимо додатнiй полiном

Jjpxq :“ Jj,npxq :“

˜

sin npx´xjq

2

sin x´xj

2

¸2

`

˜

sin npx´xj´1q

2

sin x´xj´1

2

¸2

, n P N, Jj P Tn´1, (2.2.6)

тобто сума двох "сусiдних" ядер типу Джексона. Надалi n ą NpY q “ NpY,mq. Нехай

H :“ tj : j P HpY, n,m{2q, |j| ă n ` m{2u .

Для кожного b P N, b ě s ` 2, позначимо

tjpxq :“ tj,npx, b, Y q :“
1

dj

ż x

xj´π
Jb
j puqΠpuqdu (2.2.7)

де

dj :“

ż xj`π

xj´π
Jb
j puqΠpuqdu.

Зокрема, dj ‰ 0 для j P H i b ě s ` 2 (див. детальну оцiнку аналогiчної величини в

роботi [144, Лема 1]).

Зауваження 2.2.2. Полiном Jb
j в (2.2.7) можна замiнити бiльш простим полiно-

мом

Jj,bpxq :“

˜

sin npx´xjq

2

sin x´xj

2

¸2b

`

˜

sin npx´xj´1q

2

sin x´xj´1

2

¸2b

, (2.2.8)

при цьому функцiї tj збережуть всi властивостi, описанi нижче. Грубо кажучи,

полiном Jb
j краще нiж Jj,b лише тому, що вiн меньше осцiлює, має бiльш рiзкий

"пiк ядра" i є "бiльш додатнiм" поза промiжкiв, що несуть пiк ядра.

Нище в лемах 2.2.1, 2.2.2 i в наслiдку 2.2.1, через c̄ “ c̄ps, bq, c̄1 “ c̄1ps, bq i c̄2 “

c̄2ps, bq позначенi додатнi сталi, що можуть залежити тiльки вiд s i b. В лемi 2.2.1

наведемо [144, Лема 2] (до зауважиння, включно) а також нерiвностi (5.22) i (5.27) з

[79, Лема 1].

Лема 2.2.1. Якщо j P H i b ě s ` 2, то

t1jpxqΠpxqΠpxjq ě 0, x P R, (2.2.9)

tjpxj ˘ πq “ χjp˘πq, q (2.2.10)

|χjpxq ´ tjpxq| ď c̄ pΓjpxqq
2b´s´1 , x P r´π, πs, (2.2.11)

ˇ

ˇt1jpxq
ˇ

ˇ ď c̄
1

h
pΓjpxqq

2b´s , x P R, (2.2.12)
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ˇ

ˇt1jpxq
ˇ

ˇ ě c̄1
1

h
pΓjpxqq

2b`2s , x P RzOpY, n,m{2q, (2.2.13)

ˇ

ˇt1jpxq
ˇ

ˇ ě c̄1
1

h
pΓjpxqq

2b`2s

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x ´ yi
xj ´ yi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

, x P OipY, n,m{2q, i P Z. (2.2.14)

Зауважимо, що лема 2.2.1 доводиться за допомогою нерiвностей

1
c̄hΓ

2b
j pxq

ˇ

ˇ

ˇ

Πpxq

Πpxjq

ˇ

ˇ

ˇ
ď

ˇ

ˇ

ˇ
t1jpxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď c̄

hΓ
2b
j pxq

ˇ

ˇ

ˇ

Πpxq

Πpxjq

ˇ

ˇ

ˇ
,

ˇ

ˇ

ˇ

Πpxq

Πpxjq

ˇ

ˇ

ˇ
ď 22sΓ´2s

j pxq, x P R, j P Hm, m ě 10,

(2.2.15)

ˇ

ˇ

ˇ

şxj`π
x Γb

jpuqdu
ˇ

ˇ

ˇ
ď c̄ hΓb´1

j pxq, b P N, x P rxj , xj ` 2πs,

ˇ

ˇ

ˇ

şxj´π
x Γb

jpuqdu
ˇ

ˇ

ˇ
ď c̄ hΓb´1

j pxq, b P N, x P rxj ´ 2π, xjs,

(2.2.16)

детальнiше див. [144].

Позначимо

H0 :“ tj : j P HpY, n,mq, |j| ă nu ,

i для кожного j P H0 покладемо

τjpxq :“ τj,npx, b, Y q :“ α

ż x

xj´π
tj`m

2
puqdu ` p1 ´ αq

ż x

xj´π
tj´m

2
puqdu, (2.2.17)

де число α обрано з умови

τjpxj ` πq “ π. (2.2.18)

Зауважимо, що оцiнка (2.2.11) i обранi m та b тягнуть нерiвностi 0 ď α ď 1. Детальне

доведення аналогiчних нерiвностей можна знайти в [37, стор. 923], єдина вiдмiннiсть

полягає в тiм, що замiсть невiд’ємного ядра типу Джексона там, тут застосовано

строго додатнє ядро. Також, доведення аналогiчних спiввiдношень можно знайти в

доведеннi лем 5.2.2 i 2.4.4.

Зауважимо, що функцii tj i τj можна представити на R у виглядi:

tjpxq “
1

2π
x ` R̂jpxq, j P H, (2.2.19)

τjpxq “
1

4π
x2 `

π ´ xj
2π

x ` R̃jpxq, j P H0, (2.2.20)

де R̂j i R̃j – деякi полiноми з Tcn, див. аналогiчнi випадки в [144] i [37], вiдповiдно.

Також, загальний пiдхiд отримання подiбних рiвностей можно знайти в доведеннi

лем 5.2.2 i 2.4.4.
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Зафiксуємо j P H. Позначимо

tziu
2s
i“1 :“ tY X pxj ´ π, xj ` πsu ,

де точки zi пронумерованi справа налiво; z2s`1 :“ xj ´ π i z0 :“ xj ` π (тобто z0 i z1
можуть спiвпадати). Через ipjq позначимо iндекс i “ 0, ..., 2s, такий, що zipjq`1 ă xj ă

zipjq. Наступна лема 2.2.2 це [34, Лема 1], вона доводиться аналогiчно до [90, Лема

5.2].

Лема 2.2.2. Для кожного j P H i кожного b ě 2s` 2 iснує 2s фiксованих точек ui,

z2s`1 ă u2s ă ... ă zipjq`2 ă uipjq`1 ă zipjq`1,

zipjq ă uipjq ă ... ă u2 ă z1 ď u1 ď z0,

таких, що функцiя

˝
tjpxq :“ tj,npx, b, Y Y Uq, U :“ tui : ui “ ui`2s ` 2π, i P Zu,

задовольняє спiввiдношення (2.2.10)-(2.2.12), (2.2.19) i, крiм того,

ˇ

ˇ

ˇ
χjpxq ´

˝
tjpxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď c̄2 pΓjpxqq

2b´2s´1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x ´ yi
xj ´ yi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

, x P OipY, n,m{2q, i “ 1, ..., 2s,

зокрема, χjpyiq ´
˝
tjpyiq “ 0, i “ 1, ..., 2s.

Зауваження 2.2.3. Замiсть
˝
tj в лемi 2.2.2 можна використовувати функцiю

tj,npx, bq `

2s
ÿ

i“1

χjpyiq ´ tj,npyi, bq

t1j,npyi, b, Yiq
t1j,npx, b, Yiq,

де tj,npx, bq – полiном, що визначається рiвнiстю (2.2.7) з Πpxq :” 1,

Yi :“ pY ztyi ` 2πνuνPZq Y ty
i

` 2πνuνPZ i b ě 3s ` 2.

Наслiдок 2.2.1. Для кожного j P H0 i кожного b ě 2s ` 2, функцiя

˝
τ jpxq :“ τj,npx, b, Y Y Uq,

що визначена формулою (2.2.17), задовольняє рiвнiсть (2.2.20) i крiм цього,

˝
τ jpxj ˘ πq “ ppxj ˘ πq ´ xjq`

,
˝
τ j

1pxj ˘ πq “ χjp˘πq,

ˇ

ˇ

ˇ
px ´ xjq` ´

˝
τ jpxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď c̄ h pΓjpxqq

2pb´s´1q , x P r´π, πs, (2.2.21)
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ˇ

ˇ

ˇ
χjpxq ´

˝
τ j

1pxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď c̄2 pΓjpxqq

2b´2s´1 , x P r´π, πs, (2.2.22)
ˇ

ˇ

ˇ
χjpxq ´

˝
τ j

1pxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď c̄2 pΓjpxqq

2b´2s´1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x ´ yi
xj ´ yi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

, x P OipY, n,m{2q, i “ 1, ..., 2s. (2.2.23)

Надалi c ą 0 позначають сталi, що можуть залежити тiльки вiд s. Вони можуть

бути рiзними, навiть якщо стоятимуть в одному рядку. Позначимо

Q :“ tp2ν ´ 1qnuνPZ.

Лема 2.2.3. Якщо f P ∆p1qpY q, то для кожного n ą NpY q iснує ламана L P ∆p1qpY q,

яка має вузли тiльки в точках xj-их з j P HzQ i така, що

}f ´ L} ď c ω2 pf, π{nq . (2.2.24)

Пiдкреслимо, що L в лемi 2.2.3 не може мати вузли в xj-их, якщо xj P O i якщо

xj : j P Q.

Доведення. Зафiксуємо n ą NpY q. Для зручностi вважатимемо, що

txj : j P Qu Ć OzO (2.2.25)

(якщо це не так, то нехай n ą NpY q ` 4, або нехай m “ 22 замiсть m “ 20, щоб

(2.2.25) i (2.2.4) справджувались). Нехай L˚ :“ L˚pxq позначає неперервну ламану з

вузлами txj : j P HzQu Y Y, яка iннтерполює f в кожному своєму вузлi. Вочевидь,

L˚ P ∆p1qpY q. (2.2.26)

Бiльш того, з нерiвеностi Уiтнi випливає оцiнка

}f ´ L˚} ď c ω2 pf, π{nq . (2.2.27)

"Пiдправимо" L˚ так, щоб отримати L. Позначимо

pyi, yiq :“ Oi, i “ 1, ..., 2s,

тобто yi i y
i

– лiвий i правий кiнцi iнтервалу Oi, вiдповiдно. Через Ľ :“ Ľpxq по-

значимо непрервну ламану, що складається на ry2s, y0s з 6s ланок таких, що Ľpyiq “

0, i “ 0, ..., 2s, i при кажному i “ 0, ..., 2s, Ľpyiq “ fpyiq ´ fpyiq i Ľpy
i
q “ fpyiq ´ fpy

i
q.

Вочевидь, що Ľ можно перiодично продовжити на R. Оскiльки f P ∆p1qpY q, то

Ľ1pxqΠpxq ě 0, x P RzO. (2.2.28)
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Покажемо, що
›

›Ľ
›

› ď c ω2 pf, π{nq . (2.2.29)

Для кожного i “ 0, ..., 2s, через li позначимо лiнiйну функцiю, яка iнтерполює f в

точках yi i yi, а через li – лiнiйну функцiю, яка iнтерполює f в yi i y
i
. Якщо x P Oi,

то з нерiвностi Уiтнi випливають оцiнки
ˇ

ˇfpxq ´ lipxq
ˇ

ˇ ď c ω2

´

f, y
i

´ yi

¯

ď c ω2 pf, π{nq ,

|fpxq ´ lipxq| ď c ω2 pf, π{nq ,

а отже, з урахуванням (2.2.28), маємо
›

›Ľ
›

› “ max
xPO

ˇ

ˇĽpxq
ˇ

ˇ ď
ˇ

ˇlipxq ´ lipxq
ˇ

ˇ ď c ω2 pf, π{nq .

Тому, з означень L˚ i Ľ, видно, що ламана

L “ L˚ ` Ľ

є шуканою в лемi 2.2.3. Дiйсно, ми отримали рiвнiсть

Lpxq ” fpyiq, x P Oi, i P Z,

з якої, з урахуванням (2.3.1) i (2.2.28), видно, що L P ∆p1qpY q, тодi як (2.2.24) випливає

з (2.2.27) i (2.3.3). Лему 2.2.3 доведено.

Позначимо

δj :“ Lpxjq ´ Lpxj´1q, ∆j :“ Lpxj`1q ´ 2Lpxjq ` Lpxj´1q, j P Z.

Наслiдок 2.2.2. Якщо L – ламана з леми 2.2.3, то

δj Πpxjq ď 0, j P H, (2.2.30)

|∆j | ď ω2 pL ´ f ` f, π{nq ď c ω2 pf, π{nq , j P Z, (2.2.31)

∆j “ δj “ 0, j R H, (2.2.32)

∆j “ 0, j P Q. (2.2.33)

Позначимо

b1 :“ s ` 2, b2 :“ 3ps ` 1q, c1 :“ c̄1ps, b1q, c2 :“ c̄2ps, b2q, n1 :“ 2 r1 ` c2{c1sn

(r¨s – цiла частина). Для кожного j “ 1 ´ n, ..., n´ 1, через j˚ i j˚ позначимо iндекси

такi, що xj˚,n1 “ pxj,n ` xj´1,nq{2 i xj˚,n1 “ pxj`1,n ` xj,nq{2, вiдповiдно.
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Лема 2.2.4. Для кожного j P H0, двi функцii

τj˚pxq :“ τj˚,n1px, b2, Y Y Uq `
hn
2
tj˚,n1px, b1, Y q,

τj˚pxq :“ τj˚,n1px, b2, Y Y Uq ´
hn
2
tj˚,n1px, b1, Y q,

при x P r´π, πs, задовольняють нерiвностi

`

τ 1
j˚pxq ´ χj˚pxq

˘

ΠpxqΠpxjq ě 0, (2.2.34)

`

τ 1
j˚

pxq ´ χj˚pxq
˘

ΠpxqΠpxjq ď 0, (2.2.35)
ˇ

ˇ

ˇ
px ´ xjq` ´ τj˚

˚
pxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď c hn Γ

2
j,npxq, (2.2.36)

де j˚
˚ “ j˚ або j˚.

Доведення. З двох аналогiчних нерiвнстей (2.2.34) i (2.2.35), перевiримо лише (2.2.34).

Якщо x P r´π, πszOpY, n1,m{2q, то з (2.2.9), (2.2.13), (2.2.22) i вибору n1 випливає,

що
`

τ 1
j˚pxq ´ χj˚pxq

˘

ΠpxqΠpxjq

“

ˆ

hn
2
t1j˚,n1

px, b1, Y q ` τ 1
j˚,n1

px, b2, Y Y Uq ´ χj˚pxq

˙

ΠpxqΠpxjq

ě c1
hn
2hn1

Γ
4ps`1q

j˚,n1
pxq ´ c2Γ

4s`5
j˚,n1

pxq ě

ˆ

c1
hn
2hn1

´ c2

˙

Γ
4ps`1q

j˚,n1
pxq ě 0.

Збираючи (2.2.9), (2.2.14) i (2.2.23), знаходимо (2.2.34) для решти x, аналогiчно. Не-

рiвностi (2.2.21) i (2.2.11) тягнуть (2.2.36). А саме,

|px ´ xjq` ´ τj˚pxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ

px ´ xjq` ´ px ´ xj˚q` ´
hn
2
χj˚pxq

˙

` ppx ´ xj˚q` ´ τj˚,n1px, b2, Y Y Uqq `
hn
2

´

χj˚pxq ´ tj˚,n1px, b1, Y q

¯

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď c hn Γ
2
j,npxq ` c hn1 Γ

4ps`1q

j˚,n1
pxq ` c hn Γ

s`3
j˚,n1

pxq ď c hn Γ
2
j,npxq.

Для iндексу j˚, нерiвнiсть (2.2.36) доводиться аналогiчно. Лему 2.2.4 доведено.

Доведення теореми 2.2.1

Нехай L – ламана з леми 2.2.3. Представимо її на r´π, πs у виглядi

Lpxq ” lpxq `
1

h

n´1
ÿ

j“1´n

∆jpx ´ xjq` ” lpxq `
1

h

ÿ

jPH0

∆jpx ´ xjq`,
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де lpxq :“ Lp´πq ` rxn, xn´1, Lspx` πq :“ Lp´πq `
Lpxnq´Lpxn´1q

xn´xn´1
px` πq, i де ми скори-

сталися (2.3.8).

Покладемо

Pnpxq :“ lpxq `
1

h

ÿ

jPH0

∆j τjpxq, (2.2.37)

де

τjpxq :“

$

&

%

τj˚pxq якщо ∆j Πpxjq ě 0,

τj˚pxq якщо ∆j Πpxjq ă 0.

Переконаємося, що Pn це шуканий в теоремi 2.2.1 полiном. Спочатку покажемо, що

Pn це взагалi тригонометричний полiном порядку cn. Пiдставимо (2.2.19) i (2.2.20) у

(2.2.37). З урахуванням (2.3.8) i (2.3.9), маємо

Pnpxq “
A

4π
x2 ` rxn, xn´1, Lsx `

n

π
x
ÿ

jPH0

∆j

ˆ

π ´ xj˚
˚

2π
˘
h

2

1

2π

˙

` Rnpxq,

де

A :“
n

π

n´1
ÿ

j“1´n

∆j “ ´
n

π
∆n “ 0,

Rnpxq :“ Lp´πq ` rxn, xn´1, Lsπ `
n

π

ÿ

jPH0

∆j
ˆ̃Rj˚

˚
pxq

– деякий полiном порядку cn, тобто

Pnpxq “ x

¨

˝rxn, xn´1, Ls `
n

2π2

ÿ

jPH0

∆j

ˆ

π ´ xj ¯
h

2
˘
h

2

˙

˛

‚` Rnpxq

“ x

¨

˝rxn, xn´1, Ls `
A

2
`

1

2π

n´1
ÿ

j“1´n

∆j j

˛

‚` Rnpxq

“
x

π

ˆ

nLpxn´1q ´ nLpxnq `
1

2

“

pn ´ 1q pLpxnq ´ Lpx´nqq ´ n pLpxn´1q ´ Lpx1´nqq
‰

˙

`Rnpxq “ x
n

2π

`

Lpxn´1q ´ 2Lpxnq ` Lpx1´nq
˘

`Rnpxq “ Rnpxq,

оскiльки Lpxnq “ Lpx´nq и Lpx1´nq “ Lpxn`1q.

Доведемо, що Pn P ∆p1qpY q. Нехай x P r´π, πs, тодi, з урахувунням (2.3.8), нерiв-

ностi (2.3.6), (2.2.34), (2.2.35) i xj˚
˚

ď xpj´1q˚
˚
, дозволяють записати

P 1
npxqΠpxq
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“

¨

˝rxn, xn´1, Lsχnpxq `
1

h

ÿ

jPH0

∆j

´

τ 1
jpxq ´ χj˚

˚
pxq

¯

`
1

h

ÿ

jPH0

pδj`1 ´ δjqχj˚
˚

pxq

˛

‚Πpxq

“
1

h

ÿ

jPH0

∆j

´

τ 1
j˚

˚
pxq ´ χj˚

˚
pxq

¯

Πpxq ´
1

h

ÿ

jPH0Ytnu

δj

´

χj˚
˚

pxq ´ χpj´1q˚
˚
pxq

¯

Πpxq

“
1

h

ÿ

jPH0

1

Π2pxjq

´

∆jΠpxjq
¯´´

τ 1
j˚

˚
pxq ´ χj˚

˚
pxq

¯

ΠpxqΠpxjq
¯

´
1

h

ÿ

jPH0Ytnu

1

Π2pxjq

´

δj Πpxjq
¯´´

χj˚
˚

pxq ´ χpj´1q˚
˚
pxq

¯

ΠpxqΠpxjq
¯

ě 0

(n˚
˚ :“ n и ´n˚

˚ :“ ´n).

Щоб довести (2.2.2), представимо рiзницю f ´ Pn, на r´π, πs, у виглядi

fpxq´Pnpxq “ fpxq´Lpxq`Lpxq´Pnpxq “ fpxq´Lpxq`
1

h

ÿ

jPH0

∆j ppx ´ xjq` ´ τjpxqq .

Тепер оцiнка (2.2.2) випливає з (2.2.24), (2.2.36), (2.3.7) i (2.2.5). Теорему 2.2.1 дове-

дено.

2.3 Наближення диференцiйовних перiодичних фун-
кцiй

Результати цього пiдроздiлу мiстяться в [13,16].

Нагадаємо, що якщо f P Cprq :“
!

f : f prq P C
)

, r P N, то наслiдком (2.2.1) є

нерiвнiсть

Enpfq ď
cpr, kq

nr
ωk

´

f prq, π{n
¯

, n P N. (2.3.1)

В теоремi 2.3.2, наведено її комонотонний аналог. Вiн випливає з наступної теореми

2.3.1, яка доводиться в цьому пiдроздiлi.

Теорема 2.3.1. Якщо f P Cp1q X ∆p1qpY q, то

E
p1q
n pfq ď

cpsq

n
ω3

`

f 1, π{n
˘

, n ě NpY q, (2.3.2)

а якщо f P Cp2q X ∆p1qpY q, то

E
p1q
n pfq ď

cps, kq

n2
ωk

`

f2, π{n
˘

, n ě NpY, kq, (2.3.3)

ˆ

E
p1q
n pfq ď

cps, r ` kq

nr
ωk

´

f prq, π{n
¯

, f P Cprq, r ě 2,

˙
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де NpY q i NpY, kq – сталi, якi залежать тiльки вiд min
i“1,...,2s

tyi ´ yi`1u i k, а cpsq i

cps, kq – сталi, якi залежать тiльки вiд s i k, вiдповiдно.

Наслiдком теореми 2.3.1 i нерiвностi Уiтнi [167] }f ´ fp0q} ď kωkpf, kπq, k P N, є

наступна теорема 2.3.2.

Теорема 2.3.2. Якщо f P Cp1q X ∆p1qpY q, то

E
p1q
n pfq ď

CpY q

n
ω3

`

f 1, π{n
˘

, n P N, (2.3.4)

а якщо f P Cp2q X ∆p1qpY q, то

E
p1q
n pfq ď

CpY, kq

n2
ωk

`

f2, π{n
˘

, n P N, (2.3.5)
ˆ

E
p1q
n pfq ď

CpY, r ` kq

nr
ωk

´

f prq, π{n
¯

, f P Cprq, r ě 2

˙

де CpY q i CpY, kq – сталi, якi залежать тiльки вiд min
i“1,...,2s

tyi´yi`1u i k, вiдповiдно.

Зауваження 2.3.1. Ми вважаємо, що сталi NpY q, NpY, kq, CpY q i Cpk, Y q в те-

оремах 2.3.1, 2.3.2 неможливо замiнити сталими, якi не залежать вiд Y (а зале-

жать, скажiмо, вiд s) а також, що ω3 в (2.3.2) та (2.3.4) неможливо замiнити

на ωk з k ą 3, однак цi обидва припущення ми не доводимо. Алгебраїчний аналог

другого припущення доведено в теоремi 6.1.1.

Плєшаков [32, Роздiл 2] довiв частинний випадок теореми 2.3.2: Якщо f P W r X

∆p1qpY q (де W r – множина функцiй g з абсолютно неперервними gpr´1q i з |gprqpxq| ď

1 м. с. на R), то

E
p1q
n pfq ď

Cpr, Y q

nr
n P N, r ě 2,

де Cpr, Y q – стала, яка залежать тiльки вiд r i Y. Для r “ 1 (i r “ 2, також) це

твердженя є частинним випадком (2.2.3).

Допомiжнi факти для доведення теореми 2.3.1

Надалi через cν , ν “ 1, ..., 37, позначенi додатнi числа, якi можуть залежити

тiльки вiд фiксованих r, k, l P N i p P Z`. Доведемо лему 2.3.1, яка дещо уточнює

оцiнку (2.2.1), а отже i (2.3.1), а також вiдповiднi оцiнки для одночасного наближення

функцiї i її похiдних. Нехай

Jn,lpxq :“

ˆ

sinpnx{2q

sinpx{2q

˙2l

, Kn,lpxq :“ Jn,lpxq

ˆ
ż π

´π
Jn,lpxqdx

˙´1
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– парне i невiд’ємне ядро типу Джексона з n, l P N, i

σn,lpf, xq :“ p´1qk`1

ż π

´π
Kn,lptq

k
ÿ

i“1

p´1qk´i

ˆ

k

i

˙

fpx ` itqdt

– полiном з Tlpn´1q, запропонований Стєчкiним [43] для доведення (2.2.1), де f P C i

k P N.

Лема 2.3.1. При кожних натуральних pr` 1q, k, l, 2l ě k` r` 2, i n для будь-якої

функцiї f P Cprq полiном σn,l P Tlpn´1q є таким, що при будь-яких x i δ ą 0

ˇ

ˇ

ˇ
f ppqpxq ´ σ

ppq

n,l pf, xq

ˇ

ˇ

ˇ

ď
c1
nr´p

˜

ωk

´

f prq, 1{n, rx ´ δ, x ` δs

¯

`

ˆ

1

nδ

˙2l´k´r´1

ωk

´

f prq, 1{n
¯

¸

´

ď
c1
nr´p

ωk

´

f prq, π{n
¯¯

, p “ 0, 1, ..., r. (2.3.6)

Доведення. Без втрати загальностi будемо вважати δ P r1{n, πs. Оцiнимо |fpxq ´

σn,lpf, xq|. Оскiльки,

fpxq ´ σn,lpf, xq “ p´1qk
ż π

´π
Kn,lptq

k
ÿ

i“0

p´1qk´i

ˆ

k

i

˙

fpx ` itqdt

“ p´1qk
ż π

´π
Kn,lptq∆

k
t fpxqdt, (2.3.7)

то
ˇ

ˇfpxq ´ σn,lpf, xq
ˇ

ˇ ď

ż π

´π
Kn,lptq

ˇ

ˇ

ˇ
∆k

t fpxq

ˇ

ˇ

ˇ
dt “

ż ´δ{k

´π
`

ż δ{k

´δ{k
`

ż π

δ{k

“: I1 ` I2 ` I3. (2.3.8)

Оцiнимо I2.

I2 ď

ż δ{k

´δ{k
Kn,lptq max

|h|ď|t|

ˇ

ˇ

ˇ
∆k

t fpxq

ˇ

ˇ

ˇ
dt ď

ż δ{k

´δ{k
Kn,lptq sup

|h|ď|t|

›

›

›
∆k

t fp¨q

›

›

›

rx´δ`k|h|,x`δ´k|h|s
dt

ď

ż δ{k

´δ{k
Kn,lptqωk pf, |t|, rx ´ δ, x ` δsq dt.

Для оцiнки останнього iнтегралу скористаємося властивiстю

ωk
`

f, n|t|n´1, ra, bs
˘

ď nk
`

|t| ` n´1
˘k
ωk

`

f, n´1, ra, bs
˘

(2.3.9)
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i нерiвнiстю
ż π

´π
Kn,lptq

`

|t| ` n´1
˘k
dt ď c2 n

´k,

див. [43, Лема 8]. Отже, I2 ď c2 ωk
`

f, n´1, rx ´ δ, x ` δs
˘

. З двох аналогiчних iнте-

гралiв I1 i I3, оцiнимо лише I3. При цьому врахуємо (2.3.9) i властивостi Kn,l, див.,

наприклад, [25, стор. 131]. Нехай δ{k ď n´1 ď δ. Тодi,

I3 “

ż π

δ{k
Kn,lptq

ˇ

ˇ

ˇ
∆k

t fpxq

ˇ

ˇ

ˇ
dt ď

ż π

δ{k
Kn,lptq

›

›

›
∆k

t fp¨q

›

›

›
dt

ď

ż π

δ{k
Kn,lptqωk pf, tq dt ď nkωk pf, 1{nq

ż π

δ{k
pt ` 1{nq

kKn,lptqdt

ď nkωk pf, 1{nq

˜

2k

nk

ż 1{n

δ{k
Kn,lptqdt ` 2k

ż π

1{n
tkKn,lptqdt

¸

ď nkωk pf, 1{nq

˜

2k

nk

ż π

δ{k
Kn,lptqdt `

2k

c2n2l´1

ż π

1{n
tk
ˆ

sinpnt{2q

sinpt{2q

˙2l

dt

¸

ď nkωk pf, 1{nq
2k

c3n2l´1

˜

1{nk
ż 8

δ{k

dt
`

t
π

˘2l
` π2l

ż 8

δ{k

dt

t2l´k

¸

“ ωk pf, 1{nq
2kπ2l

c3n2l´k´1

ˆ

k2l´1

nkp2l ´ 1qδ2l´1
`

k2l´k´1

p2l ´ k ´ 1qδ2l´k´1

˙

ď
c4

pnδq2l´k´1
ωk pf, 1{nq .

Для δ{k ą 1{n, аналогiчно

I3 ď nkωk pf, 1{nq
2kπ2l

c3n2l´1

ż 8

δ{k

dt

t2l´k
ď

c4
pnδq2l´k´1

ωk pf, 1{nq .

Збираючи у (2.3.8) оцiнки I1,2,3, знайдемо нерiвнiсть (2.3.6) для випадку r “ p “ 0.

Решта випадкiв леми 2.3.1 випливають з (2.3.7), доведення (2.3.8) i оцiнок

ωk`i

`

f, n´1, ra, bs
˘

ď n´iωk

´

f piq, n´1, ra, bs
¯

, i “ 0, 1, ..., r.

Лему 2.3.1 доведено.

Надалi числа cν можуть залежити ще й вiд фiксованих s, b P N, n ą NpY q “

NpY, 20q i без втрати загальностi будемо вважати, що y2s “ ´π. Позначимо

Jjpxq :“
`

pJ2n,1px ´ pxj ` π{p4nqqq ` J2n,1px ´ pxj ` 3π{p4nqqq
˘

qb, b P N.

Для j P H i b ě s ` 4 покладемо

tjpxq :“ tj,npx, b, Y q :“
1

dj

ż x

xj´π
JjpuqΠpuqdu P Tc5n, (2.3.10)
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t̆jpxq :“ t̆j,npx, b, Y q :“
1

d̆j

ż x

xj´π
ΠjpuqJjpuqΠpuqdu P Tc5n, (2.3.11)

де

dj :“

ż xj`π

xj´π
JjpuqΠpuqdu, d̆j :“

ż xj`π

xj´π
ΠjpuqJjpuqΠpuqdu,

Πjpxq :“ ´Πpx, txj , xj´1uq,

зокрема, dj ‰ 0 i d̆j ‰ 0 (для вказаних j i b), див. [144, Лема 1]. В наступнiй лемi 2.3.2

(майже як в лемi 2.2.1) зберемо, спiввiдношення (13)-(16) з [144] i аналоги нерiвностей

(5.22) i (5.27) з [79]. Зауважимо, що спiввiдношення в [144] описують невiд’ємне ядро

Jn,lpx´ xjq, а їх аналоги в лемi 2.3.2 – строго додатне Jjpxq, як суму двох "сусiднiх"

невiд’ємних.

Лема 2.3.2. Якщо j P H i b ě s ` 4, то

t1jpxqΠpxqΠpxjq ě 0, x P R, (2.3.12)

t̆1jpxqΠpxqΠpxjq ď 0, x P rxj ´ 2π ` h, xj ` 2πszIj , (2.3.13)

tjpxj ˘ πq “ t̆jpxj ˘ πq “ χjp˘πq, (2.3.14)

|χjpxq ´ tjpxq| ď c6 pΓjpxqq
2b´s´1 , x P rxj ´ 2π, xj ` 2πs, (2.3.15)

ˇ

ˇχjpxq ´ t̆jpxq
ˇ

ˇ ď c6 pΓjpxqq
2b´s´1 , x P rxj ´ 2π, xj ` 2πs, (2.3.16)

ˇ

ˇt1jpxq
ˇ

ˇ ď c7
1

h
pΓjpxqq

2b´s , x P R, (2.3.17)

ˇ

ˇt̆1jpxq
ˇ

ˇ ď c7
1

h
pΓjpxqq

2b´s , x P R, (2.3.18)

ˇ

ˇt1jpxq
ˇ

ˇ ě c8
1

h
pΓjpxqq

2b`2s , x P RzOpY, nq, (2.3.19)

ˇ

ˇt1jpxq
ˇ

ˇ ě c8
1

h
pΓjpxqq

2b`2s

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x ´ yi
xj ´ yi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

, x P OipY, nq, i P Z, (2.3.20)

tjpxq “
1

2π
x ` Rjpxq, t̆jpxq “

1

2π
x ` R̆jpxq, x P R, (2.3.21)

де Rj i R̆j – деякi полiноми з Tc5n.

Через Φk, k P N, позначимо множину всiх k-мажорант, тобто неперервних i неспа-

дних на r0,8q функцiй ϕptq таких, що ϕp0q “ 0 i t´kϕptq не зростає при t ą 0. Вiдомо

(див., наприклад [25, стор. 167]), що для будь-якого модуля ωkpg, tq, в множинi Φk є

функцiя ϕptq така, що ωkpg, tq ď ϕptq ď 2kωkpg, tq, t ě 0. Оберемо φ P Φk таку, що

ωkpf 1, tq ď φptq ď 2kωkpf 1, tq, t ě 0.
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Позначимо H0 :“ H0pY, nq :“ tj P HpY, nq : |j| ă nu i Z :“ tzqun
˚

q“0 :“ txj : j P

H0u Y tyiu
2s
i“0, де n˚ :“ 2n`1´8p2s`1q i точки zq упорядкованi за спаданням. Нехай

jpqq :“ j, якщо zq “ xj (з j P H0); jpqq :“ jpq´1q, якщо zq “ yi. Покладемо b1 “ s`4.

Лема 2.3.3. Якщо f 1 2π-перiодична, }f 1} ď φphq i f 1pxqΠpxq ě 0, x P R, то функцiя

τnpf, xq :“ fp´πq `

n˚
ÿ

q“1

pfpzq´1q ´ fpzqqq tjpqq,npx, b1, Y q

задовольняє нерiвностi

}f ´ τnpf, ¨q} ď c11hφphq, (2.3.22)

τ 1
npf, xqΠpxq ě 0, x P R. (2.3.23)

Крiм того, якщо, для A “ const, fpxq ´ Ax перiодична, то τnpf, xq ´ Ax P Tc5n.

Доведення. Нерiвностi pfpxj´1q ´ fpxjqqΠpxjq ě 0, j P H0, i (2.3.12) породжують

(2.3.23). Оцiнка (2.3.22) доводиться за допомогою (2.3.15), (2.2.5) i рiвностi fpxq ´

τnpf, xq “ fpxq ´Spxq `Spxq ´ τnpf, xq, x P r´π, πs, де Spxq :“ fp´πq `
řn˚

q“1pfpzq´1q´

fpzqqqχjpqqpxq. Включення τnpf, xq´Ax P Tc5n доводиться аналогiчно подiбному вклю-

ченню в [21, стор. 207], або, що те саме, в [22, стор. 721], (сума алгебраїчних доданкiв

з (2.3.21) дорiвнює Ax, оскiльки τnpf, xq “ τnpS, xq, а на Oi, i “ 0, ..., 2s, Spxq “ const,

тому їх сума по q “ 1, ..., n˚ дорiвнює сумi по j “ 1 ´ n, ..., n i дорiвнює Ax). Лему

2.3.3 доведено.

Для кожного i P Z позначимо
´

y
i
, yi

¯

:“
´

xjpiq, xjpiq

¯

:“ Oi,

тобто лiвий i правий кiнцi промiжку Oi. Для x P R нехай

dpx,Oq :“ min
iPZ

!

|x ´ py
i

` h{2q|, |x ´ pyi ` h{2q|

)

,

rti,npxq :“ tjpiq,npx, b1, Y q signΠpy
i
q ` tjpiq,npx, b1, Y q signΠpyiq.

Лема 2.3.4. Функцiя

Unpxq :“ hφphq

2s
ÿ

i“1

rti,npxq, (2.3.24)

задовольняє спiввiдношення

Un P Tc5n X ∆p1qpY q, (2.3.25)
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}Un} ď c12hφphq, (2.3.26)

|U 1
npxq| ě c13φphq

`

pΓ̌n pdpx,Oqq
˘

q4ps`2q, x P RzO, (2.3.27)

|U 1
npxq| ě

c13
h
φphq |x ´ yi| , x P Oi, i P Z. (2.3.28)

Доведення. З (2.3.12) випливає, що (2.3.25)-(2.3.28) є наслiдками (2.3.21) (доданки

в (2.3.24) мають попарно протилежнi знаки), (2.3.15) (i рiвностi Un “ Un ´ S ` S, де

S´ кусково-стала функцiя у формi (2.3.24)), (2.3.19) (|Unpxq| дорiвнює сумi модулiв

доданкiв) i (2.3.20), вiдповiдно. Лему 2.3.4 доведено.

Нам буде потрiбна нерiвнiсть Уiтнi [167]

}g ´ Lk´1pg, ¨, ra, bsq}ra,bs ď c14ωk pg, pb ´ aq{k, ra, bsq , g P Cpra, bsq, (2.3.29)

i лема 4.2’ з [56]: якщо g P Cppqpra, bsq, p P N, p ă k, то
›

›

›
gppq ´ L

ppq

k´1pg, ¨, ra, bsq
›

›

›

ra,bs
ď c15ωk´p

´

gppq, pb ´ aq{k, ra, bs
¯

. (2.3.30)

Позначимо

l1 :“

„

k ` r ` 1

2

ȷ

` 2ps ` 2q ` 1, Ji :“ Ji,n :“ ryi ´ h, yi ` hs,

Yi :“
`

pY z tyi ` 2πνuνPZ
˘

q
ď

!

y
i

` 2πν
)

νPZ
,

pti,npxq :“ tjpiq,npx, b1, Yiq ´ t̆jpiq,npx, b1, Yiq,

де r¨s´ цiла частина i i P Z.

Лема 2.3.5. Якщо f P Cp1q i f 1pyiq “ A для всiх i P Z, де A “ const, то полiном

pσnpf, xq :“ σn,l1pf, xq ´

2s
ÿ

i“1

σ1
n,l1

pf, yiq ´ A

pt1i,npyiq
pti,npxq P Tc5n,

при будь-яких δ ą 0, задовольняє нерiвностi

}f ´ pσnpf, ¨q} ď c16hφphq, (2.3.31)

ˇ

ˇf 1pxq ´ pσ1
npf, xq

ˇ

ˇ

ď c17

˜

ωkpf 1, h, rx ´ δ, x ` δsq `

ˆ

1

nδ

˙4ps`2q`1

φphq

¸

, x P R, (2.3.32)

›

›f 1 ´ pσ1
npf, ¨q

›

› ď c17φphq, (2.3.33)
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ˇ

ˇLk´1pf 1, x, Jiq ´ Lk´1pf 1, yi, Jiq ´ pσ1
npf, xq ` A

ˇ

ˇ

ď
c18
h
φphq|x ´ yi|, x P Ji, i P Z, (2.3.34)

зокрема, pσ1
npf, yiq “ A.

Доведення. Включення pσn P Tc5n є наслiдком (2.3.21), (2.3.12) i (2.3.13). Користу-

ючись (2.3.6), (2.3.19) з (2.3.12) i (2.3.13), а також (2.3.15) i (2.3.16), для x P r´π, πs,

запишемо

|fpxq ´ pσnpf, xq| ď c1hφphq`

`

2s
ÿ

i“1

|σ1
n,l1

pf, yiq ´ f 1pyiq|

|t1
jpiq,n

pyi, b1, Yiq|

ˇ

ˇ

ˇ
tjpiq,npx, b1, Yiq ´ χjpiqpxq ` χjpiqpxq ´ t̆jpiq,npx, b1, Yiq

ˇ

ˇ

ˇ

ď c1hφphq ` 2s
c1φphqh

c8

´

Γjp1qpy1q

¯2b1`2s
2c6

´

Γjp1qpxq

¯2b1´s´1
ď c16hφphq,

тобто оцiнка (2.3.31) вiрна. Нерiвнiсть (2.3.32), а отже i (2.3.33), доводятся аналогiчно,

з використанням (2.3.17) i (2.3.18) замiсть (2.3.15) i (2.3.16). Оскiльки, за означеннями

f 1pyiq “ pσ1
npf, yiq “ A, i P Z, то (2.3.34) вiрна, якщо на Ji справджується нерiвнiсть

|B1pxq| :“
ˇ

ˇL1
k´1pf 1, x, Jiq ´ pσ2

npf, xq
ˇ

ˇ ď
c18
h
φphq. (2.3.35)

З (2.3.29) i (2.3.33) випливає оцiнка

}B}Ji
“
›

›Lk´1pf 1, ¨, Jiq ´ f 1 ` f 1 ´ pσ1
npf, ¨q

›

›

Ji
ď c14ωk

`

f 1, |Ji|{k, Ji
˘

` c17φphq

ď c19ωk
`

f 1, h
˘

` c17φphq ď c20φphq.

З [43] вiдомо, що якщо полiном задовольняє (2.3.33), то
›

›

›
pσ

pk`1q
n pf, ¨q

›

›

›
ď c21φphq{hk.

Тому

}Bpkq}Ji
ď c21 φphq{hk.

Тепер похiднi Bppq, p ă k, задовольняють нерiвнiсть типу Колмогорова (див. [56,

стор. 35])

}Bppq}Ji
ď c22

ˆ

|Ji|
k´p c21

hk
φphq `

1

|Ji|p
c20φphq

˙

ď
c18
hp
φphq.

Лему 2.3.5 доведено.

Доведення теореми 2.3.1

Коментар. Теорему 2.3.1 доведем у наступний спосiб: Функцiю f представимо су-

мою f “ f1 ` f2, де }f 1
1} буде "маленькою" скрiзь на R, а |f 1

2pxq| буде "великим"
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на "бiльшiй" частинi деякої множини F. Тодi, означимо полiном Pn, як суму п’яти

полiномiв, перший з яких τn буде наближати f1 (як треба) i буде комонотонним з f ,

а другий σ̂n буде (теж як треба) наближати f2 i, що важливо, f 1
2 (своєю похiдною,

звiсно), але вiн не буде комонотонним з f . Натомiсть його похiдна (завдяки спiль-

ному наближенню) буде "великою" там де "велика" f 1
2. Три iншi полiноми Un, Q

i M будуть мати "маленькi" норми (рiвнi за порядком оцiнкам в теоремi) i будуть

"виправляти" полiном σ̂1
n (кожен на своїй множинi) так, щоб їх спiльна з σ̂n сума вже

була комонотонним полiномом. Це можливо завдяки iснуванню дiлянок, де |σ̂1
npxq|

"великий" i тому на цих дiлянках, виправляючi полiноми можуть порушувати свою

особисту комонотоннiсть з f (на величину не бiльшу нiж |σ̂1
npxq|, разом). Без такого

порушення, зробити їх норми маленькими неможливо, принципово.

1˝. Для j P Z будемо писати j P V, якщо iснує точка x P Ij така, що

|f 1pxq| ď 2c17φphq. (2.3.36)

Позначимо c23 :“ 96krc7{c8 ` 1s i c :“ c23 ` 20s ` 15. Без втрати загальностi будемо

вважати, що n дiлеться на c, тобто n “ pc, де p P N. Покладемо νp “ n`8 i ν´p “ 8´n.

Для кожного q “ p ´ 1, ..., 0, ..., 1 ´ p нехай νq позначає найменше цiле серед цiлих

j ě cq для яких rxj`3, xj´3s X O “ H. Позначимо

Eq :“ rxνq , xνq´1s
`

“ Iνq Y Iνq´1 Y ... Y Iνq´1`1

˘

, q “ 1 ´ p, p.

Отже, cq ` 15 ě νq ě cq i кожен вiдрiзок Eq складається принаймнi з c23 ` 20s i не

бiльше нiж з c23 ` 20s ` 30 рiзних вiдрiзкiв Ij .

Надалi будемо вважати, що q P Z (f´ перiодична). Будемо писати q P W, якщо Eq

мiстить принаймнi 2k ´ 1 промiжкiв Ij таких, що j P V. Зауважимо, що якщо q P W,

то (2.3.36) i (2.3.29) тягнуть нерiвнiсть

|f 1pxq| ď c24φphq, x P Eq. (2.3.37)

Далi в означеннi 2.3.1 представимо функцiю f 1pxq сумою "маленької" функцiї

g1pxq i "великої" функцiї g2pxq так, щоб на множинi

E :“ YqRWEq

g2pxq ” f 1pxq, а на RzE, якщо E ‰ R, (за винятком околiв кiнцiв E) ´ g2pxq ” 0. В

кiнцях E множинням на функцiю Sj забезпечимо неперервнiсть.
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Для кожного j P Z позначимо

Sjpxq :“

ż x

xj

pu ´ xjq
kpxj´1 ´ uqkdu

˜

ż xj´1

xj

pu ´ xjq
kpxj´1 ´ uqkdu

¸´1

.

Для довiльної непорожньої множини E Ă R, через E˚ позначимо об’єднення всiх

Ij , j P Z, таких, що Ij X E ‰ H. Аналогiчно, E˚˚ :“ pE˚q˚ i т.д. (E Ă E˚ Ă E˚˚ Ă ...).

Означення 2.3.1. Для x P Ij покладемо

g1pxq :“

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

0, якщо Ij Ă E˚,

f 1pxq, якщо Ij Ă RzE˚˚,

f 1pxqSjpxq, якщо Ij Ă E˚˚zE˚ i xj P E˚,

f 1pxqp1 ´ Sjpxqq, якщо Ij Ă E˚˚zE˚ i xj R E˚,

i g2pxq :“ f 1pxq ´ g1pxq.

Лема 2.3.6. Мають мiсце нерiвностi

}g1} ď c24φphq, ωkpg1, tq ď c25φptq, ωkpg2, tq ď pc25 ` 1qφptq.

Лема 2.3.6 це фактично лема 17.4 з [56]. Зауважимо, що її перша нерiвнiсть ви-

пливає з (2.3.37); друга – з першої, оцiнки ωkpf 1, tq ď φptq i нерiвностi |S
pνq

j pxq| ď

c26{hν , x P Ij , ν P N; третя – з другої.

Позначимо c27 :“ rc25 ` 2s. Без втрати загальностi будемо вважати, що p ě 4c27.

Представимо множину E ‰ R у виглядi об’єднення вiдрiзкiв Fm :“ ram, bms, m P Z,
що не перетинаються. Будемо писати m P X, якщо Fm складається не бiльше нiж з

c27 рiзних вiдрiзкiв Eq (або, що те саме, – не бiльше нiж з c27c ` 15 рiзних вiдрiзкiв

Ij). Якщо m R X, то Fm мiстить принаймнi c27c ` c23 рiзних Ij .

Означення 2.3.2. Покладемо

g3pxq :“

$

&

%

g2pxq, x P pYmPXFmq
˚˚ ,

0, x P Rz pYmPXFmq
˚˚,

i g4pxq :“ g2pxq ´ g3pxq.

Лема 2.3.7. Мають мiсце нерiвностi

}g3} ď c28φphq, ωkpg3, tq ď c29φptq, ωkpg4, tq ď pc25 ` 1 ` c29qφptq.
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Лема 2.3.7 доводиться аналогiчно лемi 2.3.6, з урахуванням самої леми 2.3.6.

Позначимо

f1pxq :“ fp0q `

ż x

0
pg1puq ` g3puq ´ Aq du, f2pxq :“

ż x

0
pg4puq ` Aq du

так, що fpxq “ f1pxq ` f2pxq i де дiйсне число A, |A| ď φphqmaxtc24, c28u{2, обрано

з умови f1p0q “ f1p2πq (або, що те саме, f2p0q “ f2p2πq). Якщо f2pxq ” Ax, то

f1pxq ” fpxq pA “ 0q i теорема 2.3.1 є наслiдком лем 2.3.6, 2.3.7 i 2.3.3.

2˝. Тобто задача звелася до наближення функцiї f2pxq. Нехай для визначеностi A ě 0.

Позначимо

F :“ YmRXFm.

Нагадаємо, що за побудовою

f 1
2pxq “

$

&

%

f 1pxq ` A, x P F ˚,

A, x R F ˚˚,

i на "бiльшiй" частинi множини F маємо |f 1
2pxq ´ A| ą 2c17φphq. Тому, згiдно (34),

|pσ1
n1

pf2, xq ´A| ą c17φphnq при n1 ą n. Однак можуть iснувати i "поганi" точки x (на

F зокрема) в яких ppσ1
n1

pf2, xq ´ AqΠpxq ă 0. В усiх "поганих" точках x P F zO, x P

pRzF qzO i x P O ми "виправимо" полiном pσ1
n1

pf2, xq за допомогою полiномiв Q1pxq

(Лема 8), M 1pxq (Лема 9) i U 1
npxq (Лема 4), вiдповiдно.

Нехай

δj :“ signΠpxjq, tjpxq “ tj,npx, b1, Y q, t̆jpxq “ t̆j,npx, b1, Y q.

Для кожного Eq Ă F, q “ 1 ´ p, p, такого, що Eq X O ‰ H, через ν`
q i ν´

q позначимо

найбiльше j P H для якого Ij Ă Eq i δj ą 0 або δj ă 0, вiдповiдно.

Означення 2.3.3. Для кожного q “ 1 ´ p, p, покладемо Qqpxq :” 0, якщо Eq Ć F,

або Eq Ă F i Eq не мiстить вiдрiзкiв Ij з j P V X H. Для решти Eq, тобто для

Eq Ă F i Eq мiстить Ij з j P V X H, покладемо

Qqpxq :“

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

2c17
c8

νq
ÿ

j“νq´1`1, jPV

tjpxqδj ´ αq
c17
2c7

νq
ÿ

j“νq´1`1, jRV

t̆jpxqδj , Eq X O “ H, p˚q

2c17
c8

¨

˝

νq
ÿ

j“νq´1`1, jPV XH

tjpxqδj ` α`
q tν`

q
pxq ´ α´

q tν´
q

pxq

˛

‚, Eq X O ‰ H, p˚˚q

де числа αq ą 0, α`
q ě 0 i α´

q ě 0 обранi так, що Qqp´πq “ Qqpπq i α`
q α

´
q “ 0.
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Позначимо

F1 :“
ď

j: IjĂF,jPV XH

Ij , F2 :“
ď

j: IjĂF,jRV,jPH

Ij ,

так, що F zpF1 Y F2q Ă O.

Лема 2.3.8. Функцiя

Qpxq :“ hφphq

p
ÿ

q“1´p

Qqpxq

задовольняє спiввiдношення

Q P Tc5n, (2.3.38)

}Q} ď c30hφphq, (2.3.39)

|Q1pxq| ě 2c17φphq, x P F1, (2.3.40)

Q1pxq signΠpxq ě ´
c17
2
φphq, x P F2, (2.3.41)

Q1pxqΠpxq ě 0, x P RzF2. (2.3.42)

Доведення. Нерiвностi (2.3.12), (2.3.13), означення δj i вибiр ν˘
q гарантують строгу

додатнiсть αq i, вiдповiдно, строгу додатнiсть α`
q при α´

q “ 0, або α´
q ą 0 при α`

q “ 0.

Тому Qqp´πq “ Qqpπq. Разом з (2.3.21) це породжує (2.3.38). Щоб довести (2.3.39)

покажемо, що αq ă 1 i α˘
q ă 2k. Дiйсно, якщо Eq Ă F, то, зокрема, q R W, тобто

першi суми в (*) i (**) мiстять не бiльше нiж 2k ´ 2 доданкiв кожна, а друга сума

в (*) – принаймнi c23{2 доданкiв. Тому, враховуючи додатнiсть αq, (2.3.21) i умову

Qqp´πq “ Qqpπq, запишемо

αq ď

ˆ

2pk ´ 1q
2c17
c8

˙ˆ

c23
2

c17
2c7

˙´1

ă
16kc7
c8c23

ă 1.

Аналогiчно, α˘
q ď 2pk ´ 1q{1 ă 2k. Покладемо Sqpxq :“ 0 якщо Qqpxq “ 0, iнакше

Sqpxq :“

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

2c17
c8

νq
ÿ

j“νq´1`1, jPV

χjpxqδj ´ αq
c17
2c7

νq
ÿ

j“νq´1`1, jRV

χjpxqδj , Eq X O “ H,

2c17
c8

¨

˝

νq
ÿ

j“νq´1`1, jPV XH

χjpxqδj ` α`
q χν`

q
pxq ´ α´

q χν´
q

pxq

˛

‚, Eq X O ‰ H.

Користуючись (2.3.15) i (2.3.16) запишемо нерiвнiсть для x P r´π ´ 8h, π ´ 8hs “

rxνp , xν´ps “: I,

|Qqpxq ´ Sqpxq| ď

ˆ

2c17
c8

`
c17
2c7

` 4k
2c17
c8

˙

c6

νq
ÿ

j“νq´1`1

pΓjpxqq
2b1´s´1

“: c31Bqpxq.
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Тепер якщо x P RzEq, то χjpxq “ χνqpxq для всiх j “ νq´1 ` 1, νq, i тому перiодичнiсть

Qqpxq тягне рiвнiсть

Sqpxq “ 0, x P RzEq,

а вона, в свою чергу, – оцiнку

|Sqpxq| ď c32Bqpxq, x P I.

Отже, з урахуванням (2.2.5) запишемо нерiвнiсть

|Qpxq| ď hφphq

p
ÿ

q“´p

|Qqpxq´Sqpxq`Sqpxq| ď pc31`c32qhφphq

p
ÿ

q“´p

Bqpxq ď c30hφphq, x P I,

яка, зважаючи на перiодичнiсть Qpxq, тягне (2.3.39). Доведем (2.3.40)-(2.3.42). Пред-

ставимо Qpxq у формi

Qqpxq “
2c17
c8

ÿ

j: IjĂF1XI

tjpxqδj `
c17
2c7

ÿ

j: IjĂF2XI

βj t̆jpxqδj `
2c17
c8

ÿ

jPH0Ytn`6u

γjtjpxqδj ,

де ´1 ă βj ď 0 i 0 ď γj ă 2k для всiх j. Для кожного j P H0 Y tn ` 6, n ` 7, n ` 8u

нерiвностi (2.3.12), (2.3.13), (2.3.19) i (2.3.18) тягнуть оцiнки

t1jpxqΠpxqδj ě 0, x P R,

βj t̆
1
jpxqΠpxqδj ě 0, x P IzIj ,

2c17
c8

t1jpxq signΠpxqδj ě
2c17
h
, x P Ij ,

c17
2c7

|t̆1jpxq| ď
c17
2h
, x P Ij .

Тепер врахуємо (2.3.38) i тодi з перших двох оцiнок випливає (2.3.42); з перших трьох

– (2.3.40); з перших двох i четвертої – (2.3.41). Лему 2.3.8 доведено.

Нагадаємо, що F “ YmRXFm, де Fm “ ram, bms не перетинаються i кожен Fm

мiстить принаймнi c27c ` c23 “: c33 рiзних Ij pc27 ` 1 рiзних Eq). Будемо писати

m P X0, якщо m R X i Fm X ra0, a0 ` 2πs “ Fm. Для кожного m P X0 позначимо

rxja,m , xjb,ms :“ ram, bms “ Fm, Fa,m :“ rxja,m , xja,m´c32s, Fb,m :“ rxjb,m`c32 , xjb,ms.

Для кожного m P X0 такого, що Fa,m XO ‰ H pFb,m XO ‰ Hq, через ν`
a,m i ν´

a,m (ν`
b,m

i ν´
b,m) позначимо два найбiльшi цiлi j P H для яких Ij Ă Fa,m pIj Ă Fb,mq i δj ą 0

або δj ă 0, вiдповiдно.
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Означення 2.3.4. Для кожного m P X0 покладемо

Ma,mpxq :“

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

2c17pc25 ` 1q

c8

ja,m`3
ÿ

j“ja,m`1

tjpxqδj ´ µa,m
c17
2c7

ja,m
ÿ

j“ja,m´c33`1,jRV

t̆jpxqδj ,

Fa,m X O “ H,

2c17pc25 ` 1q

c8

¨

˝

ja,m`3
ÿ

j“ja,m`1

tjpxqδj ` µ`
a,m3tν`

a,m
pxq ´ µ´

a,m3tν´
a,m

pxq

˛

‚,

Fa,m X O ‰ H,

Mb,mpxq :“

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

2c17pc25 ` 1q

c8

jb,m
ÿ

j“jb,m´2

tjpxqδj ´ µb,m
c17
2c7

jb,m`c33
ÿ

j“jb,m`1,jRV

t̆jpxqδj ,

Fb,m X O “ H,

2c17pc25 ` 1q

c8

¨

˝

jb,m
ÿ

j“jb,m´2

tjpxqδj ` µ`
b,m3tν`

b,m
pxq ´ µ´

b,m3tν´
b,m

pxq

˛

‚,

Fb,m X O ‰ H,

де числа µa,m ą 0, µ˘
a,m ě 0, µb,m ą 0 i µ˘

b,m ě 0 обранi так, що Ma,mp´πq “

Ma,mpπq, µ`
a,mµ

´
a,m “ 0, Mb,mp´πq “ Mb,mpπq i µ`

b,mµ
´
b,m “ 0.

Позначимо

F3 :“ F ˚˚˚zF.

Лема 2.3.9. Функцiя

Mpxq :“ hφphq
ÿ

mPX0

pMa,mpxq ` Mb,mpxqq

задовольняє спiввiдношення

M P Tc5n, (2.3.43)

}M} ď c34hφphq, (2.3.44)

|M 1pxq| ě 2c17pc25 ` 1qφphq
`

pΓ̌npdistpx,F3qq
˘

q4ps`2q, x P RzpF Y Oq, (2.3.45)

M 1pxq signΠpxq ě ´
c17
4
φphq, x P F2, (2.3.46)

M 1pxqΠpxq ě 0, x P RzF2. (2.3.47)
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Доведення. Лема 2.3.9 доводиться аналогiчно лемi 2.3.8. Доведем лише нерiвнiсть

µa,m ă 1{4. За побудовою, кожен вiдрiзок Eq Ă F мiстить не бiльше нiж 2k´2 рiзних

Ij з j P V, тому сума при µa,m мiстить принаймнi

c33 ´ pc27 ` 1qp2k ´ 2q ą c33{2 ` pc27 ` 1q2 ą c33{2

доданкiв. Тому,

µa,m ď

ˆ

3
2c17pc25 ` 1q

c8

˙ˆ

c33
2

c17
2c7

˙´1

ă
24c7
c8c

ă
1

4
.

Лему 2.3.9 доведено.

3˝. Позначимо

c35 :“ 4πpc25 ` 1 ` c29q, n1 :“ c35n, h1 :“
π

n1
, (2.3.48)

c36 :“ maxtc17, c18upc25 ` 1 ` c29qc35{c13,

Rn1pxq :“ τnpf1 `Ax, xq ´Ax` pσn1pf2, xq `Qpxq `Mpxq `

ˆ

c36 `
c15
c13

˙

Unpxq P Tc5n1 .

Покажимо, що Rn1 – шуканий в теоремi 2.3.1 полiном. Врахуємо Леми 6 i 7, i зберемо

(2.3.22), (2.3.31), (2.3.39), (2.3.44) i (2.3.26) в оцiнку

}f ´ Rn1} “ }f1 ` f2 ´ Rn1} ď }f1 ´ τnpf1 ` Ax, ¨q ` A ¨ } ` }f2 ´ pσn1pf2, ¨q}

`}Q} ` }M} `

ˆ

c36 `
c15
c13

˙

}Un}

ď c11hmaxtc24, c28upc25 ` c29qφphq ` c16h1pc25 ` 1 ` c29qφph1q

`

ˆ

c30 ` c34 `

ˆ

c36 `
c15
c13

˙

c12

˙

hφphq ď c37hφphq. (2.3.49)

Перевiремо нерiвнiсть

R1
n1

pxqΠpxq ě 0, x P R. (2.3.50)

Зробимо це, використовуючи рiвнiсть

R1
n1

pxq signΠpxq “ τ 1
npf1 ` Ax, xq signΠpxq `

`

f 1
2pxq ´ A

˘

signΠpxq

`
`

pσ1
n1

pf2, xq ´ f 1
2pxq

˘

signΠpxq

`
`

Q1pxq ` M 1pxq
˘

signΠpxq ` c36U
1
npxq signΠpxq `

c15
c13

U 1
npxq signΠpxq “:

6
ÿ

ν“1

Ψνpxq.
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З (2.3.23), побудови f2 i (2.3.25) зауважимо, що

Ψ1pxq ě 0, Ψ2pxq ě 0, Ψ5pxq ě 0, Ψ6pxq ě 0, x P R.

Нехай F4 :“ RzpF Y F3 Y Oq так, що F1 Y F2 Y F3 Y F4 Y O “ R. Розглянемо п’ять

випадкiв.

(1) x P F1. Для u P F˚
1 функцiя f 1

2puq “ f 1puq`A. Беручи до уваги (2.3.32) з δ “ h,

(2.3.42), (2.3.40), (2.3.47), лему 2.3.7 i (2.3.48), запишемо

Ψ3pxq ` Ψ4pxq ě ´c17ωkpf 1 ` A, h1q ´ c17ωkpf 1
2, h1q

ˆ

1

n1h

˙4ps`2q`1

` 2c17φphq ` 0

ě φphqc17

ˆ

1 ´ πpc25 ` 1 ` c29q
n

n1

˙

ě 0.

(2) x P F2. Для u P F˚
2 функцiя f 1

2puq “ f 1puq ` A. Бiльш того, |f 1
2pxq ´ A| ě

2c17φphq, x P F2. Тепер (2.3.32) з δ “ h, (2.3.41), (2.3.46), лема 2.3.7 i (2.3.48) тягнуть

нерiвнiсть

Ψ2pxq ` Ψ3pxq ` Ψ4pxq ě 2c17φphq ´ c17ωkpf 1 ` A, h1q ´ c17ωkpf 1
2, h1q

ˆ

1

n1h

˙4ps`2q`1

´
c17
2
φphq ´

c17
4
φphq ě φphqc17

ˆ

1

4
´ πpc25 ` 1 ` c29q

n

n1

˙

ě 0.

(3) x P F3. Для u P F˚
3 функцiя f 1

2puq “ g2puq ` A i (2.3.32) з δ “ h, (2.3.42),

(2.3.47), (2.3.45), леми 2.2.2, 2.3.7 i (2.3.48) тягнуть нерiвнiсть

Ψ3pxq ` Ψ4pxq ě ´c17ωkpg2 ` A, h1q ´ c17pc25 ` 1 ` c29qφph1q

ˆ

1

n1h

˙4ps`2q`1

` 0

2c17pc25 ` 1qφphq ě φphqc17

ˆ

c25 ` 1 ´ πpc25 ` 1 ` c29q
n

n1

˙

ě 0.

(4) x P F4. Для u P F˚
4 функцiя f 1

2puq “ A. Тому ωkpf 1
2, t,F4q ” 0. Скористаємося

(2.3.32) з δ “ distpx, F ˚˚q, лемою 2.3.7, (2.3.42), (2.3.47), (2.3.45), (2.3.48) i нерiвнiстю

1

n1 distpx, F ˚˚q
ă Γ̌npdistpx,F3qq.

Запишемо

Ψ3pxq ` Ψ4pxq ě ´c17 ¨ 0 ´ c17pc25 ` 1 ` c29qφph1q

ˆ

1

n1 distpx, F ˚˚q

˙4ps`2q`1

`0 ` 2c17pc25 ` 1qφphq
`

pΓ̌npdistpx,F3qq
˘

q4ps`2q ě
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ě φphqc17
`

pΓ̌npdistpx,F3qq
˘

q4ps`2q

ˆ

2pc25 ` 1q ´ πpc25 ` 1 ` c29q
n

n1

˙

ě 0.

(5) x P O. Згiдно (2.3.42) i (2.3.47) маємо Ψ4pxq ě 0. Для x P Oi такої, що Oi XF “

H, функцiя f 1
2pxq “ A, тому (2.3.25), (2.3.28), (2.3.48), лема 2.3.7 i, вiдповiдно, (2.3.34)

i (2.3.33) тягнуть нерiвностi

Ψ5pxq`Ψ3pxq ě
c36c13
h

φphq|x´yi|´
c18
h1

pc25`1`c29qφph1q|x´yi| ě 0, x P Ji,n1 , (2.3.51)

Ψ5pxq `Ψ3pxq ě
c36c13
h

φphq|x´ yi| ´ c17pc25 ` 1` c29qφph1q ě 0, x P OizJi,n1 . (2.3.52)

Для решти Oi Ă O, тобто для x P Oi : Oi X F ‰ H, функцiя f 1
2pxq “ f 1pxq ` A. В

цьому випадку нерiвнiсть (2.3.52) залишається вiрною, а нерiвнiсть

Ψ5pxq ` Ψ3pxq ` Ψ2pxq “ Ψ5pxq `
`

ppσ1
n1

pf2, xq ´ Lk´1pf 1
2, x, Ji,n1q ` Lk´1pf 1

2, yi, Ji,n1q

`Lk´1pf 1
2, x, Ji,n1q ´ Lk´1pf 1

2, yi, Ji,n1q ´ f 1
2pxq

˘

q signΠpxq ` Ψ2pxq

“ Ψ5pxq `
`

p´A ` pσ1
n1

pf2, xq ´ Lk´1pf 1
2, x, Ji,n1q ` Lk´1pf 1

2, yi, Ji,n1q
˘

q signΠpxq

`
`

pLk´1pf 1, x, Ji,n1q ´ Lk´1pf 1, yi, Ji,n1q
˘

q signΠpxq “: Ψ5pxq ` Ψ3,1pxq ` Ψ3,2px, kq ě 0,

справджується для x P Ji,n1 аналогiчно (2.3.51), якщо

Ψ3,2px, kq ě 0, x P Ji,n1 . (2.3.53)

Таким чином, доведення (2.3.50) звелося до доведення (2.3.53).

Оскiльки, при f 1pxqΠpxq ě 0,

Ψ3,2px, 3q “

´

L2pf 1, x, Ji,n1q ´ L2pf 1, yi, Ji,n1q

¯

signΠpxq

“ L2pf 1, x, Ji,n1q signΠpxq ě 0, x P Ji,n1 ,

то нерiвнiсть (2.3.53) є вiрною завжди тiльки при k “ 3 (при k ą 3, такого сказати

не можна).

Для f P Cp2q X ∆p1qpY q оберемо ω P Φk таку, що ωkpf2, tq ď ωptq ď 2kωkpf2, tq.

Нехай тепер φptq :“ tωptq (тобто φ P Φk`1). Запишемо

Ψ3,2px, k ` 1q “

ˆ
ż x

yi

L1
kpf 1, u, Ji,n1q ´ f2puqdu ` f 1pxq

˙

signΠpxq.

Тодi (2.3.25), (2.3.28), (2.3.30) (з p “ 1) (i f 1pxqΠpxq ě 0) тягнуть нерiвнiсть

Ψ6pxq ` Ψ3,2px, k ` 1q ě c15ωphq|x ´ yi| ´ c15ωph1q|x ´ yi| ` 0 ě 0, x P Ji,n1 ,

i (2.3.50) справджується. При цьому оцiнки (2.3.2) i (2.3.3) є наслiдком (2.3.49). Тео-

рему 2.3.1 доведено.
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2.4 Майже комонотонне наближення неперервних пе-
рiодичних функцiй

Результат цього пiдроздiлу мiстяться в [75].

Як вже зазначолося в пiдроздiлi 2.2, для k ą 2 комонотонний аналог нерiвностi

(2.2.1) не справджується. Тим не менш, з результатiв наближення на вiдрiзку алге-

браїчними многочленами нам вiдомо, що якщо дозволити деяке послаблення умови

комонотонностi наближаючого многочлена, то можна отримати один додатко-

вий порядок наближення [118] i не бiльше нiж один [122]. В цьому пiдроздiлi в теоре-

мi 2.4.1 ми доводимо тригонометричний аналог алгебраїчного результату Левiатана

i Шевчука [118].

Теорема 2.4.1. Якщо f P ∆p1qpY q, то iснує стала NpY q, яка залежить тiльки вiд

min
i“1,...,2s

tyi ´ yi`1u, така, що для кожного n ě NpY q знайдеться полiном Pn P Tcn,

який задовольняє нерiвностi

P 1
npxqΠpxq ě 0, x P Rz YiPZ pyi ´ π{n, yi ` π{nq , (2.4.1)

}f ´ Pn} ď cpsqω3pf, π{nq, (2.4.2)

де c i cpsq – сталi, якi залежать тiльки вiд s.

Наступна теорема 2.4.2 є наслiдком теореми 2.4.1 i нерiвностi Уiтнi [167] }f ´

fp0q} ď 2ω3pf, 2πq.

Теорема 2.4.2. Якщо f P ∆p1qpY q, то для кожного n P N iснує полiном Pn P Tn,

такий, що

P 1
npxqΠpxq ě 0, x P Rz YiPZ pyi ´ c{n, yi ` c{nq , (2.4.3)

}f ´ Pn} ď CpY qω3pf, π{nq, (2.4.4)

де c – стала, що залежить тiльки вiд s, а CpY q – стала, що залежить тiльки вiд

min
i“1,...,2s

tyi ´ yi`1u.

Зауваження 2.4.1. Ми вважаємо, що ω3 в (2.4.2) i (2.4.4) неможливо замiнити

на ωk з k ą 3, а сталi NpY q i CpY q в теоремах 2.4.1 i 2.4.2 — сталими, що не

залежать вiд min
i“1,...,2s

tyi ´ yi`1u (а залежать, скажiмо, вiд s). Цi припущення ми

не доводимо, а також не придiляємо уваги сталiй c в обох теоремах, тобто не

намагаємось зробити її абсолютною або/i найменьш можливою.
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Допомiжнi факти для доведення теореми 2.4.1

Нехай

m “ 30, 20, 10, 4, 3,

Hm :“ tj : j P HpY, n,mq, |j| ď nu ,

i надалi n ą NpY q “ NpY, 30q, тобто справджується (2.2.4) для m “ 30. Позначимо

Jjpxq :“ Jj,npxq :“

˜

sin npx´xjq

2

sin x´xj

2

¸2b

`

˜

sin npx´xj´1q

2

sin x´xj´1

2

¸2b

, j P Z, b, n P N, (2.4.5)

i для j P H10 покладемо

tjpxq :“ tj,npx, b, Y q :“

ż x

xj´π
JjpuqΠpuqdu

M

ż xj`π

xj´π
JjpuqΠpuqdu. (2.4.6)

Далi ci “ cipbq “ cips, bq, i “ 1, ..., 8, – додатнi сталi, якi можуть залежити тiльки вiд

s i b. В наступнiй лемi 2.4.1 зберемо необхiднi нам нерiвностi з леми 2.2.1.

Лема 2.4.1. Якщо j P H10 i b ě s ` 2, то

t1jpxqΠpxqΠpxjq ě 0, x P R, (2.4.7)

|χjpxq ´ tjpxq| ď c1 pΓjpxqq
2b´2s´1 , x P rxj ´ π, xj ` πs, (2.4.8)

ˇ

ˇt1jpxq
ˇ

ˇ ď c2
1

h
pΓjpxqq

2b´2s , x P R, (2.4.9)

ˇ

ˇt1jpxq
ˇ

ˇ ě c3
1

h
pΓjpxqq

2b`2s , x P RzO10, (2.4.10)

ˇ

ˇt1jpxq
ˇ

ˇ ě c3
1

h
pΓjpxqq

2b`2s

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x ´ yi
xj ´ yi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

, x P Oi,10, i P Z. (2.4.11)

Для j P H20 позначимо функцiю

τjpxq :“ τj,npx, b, Y q :“ α

ż x

xj´π
tj`10puqdu ` p1 ´ αq

ż x

xj´π
tj´10puqdu, (2.4.12)

де α P r0, 1s обрано з умови

τjpxj ` πq “ π.

Зауважимо, що нерiвностi 0 ď α ď 1 випливають з оцiнки (2.4.8) i вибору iндексiв

j ˘ 10 (достатньо далеких вiд j) при (достатньо великих) b ě s ` 2 (що робить ядро

"крутiшим" , детальнiше див. аналогiчний випадок в [37, стор. 923], або доведення

схожих рiвностей (2.4.31) далi).
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Функцiї tj i τj можуть на R бути представленi у виглядi

tjpxq “
1

2π
x ` R̂jpxq, j P H10, (2.4.13)

τjpxq “
1

4π
x2 `

π ´ xj
2π

x ` R̃jpxq, j P H20, (2.4.14)

де R̂j i R̃j деякi полiноми з Tc6n (див. аналогiчнi випадки в [144] i [37], вiдповiдно).

Далi c ą 0 позначатимуть абсолютнi сталi, або сталi, що залежать тiльки вiд s.

Вони можуть бути рiзнi навiть якщо знаходяться в одному рядку.

Нехай j P H10. Позначимо

˝
tjpxq :“

˝
tj,npx, bq :“ t̄jpxq `

2s
ÿ

i“1

χjpyiq ´ t̄jpyiq

t̂jipyiq
t̂jipxq,

де функцiя t̄jpxq :“ tj,npx, b̄,Hq означена в (2.4.6) з Πpxq :” 1 i b̄ “ b ` 3, i

t̂jipxq :“
`

t̄ji`10pxq ´ t̆ji´10pxq
˘ Πpx, Yiq

Πpxji , Yiq

– тригонометричний полiном, в якому ji позначає iндекс j такий, що yi P rxj , xj´1q, i “

1, ..., 2s, а t̆jpxq :“ tj,npx, b̄, Y̆iq – функцiя (2.4.6) з Y̆i :“ tyi ´ πνuνPZ , i

Yi :“ pY ztyi ` 2πνuνPZq Y ty˚
i ` 2πνuνPZ,

де y˚
i – лiвий кiнець iнтервалу Oi,20, якщо i непарне, i – правий, якщо i парне.

Лема 2.4.2. Для кожних j P H10 i b ě 3s ` 2 функцiя
˝
tjpxq задовольняє спiввiдно-

шення (2.4.8), (2.4.13), i до того ж,

ˇ

ˇ

ˇ
χjpxq ´

˝
tjpxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď c7 pΓjpxqq

2b´2s´1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x ´ yi
xj ´ yi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

, x P Oi,10, i “ 1, ..., 2s, (2.4.15)

(зокрема, χjpyiq ´
˝
tjpyiq “ 0).

Доведення. Позначимо Λjpxq :“ χjpxq ´
˝
tjpxq. З (2.4.8), (2.4.10), другого рядку в
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(2.2.15) i прямих розрахункiв випливає що

|Λjpxq| ď |χjpxq ´ t̄jpxq| `

2s
ÿ

i“1

|χjpyiq ´ t̄jpyiq|

|t̂jipyiq|
|t̂jipxq|

ď c1 pΓjpxqq
2b̄´1

`

2s
ÿ

i“1

c1 pΓjpyiqq
2b̄´1

c3

ˇ

ˇt̄ji`10pxq ´ χji`10pxq

` χji`10pxq ´ χji´10pxq ` χji´10pxq ´ t̆ji´10pxq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Πpx, Yiq

Πpxji , Yiq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď c1 pΓjpxqq
2b̄´1

` c
2s
ÿ

i“1

pΓjpyiqq
2b̄´1 “c1 pΓji`10pxqq

2b̄´1

` c pΓjipxqq
2b̄´3

` c1 pΓji´10pxqq
2b̄´3 ‰Γ´2s

ji
pxq

ď c1 pΓjpxqq
2b̄´1

` c
2s
ÿ

i“1

pΓjpyiqq
2b̄´1

pΓjipxqq
2b̄´3´2s

ď c pΓjpxqq
2b´2s´1 , x P rxj ´ π, xj ` πs,

де, знаючи з (2.4.7) що t̄1ji`10puq ą 0 скрiзь i t̆1ji´10puq ă 0 на pxji´10 ´ π, yiq, ми

скористалися нерiвнiстю

t̂jipyiq “

ż yi

xji`10´π
t̄1ji`10puqdu ´

ż yi

xji´10´π
t̆1ji´10puqdu

ą

ż yi

xji`10´π
c3
1

h
Γ2b̄
ji`10puqdu

ąc3
1

h

ż xji`9

xji`10

`

χxji`10puq ´ χxji`9puq
˘

du “ c3.

Таким чином, для
˝
tj (2.4.8) справджується, тодi як (2.4.13) очевидне. Доведемо

(2.4.15). Маючи за означенням, для фiксованого i, t̂jipyiq ą 0 (а фактично ą c3)

i тому t̂jipykq “ 0, k ‰ i, 1 ď k ď 2s, а отже для всiх i “ 1, ..., 2s, Λjpyiq “ 0, ми, для
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деякої θ P Oi,10 i всiх x P Oi,10, аналогiчно запишемо

|Λjpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

yi

Λ1
jpuqdu

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď |x ´ yi|

˜

ˇ

ˇt̄1jpθq
ˇ

ˇ `

2s
ÿ

i“1

|χjpyiq ´ t̄jpyiq|

|t̂jipyiq|
|t̂1jipθq|

¸

ď |x ´ yi|

ˆ

c
1

h
Γ2b̄
j pxq

`

2s
ÿ

i“1

c1
c3

pΓjpyiqq
2b̄´1

ˆ

c
1

h
pΓjipθqq

2b̄´2´2s
` c pΓjipθqq

2b̄´3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Π1pθ, Yiq

Πpxji , Yiq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˙

¸

ď |x ´ yi|

˜

c
1

h
Γ2b̄
j pxq ` c

2s
ÿ

i“1

pΓjpyiqq
2b̄´1 1

h
pΓjipθqq

2b̄´2´2s

¸

ďc |x ´ yi|
1

h
Γjpxq pΓjpxqq

2b´2s´1 ,

де ми також скористалися (2.4.9) i нерiвнiстю

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Π1px, Yiq

Πpxji , Yiq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2s
ÿ

k“1

cosppx ´ ykq{2q

sinppxji ´ ykq{2q

2s
ź

ν“1,ν‰k

sinppx ´ yνq{2q

sinppxji ´ yνq{2q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď c
1

h
Γ´2s`1
ji

pxq,

що справджується для будь-яких x P R p|xji ´ yk or ν | ě 20hq. Якщо зараз |xj ´

yi| ě 20h, то 1
hΓjpxq “ 1

π|sinppx´pxj`h{2qq{2q|
ď 1

|x´xj´h{2|
ă 3

|xj´yi|
, x P Oi,10, iнакше

1
hΓjpxq ă 20

|xj´yi|
Γjpxq. Таким чином (2.4.15) доведено. Лему 2.4.2 доведено.

Зауваження 2.4.2. Замiсть полiнома t̂jipxq можна взяти t1ji,npx, b̄, Yiq як бiльш

"природнiй" у такiй функцiї (дiї), але це зробить доведення леми довшим.

Наступна лема 2.4.3 доводиться з використанням тих самих аргументiв що й лема

2.4.2.

Лема 2.4.3. Для кожних j P H20 i b ě 3s ` 2 функцiя

˝
τ jpxq :“

˝
τ j,npx, bq :“ τj,npx, b,Hq `

2s
ÿ

i“1

pyi ´ xjq` ´ τj,npyi, b,Hq

t̂jipyiq
t̂jipxq

задовольняє спiввiдношення (2.4.14), i до того ж,
ˇ

ˇ

ˇ
px ´ xjq` ´

˝
τ jpxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď c8h pΓjpxqq

2pb´s´1q , x P rxj ´ π, xj ` πs, (2.4.16)

ˇ

ˇ

ˇ
px ´ xjq` ´

˝
τ jpxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď c8h pΓjpxqq

2pb´s´1q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x ´ yi
xj ´ yi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

, x P Oi,10, i “ 1, ..., 2s, (2.4.17)
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(зокрема, pyi ´ xjq` ´
˝
τ jpyiq “ 0).

Дiйсно, маючи, завдяки (2.4.12), рiвностi τjpxj ´ πq “ 0 i τjpxj ` πq “ π, ми, для

рiзницi px ´ xjq` ´ τjpxq “: Λpxq, можемо використовувати два представлення

Λpxq “

ż x

xj´π
Λ1puqdu, для x P rxj ´ π, xjs,

i

Λpxq “ ´

ż xj`π

x
Λ1puqdu, для x P rxj , xj ` πs,

що разом з (2.4.8) i (2.2.16) тягне нерiвнiсть

|Λpxq| “ |Λpxq ´ αχj`10pxq ` αχj`10pxq ´ p1 ´ αqχj´10pxq ` p1 ´ αqχj´10pxq|

ď c h pΓjpxqq
2pb´s´1q , x P rxj ´ π, xj ` πs,

спираючись на яку, ми отримуємо (2.4.16) i (2.4.17) аналогiчно доведенню леми 2.4.2.

Допомiжнi факти для доведення теореми 2.4.1 (продовження)

Коментар. Ми доводимо теорему 2.4.1, через промiжне наближення сплайном:

}f ´ S ` S ´ Pn} ď }f ´ S} ` }S ´ Pn}. p˚q

Сплайн S це сума парабол ψj , зрiзаних в точках xj , або xj´1, або лiнiйна комбiнацiя

цих парабол в залежностi вiд спiввiдношень мiж певними рiзницями f , так, що S –

майже комонотонний з f. Ми взмозi наблизити ψj лише функцiями φj , що складаю-

ться з тригонометричних полiномiв i, нажаль, алгебраїчних доданкiв. Тому ми маємо

обрати φj так, щоб цi доданки знищили себе, коли береться сума всiх φj в означеннi

Pn (по розбиттю "j" на перiодi), i, одночасно, щоб зберегти змiни монотонностi S

в Pn. Для цього ми замiнемо неперервнi ψj "технiчними" ненеперервними Ψj (що

сформують сплайн S0), якi є тими ж самими параболами, але зрiзаними в 3-х iнших

точках бiля xj i xj´1, так, щоб функцiї φj будувати "iдентично" до Ψj . Оскiльки ми

спочатку не придiляємо уваги поведiнцi S i Pn в околах точок з Y, ми замiнемо f в

цих околах iнтерполяцiйними параболами (позначивши так новоутворену функцiю

через f0). Це допоможе нам з арiфметикою з алгебраїчними частинами φj . Отже

замiсть p˚q ми, фактично, використовуємо нерiвнiсть

}f ´ f0 ` f0 ´ S ` S ´ S0 ` S0 ´ Pn} ď }f ´ f0} ` }f0 ´ S} ` }S ´ S0} ` }S0 ´ Pn}.
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Нехай

py
i
, yiq :“ Oi,4.

Покладемо

f0pxq :“

$

&

%

fpxq, якщо x P RzO4

L2px, y
i
, yi, yi, fq, якщо x P Oi,4, i P Z,

де L2 – парабола, що iнтерполює f у вказаних точках з Oi,4. За нерiвнiстю Уiтнi [167]

}f ´ f0} ď c ω3pf, |Oi,4|q ď c ω3pf, hq, (2.4.18)

i f0 лише майже комонотонна з f, тобто на O4 можуть бути x такi, що f 1
0pxqΠpxq ă

0. Без втрати загальностi будемо вважати, що ´π “ y2s (отже, π “ y0, Πpy2sq ă

0, Πpy
0
q ą 0). Для j P Z позначимо

∆j :“ ´f0pxjq ` f0pxj´1q,

λj :“ f0pxjq ´ 2f0pxj´1q ` f0pxj´2q,

δj :“ ´f0pxjq ` 3f0pxj´1q ´ 3f0pxj´2q ` f0pxj´3q.

Зауважимо, що

∆jΠpxjq ě 0, якщо pxj , xj´1q X O4 “ H, (2.4.19)

δj “ ´λj ` λj´1 “ 0, якщо pxj , xj´3q Ă O4. (2.4.20)

Бiльш того, нерiвнiсть (2.4.18) тягне

| δj | ď ω3pf0 ´ f ` f, hq ď 8}f0 ´ f} ` ω3pf, hq ď c ω3pf, hq. (2.4.21)

На кожному промiжку rxj , xj´1s, j “ 1 ´ n, ..., n, для f0 означимо параболу pj

(deg ď 2) наступним чином. Якщо sgnλj`1 “ sgnλj , то покладемо

pjpxq :“

$

&

%

L2px, xj , xj´1, xj´2, f0q, якщо |λj`1| ą |λj |

L2px, xj`1, xj , xj´1, f0q, iнакше,

iнакше (тобто якщо sgnλj`1 ‰ sgnλj), покладемо

pjpxq :“ L1px, xj , xj´1, f0q,

де L1 пряма, що iнтерполює f0 в xj i xj´1. Нехай

S|rxj ,xj´1s :“ pj , j “ 1 ´ n, ..., n.
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Зауважимо, що у випадку pj “ L1 пряма L1px, xj , xj´1, f0q мiститься мiж парабо-

лами L2px, xj`1, xj , xj´1, f0q i L2px, xj , xj´1, xj´2, f0q для кожної з яких виконується

нерiвнiсть Уiтнi (2.1.12) на rxj , xj´1s. Отже, разом з (2.4.18), це тягне оцiнку

}f ´ S}r´π,πs ď }f ´ f0} ` }f0 ´ S}r´π,πs ď c ω3pf, hq. (2.4.22)

Бiльш того, легко перевiрити, що S1pxqΠpxq ě 0, x P pxj , xj´1q для кожного j P H4.

Тому,

S1pxqΠpxq ě 0, x P r´π, πszpO4 Y txjujPH4
q. (2.4.23)

На r´π, πs представимо неперервний на r´π, πs сплайн S наступним чином. Якщо

sgnλj`1 “ sgnλj , то покладемо

ψjpxq :“

$

&

%

ψ
j
pxq :“ px ´ xjq`px ´ xj´1q, якщо |λj`1| ą |λj |

ψjpxq :“ px ´ xjqpx ´ xj´1q`, iнакше,

iнакше (тобто якщо sgnλj`1 ‰ sgnλj), покладемо

ψjpxq :“ αjψj
pxq ` p1 ´ αjqψjpxq, αj :“

|λj`1|

|λj`1| ` |λj |
P r0, 1s.

Нехай ψnpxq :“ px ´ xnqpx ´ xn´1q, ψ1´npxq :” 0.

Отже маємо

Spxq “ fpxnq `
∆n

h
px ´ xnq `

1

2h2

n
ÿ

j“2´n

λj pψjpxq ´ ψj´1pxqq , (2.4.24)

або, що те саме,

Spxq “ fpxnq `
∆n

h
px ´ xnq `

λn
2h2

ψnpxq `
1

2h2

n´1
ÿ

j“2´n

δj`1ψjpxq (2.4.25)

(зручно дивитися на суми в (2.4.24) i (2.4.25) починаючи з останнiх доданкiв, деталь-

нiше про такi представлення, див. [76, Пропозицiя 1]).

Щоб наблизити сплайн S необхiдним полiномом, означимо технiчний сплайн S0,

що є ненеперервною модифiкацiєю S на r´π, πs. Покладемо

aj :“ xj ´
h

2
, vj :“

xj ` xj´1

2
, dj :“ xj´1 `

h

2
.

Зафiксуємо j “ 2 ´ n, ..., n ´ 1. Якщо

δj`1Πpxjq ě 0, (2.4.26)
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то покладемо

Ψjpxq :“

$

’

’

’

&

’

’

’

%

Ψj,1pxq :“ px ´ xjqpx ´ xj´1qχpx, ajq, якщо ψj ” ψ
j
,

Ψj,3pxq :“ px ´ xjqpx ´ xj´1qχpx, djq, якщо ψj ” ψj ,

αjΨj,1pxq ` p1 ´ αjqΨj,3pxq, якщо ψj ” αjψj
` p1 ´ αjqψj ,

iнакше (тобто якщо δj`1Πpxjq ă 0), покладемо

Ψjpxq :“ Ψj,2pxq :“ px ´ xjqpx ´ xj´1qχpx, vjq.

Нехай Ψnpxq :“ px ´ xnqpx ´ xn´1q, Ψ1´npxq :” 0.

Тепер, нехай S0 буде сплайном представленим (2.4.25) (або (2.4.24)) з Ψj замiсть

ψj . Зауважимо, що для S0 справджуються наступнi нерiвностi

}f ´ S0}r´π,πs ď c ω3pf, hq, (2.4.27)

pS0pvj ` 0q ´ S0pvj ´ 0qqΠpvjq ě 0, j “ 2 ´ n, ..., n ´ 1, (2.4.28)

S1
0pxqΠpxq ě 0, x P r´π, πsz

`

O4 Y tvjujPH4

˘

. (2.4.29)

Дiйсно, використовуючи (2.4.25), (2.4.25) для S0, i (2.4.21) запишемо

}S ´ S0}Iν “
1

2h2

›

›

›

›

›

›

n´1
ÿ

j“2´n

δj`1pψjp¨q ´ Ψjp¨qq

›

›

›

›

›

›

Iν

ď
1

2h2

n´1
ÿ

j“2´n

|δj`1| }ψj ´ Ψj}Iν

“
1

2h2

n´1
ÿ

j“2´n
jPtν`1,ν,ν´1u

|δj`1| }ψj ´ Ψj}Iν

ď
1

2h2

ν`1
ÿ

j“ν´1

|δj`1|
3h2

4
ď c ω3pf, hq, ν “ 1 ´ n, ..., n,

що разом з (2.4.22) породжує (2.4.27). Означення S0 (а саме, завдяки (2.4.26)) i його

представлення у формi (2.4.25) тягнуть (2.4.28). Беручи до уваги означення S, мо-

жно бачити, що нерiвнiсть (2.4.29) випливає з того факту, що рiзницi Ψ1
j ´ Ψ1

j´1 “

Ψ1
j,ν ´ Ψ1

j´1,µ, ν, µ “ 1 _ 2 _ 3, (у представленнi (2.4.24) для S0) невiд’ємнi на

rmaxtνj , µj´1u,8q, νj , µj “ aj _ vj _ dj , завжди, навiть у можливому випадку ко-

ли dj “ aj´1 ` h, оскiльки Ψ1
j´1pxq “ Ψ1

j´1,1pxq ě 0 для x P rdj ,8q. Тому можлива
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вiд’ємна частина Ψ1
j на raj , vjs (у випадку Ψj “ Ψj,1 _ αjΨj,1) компенсується (насту-

пним доданком) нерiвнiстю |λj`1| ą |λj | (у випадку ψj “ ψ
j
), або значенням αj (у

випадку ψj “ αjψj
) так, що S1

0pxqΠpxq ě 0, x P raj , vjs. (Якщо Ψj “ Ψj,3, то має

мiсце дзеркальна ситуацiя з |λj`1| ă |λj | i p1 ´ αjq).

Зауважимо, що

Ψj,1pxq “ 2

ż x

vj´π

`

pu ´ ajq` ´ hχpu, ajq
˘

du `
3

4
h2χpx, ajq,

Ψj,3pxq “ 2

ż x

vj´π

`

pu ´ djq` ` hχpu, djq
˘

du `
3

4
h2χpx, djq, (2.4.30)

Ψj,2pxq “ 2

ż x

vj´π
pu ´ vjq`du ´

1

4
h2χpx, vjq.

Позначимо числа

b1 :“ s ` 2, b2 :“ 3ps ` 1q,

c9 :“ max

"

2pp2πq2b2 maxtc1pb2q, c7pb2qu ` c8pb2q ` 2q

3c3pb1q
, 2

*

,

n1 :“ 2 rc9 ` 1sn, h1 :“ hn1 ,

c10 :“ max

"

c5pb2q

ˆ

c8pb2q

2c9
` c1pb2q

˙

, 10

*

,

n2 :“ 2 rc10 ` 1sn1, h2 :“ hn2 ,

де r¨s – цiла частина. Для кожного j “ 2 ´ n, ..., n´ 1 i кожного ν “ 1, 2, 3 позначимо

iндекс jν , такий, що xjν :“ xjν ,n1 “ νj , νj “ aj , vj , dj , при цому нехай j˚
ν позначає

iндекс, такий, що xj˚
ν
:“ xj˚

ν ,n2
“ xjν p“ xjν ,n1q.

Нехай j P H3. Для кожного jν , ν “ 1, 2, 3, вiзьмемо

˝
τ j˚

ν
pxq “

˝
τ j˚

ν ,n2
px, b2q,

˝
tj˚

ν
pxq “

˝
tj˚

ν ,n2
px, b2q, tjν pxq “ tjν ,n1px, b1, Y q,

покладемо

φj,1pxq :“ 2

ż x

vj´π

´

˝
τ j˚

1
puq ´ h

´

α
˝
tpj1`1q˚puq ` p1 ´ αq

˝
tpj1´1q˚puq

¯¯

du `
3

4
h2tj1pxq,

φj,3pxq :“ 2

ż x

vj´π

´

˝
τ j˚

3
puq ` h

´

β
˝
tpj3`1q˚puq ` p1 ´ βq

˝
tpj3´1q˚puq

¯¯

du `
3

4
h2tj3pxq,

φj,2pxq :“ 2

ż x

vj´π

ˆ

˝
τ j˚

2
puq ´

1

16
h2

´

γt1pj2`5q˚puq ` p1 ´ γqt1pj2´5q˚puq

¯

˙

du ´
1

8
h2tj2pxq,

i позначимо φj,νpxq “: Aνpxq ` Bνpxq, ν “ 1, 2, 3.
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Лема 2.4.4. Якщо j P H3, то α, β, γ P r0, 1s можуть бути обранi так, що

Aνpvj ` πq “ π2 ´ h2, ν “ 1, 3, A2pvj ` πq “ π2 ´ πh2{8, (2.4.31)

i тодi
´

φ1
j,νpxq ´ Ψ1

j,νpxq

¯

ΠpxjqΠpxq ě 0, ν “ 1, 3,
´

φ1
j,2pxq ´ Ψ1

j,2pxq

¯

ΠpxjqΠpxq ď 0,
x P r´π, πs, (2.4.32)

|Ψj,νpxq ´ φj,νpxq| ď c h2Γ3
jpxq, ν “ 1, 2, 3, x P r´π, πs. (2.4.33)

Бiльш того,

φj,νpxq “
1

6π
x3 `

π ´ vj
2π

x2 `

´xjxj´1

2π
´ vj `

π

3

¯

x ` Qj,νpxq, ν “ 1, 2, 3, (2.4.34)

де Qj,ν деяки полiноми з Tcn.

Доведення. Будемо користуватися значеннями обраних n1 i n2, i нерiвностями

Γpjν˘1q˚,n2
pxq ă Γjν˘1,n1pxq ă 2πΓjν ,n1pxq ă 2πΓj,npxq, x P R.

без спецiальних посилань. Вiзьмемо (2.4.16), (2.4.8) для
˝
tj˚

ν
, i (2.2.16), щоб перевiрити

iснування β P r0, 1s для (2.4.31) з ν “ 3. Якщо β “ 1, то

A3pvj ` πq

“ 2

ż vj`π

vj´π

”

˝
τ j˚

3
puq ´ pu ´ djq` ` h

´

˝
tpj3`1q˚puq ´ χpu, xj3`1q

¯

` h
`

χpu, xj3`1q ´ χpu, djq
˘

ı

du ` 2

ż vj`π

vj´π
ppu ´ djq` ` hχpu, djqq du

ě π2 ´ h2 ` 2hh1 ´ 2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż vj`π

vj´π

”

˝
τ j˚

3
puq ´ pu ´ djq` ` h

´

˝
tpj3`1q˚puq ´ χpu, xj3`1q

¯ı

du

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě π2 ´ h2 ` 2hh1 ´ 2c8pb2qh2

ż vj`π

vj´π
Γ
2pb2´s´1q

j˚
3 ,n2

puqdu

´ 2c1pb2qh

ż vj`π

vj´π
Γ2b2´2s´1

pj3`1q˚,n2
puqdu

ě π2 ´ h2 ` 2hh1 ´ 2c5pb2q
`

c8pb2qh22 ` c1pb2qhh2
˘

ą π2 ´ h2,

тодi як для β “ 0 ми аналогiчно маємо протилежну нерiвнiсть A3pvj ` πq ă π2 ´

h2. Отже, для ν “ 3 нерiвнiсть (2.4.31) доведено. Для ν “ 1, 2 вона доводиться

аналогiчно.
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З трьох схожих нерiвностей (2.4.32) перевiримо лише одну з ν “ 3. Вiзьмемо

до уваги (2.4.30), i маючи (2.4.16), (2.4.17), (2.4.8) для
˝
tj , i (2.4.15), скористаємося

(2.4.10) i (2.4.11). А саме, для j P H3 позначимо

Ki,jpx, n1q :“

$

&

%

1, якщо x P rxj ´ π, xj ` πszOipY, n1, 10q
ˇ

ˇ

ˇ

x´yi
xj´yi

ˇ

ˇ

ˇ
, якщо x P OipY, n1, 10q,

i “ 1, ..., 2s,

i, завдячуючи (2.4.7), побачимо, що нерiвнiсть

`

φ1
j,3pxq ´ Ψ1

j,3pxq
˘

ΠpxjqΠpxq

“

´

2
´

˝
τ j˚

3
pxq ´ px ´ djq`

¯

` 2h
”

β
´

˝
tpj3`1q˚pxq ´ χpx, xj3`1q

¯

` p1 ´ βq

´

˝
tpj3´1q˚pxq ´ χpx, xj3´1q

¯

` βχpx, xj3`1q ` p1 ´ βqχpx, xj3´1q ´ χpx, djq
ı

`
3

4
h2t1j3pxq

¯

ΠpxjqΠpxq

ě 0,

справджується, якщо наступна велечина невiд’ємна

´ c8pb2qh2Γ
2pb2´s´1q

j˚
3 ,n2

pxqKi,j3px, n1q

´ 2h
”

maxtc1pb2q, c7pb2qu2Γ2b2´2s´1
pj3˘1q˚,n2

pxqKi,j3˘1px, n1q ` χpx, djq ´ χpx, xj3´1q

ı

`
3

4
h2c3pb1q

1

h1
Γ2b1`2s
j3,n1

pxqKi,j3px, n1q

ě ´c8pb2qh2Γ
2b1`2s
j3,n1

pxqKi,j3px, n1q ´ 2h
”

maxtc1pb2q, c7pb2qu2Γ2b1`2s
j3˘1,n1

pxqKi,j3˘1px, n1q

` Γ2b1`2s
j3,n1

pxqKi,j3px, n1q

ı

`
3

4
h2c3pb1q

1

h1
Γ2b1`2s
j3,n1

pxqKi,j3px, n1q

ě
3

4
hc3pb1q

n1
n

´ c8pb2qh2 ´ 2h
“

maxtc1pb2q, c7pb2qu2p2πq2b1`2s ` 1
‰

ě 0,

що так i є. Таким чином, нерiвнiсть (2.4.32) доведено.
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Доведем (2.4.33). З (2.4.30), (2.4.16) i (2.4.8), при x ă vj , запишемо

|Ψj,1pxq ´ φj,1pxq|

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

ż x

vj´π

´

pu ´ ajq` ´
˝
τ j˚

1
puq ´ h

´

χpu, ajq ´ αχpu, xj1`1q ´ p1 ´ αqχpu, xj1´1q

¯

´h
”

α
´

χpu, xj1`1q ´
˝
tpj1`1q˚puq

¯

` p1 ´ αq

´

χpu, xj1´1q ´
˝
tpj1´1q˚puq

¯ı¯

du

`
3

4
h2
´

χpx, ajq ´ tj1pxq

¯

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 2c8pb2qh2

ż x

vj´π
Γ
2pb2´s´1q

j˚
1 ,n2

puqdu

` 2h

ż x

vj´π
|χpu, ajq ´ χpu, xj1`1q| du ` 2c1pb2qh2

ż x

vj´π
Γ
2pb2´s´1q

pj1˘1q˚,n2
puqdu

`
3

4
h2c1pb1qΓ2b1´s´1

j1,n1
pxq

ď 2c8pb2qc5pb2qh22Γ
3
j˚
1 ,n2

pxq ` 2hh1Γ
3
j1`1,n1

pxq

` 2c1pb2qc5pb2qpp4πq3 ` 1qh2h2Γ
3
pj1´1q˚,n2

pxq ` p4πq3h2c1pb1qΓ3
j,npxq

ď c h2Γ3
jpxq

iнакше, якщо x ą vj , то скористаємося (2.4.31) i, позначивши Ψj,1pxq “: C1pxq`D1pxq,

аналогiчно запишемо

|Ψj,1pxq ´ φj,1pxq| “
ˇ

ˇC1pxq ´ A1pxq ´
`

C1pvj ` πq ´ A1pvj ` πq
˘

` D1pxq ´ B1pxq
ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

vj`π

`

C 1
1puq ´ A1

1puq
˘

du

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`
ˇ

ˇD1pxq ´ B1pxq
ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

ż x

vj`π
... du

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`
ˇ

ˇD1pxq ´ B1pxq
ˇ

ˇ

ď c h2Γ3
jpxq.

Отже, оцiнку (2.4.33) доведено для ν “ 1 i за аналогiєю для ν “ 2, 3 теж.

Насамкiнець, доведем (2.4.34) для ν “ 1 для визначеностi. З (2.4.13) i (2.4.14)

пишемо
˝
tj˚

1
pxq “

1

2π
x ` R̂j˚

1
pxq,

˝
τ j˚

1
pxq “

1

4π
x2 `

π ´ xj
2π

x ` R̃j˚
1

pxq,

r̂j˚
1

pxq :“ R̂j˚
1

pxq ´ R̂j˚
1 ,0
, r̃j˚

1
pxq :“ R̃j˚

1
pxq ´ R̃j˚

1 ,0
,
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де R̂j˚
1 ,0

i R̃j˚
1 ,0

– вiльнi доданки полiномiв R̂j˚
1
, R̃j˚

1
P Tcn, вiдповiдно. Тодi,

A1pxq “

ˆ

1

6π
x3 `

π ´ aj
2π

x2 ` 2R̃j˚
1 ,0
x

˙

´

´

...pvj ´ πq

¯

´ 2h

ˆ

1

4π
x2 `

´

αR̂pj1`1q˚,0 ` p1 ´ αqR̂pj1´1q˚,0

¯

x

˙

` 2h
´

...pvj ´ πq

¯

` 2

ż x

vj´π

´

r̃j˚
1

puq ´ h
`

αr̂pj1`1q˚puq ` p1 ´ αqr̂pj1´1q˚puq
˘

¯

du

“
1

6π
x3 `

π ´ vj
2π

x2 ` 2Cx ´

ˆ

1

6π
pvj ´ πq3 `

π ´ vj
2π

pvj ´ πq2 ` 2Cpvj ´ πq

˙

` qj1pxq,

де

C :“ R̃j˚
1 ,0

´ h
´

αR̂pj1`1q˚,0 ` p1 ´ αqR̂pj1´1q˚,0

¯

,

i qj1 P Tcn не має вiльного доданку. Беручи це i (2.4.31) до уваги, пвдрахуємо значення

C, а саме,

π2 ´ h2 “
1

6π

`

pvj ` πq3 ´ pvj ´ πq3
˘

`
π ´ vj
2π

`

pvj ` πq2 ´ pvj ´ πq2
˘

` 4πC

ñ C “

1
3π

2 ` 1
2v

2
j ´ 1

2h
2 ´ vjπ

2π
,

що разом з (2.4.13) (для B1) породжує (2.4.34). Двi iншi рiвностi (2.4.34) доводяться

аналогiчно. Лему 2.4.4 доведено.

Доведення теореми 2.4.1

Покладемо

Pnpxq :“ fpxnq `
∆n

h
px ´ xnq `

λn
2h2

Ψnpxq `
1

2h2

ÿ

jPH3

δj`1φjpxq, (2.4.35)

де для δj`1Πpxjq ě 0

φjpxq :“

$

’

’

’

&

’

’

’

%

φj,1pxq, якщо ψj ” ψ
j
,

φj,3pxq, якщо ψj ” ψj ,

αjφj,1pxq ` p1 ´ αjqφj,3pxq, якщо ψj ” αjψj
` p1 ´ αjqψj ,

i для δj`1Πpxjq ă 0

φjpxq :“ φj,2pxq.

Покажимо, що Pn полiном з теореми 2.4.1. Поперше, користуючись (2.4.34) i

(2.4.20), покажемо, що Pn P Tcn. А саме,

Pnpxq “
A

6π
x3 `

λn
2h2

x2 `
1

2h2
x2

ÿ

jPH3

δj`1
π ´ vj
2π
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`
∆n

h
x ´

λn
2h2

pxn ` xn´1qx `
1

2h2
x
ÿ

jPH3

δj`1

´xjxj´1

2π
´ vj `

π

3

¯

` Qnpxq,

де

A :“
1

2h2

ÿ

jPH3

δj`1 “
1

2h2

n´1
ÿ

j“2´n

δj`1 “
1

2h2
pλ2´n ´ λnq “

1

2h2
pλn`2 ´ λnq “ 0

(завдячуючи перiодичностi f0 i рiвностi λν “ λµ для параболи), i

Qnpxq :“ fpxnq ´
∆n

h
xn `

λn
2h2

xnxn´1 `
1

2h2

ÿ

jPH3, ν“1_2_3

δj`1Qj,νpxq P Tcn.

Таким чином,

Pnpxq “ Qnpxq ` x2

»

–

λn
2h2

`
1

8πh2

ÿ

jPH3

δj`1p2π ´ xj ´ xj´1q

fi

fl

` x

»

–

∆n

h
´

λn
2h2

pxn ` xn´1q `
1

12πh2

ÿ

jPH3

δj`1p3xjxj´1 ´ 3πpxj ` xj´1q ` 2π2q

fi

fl

“ Qnpxq ` x2

»

–

λn
2h2

`
1

8nh2

n´1
ÿ

j“2´n

δj`1p2j ` 2n ´ 1q

fi

fl

` x

»

–

2∆nn ´ λnnp1 ´ 2nq

2π
`

1

12π

n´1
ÿ

j“2´n

δj`1

`

3j2 ` p6n ´ 3qj ` 2n2 ´ 3n
˘

fi

fl

“ Qnpxq ` x2

»

–

λn
2h2

`
1

4nh2

n´1
ÿ

j“2´n

δj`1j

fi

fl

` x

»

–

2∆nn ´ λnnp1 ´ 2nq

2π
`

1

12π

¨

˝3
n´1
ÿ

j“2´n

δj`1j
2 ´ 2p6n ´ 3qnλn

˛

‚

fi

fl

“ Qnpxq ` x2
1

4h2

»

–2λn `
1

n

¨

˝´pn ´ 1qλn ` p1 ´ nqλ2´n `

n´1
ÿ

j“2´n

λj

˛

‚

fi

fl

` x

„

2∆nn ´ λnnp1 ´ 2nq

2π
`

1

12π

´

12npλn ´ λn´1q ´ 2p6n ´ 3qnλn

¯

ȷ

“ Qnpxq ` x2
1

4h2
pλn ´ λn`2q

` x
1

12π

`

12n∆n ` 12n2λn ´ 6nλn ´ 12n2λn ` 6nλn ` 12nλn ´ 12n∆n´1

˘

“ Qnpxq,



102

де ми знову скористалися перiодичнiстю f0 i рiвнiстями

n´1
ÿ

j“2´n

λj “ ´λn`1 ´ λn “ ´2λn,
1

n

n´1
ÿ

j“2´n

δj`1j “ ´λn ´ λn`2 “ ´2λn,

n´1
ÿ

j“2´n

δj`1j
2 “ ´pn ´ 1q2λn `

n´1
ÿ

j“2´n

λjp2j ´ 1q ` p1 ´ nq2λn`2

“ 2
n´1
ÿ

j“2´n

λjj ` 2λn “ 4npλn ´ ∆n´1q.

Отже, Pn P Tcn.

Тепер доведемо (2.4.1). Беручи до уваги (2.4.20), запишемо (2.4.25) для S0 у формi

S0pxq “ fpxnq `
∆n

h
px ´ xnq `

λn
2h2

Ψnpxq `
1

2h2

ÿ

jPH3

δj`1Ψjpxq. (2.4.36)

Використовуючи це, (2.4.35), (2.4.32) з (2.4.26), i (2.4.29), запишемо

P 1
npxqΠpxq “

`

P 1
npxq ´ S1

0pxq ` S1
0pxq

˘

Πpxq

“
1

2h2

ÿ

jPH3

1

Π2pxjq
δj`1Πpxjq

`

Ψ1
jpxq ´ φ1

jpxq
˘

ΠpxjqΠpxq ` S1
0pxqΠpxq

ě 0,

де x P r´π, πsz
`

O4 Y tvjujPH4

˘

, тобто за перiодичнiстю P 1
n,

P 1
npxqΠpxq ě 0, x P r´π, πszO4,

що породжує (2.4.1).

Оцiнка (2.4.2) випливає з перiодичностi f i Pn, (2.4.36), (2.4.35), (2.4.33), (2.4.21)

i (2.2.5). А саме,

}f ´ Pn} “ }f ´ S0 ` S0 ´ Pn}r´π,πs

ď }f ´ S0}r´π,πs `

›

›

›

›

›

›

1

2h2

ÿ

jPH3

δj`1

`

Ψj ´ φj

˘

›

›

›

›

›

›

r´π,πs

ď c ω3pf, hq ` c ω3pf, hq

›

›

›

›

›

›

1

2h2

n
ÿ

j“1´n

h2Γ3
j

›

›

›

›

›

›

ď c ω3pf, hq.

Теорему 2.4.1 доведено.
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2.5 Висновки до роздiлу 2
У роздiлi 2 доведено наступне:

‚ Якщо неперервна на r´1, 1s функцiя f змiнює свою монотоннiсть в кожнiй з

s P N точок набору Y : ´1 ă ys ă ... ă y1 ă 1 (тобто f не спадає на ry1, 1s, не зростає

на ry2, y1s, не спадає на ry3, y2s i т.д.), то для кожного натурального n, бiльшого деякої

сталої NpY q, що залежить тiльки вiд Y, iснує алгебраїчний многочлен Pn, степеня

ď n, який теж змiнює свою монотоннiсть в точках Y, як f, i

|fpxq ´ Pnpxq| ď cpsqω2pf,
a

1 ´ x2{nq, x P r´1, 1s,

де cpsq – стала, що залежить тiльки вiд s i ω2 pf, tq – другий модуль неперервностi

функцiї f (див. пiдроздiл 2.1).

‚ Якщо неперервна на дiйснiй осi R 2π-перiодична функцiя f змiнює свою мо-

нотоннiсть в кожнiй точцi yi P r´π, πq, i “ 1, ..., 2s, s P N (тобто на R є множина

Y :“ tyiuiPZ, де точки поза r´π, πq, визначено рiвнiстю yi “ yi`2s`2π), то для кожно-

го натурального n, бiльшого деякої сталої NpY q (або NpY, kq), що залежить тiльки

вiд Y (або ще й вiд k), iснують тригонометричнi полiноми Pn, Tn, Rn порядку ď n,

що змiнюють свою монотоннiсть в точках yi P Y, як f, i полiном Qcn, який може

порушувати цi змiни в маленьких околах yi : pyi ´ π{n, yi ` π{nq, i такi, що

}f ´ Pn} ď cpsqω2pf, π{nq, f P C,

}f ´ Tn} ď
cpsq

n
ω3pf 1, π{nq, f P Cp1q,

}f ´ Rn} ď
cps, kq

n2
ωkpf2, π{nq, f P Cp2q, k P N,

}f ´ Qcn} ď cpsqω3pf, π{nq, f P C, Qcn ´ майже комонотонний з f,

де c, cpsq i cps, kq – сталi, якi можуть залежити тiльки вiд s i k, ωk pf, ¨q – k-й модуль

неперервностi f i } ¨ } ´ max-норма (див. пiдроздiли 2.2, 2.3, 2.4).

В отриманих оцiнках збiльшити порядки наближень неможливо (iнколи навiть зi

сталими, що залежать вiд функцiї) (див., зокрема, пiдроздiл 6.2).

‚ Наслiдуючи Рогозиньського, який додав два сусiднiх ядра Дiрiхле, утворюю-

чи ядро Рогозиньського, i Джексона, якiй пiднiс ядро Дiрiхле до парного степеня,

отримавши невiд’ємне ядро Джексона з потужними наближуючими властивостями,

запропоновано строго додатнє ядро, у виглядi суми двох сусiднiх ядер Джексона,

яке виявилось незамiнним (тобто, його строга додатнiсть) для отримання майже

всiх оцiнок похибок формозберiгаючого наближення перiодичних функцiй тригоно-

метричними полiномами (див. (2.2.6) i (2.2.8)).
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Роздiл 3

Коопукле наближення

3.1 Поточкове наближення неперервних функцiй з
iнтерполяцiєю на кiнцях вiдрiзку

Результат цього пiдроздiлу мiститься в [80].

Згадаємо класичнi нерiвностi (2.1.1) i (2.1.2). Нехай ∆p2q буде множиною опуклих

на r´1, 1s функцiй f P C :“ Cr´1, 1s, а Pn – множиною алгебраїчних многочленiв

степеня ď n. Надалi c “ cpsq позначатимуть рiзнi додатнi абсолютнi сталi, що можуть

бути рiзними навiть в одному рядку, або – сталi, що можуть залежити тiльки вiд

s P N.
Левiатан [114] для кожної f P ∆p2q i кожного n ě 1, довiв iснування многочлена

Pn P Pn X ∆p2q, такого, що (2.1.2) справджується з k ď 2. Як це вже вiдзначалося,

неможливо отримати оцiнку (2.1.2) з k ą 2, навiть для наближення без обмежень,

тобто для f P C i Pn P Pn. Копотун [103] довiв (2.1.1) з k “ 3 для f P ∆p2q i Pn P ∆p2q.

Якщо k ą 3, навiть оцiнка (2.1.1) не справджується для опуклого наближення. А

саме, Ющенко [173] побудувала функцiю f P ∆p2q, таку, що для кожної послiдовностi

tPnu8
n“1 многочленiв Pn P ∆p2q X Pn, справджується рiвнiсть

lim
nÑ8

sup

›

›

›

›

f ´ Pn

ω4 pf, ρnq

›

›

›

›

“ 8, (3.1.1)

де i надалi }f} :“ maxxPI |fpxq|. Ранiше Ву i Цу [169] довели (3.1.1) з ωk, k ě 5,

замiсть ω4.

Що до кусково- опуклого, або коротше, коопуклого наближення, то Копотун, Ле-

вiатан i Шевчук [109,123] довели вiдповiднi рiвномiрнi оцiнки з ωk pf, 1{nq , k ď 3.

Головним результатом цього пiдроздiлу є теорема 3.1.1, в якiй встановлено пер-

шу поточкову (з iнтерполяцiєю на кiнцях вiдрiзку) оцiнку коопуклого наближення
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многочленами. Бiльш того, теореми 6.3.1-6.3.3 свiдчать, що ця оцiнка є, у певному

розумiннi, остаточною.

Нехай Ys, s P N, позначає множину всiх наборiв Y :“ Ys :“ tyiu
s
i“1 точок yi :

´1 ă ys ă ¨ ¨ ¨ ă y1 ă 1, i ∆p2qpY q – множину всiх функцiй f P Cr´1, 1s, що змiнiють

свою опуклiсть в yi, i є опуклi до низу на ry1, 1s. Тобто, f P ∆p2qpY q тодi i тiльки

тодi, коли f опукла до низу на ry1, 1s, опукла до гори на ry2, y1s, опукла до низу на

ry3, y2s i т.д. А якщо f P C2p´1, 1q X Cr´1, 1s, то f P ∆p2qpY q тодi i тiльки тодi, коли

f2pxqΠpxq ě 0, на p´1, 1q, де

Πpxq :“ Πpx, Y q :“
s
ź

i“1

px ´ yiq,

Πpx,Hq :“ 1, i, для спрощення, випадок s “ 0 з Y0 :“ tHu це опуклi до низу на

всьому r´1, 1s :“ I функцiї.

Теорема 3.1.1. Якщо Y P Ys i f P ∆p2qpY q, то для кожного n ě NpY q, iснує

многочлен Pn P Pn, такий, що

Pn P ∆p2qpY q, (3.1.2)

|fpxq ´ Pnpxq| ď cpsqω2 pf, δnpxqq , x P r´1, 1s, (3.1.3)

де NpY q – стала, що залежить тiльки вiд min
i“1,...,s´1

yi´yi`1, якщо s ą 1, i NpY q “ 1,

коли s “ 1, а cpsq – стала, що залежить тiльки вiд s.

Теорема 3.1.1 безпосередньо тягне наслiдки 3.1.1 – 3.1.4.

Наслiдок 3.1.1. В умовах теореми 3.1.1 для кожного n ě NpY q маємо

|fpxq ´ Pnpxq| ď c ω2 pf, ρnpxqq , x P r´1, 1s. (3.1.4)

Нехай W r, r P N, – множина функцiй f P C, що мають на I абсолютно неперервну

похiдну f pr´1q i таких, що
ˇ

ˇ

ˇ
f prqpxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď 1 м. с. на I.

Наслiдок 3.1.2. Якщо r “ 1, r “ 2, Y P Ys i f P ∆p2qpY q X W r, то для кожного

n ě NpY q, знайдеться многочлен Pn P ∆p2qpY q X Pn, такий, що
›

›

›

›

f ´ Pn

δrn

›

›

›

›

ď c, (3.1.5)

i отже
›

›

›

›

f ´ Pn

ρrn

›

›

›

›

ď c. (3.1.6)
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Теореми 6.3.1 i 6.3.2 вказують на те, що якщо s “ 1, то наслiдки 3.1.1 i 3.1.2 (а

отже i теорема 3.1.1) є хибними для гдадкостi бiльше нiж 2.

Наслiдок 3.1.3. Якщо Y P Ys i f P ∆p2qpY q X C1, то для кожного n ě NpY q, iснує

многочлен Pn P Pn, такий, що

Pn P ∆p2qpY q, (3.1.7)

|fpxq ´ Pnpxq| ď c δnpxqω1pf 1, δnpxqq, x P I, (3.1.8)
ˇ

ˇf 1pxq ´ P 1
npxq

ˇ

ˇ ď c ω1pf 1, ρnpxqq, x P I. (3.1.9)

Зауваження 3.1.1. Якщо s ą 1, то в теоремi 3.1.1 i в усiх її наслiдках сталу NpY q

неможливо замiнити сталою, що не залежить вiд Y, див., скажiмо, Левiатан,

Шевчук [123].

Зауваження 3.1.2. Якщо в (3.1.9) замiнити ρn на δn, то, для s “ 1, твердження

наслiдку 3.1.3 є, взагалi кажучи, хибним, див. теорему 6.3.3.

Щоб сформулювати останнiй наслiдок позначимо через Lip˚α, 0 ă α ď 2, мно-

жину функцiй f P C,таких, що

ω2pf, tq “ Optαq, t Ñ 0.

Наслiдок 3.1.4. Нехай 0 ă α ă 2 i Y P Ys. Функцiя f P ∆p2qpY q X Lip˚α тодi

i тiльки тодi, коли iснує послiдовнiсть tPnu8
n“1 многочленiв Pn P ∆p2qpY q X Pn,

таких, що
›

›

›

›

f ´ Pn

δαn

›

›

›

›

“ Op1q, n Ñ 8. (3.1.10)

Для доведення теореми 3.1.1 нам знадобиться теорема 3.1.2, що складає окремий

iнтерес.

Нехай xj :“ xj,n :“ cos pjπ{nq, j “ 0, . . . , n, – чебишевське розбиття I. Для фiксо-

ваних n P N i Y “ tyiu
s
i“1 P Ys, нехай

Oi :“ Oipn, Y q :“ pxj`2, xj´2q, якщо yi P rxj , xj´1q,

де xn`1 :“ ´1, xn`2 :“ ´1 i x´1 :“ 1, i O “ Opn, Y q :“
s
Ť

i“1
Oi. Також будемо писати

j P H, якщо xj P p´1, 1qzO.
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Теорема 3.1.2. Нехай Y P Ys. Якщо f P ∆p2qpY q, то для кожного n ě NpY q, iснує

ламана L, що має вузли в xj-х з j P H лише, i така, що

L P ∆p2qpY q (3.1.11)

|fpxq ´ Lpxq| ď c ω2 pf, δnpxqq , x P r´1, 1s, (3.1.12)

де NpY q – стала, що залежить тiльки вiд Y. Якщо s “ 1, то NpY q “ 1.

Пiдкреслимо, що L з теореми 3.1.2 не має вузлiв в xj-х, якщо xj P O.

Як завжди для кожного j “ 1, . . . , n, позначимо Ij :“ Ij,n :“ rxj , xj´1s, для

будь-якого промiжку E нехай |E| – його довжина, зокрема |Ij | “ xj´1 ´ xj “: hj , i

нерiвностi (2.1.11) i (2.1.12) буде використано без спецiальних посилань.

Доведення теореми 3.1.2

Покладемо

ωptq :“ ω2pf, tq.

Якщо s “ 1, то нехай NpY q “ 1, якщо s ą 1, то нехай NpY q таке, що

Oipn, Y q X Oi`1pn, Y q “ H,

для всiх n ě NpY q i i “ 1, ¨ ¨ ¨ , s ´ 1. Зафiксуємо n ě NpY q. Позначимо

Oi “ Oipn, Y q “: pyi, yiq, i “ 1, . . . , s,

тобто yi i y
i
є вiдповiдно лiвим i правим кiнцем промiжку Oi.

Можливi чотири випадки: a) y
1

“ 1, ys ‰ ´1; b) y
1

“ 1, ys “ ´1; c) y
1

‰ 1, ys “

´1; d) y
1

‰ 1, ys ‰ ´1. Розглянемо лише випадок a), оскiльки всi решта випадкiв є

схожими. Тобто, надалi в доведеннi теореми 3.1.2

y
1

“ 1, ys ‰ ´1.

Означимо функцiї Li для кожного i “ 1, . . . , s. Якщо i ‰ 1, то через Li позначимо

ламану, що складається з трьох ланок, таких, що Lip´1q “ 0, Lipyiq “ 1, Lipyiq “

Lip1q “ 0.

Схожим чином, якщо i ‰ 1, то через Li позначимо ламану з трьох ланок, таких,

що Lip´1q “ Lipyiq “ 0, Lipyiq “ ´1, Lip1q “ 0.
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Вiдзначимо, що якщо i непарне, то Li P ∆p2qpY q i Li P ∆p2qpY q. Якщо i парне, то

´Li P ∆p2qpY q i ´Li P ∆p2qpY q.

Для кожного i “ 1, . . . , s, через li позначимо пряму, що iнтерполює f в точках yi
i yi; через li – пряму, що iнтерполює f в yi i y

i
.

Покладемо

L1pxq :“
1

2

`

fp1q ´ l1p1q
˘

px ` 1q.

Для кожного i ‰ 1, покладемо

Lipxq :“

$

&

%

´

lipyiq ´ lipyiq
¯

Lipxq, якщо p´1qiplipyiq ´ lipyiqq ě 0, p˚q

`

lipyiq ´ lipyiq
˘

Lipxq, iнакше. p˚˚q

(3.1.13)

Вочевидь,

Li P ∆p2qpY q, i “ 1, . . . , s. (3.1.14)

Для i ‰ 1 нехай

l˚i :“ l˚i pxq :“

$

&

%

lipxq, якщо x P ryi, yis,

lipxq, якщо x P ryi, yis.
(3.1.15)

Тодi у випадку (*) (3.1.13) маємо

l˚i pxq ` Lipxq ” lipxq, x P Oi, (3.1.16)

i, у випадку (**) (3.1.13), –

l˚i pxq ` Lipxq ” lipxq, x P Oi. (3.1.17)

Тепер, для i ‰ 1, доведем нерiвнiсть

|Lipxq| ď c ω pρnpxqq , x P I. (3.1.18)

Розглянемо, скажiмо, випадок (*) (3.1.13). Якщо x P r´1, yis, то Lipxq ” 0, i нерiвнiсть

(3.1.18) трiвiальна. Якщо x P Oi, то за нерiвнiстю Уiтнi (2.1.12)

ˇ

ˇfpxq ´ lipxq
ˇ

ˇ ď c ω p|Oi|q ,

i

|fpxq ´ lipxq| ď c ω p|Oi|q ,

отже
ˇ

ˇlipxq ´ lipxq
ˇ

ˇ ď c ω p|Oi|q , x P Oi.
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Тому (3.1.18) справджується для x P Oi. Зокрема,
ˇ

ˇ

ˇ
Lipyiq

ˇ

ˇ

ˇ
ď c ω pρnpyiqq ď c ω p1{nq .

Тепер, якщо x ě

ˇ

ˇ

ˇ
y
i

ˇ

ˇ

ˇ
, то

|Lipxq| ď c ω p1{nq p1 ´ xq ď c ω p1{nq p1 ´ x2q ď c ω pδnpxqq ď c ω pρnpxqq .

Якщо y
i

ď x ă

ˇ

ˇ

ˇ
y
i

ˇ

ˇ

ˇ
, то ρnpyiq ď ρnpxq, i отже

|Lipxq| ď

ˇ

ˇ

ˇ
Lipyiq

ˇ

ˇ

ˇ
ď c ω pρnpyiqq ď c ω pρnpxqq .

Так (3.1.18) доведено.

Для i “ 1, схожi аргументи породжують

|L1pxq| ď c ω
`

1{n2
˘

, x P I1, (3.1.19)

отже

|L1pxq| ď c ω
`

1{n2
˘

p1 ` xq ď c ω
`

1{n2
˘

ď c ω pρnpxqq , x P I. (3.1.20)

Через L˚ :“ L˚pxq позначимо ламану з вузлами в xj-х, j P H, i точках yi, i “

1, . . . , s,що iнтерполює f в цiх вузлах i в ´1 i y1 (тобто, взагалi кажучи, L˚p1q ‰ fp1q).

Вочевидь,

L˚ P ∆p2qpY q. (3.1.21)

Нерiвнiсть Уiтнi породжує

|fpxq ´ L˚pxq| ď c ω pρnpxqq , x P I. (3.1.22)

Насамкiнець покажемо, що ламана

L :“ Lpxq :“ L˚pxq `

s
ÿ

i“1

Lipxq (3.1.23)

є шуканою. Дiйсно, (3.1.21) i (3.1.14) гарантують, що L P ∆p2qpY q. Спiввiдношення

(3.1.16) i (3.1.17) кажуть, що L не має вузлiв, за винятком xj з j P H. Нерiвностi

(3.1.18), (3.1.20) i (3.1.22) тягнуть оцiнку (3.1.12) для x P Iz pI1 Y Inq .

Отже, ми лишилися з (3.1.12) для x P I1 i x P In. За побудовою, L – лiнiйна

функцiя на I1 i на In, i Lp´1q “ fp´1q, Lp1q “ fp1q. Покладемо gpxq :“ fpxq ´ Lpxq.
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Тодi маємо gp´1q “ 0, gp1q “ 0, ω2 pg, t, I1q “ ω2 pf, t, I1q ď ωptq i ω2 pg, t, Inq ď ωptq.

Крiм цього, нерiвностi (3.1.18), (3.1.20) i (3.1.22) тягнуть

}g}I1 ď c ω
`

1{n2
˘

i }g}In ď c ω
`

1{n2
˘

.

Тодi, скажiмо, для x P I1, застосуємо нерiвнiсть Маршо [134] i отримаємо

|fpxq ´ Lpxq| “ |gpxq| “ |gpxq ´ gp1q| ď c p1 ´ xq

ż |I1|

1´x

ωpuq

u2
du `

1 ´ x

|I1|
ω p|I1|q

ď c p1 ´ xq

ż δnpxq

1´x

ωpuq

u2
du ` c p1 ´ xq

ż |I1|

δnpxq

ωpuq

u2
du ` c ω pδnpxqq

ď c p1 ´ xqω pδnpxqq

ż 8

1´x

du

u2
` c p1 ´ x2q |I1|

ω pδnpxqq

δ2npxq
` c ω pδnpxqq

ď c ω pδnpxqq ` c n2 |I1|ω pδnpxqq

ď c ω pδnpxqq .

Так само перевiряється (3.1.12) для x P In. Теорему 3.1.2 доведено.

Наслiдок 3.1.5. Якщо L – ламана з теореми 3.1.2, то

Πpxjq rxj´1, xj , xj`1, Ls ě 0, j P H, (3.1.24)

|rxj´1, xj , xj`1, Ls| ď c
ωphjq

h2j
, j “ 1, ..., n ´ 1, (3.1.25)

rxj´1, xj , xj`1, Ls “ 0, j R H, (3.1.26)

де rxj´1, xj , xj`1, Ls – друга роздiлена рiзниця L.

Допомiжнi факти для доведення теореми 3.1.1

Скористаємося многочленами

Tjpxq “ Tj,npx, 6s, Y q, j P H,

з (2.1.23)
`

Tj˘1 :“ T2j˘1,2n, якщо j ˘ 1 ‰ H
˘

i

τjpxq “ τj,npx, 6s, Y q, j P H,

з (2.1.24).
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Лема 3.1.1. [79, 123,76] Для кожного j P H, многочлен τj задовольняє

τ2
j pxqΠpxqΠpxjq ě 0, x P I, (3.1.27)

τ 1
jp˘1q “ χjp˘1q, τjp´1q “ 0, τjp1q “ p1 ´ xjq, (3.1.28)

|px ´ xjq` ´ τjpxq| ď c hj Γ
6
jpxq, x P I, (3.1.29)

ˇ

ˇχjpxq ´ τ 1
jpxq

ˇ

ˇ ď cΓ4
jpxq, x P I, (3.1.30)

Лема 3.1.1 породжує лему 3.1.2.

Лема 3.1.2. Для кожного j P H, многочлен τj задовольняє

|px ´ xjq` ´ τjpxq| ď c p1 ´ x2qΓ4
jpxq, x P I. (3.1.31)

Доведення. Якщо x R pI1 Y Inq , то (2.1.26) тягне

hj Γ
2
jpxq ď c n2ρ2npxq ď c p1 ´ x2q,

отже, (3.1.31) випливає з (3.1.29). Якщо x P I1, то з (3.1.28) i (3.1.30) випливає, що

|px ´ xjq` ´ τjpxq| “ |ppx ´ xjq` ´ τjpxqq ´ pp1 ´ xjq` ´ τjp1qq|

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

x

`

χjpuq ´ τ 1
jpuq

˘

du

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż 1

x

ˇ

ˇχjpuq ´ τ 1
jpuq

ˇ

ˇ du

ď c p1 ´ xqmax
tPI1

Γ4
jptq “ c p1 ´ xqΓ4

jp1q

ď c p1 ´ xqΓ4
jpxq ď c p1 ´ x2qΓ4

jpxq.

Так само доводять (3.1.31) для x P In. Лему 3.1.2 доведено.

Доведення теореми 3.1.1

Нехай L – ламана з теореми 3.1.2. Представимо її у формi

Lpxq ” lpxq `

n´1
ÿ

j“1

rxj`1, xj , xj´1, Ls pxj´1 ´ xj`1q px ´ xjq` ”

” lpxq `
ÿ

jPH

rxj`1, xj , xj´1, Ls pxj´1 ´ xj`1q px ´ xjq`,
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де lpxq :“ rxn, xn´1, Lspx ` 1q ` Lp´1q, i де ми скористалися (3.1.26).

Покладемо

Pnpxq :“ lpxq `
ÿ

jPH

rxj`1, xj , xj´1, Ls pxj´1 ´ xj`1q τjpxq.

Нерiвностi (3.1.24) i (3.1.27) породжують

rxj`1, xj , xj´1, Ls pxj´1 ´ xj`1q τ2
j pxqΠpxq

“
1

Π2pxjq
pΠpxjq rxj`1, xj , xj´1, Lsq pxj´1 ´ xj`1q

`

τ2
j pxqΠpxjqq

˘

ě 0, x P I, j P H,

що тягне (3.1.2). Щоб довести (3.1.4), представимо рiзницю f ´ Pn у формi

fpxq ´ Pnpxq “ fpxq ´ Lpxq ` Lpxq ´ Pnpxq “ fpxq ´ Lpxq

`
ÿ

jPH

rxj`1, xj , xj´1, Ls pxj´1 ´ xj`1q ppx ´ xjq` ´ τjpxqq

“: fpxq ´ Lpxq `
ÿ

jPH

αjpxq.

З (3.1.12) запишемо

|fpxq ´ Lpxq| ď c ω pδnpxqq , x P I.

Для оцiнки αjpxq застосуємо (3.1.29), (3.1.31) i (3.1.25). Якщо x R I1 i x R In, то

|αjpxq| ď c
ωphjq

h2j
hjhjΓ

4
jpxq “ c ωphjqΓ

4
jpxq

ď c ω pρnpxqq

˜

1 `
h2j

ρ2npxq

¸

Γ4
jpxq ď c ω pρnpxqqΓ2

jpxq

ď c ω pδnpxqqΓ2
jpxq,

де ми скористалися (2.1.26). Якщо x P I1, то

|αjpxq| ď c
ωphjq

h2J
hjp1 ´ x2qΓ4

jpxq ď c ω pδnpxqqΓ2
jpxq,

де ми знову скористалися (2.1.26). Тому, беручи до уваги, що (2.1.26) тягне
›

›

›

řn
j“1 Γ

2
j

›

›

›
ď

c, маємо
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

jPH

αjpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď c ω pδnpxqq
ÿ

jPH

Γ2
jpxq ď c ω pδnpxqq

›

›

›

›

›

›

n
ÿ

j“1

Γ2
j

›

›

›

›

›

›

ď c ω pδnpxqq , x P I.

Теорему 3.1.1 доведено.
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3.2 Поточкове наближення неперервних на вiдрiзку
функцiй, якi мають бiльше однiєї точки перегину

Результат цього пiдроздiлу мiститься в [19].

В цьому пiдроздiлi доводиться наступна теорема 3.2.1.

Теорема 3.2.1. Якщо s ą 1 i f P ∆p2qpY q, то для кожного n ě 2, iснує алгебраїчний

многочлен Pn, степеня ď n, такий, що

Pn P ∆p2qpY q,

|fpxq ´ Pnpxq| ď CpY qω3pf, ρnpxqq, x P r´1, 1s, (3.2.1)

i

|f 1pxq ´ P 1
npxq| ď CpY qω2pf 1, ρnpxqq, x P r´1, 1s, якщо f P Cp1q,

|f2pxq ´ P 2
npxq| ď CpY qω1pf2, ρnpxqq, x P r´1, 1s, якщо f P Cp2q,

де CpY q – стала, що залежить тiльки вiд min
i“0,...,s

pyi ´ yi`1q.

Iсторiя оцiнок (ко)опуклого наближення неперервних функцiй многочленами мi-

ститься на початку пiдроздiлу 3.1. Тут, лише зауважимо, що оцiнка (3.2.1) є хибною

з ωk, k ą 3, навiть з 1{n замiсть ρn (див. Ву, Цу [169, 176]), є хибною з s “ 1 (див.

теорему 6.3.1) i є хибною з cpsq i n ě NpY q замiсть CpY q i n ě 2 (див. теорему 6.4.1).

Для доведення теореми 3.2.1 ми будуємо допомiжний кусково-опуклий сплайн

степеня ď 2, властивостi якого наведенi в наступнiй теоремi 3.2.2.

Згадаємо позначення: xj :“ xj,n :“ cospjπ{nq, j “ 0, . . . , n, – чебишевське розби-

ття I :“ r´1, 1s, Ij :“ Ij,n :“ rxj , xj´1s, j “ 1, ..., n, i для фiксованих n i Y, Oi :“

Oi,npY q :“ pxj`2, xj´3q, якщо yi P rxj , xj´1q, pxn`2 “ xn`1 :“ ´1, x´1 “ x´2 :“

1q, O :“ Opn, Y q :“ Ys
i“1Oi, i j P H, якщо Ij X O “ H.

Теорема 3.2.2. Якщо s ą 1 i f P ∆p2qpY q, то iснують сталi NpY q i CpY q, якi

залежать тiльки вiд Y, такi, що для кожного n ě NpY q, iснує сплайн L, степеня

ď 2, з вузлами в xj-х з j P H лише, i такий, що

L P ∆p2qpY q, (3.2.2)

|fpxq ´ Lpxq| ď CpY qω3pf, ρnpxqq, x P r´1, 1s. (3.2.3)



114

Доведення теореми 3.2.2

Спочатку означимо iнтерполяцiйний (в своїх вузлах) сплайн S P ∆p2qpY q, степеня

ď 2, з вузлами в кожнiй точцi множини

Xn :“ txjujPH Y Y Y t1u,

а тодi "пiдправимо" його так, щоб отримати L з теореми 3.2.2.

Виберемо NpY q таким, що для кожного n ě NpY q, будь-який iнтервал pyi`1, yiq,

i “ 0, s, мiстить принаймнi сiм рiзних вiдрiзкiв Ij . Надалi n ě NpY q, n– фiксоване,

i тому, зокрема, H ‰ H. Для будь-якого iнтервалу E “ pxj1 , xj2q Ă I, j1 ą j2,

будемо користуватись позначенням ˚E :“ pxj1`1, xj2q, i |E| – довжина E, зокрема,

|Ij | :“ xj´1 ´ xj “: hj,n “: hj . Нехай
´

y
i
, yi

¯

“: ˚Oi, i “ 1, s,

тобто ty
i
, yiu

s
i“1 Ă Xn, i нехай ys`1 :“ ´1 , y

0
:“ 1.

Розiб’єм множину G :“ IzpYs
i“1

˚Oiq на двi множини
!

G i
"

G так, що

G “

¨

˝

s
ď

i“0, i парне

ryi`1, yis

˛

‚Y

¨

˝

s
ď

i“1, i непарне

ryi`1, yis

˛

‚“:
!

G Y
"

G,

тобто f P ∆p2qpY q, є опуклою донизу для x P
!

G, i – опуклою догори для x P
"

G.

Нехай lpx, g; bq :“ lpx, g; a, b, cq позначає параболу, що iнтерполює g P C в трьох

послiдовних точках a, b i c з множини Xn, таких, що a ă b ă c, тобто в Xn немає

d ‰ b, такої, що a ă d ă c. Через S :“ Spx, f ;Xnq позначимо неперервний сплайн,

степеня ď 2, S1 R C, який iнтерполює f в кожнiй точцi Xn наступним чином

Spxq :“

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

lpx, f ;xn´1q, x P r´1, xn´1q,

lpx, f ;x1q, x P rx1, 1s,

lpx, f ; yiq, x P ry
i
, yiq, i “ 1, s,

lpx, f ; yiq, x P ryi, yiq, i “ 1, s,

maxtlpx, f ; xjq, lpx, f ;xj´1qu, x P rxj , xj´1q Ă
!

G zpr´1, xn´1q Y rx1, 1sq,

mintlpx, f ; xjq, lpx, f ;xj´1qu, x P rxj , xj´1q Ă
"

G zpr´1, xn´1q Y rx1, 1sq.

Зауважимо, що якщо f P ∆p2qpY q, то S P ∆p2qpY q.

Для будь-яких двох фiксованих a i b P I, a ă b, позначимо

Ψpx, a, b,´q :“ px ´ aqpx ´ bqχpx, aq
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ˆ

”

ż x

´1

´

2pt ´ aq` ´ pb ´ aqχpt, aq

¯

dt “

ż x

´1
Ψ1pt, a, b,´qdt

˙

,

Ψpx, a, b,`q :“ px ´ aqpx ´ bqχpx, bq
ˆ

”

ż x

´1

´

2pt ´ bq` ` pb ´ aqχpt, bq
¯

dt “

ż x

´1
Ψ1pt, a, b,`qdt

˙

.

Перенумеруємо точки набору Xn у спадному порядку

´1 :“ zn´4s ă . . . ă z1 ă z0 :“ 1, Xn “ tzkun´4s
k“0 ,

нехай z´1 :“ 1 i zn´4s`1 :“ ´1. Для кожного i “ 1, . . . , s, через kpiq позначимо iндекс

k “ 0, . . . , n ´ 4s, такий, що zkpiq “ yi. Покладемо

Φk :“ rzk`1, zk, zk´1, zk´2, f spzk´2 ´ zk`1q, k “ 2, . . . , n ´ 4s ´ 1,

Fk :“ rzk, zk´1, zk´2, f s, k “ 2, . . . , n ´ 4s.

Зауважимо, що для f P ∆p2qpY q, signFk “ signΠpzk´1q, коли k ‰ kpiq ` 1.

Будемо писати k P H :“ Hpn, Y q, якщо k є цiле вiд 2 до n ´ 4s ´ 1, i таке, що

k ‰ kpiq, k ‰ kpiq ` 1, для всiх i “ 1, . . . , s.

Для кожного k P H, означимо неперервну на I функцiю Ψk, як

Ψkpxq :“

#

Ψpx, zk, zk´1,´q, якщо |Fk| ď |Fk`1|,

Ψpx, zk, zk´1,`q, якщо |Fk| ą |Fk`1|.
(3.2.4)

Для кожного i “ 1, . . . , s, покладемо

Ψkpiqpxq :“ Ψpx, zkpiq, zkpiq´1,´q, x P I,

Ψkpiq`1pxq :“ Ψpx, zkpiq`1, zkpiq,`q, x P I.
(3.2.5)

Нехай Ψn´4spxq :” p1 ` xqpx ´ zn´4s´1q i Ψ1pxq :” 0. Тепер сплайн S “ Spx, f,Xnq,

має представлення

Spxq “

n´4s´1
ÿ

k“2

ΦkΨkpxq ` lpx, f, zn´4s´1q, (3.2.6)

або, що те саме,

Spxq “ l1px, f,´1q `

n´4s
ÿ

k“2

Fk

`

Ψkpxq ´ Ψk´1pxq
˘

, (3.2.7)

де l1px, f,´1q – пряма, що iнтерполює f в ´1 i zn´4s´1 , (детальнiше див. пропозицiю

3.8.1).
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Надалi c i CpY q – невiд’ємнi абсолютнi сталi i, вiдповiдно, сталi, що залежать тiль-

ки вiд Y, вони рiзнi, навiть якщо стоять в одному рядку. Без спецiальних посилань,

будемо користуватись нерiвностями (2.1.11).

Зауважимо, що для S виконуються нерiвностi

|f prqpxq ´ Sprqpxq| ď c ω3´rpf prq, ρnpxqq, x P I, (3.2.8)

де r “ 0, i, крiм того, r “ 1, якщо f P Cp1q; r “ 1, 2, якщо f P Cp2q. Дiйсно, нехай

l̃px, g, rzk, zk´2sq :“ l̃px, g, zk, pzk´2 ` zkq{2, zk´2q, – парабола, що iнтерполює g P C в

zk, pzk´2 ` zkq{2 i zk´2. Тодi, для x P rzk, zk´2s, k “ 2, . . . , n ´ 4, за нерiвнiстю Уiтнi
ˇ

ˇ

ˇ
gpxq ´ l̃px, g, rzk, zk´2sq

ˇ

ˇ

ˇ
ď 3ω3 pg, pzk´2 ´ zkq{3, rzk, zk´2sq ,

маємо

|gpxq ´ lpx, g, zk´1q| “

ˇ

ˇ

ˇ
gpxq ´ l̃px, g, rzk, zk´2sq ´ lpx, g ´ l̃, zk´1q

ˇ

ˇ

ˇ

ď

›

›

›
g ´ l̃

›

›

›

rzk,zk´2s

ˆ

1 `

ˇ

ˇ

ˇ

x ´ zk´2

zk´1 ´ zk´2
ˆ

x ´ zk
zk´1 ´ zk

ˇ

ˇ

ˇ

˙

ď 3ω3 pg, pzk´2 ´ zkq{3, rzk, zk´2sq ď c ω3pg, ρq,

звiдки i випливає (3.2.8) для r “ 0. Випадки r “ 1, 2, є наслiдками, вiдповiдно,

наступних двох нерiвностей (детальнiше див. [56, Лема 4.2]). Нехай

lνpxq :“ gpzνq `

ż x

zν

l1
`

u, g1, zν , zν´2

˘

du,

де ν :“ k _ k ` 1, k “ 1, n ´ 4s, i l1 – пряма, що iнтерполює g1 в zν i zν´2. Тодi, для

x P rzk, zk´1s, запишемо
ˇ

ˇg1pxq ´ S1pxq
ˇ

ˇ “
ˇ

ˇg1pxq ´ l1px, g, zν´1q
ˇ

ˇ “
ˇ

ˇg1pxq ´ l1νpxq ´ l1 px, g ´ lν , zν´1q
ˇ

ˇ

ď
ˇ

ˇg1pxq ´ l1px, g1, zν , zν´2q
ˇ

ˇ ` cpzν´2 ´ zνq´1 }g ´ lν}rzν ,zν´2s

ď 3ω2

´

g1,
zν´2 ´ zν

2
, rzν , zν´2s

¯

` cpzν´2 ´ zνq´1

ˆ max
xPrzν ,zν´2s

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

zν

´

g1puq ´ l1

´

u, g1, zν , zν´2

¯¯

du
ˇ

ˇ

ˇ
ď c ω2

`

g1, ρ
˘

,

ˇ

ˇg2pxq ´ S2pxq
ˇ

ˇ “
ˇ

ˇg2pxq ´ l2px, g, zν´1q
ˇ

ˇ “
ˇ

ˇg2pxq ´ 2rzν , zν´1, zν´2, gs
ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

ż 1

0

ż t1

0

´

g2pxq ´ g2
`

zν ` pzν´1 ´ zνqt1 ` pzν´2 ´ zν´1qt2
˘

¯

dt2dt1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď c ω1
`

g2, ρ
˘

.
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Нехай i позначає такий парний iндекс i “ 2, . . . , s, для якого виконується рiвнiсть

|˚Oi | “ max
i – парне

|˚Oi| (якщо таких iндексiв два, то нехай i позначає, бiльший з них).

Аналогiчно, i : |˚Oi| “ max
i – непарне

|˚Oi |. Для кожного i “ 1, . . . , s, позначимо

li :“

#

maxtl1pyi, f, yiq, l
1pyi, f, yiqu, якщо i парне,

mintl1pyi, f, yiq, l
1pyi, f, yiqu, якщо i непарне,

(3.2.9)

∆i :“ ∆i,n :“

ż yi

y
i

pli ´ S1ptqqdt.

Покладемо

L1px,A,Bq :“

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

S1pxq, x P G,

li, x P ˚Oi, i “ 1, . . . , s, i ‰ i _ i,

A, x P ˚Oi,

B, x P ˚Oi,

де числа A ě li i B ď li вибранi з умови

Lp1, A,Bq :“

ż 1

´1
L1px,A,Bqdx “ Sp1q.

А саме, зважаючи на те, що

∆i ě 0, коли i парне, i ∆i ď 0, коли i непарне, (3.2.10)

вiзьмемо rA :“ li i rB :“ li. Тодi позначимо

∆ :“ Lp1, rA, rBq ´ Sp1q (3.2.11)

i покладемо
$

&

%

A “ li, B “ li ´ ∆
|˚Oi|

, якщо ∆ ě 0,

A “ li ´ ∆
|˚Oi|

, B “ li, якщо ∆ ă 0.
(3.2.12)

З побудови L1 випливає, що сплайн

Lpxq :“ Lpx,A,Bq :“

ż x

´1
L1pt, A,Bqdt,

задовольняє (3.2.2). Доведемо (3.2.3). Для x P r´1, y
s
s Y ry1, 1s, Lpxq ” Spxq, тому

(3.2.3) випливає з (3.2.8). Для решти x-iв, скористаємось мiркуваннями доведення

леми 9 з [120], нерiвнiстю Уiтнi (2.1.12) i властивостями модуля неперервностi. Тодi

для кожного i “ 1, . . . , s, запишемо

}lp¨, f, y
i
q ´ lp¨, S, yiq}ry

i
,yis “ }S ´ l}ry

i
,yis ď }S ´ l}˚Oi

ď c ω3pS, |˚Oi|q ď c ω3 pS, 1{nq ,
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де l :“ lpx, S, yiq i де ми застосували нерiвнiсть |˚Oi| ď c ρnpyiq ď c{n. Аналогiчно,

}lp¨, f, yiq ´ l}ryi,yis ď c ω3 pS, 1{nq .

Тому

}lp¨, f, y
i
q ´ lp¨, f, yiq}˚Oi

ď c ω3 pS, 1{nq ,

i з нерiвностi Маркова випливає оцiнка

Di :“ }l1p¨, f, y
i
q ´ l1p¨, f, yiq}˚Oi

ď c
ω3 pS, 1{nq

|˚Oi|
. (3.2.13)

Оскiльки S P ∆p2qpY q, тобто S1 – кусково-монотонна (хоча, взагалi кажучи, S1 R C),

то для кожного i “ 1, . . . , s, з (3.2.9) i (3.2.13) випливає нерiвнiсть

|∆i| ď

ż yi

y
i

|li ´ S1ptq|dt ď c |˚Oi|Di ď c ω3 pS, 1{nq . (3.2.14)

До того ж, зауважимо, що

|∆| ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

s
ÿ

i“2, i´ парне
∆i ´

s
ÿ

i“2, i´ непарне
∆i

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď s max
i“1,...,s

|∆i|. (3.2.15)

Враховуючи (3.2.14), (3.2.15) i (3.2.8), для кожного x P Izpr´1, y
s
sYry1, 1sq, запишемо

|fpxq ´ Lpxq| ď |fpxq ´ Spxq| ` |Spxq ´ Lpxq| ď c ω3pf, ρnpxqq `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

´1

´

S1ptq ´ L1ptq
¯

dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď c ω3pf, ρnpxqq `

s
ÿ

i“1
i‰i_i

ż

˚Oi

|li ´ S1ptq| dt `

ż

˚Oi

|A ´ S1ptq| dt `

ż

˚Oi

|B ´ S1ptq| dt

ď c ω3pf, ρnpxqq ` c ω3 pS, 1{nq `

ż

˚Oi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

li ´
∆

|˚Oi|
´ S1ptq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dt `

ż

˚Oi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

li ´
∆

|˚Oi|
´ S1ptq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dt

ď c ω3pf, ρnpxqq ` c ω3 pS, 1{nq ` 2|∆| ď c ω3pf, ρnpxqq ` c ω3 pS, 1{nq

ď CpY qω3pf, ρnpxqq. (3.2.16)

Нерiвнiсть (3.2.3) доведено. Теорему 3.2.2 доведено.

Доведення теореми 3.2.1

Для j “ 1, . . . , n, нехай j˚ позначає iндекс, такий, що xj˚,n1 “ xj,n. Для кожного

j P H, скористаємося многочленами
˝
τ j з (2.1.38) i τj з (2.1.24) i позначимо

Qjpxq :“

ż x

´1

˝
τ j˚,n1pu, b1, Y Y Tqdu,
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Rjpx, αq :“
1

2

´

ατpj`1q˚,n1
px, b2, Y q ` τj˚,n1px, b2, Y q ` p1 ´ αqτpj´1q˚,n1

px, b2, Y q

¯

,

де α P r0, 1s,

b1 :“ 6p2s ` 3q ` 1, b2 :“ 6ps ` 3q,

c3 :“ 5max
!

2,
”

1 `
a

24c2pb1q{pb1 ´ s ´ 2q

ı

, r1 ` 12c2pb1q{c1pb2qs

)

, n1 :“ c3n,

i c1, c2, з леми 2.1.1 i наслiдку 2.1.2, вiдповiдно (r¨s – цiла частина).

Лема 3.2.1. [76, Лема 3] Для кожного j P H, j ‰ 1, n, числа α1 i α2 P r0, 1s, можуть

бути обранi так, що два многочлени

Vjpx,´q :“ 2Qjpxq ´ hj,nRjpx, α1q,

Vjpx,`q :“ 2Qj´1pxq ` hj,nRj´1px, α2q,

степеня cpb1qn1, будуть задовольняти умову Vjp1,˘q “ p1´xjqp1´xj´1q, i тодi для

них виконуватимуться нерiвностi
ˇ

ˇ

ˇ
Ψprqpx, xj , xj´1,˘q ´ V

prq

j px,˘q

ˇ

ˇ

ˇ
ď c h2´r

j Γ 6´r
j pxq, x P I, r “ 0, 1, 2. (3.2.17)

´

2χjpxq ´ V 2
j px,´q

¯´

V 2
j px,`q ´ 2χj´1pxq

¯

ΠpxqΠpxjq ě 0, x P I. (3.2.18)

Зокрема, Vjp´1,˘q “ 0, V 1
j p˘1,˘q “ Ψ1p˘1, xj , xj´1,˘q “ 2 p˘1 ´ pxj ` xj´1q{2q

`
.

Зауваження 3.2.1. 1) Ψ2px, xj , xj´1,´q ” 2χjpxq i Ψ2px, xj , xj´1,`q ” 2χj´1pxq.

2) Лема 3.2.1 доводиться в нашiй спiльнiй з Гiлевiчем роботi, однак її доведення

трохи громiздке i ми його не наводимо, а лише зазначимо, що воно спирається на

леми 2.1.1, 2.1.2 i наслiдок 2.1.2, i саме вибiр c3 обумовлює, як iснування α1 i α2
(для n1 ă c3n, вони можуть не iснувати) так i виконання (3.2.18).

Для кожного i “ 1, . . . , s, покладемо

Wipx,´q :“ 2Qjpxq ´ pyi ´ y
i
qRjpx, α1q,

Wipx,`q :“ 2Qjpxq ` pyi ´ yiqRjpx, α2q,

де xj :“ xj,n :“ xj “ y
i
, i xj :“ xj,n :“ xj “ yi. Оскiльки j i j P H, то многочлени

Wipx,˘q мають абсолютно тi ж самi властивостi, що i многочлени з леми 3.2.1. Звiсно

вони наближають, при цьому, функцiї Ψpx, y
i
, yi,´q i Ψpx, yi, yi,`q, вiдповiдно.

Шуканий многочлен Pn з теореми 3.2.1 означимо у виглядi суми двох многочленiв

Pn i P̃n так, що Pn "добре" наближатиме f P ∆p2qpY q, але Pn R ∆p2qpY q, тодi як

Pn ` P̃n P ∆p2qpY q, i оцiнка наближення "не псується".
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Для кожного k P H, покладемо

Ukpxq :“

#

Vjpkqpx,´q, якщо |Fk| ď |Fk`1|,

Vjpkqpx,`q, якщо |Fk| ą |Fk`1|,
(3.2.19)

де jpkq :“ j, якщо zk “ xj . Для i “ 1, . . . , s, позначимо Ripxq :” 0, якщо Fkpiq`1 “ 0,

iнакше

Ripxq :“ αiτj,n2px, b2, Y q ` p1 ´ αiqτj,n2
px, b2, Y q,

де αi :“ pyi,n2
´ yiq{pyi,n2

´ y
i,n2

q “ pyi,n2
´ yiq{|˚Oi,n2 | P p0, 1q, i n2 “ 20n,

Ukpiq`1pxq :“ βiWipx,´q ` p1 ´ βiq pWipx,`q ` |˚Oi|Ripxqq ,

Ukpiqpxq :“ p1 ´ βiqWipx,`q ` βi pWipx,´q ´ |˚Oi|Ripxqq ,

де βi :“ 0, якщо Fkpiq`2 “ Fkpiq “ 0, iнакше βi :“ |Fkpiq`2|{
`

|Fkpiq`2| ` |Fkpiq|
˘

P r0, 1s.

Нехай Un´4spxq :” p1 ` xqpx ´ zn´4s´1q i U1pxq :” 0. Многочлен

Pnpxq :“
n´4s´1
ÿ

k“2

ΦkUkpxq ` lpx, f, zn´4s´1q, (3.2.20)

або, що те саме,

Pnpxq :“ l1px, f,´1q `

n´4s
ÿ

k“2

Fk pUkpxq ´ Uk´1pxqq , (3.2.21)

степеня c n, наближує f P ∆p2qpY q, як
ˇ

ˇ

ˇ
f prqpxq ´ P

prq

n pxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď cpsqω3´rpf prq, ρnpxqq, x P I, f P Cprq, r “ 0, 1, 2. (3.2.22)

Перевiримо (3.2.22) для r “ 0. Спочатку зауважимо, що для кожного i “ 1, . . . , s,

при всiх x P I, виконується рiвнiсть
ˇ

ˇ

ˇ
Ψkpiqpxq ´ Ukpiqpxq

ˇ

ˇ

ˇ
“

ˇ

ˇ

ˇ
p1 ´ βiq

´

Ψpx, zkpiq, zkpiq´1,´q ´ Wipx,`q

¯

`βi

´

Ψpx, zkpiq`1, zkpiq,`q ´ Wipx,´q

¯

`|˚Oi|

´

Ripxq ´ px ´ zkpiqq`

¯ˇ

ˇ

ˇ
ď c h2

j
Γ6
j

pxq,

оскiльки |Ψpx, zk, zk´1,´q ´ Ψpx, zk, zk´1,`q| ď c h2jpkq
Γ6
jpkq

pxq, k “ 2, ..., n ´ 4s. Ана-

логiчно,
ˇ

ˇΨkpiq`1pxq ´ Ukpiq`1pxq
ˇ

ˇ ď c h2j Γ
6
j pxq. Тодi, з нерiвностi

|Φk| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f pzkq ´ l pzk, f, zk`1, zk´1, zk´2q

pzk ´ zk`1q pzk ´ zk´1q pzk ´ zk´2q
pzk´2 ´ zk`1q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď c h´2
jpkq

ω3
`

f, ρnpxjpkqq
˘

ď c h´2
jpkq

Γ´3
jpkq

pxqω3pf, ρq, k “ 2, . . . , n ´ 4s ´ 1, x P I,
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беручи до уваги (3.2.8), (3.2.4)-(3.2.7), (3.2.20), (3.2.19) i (3.2.17), випливає оцiнка

ˇ

ˇ

ˇ
fpxq ´ Pnpxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď

ˇ

ˇ

ˇ
fpxq ´ Spxq

ˇ

ˇ

ˇ
`

ˇ

ˇ

ˇ
Spxq ´ Pnpxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď ω3pf, ρq `

n´4s´1
ÿ

k“2

|Φk| |Ψkpxq ´ Ukpxq|

ď ω3pf, ρq

˜

c ` c
n´4s´1
ÿ

k“2

Γ3
jpkqpxq

¸

ď ω3pf, ρq

¨

˝c ` cρ

n
ÿ

j“1

hj
p|x ´ xj | ` ρq2

˛

‚

ď c ω3pf, ρq, x P I. (3.2.23)

Випадки r “ 1, 2, доводяться аналогiчно.

Прослiдкуємо за sign P 2
npxq, x P I. Для цього зауважимо, що

Fkpiq`2

´

Ukpiq`2pxq ´ Ukpiq`1pxq

¯

`Fkpiq`1

´

Ukpiq`1pxq ´ Ukpiqpxq

¯

`Fkpiq

´

Ukpiqpxq ´ Ukpiq´1pxq

¯

“ Fkpiq`2

´

Ukpiq`2pxq ´ Wipx,´q

¯

`Fkpiq`1|˚Oi|Ripxq

`Fkpiq

´

Wipx,`q ´ Ukpiq´1pxq

¯

, x P I, (3.2.24)

оскiльки signFkpiq`2 ‰ signFkpiq. Введемо допомiжний iндекс

µpkq :“

#

jpkq, якщо Ukpxq “ Vjpkqpx,´q,

jpkq ´ 1, якщо Ukpxq “ Vjpkqpx,`q,
k P H; (3.2.25)

µpkpiq ` 1q :“ j, µpkpiqq :“ j, i “ 1, . . . , s; µpn ´ 4sq :“ n, µp1q :“ 0. Спираючись на

(3.2.21) i (3.2.24), представимо P 2
n як:

P 2
npxq ”

n´4s
ÿ

k“2
k‰kpiq`1,i“1,...,s

Fk

´

U2
k pxq ´ 2χµpkqpxq ` 2χµpkqpxq ´ 2χµpk´1qpxq

`2χµpk´1qpxq ´ U2
k´1pxq

¯

`

s
ÿ

i“1

Fkpiq`1|˚Oi|R
2
i pxq

”
ÿ

kPH

´

Fk ´ Fk`1

¯´

U2
k pxq ´ 2χµpkqpxq

¯

`

s
ÿ

i“1

"

Fkpiq`2

´

2χµpkpiq`1qpxq ´ W 2
i px,´q

¯

`Fkpiq`1|˚Oi|R
2
i pxq ` Fkpiq

´

W 2
i px,`q ´ 2χµpkpiqqpxq

¯

*

`2

„

Fn´4s

´

1 ´ χµpn´4s´1qpxq

¯

`
ÿ

kPH

Fk

´

χµpkqpxq ´ χµpk´1qpxq

¯

`

s
ÿ

i“1

Fkpiq

´

χµpkpiqqpxq ´ χµpkpiq´1qpxq

¯

ȷ

“: Σ1pxq `

s
ÿ

i“1

!

A1,ipxq ` A2,ipxq ` A3,ipxq

)

`2Σ2pxq.
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Оскiльки µpkq ě µpk´1q, для k “ n´4s, k P H i k “ kpiq, i “ 1, . . . , s, то sign Σ2pxq “

sign Πpxq, x P I. З властивостей Wipx,˘q i рiвностi signFkpiq`2 “ ´signFkpiq, i “

1, . . . , s, випливає, що signA1,ipxq “ signA3,ipxq “ signΠpxq, x P I. З (3.2.19), (3.2.25)

i (3.2.18) маємо signΣ1pxq “ signΠpxq, x P I. Тому лише знак доданку
s
ř

i“1
A2,ipxq не

спiвпадає зi знаком Πpxq. "Виправимо" його. Покладемо

P̃npxq :“
s
ÿ

i“1

δi,n
|˚Oi,n2 |

´

Mj,n2px, b2, Y q ´ Mj, n2
px, b2, Y q

¯

,

де δi,n :“

$

’

’

&

’

’

%

∆i,n, якщо i “ 1, . . . , s, i ‰ i _ i,
ş

˚Oi,n
pA ´ S1ptqq dt, якщо i “ i,

ş

˚Oi,n
pB ´ S1ptqq dt, якщо i “ i.

З (3.2.10)-(3.2.12) i (2.1.27) видно, що P̃n P ∆p2qpY q. Крiм того, нерiвнiсть

|δi,n|

|˚Oi,n2 |
ě

|∆i,n|

|˚Oi,n2 |
ě

pyi ´ y
i
q|li ´ S1py

i
q| ` pyi ´ yiq|li ´ S1pyiq|

2|˚Oi,n2 |

ě
|˚Oi,n|

10|˚Oi,n2 |
max

!ˇ

ˇ

ˇ
li ´ S1py

i
q

ˇ

ˇ

ˇ
,
ˇ

ˇ

ˇ
li ´ S1pyiq

ˇ

ˇ

ˇ

)

ě max
!ˇ

ˇ

ˇ
li ´ S1py

i
q

ˇ

ˇ

ˇ
,
ˇ

ˇ

ˇ
li ´ S1pyiq

ˇ

ˇ

ˇ

)

ě

ˇ

ˇ

ˇ
S1pθ2q ´ S1pθ1q

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ
ryi, yi, Ss ´ ry

i
, yi, Ss

ˇ

ˇ

ˇ
“ |˚Oi,n|

ˇ

ˇFkpiq`1

ˇ

ˇ , θ1 P py
i
, yiq, θ2 P pyi, yiq, i “ 1, . . . , s,

тягне Pn :“ Pn ` P̃n P ∆p2qpY q.

Нарештi, оскiльки многочлен P̃n, фактично, наближує функцiю L ´ S, то оцiнка

|P̃npxq| ď CpY qω3 pf, ρnpxqq , x P I,

доводиться аналогiчно (3.2.24) i (3.2.16), з урахуванням (2.1.29). Теорему 3.2.1 до-

ведено для n ě NpY q. Доведення теореми 3.2.1 для решти n (тобто, фактично, для

n “ 2) цiлком спирається на мiркування лем 3.4 i 3.3 з роботи Плєшакова i Шаталiної

[145], i на той факт, що s ě 2. Ми не наводимо це доведення, щоб не повторювати

цi леми. Зауважимо лише, що вони описують, при "малих" n, спiввiдношення мiж

величинами найкращого q-монотонного рiвномiрного наближення, q “ 2, 3, . . . , i ве-

личинами найкращого рiвномiрного наближення без обмежень.
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3.3 Поточкове наближення функцiй з множини W r

(з абсолютно неперервними r´ 1-ми i обмежени-
ми r-ми похiдними) i бiльше нiж однiєю точкою
перегину

Результат цього пiдроздiлу мiститься в [20].

В цьому пiдроздiлi ми доводимо наступну теорему 3.3.1.

Нехай W r, r P N, позначає множину функцiй f P Cr´1, 1s, якi мають pr ´ 1q-у

абсолютно неперервну похiдну на I :“ r´1, 1s i для яких, при м. в. x P I,
ˇ

ˇ

ˇ
f prqpxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď 1.

Теорема 3.3.1. Якщо r ą 3, s ą 1 i f P W rX∆p2qpY q, то для кожного натурального

n ą NpY, rq, iснує алгебраїчний многочлен Pn степеня ď n, такий, що

Pn P ∆p2qpY q, (3.3.1)
ˇ

ˇfpxq ´ Pnpxq
ˇ

ˇď CpY, rq ρrnpxq, x P r´1, 1s, (3.3.2)

де NpY, rq i CpY, rq – сталi, що залежить тiльки вiд min
i“0,...,s

tyi ´ yi`1u i r.

Для r “ 1, 2 i 3, теорема 3.3.1 теж є вiрною, див. теореми 3.1.1 i 3.2.1, вiдповiдно,

а для s “ 1, r ą 2, її твердження, взагалi кажучи, невiрне, див. теорему 6.3.1. Отже,

разом з результатами Плєшакова i Шаталiної [145] (для "малих" n) маємо

Теорема 3.3.2. Якщо r P N, s ą 1 i f P W rX∆p2qpY q, то для кожного натурального

n ě r, iснує алгебраїчний многочлен Pn степеня ď n, такий, що

Pn P ∆p2qpY q,

ˇ

ˇfpxq ´ Pnpxq
ˇ

ˇď CpY, rq ρrnpxq, x P r´1, 1s, (3.3.3)

де CpY, rq – стала, що залежить тiльки вiд min
i“0,s

tyi ´ yi`1u i r.

Iсторiю (ко)опуклого наближення недиференцiйовних pr “ 0q i "слабо" диферен-

цiйовних (r “ 1, 2) функцiй многочленами наведено на початку пiдроздiлу 3.1. Нижче

наведемо чотири результати якi стосуються (ко)опуклого наближення функцiй для

r ě 3. Для s “ 0, поточкова оцiнка у класичнiй формi
ˇ

ˇfpxq ´ Pnpxq
ˇ

ˇď cpr, kq ρrnpxqωk
`

f prq, ρnpxq
˘

, x P I, n ě k ` r ´ 1, (3.3.4)

де ωkp¨q – k-й модуль неперервностi i cpr, kq – стала, була доведена Копотуном [103]

pr “ 0, k “ 3q i Манiя див. в книзi Шевчука [56, стор. 148] pr ą 1, k P Nq. Швєдовим
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[52] встановлено, що (3.3.4) не виконується для r “ 0, k ě 4 (навiть з 1{n замiсть

ρnpxq). Для s ě 1, аналогiчний негативний результат доведено Ву i Цу [169], а в

роботi Копотун, Левiатан, Шевчук [109] доведено рiвномiрний аналог оцiнки (3.3.4)

ps ě 1, r ě 3, k P Nq, який включає модуль неперервностi Дицiана-Тотiка (а, отже,

i звичайний модуль теж).

Схема доведення теореми 3.3.1 запозичена з роботи Шевчука [55] i роботи [79].

Вона грунтується на iдеї ДеВора [70] представлення похiдної pтут f2q сумою двох

функцiй "великої" i "малої" , на використаннi полiномiальних ядер типу Дзядика

[25,56] i на "монотонному" розбиттi одиницi ДеВора i Ю [71].

Допомiжнi факти для доведення теореми 3.3.1

Нехай NpY q таке, що для кожного n ě NpY q, будь-який iнтервал pyi`1, yiq, i “

1, . . . , s ´ 1, мiстить принаймнi сiм рiзних вiдрiзкiв Ij .

Надалi c – невiд’ємнi сталi, якi можуть залежати тiльки вiд r, s i деякого фiксова-

ного числа b P N, тобто c :“ cpr, s, bq, вони рiзнi, навiть якщо стоять в одному рядку,

а якщо далi є посилання на значення цих сталих, то будемо писати cν :“ cνpr, s, bq.

Окрiм многочлена Tjpxq “ Tj,npx, b, Y q з (2.1.23) нам знадобиться многослен T jpxq :“

Tj,npx, b, Y Y txj , xj´1uq i, вiдповiдно, два многочлени τjpxq “ τj,npx, b, Y q i τ jpxq :“

τ j,npx, b, Y Y txj , xj´1uq, що означенi в (2.1.24).

Нище в лемi 3.3.1 зберемо спiввiдношення, що описують цi многочлени i якi нам

знадобляться. Бiльшiсть з них вже нами використовувалась, а деякi i доводились

вище. В посиланнi цiєї леми вiдзначено авторiв, що їх встановлювали.

Лема 3.3.1. [79, 103,123] Якщо j P H i b ě 6ps ` 2q, то

τ2
j pxqΠpxqΠpxjq ě 0, x P I, (3.3.5)

τ2
j pxqΠpxqΠpxjq ď 0, x P IzIj , (3.3.6)

τ 1
jp˘1q “ τ 1

jp˘1q “ χjp˘1q, τjp˘1q “ τ jp˘1q “ p˘1 ´ xjq`,

ˇ

ˇ

ˇ
px ´ xjq` ´ τjpxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď c1 hj

´

Γjpxq

¯2b´s´2
, x P I, (3.3.7)

ˇ

ˇ

ˇ
px ´ xjq` ´ τ jpxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď c1 hj

´

Γjpxq

¯2b´s´2
, x P I, (3.3.8)

ˇ

ˇ

ˇ
χjpxq ´ τ 1

jpxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď c2

´

Γjpxq

¯2b´s´1
,

ˇ

ˇ

ˇ
χjpxq ´ τ 1

jpxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď c2

´

Γjpxq

¯2b´s´1
, x P I,
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ˇ

ˇ

ˇ
τ2
j pxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď c3

1

hj

´

Γjpxq

¯2b´s
,

ˇ

ˇ

ˇ
τ2
j pxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď c3

1

hj

´

Γjpxq

¯2b´s
, x P I, (3.3.9)

i якщо j ‰ n, то

c4
1

hj
Γ2b
j pxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Πpxq

Πpxjq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ
τ2
j pxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď c5

1

hj
Γ2b
j pxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Πpxq

Πpxjq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

, x P I, (3.3.10)

c4
1

hj
Γ2b
j pxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Πpxq

Πpxjq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ
τ2
j pxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď c5

1

hj
Γ2b
j pxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Πpxq

Πpxjq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

, x P IzIj , (3.3.11)

ˇ

ˇ

ˇ
τ2
j pxq

ˇ

ˇ

ˇ
ě c6

1

hj

´

Γjpxq

¯2b`2s
, x P IzO, (3.3.12)

ˇ

ˇ

ˇ
τ2
j pxq

ˇ

ˇ

ˇ
ě c6

1

hj

´

Γjpxq

¯2b`2s
, x P IzpO Y Ijq, (3.3.13)

ˇ

ˇ

ˇ
τ2
j pxq

ˇ

ˇ

ˇ
ě c7

1

hj

´

Γjpxq

¯2b`2s
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x ´ yi
xj ´ yi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

, x P Oi, i “ 1, . . . , s, (3.3.14)

ˇ

ˇ

ˇ
τ2
j pxq

ˇ

ˇ

ˇ
ě c7

1

hj

´

Γjpxq

¯2b`2s
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x ´ yi
xj ´ yi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

, x P Oi, i “ 1, . . . , s. (3.3.15)

Зафiксуємо n ě NpY q. Для довiльного iнтервалу E “ pxj1 , xj2q Ă I, j1 ą j2,

позначимо ˚E :“ pxj1`1, xj2q X I; |E| :“ xj2 ´ xj1 .

Лема 3.3.2. Якщо s ě 2 i функцiя g P ∆p2qpY q має на I "маленьку" другу похiдну

|g2pxq| ď ρr´2
n pxq, x P I, r ě 3, (3.3.16)

то iснує многочлен Gnpxq :“ Gnpx, gq, степеня c n, такий, що

G2
npxqΠpxq ě 0, x P I, (3.3.17)

ˇ

ˇgpxq ´ Gnpxq
ˇ

ˇď cpY, rq ρrnpxq, x P I, (3.3.18)

де cpY, rq – стала, що залежить тiльки вiд min
i“0,s

tyi ´ yi`1u i r.

Доведення. Нехай Lpxq – неперервна ламана, яка iнтерполює g на I в кожнiй точцi

набору txj , j P Hu Y Y (тобто, взагалi кажучи, Lp˘1q ‰ gp˘1q). Напевно Lpxq P

∆p2qpY q. "Пiдправимо" L так, щоб нова ламана L P ∆p2qpY q i точки Y не були її

вузлами. Нехай
´

y
i
, yi

¯

:“ ˚Oi, i “ 1, . . . , s; ˚O :“ Ys
i“1

˚Oi;
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lpx, a, bq – пряма, яка iнтерполює gpxq в a i b; i – такий парний iндекс i “ 2, s, для

якого |˚Oi | “ max
i – парне

|˚Oi| (якщо таких iндексiв два, то нехай i – бiльший з них);

аналогiчно, i : |˚Oi| “ max
i – непарне

|˚Oi |. Для кожного i “ 1, s, позначимо

li :“

#

maxtl1px, yi, yiq, l
1px, yi, yiqu, якщо i – парне,

mintl1px, yi, yiq, l
1px, yi, yiqu, якщо i – непарне,

∆i :“

ż yi

yi

´

li ´ L
1
ptq

¯

dt

(тобто ∆i ě 0, коли i – парне, i ∆i ď 0, коли i – непарне). Покладемо

L1px,A,Bq :“

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

L
1
pxq, x P p´1, 1qz˚O,

li, x P ˚Oi, i “ 1, . . . , s, i ‰ i _ i,

A, x P ˚Oi,

B, x P ˚Oi,

де числа A ě li i B ď li вибранi з умови

Lp1, A,Bq :“

ż 1

´1
L1pt, A,Bqdt “ Lp1q.

А саме, нехай ∆ :“ Lp1, li, liq ´ Lp1q i

A “ li, B “ li ´ ∆
|˚Oi|

, якщо ∆ ě 0,

A “ li ´ ∆
|˚Oi|

, B “ li, якщо ∆ ă 0.

Отже,

Lpxq :“ Lpx,A,Bq :“

ż x

´1
L1pt, A,Bqdt P ∆p2qpY q

i точки Y не є вузлами L. Тому

Πpxjqrxj`1, xj , xj´1, Ls ě 0, j P H, (3.3.19)

rxj`1, xj , xj´1, Ls “ 0, j R H, (3.3.20)

де r¨s – друга роздiлена рiзниця L.

Оцiнимо |gpxq ´ Lpxq|, x P I. Нерiвнiсть

|gpxq ´ lpx, xj , xj´1q| ď

ż x

xj

ż t

Θ
|g2puq|du dt ď c ρrnpxq, Θ P Ij , x P rxj`1, xj´2s,
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i аналогiчна нерiвнiсть для x P ˚Oi, i “ 1, s, тягнуть оцiнку

ˇ

ˇgpxq ´ Lpxq
ˇ

ˇ ď c ρrnpxq, x P I.

Крiм того, для x P r´1, y
s
s Y ry1, 1s, Lpxq ´Lpxq ” 0; а для решти x-iв, врахуємо, що

|∆| ď ps ´ 1q max
i“1,...,s

|∆i|, i тодi

ˇ

ˇLpxq ´ Lpxq
ˇ

ˇ “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

ys

´

L1ptq ´ L
1
ptq

¯

dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 2ps ´ 1q max
i“1,...,s

ż

˚Oi

ˇ

ˇ

ˇ
li ´ g1ptq ` g1ptq ´ L

1
ptq

ˇ

ˇ

ˇ
dt

ď c max
i“1,...,s

ρrnpyiq ď c8 ρ
r
npxq,

де c8, тут i далi в доведеннi леми, позначає рiзнi додатнi сталi, якi залежать тiльки

вiд min
i“0,s

tyi ´ yi`1u i r. Отже,

|gpxq ´ Lpxq| ď
ˇ

ˇgpxq ´ Lpxq
ˇ

ˇ `
ˇ

ˇLpxq ´ Lpxq
ˇ

ˇ ď c8 ρ
r
npxq, x P I. (3.3.21)

Зокрема,

|rxj`1, xj , xj´1, Ls| “ |rxj`1, xj , xj´1, L ´ g ` gs| ď c8
ρrnpxjq

ρ2npxjq
`

1

2

ˇ

ˇ

ˇ
g2pΘq

ˇ

ˇ

ˇ

ď c8 ρ
r´2
n pxjq, Θ P pxj`1, xj´1q, j “ 1, . . . , n ´ 1. (3.3.22)

Представимо L у формi

Lpxq ” lpxq `

n´1
ÿ

j“1

rxj`1, xj , xj´1, Ls pxj´1 ´ xj`1q px ´ xjq`

” lpxq `
ÿ

jPH

rxj`1, xj , xj´1, Ls pxj´1 ´ xj`1q px ´ xjq`, (3.3.23)

де lpxq :“ rxn, xn´1, Lspx ` 1q ` Lp´1q i де ми скористалися (3.3.20). Вiзьмемо b1 “

6ps ` 2q ` r i τjpxq “ τj,npx, b1, Y q. Покладемо

Gnpxq :“ lpxq `
ÿ

jPH

rxj`1, xj , xj´1, Ls pxj´1 ´ xj`1q τpxq. (3.3.24)

Нерiвностi (3.3.5) i (3.3.19) гарантують

rxj`1, xj , xj´1, Ls pxj´1 ´ xj`1q τ2
j pxqΠpxq
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“
1

Π2pxjq
pΠpxjq rxj`1, xj , xj´1, Lsq pxj´1 ´ xj`1q

`

τ2
j pxqΠpxjqq

˘

ě 0, x P I, j P H,

що тягне (19). Оцiнка (20) випливає з (2.1.26), (3.3.7) i (3.3.21)-(3.3.24). А саме,
ˇ

ˇgpxq ´ Gnpxq
ˇ

ˇď
ˇ

ˇgpxq ´ Lpxq
ˇ

ˇ`
ˇ

ˇLpxq ´ Gnpxq
ˇ

ˇ

ď c8 ρ
r
npxq `

ÿ

jPH

rxj`1, xj , xj´1, Lspxj´1 ´ xj`1q ppx ´ xjq` ´ τjpxqq

ď c8 ρ
r
npxq ` c8

ÿ

jPH

ρr´2
n pxjqpxj´1 ´ xj`1qρnpxjq

ˆ

ρnpxjq

|x ´ xj | ` ρnpxjq

˙2b1´s´2

ď c8 ρ
r
npxq ` c8

n
ÿ

j“1

hrjΓ
r`11s
j pxq

ď c8 ρ
r
npxq

¨

˝1 ` ρnpxq

n
ÿ

j“1

hj

p|x ´ xj | ` ρnpxqq
2

˛

‚ď c8 ρ
r
npxq, x P I.

Лему 3.3.2 доведено.

Нехай β :“ arccosx, x P I; α :“ arccos y, y P I; l :“ 24pr ´ 1qs ` 3pr ´ 1q ` s ` 3, i

D2l`1,n,lpy, xq :“
1

p2lq!

B2l`1

Bx2l`1
px ´ yq2l

ż β`α

β´α
Jn,lptqdt (3.3.25)

– полiномiальне ядро типу Дзядика (див. [56, стор. 129]), де

Jn,lptq “
1

γn,l

„

sinpnt{2q

sinpt{2q

ȷ2pl`1q

, γn,l “

ż π

´π

ˆ

sinpnt{2q

sinpt{2q

˙2pl`1q

dt

– ядро типу Джексона.

Нехай функцiя g “ gpxq неперервна на I i Lr´1px, gq позначає многочлен Лагран-

жа степеня ď r ´ 1, який iнтерполює g в точках ´1 ` 2i{pr ´ 1q, i “ 0, . . . , r ´ 1.

Лема 3.3.3. [56, стор. 135] Якщо g P W r, r ě 3 i g2pxq “ 0 для x P F Ă I, то

многочлен

Dnpx, gq :“

ż 1

´1

`

gpyq ´ Lr´1py, gq
˘

D2l`1,n,lpy, xqdy ` Lr´1px, gq, (3.3.26)

степеня c n, наближує g та її похiднi на I так, що

ˇ

ˇ

ˇ
gppqpxq ´ D

ppq
n px, gq

ˇ

ˇ

ˇ
ď c9 ρ

r´p
n pxq

ˆ

ρnpxq

distpx, IzF q ` ρnpxq

˙l´2r

, (3.3.27)

де p “ 0 _ 1 _ 2 _ 3, i зокрема,
ˇ

ˇ

ˇ
gppqpxq ´ D

ppq
n px, gq

ˇ

ˇ

ˇ
ď c9 ρ

r´p
n pxq, x P I. (3.3.28)
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Для кожного i “ 1, . . . , s, позначимо Yi :“ Y ztyiu; j
˚
i :“ ji`2, а у випадку js`2 “

´1, нехай j˚
s :“ js ´ 2;

τ̌i,npxq :“ τj˚
i ,n

px, b2, Yiq ´ τ j˚
i ,n

px, b2, Yiq,

де b2 :“ l ´ r ` s ´ 1. Нехай

Knpxq :“

#

1, якщо x P IzO,
|x´yi|
hji

, якщо x P Oi Ă O, i “ 1, . . . , s.

Лема 3.3.4. Якщо g P W r, g2pxq “ 0, x P F Ă I, i g2pyiq “ 0, i “ 1, . . . , s, то

многочлен

Qnpx, gq :“ Dnpx, gq ´

s
ÿ

i“1

D2
npyi, gq

τ̌2
i,npyiq

τ̌i,npxq, (3.3.29)

степеня c n, задовольняє нерiвностi

ˇ

ˇgpxq ´ Qnpx, gq
ˇ

ˇď c10 ρ
r
npxq, x P I, (3.3.30)

ˇ

ˇg2pxq ´ Q2
npx, gq

ˇ

ˇď c11 ρ
r´2
n pxq

ˆ

ρnpxq

distpx, IzF q ` ρnpxq

˙l´2r

Knpxq, x P I, (3.3.31)

зокрема,
ˇ

ˇg2pxq ´ Q2
npx, gq

ˇ

ˇď c11 ρ
r´2
n pxqKnpxq, x P I. (3.3.32)

Доведення. З рiвностi g2pyiq “ 0 i оцiнок (3.3.28), (2.1.26), (3.3.5)-(3.3.8), (3.3.12),

(3.3.13) випливає нерiвнiсть

ˇ

ˇVi,npxq
ˇ

ˇ :“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

D2
npyi, gq

τ̌2
i,npyiq

τ̌i,npxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď c9 ρ
r´2
n pyiq

˜

2c6
1

hj˚
i

´

Γj˚
i

pyiq
¯2b2`2ps´1q

¸´1

2c1hj˚
i

`

Γj˚
i

pxq
˘2b2´s´1

ď c hrj˚
i

´

Γj˚
i

pxq

¯2b2´s´1
ď c ρrnpxq, x P I.
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Тому (3.3.30) справджується. Аналогiчно, (3.3.27) i (3.3.9) тягнуть оцiнку

ˇ

ˇV 2
i,npxq

ˇ

ˇ ď c9 ρ
r´2
n pyiq

ˆ

ρnpyiq

distpyi, IzF q ` ρnpyiqq

˙l´2r

c

˜

1

hj˚
i

¸´1

2c3
1

hj˚
i

Γj˚
i

pxq2b2´ps´1q

ď c ρr´2
n pxq

ˆ

ρnpyiq

distpyi, IzF q ` ρnpyiq

˙l´2r ˆ
ρnpxq

|x ´ yi| ` ρnpxqq

˙

2b2´ps´1q´pr´2q

2

ď c ρr´2
n pxq

ˆ

ρnpxq

distpx, IzF q ` ρnpxq

˙l´2r

“: c ρr´2
n pxqΩ, x P I, (3.3.33)

яка разом з (3.3.27) веде до (3.3.31), коли x P IzO. З (3.3.33) i нерiвностi Дзядика

для модуля похiдної вiд ( :!) алгебраїчного многочлена [25] (або див. [56, стор. 120])

випливає оцiнка
ˇ

ˇV 3
i,npxq

ˇ

ˇ ď c ρr´3
n pxqΩ, x P I,

яка, разом з умовою g2pyiq “ 0 i (3.3.27), гарантують (3.3.31) для x P Oi Ă O, i “

1, . . . , s. Дiйсно,

ˇ

ˇg2pxq ´ Q2
npx, gq

ˇ

ˇ “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

yi

g3puq ´ D3
n pu, gq `

s
ÿ

i“1

V 3
i,npuqdu

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď c
|x ´ yi|

hji
hji ρ

r´3
n pxqΩ ď c11 ρ

r´2
n pxqΩKnpxq.

Лему 3.3.4 доведено.

Лема 3.3.5. Якщо множина E Ă IzO складається з яких-небудь вiдрiзкiв Ij, то

многочлен

Unpxq :“ Unpx,Eq :“
ÿ

j:IjĂE

hr´1
j

´

τj,npx, b3, Y q ´ τ j,npx, b3, Y q

¯

signΠpxjq, (3.3.34)

з b3 :“ 6ps ` 2q ` r, степеня c n, задовольняє нерiвностi
ˇ

ˇ

ˇ
Unpxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď c12 ρ

r
npxq, x P I, (3.3.35)

ˇ

ˇ

ˇ
U2
npxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď c13 ρ

r´2
n pxq, x P I, (3.3.36)

ˇ

ˇ

ˇ
U2
npxq

ˇ

ˇ

ˇ
ě c14ρ

r´2
n pxq

ˆ

ρnpxq

distpx,Eq ` ρnpxq

˙l´2r´1

Knpxq, x P IzE, (3.3.37)

U2
npxqΠpxq ě 0, x P IzE. (3.3.38)
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Доведення. З урахуванням (2.1.26), оцiнки (3.3.7) i (3.3.8) тягнуть (3.3.35); (3.3.9)

– (3.3.36); (3.3.5) i (3.3.6) – (3.3.38); (3.3.5), (3.3.6) i (3.3.12)-(3.3.15) – (3.3.37). Лему

3.3.5 доведено.

Лема 3.3.6. Якщо g P W r i на вiдрiзку

Jj :“ Y20r
ν“0Ij`ν , j “ 1, . . . , n ´ 20r,

серед усiх Ij`ν знайдеться принаймнi 2r ´ 1 вiдрiзкiв Ij`νp, 0 ď ν1 ă ν2 ă . . . ă

ν2r´1 ď 20r, таких, що на кожному з них є хоча б одна точка x̃j`νp P Ij`νp , p “

1, . . . , 2r ´ 1, в якiй
ˇ

ˇgpx̃j`νpq
ˇ

ˇď ρrnpx̃j`νpq,

то для всiх x P Jj, виконується нерiвнiсть

ˇ

ˇgpxq
ˇ

ˇď c15prqρrnpxq.

Лему 3.3.6 доводять, користуючись нерiвнiстю Уiтнi (2.1.12). Вiдзначимо, що

mes Jj ď c16 ρnpxq, x P Jj . (3.3.39)

Доведення теореми 3.3.1

Нехай f P W r X ∆p2qpY q. Представимо f2pxq у виглядi суми "маленької" функцiї

g1 “ g1pxq i "великої" g2 “ g2pxq. Зробимо це наступним чином. Позначимо

A :“ maxtc13 ` c11, 1u. (3.3.40)

Означення 3.3.1. Нехай j “ 1, n. Будемо писати

j P V1, якщо
ˇ

ˇf2pxq
ˇ

ˇď Ac15pr ´ 2q ρr´2
n pxq, x P Ij ;

j P V2, якщо j R V1, O X
3
Ť

ν“´3
Ij`ν “ H i

ˇ

ˇf2pxq
ˇ

ˇě Aρr´2
n pxq, x P Ij ;

j P V3, якщо j R V1 Y V2. Покладемо

E1 :“
ď

jPV1

Ij ; E2 :“
ď

jPV2

Ij ; E3 :“
ď

jPV3

Ij .
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Множина E3 (якщо E3 ‰ H) складається з (скiнченого числа) вiдрiзкiв raν , bνs “:

lν , якi не перетинаються. Кожен вiдрiзок lν , згiдно леми 3.3.6 (для f2 P W r´2), не

може складатись iз бiльш нiж 20pr´2q вiдрiзкiв Ij . (Iншими словами, якщо j P V3, то

мiж iндексами j, j`1, . . . , j`20pr´2q знайдеться принаймнi один, який не належить

V3.) Позначимо

E1,3 :“ E1 Y

¨

˝

ď

ν: lνXE1‰H

lν

˛

‚.

Будемо вважати E1,3 ‰ I (або, що те саме E2 ‰ H), iнакше
ˇ

ˇf2pxq
ˇ

ˇď Ac215pr ´

2qρr´2
n pxq, x P I, i теорема 3.3.1 випливає з леми 3.3.2. Нехай kµ – вiдрiзки, якi не пе-

ретинаються i складають E1,3 “ Y
µ
kµ. Через kµp позначимо тi з них, якi складаються

з 3-х i 4-х вiдрiзкiв Ij (звiсно, якщо такi є). Покладемо

G1 :“ E1,3zY
p
kµp , G2 :“ IzG1 Ą E2.

Нехай G˚
2 :“ G˚

2pnq позначає об’єднання всiх Ij , j “ 1, n, таких, що Ij X G2 ‰

H; G˚˚
2 :“ G˚˚

2 pnq – об’єднання всiх Ij таких, що Ij X G˚
2 ‰ H; G˚˚˚

2 – аналогi-

чно, тобто G˚˚˚
2 “ pG˚˚

2 q
˚

“
`

pG˚
2q

˚˘˚. Вочевидь, G2 Ă G˚
2 Ă G˚˚

2 Ă G˚˚˚
2 Ă I. Для

кожного j “ 1, n, позначимо

Sjpxq :“

ż x

xj

py ´ xjq
r´2pxj´1 ´ yqr´2dy

˜

ż xj´1

xj

py ´ xjq
r´2pxj´1 ´ yqr´2dy

¸´1

.

Означення 3.3.2. Нехай x P Ij. Покладемо

g1pxq :“

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

0, якщо Ij Ă G˚
2,

f2pxq, якщо Ij Ă IzG˚˚
2 ,

f2pxqSjpxq, якщо Ij Ă G˚˚
2 zG˚

2 i xj P G˚
2,

f2pxqp1 ´ Sjpxqq, якщо Ij Ă G˚˚
2 zG˚

2 i xj R G˚
2,

Нехай g2pxq :“ f2pxq ´ g1pxq. Введемо

f1pxq :“ fp´1q ` f 1p´1qpx ` 1q `

ż x

´1

ż t

´1
g1puqdu dt, f2pxq :“

ż x

´1

ż t

´1
g2puqdu dt

(тобто fpxq “ f1pxq ` f2pxq). Вiдмiтимо

f1, f2 P c17W
r X ∆p2qpY q (3.3.41)

ˇ

ˇ

ˇ
f2
1 pxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď c17Ac

2
15pr ´ 2qρr´2

n pxq, x P I. (3.3.42)



133

Позначимо

A1 :“ max

"

c17
r´2,

´

c17c11pc16 ` 1ql´2r´1{c14

¯r´3
,

´

c17c1114
l´2r´1{c14

¯r´3
,
´

c17c1166
l´2r´1{c14

¯r´2
*

, n1 :“
“

A1 ` 1
‰

n,

де r¨s – цiла частина. Зауважимо, що

A1
ρn1pxq

ρnpxq
ă 1, x P I. (3.3.43)

Доведемо, що многочлен

Pn1pxq :“ Gnpx, f1q ` Qn1px, f2q ` Unpx,E2q, (3.3.44)

визначений за формулами (3.3.24), (3.3.29) i (3.3.34), є шуканим в теоремi 3.3.1. Не-

рiвнiсть (3.3.2) одразу випливає з оцiнок (3.3.42), (3.3.18), (3.3.30) i (3.3.35). Доведемо

(3.3.1), тобто доведемо нерiвнiсть

G2
npx, f1qΠpxq `

´

f2
2 pxq ` Q2

n1
px, f2q ´ f2

2 pxq ` U2
npx,E2q

¯

Πpxq

“: Ψ1pxq ` Ψ2pxq ě 0, x P I. (3.3.45)

Нерiвнiсть Ψ1pxq ě 0, x P I, є наслiдком (3.3.41) i (3.3.17). Згiдно (3.3.41) i (3.3.38),

оцiнка
ˇ

ˇf2
2 pxq

ˇ

ˇ´
ˇ

ˇQ2
n1

px, f2q ´ f2
2 pxq

ˇ

ˇ`
ˇ

ˇU2
npx,E2q

ˇ

ˇě 0, x P I, (3.3.46)

тягне нерiвнiсть Ψ2pxq ě 0, x P I. Для доведення (3.3.46) розглянемо наступнi чотири

випадки. При цьому будемо враховувати означення 3.3.1 i 3.3.2 та (3.3.31), (3.3.36)-

(3.3.41), (3.3.43). Якщо:

1) x P E2, тобто
ˇ

ˇf2
2 pxq

ˇ

ˇ“
ˇ

ˇf2pxq
ˇ

ˇě Aρr´2
n pxq i Knpxq “ 1, то (3.3.46) випливає з

нерiвностi

Aρr´2
n pxq ´ c17 c11 ρ

r´2
n1

pxq ´ c13 ρ
r´2
n pxq ě 0;

2) x P G2zE2, тобто f2
2 pxq “ f2pxq, то з урахуванням нерiвностi

ρn1pxqKn1pxq ď ρnpxqKnpxq, x P I, (3.3.47)

(яка є правильною для будь-якого n1 ě n), маємо

´c17 c11 ρ
r´2
n1

pxqKn1pxq ` c14 ρ
r´2
n pxq

ˆ

ρnpxq

distpx,E2q ` ρnpxq

˙l´2r´1

Knpxq

ě ´c17 c11 ρ
r´2
n1

pxqKn1pxq `
c14

pc16 ` 1ql´2r´1
ρr´2
n pxqKnpxq ě 0,
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тому оцiнка (3.3.46) тим бiльше виконується;

3) x P IzG˚˚˚
2 , тобто f2

2 pxq “ 0, то з урахуванням (3.3.47) i нерiвностi 14 dist px,G˚˚
2 q ą

dist px,E2q ` ρnpxq, маємо

´c17 c11 ρ
r´2
n1

pxq

ˆ

ρn1pxq

distpx,G˚˚
2 q ` ρn1pxq

˙l´2r

Kn1pxq

`c14 ρ
r´2
n pxq

ˆ

ρnpxq

distpx,E2q ` ρnpxq

˙l´2r´1

Knpxq ě 0,

звiдки випливає (3.3.46);

4) x P G˚˚˚
2 zG2, то x R O i (3.3.46) є наслiдком нерiвностi

´c17 c11 ρ
r´2
n1

pxq `
c14 ρ

r´2
n pxq

66l´2r´1
ě 0.

Таким чином оцiнка (3.3.46) доведено для всiх x P I. Теорему 3.3.1 доведено.

Доведення теореми 3.3.2 для "малих" n

Нехай n “ r ´ 1. Розглянемо два випадки:

1q s ě r´2. Оскiльки f2pyiq “ 0 для всiх i “ 1, . . . , r´2, то Lpx, f2q :“ Lpx, f2, y1, . . . , yr´2q ”

0, де L – многочлен Лагранжа степеня ď r ´ 3 який iнтерполює f2pxq в yi, i “

1, . . . , r ´ 2. Тодi з нерiвностi

ˇ

ˇf2pxq
ˇ

ˇ“

ˇ

ˇ

ˇ
ry1, . . . , yr´2, x, f

2s

ˇ

ˇ

ˇ

r´2
ź

i“1

|x ´ yi| ď cprq, f P W r, r ě 3, (3.3.48)

де r¨s – роздiлена рiзниця функцiї f2 в y1, . . . , yr´2 i x, випливає, що многочлен

Pr´1pxq :“ fp´1q ` f 1p´1qpx ` 1q є шуканим в теоремi 3.3.2.

2) Нехай s ă r´2. До точок yi, i “ 1, . . . , s, добавимо r´2´s рiвновiддалених точок

yi, i “ s`1, . . . , r´2, ´1 “ ys`1 ă ys`2 ă ¨ ¨ ¨ ă yr´2 ă ys. Зауважимо, що аналогiчно

(3.3.48), виконується нерiвнiсть

ˇ

ˇf2pxq ´ Lpx, f2q
ˇ

ˇ ď
1

pr ´ 2q!

r´2
ź

i“1

|x ´ yi| ď c18prq
ˇ

ˇΠpxq
ˇ

ˇ.

Покладемо

Pr´1pxq :“ fp´1q ` f 1p´1qpx ` 1q `

ż x

´1

ż t

´1

´

Lpu, f2q ` c18prqΠpuq

¯

du dt,

i помiтимо, що P 2
r´1pxqΠpxq ě 0. Для r´1 ă n ď NpY, rq, покладемо Pnpxq :“ Pr´1pxq.

Теорему 3.3.2 доведено.
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3.4 Поточкове наближення сплайнами функцiй з однi-
єю точкою перегину

Результати цього пiдроздiлу мiстяться в [83].

Нехай

φpxq :“
a

1 ´ x2, φnpxq :“
1

n
` φpxq, ρnpxq “

1

n
φnpxq,

W r – множина всiх f P C, що мають на p´1, 1q абсолютно неперервну pr ´ 1q-шу

похiдну i f prq P L8r´1, 1s. Для f P Cr´1, 1s позначимо

En,rpfq :“ inf
PnPPn

›

›

›

›

f ´ Pn

φr
n

›

›

›

›

– похибку найкращого вагового наближення f многочленами Pn P Pn, з вагою φ´r
n .

Для f P W r, добре вiдомi оцiнки Тiмана (див., наприклад, [86, стор. 381])

En,rpfq ď cprq
}f prq}

nr
, n ě r,

де cprq – стала, що залежить тiльки вiд r. Тепер, якщо ∆p2q – набiр опуклих донизу

функцiй f P Cr´1, 1s, i, для f P ∆p2q,

E
p2q
n,rpfq :“ inf

PnPPnX∆p2q

›

›

›

›

f ´ Pn

φr
n

›

›

›

›

,

– похибка найкращого вагового опуклого наближення, то Левiатан [114] (для r “

1, 2), i Манiя, Шевчук (див., наприклад, [56, стор. 148], або [86, Теорема 7.6.5]) (для

r ą 2), довели, що якщо f P W r X ∆p2q, то

E
p2q
n,rpfq ď cprq

}f prq}

nr
, n ě r,

тобто оцiнки Тiмана лишаються вiрними для опуклого наближення. В цьому пiдроз-

дiлi висвiтлюється питання збереження таких оцiнок для коопуклого наближення

функцiй з однiєю точкою перегину. Так, для f P ∆p2qpY1q i

E
p2q
n,rpf, Y1q :“ inf

PnPPnX∆p2qpY1q

›

›

›

›

f ´ Pn

φr
n

›

›

›

›

,

– похибки найкращого вагового коопуклого наближення, в теоремi 3.1.1 доведено,

що якщо r “ 1, або r “ 2 i f P W r X ∆p2qpY1q, то

E
p2q
n,rpf, Y1q ď cprq

}f prq}

nr
, n ě r. (3.4.1)
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Теорема 6.3.1 стверджує, що якщо r ą 2, то оцiнка (3.4.1) не вiрна, а саме, для

кожного r ą 2 i y P p´1, 1q, iснує стала CpY1, rq ą 0, така, що при всiх n P N,

знайдеться функцiя f P W r X ∆p2qpY1q, така, що

E
p2q
n,rpf, Y1q ą CpY1, rq

}f prq}

n2
. (3.4.2)

Тимнеменьш, нижче покажемо, що (3.4.1) можна зберегти для всiх r P N в бiльш

слабкiй формi. А саме, вiрна наступна теорема 3.4.1, яка є наслiдком теореми 3.4.3.

Теорема 3.4.1. Для кожних r P N, y P p´1, 1q i f P W r X ∆p2qpY1q, iснує стала

N “ Npf, r, Y1q, така, що

E
p2q
n,rpf, Y1q ď cprq

}f prq}

nr
, n ě N, (3.4.3)

де стала cprq залежить тiльки вiд r.

Зауваження 3.4.1. Для r “ 1 i r “ 2, N в (3.4.3) можна взяти 1 i 2, вiдповiдно

(див. (3.4.1)). Якщо r ą 2, то згiдно (3.4.2), N в (3.4.3) не може бути незалежною

вiд f .

Зауваження 3.4.2. Випадок s ą 1, розглянуто в пiдроздiлах 3.1 – 3.3, 3.5 i 3.6.

Зокрема, в теоремах 3.2.1 i 3.3.1 аналог (3.4.3) зберiгається для r ą 2 з N неза-

лежною вiд f , але з c “ cpr, Ysq, i вiн не може бути збережений з c “ cpr, sq i N

незалежною вiд f . Аргументи цього пiдроздiлу легко можуть бути розповсюдженi

на випадок s ą 1, тобто повнi аналоги теорем 3.4.1-3.4.3 вiрнi i для s ą 1.

Для фiксованого n P N, нехай знову xj,n :“ cos pjπ{nq, j “ 0, ..., n, – чебишевське

розбиття r´1, 1s :“ I, Ij,n :“ rxj,n, xj´1,ns, I0j,n :“ rxj,n, xj´1,nq, |Ij,n| “ |I0j,n| :“

xj´1,n ´ xj,n.

Дляm P N, через Σm,n, позначимо множину неперервних на I кусково-полiномiаль-

них функцiй (для спрощення – сплайнiв) s порядку ă m, з вузлами xj,n, j “ 1, ..., n´1.

Тобто, s P Σm,n, якщо s P Cr´1, 1s i

s|Ij,n “ pj,n, j “ 1, ..., n,

де pj,n P Pm. Для y P p´1, 1q i Y1 :“ tyu, через Σm,npY1q, позначимо набiр всiх сплайнiв

з Σm,n таких, що

pjy´1,n ” pjy,n ” pjy`1,n,

де jy :“ jypnq – iндекс, для якого y P I0jy,n, i p0,n :“ p1,n i pn`1,n :“ pn,n.

В цьому пiдроздiлi ми доводимо теорему 3.4.2.
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Теорема 3.4.2. Нехай або r “ 2 i k “ 1, 2, 3, або r ą 2 i k P N. Вiзьмемо y P

p´1, 1q, Y1 “ tyu i m “ k ` r. Якщо f P ∆p2qpY1q X Cr, то iснує стала N “

Npf, k, r, Y1q, така, що для кожного n ě N , знайдеться сплайн s P Σm,npY1q X

∆p2qpY1q, такий, що

|fpxq ´ spxq| ď cpk, rqρrnpxqωkpf prq, ρnpxqq, x P r´1, 1s,

де cpk, rq – стала, що залежить тiльки вiд k i r.

Теорема 3.4.2 тягне наступну теорему 3.4.3, яку ми доведемо в пiдроздiлi 3.6, а

тут лише зауважимо, що це доведення буде спиратися на, "стандартну" для такого

типу результатiв, технiку (див. [70], [55] i [79], також, див. [93], [103], [125], [123]).

Теорема 3.4.3. Нехай або r “ 2 i k “ 1, 2, 3, або r ą 2 i k P N. Якщо f P ∆p2qpY1q X

Cr, то iснує стала N “ Npf, k, r, Y1q, така, що для кожного n ě N, знайдеться

многочлен Pn P Pn X ∆p2qpY1q, такий, що

|fpxq ´ Pnpxq| ď cpk, rqρrnpxqωkpf prq, ρnpxqq, x P r´1, 1s,

де cpk, rq – стала, що залежить тiльки вiд k i r.

Зауваження 3.4.3. Як вже вiдзначалося, коли r “ 2, теорема 3.4.3 не справджу-

ється з k ą 3 (див., Гiлевiч, Ющенко [91]), навiть, якщо дозволити обом сталим

c i N залежити вiд f . Для r “ 0 i r “ 1 маємо: якщо k ` r ď 2, то теорема 3.4.3,

згiдно теоремi 3.1.1, справджується з абсолютними c i N , для k ` r ě 4, вона є

хибна навiть з c i N залежними вiд f (див. Ву, Цу [169] i [176]), а для останнього

випадку k ` r “ 3, спираючись на теорему 6.3.1, ми вбачаємо, що теорема 3.4.3

(а отже i теорема 3.4.2, яка її тягне) не справджується з обома сталими, що

не залежать вiд f , хоча вона вiрна з абсолютною c i N “ Npf, Y1q, як частинний

(s “ 1) випадок теореми 3.5.2.

Доведення теореми 3.4.2

Для k P N, r P N i k-мажоранти ω, нехай

W rHω
k :“ tf : f P Crr´1, 1s i ωkpf prq, tq ď ωptq, t ě 0u,

– узагальнений клас Гельдера.

Надалi cν – фiксованi додатнi сталi, що можуть залежити тiльки вiд k i r, значення

яких ми будемо вiдстежувати.
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Лема 3.4.1. Нехай або r “ 2 i k ď 3, або r ě 3. Для довiльного y P p´1, 1q, нехай

промiжок ra, bs Ă r´1, 1s такий, що або y P ra`pb´aq{10, b´pb´aq{10s, або y R ra, bs,

а функцiя f P W rHω
k , така, що f2pxqpx´ yq ě 0, x P r´1, 1s. Тодi, iснує многочлен

P p¨, f, ra, bsq P Pm, m “ k ` r, такий, що P pa, f, ra, bsq “ fpaq, i

pP 1pa, f, ra, bsq ´ f 1paqqpa ´ yq ě 0, (3.4.4)

pP 1pb, f, ra, bsq ´ f 1pbqqpb ´ yq ď 0, (3.4.5)

P 2px, f, ra, bsqpx ´ yq ě 0, x P ra, bs, (3.4.6)

}f ´ P p¨, f, ra, bsq}ra,bs ď c1 pb ´ aqr ωpb ´ aq, (3.4.7)

а якщо y R ra, bs, то також P pb, f, ra, bsq “ fpbq.

Доведення. Якщо y R ra, bs, то лема 3.4.1 це [125, Наслiдок 2.4], а якщо y P ra` pb´

aq{10, b´ pb´ aq{10s, то лема 3.4.1 випливає з [125, Наслiдок 2.6] i [125, Наслiдок 3.1].

Можно сказати, що останнє фактично є "копозитивною" нерiвнiстю Уiтнi, а перше

зводить "коопуклу" нерiвнiсть Уiтнi до копозитивної. Лему 3.4.1 доведено.

Покладемо

Jy :“

ˆ

y ´
1

2
p1 ´ |y|q, y `

1

2
p1 ´ |y|q

˙

,

hn :“ ρrnpyqωpρnpyqq, n P N.

Оскiльки для всiх x P Jy,
1
2φpxq ă φpyq ă 2φpxq, то

c´1
2 hn ď ρrnpxqωpρnpxqq ď c2 hn, x P Jy. (3.4.8)

Спочатку припустимо, що f2pxq ” 0 для x P Jy, тобто тут fpxq “: ℓpxq – лiнiйна

функцiя. Згадаємо, що jy “ jypnq такий, що y P I0jy,n i вiзьмемо N настiльки великим,

щоб Ijy˘2,n Ă Jy, для всiх n ě N . Тодi можна взяти

P p¨, f, Ijy`1,nq “ P p¨, f, Ijy,nq “ P p¨, f, Ijy´1,nq “ ℓ,

i, отже, згiдно лемi 3.4.1 i другої нерiвностi в (2.1.11), шуканий сплайн s можно

означити як

s|Ij,n “ pj,n :“ P p¨, f, Ij,nq, j “ 1, ..., n.

Iнакше, можимо припустити, що iснує y0 P Jy, така, що f2py0q ‰ 0. Вiднiмаючи, за

необхiднiстю, лiнiйну функцiю, припускаємо, що fpy0q “ 0 i f 1py0q “ 0, i без втрати
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загальностi, нехай f2py0q ą 0, так, що y ă y0 ă y0 :“ y ` 1
2p1 ´ |y|q. Тепер, оскiльки

f опукла до низу на ry, y0s, заключаємо, що

1

3
mintfpyq, fpy0qu “: δ ą 0.

Для кожного n P N, нехай j0 “ j0pnq i j0 “ j0pnq позначають iндекси, такi, що

y0 P I0j0,n i y0 P I0j0,n, вiдповiдно. Вiзьмемо N настiльки великим, щоб для всiх

n ě N , ми мали б y ă xj0,n i

fpxjy´2,nq ą 2δ, fpxj0,nq ă δ, fpxj0´1,nq ă δ, fpxj0,nq ą 2δ, c3hn ă δ

де c3 :“ c1 35
m.

Вочевидь, f не зростає на ry, y0s, i тому останнi нерiвностi тягнуть jy ´ 2 ě j0 ` 1.

Зафiксуємо n ě N , i не писатимемо його в iндексах xj,n, pj,n, Ij,n i I0j,n. Як перший

крок в означенi шуканого сплайну s, завдяки лемi 3.4.1, покладемо

s|rxjy`1,xjy´2s :“ P p¨, f, rxjy`1, xjy´2sq,

i позначимо

d :“ spxjy´2q ´ fpxjy´2q.

Оскiльки xjy´2 ´ xjy`1 ă 7|Ijy |, то з (3.4.7) випливає, що

|d| ď c1 pxjy´2 ´ xjy`1qrωpxjy´2 ´ xjy`1q ď c3hn,

отже |d| ă |δ| i (3.4.8) породжує

|d| ď c4 ρ
r
npxqωpρnpxqq, x P J. (3.4.9)

Якщо d “ 0, то вiзьмемо pj :“ P p¨, f, Ijq, для всiх j “ 1, ..., jy ´ 2 i j “ jy ` 2, ..., n, i

знову лема 3.4.1 i (2.1.11) свiдчать, що ми означили шуканий s. Отже ми припускаємо,

що d ‰ 0.

Випадок I: d ą 0. Нехай ℓ – дотична до f у точцi pxj0 , fpxj0qq. Оскiльки f опукла до

низу на rxj0 , xj0s i ℓ1pxj0q “ f 1pxj0q ă 0, i згадаємо також, що fpxj0q ă δ, fpxj0q ą 2δ i

d ă δ, то напевно iснує едина точка x˚ P pxj0 , xj0q, така, що

ℓpx˚q ` d “ fpx˚q.

Через j˚ позначимо iндекс, для якого x˚ P I0j˚
. Ясно, що j0 ě j˚. Нехай сплайн s на

промiжку rxjy`1, xjy´2s є таким, як означено вище. Спираючись на лему 3.4.1, для

всiх j “ 1, . . . , j˚ ´ 1 i всiх j “ jy ` 2, . . . , n, покладемо

pj :“ P p¨, f, Ijq,
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а для j “ j0 ` 1, . . . , jy ´ 2, нехай

pj :“ P p¨, f, Ijq ` d.

Отже s означено на промiжках r´1, αs i rβ, 1s, де α :“ xj0 i β :“ xj˚´1, i згiдно лемi

3.4.1, (2.1.11) i (3.4.9), цей s задовольняє всiм вимогам теореми 3.4.2 на цих двох

промiжках. Бiльш того,

s1pα´q ď f 1pαq i s1pβ`q ě f 1pβq.

Щоб завершити означення s, а отже i доведення теореми 3.4.2 у випадку I, побудуємо

многочлен p˚ P Pm, такий, що

p˚pαq “ fpαq ` d, p˚pβq “ fpβq, (3.4.10)

p1
˚pαq ě f 1pαq, p1

˚pβq ď f 1pβq, (3.4.11)

p2
˚pxq ě 0, x P rα, βs, (3.4.12)

|fpxq ´ p˚pxq| ď c5ρ
r
npxqωpρnpxqq, x P rα, βs. (3.4.13)

Якщо покласти

gpxq :“ fpxq ´ ℓpxq i qpxq :“ p˚pxq ´ ℓpxq,

то (3.4.10)-(3.4.13) еквiвалентнi до

qpαq “ d, qpβq “ gpβq, (3.4.14)

q1pαq ě 0, q1pβq ď g1pβq, (3.4.15)

q2pxq ě 0, x P rα, βs, (3.4.16)

|gpxq ´ qpxq| ď c5ρ
r
npxqωpρnpxqq, x P rα, βs. (3.4.17)

Покажимо, що

qpxq :“ d ` λP pxq,

де

P pxq :“

#

P px, g, rα, βsq, якщо j˚ “ j0,

gpβqx´α
β´α , iнакше,

з λ обраною так, що qpβq “ gpβq, задовольняє (3.4.14)-(3.4.17). Спочатку звернемо

увагу, що це можливо з 0 ă λ ă 1. Дiйсно, це випливає з того, що g опукла до низу

на rα, βs, gpαq “ g1pαq “ 0, так, що g там зростає, i x˚ ă β. Отже,

d “ gpx˚q ă }g}rα,tas “ gpβq.
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Тепер P pβq “ gpβq, i тому

λ “ 1 ´
d

gpβq
. (3.4.18)

Iнша частина (3.4.14) випливає з рiвностi P pαq “ gpαq “ 0, а (3.4.16) – з (3.4.6). Якщо

j0 “ j˚, то (3.4.15) випливає з (3.4.4) i (3.4.5). Якщо j0 ‰ j˚, то маємо

g1pαq “ 0 ă λ
gpβq

β ´ α
“ q1pαq “ λ

gpβq ´ gpαq

β ´ α
ă λg1pβq ă g1pβq,

де в другiй нерiвностi ми скористалися опуклiстю g.

Перевiремо (3.4.17). Оскiльки

g ´ q “ λpg ´ P q ` p1 ´ λqg ´ d,

то з (3.4.18) випливає, що

}g ´ q}rα,βs ď }g ´ P }rα,βs ` p1 ´ λq}g}rα,βs ` d “ }g ´ P }rα,βs ` 2d.

Якщо j˚ “ j0, то rα, βs “ Ij0 , i (3.4.17) випливає з (3.4.7), другої нерiвностi (2.1.11) i

(3.4.9).

Якщо j0 ‰ j˚, то вочевидь, Ij˚`1 Ă rα, x˚s. Отже

}g}Ij˚`1
ď }g}rα,x˚s “ d ď c6|Ij˚`1|rωp|Ij˚`1|q.

Оскiльки, xj˚´1´xj˚`1 ă 4|Ij˚`1|, g P W rHω
k i }g}Ij˚`1

ď c6|Ij˚`1|rωp|Ij˚`1|q, то (див.,

наприклад, [86, Лема 4.1.1])

}g}rxj˚`1,xj˚´1s ď c7pxj˚´1 ´ xj˚`1qrωpxj˚´1 ´ xj˚`1q.

Це, у свою чергу, разом з (2.1.11), призводить до

}g ´ q}rα,βs ď }g ´ P }rα,βs ` 2d ď }g}rα,βs ` }P }rα,βs ` 2d “ 2gpβq ` 2d

“ 2}g}rxj˚`1,xj˚´1s ` 2d ď c8pxj˚´1 ´ xj˚`1qrωpxj˚´1 ´ xj˚`1q,

що породжує (3.4.17) i отже завершує доведення теореми 3.4.2 для d ą 0.

Випадок II: d ă 0. Нехай ℓ – дотична до f у точцi pxj0´1, fpxj0´1qq. Оскiльки f

опукла до низу на rxjy´2, xj0´1s, ℓ1pxj0´1q “ f 1pxj0´1q ą 0, fpxj0´1q ă δ, |d| ă δ i

fpxjy´2q ą 2δ, то iснує єдина точка x˚ P pxjy´2, xj0 ´ 1q, така, що

ℓpx˚q ´ d “ fpx˚q.
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Через j˚ позначимо iндекс, для якого x˚ P I0j˚
. Знову, нехай s означена на rxjy`1, xjy´2s

як вище, i користуючись лемою 3.4.1, для всiх j “ 1, . . . , j0 ´ 1 i всiх j “ jy ` 2, . . . , n,

покладемо

pj :“ P p¨, f, Ijq,

а для j “ j˚ ` 1, . . . , jy ´ 2, нехай

pj :“ d ` P p¨, f, Ijq.

Отже s означено на промiжках r´1, αs i rβ, 1s, де α :“ xj˚ i β :“ xj0´1. Згiдно лемi

3.4.1, (2.1.11) i (3.4.9), сплайн s, на цих двох промiжках, задовольняє всiм вимогам

теореми 3.4.2. Бiльш того,

s1pα´q ď f 1pαq i s1pβ`q ě f 1pβq.

Таким чином знову, щоб завершити означення s i разом з цим доведення теореми

3.4.2 у випадку II, побудуємо p˚ P Pm, що задовольняє (3.4.10)-(3.4.13).

Якщо покласти

gpxq :“ fpxq ´ ℓpxq i qpxq :“ p˚pxq ´ ℓpxq,

то (3.4.10)-(3.4.13) еквiвалентнi (3.4.14)-(3.4.17).

Як i у випадку I, можно показати, що многочлен, який задовольнятиме (3.4.14)-

(3.4.17), може бути обрано у формi

qpxq :“ λP pxq,

де

P pxq :“

#

P px, g, rα, βsq, якщо j˚ “ j0,

gpαq
x´β
α´β , iнакше,

i λ така, що qpαq “ gpαq ` d. Теорему 3.4.2 доведено.

3.5 Поточкове наближення сплайнами неперервних
на вiдрiзку функцiй

Результати цього пiдроздiлу мiстяться в [84].

У цьому пiдроздiлi доводиться наступна теорема 3.5.1.
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Нехай xj,n :“ cos pjπ{nq, j “ 0, . . . , n, – чебишевське розбиття r´1, 1s “: I, n P

N, Ij,n :“ rxj,n, xj´1,ns, |Ij,n| “ xj´1,n´xj,n, Ys “ tyiu
s
i“1 P Ys, Oi,n :“ pxj`1,n, xj´2,nq,

якщо yi P rxj,n, xj´1,nq, pxn`1,n :“ ´1, x´1,n :“ 1q, O “ Opn, Ysq :“ Ys
i“1Oi,n,, зокрема

|Oi,n| ă c1ρnpxq, x P Oi,n, (3.5.1)

де |Oi,n| довжина Oi,n i c1 ă 65. Знову Σk,n – множина всiх неперервних на I кусково-

полiномiальних функцiй (для спрощення сплайнiв) степеня ă k, з вузлами txj,nun´1
j“1 .

Нехай Σk,npYsq, позначає пiдмножину Σk,n, що складається з таких S P Σk,n, якi для

кожного i “ 1, . . . , s, S|Oi,n
є многочленом.

Теорема 3.5.1. Якщо f P ∆p2qpYsq, то iснує стала N “ Npf, Ysq, така, що для

кожного n ě N , знайдеться сплайн S P Σ3,npYsq X ∆p2qpYsq, такий, що

|fpxq ´ Spxq| ď cω3pf, ρnpxqq, x P r´1, 1s,

де c – абсолютна стала.

Теорема 3.5.1 тягне теорему 3.5.2, яка буде доведена "стандартним" чином (див.

[70], [55] i [79], також, див. [93], [103], [125], [123]) в наступному пiдроздiлi 3.6.

Теорема 3.5.2. Для кожного Ys P Ys i кожної функцiї f P ∆p2qpYsq iснує стала

N “ Npf, Ysq i послiдовнiсть tPnu8
n“N многочленiв Pn P Pn X ∆p2qpYsq, такi, що

|fpxq ´ Pnpxq| ď cpsqω3pf, ρnpxqq, x P r´1, 1s,

де cpsq – стала, яка залежить тiльки вiд s.

Теорема 3.5.2 не справджується з ωk, k ą 3, навiть, якщо дозволити обом сталим

c i N залежити вiд f, див. Ву, Цу [169] i [176].

Доведення теореми 3.5.1

Доведення теореми 3.5.1 почнемо з трьох лем.

Надалi ci – абсолютнi сталi.

Лема 3.5.1. Для кожної опуклої до гори (низу) функцiї f P Cra, bs, iснує число

d “ dpra, bs, fq ą 0, таке, що для кожного h,

|h| ď E2pfqra,bs :“ inf
lPP2

}f ´ l}ra,bs,
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знайдеться опукла до гори (низу) функцiя g P Cra, bs, gpxq “ gpx, h, f, ra, bsq, що

задовольняє рiвностi

gpxq “ fpxq ` h, x P ra, a ` ds; gpxq “ fpxq, x P rb ´ d, bs; }f ´ g}ra,bs “ |h|.

Доведення. Доведемо лему 3.5.1 для опуклої до низу f . Нехай l – лiнiйна функцiя

найкращого наближення f , тобто }f ´ l}ra,bs “ E2pfqra,bs “: E. Покладемо f˚ :“ f ´ l,

i помiтимо, що f˚paq “ f˚pbq “ E. Якщо h “ 0, то немає чого доводити. Отже,

припустимо, що 0 ă |h| ď E ‰ 0. Через x1 i x5 позначимо (саме два) коренi рiвняння

f˚pxq “ 0, x1 ă x5, i нехай x2 i x4 – (саме два) коренi рiвняння f˚pxq “ |h| ´ E,

x2 ă x4. Насамкiнець, нехай x3 – корень рiвняння f˚pxq “ ´E. Вочевидь, маємо

a ă x1 ă x2 ă x3 ă x4 ă x5 ă b.

Тому лема 3.5.1 вiрна з d “ mintx1 ´ a, b´ x5u, i напевно опуклою до низу функцiєю

gpxq “ lpxq `

$

’

’

&

’

’

%

f˚pxq ` h, якщо x P ra, x3s,

h ´ E, якщо x P rx3, x4s,

f˚pxq, якщо x P rx4, bs,

якщо h ą 0, i

gpxq “ lpxq `

$

’

’

&

’

’

%

f˚pxq ` h, якщо x P ra, x2s,

´E, якщо x P rx2, x3s,

f˚pxq, якщо x P rx3, bs,

якщо h ă 0. Лему 3.5.1 доведено.

Через

rt1, t2; f s :“
fpt2q ´ fpt1q

t2 ´ t1
,

позначимо першу роздiлену рiзницю функцiї f в точках t1 i t2.

Лема 3.5.2. Для будь-якого промiжку ra, bs, нехай y P pa, bq задовольняє pb´ yq{3 ă

y ´ a ă 3pb ´ yq. Якщо функцiя f P Cra, bs опукла до гори на ra, ys i опукла до низу

на ry, bs, то iснує лiнiйна функцiя lpxq “ lpx, f, ra, bs, yq, така, що

l1 ď ra, y; f s i l1 ď ry, b; f s, (3.5.2)

ми можемо обирати lpaq “ fpaq, або lpbq “ fpbq, i

}f ´ l}ra.bs ď c2ω3pf, b ´ a, ra, bsq, (3.5.3)
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де модуль неперервностi взято по промiжку ra, bs.

Доведення. Оскiльки f опукла до гори на ra, ys i опукла до низу на ry, bs, то (див.

[109]) E2pfqra,bs ď c3E3pfqra,bs :“ c3 infpPP3
}f ´ p}ra,bs, i отже, E2pfqra,bs ď c4ω3pf, b ´

a, ra, bsq. Тому, вибiр або l1pxq “ fpaq ` px´aqra, y; f s, або l2pxq “ fpbq ` px´ bqry, b; f s,

в залежностi вiд того, яка з двох роздiлених рiзниць меньша, вочевидь тягне (3.5.2),

тодi як (3.5.3) випливає з нерiвностi Уiтнi (2.1.12) i того факту, що lj з j “ 1, або j “ 2,

iнтерполює f в двох точках, вiдстань мiж якими пропорцiйна b´a. Щоб гарантувати

lpaq “ fpaq, якщо обрано l1, вiзьмемо l “ l1. Iнакше, якщо h :“ l2paq ´ fpaq, то

згiдно (3.5.3), можно взяти l “ l2 ´ h, яка задовольняє (3.5.2) i (3.5.3), i отримуємо

lpaq “ fpaq. А для забеспечення lpbq “ fpbq, все робиться аналогiчно. Лему 3.5.2

доведено.

Лема 3.5.3. Для f P ∆p2qpYsq, iснує стала N “ Npf, Ysq, така, що для кожного n ě

N , знайдеться функцiя fn P ∆p2qpYsq така, що fn|0i,n лiнiйна для всiх i “ 1, . . . , s, i

|fpxq ´ fnpxq| ď c5 ω3 pf, ρnpxqq , x P r´1, 1s.

Доведення. Покладемо

y`
i :“ mintyi `

1

2
p1 ´ |yi|q,

1

2
pyi´1 ` yiqu,

y´
i :“ maxtyi ´

1

2
p1 ´ |yi|q,

1

2
pyi ` yi`1qu,

де y0 :“ 1 iand ys`1 :“ ´1. Запишемо

J´
i :“ ry´

i , yis i J`
i :“ ryi, y

`
i s.

Роздiлемо 1 ď i ď s на двi множини. Нехай i P A, якщо iснує двi лiнiйнi функцiї li´
i li`, такi, що,

f |J´
i

“ li´ i f |J`
i

“ li`.

Iнакше i R A. Нехай N0 є настiльки великим, що для n ě N0,

Oi,n Ă J´
i Y J`

i “ ry´
i , y

`
i s, 1 ď i ď s,

i, зокрема, Oi,n X Oi`1,n “ H, 1 ď i ă s. Нехай y`
i,n i y´

i,n – правий i лiвий кiнцi Oi,n,

вiдповiдно. Далi n ě N0 i i P A. Через L`
i,n, позначимо ламану з трьох ланок, таку,

що

L`
i,np´1q “ L`

i,npyiq “ L`
i,np1q “ 0 i L`

i,npy`
i,nq “ 1,
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так само, L´
i,n, – ламану з трьох ланок, таку, що

L´
i,np´1q “ L´

i,npyiq “ L´
i,np1q “ 0 i L´

i,npy´
i,nq “ 1,

i означимо

Li,n :“

#

pli´py`
i,nq ´ li`py`

i,nqqL`
i,n, якщо p´1qipl1i´ ´ l1i`q ě 0;

pli`py´
i,nq ´ li´py´

i,nqqL´
i,n, iнакше.

Вочивидь,

Li,n P ∆p2qpYsq, (3.5.4)

i або pf ` Li,nq|Oi,n
“ li´, або pf ` Li,nq|Oi,n

“ li`, так, що f ` Li,n лiнiйна на Oi,n.

Тому, з

Ln :“
ÿ

iPA

Li,n,

вбачаємо, що pf`Lnq|Oi,n
лiнiйна при кожному i P A. Також, ясно, що Ln|Oi,n

лiнiйна

при кожному i R A.

Якщо M :“ maxiPA |l1i` ´ l1i´|, то завдяки (3.5.1),

|l1i` ´ l1i´|py`
i,n ´ yiq ď Mpy`

i,n ´ yiq ď M |Oi,n| ď c1Mρnpy`
i,nq,

i

|l1i` ´ l1i´|pyi ´ y´
i,nq ď c1Mρnpy´

i,nq.

Отже

|Li,npxq| ď c1Mρnpxq, x P r´1, 1s,

що, зi свого боку, породжує

|Lnpxq| ď sc1Mρnpxq, x P r´1, 1s. (3.5.5)

З iншого боку, для кожного i P A iснує t0i ą 0, таке, що

ω3pf, t, ry´
i , y

`
i sq “ |l1i` ´ l1i´|t, t ď t0i .

Тому, якщо A ‰ H, то маємо

ω3pf, tq ě Mt, t ď t0 :“ min
iPA

t0i ,

що, разом з (3.5.5), для всiх n ě N0 :“ maxtN0, r1{t0su, тягне

|Lnpxq| ď sc1ω3pf, ρnpxqq, x P r´1, 1s, (3.5.6)
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Далi, для i R A, позначимо Ji :“ J´
i , якщо f |J`

i
лiнiйна. Iнакше, покладемо Ji :“ J`

i .

Нам знадобиться допомiжна функцiя gn, що складатимється з f на бiльшiй ча-

стинi r´1, 1s. Фактично, вана вiдрiзнятиметься вiд f лише на Oi,n-х i Ji-х з i R A.

Зафiксуємо i R A i припустимо, що Ji :“ J`
i i, що i неперне, тобто f опукла до

низу на Ji. Iншi випадки такi ж самi. За лемою 3.5.2, iснує лiнiйна функцiя li,n, така,

що

l1i,n ď ry´
i,n, yi; f s, l1i,n ď ryi, y

`
i,n; f s, (3.5.7)

fpy´
i,nq “ li,npy´

i,nq, (3.5.8)

}f ´ li,n}Oi
ď c2ω3pf, |Oi,n|q, (3.5.9)

зокрема,

hi,n :“ li,npy`
i,nq ´ fpy`

i,nq ď c2ω3pf, |Oi,n|q.

Оскiльки i R A, то тодi E2pfqJi
ą 0, i можно застосувати лему 3.5.1 з di :“ dpJi, fq i

gpx, hi,n, f, Jiq, якi нею гарантованi. Вiзьмемо Ni ě N0 настiльки великим, щоб для

n ě Ni ми мали б

y`
i,n ´ yi ă di i c2ω3pf, |Oi,n|q ă E2pfqJi

,

i означимо

gi,npxq :“

$

’

’

&

’

’

%

fpxq, якщо x P J´
i zOi,n;

li,n, якщо x P Oi,n;

gpx, hi,n, f, Jiq, якщо x P JizOi,n.

Тодi, згiдно (3.5.9),

|fpxq ´ gi,npxq| ď c2ω3pf, |Oi,n|q, x P J´
i Y Ji,

i нерiвнiсть

max
xPJ´

i YJ`
i

ρnpxq ď 2 min
xPJ´

i YJ`
i

ρnpxq,

разом з двома першими нерiвностями (2.1.11) i (3.5.1), тягнуть

|fpxq ´ gi,npxq| ď c4ω3pf, ρnpxqq, x P J´
i Y Ji. (3.5.10)

Також, gi,n неперервна на J´
i Y Ji, опукла до гори на J´

i i опукла до низу на Ji, i

gi,npxq “ fpxq бiля обох кiнцiв J´
i Y Ji.

Таким чином, для кожного n ě N :“ maxiRANi, функцiя

gnpxq :“

#

gi,npxq, якщо x P Oi,n Y Ji з i R A,

fpxq, iнакше
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задовольняє спiввiдношення

gn P ∆p2qpYsq, (3.5.11)

|fpxq ´ gnpxq| ď c9ω3pf, ρnpxqq, x P r´1, 1s, (3.5.12)

gn лiнiйна на кожному Oi з i R A. (3.5.13)

Збираючи разом (3.5.11)-(3.5.13) з (3.5.4) i (3.5.6), вбачаємо, що

fn :“ gn ` Ln,

– шукана функцiя. Лему 3.5.3 доведено.

Позначимо другу роздiлену рiзницю f в точках t1, t2, t3, через

rt1, t2, t3; f s :“
rt1, t2; f s ´ rt2, t3; f s

t1 ´ t3
.

Нехай N i fn з леми 3.5.3. Для кожного n ě N i кожного j “ 2, . . . , n ´ 1 нехай

pj,n :“ fnpxj,nq ` px ´ xj,nqrxj,n, xj´1,n; fns

`psgnΠpxj,nqqpx ´ xj,nqpx ´ xj´1,nq

¨mint|rxj,n, xj´1,n, xj´2,n; fns|, |rxj,n, xj´1,n, xj`1,n; fns|u,

парабола, що iнтерполює fn в xj,n, xj´1,n i або в xj´2,n, або в xj`1,n. Зразу видно,

(див., наприклад, [103]), що шуканий в теоремi сплайн S може бути взятий у формi

S|Ij,n “ pj,n, j “ 2, . . . , n ´ 1, S|I1,n “ p2,n i S|In,n
“ pn´1,n.

Теорему 3.5.1 доведено.

3.6 Поточкове наближення многочленами неперерв-
них функцiй i функцiй з однiєю точкою перегину

Результати цього пiдроздiлу мiстяться в [85].

Як вже зазначалося, рiвномiрнi оцiнки наближення f P ∆p2qpYsq многочленами

pn P Pn X ∆p2qpYsq, тобто оцiнки велечини

E
p2q
n pf, Ysq :“ inf

pnPPnX∆p2qpYsq
}f ´ pn},

наведено, зокрема, в оглядi [112] i в його внутрiшнiх посиланнях. В цьому пiдроздiлi

для n P N, k P N, r P N0, s P N0 i Ys P Ys, оцiнемо

E
p2q

n,k,rpf, Ysq :“ inf
pnPPnX∆p2qpYsq

›

›

›

›

f ´ pn

ρrnωkpf prq, ρnq

›

›

›

›
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“ inf
pnPPnX∆p2qpYsq

max
xPr´1,1s

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpxq ´ pnpxq

ρrnpxqωkpf prq, ρnpxqq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

,

для f P ∆p2qpYsq X Crr´1, 1s такої, що f R Pk`r (i Ep2q

n,k,rpf, Ysq :“ 0, якщо f P Pk`r X

∆p2qpYsq) у випадках: aq r ě 3 i s “ 1, bq r “ 2, k ď 3 i s “ 1, cq r “ 0 i k “ 3. Доречi,

для s ě 2, з теореми 6.4.1 i [123] випливає, що нi для яких k ě 1 i r ě 0, не можна

знайти сталi C “ Cpk, r, sq i N “ Npk, r, sq, що залежили б тiльки вiд k, r i s, такi,

щоб нерiвнiсть

E
p2q

n,k,rpf, Ysq ď C, (3.6.1)

справджувалася б для всiх n ě N i Ys P Ys, i для всiх f P ∆p2qpYsq X Crr´1, 1s.

Бiльш того, для s “ 1, з [109, Теорема 2] випливає, що нi для яких k ě 1 i r ě 0

таких, що k`r ą 2, i Y1 P Y1, неможливо знайти сталi C “ Cpk, r, Y1q iN “ Npk, r, Y1q,

що залежили б тiльки вiд k, r i Y1, такi, щоб (3.6.1) виконувалось би для всiх n ě N ,

i для всiх f P ∆p2qpY1q X Crr´1, 1s.

Тимнеменьш, в цiому пiдроздiлi показано, що в усiх трьох вище наведенних ви-

падках (3.6.1) справджується, якщо дозволити однiй, чи обом сталим C i N залежити

вiд f . Точнiше, тут доведено, що (3.6.1) справджується з C, що залежить тiльки вiд k,

r i s, а N залежить вiд f , Ys, k i r. Це доведення суттєво спирається на теореми 3.4.2

i 3.5.1 про коопукле поточкове наближення сплайнами. Фактично, тут показано, що,

якщо iснує вiдповiдне формозберiгаюче наближення сплайном, то i многочлен з та-

кою ж оцiнкою формозберiгаючого наближення означити цiлком можливо, див. лему

3.6.1 i теорему 3.6.3, якi ми i доводимо в цьому пiдроздiлi, i таким чином, отримуємо

наступнi двi теореми (це переформульованi теоремами 3.4.3 i 3.5.2, вiдповiдно).

Теорема 3.6.1. Нехай або r “ 2 i k “ 1, 2, 3, або r ą 2 i k P N. Для кожного Y1 P Y1

i будь-якої функцiї f P ∆p2qpY1q XCrr´1, 1s, iснує стала N “ Npf, k, r, Y1q, така, що

для всiх n ě N, справджується нерiвнiсть

E
p2q

n,k,rpf, Y1q ď cpk, rq

де стала cpk, rq залежить тiльки вiд k i r.

Теорема 3.6.2. Для кожного Ys P Ys i будь-якої функцiї f P ∆p2qpYsq iснує стала

N “ Npf, Ysq, така, що для всiх n ě N , справджується нерiвнiсть

E
p2q

n,3,0pf, Ysq ď cpsq

де стала cpsq залежить тiльки вiд s.
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Знову нехай Σk,n – множина всiх неперервних на I кусково-полiномiальних фун-

кцiй (для спрощення, сплайнiв) степеня ă k, на чебишевському розбиттi. Тобто,

S P Σk,n, якщо

S|Ij “ pj,n “: pj , j “ 1, . . . , n,

де pj P Pk, i

pjpxjq “ pj`1pxjq, j “ 1, . . . , n ´ 1;

Ys P Ys, Oi :“ Oi,npYsq :“ pxj`1, xj´2q, якщо yi P rxj , xj´1q; O “ Opn, Ysq :“

Ys
i“1Oi, Opn,Hq :“ H; j P H “ Hpn, Ysq, якщо Ij X O “ H; i Σk,npYsq Ď Σk,n –

пiдмножина таких сплайнiв, для яких

pj ” pj`1, якщо обидва j, pj ` 1q R H.

Нехай Φk, k P N, – множина всiх k-мажорант, тобто неперервних i неспадних на

r0,8q функцiй ϕptq таких, що ϕp0q “ 0 i t´kϕptq не зростає при t ą 0. Вiдомо (див.,

наприклад [25, стор. 167]), що для кожної f P Cr´1, 1s iснує k-мажоранта ϕ P Φk

така, що, для всiх t ě 0,

ϕptq ď ωkpf, tq ď cpkqϕptq. (3.6.2)

i навпаки, для будь-якої k-мажоранти ϕ P Φk знайдеться f P Cr´1, 1s, така, що (3.6.2)

справджується для t P r0, 2{ks.

Для ϕ P Φk, ϕ ı 0, i S P Σk,n, позначимо

bi,jpSq :“ bi,j,npSq :“
}pi ´ pj}Ii
φphjq

ˆ

hj
hi,j

˙k

, 1 ď i, j ď n, (3.6.3)

де hi,j :“ hi,j,n довжина найменьшого замкненого промiжку Ii,j :“ Ii,j,n, що мiстить

разом Ii i Ij .

Зауваження 3.6.1. Зауважимо, що, завдяки того, що t´kϕptq не зростає, маємо

ϕptq ą 0, для t ą 0, отже (3.6.3) означено коректно. Також вiдмiтимо, що bi,jpSq “

ai,jpSq{φphjq, де

ai,jpSq :“ }pi ´ pj}Ii

ˆ

hj
hi,j

˙k

, 1 ď i, j ď n,

означино в [123, (6.1)].

Позначимо

bkpSq :“ bk,npSq :“ max
1ďi,jďn

bi,jpSq.
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Лема 3.6.1. Нехай k P N, ϕ P Φk, f P Cr´1, 1s i S P Σk,n. Якщо

ωkpf, tq ď ϕptq,

i

|fpxq ´ Spxq| ď ϕpρnpxqq, x P r´1, 1s, (3.6.4)

то

bkpSq ď cpkq,

де cpkq залежить тiльки вiд k.

Теорема 3.6.3. Нехай k P N, ϕ P Φk i s P N0. Тодi iснують сталi c “ cpk, sq i

c˚ “ c˚pk, sq такi, що для кожного Ys P Ys, знайдеться натуральне число Npk, Ysq,

з наступними властивостями. Якщо n ě Npk, Ysq i

S P Σk,npYsq X ∆p2qpYsq, (3.6.5)

є така, що

bkpSq ď 1, (3.6.6)

то iснує многочлен Pn P ∆p2qpYsq степеня ď c˚n, що задовольняє

|Spxq ´ Pnpxq| ď c ϕ pρnpxqq , x P r´1, 1s. (3.6.7)

Зауваження 3.6.2. Зауважимо, що теорема 3.6.3 є трiвiалною для k “ 1.

Надалi сталi c або абсолютнi, або можуть залежити тiльки вiд k, r i s. Сталi C

можуть залежити також вiд iнших параметрiв, якi ми будемо вказувати в дужках.

Зокрема, Cpk, r, sq “ c.

Властивостi bi,j-х. Доведення леми 3.6.1

Нехай 1 ď i, j ď n. Тодi,

bi,jpSq ď
}pi ´ f}Ii

φphjq

ˆ

hj
hi,j

˙k

`
}f ´ pj}Ii
φphjq

ˆ

hj
hi,j

˙k

:“ J1 ` J2.

Тепер з (2.1.11) i (3.6.4) маємо }pi ´ f}Ii ď ϕp}ρn}Iiq ď ϕphiq, i отже

J1 ď
φphiq

φphjq

ˆ

hj
hi,j

˙k

ď 1,
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де ми скористалися тим фактом, що, якщо hi ď hj , то φphiq ď φphjq, а, якщо hi ą hj ,

то φphiq

φphjq
hkj ď hki .

Що до J2, то бачимо, що

ωkpf ´ pj , tq “ ωkpf, tq ď ϕptq,

а отже, завдяки [86, Пiдроздiл 3 (6.17)], вiзьмемо x0 :“ xj i h :“ hj{pk ´ 1q, i для

кожного x P Ii запишемо

|fpxq ´ pjpxq| ď c

ˆ

hi,j
hj

˙k
`

φphjq ` }f ´ pj}Ij
˘

.

Застосовуючи (3.6.4), отримуємо

J2 ď c.

Лему 3.6.1 доведено.

Надалi, за винятком леми 3.6.3, n фiксоване, i тому, де це ясно, ми будемо його

не вказувати, наприклад, писатимемо ρ замiсть ρnpxq.

Нехай Σ1
k,n Ď Σk,n – пiдмножина всiх неперервно диференцiйовних сплайнiв S P

Σk,n, тобто S P Σ1
k,n має додаткову властивiсть

p1
jpxjq “ p1

j`1pxjq, j “ 1, . . . , n ´ 1.

Зауважимо, що якщо k “ 1, або k “ 2, то кожен S P Σ1
k,n це лiнiйна функцiя. Зокрема,

твердження наступної леми 3.6.2 є трiвiальним для k “ 1 i k “ 2, i ми формулюємо

його лише для k ě 3. Лема 3.6.2 встановлює важливу властивiсть bkpSq i є аналогом

[123, Лема 11].

Лема 3.6.2. Нехай k ě 3, ϕ P Φk i S P Σ1
k,n. Тодi,

bkpSq ď c

›

›

›

›

ρ2S2

φpρq

›

›

›

›

8

,

де } ¨ }8 – ess sup – норма на r´1, 1s.

Доведення. Без втрати загальностi припустимо, що
›

›

›

›

ρ2S2

φpρq

›

›

›

›

8

“ 1. (3.6.8)

Оскiльки

pjpxq “ Sp´1q ` S1p´1qpx ` 1q `

xj
ż

´1

px ´ uqS2puqdu `

x
ż

xj

px ´ uqp2
j puqdu, j “ 1, ..., n,
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то маємо

pjpxq ´ pipxq “

xj
ż

xi

px ´ uqS2puqdu `

x
ż

xj

px ´ uqp2
j puqdu ´

x
ż

xi

px ´ uqp2
i puqdu

“: A1pxq ` A2pxq ` A3pxq.

Вочевидь, лема безпосередньо випливає з нерiвностi

|Aνpxq| ď cφphjq

ˆ

hi,j
hj

˙k

, x P Ii, ν “ 1, 2, 3. (3.6.9)

Доведемо (3.6.9) для ν “ 3. Дiйсно, якщо u P Ii, то завдяки (3.6.8),

|p2
i puq| “ |S2puq| ď

cφphiq

h2i
.

Тому, для x P Ii,

|A3pxq| ď
cφphiq

h2i

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x
ż

xi

px ´ uqdu

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ cφphiq ď cφphi,jq ď cφphjq

ˆ

hi,j
hj

˙k

.

Тепер, якщо u P Ij , то за (3.6.8),

|p2
j puq| “ |S2puq| ď

cφphjq

h2j
,

i оскiльки p2
j є многочленом степеня ď k ´ 3, маємо

|p2
j puq| ď

cφphjq

h2j

ˆ

hi,j
hj

˙k´3

, u P Ii,j .

Тому, для x P Ii,

|A2pxq| ď
cφphjq

h2j

ˆ

hi,j
hj

˙k´3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x
ż

xj

px ´ uqdu

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď cφphjq

ˆ

hi,j
hj

˙k´1

.

Насамкiнець, оцiнемо |A1pxq|. Для x P Ii, маємо

|A1pxq| ď hi,j

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xj
ż

xi

φpρnpuqq

ρ2npuq
du

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

:“ hi,jB1.

Якщо |xj | ě |xi|, то hj ď cρnpuq, u P Ii,j , так, що

φpρnpuqq ď c
ρknpuq

hkj
φphjq, u P Ii,j ,
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Отже, якщо xixj ě 0, то

B1 “

ż |xj |

|xi|

φpρnpuqq

ρ2npuq
du ď c

φphjq

hkj

ż |xj |

|xi|

ρk´2
n puqdu ď cφphjq

hk´1
i,j

hkj
, (3.6.10)

де ми застосували нерiвнiсть ρnpuq ď hi,j для u P r|xi|, |xj |s. Якщо, з iншого боку,

xixj ă 0, то (згадаємо, що |xj | ě |xi|)

B1 ď 2

ż |xj |

0

φpρnpuqq

ρ2npuq
du ď c

φphjq

hkj

ż |xj |

0
ρk´2
n puqdu ď cφphjq

|xj |
k´1

hkj
ď cφphjq

hk´1
i,j

hkj
.

Iнакше |xi| ą |xj |, i ми маємо ρnpuq ě chi, u P Ii,j . Якщо xjxi ě 0, то ρnpuq ď hj ,

u P Ii,j , так, що φpρnpuqq ď φphjq, u P Ii,j . Тодi, за (??),

h2j ď cρnpxjq ď cρnpxiq p|xj ´ xi| ` ρnpxiqq ď chihi,j ď chi,jρnpuq.

Отже,

ρ´1
n puq ď c

hi,j

h2j
, u P Ii,j , (3.6.11)

що, зi свого боку, породжує

B1 ď cφphjq

ż |xi|

|xj |

du

ρ2npuq
ď cφphjq

hi,j

h2j

ż |xi|

|xj |

du

ρnpuq

ď cφphjq
h2i,j

h3j
ď cφphjq

hk´1
i,j

hkj
, (3.6.12)

де ми застосували нерiвнiсть
ż |xi|

|xj |

du

ρnpuq
ď n

ż |xi|

|xj |

du
?
1 ´ u

“ 2n
|xi| ´ |xj |

a

1 ´ |xj | `
a

1 ´ |xi|

ď 2n
|xi| ´ |xj |
a

1 ´ |xj |
ď c

hi,j
hj

. (3.6.13)

Насамкiнець, якщо xjxi ă 0 (згадаємо, що |xj | ă |xi|), то

B1 “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż xj

xi

φpρnpuqq

ρ2npuq
du

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ż |xj |

´|xj |

φpρnpuqq

ρ2npuq
du `

ż |xi|

|xj |

φpρnpuqq

ρ2npuq
du

ď ch´k
j φphjq

ż |xj |

´|xj |

ρk´2
n puqdu ` cφphjq

hi,j

h2j

ż |xi|

|xj |

du

ρnpuq

ď cφphjq

˜

|xj |
k´1

hkj
`
h2i,j

h3j

¸

ď cφphjq
hk´1
i,j

hkj
,
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де в першiй нерiвностi для першого доданку ми скористалися тим, що hj ď cρnpuq,

´|xj | ď u ď |xj | i застосували (3.6.10) в другiй нерiвностi, тодi як до другого доданку

ми приклали (3.6.11), i використали (3.6.12) i (3.6.13) в другiй нерiвностi. Це завершує

доведення (3.6.9). Лему 3.6.2 доведено.

Щоб довести лему 3.6.4 нижче, доведемо лему 3.6.3.

Лема 3.6.3. Нехай k ě 3, ϕ P Φk, S P Σk,n{2pYsq X ∆p2qpYsq, де n парне, i

}pl,n{2 ´ pl´1,n{2}Il,n{2YIl´1,n{2
ď ϕpxl´2,n{2 ´ xl,n{2q, 2 ď l ď n{2,

де

S|Il,n{2
“: pl,n{2, l “ 1, . . . , n{2.

Тодi iснує S̃ P Σ1
k,npYsq X ∆p2qpYsq, такий, що

|Spxq ´ S̃pxq| ď c ϕpρq, x P r´1, 1s. (3.6.14)

Доведення. Для 2 ď j ď n, покладемо

ajpxq :“
1

2

xj´1 ´ xj´2

xj´1 ´ xj

S1pxj´1 ` 0q ´ S1pxj´1 ´ 0q

xj ´ xj´2
px ´ xjq

2, i a1pxq :” 0,

i для 1 ď j ď n ´ 1, покладемо

bjpxq :“
1

2

xj ´ xj`1

xj ´ xj´1

S1pxj ` 0q ´ S1pxj ´ 0q

xj`1 ´ xj´1
px ´ xj´1q2, i bnpxq :” 0.

Тодi,

S̃pxq “ Spxq ` ajpxq ` bjpxq, x P Ij ,

є шуканою функцiєю. Дiйсно, прямi пiдрахунки показують, що

aj`1pxjq “ bjpxjq, 1 ď j ď n ´ 1,

тодi як

bj`1pxjq “ ajpxjq “ 0, 1 ď j ď n ´ 1.

Отже,

S̃pxj ` 0q “ S̃pxj ´ 0q, 1 ď j ď n ´ 1.

Також,

S̃1pxj ` 0q “
xj`1 ´ xj
xj`1 ´ xj´1

S1pxj ´ 0q `
xj ´ xj´1

xj`1 ´ xj´1
S1pxj ` 0q

“ S̃1pxj ´ 0q, 1 ď j ď n ´ 1,



156

так, що S̃ P Σ1
k,n.

Нам треба довести, що

S̃ P Σ1
k,npYsq X ∆p2qpYsq. (3.6.15)

Щоб довести, що S̃ P Σ1
k,npYsq, треба, з pj :“ S̃|Ij , 1 ď j ď n, показати, що якщо

j, j ` 1 R Hpn, Ysq, то pj “ pj`1.

Для цього згадаємо, що pl,n{2 :“ S|Il,n{2
, l “ 1, . . . , n{2, i розглянемо два випадки.

Або j парне, тодi j{2 R Hpn{2, Ysq i j{2 ` 1 R Hpn{2, Ysq. I отже, pj{2,n{2 “ pj{2`1,n{2,

що тягне S1pxj`ν ` 0q “ S1pxj`ν ´ 0q, для ν “ 0,˘1, тобто aj “ aj`1 “ bj “ bj`1 ” 0.

I таким чином, pj “ pj`1, як i вимагалося. Або j непарне, тодi xj не є вузлом S, i

тодi iснує точка перегину yi на промiжку rxpj`1q{2,n{2, xpj´1q{2,n{2q, така, що pj`νq{2 R

Hpn{2, Ysq, for ν “ 3,˘1. Отже,

S1pxpj`1q{2,n{2 ` 0q “ S1pxpj`1q{2,n{2 ´ 0q,

i

S1pxpj´1q{2,n{2 ` 0q “ S1pxpj´1q{2,n{2 ´ 0q,

що, в свою чергу, породжує aj “ bj`1 ” 0. Також, S1pxj ` 0q “ S1pxj ´ 0q, оскiльки

xj не вузел S, що тягне aj`1 “ bj ” 0. Таким чином, заключаємо, що S̃pxq “ Spxq “

ppj`1q{2,n{2pxq, для x P rxpj`1q{2,n{2, xpj´1q{2,n{2s. Це завершує доведення того, що

S̃ P Σ1
k,npYsq. (3.6.16)

Насамкiнець,

a2
j pxq “

xj´2 ´ xj´1

pxj´2 ´ xjqpxj´1 ´ xjq

`

S1pxj´1 ` 0q ´ S1pxj´1 ´ 0q
˘

,

i

b2
j pxq “

xj ´ xj`1

pxj´1 ´ xj`1qpxj´1 ´ xjq

`

S1pxj ` 0q ´ S1pxj ´ 0q
˘

,

так, що ми бачимо, що

S̃2pxqΠpxq ě 0, x P r´1, 1sztxju
n´1
j“1 . (3.6.17)

Збираючи (3.6.16) i (3.6.17), отримуємо (3.6.15).
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Для завершення доведення згадаємо, що для непарного j, S1pxj`0q´S1pxj´0q “ 0,

i якщо j парне, то за нерiвнiстю Маркова

|S1pxj ` 0q ´ S1pxj ´ 0q| “ |p1
j{2,n{2pxjq ´ p1

j{2`1,n{2pxjq|

ď
2k2

hj{2`1,n{2 ` hj{2,n{2
}pj{2,n{2 ´ pj{2`1,n{2}Ij{2`1,n{2YIj{2,n{2

ď
2k2

hj{2`1,n{2 ` hj{2,n{2
ϕphj{2`1,n{2 ` hj{2,n{2q ď c

ϕphjq

hj
.

Це породжує (3.6.14) i завершує доведення леми. Лему 3.6.3 доведено.

Лема 3.6.4. Для кожного S P Σk,npYsq X ∆p2qpYsq такого, що

bkpSq ď 1, (3.6.18)

iснує S̃ P Σ1
k,2npYsq X ∆p2qpYsq, такий, що

bk,2npS̃q ď c. (3.6.19)

Доведення. З (3.6.3) i (3.6.18) випливає, що

}pj ´ pj´1}IjYIj´1
ď cϕpxj´2 ´ xjq, 2 ď j ď n.

Отже, лема 3.6.3 гарантує iснування сплайна S̃ P Σ1
k,2npYsq X ∆p2qpYsq, такого, що

|Spxq ´ S̃pxq| ď c ϕpρnpxqq, x P r´1, 1s, (3.6.20)

i ми маємо перевiрити лише (3.6.19). Для ν, µ “ 1, . . . , 2n, покладемо j :“ rν{2s, i

i :“ rµ{2s. Тодi, за (3.6.3) i (3.6.18),

bµ,ν,2npS̃q “
}pµ,2n ´ pν,2n}Iµ,2n

φphν,2nq

ˆ

hν,2n
hµ,ν,2n

˙k

ď c
}pµ,2n ´ pν,2n}Iµ,2n

φphjq

ˆ

hj
hi,j

˙k

ď c bi,jpSq ` c
}pµ,2n ´ pi}Iµ,2n

φphjq

ˆ

hj
hi,j

˙k

` c
}pν,2n ´ pj}Iµ,2n

φphjq

ˆ

hj
hi,j

˙k

“: c ` J1 ` J2. (3.6.21)

Тепер, за (3.6.20),

J1 ď c
φphiq

φphjq

ˆ

hj
hi,j

˙k

ď c, (3.6.22)
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де ми скористалися фактом, що якщо hi ď hj , то φphiq ď φphjq, а якщо hi ą hj , то
φphiq

φphjq
hkj ď hki .

Насамкiнець,

J2 ď c
}pν,2n ´ pj}Iµ,ν,2n

φphjq

ˆ

hj
hi,j

˙k

ď c

ˆ

hi,j
hj

˙k }pν,2n ´ pj}Iν,2n
φphjq

ˆ

hj
hi,j

˙k

ď c, (3.6.23)

де у другiй нерiвностi ми скористалися фактом, що обидва многочлена є степеня ă k,

i в останнiй нерiвностi ми знову застосували (3.6.20).

Пiдставляння (3.6.22) i (3.6.23) у (3.6.21), завершує доведення леми. Лему 3.6.4

доведено.

Допомiжнi леми

Перший потрiбний нам факт – наслiдок 3.6.1, що нижче, випливає з наступних

трьох лем.

Лема 3.6.5. Нехай P P Pk такий, що

P pxq ě 0 “ P p0q, x P r´1, 1s.

Тодi
ż 1

0
P pxqdx ď

ˆ

1 ´
1

k

˙

}P } (3.6.24)

i, так само,
ż 0

´1
P pxqdx ď

ˆ

1 ´
1

k

˙

}P }. (3.6.25)

Доведення. Для k “ 1 i k “ 2 припущення леми вiрно для P ” 0, тому нехай k ě 3.

Доведемо (3.6.24), оскiльки iнша нерiвнiсть симетрична.

За нерiвнiстю Бернштейна,

|P 1pxq| ď
k ´ 1

2
?
1 ´ x2

}P }, x P p´1, 1q.

Покладемо t0 :“ 2
k i отримаємо

ż t0

0
P pxqdx

ż t0

0

ż x

0
P 1puqdudx

ď
1

2
}P }pk ´ 1q

ż t0

0

ż x

0

du
?
1 ´ u2

dudx ď
pk ´ 1qt20

4
b

1 ´ t20

}P } ď
1

k
}P }.



159

Тому
ż 1

0
P pxqdx “

ż t0

0
P pxqdx `

ż 1

t0

P pxqdx

ď

ż t0

0
P pxqdx ` p1 ´ t0q}P } ď }P }

ˆ

1

k
` 1 ´ t0

˙

“

ˆ

1 ´
1

k

˙

}P }.

Лему 3.6.5 доведено.

Лема 3.6.6. Нехай P P Pk такий, що

xP 1pxq ě 0, x P r´1, 1s.

Тодi iснує функцiя g :“ gP P C8r´1, 1s, така, що

xg1pxq ě 0, x P r´1, 1s, gp´1q “ P p´1q i gp1q “ P p1q,

}g1} ď c}P 1}, g1pxq ” 0, x P r´1{2k, 1{2ks ,

i яка задовольняє рiвнiсть
ż 1

´1
gpxqdx “

ż 1

´1
P pxqdx.

Доведення. Без втрати загальностi припустимо, що P p0q “ 0 i P p´1q ď P p1q. Нехай

σ P C8p´8,8q незростаюча функцiя така, що

σpxq “

$

&

%

1, якщо x ě 1

0, якщо x ď 1
2 .

Нехай

ḡpxq :“ P p´1q ` σpkxqpP p1q ´ P p´1qq,

i

gpxq :“ P pxqpσpkxq ` σp´kxqq.

Тодi випливає, що шукана функцiя g може бути взята у формi

g “ λḡ ` p1 ´ λqg,

з належним λ P r0, 1s. Дiйсно, обидвi ḡ i g задовольняють всiм вимогам до g за

винятком останньої. Тепер,
ż 1

´1
gpxqdx ď

ż 1

´1
P pxqdx
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i
ż 1

´1
ḡpxqdx ě

˜

ż 0

´1
`

ż 1

1{k

¸

ḡpxqdx “ P p´1q `

ˆ

1 ´
1

k

˙

P p1q

ě

ż 0

´1
P pxqdx `

ˆ

1 ´
1

k

˙

P p1q ě

ż 1

´1
P pxqdx,

де в останнiй нерiвностi ми застосували лему 3.6.5. Лему 3.6.6 доведено.

Лема 3.6.7. Для Ys P Ys i k P N, iснує стала Npk, Ysq така, що якщо n ě Npk, Ysq

i S P Σ1
k,npYsq X ∆p2qpYsq задовольняє

|S2pxq| ď
ϕpρq

ρ2
, x P r´1, 1s, x ‰ xj ,

де ϕ P Φk, то знайдеться функцiя G P C1r´1, 1s,, така, що

G P C2pxj , xj´1q, j “ 1, . . . n, G P ∆p2qpYsq,

|G2pxq| ď c
ϕpρq

ρ2
, x P r´1, 1s, x ‰ xj , |Spxq ´ Gpxq| ď c ϕpρq, x P r´1, 1s,

i

G2pxq ” 0, x P Oi,cnpYsq, i “ 1, . . . , s.

Доведення. Оскiльки ми дозволяємо N залежити вiд Ys, припускаємо, що N на-

стiльки велике, що для всiх n ě N , маємо Oi X Oi`1 “ H, 1 ď i ă s.

Означимо похiдну G1, i тодi Gpxq :“ Sp´1q `
şx

´1G
1puqdu. Для цього, для кожного

i нехай di – вiдстань вiд yi до найближчого кiнця Oi, тодi покладемо

G1pxq :“ S1pxq, x P r´1, 1sz Ys
i“1 rryi ´ di, yi ` dis.

Для

pi :“ S|Oi
, i “ 1, . . . , s,

позначимо Piptq :“ p1
ipdit ` yiq, t P r´1, 1s, i нехай

giptq :“

$

&

%

gPi
, якщо tP 1

i ptq ě 0, t P r´1, 1s,

´g´Pi
, якщо tP 1

i ptq ď 0, t P r´1, 1s,

де функцiю gP означино в лемi 3.6.6. Насамкiнець, покладемо

G1pxq :“ gi

ˆ

x ´ yi
di

˙

, x P ryi ´ di, yi ` dis, i “ 1, . . . , s.

Легко перевiрити, що G є шуканою функцiєю. Лему 3.6.7 доведено.

В наступнiй лемi 3.6.8 наведемо кiлька необхiдних нам нерiвностей з леми 3.3.1.
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Лема 3.6.8. Нехай b P N. Для кожного j P H iснує многочлен τj степеня ď cn,

c “ cpbq, такий, що

τ2
j pxqΠpxqΠpxjq ě 0, x P r´1, 1s, (3.6.26)

| px ´ xjq` ´ τjpxq| ď Cpb, sqhjΓ
b
jpxq, x P r´1, 1s, (3.6.27)

де, нагадаємо,

px ´ xjq` :“

$

&

%

x ´ xj , якщо x ě xj ,

0, iнакше,
i Γjpxq :“

hj
|x ´ xj | ` hj

.

Лема 3.6.9. Нехай заданi Ys P Ys, k P N, ϕ P Φk i G P ∆p1qpY q XC1r´1, 1s така, що

G P C2pxj , xj´1q, j “ 1, . . . , n. Якщо G є лiнiйною функцiєю li на кожному Oi, i “

1, ..., s, i

|G2pxq| ď
ϕpρq

ρ2
, x P r´1, 1sztxju

n´1
j“1 , (3.6.28)

то знайдеться многочлен Pñ P ∆p2qpYsq, степеня ñ ď cn, такий, що

|Gpxq ´ Pñpxq| ď c ϕpρq, x P r´1, 1s. (3.6.29)

Доведення. Без втрати загальностi припустимо, що n парне i, що твердження леми

справджується з n{2 замiсть n, тобто припустимо, щоG P C2px2j , x2j´2q, j “ 1, ..., n{2,

i, що G лiнiйна функцiя li на кожному Oi,n{2pYsq, i “ 1, ..., s.

Нехай L – ламана, що iнтерполює G в xj , j “ 0, ..., n. Ясно, що L P ∆p2qpYsq,

оскiльки G лiнiйна функцiя на кожному Oi,n{2pYsq. Тодi, з

Gj :“ rxj`1, xj , xj´1, Gspxj´1 ´ xj`1q “
Gpxj´1q ´ Gpxjq

xj´1 ´ xj
´
Gpxj`1q ´ Gpxjq

xj`1 ´ xj
,

ламана L може бути представлена у виглядi

Lpxq “ Gp´1q ` rxn, xn´1, Gspx ` 1q `

n´1
ÿ

j“1

Gj px ´ xjq`

“ Gp´1q ` rxn, xn´1, Gspx ` 1q `
ÿ

jPH

Gj px ´ xjq`, (3.6.30)

де в останнiй рiвностi ми скористалися припущенням, що G лiнiйна функцiя на ко-

жному Oi,n{2pYsq.
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Оскiльки G P C1rxj`1, xj´1s i G P C2
`

pxj`1, xjq Y pxj , xj´1q
˘

, то за (3.6.28), маємо

|Gj | ď
1

2
sup

xPpxj`1,xj´1qztxju

|G2pxq|pxj´1 ´ xj`1q ď c
ϕphjq

hj
. (3.6.31)

Аналогiчно, з (3.6.28) i (2.1.11) випливає, що для всiх x P rxj , xj´1s, 1 ď j ď n,

|Gpxq ´ Lpxq| “
ˇ

ˇrx, xj , xj´1, Gspx ´ xjqpx ´ xj´1q
ˇ

ˇ

ď
1

2
px ´ xjqpx ´ xj´1q|G2pθq| ď c ϕphjq ď c ϕpρq, (3.6.32)

де θ P pxj , xj´1q.

Нехай

Pñpxq :“ Gp´1q ` rxn, xn´1, Gspx ` 1q `
ÿ

jPH

Gj τjpxq, (3.6.33)

де τj многочлени з леми 3.6.8 з b “ k ` 3. Оскiльки ΠpxjqGj ě 0, j P H, то, завдяки

(3.6.26), Pñ P ∆p2qpYsq.

Тепер, за (3.6.27) i (2.1.11),

|px ´ xjq` ´ τjpxq| ď c hj

ˆ

hj
|x ´ xj | ` hj

˙k`3

ď c h2´k
j

h2k`2
j

p|x ´ xj | ` hjqk`3

ď c
h2´k
j

p|x ´ xj | ` ρq2
mintρk`1, hk`1

j u, x P r´1, 1s.

Оскiльки φ P Φk, то

φphjq ď
hkj

mintρk, hkj u
φpρq,

i ми отримуємо

|Lpxq ´ Pñpxq| ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

jPH

Gj

`

px ´ xjq` ´ τjpxq
˘

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď c
ÿ

jPH

ϕphjq
h1´k
j

p|x ´ xj | ` ρq2
mintρk`1, hk`1

j u

ď c φpρq
ÿ

jPH

hj
p|x ´ xj | ` ρq2

mintρ, hju

ď c ρ φpρq

n
ÿ

j“1

hj
p|x ´ xj | ` ρq2

ď c ρ φpρq

ż 8

ρ

dt

t2
“ c ϕpρq. (3.6.34)

На завершення, оцiнемо G ´ Pñ для x P r´1, 1s. Маємо

|Gpxq ´ Pñpxq| ď |Gpxq ´ Lpxq| ` |Lpxq ´ Pñpxq| ď c φpρq ` |Lpxq ´ Pñpxq| ď c φpρq.
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Лему 3.6.9 доведено.

Наступний наслiдок 3.6.1 лем 3.6.7 i 3.6.9, є суттєвим у доведеннi теореми 3.6.3 .

Наслiдок 3.6.1. Нехай заданi Ys P Ys, k P N i ϕ P Φk. Якщо S P Σ1
k,npYsq X ∆p2qpYsq

такий, що

|S2pxq| ď
ϕpρq

ρ2
, x P r´1, 1sztxju

n´1
j“1 ,

то iснує многочлен Pñ P ∆p2qpYsq, степеня ñ ď cn, такий, що

|Spxq ´ Pñpxq| ď c ϕpρq, x P r´1, 1s. (3.6.35)

Допомiжнi многочлени

Для Ys, s ą 0, згадаємо, що Πpxq :“
śs

i“1px ´ yiq, i покладемо

δpxq :“ sgnΠpxq, x P r´1, 1s. (3.6.36)

Нехай

πpxq :“
s
ź

i“1

|x ´ yi|

|x ´ yi| ` ρ
. (3.6.37)

Наступна лема доводиться з використанням аргументiв аналогiчних до [123, Лема

10].

Лема 3.6.10. Нехай E – промiжок, що об’єднує l ě 12s промiжкiв Ij, i нехай

множина J Ď E складається з 1 ď µ ď l{4 цих Ij. Тодi iснує многочлен Q̃npxq “

Q̃npx,E, Jq, степеня ď cn, такий, що

Q̃2
npxqδpxq ě c1

l

µ

ˆ

ρ

maxtρ, distpx,Equ

˙25ps`1q`k
πpxq

ρ2
, x P J Y pr´1, 1szEq, (3.6.38)

pз можливо c1 ď 1q

Q̃2
npxqδpxq ě ´

πpxq

ρ2
, x P EzJ, (3.6.39)

|Q̃npxq| ď c l4k`6ρk`1
ÿ

j:IjĎE

hk`1
j

p|x ´ xj | ` ρq2k`2
, x P r´1, 1s. (3.6.40)

Модифiкуємо лему 3.6.10 у лему 3.6.11.
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Лема 3.6.11. Нехай E – промiжок, що об’єднує l ě 12s промiжкiв Ij, i нехай

множина J Ď E складається з 1 ď µ ď l{4 цих Ij. Тодi iснує многочлен Qnpxq “

Qnpx,E, Jq степеня ď cn, такий, що

Q2
npxqδpxq ě c1

l

µ

ˆ

ρ

maxtρ, distpx,Equ

˙25ps`1q`2k
πpxqφpρq

ρ2
, (3.6.41)

x P J Y pr´1, 1szEq,

pз можливо c1 ď 1q

Q2
npxqδpxq ě ´

πpxqφpρq

ρ2
, x P EzJ, (3.6.42)

|Qnpxq| ď c l4k`6ρφpρq
ÿ

j:IjĎE

hj
p|x ´ xj | ` ρq2

, x P r´1, 1s. (3.6.43)

Доведення. Через j0 i j0 “ j0 ` l´ 1 позначимо найменьше i найбiльше цiле j, таке,

що Ij Ď E. Запишемо j˚ :“ j0 ` rl{2s i припустимо, що j˚ ď n{2 (якщо j˚ ą n{2, то

це зеркальний випадок).

Покладемо

Qnpxq :“ Q̃npxq8´kφphj˚q,

де Q̃n многочлен з леми 3.6.10. Доведемо (3.6.41). Якщо j ď j˚, то трiвiаяльно маємо

hj ď hj˚ . З iншого боку, якщо j0 ě j ą j˚, то

hj
hj˚

“
sin

`

j ´ 1
2

˘

π
n

sin
`

j˚ ´ 1
2

˘

π
n

ď
j ´ 1

2

j˚ ´ 1
2

ď
j0 ` l ´ 3

2

j0 ` r l2s ´ 1
2

ă 2, (3.6.44)

де у першiй нерiвностi ми скористалися фактом, що sinx
x спадає на x P r0, πs. Тому,

ρ ă 2hj˚ , @x P E,

що, оскiльки φ P Φk, в свою чергу, породжує,

φphj˚q ě 2´kφpρq, x P E. (3.6.45)

Разом (3.6.38) i (3.6.45) тягнуть (3.6.41) для x P J . Також, якщо x P r´1, 1szE i

hj˚ ě ρ, то (3.6.41) випливає з (3.6.38). Таким чином заключаємо, що hj˚ ă ρ (що

може трапитися лише коли x P r´1, xj0q) i отримуємо

φphj˚q ě φpρq
hkj˚

ρk
ě 2´kφpρq

hkj0

ρk
ě c φpρq

ρk

p|x ´ xj0 | ` ρqk
ě c φpρq

ρk

pmaxtρ, distpx,Equqk
,
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де до другої нерiвностi ми приклали (3.6.44) а до четвертої (2.1.11). Отже, знову

(3.6.38) тягне (3.6.41).

Доведемо (3.6.42). Для цього побачимо, що якщо Q2
npxqδpxq ě 0, то нерiвнiсть

(3.6.42) очевидна. Бiльш того, за означенням Q̃n (див. [123, Доведення леми 10]),

якщо j0 ď l, то Q̃2
npxqδpxq ě 0, а отже i Q2

npxqδpxq ě 0. Припустимо, що j0 ą l. Тепер,

як вище
hj˚

hj0
ď
j0 ` r l2s ´ 1

2

j0 ´ 1
2

ď
l ` r l2s ` 1

2

l ` 1
2

ă
3

2
.

Тому, з огляду на припущення, що j˚ ď n{2, маємо 2
3hj˚ ď hj0 ď hj , j0 ď j ď j0. З

(2.1.11) для x P Ij запишемо

hj˚ ă
3

2
hj ă

15

2
ρ ă 8ρ,

що, у свою чергу, тягне

φphj˚q ď 8kφpρq x P EzJ,

i (3.6.42) справджується завдяки (3.6.39).

Насамкiнець, доведемо (3.6.43). З (2.1.11), для будь-яких x P r´1, 1s i всiх j “

1, . . . , n,
ρhj

p|x ´ xj | ` ρq2
ď c. (3.6.46)

Тому, якщо hj˚ ď ρ, то (3.6.43) випливає з (3.6.40). Iнакше, hj˚ ą ρ. Тодi маємо,

ϕphj˚q

hkj˚

ď
ϕpρq

ρk
.

Також, згадаємо, що

hj˚ ď 2lhj0 ď 2lhj , @j : Ij P E, (3.6.47)

що, зокрема, забеспечує нерiвнiсть hj˚ ă 10lρ, якщо x P E. Отже, для x P E, маємо

ϕphj˚q ď clkϕpρq. Тому (3.6.43) випливає з (3.6.40) i (3.6.46).

Припустимо, що x R E, тобто x P r´1, xj0q Y pxj0´1, 1s. Тодi, за (3.6.47),

φphj˚q ď φpρq
hkj˚

ρk
ď clkφpρq

hkj0
ρk

ď clkφpρq
p|x ´ xj | ` ρqk

ρk
, @j : Ij P E,

де у третiй нерiвностi ми скористалися фактом, що hj0 ď cp|x ´ xj | ` ρq. Тому для

x P r´1, xj0q Y pxj0´1, 1s i j такого, що Ij Ď E, пишемо

φphj˚qρk`1
hk`1
j

p|x ´ xj | ` ρq2k`2
ď clkφpρqρ

hk`1
j

p|x ´ xj | ` ρqk`2
ď clkφpρq

ρhj
p|x ´ xj | ` ρq2

,



166

де до останньої нерiвностi ми приклали hj ď cp|x´xj | ` ρq. Разом з (3.6.40), це тягне

(3.6.43) i завершує доведення. Лему 3.6.11 доведено.

Далi нам знадобиться аналог [123, Лема 12] – лема 3.6.12.

Лема 3.6.12. Нехай k ě 3, φ P Φk, i S P Σ1
k,n такий, що bkpSq ď 1. Якщо промiжок

Iµ,ν мiстить принаймнi 2k ´ 5 промiжкiв Ii i точок x˚
i P

˝

I i, таких, що

|S2px˚
i q| ď

φphiq

h2i
, (3.6.48)

то для всiх 1 ď j ď n,
›

›

›

›

ρ2S2

φpρq

›

›

›

›

Ij

ď c
`

pj ´ µq4k ` pj ´ νq4k
˘

. (3.6.49)

Доведення. Зафiксуємо j iand x P
˝

Ij . З (3.6.3) випливає, що для всiх i,

}pi ´ pj}Ii ď φphjq

ˆ

hi,j
hj

˙k

.

Оскiльки pi i pj многочлени степеня ă k, отримуємо

}p2
i ´ p2

j}Ii ď c
φphjq

h2i

ˆ

hi,j
hj

˙k

.

Тому, (3.6.48) породжує

|p2
j px˚

i q| ď c
φphjq

h2i

ˆ

hi,j
hj

˙k

` c
φphiq

h2i
ď c

φphjq

h2i

ˆ

hi,j
hj

˙k

ď c
φphjq

h2j
p|i ´ j| ` 1q2k,

(3.6.50)

де у другiй нерiвностi ми скористалися фактом, що φ P Φk а до третьої приклали

[123, (4.5)].

За припущенням iснує принаймнi k ´ 2 точок x˚
im

P Iµ,ν , m “ 1, . . . , k ´ 2, кожнi

з двох яких роздiленi промiжком Ii Ď Iµ,ν . Згадуючи, що x P Ij i знову застосовуючи

[123, (4.5)], ми для кожного 1 ď l ď k ´ 2 i 1 ď m ď k ´ 2, з l ‰ m, маємо

|x ´ x˚
im

|

|x˚
il

´ x˚
im

|
ď c

hj,im
him

ď cp|j ´ im| ` 1q2 ď c
`

pj ´ µq2 ` pj ´ νq2
˘

. (3.6.51)

Тепер, користуючись представленням

p2
j pxq ”

k´2
ÿ

l“1

p2
j px˚

ilq

k´2
ź

m“1,m‰l

x ´ x˚
im

x˚
il

´ x˚
im

,
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з (3.6.50) i (3.6.51) запишемо

ρ2|S2pxq|

φpρq
“
ρ2|p2

j pxq|

φpρq
ď c

h2j |p2
j pxq|

φphjq
ď c

`

pj ´ µq4k´6 ` pj ´ νq4k´6
˘

, x P
˝

Ij ,

що завершує доведення (3.6.49). Лему 3.6.12 доведено.

Надалi s ą 0, iнакше бiльшiсть подальших тверджень не потрибуватимуть дове-

дення.

Щоб навести необхiдну нам лему 17 з [123], введемо позначення. Для j R H, нехай

I˚
j позначає зв’язний компонент O, такий, що Ij X O ‰ H, а якщо j P H, то нехай

I˚
j :“ Ij . Для кожних Ys, b ě 0 i цiлого n1 ě n, многочлени T̃j,n1pxq “ T̃j,n1px, b, Ysq

степеня ď C˚n1, C˚ “ C˚ps, bq, означено в [123, Лема 17] так, що:

n
ÿ

j“1

T̃j,n1pxq ” 1, x P r´1, 1s, (3.6.52)

T̃ 1
j,n1

pyiq “ T̃ 2
j,n1

pyiq “ 0, 1 ď i ď s, 1 ď j ď n, (3.6.53)

T̃j,n1pyiq “ 0, 1 ď i ď s, 1 ď j ď n, yi R I˚
j ,

|T̃
pqq

j,n1
pxq| ď

C

ρqn1pxq

ˆ

ρn1pxq

ρn1pxq ` distpx, Ijq

˙b

, (3.6.54)

x P I, 1 ď j ď n, 0 ď q ď s ` 2,

де C “ Cps, bq.

Нехай S P Σk,n, вiзьмемо n1, що дiлеться на n, i позначимо многочлен

Dn1pxq :“ Dn1px, S, bq :“
n
ÿ

j“1

pjpxqT̃j,n1pxq, (3.6.55)

степеня ď cn1. Зауважимо, що з огляду на (3.6.53), якщо S2pyiq “ 0, то також

D2
n1

pyiq “ 0.

Насамкiнець, запишемо

Oe :“ tu : ru ´ ρnpuq{2, u ` ρnpuq{2s Ď Ōu.

Згадаємо, що N в теоремi 3.6.3 може залежити вiд Ys. Отже припустимо, що N таке

велике, що Ō X pI1 Y Inq “ H.
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Назвемо промiжок A простим, якщо його кiнцi належать чебишевському розбит-

тю (див. [123]). Для простого A i сплайна S P Σk,n, покладемо

bkpS,Aq :“ bk,npS,Aq :“ max
i,j:Ij ,IiĎA

bi,jpSq. (3.6.56)

Наступна лема схожа на [123, Лема 18] i тому в її доведеннi ми наведемо лише

вiдмiнностi.

Лема 3.6.13. Нехай A простий промiжок, такий, що A X Oe ‰ H, i нехай b1 ě 0.

Тодi, для S P Σk,npYsq i x P A X Oe, маємо
ˇ

ˇ

ˇ
Sp3qpxq ´ D

p3q
n1 pxq

ˇ

ˇ

ˇ
(3.6.57)

ď
Cpk, s, bqφpρq

ρ3

˜

bkpS,Aq ` bkpSq
n

n1

ˆ

ρ

ρ ` distpx, r´1, 1szAq

˙b1
¸

,

де bkpS,Aq означено в p3.6.56q.

Бiльш того, якщо S P Σ1
k,n, то для x P A, x ‰ xj, 0 ď j ď n,

ˇ

ˇS2pxq ´ D2
n1

pxq
ˇ

ˇ (3.6.58)

ď
Cpk, s, bqφpρq

ρ2

˜

bkpS,Aq ` bkpSq
n

n1

ˆ

ρ

distpx, r´1, 1szAq

˙b1
¸

.

Доведення. Доведемо аналог [123, (7.26)]. Для спрощення, будемо тут писати ρ1

замiсть ρn1pxq i T̃j замiсть T̃j,n1 . Нехай x P Iν такий, що, скажiмо,

x ´ xν ď xν´1 ´ x. (3.6.59)

З (3.6.3) запишемо

}pν ´ pj}Iν ď bν,jpSqφphνq
h2kν,j

hkjh
k
ν

.

Тому, для кожного r P N,

}p
prq
ν ´ p

prq

j }Iν ď c
bν,jpSqφphνq

hrν

h2kν,j

hkjh
k
ν

. (3.6.60)

Якщо j ‰ ν, ν`1, то (2.1.11) i (3.6.59) тягнуть distpx, Ijq ě 1
2ρ, i, також як i у доведеннi
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[123, (7.26)], ми з (3.6.54) для b i для r ď q ď 3, отримуємо

}p
prq
ν ´ p

prq

j }Iν |T̃
pq´rq

j pxq|

ď c
bν,jpSqφpρq

hrν

ˆ

hν,j
hj

˙k ˆhν,j
hν

˙k
1

ρq´r
1

ˆ

ρ1
ρ1 ` distpx, Ijq

˙b

“ c
bν,jpSqφpρq

hrν

ˆ

hν,j
hj

˙k`1ˆhν,j
hν

˙k´1 hj

hνρ
q´r
1

ˆ

ρ1
ρ1 ` distpx, Ijq

˙b

ď c
bν,jpSqφpρq

hr`1
ν

ˆ

ρ ` distpx, Ijq

ρ

˙3k`1 hj

ρq´r
1

ˆ

ρ1
ρ1 ` distpx, Ijq

˙b

ď c
bν,jpSqφpρq

hr`1
ν

ˆ

ρ ` distpx, Ijq

ρ

˙3k´q`r ˆρ ` distpx, Ijq

ρ

˙q´r`1 hj

ρq´r
1

ˆ

ˆ

ρ1
ρ1 ` distpx, Ijq

˙q´r`1ˆ
ρ

ρ ` distpx, Ijq

˙b´q`r´1

ď c
bν,jpSqφpρq

hr`1
ν

hj
ρ1
ρ

1

ρq´r

ˆ

ρ

ρ ` distpx, Ijq

˙b1`1

ď c
bν,jpSqφpρq

ρq
n

n1
ρb1hj

ˆ

1

ρ ` distpx, Ijq

˙b1`1

, 0 ď r ď q, (3.6.61)

де b1 “ b´ 3k´ 2 ě 0, i де у другiй нерiвностi ми застосували (2.1.11), щоб показати,

що
hν,j
hj

ď c

ˆ

ρ ` distpx, Ijq

ρ

˙2

,

i
hν,j
hν

ď c
ρ ` distpx, Ijq

ρ
,

а потiм, у третiй нерiвностi ми скористалися тим фактом, що distpx, Ijq ě 1
2ρ, i до

останньої нерiвностi приклали ρ1
ρ ď n

n1
. Решта доведення нiчим не вiдрiзняється вiд

доведення [123, Лема 18]. Лему 3.6.13 доведено.

Наступна лема 3.6.14 доводиться аналогiчно лемi 3.6.13.

Лема 3.6.14. Якщо S P Σk,n, то

|Spxq ´ Dn1pxq| ď C bkpSqφpρq. (3.6.62)

Так само, наслiдуючи дослiвно доведення [123, Лема 20], з замiною [123, (7.23) i

(7.24)] на, вiдповiдно, (3.6.57) i (3.6.58), отримуємо наступну лему 3.6.15.
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Лема 3.6.15. Якщо A простий промiжок i S P Σ1
k,npYsq такий, що S2pyiq “ 0,

1 ď i ď s, то

ˇ

ˇS2pxq ´ D2
n1

pxq
ˇ

ˇ ď
C0 φpρqπpxq

ρ2

˜

bkpS,Aq ` bkpSq
n

n1

ˆ

ρ

distpx, IzAq

˙b1
¸

, (3.6.63)

де C0 “ C0pk, s, bq i πpxq означенi в (3.6.37).

Доведення теореми 3.6.3

Згадаємо, що ми припустили, що k ě 3, i, що за лемою 3.6.4, можемо припустити,

що S P C1r´1, 1s. Для A Ď I позначимо

Ae :“ YIjXA‰HIj , i A2e :“ pAeqe.

Щоб довести твердженя теореми, означимо многочлен Pn, степеня ď cn, такий, що

|Spxq ´ Pnpxq| ď c φpρq, (3.6.64)

P 2
npxqδpxq ě 0, x P r´1, 1s, (3.6.65)

де δpxq означена в (3.6.36). Зафiксуємо b як b1 :“ 25ps ` 1q ` 2k. Це робить сталу

C0pk, s, bq в (3.6.63), залежною тiльки вiд k i s, отже, c2 :“ C0. Зафiксуємо цiле c3
таке, що

c3 ě maxt8k{c1, 12su, (3.6.66)

де c1 – стала з (3.6.41), i без втрати загальностi припустимо, що n дiлиться на c3,

тобто n “ N c3 з якимось N .

Роздiлемо I на N промiжкiв

Eq :“ rxqc3 , xpq´1qc3s “ Iqc3 Y ¨ ¨ ¨ Y Ipq´1qc3`1, q “ 1, . . . , N,

i припустимо, без втрати загальностi, що N настiльки велике, що iснує принаймнi

три промiжка Eq що знаходяться мiж точками yi i yi`1, 0 ď i ď s.

Будемо писати j P UC (як "Under Control"), якщо знайдеться x P Ij , така, що

|S2pxq| ď
5c2φpρq

ρ2
, (3.6.67)

i будемо казати, що q P G1, якщо Eq складається принаймнi з 2k ´ 5 промiжкiв Ij
з j P UC. Будемо казати, що q P G, якщо або q P G1, або Eq перетинає O i Eq´1

перетинає O i q ´ 1 з G1, або Eq перетинає O i Eq`1 перетинає O i q ` 1 з G1.
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Зауважимо, що (3.6.67) i лема 3.6.12 тягнуть

|S2pxq| ď
cφpρq

ρ2
, x P Eq, q P G. (3.6.68)

Покладемо

E :“ YqRGEq,

i роздiлемо S на "малу" i "велику" функцiї наступним чином

s1pxq :“

#

S2pxq, якщо x R E,

0, iнакше,

s2 :“ S2 ´ s1,

i покладемо

S1pxq :“ Sp´1q ` px ` 1qS1p´1q `

ż x

´1
px ´ uqs1puqdu,

S2pxq :“

ż x

´1
px ´ uqs2puqdu.

(Зауважимо, що s1 i s2 означено коректно для x ‰ xj , 1 ď j ď n ´ 1, i, отже, S1 i S2
теж означено коректно i вони мають другу похiдну скрiзь де, знову ж таки, x ‰ xj ,

1 ď j ď n ´ 1. Тобто, надалi запис S2
l pxq має на увазi, що x ‰ xj , 1 ď j ď n ´ 1.)

Вочевидь,

S1, S2 P Σ1
k,npYsq,

i

S2
1pxqδpxq ě 0 i S2

2pxqδpxq ě 0, x P r´1, 1s.

Тепер, (3.6.68) тягне

|S2
1pxq| ď

cφpρq

ρ2
, x P r´1, 1s,

що, в свою чергу, за лемою 3.6.2, породжує нерiвнiсть

bkpS1q ď c.

Разом з (3.6.6), отримуємо

bkpS2q ď c ` 1 ď rc ` 1s “: c4. (3.6.69)

Представимо множину E об’єдненням неперетинаючих один одного промiжкiв Fp “

rap, bps, мiж будь-якими двома з яких є промiжки Eq лише з q P G. Можимо припу-

стити, що n ą c3c4, i будемо писати p P AG (як "Almost Good"), якщо Fp складається
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з не бiльше нiж c4 промiжкiв Eq, а отже, – з не бiльше нiж c3c4 промiжкiв Ij . Тодi,

за лемою 3.6.12,

|S2
2pxq| ď

c φpρq

ρ2
, x P Fp, p P AG. (3.6.70)

Покладемо

F :“ YpRAGFp,

i знову розкладемо S, поклавши

s4 :“

#

S2pxq, якщоif x P F,

0, iнакше,

s3 :“ S2 ´ s4,

i

S3pxq :“ Sp´1q ` px ` 1qS1p´1q `

ż x

´1
px ´ uqs3puqdu,

S4pxq :“

ż x

´1
px ´ uqs4puqdu.

Тодi, вочевидь,

S3, S4 P Σ1
k,npYsq, (3.6.71)

i

S2
3pxqδpxq ě 0 i S2

4pxqδpxq ě 0, x P r´1, 1s. (3.6.72)

Наблизимо S3 i S4 коопуклими з S многочленами з необхiдною поточковою швидкi-

стю.

Для x P YpPAGFp, (3.6.70) тягне

|S2
3pxq| “ |S2

2pxq| ď
c φpρq

ρ2
.

Iнакше,

|S2
3pxq| “ |S2

1pxq| ď
c φpρq

ρ2
.

Тому

|S2
3pxq| ď

c φpρq

ρ2
, x P r´1, 1s, (3.6.73)

що, за лемою 3.6.2, тягне bkpS3q ď c. Знову з (3.6.6) отримуємо

bkpS4q ď c ` 1 ď rc ` 1s “: c5. (3.6.74)
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З огляду на (3.6.71) i (3.6.72), з наслiдку 3.6.1, поєдненим з (3.6.73), випливає, що

iснує многочлен rn, степеня ď cn, коопуклий з S i такий, що

|S3pxq ´ rnpxq| ď c φpρq. (3.6.75)

Отже, лишилось наблизити S4. Для цього, вбачаємо, що для p R AG,

s4pxq “ S2
2pxq, x P F 2e

p ,

тому за (3.6.69),

bkpS4, F
2e
p q “ bkpS2, F

2e
p q ď bkpS2q ď c4. (3.6.76)

(Зауважимо, що для p P AG, S4 – лiнiйна функцiя на F 2e
p i bkpS4, F

2e
p q “ 0.)

Користуючись лемою 3.6.11, означимо два многочлена Qn iMn, степеня ă cn, i

застосуємо Dn1p¨, S4q степеня cn1, означений в (3.6.55), з n1 :“ c5n.

Почнемо з Qn. Для кожного q, для якого Eq Ď F , нехай Jq буде об’єдненям всiх

промiжкiв Ij Ď Eq з j P UC. Згадаємо, що q R G, тому згiдно (??), кiлькiсть µq таких

промiжкiв не перевищує 2k ´ 6 ă c3{4, а загальна кiлькiсть промiжкiв в Eq складає

c3. Таким чином, лему 3.6.11 можно застосувати до кожного Eq, i якщо покласти

Qn :“
ÿ

EqĎF

Qnp¨, Eq, Jqq,

де у правiй частинi многочлени з леми 3.6.11 (вважаємо Qnp¨, Eq, Jqq ” 0, якщо Jq “

H), i позначити

J :“
ď

EqĎF

Jq,

то заключаємо, що Qn задовольняє

Q
2

npxqδpxq ě 0, x P r´1, 1szF,

Q
2

npxqδpxq ě ´
πpxqφpρq

ρ2
, x P F zJ, (3.6.77)

Q
2

npxqδpxq ě
4πpxqφpρq

ρ2
, x P J.

Зауважимо, що (3.6.77) справджується оскiльки для будь-якого x всi вiдповiднiQ2
npx,Eq, Jqq,

за винятком можливо одного, мають однаковий знак i, якщо Jq ‰ H, то c1
c3
µq

ě 4,

оскiльки µq ď 2k ´ 6 i c1c3 ě 8k. Насамкiнець, з (??) випливає, що

|Qnpxq| ď c φpρq, x P r´1, 1s. (3.6.78)
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Далi означимо многочлен Mn. Для кожного Fp з p R AG, нехай Jp´ позначає об’єд-

нення двох промiжкiв на лiвому кiнцi F e
p , i нехай Jp` – об’єднення двох промiжкiв

на правому кiнцi F e
p . Також, нехай Fp´ iand Fp` – замкненi промiжки, кожен з яких

складається з l :“ c3c4 промiжкiв Ij i такi, що Jp´ Ă Fp´ Ă F e
p i Jp` Ă Fp` Ă F e

p .

Насамкiнець, покладемо

J˚
p :“ Jp´ Y Jp` and J˚ :“ YpRAGJ

˚
p ,

i означимо

Mn :“
ÿ

pRAG

`

Qnp¨, Fp` , Jp`q ` Qnp¨, Fp´ , Jp´q
˘

.

Оскiльки l “ c3c4, то з (3.6.66) випливає, що c1 l
µ ě 2c4, для µ “ 2. Знову за лемою

3.6.11,

M2
npxqδpxq ě ´2

πpxqϕpρq

ρ2
, x P F zJ˚,

M2
npxqδpxq ě

2c4πpxqϕpρq

ρ2
, x P J˚, (3.6.79)

M2
npxqδpxq ě

πpxqϕpρq

ρ2

ˆ

ρ

dist px, F q

˙25ps`1q`2k

, x P r´1, 1szF e,

де в останнiй нерiвностi ми скористалися фактом, що друга нерiвнiсть в (2.1.11)

породжує оцiнку

maxtρ, dist px, F equ ď dist px, F q, x P r´1, 1szF e.

Отже, з (3.6.43) випливає, що

|Mnpxq| ď c φpρq. (3.6.80)

Трєтiй допомiжний многочлен, властивостi якого на потрiбнi, це Dn1 :“ Dn1pS4, ¨q.

За (3.6.74) i вибором b, лема 3.6.14 тягне оцiнку

|S4pxq ´ Dn1pxq| ď c φpρq, x P r´1, 1s, (3.6.81)

а лема 3.6.15, поєднена з (3.6.71) i (3.6.72), для будь-якого простого промiжка A, –

оцiнку

|S2
4pxq ´ D2

n1
pxq| ď c2

πpxqφpρq

ρ2
bkpS4, Aq (3.6.82)

` c2c5
πpxqφpρq

ρ2
n

n1

ˆ

ρ

distpx, r´1, 1szAq

˙b1

, x P A.
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Згадаємо, що n1 “ c5n, i запишемо

Rn :“ Dn1 ` c2Qn ` c2Mn. (3.6.83)

З (3.6.78), (3.6.80) i (3.6.81) отримуємо

|S4pxq ´ Rnpxq| ď c φpρq, x P r´1, 1s,

що, у поєдненi з (3.6.75), доводить (3.6.64) для Pn :“ Rn ` rn. Отже, щоб закiнчити

доведення теореми 3.6.3, доведемо, що Pn задовольняє (3.6.65).

Згадаємо, що rn коопуклий з S, тобто нам треба перевiрити це лише для Rn.

Оскiльки (3.6.82) справджується для будь-якого простого промiжка A, будемо брати

рiзнi A, за необхiднiстю. Коли x P FpzJ˚
p , достатньо взяти A :“ Fp. Тодi величина

у великих дужках (3.6.82) обмежена одиницею, i оскiльки S4pxq “ Spxq, x P F , то

bkpS4, Fpq “ bkpS, Fpq ď 1. Тому,

|S2
4pxq ´ D2

n1
pxq| ď

c2πpxqφpρq

ρ2
bkpS4, Fpq `

c2c5πpxqφpρq

ρ2
n

n1

ď 2
c2πpxqφpρq

ρ2
, x P FpzJ˚

p . (3.6.84)

Якщо x P J˚
p , то достатньо взяти A :“ F 2e

p i, аналогiчно, (3.6.76) i (3.6.82), тягнуть

оцiнку

|S2
4pxq ´ D2

n1
pxq| ď

c2πpxqφpρq

ρ2
bkpS4, F

2e
p q `

c2c5πpxqφpρq

ρ2
n

n1

ď 2
c2c4πpxqφpρq

ρ2
, x P J˚

p . (3.6.85)

Насамкiнець, якщо x P r´1, 1szF e, то вiзьмемо A зв’язним компонентом r´1, 1sz
˝

F ,

що мiстить x. Тодi, за (3.6.82),

|S2
4pxq ´ D2

n1
pxq| ď

c2πpxqφpρq

ρ2
bkpS4, Aq `

c2c5πpxqφpρq

ρ2
n

n1

ˆ

ρ

distpx, r´1, 1szAq

˙b1

“
c2πpxqφpρq

ρ2

ˆ

ρ

distpx, F q

˙b1

, x P r´1, 1szF e, (3.6.86)

де ми застосували той факт, що S4 лiнiйна на A.

Оскiльки за (3.6.83),

R2
npxqδpxq ě c2Q

2

npxqδpxq ` c2M
2
npxqδpxq ` S2

4pxqδpxq ´ |S2
4pxq ´ D2

n1
pxq|,

x P r´1, 1s,
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то з (3.6.72) (3.6.77), (3.6.79) i (3.6.84) випливає, що

R2
npxqδpxq ě

c2c4πpxqφpρq

ρ2
p4 ´ 2 ` 0 ´ 2q “ 0, x P JpzJ˚

p .

Якщо x P FpzpJp X J˚
p q, то (3.6.67) не виконується i

S2
4pxqδpxq ą

5c2φpρq

ρ2
ě

5c2
ρ2
πpxqφpρq.

Тому з (3.6.77), (3.6.79) i (3.6.84) отримуємо

R2
npxqδpxq ě

c2πpxqφpρq

ρ2
p´1 ´ 2 ` 5 ´ 2q “ 0, x P FpzpJp X J˚

p q.

Далi, якщо x P J˚, то з (3.6.72), (3.6.77), (3.6.79) i (3.6.85) запишемо

R2
npxqδpxq ě 0, (3.6.87)

i, насамкiнець, (3.6.72), (3.6.77), (3.6.79) i (3.6.86) породжують (3.6.87) для x P r´1, 1szF e.

Таким чином, (3.6.87) справджується для всiх x P r´1, 1s, тобто ми означили Pn,

що задовольняє (3.6.64) i (3.6.65), для кожного n ą c, що дiлеться на c3. Для всiх

iнших n теорема 3.6.3 випливає з включення

Σ1
k,npYsq Ď Σ1

k,c3npYsq.

Теорему 3.6.3 доведено.

3.7 Порiвняння рiвномiрних i поточкових оцiнок ко-
опуклого наближення многочленами

Матерiал цього пiдроздiлу мiстяться в [84].

Як вiдомо, iснує два типу оцiнок похибки наближення неперервних на r´1, 1s фун-

кцiй алгебраїчними многочленами: поточковi оцiнки типу Нiкольського i рiвномiрнi

оцiнки типу Джексона, якi включають в себе або звичайнi модулi гладкостi, або

модулi гладкостi Дiтцiана-Тотiка, або нещодавнi ваговi модулi гладкостi Дiтцiана-

Тотiка. Тобто, якщо, скажiмо, ωkpf, 1{nq – звичайний модуль гладкостi (порядку k),

то рiвномiрнi оцiнки мають вигляд

Enpfq :“ inf
pnPPn

}f ´ pn}Cr´1,1s ď cpk, rqn´rωkpf prq, 1{nq, n ě k ` r, (3.7.1)
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де f P Crr´1, 1s “: Cr (C :“ C0r´1, 1s), Enpfq – величина найкращого наближення

f многочленами степеня ă n, що складають множину Pn, i cpk, rq – стала, що може

залежити тiльки вiд k i r але не вiд f i n, а поточковi –

|fpxq ´ Pnpxq| ď cpk, rqρrnpxqωkpf prq, ρnpxqq, x P r´1, 1s, (3.7.2)

де ρnpxq “ 1{n2 `
?
1 ´ x2{n, (детальныше див. (2.1.1)) i тут i надалi сталi c можуть

залежити тiльки вiд параметрiв в дужках. Оскiльки ρnpxq ď 2
n , то (3.7.2) тягнуть

(3.7.1).

Починаючи з раннiх робiт Лоренца, Целлера, ДеВора i Ньюмана 1960-х рокiв з

формозберiгаючого наближення, бiльше сотнi робiт рiзних авторiв було присв’ячено

питанню збереження аналогiв цiх оцiнок для комонотонного i коопуклого наближень.

А саме, для яких трiйок pk, r, sq, де k i r такi як вище, а s кiлькiсть змiн монотонностi,

або опуклостi функцiї f , зберiгається аналоги (3.7.1), а для яких нi, коли наближаю-

чи многочлени є комонотоннi, або, вiдповiдно, коопуклi до f (див., наприклад, [121]

i [125], вiдповiдно, а також [112]); аналоги оцiнок (3.7.1) з ваговими модулями глад-

костi Дiтцiана-Тотiка можна знайти, наприклад, в [121, 110, 111]); а в [121] наведено

таблицi збереження/незбереження аналогiв (3.7.2) для комонотонного наближення

(самi комонотоннi оцiнки доведено в [79]).

В цьому пiдроздiлi наведемо таблицi збереження/незбереження аналогiв (3.7.1) i

(3.7.2) для коопуклоого наближення (доведенних i у попереднiх пiдроздiлах, у тому

числi), що дасть нам можливiсть їх порiвняти.

Надалi припускаємо, що f R Pk`r, i для такої f , ми знаходимо зручним переписати

(3.7.2) у формi

En,k,rpfq :“ inf
PnPPn

›

›

›

›

f ´ Pn

ρrnωkpf prq, ρnq

›

›

›

›

ď cpk, rq, n ě k ` r.

Зауважимо, що з (3.7.2) негайно випливає, що якщо f P W r – множинi всiх f P C,

що мають на p´1, 1q абсолютно неперервну pr ´ 1q-шу похiдну i f prq P L8, то iснує

послiдовнiсть tPnu8
n“r многочленiв Pn P Pn, таких, що

|fpxq ´ Pnpxq| ď cprqρrnpxq}f prq}, x P r´1, 1s.

Для f P ∆p2qpYsq нехай

E
p2q
n pf, Ysq :“ inf

PnPPnX∆p2qpYsq
}f ´ Pn},
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– величина найкращого коопуклого наближення многочленами i для f P CrX∆p2qpYsq

(f P W r X ∆p2qpYsq, якщо k “ 0), позначимо

E
p2q

n,k,rpf, Ysq :“ inf
PnPPnX∆p2qpYsq

›

›

›

›

f ´ Pn

ρrnωkpf prq, ρnq

›

›

›

›

,

так, що завжди

E
p2q
n pf, Ysq ď 2k`rn´rωkpf prq, 1{nqE

p2q

n,k,rpf, Ysq.

Далi, з цими позначеннями, побачимо для яких трiйок pk, r, sq, нерiвнiсть

E
p2q

n,k,rpf, Ysq ď c, n ě N, (3.7.3)

з f P Cr X ∆p2qpYsq (f P W r X ∆p2qpYsq, якщо k “ 0), i f R Pk`r, вiрна, а для яких нi.

З N0 :“ N Y t0u, нехай pk, r, sq P N0 ˆ N0 ˆ N0 i k ` r ‰ 0.

Будемо казати, що

aq оцiнка (3.7.3) невiрна з обома c i N, незалежними вiд Ys, якщо для будь-якого

A ą 0 iснує додатнє цiле N , таке, що при всiх n ě N, знайдуться набiр Ys P Ys i

функцiя f P Cr X ∆p2qpYsq (f P W r X ∆p2qpYsq, якщо k “ 0) такi, що

E
p2q

n,k,rpf, Ysq ě A; (3.7.4)

bq (3.7.3) невiрна з c “ cpk, r, sq i N, незалежними вiд f , якщо для будь-якого A ą 0

iснують додатнє цiле N i набiр Ys P Ys, такi, що при всiх n ě N , знайдеться функцiя

f P Cr X ∆p2qpYsq (f P W r X ∆p2qpYsq, якщо k “ 0), що задовольняє (3.7.4);

cq (3.7.3) невiрна для будь-якого Ys з обома c i N, незалежними вiд f , якщо для

будь-яких A ą 0 i Ys P Ys, iснує додатнє цiле N , таке, що при всiх n ě N , знайдеться

функцiя f P Cr X ∆p2qpYsq (f P W r X ∆p2qpYsq, якщо k “ 0) що задовольняє (3.7.4);

dq (3.7.3) не справджується навiть, якщо дозволити обом сталим c i N залежити

вiд всiх параметрiв k, r, Ys i f , якщо для будь-якого Ys P Ys знайдеться функцiя

f P Cr X ∆p2qpYsq, така, що

lim sup
nÑ8

E
p2q

n,k,rpf, Ysq “ 8.

Отже, ми будемо розрiзняти п’ять випадкiв для трiйцi pk, r, sq. А саме,

Означення 3.7.1. Нехай pk, r, sq P N0 ˆ N0 ˆ N0 i k ` r ‰ 0. Будемо писати

1. pk, r, sq P “ ` ” (“сильний позитивний випадок”), якщо (3.7.3) справджується

з c “ cpk, r, sq i N “ k ` r;
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2. pk, r, sq P “ ‘ ” (“слабкий позитивний випадок”), якщо (3.7.3) справджується

з c “ cpk, r, Ysq i N “ k ` r, а також з c “ cpk, r, sq i N “ Npk, r, Ysq, але (3.7.3) не

справджується з обома c i N, незалежними вiд Ys;

3. pk, r, sq P “ m ” (“ще позитивний випадок”), якщо (3.7.3) справджується з

c “ cpk, r, Ysq i N “ k ` r, а також з c “ cpk, r, sq i N “ Npk, r, Ys, fq, але (3.7.3) не

справджується з c “ cpk, r, sq i N, незалежним вiд f ;

4. pk, r, sq P “ a ” (“слабкий негативний випадок”), якщо (3.7.3) справджується

з c “ cpk, r, sq i N “ Npk, r, Ys, fq, але (3.7.3) невiрно для жодного Ys, з обома c i N,

незалежними вiд f ;

5. pk, r, sq P “ ´ ” (“сильний негативний випадок”): (3.7.3) не справджується

навiть, якщо дозволити обом сталим c i N залежити вiд всiх параметрiв k, r, Ys
i f .

Зберемо результати в наступнiй теоремi.

Теорема 3.7.1.

1. pk, r, sq P “ ` ”, якщо s “ 0 i або k ď 3 i r ď 3 ´ k, або k ě 0 i r ě 2; або s “ 1 i

k ď 2 i r ď 2 ´ k;

2. pk, r, sq P “ ‘ ”, якщо s ě 2 i k ď 2 i r ď 2 ´ k;

3. pk, r, sq P “ m ”, якщо s ě 2 i або k “ 3 i r “ 0, або k “ 2 i r “ 1, або 1 ď k ď 3 i

r “ 2, або k ě 0 i r ě 3;

4. pk, r, sq P “ a ”, якщо s “ 1 i або k “ 3 i r “ 0, або k “ 2 i r “ 1, або 1 ď k ď 3 i

r “ 2, або k ě 0 i r ě 3.

5. pk, r, sq P “ ´ ”, iнакше.

Здається, бiльш зручно буде побачити теорему 3.7.1 у виглядi наступних таблиць

для пар pk, rq, для "поточкових оцiнок, s “ 0" , "поточкових оцiнок, s “ 1" i "пото-

чкових оцiнок, s ě 2". А також порiвняти її з таблицями для рiвномiрного коопукло-

го наближення з [125, стор. 110 i 114], а саме, де справджується/не справджується

оцiнка

E
p2q
n pf, Ysq ď cn´rωkpf prq, 1{nq, n ě N. (3.7.5)
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r
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...
...

...
...

... . .. r
...

...
...

...
...

...
... . ..

3 ` ` ` ` ` ` ¨ ¨ ¨ 3 ` ` ` ` ` ` ` ¨ ¨ ¨

2 ` ` ` ` ` ` ¨ ¨ ¨ 2 ` ` ` ` ` ` ` ¨ ¨ ¨

1 ` ` ` ´ ´ ´ ¨ ¨ ¨ 1 ` ` ` a ´ ´ ´ ¨ ¨ ¨

0 ` ` ` ´ ´ ¨ ¨ ¨ 0 ` ` ` a ´ ´ ¨ ¨ ¨

0 1 2 3 4 5 k 0 1 2 3 4 5 6 k

Поточковi, s “ 0 Рiвномiрнi, s “ 0

r
...

...
...

...
...

... . .. r
...

...
...

...
...

... . ..

4 a a a a a a ¨ ¨ ¨ 4 ` ` ` ` ` ` ¨ ¨ ¨

3 a a a a a a ¨ ¨ ¨ 3 ` ` ` ` ` ` ¨ ¨ ¨

2 ` a a a ´ ´ ¨ ¨ ¨ 2 ` ` ` ‘ ´ ´ ¨ ¨ ¨

1 ` ` a ´ ´ ´ ¨ ¨ ¨ 1 ` ` ‘ ´ ´ ´ ¨ ¨ ¨

0 ` ` a ´ ´ ¨ ¨ ¨ 0 ` ` ‘ ´ ´ ¨ ¨ ¨

0 1 2 3 4 5 k 0 1 2 3 4 5 k

Поточковi, s “ 1 Рiвномiрнi, s “ 1

r
...

...
...

...
...

... . .. r
...

...
...

...
...

... . ..

4 m m m m m m ¨ ¨ ¨ 4 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ¨ ¨ ¨

3 m m m m m m ¨ ¨ ¨ 3 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ¨ ¨ ¨

2 ‘ m m m ´ ´ ¨ ¨ ¨ 2 ‘ ‘ ‘ ‘ ´ ´ ¨ ¨ ¨

1 ‘ ‘ m ´ ´ ´ ¨ ¨ ¨ 1 ‘ ‘ ‘ ´ ´ ´ ¨ ¨ ¨

0 ‘ ‘ m ´ ´ ¨ ¨ ¨ 0 ‘ ‘ ‘ ´ ´ ¨ ¨ ¨

0 1 2 3 4 5 k 0 1 2 3 4 5 k

Поточковi, s ě 2 Рiвномiрнi, s ě 2

Зауважимо, що "Рiвномiрнi" таблицi не мiстять “ще позитивний випадок” ”m ”, а

також – що в роздiлi 3 отримано всi поточковi випадки, крiм s “ 0 i pk, r, sq P “ ´ ”.

Автори. Теорема 3.7.1.1 (тобто випадок “ ` ”) була доведена для s “ 0, спочатку

Левiатаном [114] для k ď 2 i r ď 2´k, а пiзнiше Копотуном [103] для k ď 3 i r ď 3´k,

i Манiя i Шевчуком (див. [56, стор. 148], або [86, Теорема 7.6.5]) для k “ 0 i r ě 2.

Для s “ 1, k ď 2 i r ď 2 ´ k, вона доведена в теоремi 3.1.1.

Позитивний результат теореми 3.7.1.2 (тобто випадки “ ‘ ”) доведено в теоремi

3.1.1, а негативний – в Левiатан, Шевчук [123].
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Перший варiант позитивного результату теореми 3.7.1.3 (тобто випадки “ m ”)

доведено в теоремах 3.2.1 i 3.3.1, другий, для r ě 2, є наслiдком зауваження 3.4.2, а

для r ă 2, тобто для s ą 1 i або k “ 3 i r “ 0, або k “ 2 i r “ 1, його доведено в

теоремi 3.5.2 (вона же 3.6.2). Негативний результат доведено в теоремi 6.4.1.

Позитивний результат теореми 3.7.1.4 (тобто випадки “ a ”) для r ě 2 доведено

в теоремi 3.2.1, а для r ă 2, тобто для s “ 1 i або k “ 3 i r “ 0, або k “ 2 i r “ 1 – в

теоремi 3.4.3 (вона же 3.6.1). Негативний результат доведено в теоремi 6.4.1.

Насамкiнець, теорему 3.7.1.5 (тобто випадок “ ´ ”) доведено Ву i Цу [169, 176],

для s “ 0 i або k ě 5 i r “ 0, або k ě 4 i r “ 1; i для s ě 1 i або k ě 4 i r “ 0, або

k ě 3 i r “ 1. Гiлєвiч i Ющенко [91] довели її для s ě 1 i k ě 4 i r “ 2, i Ющенко

[173] для s “ 0 i або k “ 4 i r “ 0, або k “ 3 i r “ 1.

3.8 Майже коопукле поточкове наближення неперерв-
них на вiдрiзку функцiй

Результати цього пiдроздiлу мiстяться в [77,76].

Позначимо

Onpc, Y q :“

ˆ

´1,´1 `
c2

n2

˙

ď

ˆ

1 ´
c2

n2
, 1

˙

ď

«

s
ď

i“1

`

yi ´ cρnpyiq, yi ` cρnpyiq
˘

ff

.

i нагадаємо ρ :“ ρnpxq :“ 1{n2 `
?
1 ´ x2{n, n P N, Y :“ Ys :“ tyi : ´1 ă ys ă

¨ ¨ ¨ ă y1 ă 1, s P Nu, Πpxq :“ Πpx, Y q “
śs

i“1px ´ yiq, Πpx,Hq :” 1, i, якщо f двiчi

диференцiйорвна на I :“ r´1, 1s, то f P ∆p2qpY q – множинi коопуклих (вiдносно Y )

функцiй тодi i тiльки тодi, коли f2pxqΠpxq ě 0, x P I.

В цьому пiдроздiлi ми доводимо наступнi двi теореми 3.8.1 i 3.8.2, i пропозицiю

3.8.1, що складає окремий iнтерес.

Теорема 3.8.1. Якщо s P N Y t0u i f P ∆p2qpY q, то для кожного n ě 3, iснує

многочлен Pn, степеня ď n, такий, що

P 2
npxqΠpxq ě 0, x P p´1, 1qzOnpc, Y q, (3.8.1)

|fpxq ´ Pnpxq| ď Cpsqω4 pf, ρnpxqq , x P I, (3.8.2)

де c – абсолютна стала i Cpsq – стала, що залежить тiльки вiд s.
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Теорема 3.8.2. Якщо s P N Y t0u i f P ∆p2qpY q, то iснує кубiчний сплайн (кусково-

полiномiальна функцiя) Sn P Cr´1, 1s з n ´ 1 чебишевськими вузлами, такий, що

Snpxq P ∆p2qpY q, x P p´1, 1qzOnpc, Y q, (3.8.3)

|fpxq ´ Snpxq| ď C ω4 pf, ρnpxqq , x P I, (3.8.4)

де c i C – абсолютнi сталi.

Тобто, це так зване майже опукле (коли s “ 0) i майже коопукле (s ą 0)

наближення многочленами (теорема 3.8.1) i сплайнами (теорема 3.8.2).

Iсторiю "чисто" (ко)опуклого наближення наведено в попереднiх пiдроздiлах, а

тут лише нагадаємо, що оцiнка

|fpxq ´ Pnpxq| ď CpY qω3pf, ρnpxqq, x P I, n ě 2, s ą 1,

яка доведена в теоремi 3.2.1, є хибною з ωk, k ą 3, навiть з 1{n замiсть ρn (див. Ву,

Цу [169, 176]), є хибною з s “ 1 (див. теорему 6.3.1) i є хибною з Cpsq i n ě NpY q

замiсть CpY q i n ě 2 (див. теорему 6.4.1). Тимнеменьш, Левiатан i Шевчук [124]

довели рiвномiрнi аналоги теорем 3.8.1 i 3.8.2 (з 1{n замiсть ρn в (3.8.2) i (3.8.4)).

Також, цi двi теореми тiльки з ω3 замiсть ω4 доведено в [76].

Зауваження 3.8.1. Грубо кажучи, неможливо "зменшити" сталу c в (3.8.1) i

(3.8.3) за рахунок збiльшення Cpsq i C в (3.8.2) i (3.8.4), вiдповiдно. Бiльш точно,

неможливо замiнити c в теоремi 3.8.1, скажiмо, на 1, якщо n "вилике" , навiть

з 1{n замiсть ρn в (3.8.2), див. Левiатан, Шевчук [124]. Хоча, якщо n маленьке,

зокрема, для n “ 3, то це можна зробити: Нехай для простоти s “ 0. Покладемо

P3 “ S3, де S3 з теореми 3.8.2 є многочленом Лагранжа, що iнтерполює f в ´1,´1`

1{n2,´1`2{n2, 1 або в ´1, 1´2{n2, 1´1{n2, 1. Легко перевiрити, що один з них буде

шуканим в теоремi 3.8.1 многочленом з c “ 1.

Зауваження 3.8.2. Насправдi, сплайн Sn в теоремi 3.8.2 здiйснює i вiдповiдне ло-

кальне наближення, i його неважко (спираючись на його просте означення) згла-

дити до його першої неперервної похiдної (звiсно, з сувом i додаванням вузлiв), або,

навiть, надати йому якусь iнтерполяцiйну властивiсть, однак, ми не придiляємо

цьому увагу, оскiльки вiн нам потрiбен лише як промiжний для доведення теореми

3.8.1.
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Доведення теореми 3.8.2

Спочатку означимо iнтерполяцiйний в своїх вузлах сплайн з гарними наближа-

ючими властивостями, але без обмежень на форму. Його представлення в наступнiй

пропозицiї 3.8.1 складає окремий iнтерес (оскiльки, зокрема, легко модифiкується i

чисельно реалiзується, за потребою) а тодi, виправимо цей сплайн для (3.8.3).

Нехай An “ taju
n
j“0 набiр з n ` 1 фiксованих точок aj : ´1 “ an ă an´1 ă ... ă

a1 ă a0 “ 1, n P N. Для кожного j “ q, ..., n, q P N, q ď n, нехай Lqpx, aj , gq :“

Lpx, aj , ..., aj´q, gq – многочлен Лагранжа, степеня ď q, що iнтерполює g P C в

aj , ..., aj´q, i нехай rLqpx, raj , aj´qs, gq – многочлен Лагранжа, степеня ď q, що iнтер-

полює g в рiвновiддалених точках aj `µpaj´q ´ ajq{q, µ “ 0, . . . , q. Згадаємо, що для

x P raj , aj´qs, j “ q, . . . , n, за нерiвнiстю Уiтнi [167]

|gpxq ´ rLqpx, raj , aj´qs, gq| ď 3ωq`1 pg, paj´q ´ ajq{pq ` 1q, raj , aj´qsq ,

i тому

|gpxq ´ Lqpx, aj , gq| “ |gpxq ´ rLqpx, raj , aj´qs, gq ´ Lqpx, aj , g ´ rLqq|

ď }g ´ rLq}raj ,aj´qs

¨

˝1 `

j´1
ÿ

ν“j´q`1

j
ź

k“j´q,k‰ν

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x ´ ak
aν ´ ak

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˛

‚

ď 3ωq`1 pg, paj´q ´ ajq{pq ` 1q, raj , aj´qsq

¨

˝1 `

j´1
ÿ

ν“j´q`1

j
ź

k“j´q,k‰ν

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x ´ ak
aν ´ ak

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˛

‚ (3.8.5)

(якщо q “ 1, то
řj´1

ν“j :“ 0).

Через Sqpx,Anq :“ Sqpx,An, gq позначимо неперервний на r´1, 1s сплайн, степеня

ď q, дефекту q, що iнтерполює g в кожнiй точцi набору An, а саме,

Sqpx,Anq :“

$

&

%

Lpx, aq, ..., a0, gq, x P raq, 1s,

Lpx, aj , ..., aj´q, gq, x P raj , aj´1q, j “ q ` 1, . . . , n.
(3.8.6)

Для кожного j “ q, . . . , n, позначимо

Ψqpx, ajq :“

$

’

’

’

&

’

’

’

%

0, якщо x ď aj ,

j
ź

k“j´q`1

px ´ akq, якщо x ą aj ,
Ψqpx, aq´1q :” 0.
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Пропозицiя 3.8.1. Сплайн Sq P C має представлення

Sqpx,Anq “ Lqpx, an, gq `

n´1
ÿ

j“q

raj`1, aj , ..., aj´q, gspaj´q ´ aj`1qΨqpx, ajq, (3.8.7)

або, що те саме,

Sqpx,Anq “ Lq´1px, an, gq `

n
ÿ

j“q

raj , ..., aj´q, gs pΨqpx, ajq ´ Ψqpx, aj´1qq , (3.8.8)

де r¨s – роздiленi рiзницi g.

Доведення. Застосовуючи формулу Ньютона для многочлена Лагранжа

Lpx, an, ..., an´q, gq “ ran, gs ` ran, an´1, gspx ´ anq

` ¨ ¨ ¨ ` ran, . . . , an´q, gs

n
ź

k“n´q`1

px ´ akq

“ Lq´1px, an, gq ` ran, . . . , an´q, gs

n
ź

k“n´q`1

px ´ akq

i q раз тотожнiсть

ran, . . . , an´q´1, gspan´q´1 ´ anq “ ´ran, . . . , an´q, gs ` ran´1, . . . , an´q´1, gs,

легко перевiрити (3.8.7) для x P ran´1, an´2s, тобто отримати рiвнiсть

Sqpx,Anq “ Lq´1px, an, gq ` ran, ..., an´q, gs

¨

˝

n
ź

k“n´q`1

px ´ akq ´ Ψqpx, an´1q

˛

‚

` ran´1, ..., an´q´1, gsΨqpx, an´1q

“ Lq´1px, an, gq ` ran, ..., an´q, gs px ´ an ´ x ` an´qq

n´1
ź

k“n´q`1

px ´ akq

` ran´1, ..., an´q´1, gs

n´1
ź

k“n´q

px ´ akq

“ ¨ ¨ ¨ “ ran´1, gs

` ran´1, an´2, gspx ´ an´1q ` ¨ ¨ ¨ ` ran´1, ..., an´q´1, gs

n´1
ź

k“n´q

px ´ akq

“ Lq´1px, an´1, gq. (3.8.9)
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Повторюючи (3.8.9) для x P ran´2, an´3s, . . . , x P raq`1, aqs, x P raq, a0s, отримуємо

(3.8.7) для всiх x P I (випадок x P ran, an´1s є очевидним). Пропозицiю 3.8.1 доведено.

Для q “ 1, рiвностi (3.8.7) i (3.8.8) можна знайти в [56, стор. 143], а для iнших

аналiтичних представлень сплайнiв через зрiзанi степеневi функцiї px ´ ajq
q
`, див.,

наприклад, [30, Роздiл 2.3].

Будемо використовувати пропозицiю 3.8.1 для S3px,Xnq з Xn :“ txju
n
j“0 – чеби-

шевське розбиття r´1, 1s, тобто для

Ψ3px, xjq “ px ´ xjqpx ´ xj´1qpx ´ xj´2qχpx, xjq,

i

S3px,Xnq “ L3px, xn, gq `

n´1
ÿ

j“3

rxj`1, xj , . . . , xj´3, gspxj´3 ´ xj`1qΨ3px, xjq, (3.8.10)

або, що те саме,

S3px,Xnq “ L2px, xn, gq`

n
ÿ

j“3

rxj , xj´1, xj´2, xj´3, gs pΨ3px, xjq ´ Ψ3px, xj´1qq , (3.8.11)

або, що те саме,

S3px,Xnq “ L1px, xn, gq

` rxn, xn´1, xn´2, gs

ˆ

px ´ xnqpx ´ xn´1q ´
Ψ3px, xnq ´ Ψ3px, xn´1q

xn´3 ´ xn

˙

`

n´1
ÿ

j“3

rxj , xj´1, xj´2, gs

ˆ

Ψ3px, xj`1q ´ Ψ3px, xjq

xj´2 ´ xj`1
´

Ψ3px, xjq ´ Ψ3px, xj´1q

xj´3 ´ xj

˙

` rx2, x1, x0, gs
Ψ3px, x3q

x0 ´ x3
. (3.8.12)

Вiдразу зауважимо, що нерiвностi (3.8.5) тягнуть оцiнку

|gpxq ´ S3px,Xnq| ď c ω4pg, ρq, x P I, (3.8.13)

де тут i надалi c – абсолютнi сталi, якi можуть бути рiзними навiть в одному рядку.

Покладемо

cj :“
xj ` xj´1 ` xj´2

3
, j “ 2, . . . , n.

Зафiксуємо j. Нехай

aν :“ aj,ν :“ xj _ xj´1 _ xj´2,

rhν :“ rhj,ν :“ ´p2hj ` hj´1q{3 _ phj ´ hj´1q{3 _ phj ` 2hj´1q{3, (3.8.14)
phν :“ phj,ν :“ hjphj ` hj´1q _ ´hjhj´1 _ phj ` hj´1qhj´1,
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якщо ν “ 1 _ 2 _ 3, вiдповiдно. Надалi ν P t1, 2, 3u лише.

Введемо три функцiї Ψj,ν P C, що спiвпадають з Ψ3px, xjq м.с. на I,

Ψj,ν :“ Ψj,νpxq :“ Ψ3px, xjqχpx, aνq “ px ´ aνq3` ` 3rhνpx ´ aνq2` ` phνpx ´ aνq`.

Тобто,

Ψj,νpxq “ Ψ3px, xjq, x P Iz rxj , aνs , (3.8.15)

|Ψ3px, xjq ´ Ψj,νpxq| ď c h3j , x P rxj , aνs, (3.8.16)

i

Ψj,νpxq “

ż x

´1

ˆ

6

ż t

´1

´

pu ´ aνq` ` rhνχpu, aνq

¯

du ` phνχpt, aνq

˙

dt. (3.8.17)

Зауважимо,

|rhν | ă 2hj , h2j{3 ă |phj,ν | ă 3h2j , (3.8.18)

signphj,1 “ 1, signphj,2 “ ´1, signphj,3 “ 1 (3.8.19)

i для ν1, ν2 P t1, 2, 3u, маємо

Ψ2
j,ν1

pxq ´ Ψ2
j´1,ν2

pxq

xj´3 ´ xj
“

6px ´ cjq ´ 6px ´ cj´1q

xj´3 ´ xj
“ 2, x P pmaxtaν1 , aν2u,8q. (3.8.20)

Тепер, нехай f P ∆p2qpY q. Зафiксуємо n P N, n ě 3, i знову для i “ 1, . . . , s, нехай

Oi :“ Oipn, Y q :“ pxj`2, xj´1q, якщо yi P rxj , xj´1q “: rxji , xji´1q,

pxn`1 :“ xn`2 :“ ´1 ´ hnq, i будемо писати

j P H :“ Hpn, Y q, якщо xj P Iz pO Y px2, 1sq , з O :“ Opn, Y q :“
s
Y
i“1

Oi.

Зауважимо, що якщо j P H, то

rxj , xj´1, xj´2, f sΠpxjq ě 0. (3.8.21)

Будемо писати j P H :“ Hpn, Y q, якщо j˘ 1 P H, i j P H :“ Hpn, Y q, якщо j˘ 1 P H,

(H Ă H Ă H).

Оберемо найменьше число N :“ NpY q, таке, що для кожного n ě N, H ‰ H.

Оскiльки для 3 ď n ď N ` 10, твердження теореми 3.8.2 є наслiдком "звичайного"

наближення сплайнами без обмежень (можна, наприклад, взяти Snpxq “ S3px,Xnq),

то зафiксуємо n ą N ` 10, до кiнця доведення.
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Означення майже коопуклого кубiчного сплайна

Позначимо

Fj :“ rxj , xj´1, xj´2, f s, j “ 2, . . . , n,

Φj :“ rxj`1, xj , xj´1, xj´2, xj´3, f s, j “ 3, n ´ 1.

Зауважимо,

Φj pxj´3 ´ xj`1q “
Fj`1 ´ Fj

xj´2 ´ xj`1
´
Fj ´ Fj´1

xj´3 ´ xj
. (3.8.22)

Введемо новi функцiї Ψj , j “ 2, . . . , n. Для кожного j P H, покладемо

Ψjpxq :“ Ψj,2pxq, якщо Φj Πpxjq ď 0, (3.8.23)

iнакше покладемо

paq

pbq

pcq

Ψjpxq :“

$

’

’

’

&

’

’

’

%

Ψj,1pxq, якщо |Fj`1| ą |Fj | ě |Fj´1|,

Ψj,3pxq, якщо |Fj`1| ď |Fj | ă |Fj´1|,

αj Ψj,1pxq ` p1 ´ αjqΨj,3pxq, якщо |Fj`1| ą |Fj | ă |Fj´1|,

де

αj :“

Fj`1

xj´2´xj`1

Fj`1

xj´2´xj`1
`

Fj´1

xj´3´xj

P p0, 1q.

Для iнших j “ 3, . . . , n ´ 1, таких, що j R H, покладемо

Ψjpxq :“

$

&

%

Ψj,2pxq, якщо Φj Πpxj , Yiq ď 0,

Ψj,1pxq, iнакше,
(3.8.24)

де

Yi :“ pY ztyiuq Y ty˚
i u, y˚

i :“

$

&

%

xji`5, i “ 1, ..., s ´ 1,

xji´6, i “ s.

Нехай

Ψnpxq :“ Ψ3px, xnq “ px´ xnqpx´ xn´1qpx´ xn´2q, Ψ2pxq :“ Ψ3px, x2q “ 0. (3.8.25)

Зауваження 3.8.3. В обох "дивних" випадках в (3.8.24) було б достатньо взяти

просто Ψjpxq “ Ψj,2pxq, щоб мати майже коопуклiсть нижче означеного сплайна,

однак означення (3.8.24) є бiльш зручним для перевiрки майже коопуклостi много-

члена, що буде цей сплайн наближати.
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Покажемо, що неперервний кубiчний сплайн

Snpxq “ L3px, xn, fq `

n´1
ÿ

j“3

Φj pxj´3 ´ xj`1qΨjpxq, (3.8.26)

або, що те саме

Snpxq “ L1px, xn, fq ` Fn

ˆ

px ´ xnqpx ´ xn´1q ´
Ψnpxq ´ Ψn´1pxq

xn´3 ´ xn

˙

`

n´1
ÿ

j“3

Fj Ajpxq ` F2
Ψ3pxq

x0 ´ x3
, (3.8.27)

де

Ajpxq :“ Ajpxq ´ Ajpxq :“
Ψj`1pxq ´ Ψjpxq

xj´2 ´ xj`1
´

Ψjpxq ´ Ψj´1pxq

xj´3 ´ xj
,

задовольняє (3.8.3) i (3.8.4).

За допомогою (3.8.26) i (3.8.27) перевiримо (3.8.3). Представимо множину Y
jPH

Ij ,

об’єднанням промiжкiв raµ, bµs, µ “ 1, s0, 1 ď s0 ď s ` 1, bµ`1 ă aµ, що не

перетинаються. Нехай j “ jpµq i j “ jpµq позначають iндекси j такi, що xj “ aµ i

xj “ bµ, вiдповiдно. Для кожного µ “ 1, s0, покладемо

Gµ :“
´

cj`1, cj

ı

, G :“
s0
ď

µ“1

Gµ.

Зауважимо, що G X pr´1, cns Y pc3, 1sq “ H. Бiльш того, оскiльки n ą N ` 10, то в

(3.8.3) iснує стала c така, що

H ‰ p´1, 1qzOnpc, Y q Ă G.

Без втрати загальностi перевiримо (3.8.3) лише для одного промiжку Gµ, тобто за-

фiксуємо µ, i нехай воно буде таким, що Πpxq ą 0, x P Gµ. Для зручностi, нехай

n ´ 2 ą j i j ą 3. Випадки n ´ 2 “ j i j “ 3 доводяться аналогiчно з врахуванням

(3.8.25).

Нехай

Hµ :“
␣

j ` 1, ..., j
(

.

Зауважимо, Hµ Ă H. З (3.8.26), (3.8.23), (a)-(c) i (3.8.19) випливає, що функцiя S1
n, в

точках aν (див. (3.8.14)), що визначенi окремо для кожної Ψj з j P Hµ, задовольняє

нерiвнiсть

S1paν´q ď S1paν`q, (3.8.28)
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Зауважимо, що Fj ě 0 для j P tj ` 2, ..., j ´ 1u “: Hµ Ă H. Тому, зокрема, з

нерiвностей

Fj`1 ď Fj ě Fj´1 випливає, що Φj Πpxjq ď 0, j P Hµ, (3.8.29)

(див. (3.8.22)). Беручи це до уваги, зазначимо, що в Hµ немає жодного j, для якого,

у вiдповiдностi з (3.8.23) i (a)-(c), було б зроблене означення

Ψj “ Ψj,3 i Ψj´1 “ Ψj´1,1,

як i означення на кшталт

Ψj`1 “ Ψj`1,3 i Ψj “ αj Ψj,1 ` p1 ´ αjqΨj,3 i Ψj´1 “ Ψj´1,1.

Iншими словами,

aν (що визначана для Ψjq ď aν (визначеної для Ψj´1q. (3.8.30)

Звiдси i (3.8.20) випливає, що

A2
j pxq “ 0, x R

`

aj`1, aj´1

‰

, (3.8.31)

де aj :“ a1 i aj :“ a3, якщо (c), iнакше aj “ aj позначають aν , що визначена для Ψj

за (3.8.23), (b) i (c), або за (3.8.24) (якщо aj`1 “ aj´1, то
`

aj`1, aj´1

‰

:“ H).

Користуючись рiвнiстю Aj`1 “ Aj , видiлимо з (3.8.27) чотири доданки, що мi-

стять функцiю Ψj

´Fj`1Ajpxq ` Fj Ajpxq ´ Fj Ajpxq ` Fj´1Ajpxq. (3.8.32)

Беручи до уваги (3.8.29)-(3.8.32), зафiксуємо j P Hµ, i покажемо, що

p˚˚q

paaq

pbbq

pccq

S2
npxq ě 0,

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

x P pa1, a3s, якщо (3.8.23),

x P pa1, a2s, якщо paq,

x P pa2, a3s, якщо pbq,

x P pa1, a3s, якщо pcq,

Лише цi три точки a1, a2 i a3 братимуть участь у неведеному нижче.

Почнемо з випадку (aa). Опишемо його на pa1, a2s. Функцiя Ψj`1 може бути озна-

чена лише за (3.8.23), або (3.8.24), або (a), тодi як Ψj´1 є будь-якою з чотирьох за
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(3.8.23), (a)-(c), або за (3.8.24). Однак будь-що Ψ2
j`1 “ 6px ´ a1q, Ψ2

j “ 6px ´ a2q i

Ψ2
j´1 “ 0. Тому, згiдно (3.8.20), пишемо

Fj`1 2 ´ Fj`1 2 ` Fj 2 ´ Fj
6px ´ a2q

xj´3 ´ xj
` Fj´1

6px ´ a2q

xj´3 ´ xj
ě 0, x P pa1, a2s,

оскiльки Fj ě Fj´1.

У випадку (bb) Ψj`1 є будь-якою з чотирьох можливих (за (3.8.23), (a)-(c), (3.8.24)),

тодi як Ψj´1 означається лише за (3.8.23), або за (3.8.24), або за (b), однак завжди

A
2

j pxq “ 2 `
6px ´ a2q

xj´2 ´ xj`1
i A2

j pxq “ 0 для x P pa2, a3s,

де в першiй рiвностi ми скористалися (3.8.20). Отже,

Fj`1 2 ´ Fj`1

ˆ

2 `
6px ´ a2q

xj´2 ´ xj`1

˙

` Fj

ˆ

2 `
6px ´ a2q

xj´2 ´ xj`1

˙

ě 0, x P pa2, a3s,

оскiльки Fj`1 ď Fj .

Щоб побачити (cc) помiтимо, що Ψj`1 i Ψj´1 визначаються за (3.8.23), або (3.8.24),

або (a) i за (3.8.23), або (3.8.24), або (b), вiдповiдно. Будь-що Ψ2
j`1pxq “ 6px ´

a1q, Ψ2
j pxq “ αj 6px ´ a2q i Ψ2

j´1pxq “ 0 для x P pa1, a3s. Пишемо

Fj`1 2 ´ Fj`1
6px ´ a1q ´ αj6px ´ a2q

xj´2 ´ xj`1
` Fj

6px ´ a1q ´ αj6px ´ a2q

xj´2 ´ xj`1

´Fj
αj6px ´ a2q

xj´3 ´ xj
` Fj´1

αj6px ´ a2q

xj´3 ´ xj
“ Fj

ˆ

2 `
p1 ´ αjq6px ´ a2q

xj´2 ´ xj`1
´
αj6px ´ a2q

xj´3 ´ xj

˙

`Fj´1
αj6px ´ a2q

xj´3 ´ xj
´ Fj`1

p1 ´ αjq6px ´ a2q

xj´2 ´ xj`1
“: B1pxq ` B2pxq.

Таким чином, B2pxq “ 0 завдяки вибору αj , тодi як B1pxq ě 0, для будь-якої αj P

r0, 1s. Дiйсно, як в (3.8.20), перепишемо

B1pxq “ Fj

ˆ

2 ´ p1 ´ αjq
6px ´ a1q ´ 6px ´ a2q ´ 6px ´ a1q

xj´2 ´ xj`1

´ αj
6px ´ a2q ´ 6px ´ a3q ` 6px ´ a3q

xj´3 ´ xj

˙

“ Fj

ˆ

2 ´ p1 ´ αjq 2 ` p1 ´ αjq
6px ´ a1q

xj´2 ´ xj`1
´ αj 2 ´ αj

6px ´ a3q

xj´3 ´ xj

˙

ě 0, x P pa1, a3s.

Для останнього випадку (**), зауважимо, що обидвi Ψj˘1 можуть бути будь-

якими з чотирьох можливих означень, однак достатньо перевiрити лише коли Ψj`1 “
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Ψj`1,2 i Ψj´1 “ Ψj´1,2, оскiльки для iнших означень невiд’ємнiсть S2
n на pa1, a2s Y

pa2, a3s гарантується щойно розглянутими трьома випадками, а саме, на pa1, a2s –

(bb), або (cc), i на pa2, a3s – (aa), або (cc). Отже, для x P pa1, a3s, маємо

A
2

j pxq “
6px ´ a1q ´ 6px ´ a2q`

xj´2 ´ xj`1
i A2

j pxq “
6px ´ a2q`

xj´3 ´ xj
,

що разом з (3.8.20) тягне

Fj`1 2 ´ Fj`1A
2

j pxq ` Fj A
2

j pxq ´ Fj A
2
j pxq ` Fj´1A

2
j pxq ě 0.

Нерiвностi (**)-(cc) доведено.

Насамкiнець, оскiльки промiжки з (**)-(cc) покривають весь промiжок Gµ, коли

j пробiгає множину Hµ, то

S2
npxq “

ÿ

jPHµ

Fj A
2
j pxq ě 0, x P Gµztxj : j P Hµu, (3.8.33)

що разом з (3.8.28) веде до (3.8.3). Твердження (3.8.3) доведено.

Щоб довести (3.8.4) нам потрiбна нерiвнiсть

|Φj | ď c
ω4pf, hjq

h4j
, (3.8.34)

(див., наприклад, [56, стор. 54]) i (3.8.15) разом з (3.8.16). Тепер, якщо x P rxj˚`1, xj˚´3s,

то з (3.8.10), (3.8.26) i (3.8.13) випливає, що

|fpxq ´ Snpxq| ď |fpxq ´ S3px,Xnq| ` |S3px,Xnq ´ Snpxq|

ď c ω4pf, ρq `

n´1
ÿ

j“3

|Φj |pxj´3 ´ xj`1q |Ψ3px, xjq ´ Ψjpxq|

“ c ω4pf, ρq `

mintn´1,j˚`3u
ÿ

j“maxt3,j˚´3u

|Φj |pxj´3 ´ xj`1q |Ψ3px, xjq ´ Ψjpxq|

ď c ω4pf, ρq.

Оцiнку (3.8.4) доведено. Теорему 3.8.2 доведено.

Доведення теореми 3.8.1

Надалi сталим c дозволяється залежити вiд фiксованого b P N, тобто c :“ cpbq.

Також, будемо писати ck :“ ckpbq, якщо на їх значення будемо посилатися.
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Скористаємося многочленами Tjpxq “ Tj,npx, b, Y q i τjpxq “ τj,npx, b, Y q, з (2.1.23)

i (2.1.24), вiдповiдно, i для кожного j P H покладемо

rTjpxq :“ rTj,npx, b, Y q :“ Tj,npx, b,Hq `

s
ÿ

i“1

χjpyiq ´ Tj,npyi, b,Hq

T 1
j,npyi, b, Yiq

T 1
j,npx, b, Yiq,

rτjpxq :“ rτj,npx, b, Y q :“ τj,npx, b,Hq `

s
ÿ

i“1

pyi ´ xjq` ´ τj,npyi, b,Hq

T 1
j,npyi, b, Yiq

T 1
j,npx, b, Yiq.

Наслiдок 3.8.1. леми 2.1.1 Якщо j P H i b ě 6ps ` 2q, то многочлени rTj i rτj ,

степеня cn, задовольняють нерiвносi

|px ´ xjq` ´ rτjpxq| ď c3 hj pΓjpxqq
2b´2s´3 , x P I, (3.8.35)

|px ´ xjq` ´ rτjpxq| ď c3 hj pΓjpxqq
2b´2s´3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x ´ yi
xj ´ yi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

, x P Oi, i “ 1, ..., s, (3.8.36)

ˇ

ˇ

ˇ
χjpxq ´ rTjpxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď c4 pΓjpxqq

2b´2s´2 , x P I, (3.8.37)
ˇ

ˇ

ˇ
χjpxq ´ rTjpxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď c4 pΓjpxqq

2b´2s´2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x ´ yi
xj ´ yi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

, x P Oi, i “ 1, ..., s, (3.8.38)

i, зокрема,

pyi ´ xjq` ´ rτjpyiq “ χjpyiq ´ rTjpyiq “ 0, i “ 1, ..., s, (3.8.39)

Введемо числа

b1 “ 6ps ` 2q, b2 “ 8ps ` 2q, b3 “ 2b2 ´ 2s ´ 3,

c5 “ 6pc3pb2q`2c4pb2qq, c6 “ c5p1`6c0pb2qq, c7 “ c6`3c0pb1q, c8 “ c5p1`c0pb2qq`3,

n1 “ 2 max

"

10, rc7 ` 1s,

„

6c8
c1pb1q

` 1

ȷ*

n

(r¨s – цiла частина). Зафiксуємо j “ 3, . . . , n´ 1. Для кожної точки aν (див. (3.8.14))

через j˚pνq, jpνq i j˚pνq позначимо три iндекса j “ 1, . . . , n1 ´ 1, такi, що

aν ´ hj,n P rxj˚pνq,n1
, xj˚pνq´1,n1

q,

aν “ xjpνq,

aν ` hj,n P rxj˚pνq,n1
, xj˚pνq´1,n1

q,

вiдповiдно (для j “ n´ 1, нехай j˚p1q “ n1 ´ 3, а для j “ 3, нехай j˚p2q “ j˚p3q “ 3).
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Покладемо

pτjpνqpxq :“ rτjpνq,n1
px, b2, Y q ` rhν rTjpνq,n1

px, b2, Y q,

φjpνqpxq :“ 6

ż x

´1
pτjpνqpuqdu,

Ajpνqpxq :“ 6

ż x

´1

´

pu ´ aνq` ` rhν χpu, aνq

¯

du ´ φjpνqpxq,

ψjpνqpxq :“ ψjpνqpx, Y q :“

ż x

´1

ˆ

φjpνqptq ` Ajpνqp1qTjpνq,n1
pt, b2, Y q (3.8.40)

`
phj,ν
2

´

βTj˚pνq,n1
pt, b1, Y q ` Tjpνq,n1

pt, b1, Y q ` p1 ´ βqTj˚pνq,n1
pt, b1, Y q

¯

˙

dt,

де β P r0, 1s може бути обрана (звiсно, окремо для кожного jpνq) такою, що

ψjpνqp1q “ p1 ´ xjqp1 ´ xj´1qp1 ´ xj´2q (3.8.41)

(нагадаємо, Ψj,νp1q “ p1´xjqp1´xj´1qp1´xj´2q). Покажемо це в доведенi леми 3.8.1.

Лема 3.8.1. Якщо фiксоване j належить H, то три многочлена ψjpνq, ν “ 1, 2, 3,

степеня cn1, задовольняють нерiвностi
´

ψ2
jpνqpxq ´ Ψ2

j,νpxq

¯

ΠpxqΠpxjq ě 0, ν “ 1 _ 3, x P I, (3.8.42)

´

ψ2
jp2qpxq ´ Ψ2

j,2pxq

¯

ΠpxqΠpxjq ď 0, x P I, (3.8.43)
ˇ

ˇψjpνqpxq ´ Ψj,νpxq
ˇ

ˇ ď c h3j,n Γ
6
j,npxq, x P I, (3.8.44)

Доведення. Скрiзь у доведеннi вибiр n1 береться до уваги без спецiальних посилань.

Також будемо писати xjpνq, hjpνq, Γjpνq i Tjpνq замiсть xjpνq,n1
, hjpνq,n1

, Γjpνq,n1
i Tjpνq,n1

,

вiдповiдно. Доведемо (3.8.41). Спираючись на (3.8.18), (3.8.35) i (3.8.37), зауважимо,

ˇ

ˇAjpνqp1q
ˇ

ˇ ď c5 hj,n

ż 1

´1
Γb3
jpνq

puqdu (3.8.45)

ď c5 hj,n h
b3
jpνq

´

ż xjpνq

´8

`

ż 8

xjpνq

p|u ´ xjpνq| ` hjpνqq
´b3du

¯

ď c5 hj,n hjpνq.

Також, з (2.1.28), (3.8.17) i (3.8.40), бачимо, що

ψ1
jpνqp1q “ Ψ1

j,νp1q (3.8.46)
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для будь-кого β P r0, 1s. Тепер, за допомогою (3.8.18), (2.1.30), (2.1.31), (3.8.35),

(3.8.37) i (3.8.45), оцiнемо рiзницю

Ψ1
j,νpxq ´ ψ1

jpνqpxq “ Ajpνqpxq ´ Ajpνqp1qTjpνqpxq

` phj,ν χpx, aνq ´
phj,ν
2

´

βTj˚pνqpxq ` Tjpνqpxq ` p1 ´ βqTj˚pνqpxq

¯

“ 6

ż x

´1
pu ´ aνq` ` rhν χpu, aνq ´ φ1

jpνqpuq ´ Ajpνqp1qT 1
jpνqpuqdu

`
phj,ν
2

”´

χpx, aνq ´ Tjpνqpxq

¯

`

´

β
`

χpx, xj˚pνqq ´ Tj˚pνqpxq
˘

`p1 ´ βq
`

χpx, xj˚pνqq ´ Tj˚pνqpxq
˘

¯

`

´

χpx, aνq ´
`

βχpx, xj˚pνqq ` p1 ´ βqχpx, xj˚pνqq
˘

¯ı

“: Apxq `
phj,ν
2

“

Bpxq ` Cpxq ` Dpxq
‰

.

Отже, якщо x ă xjpνq, то

|Apxq|

ď 6

ż x

´1

˜

c3pb2qhjpνqΓ
b3
jpνq

puq ` 2hj,nc4pb2qΓb3`1
jpνq

puq ` c5hj,nhjpνqc0pb2q
1

hjpνq

Γ2b2´s
jpνq

puq

¸

du

ď c6hj,nh
b3
jpνq

ż x

´8

p|u ´ xjpνq| ` hjpνqq
´b3du ď c6hj,nhjpνqΓ

b3´1
jpνq

pxq,

а якщо x ą xjpνq, то, користуючись (2.1.28) i (3.8.46), аналогiчно знаходимо

|Apxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

x
A1puqdu

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď c6hj,nh
b3
jpνq

ż 8

x
p|u ´ xjpνq| ` hjpνqq

´b3du ď c6hj,nhjpνqΓ
b3´1
jpνq

pxq.

Далi,

|Bpxq| ď c0pb1qΓ2b1´s´1
jpνq

pxq ď c0pb1qΓb1
jpνq

pxq, x P I,

|Cpxq| ď c0pb1qΓb1
j˚pνq

pxq ` c0pb1qΓb1
j˚pνq

pxq, x P I,

i

Dpxq “

$

&

%

´
`

χpx, xj˚pνqq ´ χpx, aνq
˘

, якщо β “ 1,

χpx, aνq ´ χpx, xj˚pνqq, якщо β “ 0,
x P I. (3.8.47)

Тобто,
ˇ

ˇ

ˇ
Ψ1

j,νpxq ´ ψ1
jpνqpxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď c6hj,nhjpνqΓ

b3´1
jpνq

pxq

` c0pb1q
|phj,ν |

2

”

Γb1
j˚pνq

pxq ` Γb1
jpνq

pxq ` Γb1
j˚pνq

pxq

ı

`
|phj,ν |

2
|Dpxq| , x P I. (3.8.48)
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Користуючись (3.8.48) i (3.8.47), зазначимо, що

ˇ

ˇΨj,νp1q ´ ψjpνqp1q
ˇ

ˇ “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

´1
Ψ1

j,νpxq ´ ψ1
jpνqpxqdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
|phj,ν |

2

„

c0pb1q

˜

ż xj˚pνq

´8

`

ż 8

xj˚pνq

Γb1
j˚pνq

pxqdx

¸

` pc6 ` c0pb1qq

˜

ż xjpνq

´8

`

ż 8

xjpνq

Γb1
jpνq

pxqdx

¸

` c0pb1q

˜

ż xj˚pνq

´8

`

ż 8

xj˚pνq

Γb1
j˚pνq

pxqdx

¸

`

ż 1

´1
|Dpxq| dx

ȷ

ď
|phj,ν |

2

`

c7 maxthj˚pνq, hjpνq, hj˚pνqu ` | ˘ hj,n|
˘

i, оскiльки hj,n ą c7maxthj˚pνq, hjpνq, hj˚pνqu, то β P r0, 1s може бути обрана так, щоб

мати (3.8.41).

Залучаючи (3.8.41), отримуємо (3.8.44) з (3.8.48) i (3.8.47) як зазвичай. Тобто,

якщо x ă xj,n, то

ˇ

ˇΨj,νpxq ´ ψjpνqpxq
ˇ

ˇ “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

´1
Ψ1

j,νpuq ´ ψ1
jpνqpuqdu

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď c |phj,n|

ż x

´8

Γb1
j,npuqdu ď c h3j,nΓ

6
j,npxq,

а якщо x ą xj,n, то

ˇ

ˇΨj,νpxq ´ ψjpνqpxq
ˇ

ˇ “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

x
Ψ1

j,νpuq ´ ψ1
jpνqpuqdu

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď c h3j,nΓ
6
j,npxq.

Насамкiнець, доведемо одну з трьох схожих нерiвностей (3.8.42) i (3.8.43), скажiмо

(3.8.42) з ν “ 1. Якщо x P IzOpn1, Y q, то (2.1.27), (3.8.19), (3.8.18), (3.8.45), (2.1.32),

(2.1.31), (3.8.35) i (3.8.37) породжують нерiвнiсть

`

ψ2
jp1qpxq ´ Ψ2

j,1pxq
˘

ΠpxqΠpxjq “

˜

´A1
jp1qpxq ` β

phj,1
2
T 1
j˚p1qpxq

`

´

phj,1
2

` Ajp1qp1q

¯

T 1
jp1qpxq ` p1 ´ βq

phj,1
2
T 1
j˚p1qpxq

¸

ΠpxqΠpxjq

ě
phj,1
2

ˇ

ˇ

ˇ
T 1
jp1qpxq

ˇ

ˇ

ˇ
´

ˇ

ˇ

ˇ
A1
jp1qpxq

ˇ

ˇ

ˇ
´

ˇ

ˇ

ˇ
Ajp1qp1qT 1

jp1qpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ě
c1pb1q

6

h2j,n
hjp1q

Γ
2pb1`sq

jp1q
pxq ´ pc5 ` 3qhj,nΓ

b3
jp1q

pxq ´ c5c0pb2qhj,nΓ
2b2´s
jp1q

pxq

ě

˜

hj,n
hjp1q,n1

c1pb1q

6
´ c8

¸

Γ
2pb1`sq

jp1q
pxq ě 0,
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завдячуючи n1. Використовуючи (2.1.33), (3.8.36) i (3.8.38), ми аналогiчно таку ж

саму нерiвнiсть отримуємо i для x P Opn1, Y q. Лему 3.8.1 доведено.

Означення майже коопуклого многочлена

Для кожного j “ 3, . . . , n´ 1, введемо многочлен ψj , степеня cn1. Якщо j P H, то

покладемо

ψjpxq :“ ψjp2qpxq якщо Φj Πpxjq ď 0,

iнакше покладемо

ψjpxq :“

$

’

’

’

&

’

’

’

%

ψjp1qpxq, якщо |Fj`1| ą |Fj | ě |Fj´1|,

ψjp3qpxq, якщо |Fj`1| ď |Fj | ă |Fj´1|,

αj ψjp1qpxq ` p1 ´ αjqψjp3qpxq, якщо |Fj`1| ą |Fj | ă |Fj´1|.

Якщо j R H, тобто tj : xj P Oipn, Y q, i “ 1, ..., su, то нехай

ψjpxq :“

$

&

%

ψjp2qpxq, якщо Φj Πpxj , Yiq ď 0,

ψjp1qpxq, iнакше.

Тепер, покладемо

Pnpxq “ L3px, xn, fq `

n´1
ÿ

j“3

Φj pxj´3 ´ xj`1qψjpxq.

Перевiремо (3.8.1). Для цього лему 3.8.1 будемо використовувати у двох сенсах: у

"звичайному" для j P H “ Hpn, Y q, а якщо j R Hpn, Y q, то у сенсi, що j P Hpn, Yiq.
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Отже, (3.8.42), (3.8.43), (3.8.17), (3.8.26), (3.8.27) i (3.8.33) тягнуть

P 2
npxqΠpxq “

¨

˝L2
3px, xn, fq `

n´1
ÿ

j“3

Φj pxj´3 ´ xj`1q
`

ψ2
j pxq ´ Ψ2

j pxq
˘

`

n´1
ÿ

j“3

Φj pxj´3 ´ xj`1qΨ2
j pxq

˛

‚Πpxq

“
ÿ

jPH

1

Π2pxjq
ΦjΠpxjqpxj´3 ´ xj`1q

´

ψ2
jpνqpxq ´ Ψ2

j,νpxq

¯

ΠpxqΠpxjq

`

s
ÿ

i“1

ÿ

j:xjPOi

1

Π2pxj , Yiq
ΦjΠpxj , Yiqpxj´3 ´ xj`1q

ˆ

´

ψ2
jp2_1qpxq ´ Ψ2

j,2_1pxq

¯

Πpx, Y qΠpxj , Yiq

`

¨

˝Fn

´

2 ´
Ψ2

npxq ´ Ψ2
n´1pxq

xn´3 ´ xn

¯

`

n´1
ÿ

j“3

Fj A
2
j pxq ` F2

Ψ2
3pxq

x0 ´ x3

˛

‚Πpxq

“: Apxq ` Bpxq ` Cpxq,

Apxq ě 0, x P I,

Bpxq ě 0, x P Iz Ys
i“1 py˚

i , yiq,

Cpxq ě 0, x P G,

що веде до (3.8.1). Щоб довести (3.8.2) скористаємося (3.8.4), (3.8.34), (3.8.44) i не-

рiвнiстю
›

›

›

řn
j“1 Γ

2
j

›

›

›
ď c. А саме,

|fpxq ´ Pnpxq| “ |fpxq ´ Snpxq ` Snpxq ´ Pnpxq|

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpxq ´ Snpxq `

n´1
ÿ

j“3

Φj pxj´3 ´ xj`1q
`

Ψjpxq ´ ψjpxq
˘

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď c ω4pf, ρq ` c
n´1
ÿ

j“3

ω4pf, hjqΓ
6
jpxq

ď c ω4pf, ρq ` c
n
ÿ

j“1

ω4

˜

f, c

?
ρ
a

ρp|x ´ xj | ` ρq
?
ρ

¸

ρ2p|x ´ xj | ` ρq2

p|x ´ xj | ` ρq4
Γ2
jpxq

ď c ω4pf, ρq.

Теорему 3.8.1 доведено.
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3.9 Майже коопукле наближення неперервних перi-
одичних функцiй

Результат цього пiдроздiлу мiстяться в [18].

Нижче C – простiр неперервних 2π-перiодичних функцiй f : R Ñ R з рiвномiрною

нормою }f} “ }f}R “ max
xPR

|fpxq| , а Tn – простiр тригонометричних полiномiв Pnpxq “

a0 `
řn

j“1paj cos jx ` bj sin jxq порядку ď n P N з aj , bj P R.
Знову будемо орiєнтуватися на класичну оцiнку (2.2.1) похибки наближення фун-

кцiй з C полiномами з Tn (отриману, нагадаємо, Джексоном [98] для k “ 1, Зiгмундом

[178] та Ахiєзером [1] для k “ 2, i Стєчкiним [43] для k ě 3): Якщо f P C, то для

кожного натурального n знайдеться Pn P Tn такий, що

}f ´ Pn} ď cpkqωk pf, π{nq , (3.9.1)

де cpkq – додатня стала, що залежить тiльки вiд k, а ωk pf, ¨q – k-й модуль глад-

костi функцiї f. Детальнiше див., наприклад, [25, Роздiл 4].

Як вже зазначалося, у 1968 роцi Лоренц i Целлер [130] для k “ 1 отримали дзво-

ноподiбний аналог нерiвностi (3.9.1), тобто коли дзвоноподiбнi (парнi i незростаючi

на r0, πs) 2π-перiодичнi функцiї з C наближуються дзвоноподiбними полiномами з

Tn.

В статтях Попова [37] та Залiзко [27] були доведенi коопуклi (див. означення

нижче) аналоги нерiвностi (3.9.1) для k “ 2 та k “ 3, вiдповiдно. Бiльш того, в [26]

були використанi мiркування робiт Швєдова [52] та ДеВора, Лєвiатана, Шевчука [72]

щоб показати, що для k ą 3 такого коопуклого аналогу не iснує.

Тим не менш, як нам вiдомо з коопуклого наближення алгебраїчними многочле-

нами на вiдрiзку, див. попереднiй пiдроздiл 3.8, якщо для наближаючих многочленiв

дозволити деяке послаблення умови коопуклостi в маленьких околах точок перегину

функцiї, то можна отримати додатковий порядок наближення i, як нам здається,

не бiльше нiж один, хоча вiдповiдного контрприкладу ще не побудовано.

В цьому пiдроздiлi в теоремi 3.9.1 ми доводимо тригонометричний аналог алгебра-

їчного результату з пiдроздiлу 3.8. Це знову так зване майже коопукле наближення.

Щоб записати теорему 3.9.1 нагадаємо/дамо необхiднi позначення.

Нехай s P N i на r´π, πq зафiксовано 2s точок yi : ´π ď y2s ă y2s´1 ă ¨ ¨ ¨ ă y1 ă π,

а для iнших i P Z, точки yi визначено перiодично рiвнiстю yi “ yi`2s ` 2π, (тобто,

y0 “ y2s `2π, ..., y2s`1 “ y1 ´2π, ...), Y :“ tyiuiPZ, а ∆p2qpY q – множина всiх функцiй
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f P C,що опуклi до низу на ry1, y0s, опуклi до гори на ry2, y1s, опуклi до низу на ry3, y2s

i т.д., тобто коопуклi (мiж собою) функцiї. Також, якщо f двiчi диференцiйовна, то

f P ∆p2qpY q тодi i тiльки тодi, коли f2pxqΠpxq ě 0, x P R, де

Πpxq :“ Πpx, Y q :“
2s
ź

i“1

sin
x ´ yi

2

`

Πpxq ą 0, x P py1, y0q
˘

.

Теорема 3.9.1. Якщо функцiя f P ∆p2qpY q, то iснує стала NY , яка залежить

тiльки вiд min
i“1,...,2s

tyi ´ yi`1u, така, що для кожного n ě NY знайдеться полiном

Pn P Tcn, для якого виконуються нерiвностi

P 2
npxqΠpxq ě 0, x P Rz YiPZ pyi ´ π{n, yi ` π{nq , (3.9.2)

}f ´ Pn} ď cpsqω4pf, π{nq, (3.9.3)

де c i cpsq – додатнi сталi, якi залежать тiльки вiд s.

Наступна теорема 3.9.2 є простим наслiдком теореми 3.9.1 i нерiвностi Уiтнi [167]

}f ´ fp0q} ď 2ω4pf, 2πq.

Теорема 3.9.2. Якщо функцiя f P ∆p2qpY q, то для кожного n P N знайдеться

полiном Pn P Tn такий, що

P 2
npxqΠpxq ě 0, x P Rz YiPZ pyi ´ c{n, yi ` c{nq , (3.9.4)

}f ´ Pn} ď CY ω4pf, π{nq, (3.9.5)

де c – стала, яка залежать тiльки вiд s, а CY – стала, яка залежать тiльки вiд

min
i“1,...,2s

tyi ´ yi`1u.

Зауваження 3.9.1. Спираючись на контрприклади Левiатана i Шевчука, зокрема

з [122] для майже комонотонного наближення на вiдрiзку, нам здається, що ω4 в

(3.9.3) та (3.9.5) неможливо замiнити на ωk з k ą 4, а сталi NY i CY в теоремах

3.9.1 i 3.9.2 – на сталi незалежнi вiд min
i“1,...,2s

tyi ´ yi`1u (а залежнi, скажiмо, вiд

s). Обидва припущення не розглядаються в цiй статтi. Також, ми не придiляємо

увагу сталiй c в обох теоремах, тобто не намагаємося зробити її абсолютною або/i

найменьшою з можливих.

Iсторiя (майже) копозитивного та комонотонного наближень неперервних перiо-

дичних функцiй мiститься в пiдроздiлах 5.2 та 2.4 а їх алгебраїчнi випадки в 5.1 та

в статтi Левiатана i Шевчука [118], вiдповiдно.
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Доведення теореми 3.9.1 має спiльнi моменти з доведеннями теорем 3.8.1 i 3.8.2

(тобто з алгебраїчним поточковим аналогом), однак вiдрiзняється вiд них за деталя-

ми та у принципових моментах, пов’язаних з необхiднiстю "боротьби" з алгебраїчни-

ми доданками при означенi наближаючого тригонометричного полiнома, як при дове-

деннi теореми 2.4.1 (майже комонотонне наближення). Бiльш детально, ми доводимо

теорему 3.9.1 через промiжне наближення кубiчним сплайном, який нам потрiбен у

явному виглядi. Вiн записується сумою зрiзаних степеневих функцiй i iнтеграли вiд

тригонометричного ядра (їх лiнiйнi комбiнацiї), що наближають цi функцiї, мають

природнi алгебраїчнi доданки. Цi доданки виписуються явно i знищують один одно-

го в цiлому при пiдрахунку всiєї суми по перiоду (завдяки пiдiбраному розбиттю), i

залишається лише шуканий тригонометричний полiном.

Допомiжнi факти для доведення теореми 3.9.1

1o. Нехай

h :“ hn :“
π

n
, xj :“ xj,n :“ ´j h, Ij :“ Ij,n :“ rxj , xj´1s, n P N, j P Z,

m P t1, 2, 3, 10, 20, 30u.

Для фiксованих Y “ tyiuiPZ i n позначимо

Oi,m :“ OipY, n,mq :“ pxj`m`1, xj´mq, якщо yi P rxj , xj´1q “: rxji , xji´1q,

Om :“ OpY, n,mq :“
ď

iPZ
Oi,m.

Будемо писати j P HpY, n,mq, якщо xj Ă RzOm. Нехай

Hm :“ tj : j P HpY, n,mq, |j| ď nu .

Оберемо NY P N достатньо великим, щоб

Oi,30 X Oi´1,30 “ H (3.9.6)

для всiх n ě NY i всiх i “ 1, ..., 2s (отже NY залежить тiльки вiд min
i“1,...,2s

tyi ´ yi`1u).

Далi n ą NY . Знову нехай

χpx, aq :“

#

0, якщо x ď a,

1, якщо x ą a,
a P R, χjpxq :“ χpx, xjq, px´xjq` :“ px´xjqχjpxq,

Γjpxq :“ Γj,npxq :“ min

$

&

%

1,
1

n
ˇ

ˇ

ˇ
sin x´pxj`h{2q

2

ˇ

ˇ

ˇ

,

.

-

, j P Z, n P N,
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де, нагадаємо,
›

›

›

›

›

›

n
ÿ

j“1´n

Γ2
j

›

›

›

›

›

›

ă 6, (3.9.7)

(див. [144]) i в наступнiй лемi 3.9.1 зберемо лему 2.4.1 з властивостями функцiй

tjpxq :“ tj,npx, b, Y q :“

şx
xj´π JjpuqΠpuqdu
şxj`π
xj´π JjpuqΠpuqdu

, j P H10, (3.9.8)

де

Jjpxq :“ Jj,npxq :“

˜

sin npx´xjq

2

sin x´xj

2

¸2b

`

˜

sin npx´xj´1q

2

sin x´xj´1

2

¸2b

P Tpn´1qb, n P N, (3.9.9)

(строго додатнiй полiном у виглядi суми двох "сусiднiх" ядер типу Джексона) i

τjpxq :“ τj,npx, b, tjq :“ α

ż x

xj´π
tj`10puqdu`p1´αq

ż x

xj´π
tj´10puqdu, j P H20, (3.9.10)

де α “ αpjq P r0, 1s обрано з умови τjpxj ` πq “ π, i де, нагадаємо, функцiї tj i τj
можуть на R бути представленi у виглядi

tjpxq “
1

2π
x ` R̂jpxq, j P H10, (3.9.11)

τjpxq “
1

4π
x2 `

π ´ xj
2π

x ` R̃jpxq, j P H20, (3.9.12)

з деякими R̂j , R̃j P Tc6n, а також лемми 2.4.2 i 2.4.3 з властивостями функцiй rtj та

rτj :

rtjpxq :“ rtj,npx, bq :“ t̄jpxq `

2s
ÿ

i“1

χjpyiq ´ t̄jpyiq

t̂jipyiq
t̂jipxq, j P H10,

де функцiя t̄jpxq :“ tj,npx, b̄,Hq означена в (3.9.8) з Πpxq :” 1 i b̄ “ b ` 3, а

t̂jipxq :“
`

t̄ji`10pxq ´ t̆ji´10pxq
˘ Πpx, Yiq

Πpxji , Yiq

– тригонометричний полiном, в якому ji позначає iндекс j такий, що yi P rxj , xj´1q, i “

1, ..., 2s, а функцiя t̆jpxq :“ tj,npx, b̄, Y̆iq означена в (3.9.8) з Y̆i :“ tyi ´ πνuνPZ , i

Yi :“ pY ztyi ` 2πνuνPZq Y ty˚
i ` 2πνuνPZ,

де y˚
i – лiвий кiнець iнтервалу Oi,20, якщо i непарне, i – правий, якщо i парне;

rτjpxq :“ rτj,npx, bq :“ τj,npx, b, t̄jq `

2s
ÿ

i“1

pyi ´ xjq` ´ τj,npyi, b, t̄jq

t̂jipyiq
t̂jipxq, j P H20.
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Лема 3.9.1. Якщо j P H10 i b ě s ` 2, то

t1jpxqΠpxqΠpxjq ě 0, x P R, (3.9.13)

|χjpxq ´ tjpxq| ď c1 pΓjpxqq
2b´2s´1 , x P rxj ´ π, xj ` πs, (3.9.14)

ˇ

ˇt1jpxq
ˇ

ˇ ď c2
1

h
pΓjpxqq

2b´2s , x P R, (3.9.15)

ˇ

ˇt1jpxq
ˇ

ˇ ě c3
1

h
pΓjpxqq

2b`2s , x P RzO10, (3.9.16)

ˇ

ˇt1jpxq
ˇ

ˇ ě c3
1

h
pΓjpxqq

2b`2s

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x ´ yi
xj ´ yi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

, x P Oi,10, i P Z, (3.9.17)

якщо j P H10 i b ě 3s ` 2, то rtj задовольняє (3.9.14), (3.9.11) i

ˇ

ˇχjpxq ´ rtjpxq
ˇ

ˇ ď c7 pΓjpxqq
2b´2s´1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x ´ yi
xj ´ yi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

, x P Oi,10, i “ 1, ..., 2s, (3.9.18)

якщо j P H20 i b ě 3s ` 2, то rτj задовольняє (3.9.12) i

|px ´ xjq` ´ rτjpxq| ď c8h pΓjpxqq
2pb´s´1q , x P rxj ´ π, xj ` πs, (3.9.19)

|px ´ xjq` ´ rτjpxq| ď c8h pΓjpxqq
2pb´s´1q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x ´ yi
xj ´ yi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

, x P Oi,10, i “ 1, ..., 2s, (3.9.20)

де ci “ cipbq “ cips, bq, i “ 1, ..., 8, – додатнi сталi, якi можуть залежити тiльки

вiд s i b.

2o.Оскiльки ми доводимо теорему 3.9.1 через промiжне наближення сплайном (кусково-

полiномiальною функцiєю), тобто через нерiвнiсть ||f ´S`S´Pn|| ď ||f ´S|| ` ||S´

Pn||, далi опишемо цей S. При цьому без спецiальних посилань будемо користуватися

нерiвнiстю Уiтнi [167]

|fpxq ´ L3px, xj , fq| ď 3ω4pf, π{n, rxj`1, xj´4sq, x P rxj`1, xj´4s, j P Z,

де Lk – многочлен Лагранжа степеня ď k, що iнтерполює f в xj , xj´1, . . . , xj´k.

Далi c ą 0 позначатимуть абсолютнi сталi, або сталi, що залежать тiльки вiд s.

Вони можуть бути рiзнi навiть якщо знаходяться в одному рядку.

Зафiксуємо j P Z. Нехай

Ψ3px, xjq :“ px ´ xjq`px ´ xj´1qpx ´ xj´2q,

dj :“ xj´1,
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aν :“ aj,ν :“ xj _ xj´1 _ xj´2, rhν :“ ´h _ 0 _ h, phν :“ 2h2 _ ´h2 _ 2h2,

якщо ν “ 1 _ 2 _ 3, вiдповiдно. Далi ν P t1, 2, 3u тiльки.

Введемо три функцiї Ψj,ν P C, що спiвпадають з Ψ3px, xjq м.с.

Ψj,νpxq :“ Ψ3px, xjqχpx, aνq “ px ´ aνq3` ` 3rhνpx ´ aνq2` ` phνpx ´ aνq`.

Тобто,
Ψj,νpxq “ Ψ3px, xjq, x P Rz rxj , aνs ,

|Ψj,νpxq ´ Ψ3px, xjq| ď c h3, x P rxj , aνs,
(3.9.21)

i

Ψj,νpxq “

ż x

dj´π

˜

6

ż t

dj´π

´

pu ´ aνq` ` rhνχpu, aνq

¯

du ` phνχpt, aνq

¸

dt, (3.9.22)

а для ν1, ν2 P t1, 2, 3u, виконується рiвнiсть

Ψ2
j,ν1

pxq ´ Ψ2
j´1,ν2

pxq

3h
“

6px ´ djq ´ 6px ´ dj´1q

3h
“ 2, x P pmaxtaν1 , aν2u,8q. (3.9.23)

Без втрати загальностi будемо вважати, що y1 “ x30 (тобто, точки з Y далекi вiд

´π i π), також, згадаємо, що H3 Ă H2 Ă H1.

Конструкцiя майже коопуклого кубiчного сплайна

Позначимо двi роздiленi рiзницi f

Fj :“ rxj , xj´1, xj´2, f s, j “ 2 ´ n, ..., n,

Φj :“ rxj`1,xj , xj´1, xj´2, xj´3, f s, j “ 3 ´ n, ..., n ´ 1,

(зауважимо, Φj 4h “
Fj`1´Fj

3h ´
Fj´Fj´1

3h , для j P Z, @f, i FjΠpxjq ě 0, для j P H1, f P

∆p2qpY q).

Введемо новi функцiї Ψjpxq, j “ 3 ´ n, ..., n ´ 1. Для кожного j P H2, покладемо

pd.0q Ψjpxq :“ Ψj,2pxq, якщо Φj Πpxjq ď 0,

iнакше нехай

pd.1q

pd.2q

pd.3q

Ψjpxq :“

$

’

’

’

&

’

’

’

%

Ψj,1pxq, якщо |Fj`1| ą |Fj | ě |Fj´1|,

Ψj,3pxq, якщо |Fj`1| ď |Fj | ă |Fj´1|,

αj Ψj,1pxq ` p1 ´ αjqΨj,3pxq, якщо |Fj`1| ą |Fj | ă |Fj´1|,
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де

αj :“
Fj`1

Fj`1 ` Fj´1
P p0, 1q.

Для iнших j “ 3 ´ n, ..., n´ 1, таких, що j R H2 (тобто, для j : xj P Oi,2, i “ 1, ..., 2s)

покладемо

pd.4q Ψjpxq :“

$

&

%

Ψj,2pxq, якщо Φj Πpxj , Ỹiq ď 0,

Ψj,1pxq, iнакше,

де

Ỹi :“ pY ztyiuq Y txji`5u.

Нехай

pd.5q Ψnpxq :“ Ψ3px, xnq, Ψ2´npxq :” 0.

Зауваження 3.9.2. В обох "дивних" випадках в (d.4) достатньо взяти просто

Ψjpxq “ Ψj,2pxq, щоб отримати майже коопуклiсть з f сплайна S, означеного

нижче, однак означення (d.4) бiльш зручне для перевiрки майже копозитивностi

полiнома P 2
n далi.

Покажемо, що кубiчний сплайн

Spxq “ L3px, xn, fq ` 4h
n´1
ÿ

j“3´n

Φj Ψjpxq, (3.9.24)

або еквiвалентно,

Spxq “ L1px, xn, fq`Fn

ˆ

px ´ xnqpx ´ xn´1q ´
Ψnpxq ´ Ψn´1pxq

3h

˙

`

n´1
ÿ

j“3´n

Fj Ajpxq ` F2
Ψ3pxq

3h
,

(3.9.25)

де

Ajpxq :“ Ajpxq ´ Ajpxq :“
Ψj`1pxq ´ Ψjpxq

3h
´

Ψjpxq ´ Ψj´1pxq

3h
,

(продовжений перiодично з r´π, πs) майже коопуклий з f, тобто
`

S1pxj`q ´ S1pxj´q
˘

Πpxjq ě 0, j P H3, (3.9.26)

S2pxqΠpxq ě 0, x P pxj , xj´1q, j P H3, (3.9.27)

i задовольняє нерiвнiсть

}f ´ S} “ }f ´ S}r´π,πs ď c ω4pf, hq (3.9.28)
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(на суми в (3.9.24) та (3.9.25) зручно дивитися починаючи з останнього доданку,

детальнiше про такi представлення див. пропозицiю 3.8.1).

За допомогою (3.9.24) i (3.9.25) перевiримо (3.9.26) та (3.9.27).

Представимо множину r´π, πs X p Y
jPH3

Ijq об’єднанням промiжкiв raµ, bµs, µ “

1, ..., 2s ` 1, bµ`1 ă aµ, що не перетинаються. Нехай j “ jpµq i j “ jpµq познача-

ють iндекси j такi, що xj “ aµ i xj “ bµ, вiдповiдно. Для кожного µ “ 1, ..., 2s ` 1,

покладемо

Gµ :“
´

dj`1, dj

ı

, G :“
2s`1
ď

µ“1

Gµ.

Без втрати загальностi перевiримо (3.9.27) i (3.9.26) лише для одного промiжку Gµ,

тобто зафiксуємо µ, i нехай воно буде таким, що Πpxq ą 0, x P Gµ. Для зручностi,

нехай n ą j i j ą 3´n. Випадки n “ j i j “ 3´n доводяться аналогiчно з врахуванням

(d.5). Нехай

Hµ :“
␣

j ` 1, ..., j
( `

Hµ Ă H2

˘

.

З (3.9.24) i (d.0)-(d.3) випливає, що функцiя S1 в точках aν , визначених окремо для

кожної Ψj з j P Hµ, задовольняє нерiвнiсть

S1paν´q ď S1paν`q,

тобто (3.9.26) справджується.

Оскiльки Fj ě 0 для j P
␣

j ` 2, ..., j ´ 1
(

“: Hµ Ă H1, тому, зокрема, з нерiвностей

Fj`1 ď Fj ě Fj´1 випливає, що

Φj Πpxjq ď 0, j P Hµ. (3.9.29)

Беручи це до уваги, зазначимо, що в Hµ немає жодного j для якого, у вiдповiдностi

з (d.0)-(d.4), було б зроблене означення

Ψj “ Ψj,3 i Ψj´1 “ Ψj´1,1,

як i означення на кшталт

Ψj`1 “ Ψj`1,3 i Ψj “ αj Ψj,1 ` p1 ´ αjqΨj,3 i Ψj´1 “ Ψj´1,1.

Iншими словами,

aν (що визначана для Ψjq ď aν (визначеної для Ψj´1q. (3.9.30)



206

Звiдси i (3.9.23) випливає, що

A2
j pxq “ 0, x R

“

aj`1, aj´1

‰

, (3.9.31)

де aj :“ a1 i aj :“ a3, якщо (d.3), iнакше aj “ aj позначають aν , що визначена для

Ψj за (d.0)-(d.2), або за (d.4) (якщо aj`1 “ aj´1, то
“

aj`1, aj´1

‰

:“ H).

Користуючись рiвнiстю Aj`1 “ Aj , видiлимо з (3.9.25) чотири доданки, що мi-

стять функцiю Ψj

´Fj`1Ajpxq ` Fj Ajpxq ´ Fj Ajpxq ` Fj´1Ajpxq. (3.9.32)

Беручи до уваги (3.9.29)-(3.9.32), зафiксуємо j P Hµ, i покажемо, що

pc.0q

pc.1q

pc.2q

pc.3q

S2pxq ě 0,

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

x P pa1, a3q, якщо pd.0q,

x P pa1, a2q, якщо pd.1q,

x P pa2, a3q, якщо pd.2q,

x P pa1, a3q, якщо pd.3q,

Лише цi три точки a1, a2 i a3 братимуть участь у неведеному нижче.

Почнемо з випадку (c.1). Опишемо його на pa1, a2q. Функцiя Ψj`1 може бути

означена лише за (d.0), або (d.4), або (d.1), тодi як Ψj´1 є будь-якою з чотирьох за

(d.0)-(d.4). Однак будь-що Ψ2
j`1 “ 6px´ a1q, Ψ2

j “ 6px´ a2q i Ψ2
j´1 “ 0. Тому, згiдно

(3.9.23), пишемо

Fj`1 2 ´ Fj`1 2 ` Fj 2 ´ Fj
6px ´ a2q

xj´3 ´ xj
` Fj´1

6px ´ a2q

xj´3 ´ xj
ě 0, x P pa1, a2q,

оскiльки Fj ě Fj´1.

У випадку (c.2) Ψj`1 є будь-якою з чотирьох можливих (за (d.0)-(d.4)), тодi як

Ψj´1 означається лише за (d.0), або за (d.4), або за (d.2), однак завжди

A
2

j pxq “ 2 `
6px ´ a2q

xj´2 ´ xj`1
i A2

j pxq “ 0 для x P pa2, a3q,

де в першiй рiвностi ми скористалися (3.9.23). Отже,

Fj`1 2 ´ Fj`1

ˆ

2 `
6px ´ a2q

xj´2 ´ xj`1

˙

` Fj

ˆ

2 `
6px ´ a2q

xj´2 ´ xj`1

˙

ě 0, x P pa2, a3q,

оскiльки Fj`1 ď Fj .
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Щоб побачити (c.3) помiтимо, що Ψj`1 i Ψj´1 визначаються за (d.0), або (d.4), або

(d.1) i за (d.0), або (d.4), або (d.2), вiдповiдно. Будь-що Ψ2
j`1pxq “ 6px´a1q, Ψ2

j pxq “

αj 6px ´ a2q i Ψ2
j´1pxq “ 0 для x P pa1, a3q. Пишемо

Fj`1 2 ´ Fj`1
6px ´ a1q ´ αj6px ´ a2q

3h
` Fj

6px ´ a1q ´ αj6px ´ a2q

3h

´Fj
αj6px ´ a2q

3h
` Fj´1

αj6px ´ a2q

3h
“ Fj

ˆ

2 `
p1 ´ αjq6px ´ a2q

3h
´
αj6px ´ a2q

3h

˙

`Fj´1
αj2px ´ a2q

h
´ Fj`1

p1 ´ αjq2px ´ a2q

h
“: B1pxq ` B2pxq.

Таким чином, B2pxq “ 0 завдяки вибору αj , тодi як B1pxq ě 0, для будь-якої αj P

r0, 1s. Дiйсно, як в (3.9.23), перепишемо

B1pxq “ Fj

ˆ

2 ´ p1 ´ αjq
6px ´ a1q ´ 6px ´ a2q ´ 6px ´ a1q

3h

´ αj
6px ´ a2q ´ 6px ´ a3q ` 6px ´ a3q

3h

˙

“ Fj

ˆ

2 ´ p1 ´ αjq 2 ` p1 ´ αjq
2px ´ a1q

h
´ αj 2 ´ αj

2px ´ a3q

h

˙

ě 0, x P pa1, a3q.

Для останнього випадку (c.0), зауважимо, що обидвi Ψj˘1 можуть бути будь-

якими з чотирьох можливих означень, однак достатньо перевiрити лише коли Ψj`1 “

Ψj`1,2 i Ψj´1 “ Ψj´1,2, оскiльки для iнших означень невiд’ємнiсть S2 на pa1, a2q Y

pa2, a3q гарантується щойно розглянутими трьома випадками, а саме, на pa1, a2q –

(c.2), або (c.3), i на pa2, a3q – (c.1), або (c.3). Отже, для x P pa1, a3q, маємо

A
2

j pxq “
6px ´ a1q ´ 6px ´ a2q`

3h
i A2

j pxq “
6px ´ a2q`

3h
,

що разом з (3.9.23) тягне

Fj`1 2 ´ Fj`1A
2

j pxq ` Fj A
2

j pxq ´ Fj A
2
j pxq ` Fj´1A

2
j pxq ě 0.

Нерiвностi (c.0)-(c.3) доведено.

Насамкiнець, оскiльки промiжки з (c.0)-(c.3) покривають весь промiжок Gµ, коли

j пробiгає множину Hµ, то

S2pxq “
ÿ

jPHµ

Fj A
2
j pxq ě 0, x P Gµztxj : j P Hµu, (3.9.33)

що i веде до (3.9.27).
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Щоб довести (3.9.28) нам потрiбна нерiвнiсть

|Φj | ď c
ω4pf, hq

h4
, (3.9.34)

(див., наприклад, [56, стор. 54]), спiввiдношення (3.9.21) i технiчний сплайн

spxq “ L3px, xn, tq ` 4h
n´1
ÿ

j“3´n

ΦjΨ3px, xjq,

що iнтерполює f в кожнiй точцi xj без обмежень послiдовними кубiчними параболами

(див. пропозицiю 3.8.1).

Тепер нехай x P rxj˚`1, xj˚´3s, тодi з (3.9.24) i (3.9.21) випливає оцiнка

|fpxq ´ Spxq| “ |fpxq ´ spxq ` spxq ` Spxq|

ď c ω4pf, hq ` 4h
n´1
ÿ

j“3´n

|Φj | |Ψ3px, xjq ´ Ψjpxq|

“ c ω4pf, hq `

mintn´1,j˚`3u
ÿ

j“maxt3´n,j˚´3u

|Φj |4h |Ψ3px, xjq ´ Ψjpxq| ď c ω4pf, hq

i тому (3.9.28) справджується.

Доведення теореми 3.9.1

Позначимо числа

b1 :“ s ` 2, b2 :“ 3ps ` 1q,

c9 :“ max

"

6pp2πq2b2 maxtc1pb2q, c7pb2qu ` c8pb2q ` 2q

3c3pb1q
, 2

*

,

n1 :“ 2 rc9 ` 1sn, h1 :“ hn1 ,

c10 :“ max

"

c5pb2q

ˆ

c8pb2q

2c9
` c1pb2q

˙

, 10

*

,

n2 :“ 2 rc10 ` 1sn1, h2 :“ hn2 ,

(r¨s – цiла частина). Зафiксуємо j “ 3 ´ n, ..., n´ 1. Для кожної точки aν , ν “ 1, 2, 3,

нехай jν позначає iндекс такий, що xjν :“ xjν ,n1 “ aν , а j˚
ν – такий, що xj˚

ν
:“ xj˚

ν ,n2
“

xjν p“ xjν ,n1q. Нехай j P H3. Для кожного jν , ν “ 1, 2, 3, вiзьмемо

rτj˚
ν

pxq “ rτj˚
ν ,n2

px, b2q, rtj˚
ν

pxq “ rtj˚
ν ,n2

px, b2q,
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i покладемо

φj,νpxq :“ 6

ż x

dj´π

´

rτj˚
ν

puq ` rhν
`

ανrtpjν`1q˚puq ` p1 ´ ανqrtpjν´1q˚puq
˘

¯

du, ν “ 1, 3,

φj,2pxq :“ 6

ż x

dj´π

ˆ

rτj˚
2

puq ´
1

12
h2

´

α2t
1
pj2`5q˚puq ` p1 ´ α2qt1pj2´5q˚puq

¯

˙

du,

де αν P r0, 1s, ν “ 1, 2, 3, можуть бути обранi так, що

φj,νpdj ` πq “ 3pπ ` hqpπ ´ hq, ν “ 1, 3,

φj,2pdj ` πq “ 3π2 ´ πh2{2.
(3.9.35)

Дiйсно, наприклад, користуючись (3.9.19), (3.9.14) для rtj˚
ν

i (2.2.16), ми для фiксова-

ного j, ν “ 3 i α3 “ 1 маємо оцiнку

φj,3pdj ` πq “ 6

ż dj`π

dj´π

”

rτj˚
3

puq ´ pu ´ a3q` ` h
`

rtpj3`1q˚puq ´ χpu, xj3`1q
˘

` h
`

χpu, xj3`1q ´ χpu, a3q
˘

ı

du ` 6

ż dj`π

dj´π
ppu ´ a3q` ` hχpu, a3qq du

ě 3pπ2 ´ h2q ` 6hh1

´ 6

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż dj`π

dj´π

”

rτj˚
3

puq ´ pu ´ a3q` ` h
`

rtpj3`1q˚puq ´ χpu, xj3`1q
˘

ı

du

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě 3pπ2 ´ h2q ` 6hh1

´ 6c8pb2qh2

ż dj`π

dj´π
Γ
2pb2´s´1q

j˚
3 ,n2

puqdu ´ 6c1pb2qh

ż dj`π

dj´π
Γ2b2´2s´1

pj3`1q˚,n2
puqdu

ě 3pπ2 ´ h2q ` 6hh1 ´ 6c5pb2q
`

c8pb2qh22 ` c1pb2qhh2
˘

ą 3pπ2 ´ h2q,

тодi як для α3 “ 0 (знову завдяки тому, що h1 ąą h2), аналогiчно, має мiсце проти-

лежна нерiвнiсть φj,3pdj ` πq ă 3pπ2 ´ h2q. Отже (3.9.35) доведено для ν “ 3, а для

ν “ 1, 2, (3.9.35) доводиться аналогiчно.

Тепер, вiзьмемо

tj˚
ν

pxq “ tj˚
ν ,n2

px, b2, Y q, tjν pxq “ tjν ,n1px, b1, Y q,

i покладемо

ψj,νpxq :“

ż x

dj´π

”

φj,νpuq ` ĥν

´

βνtpjν`1q˚puq ` tjν puq ` p1 ´ βνqtpjν´1q˚puq

¯ı

du,

де ĥν :“ h2 _ ´h2{4 _ h2, ν “ 1, 2, 3, вiдповiдно.
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Лема 3.9.2. Якщо j P H2, то βν P r0, 1s, ν “ 1, 2, 3, можуть бути обранi так, що

ψj,νpdj ` πq “ pπ ` hqπpπ ´ hq, (3.9.36)

i тодi функцiї ψj,ν задовольнятимуть нерiвностi
´

ψ2
j,νpxq ´ Ψ2

j,νpxq

¯

ΠpxqΠpxjq ě 0,
´

ψ2
j,2pxq ´ Ψ2

j,2pxq

¯

ΠpxqΠpxjq ď 0,
ν “ 1, 3, x P r´π, πs, (3.9.37)

|Ψj,νpxq ´ ψj,νpxq| ď c h3j,n Γ
6
j,npxq, ν “ 1, 2, 3, x P r´π, πs. (3.9.38)

Крiм того,

ψj,νpxq “
1

8π
x4 `

π ´ dj
2π

x3 `
5d2j ´ 6djπ ´ h2

4π
x2 `

pπ ´ djqp5d2j ´ 2π2 ´ h2q

2π
x

` Qjpνqpxq, ν “ 1, 2, 3,

(3.9.39)

де Qjpνq – деякий полiноми з Tcn2 .

Доведення. Спiввiдношення (3.9.36)–(3.9.38) доводяться аргументами, використа-

ними при доведеннi (3.9.35) (або див. доведення леми 2.4.4), користуючись значення-

ми обраних n1 i n2, а також нерiвностями Γpjν˘1q˚,n2
pxq ă Γjν˘1,n1pxq ă 2πΓjν ,n1pxq ă

2πΓj,npxq, x P R. Доведемо лише представлення (3.9.39) з ν “ 1 для визначеностi. З

(3.9.11) i (3.9.12) запишемо

rtj˚
1

pxq “
1

2π
x ` R̂j˚

1
pxq, rτj˚

1
pxq “

1

4π
x2 `

π ´ xj
2π

x ` R̃j˚
1

pxq,

r̂j˚
1

pxq :“ R̂j˚
1

pxq ´ R̂j˚
1 ,0
, r̃j˚

1
pxq :“ R̃j˚

1
pxq ´ R̃j˚

1 ,0
,

де R̂j˚
1 ,0

i R̃j˚
1 ,0

– вiльнi члени полiномiв R̂j˚
1
, R̃j˚

1
P Tcn, вiдповiдно. Тодi,

φj,1pxq “

ˆ

1

2π
x3 `

3pπ ´ xjq

2π
x2 ` 6R̃j˚

1 ,0
x

˙

´

´

...pdj ´ πq

¯

´ 6h

ˆ

1

4π
x2 `

´

α1R̂pj1`1q˚,0 ` p1 ´ α1qR̂pj1´1q˚,0

¯

x

˙

` 6h
´

...pdj ´ πq

¯

` 6

ż x

dj´π

´

r̃j˚
1

puq ´ h
`

α1r̂pj1`1q˚puq ` p1 ´ α1qr̂pj1´1q˚puq
˘

¯

du

“
1

2π
x3 `

3pπ ´ djq

2π
x2 ` 6Ax

´

ˆ

1

2π
pdj ´ πq3 `

3pπ ´ djq

2π
pdj ´ πq2 ` 6Apdj ´ πq

˙

` qj1pxq,



211

де

A :“ R̃j˚
1 ,0

´ h
´

αR̂pj1`1q˚,0 ` p1 ´ αqR̂pj1´1q˚,0

¯

,

i полiном qj1 з Tcn не має вiльного члена. Звiдси i (3.9.35) знаходимо значення A

3pπ2 ´ h2q “
1

2π

`

pdj ` πq3 ´ pdj ´ πq3
˘

`
3pπ ´ djq

2π

`

pdj ` πq2 ´ pdj ´ πq2
˘

` 12πA

ñ A “
5d2j ´ 6djπ ´ 3h2

12π
,

отже,

φj,1pxq “
1

2π
x3 `

3pπ ´ djq

2π
x2 `

5d2j ´ 6djπ ´ 3h2

2π
x `

pπ ´ djqp3d2j ´ 2djπ ´ 2π2 ´ 3h2q

2π

` qj1pxq.

Маючи це, (3.9.11) i (3.9.36), знаходимо (3.9.39) аналогiчно. Лему 3.9.2 доведено.

Конструкцiя майже коопуклого тригонометричного полiнома

Для j “ 3 ´ n, n ´ 1 введемо функцiї ψj . Якщо j P H2, то покладемо

ψjpxq :“ ψj,2pxq, якщо Φj Πpxjq ď 0,

iнакше нехай

ψjpxq :“

$

’

’

’

&

’

’

’

%

ψj,1pxq, якщо |Fj`1| ą |Fj | ě |Fj´1|,

ψj,3pxq, якщо |Fj`1| ď |Fj | ă |Fj´1|,

αj ψj,1pxq ` p1 ´ αjqψj,3pxq, якщо |Fj`1| ą |Fj | ă |Fj´1|.

Якщо j R H2 (тобто j : xj P Oi,2, i “ 1, ..., 2s,) то нехай

ψjpxq :“

$

&

%

ψj,2pxq, якщо Φj Πpxj , Ỹiq ď 0,

ψj,1pxq iнакше.

Тепер, позначимо

Pnpxq :“ L3px, xn, fq ` 4h
n´1
ÿ

j“3´n

Φj ψjpxq. (3.9.40)

Включення Pn P Tcn перевiряється аналогiчно до вiдповiдних арифметичних пiд-

рахункiв в доведеннi теореми 2.4.1, тобто всi алгебраїчнi доданки з (3.9.39), вклю-

чаючи L3, разом з вiдповiдними роздiленими рiзницями в сумi (3.9.40) дорiвнюють

нулю.
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Перевiремо (3.9.2). При цьому будемо використовувати лему 3.9.2 у двох сенсах:

у "звичайному" для j P H2 “ Hpn, Y, 2q, а якщо j R H2, то у сенсi, що j P Hpn, Ỹi, 2q.

Отже, (3.9.37), (3.9.22), (3.9.24), (3.9.25) i (3.9.33) тягнуть

P 2
npxqΠpxq “

¨

˝L2
3px, xn, fq ` 4h

n´1
ÿ

j“3´n

Φj

`

ψ2
j pxq ´ Ψ2

j pxq
˘

` 4h
n´1
ÿ

j“3´n

ΦjΨ
2
j pxq

˛

‚Πpxq

“ 4h
ÿ

jPH2

1

Π2pxjq
ΦjΠpxjq

`

ψ2
j,νpxq ´ Ψ2

j,νpxq
˘

ΠpxqΠpxjq

` 4h
2s
ÿ

i“1

ÿ

j:xjPOi,1

1

Π2pxj , Ỹiq
ΦjΠpxj , Ỹiq

`

ψ2
j,2_1pxq ´ Ψ2

j,2_1pxq
˘

Πpx, Y qΠpxj , Ỹiq

`

¨

˝Fn

´

2 ´
Ψ2

npxq ´ Ψ2
n´1pxq

3h

¯

`

n´1
ÿ

j“3´n

Fj A
2
j pxq ` F2

Ψ2
3pxq

3h

˛

‚Πpxq

“: Apxq ` Bpxq ` Cpxq,

Apxq ě 0, x P R,

Bpxq ě 0, x P Rz YiPZ pxji`5, yiq,

Cpxq ě 0, x P G на всiх перiодах,

що веде до (3.9.2). Щоб довести (3.9.3) скористаємося (3.9.28), (3.9.34), (3.9.38) i

(3.9.7). А саме,

}f ´ Pn} “ }f ´ S ` S ´ Pn} “

›

›

›

›

›

›

f ´ S `

n´1
ÿ

j“3´n

Φj 4h
`

Ψjp¨q ´ ψjp¨q
˘

›

›

›

›

›

›

r´π,πs

ď c ω4pf, hq ` c

›

›

›

›

›

›

n´1
ÿ

j“3´n

ω4pf, hqΓ6
jp¨q

›

›

›

›

›

›

r´π,πs

ď c ω4pf, hq.

Теорему 3.9.1 доведено.

3.10 Висновки до роздiлу 3

У роздiлi 3 доведено наступне:

‚ Якщо неперервна на r´1, 1s функцiя f P C змiнює свою опуклiсть в кожнiй

з s P N точок набору Ys : ´1 ă ys ă ... ă y1 ă 1 (тобто f опукла до низу на

ry1, 1s, опукла до гори на ry2, y1s, опукла до низу на ry3, y2s i т.д.), то для кожного

натурального n, бiльшого деякої сталої NpYsq pабо NpYs, rqq, що залежить тiльки вiд
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Ys pабо вiд Ys i rq, iснують алгебраїчнi многочлени Pn, Qn, Rn, степеня ď n, якi теж

змiнюють свою опуклiсть в точках Ys, як f, i

|fpxq ´ Pnpxq| ď cpsqω2pf,
a

1 ´ x2{nq, x P r´1, 1s.

А якщо s ą 1, то

|fpxq ´ Qnpxq| ď CpYsqω3pf, ρnpxqq, x P r´1, 1s, n ě 2,

де

ρnpxq :“ 1{n2 `
a

1 ´ x2{n,

i якщо до того ж f P W r, r P N, (тобто має абсолютно неперервну r´ 1-у i обмежену

r-у похiдну), то

|fpxq ´ Rnpxq| ď CpYs, rq ρ
r
npxq, x P r´1, 1s,

де cpsq, CpYsq, CpYs, rq – сталi, що залежать тiльки вiд параметрiв в дужках, ωkpf, tq

– k-й модуль неперервностi функцiї f, i якщо s “ 1, то NpY1q “ 1 (див. пiдроздiли

3.1–3.3, вiдповiдно).

Зi вказаними сталими, порядки наближень в перших двох оцiнках збiльшити (i

навiть зберегти їх для s “ 1) неможливо (див. пiдроздiли 6.3, 6.4), однак, iснує стала

N “ NpYs, fq i послiдовнiсть tPnu8
n“N коопуклих до f P C многочленiв Pn, степеня

ď n, такi, що

|fpxq ´ Pnpxq| ď c ω3pf, ρnpxqq, x P r´1, 1s,

де c – абсолютна стала. Бiльш того, якщо або r “ 2 i k “ 1, 2, 3, або r ą 2 i k P N,
i f P Cr має одну точку перегину, то iснує стала N “ Npf, k, r, Y1q така, що для

кожного n ě N, знайдеться многочлен Pn степеня ď n з тiєю ж самою точкою

перегину i такий, що

|fpxq ´ Pnpxq| ď cpk, rqρrnpxqωkpf prq, ρnpxqq, x P r´1, 1s,

де cpk, rq – стала, яка залежить тiльки вiд k i r (див. пiдроздiл 3.6).

‚ Якщо неперервна на r´1, 1s f є ко(кусково-)опуклою, то для кожного n ě 3,

iснують кубiчний сплайн Sn P C з n ´ 1 чебишевськими вузлами i алгебраїчний

многочлен Pn степеня ď n такi, що вони обидва є майже коопуклi з f , тобто коопуклi

з f на

r´1 ` c2{n2, 1 ´ c2{n2sz
s
Y
i“1

pyi ´ cρnpyiq, yi ` cρnpyiqq,
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i

|fpxq ´ Snpxq| ď C ω4pf, ρnpxqq, x P r´1, 1s,

|fpxq ´ Pnpxq| ď Cpsqω4pf, ρnpxqq, x P r´1, 1s,

де c, C – абсолютнi сталi, Cpsq – стала, яка залежить тiльки вiд s (див. пiдроздiл

3.8).

‚ Якщо неперервна на дiйснiй осi 2π-перiодична функцiя f змiннює свою опу-

клiсть у 2s, s P N, точках перегину yi : ´π ď y2s ă y2s´1 ă ... ă y1 ă π, а для решти

i P Z, yi визначенi перiодично, то для кожного n ě Nyi знайдено тригонометричний

полiном Pn порядку cn такий, що Pn є майже коопуклим з f, тобто вiн змiнює свою

опуклiсть так само як f скрiзь за винятком, можливо, маленiких околiв yi :

pyi ´ π{n, yi ` π{nq

i

}f ´ Pn} ď cpsqω4pf, π{nq,

де Nyi – стала, що залежить тiльки вiд min
i“1,...,2s

tyi ´ yi`1u, c i cpsq – сталi, що можуть

залежити тiльки вiд s, i } ¨ } – рiвномiрна норма (див. пiдроздiл 3.9).

‚ Знайдено хороше (просте i в одну строку) представлення кусково-полiномiальних

функцiй (сплайнiв), що складаються зi шматочкiв многочленiв Лагранжа (а отже, з

найкращим порядком локального наближення i з iнтерполяцiєю в точках розбиття),

зрiзаними степеневими функцiями. Насправдi, це представлення є хорошим методом

отримання оцiнок похибок формозберiгаючого наближення оскiльки легко модифiку-

ється (в околах точок зрiзання функцiй, якi його складають) для надання сплайну

потрiбної форми i при цьому саме представлення не псується (тобто, його запис в

одну строку зберiгається). Воно також має хороший потенцiал чисельної реалiзацiї

зi швидкодїєю у реальному часi (див. пропозицiю 3.8.1).

‚ Зроблено огляд поточкових оцiнок похибки (ко)опуклого наближення много-

членами i порiвняння їх з рiвномiрними оцiнками такого наближення (див. пiдроздiл

3.7).
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Роздiл 4

Три-монотонне наближення

4.1 Наближення сплайнами минимального дефекту
з рiвномiрними i чебишевськими вузрами, а та-
кож з залежними вiд функцiї, але контрольова-
ними вузлами

Результати цього пiдроздiлу мiстяться в [82].

Нехай Srpznq – (лiнiйний) простiр всiх кусково-полiномiальних функцiй (КПФ),

степеня r (порядку r ` 1), з вузлами zn :“ pziq
n
i“0, z0 ă z1 ă ¨ ¨ ¨ ă zn´1 ă zn, тобто

для кожного 0 ď i ď n ´ 1, s
ˇ

ˇ

pzi,zi`1q
P Pr, де Pr – простiр алгебраїчних многочленiв

степеня ď r. Також, нехай rSrpznq :“ Srpznq XCr´1 – вiдповiдний простiр сплайнiв мi-

нiмального дефекту (найбiльшої гладкостi). Крiм того, нехай SN,rra, bs – (нелiнiйний)

простiр КПФ з вiльними вузлами, степеня r, з щонайбiльш N ланками на ra, bs (N´1

вузнами на pa, bq). (Зрозумiло, що для будь-якого zn :“ pziq
n
i“0, Srpznq Ď Sn,rrz0, zns.)

Надалi у пiдроздiлi “zn – розбиття ra, bs” означає те, що zn – впорядкована мно-

жина pziq
n
i“0, a “: z0 ă z1 ă ¨ ¨ ¨ ă zn´1 ă zn :“ b, i ще покладемо z´i :“ z0 i zn`i :“ zn

для i P N (те саме буде використовуватися для розбиттiв xn, yn, тощо.). Зокрема,

через un i tn позначатимемо рiвномiрне i чебишевське розбиттi r´1, 1s, вiдповiдно,

тобто un :“ p´1 ` 2i{nq
n
i“0 i tn :“ pcos ppn ´ iqπ{nqq

n
i“0.

Тепер, з Jj :“ rzj , zj`1s, нехай

ηpznq :“ max
0ďjďn´1

|Jj˘1|{|Jj | (4.1.1)

– масштаб розбиття zn. Також, нехай

µpznq “ max
0ďiăjďn

pj ´ iqpzi`1 ´ ziq

zj ´ zi
(4.1.2)
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i

ϑpznq “ max
0ďiăjďn;

maxt3i´2j,0uďkďmint3j´2i,nu´1

pj ´ iqpzk`1 ´ zkq

zj ´ zi
. (4.1.3)

Зрозумiло, що µpznq ď ϑpznq (вiзьмемо k “ i в (4.1.3)), 1 ď ηpznq ď ϑpznq (вiзьмемо

j “ i ` 1 в (4.1.3)). Вочевидь, що ηpunq “ µpunq “ ϑpunq “ 1, i не важко перевiрити,

що ηptnq ď 3, µptnq ď 2, i ϑptnq ď 6.

В цьому пiдроздiлi i тiльки в ньому ми дещо змiнемо вже звичайнi означення

для лiтер k i q, щоб не порушити стиль першоджерела, зокрема, нехай ωmpf, t, Jqp –

m-тий модуль гладкостi f P LppJq на J , i ωmpf, Jqp :“ ωmpf, |J |, Jqp.

Для k P N i вiдкритого промiжку I “ pa, bq, нехай ∆kpIq (або ∆kpa, bq з невеликим

зловживанням позначеннями) – множина всiх k-монотонних функцiй на I “ pa, bq,

тобто всiх функцiй f : I ÞÑ R таких, що їх k-тi роздiленi рiзницi rx0, . . . , xksf не-

вiд’ємнi для всiх наборiв pk ` 1q неспiвпадаючих точок x0, . . . , xk на I. Згадаємо,

що якщо f P CkpIq, то f P ∆kpIq тодi i тiльки тодi, коли f pkq ě 0 на I. Функцiї

з ∆kpa, bq не обов’язково мають бути означенi в кiнцевих точках промiжку pa, bq, i,

тому, не мають бути а нi обмеженими, а нi iнтегрованими на pa, bq. Наприклад, якщо

fpxq “ p´1qkx´1´1{p, то f P ∆kp0, 1q для k P N, хоча f R Lpr0, 1s, 0 ă p ď 8.

Добре вiдомо (див. [143, 151]), що якщо k ě 2, то f P ∆kpa, bq тодi i тiльки тодi,

коли f pk´2q iснує i є опуклою на pa, bq. Тому, f pk´2q задовольняє умовi Лiпшица на

будь-якому замкненому пiдпромiжку pa, bq, є абсолютно неперервною там i має лiву

i праву неспаднi похiднi f pk´1q
´ i f pk´1q

` скрiзь на pa, bq. Бiльше того, множина E, де

f pk´1q може не iснувати, є злiченною множиною i f pk´1q неперервна на pa, bqzE.

Надалi, cpγ1, γ2, . . . q позначають додатнi сталi, що можуть залежити тiльки вiд

параметрiв γ1, γ2, . . . i вони можуть бути рiзними навiть в одному рядку, тодi як

cipγ1, γ2, . . . q, i P N, – додатнi сталi, значення яких вiдслiдковується. Якщо промiжок

ra, bs це r´1, 1s, то вiн буде виключатися з позначень. Наприклад, Cm :“ Cmr´1, 1s,

Lp :“ Lpr´1, 1s, SN,r :“ SN,rr´1, 1s, тощо. Також, де б ми не писали L8, ми маємо на

увазi C. Позначимо ∆k :“ ∆kp´1, 1q i ще раз пiдкреслимо, що ∆kp´1, 1q вiдрiзняється

вiд ∆kr´1, 1s.

Як i скрiзь в дисертацiї, для функцiї f P ∆k є природнiм обрати аппроксиманти

теж з ∆k, тобто зберегти форму f при наближеннi. Як вже зазначалось вище, для

монотонного (k “ 1) i опуклого (k “ 2) наближень КПФ-ми з фiксованими вузлами i

многочленами, отримано багато “позитивних” результатiв, тобто в багатьох ситуацiях

вдалося зберегти тiж самi порядки наближень, що й при класичному наближеннi без
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обмежень. Дивним виявилось те, що для k-монотонного наближення з k ě 4, порядки

наближень – значно гiршi, що вперше помiтили Коновалов i Левiатан [101] в контекстi

формозберiгаючих поперечникiв.

Вивчення 3-монотонного наближення КПФ-ми з фiксованими вузлами в рiвно-

мiрнiй метрiцi в роботi Левiатана i Примака [116] вказало на те, що цей випадок

теж якось схиляється бути “хорошим”, хоча доведення виявились бiльш складними

нiж для k “ 1, 2. Питання про достовiрнiсть оцiнок типу Джексона для наближення

КПФ-ми з рiвномiрно розташованими фiксованими вузлами було отримано у всiх,

крiм одного випадку, як це зазначено в [116, Зауваження 3]. А саме, залишелось не-

вiдомим, чи можливо для будь-якої f P ∆3 XC, означити кубiчну КПФ s P ∆3 з n´1

рiвновiддаленими вузлами i таку, що

}f ´ s}L8
ď cω4pf, n´1, r´1, 1sq8. (4.1.4)

В цiому пiдроздiлi, ми дамо ствердну вiдповiдь на це запитання. Це виявилося най-

важчим випадком отримання оцiнок типу Джексона для k-монотонного наближення

КПФ-ми з фiксованими вузлами i вимагало застосування деяких результатiв з фор-

мозберiгаючого згладжування сплайнiв Копотун, Левiатан, Примак [108]. Зауважи-

мо, що слабкiша оцiнка з третiм модулем гладкостi похiдної встановлена в Левiатан,

Примак [116], де також можна знайти докладне обговорення оцiнок типу Джексона,

що включають похiднi вiд функцiї. Бiльш за все труднощi з (4.1.4) викликанi тим,

що це “граничний” випадок мiж “хорошими” i “поганими” випадками.

Першим кроком у встановленi (4.1.4) є наступна теорема 4.1.1. Для 3-монотонного

наближення f P ∆3 в Lp (квазi)нормi кубiчними сплайнами ми в нiй досягаємо най-

кращого з можливих порядку наближення (див. (4.1.6)), однак розташування вузлiв

може залежити вiд f . Втiм, ми можемо гарантувати, що цi вузли не є надто близь-

ко один до одного (див. (4.1.5)), що робить цю теорему вiдмiнною вiд вимушеного

наближення сплайнами з вiльними вузлами (див. Копотун, Шадрiн [113]).

Теорема 4.1.1. Для будь-якої ηηη ě 1, iснує стала c1pηηηq ą 0, така, що якщо f P

∆3 X Lp, 0 ă p ď 8, i xn є розбиттям r´1, 1s, для якого ηpxnq ď ηηη, то знайдеться

розбиття ym для r´1, 1s, m ď 20n, i кубучна КПФ s P S3pymq X ∆3, такi, що для

кожного 0 ď k ď m ´ 1, можна пiдiбрати 1 ď j ď n ´ 1, для якого ryk, yk`1s Ď

rxj´1, xj`1s i

yk`1 ´ yk ě c1pηηηqpxj`1 ´ xj´1q, (4.1.5)
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i для кожного 0 ď j ď n ´ 1,

}f ´ s}Lprxj ,xj`1s ď cpηηη, pqω4pf, rxj´1, xj`2sqp. (4.1.6)

Для 3-монотонного наближення в Lp, p ă 8, КПФ-ми з фiксованими вузлами

неможливо навiть отримати аналог оцiнки (4.1.6) з ω3 замiсть ω4, див. Коновалов,

Левiатан [101] (див. також Бондаренко, Примак [5, Зауваження 5]). У той же час,

для p “ 8, ми можемо зсунути вузли на правильне мiсце i зробити їх незалежними

вiд функцiї, використовуючи результати з формозберiгаючого згладжування сплай-

нiв Копотуна, Левiатана i Примака [108]. Однак, для того щоб застосувати [108],

нам потрiбно мати один додатковий порядок гладкостi, тобто нам потрiбно зробити

нашу КПФ належною до C2, i це можливо зробити для p “ 8 завдячуючи роботi

Левiатана i Примака [116, Теорема 5]. Маємо зауважити, що неможливо отримати

цей додатковий порядок гладкостi, якщо наближення вiдбувається в Lp з p ă 8, iна-

кше можно було б, просуваючись доведенням теореми 4.1.2, отримати оцiнку типу

Джексона в Lp з ω4, яка є хибною.

У випадку p “ 8, маємо наступну теорему 4.1.2.

Теорема 4.1.2. Нехай ϑϑϑ ě 1 i r ě 3. Для будь-якої f P ∆3XC i будь-якого розбиття

xn для r´1, 1s, такого, що ϑpxnq ď ϑϑϑ, iснує сплайн s P rSrpxnq X ∆3, мiнiмального

дефекту, такий, що

}f ´ s}L8
ď cpr,ϑϑϑq max

1ďjďn´1
ω4pf, rxj´1, xj`1sq8.

Наступнi двi теореми 4.1.3 i 4.1.4 є безпосереднiми наслiдками теореми 4.1.2.

Теорема 4.1.3. Нехай r ě 3 i n P N. Для будь-якої f P ∆3 X C, iснує сплайн

s P rSrpunq X ∆3, мiнiмального дефекту, такий, що

}f ´ s}L8
ď cprqω4pf, n´1, r´1, 1sq8.

Теорема 4.1.4. Нехай r ě 3 i n P N. Для будь-якої f P ∆3 X C, iснує сплайн

s P rSrptnq X ∆3, мiнiмального дефекту, такий, що

}f ´ s}L8
ď cprqωφ

4 pf, n´1q8,
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де ωφ
4 pf, n´1q8 – модуль гладкостi Дiцiана-Тотiка 4-го порядку.

Зауважимо, що в усiх вище наведених оцiнках неможливо замiнити ω4 на ωm з

m ą 4 (див. теорему 6.5.1), i ще раз нагадаємо, що цi оцiнки хибнi для 3-монотонного

наближення в Lp нормi з p ă 8.

У той же час, для k-монотонного наближення з k ą 3, ситуацiя набагато гiрша.

А саме, тут неможливо мати оцiнки з ω4pf, 1{n, r´1, 1sqp (див. [101, Зауваження (iii),

стор. 241]). Бiльш того, як простий наслiдок результатiв з [5], в теоремi 6.5.2 показано,

що навiть з ω3 це неможливо.

Зауваження 4.1.1. Теорему 4.1.3 можливо перевiрити повнiстю минаючи тео-

рему 4.1.2 i користуючись лише теоремою 4.1.1 (разом з тим фактом, що ym є

"майже" рiвномiрним розбиттям, якщо xn “ un), [106, Наслiдок 1.5, Лема 5.1] i

[116, Теорема 6].

Спецiальне наближення сплайнами з вiльними вузлами

Нагадаємо, f piq
` pxq i f piq

´ pxq – права i лiва i-тi похiднi f в x, вiдповiдно. Через

∆k
˚pa, bq позначимо пiдмножину таких f P ∆kpa, bq, для яких значення tf

piq
` paquk´1

i“0 i

tf
piq
´ pbquk´1

i“0 обмеженi.

Для f P ∆k
˚pa, bq, через ∆krf spa, bq позначимо множину всiх функцiй h P ∆k

˚pa, bq

таких, що

h
piq
` paq “ f

piq
` paq , h

piq
´ pbq “ f

piq
´ pbq , 0 ď i ď k ´ 2 ,

h
pk´1q
` paq ě f

pk´1q
` paq , i h

pk´1q
´ pbq ď f

pk´1q
´ pbq .

Зауваження 4.1.2. Припустимо, що f P ∆k
˚pa, bq i zm – розбиття ra, bs. Тодi, той

факт, що h P ∆kpzi, zi`1q (або h P ∆k
˚pzi, zi`1q) для всiхl 0 ď i ď m ´ 1, зовсiм

НЕ гарантує, що h є k-монотонна на pa, bq. У той же час, якщо h є така, що

h P ∆krf spzi, zi`1q для всiх 0 ď i ď m ´ 1, то h P ∆kpa, bq.

Наступна лема 4.1.1 показує, що замiсть довiльної f P ∆kpa, bq X Lpra, bs, можна

розглядати f P ∆k
˚pa, bq, тобто можно припускати, що f i ї ї похiднi обмеженi в кiнце-

вих точках pa, bq а, отже, i в усiх внутрiшнiх точках також.

Лема 4.1.1. [113, Лема 4.4] Нехай k P N, 0 ă p ď 8, i f P ∆kpa, bq X Lpra, bs. Тодi,

для будь-якого ϵ ą 0, iснує fϵ P ∆k
˚pa, bq така, що

}f ´ fϵ}Lpra,bs ă ϵ.
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Бiльш того, fϵ спiвпадає з f скрiзь за винятком можливо кiнцевих точок pa, bq.

Пропозицiя 4.1.1. [113, Пропозицiя 4.3] Нехай k, r P N, k ě 2, r ě k´1, 0 ă p ď 8,

f P ∆k
˚pa, bq X Lpra, bs, i нехай q таке, що або q P Pr X ∆kpa, bq, або p´qq P pPrzPkq X

∆kpa, bq. Тодi iснує s такий, що

s P Scpkq,rra, bs X ∆krf spa, bq,

}f ´ s}Lpra,bs ď cpp, r, kq }f ´ q}Lpra,bs .

Теорема 4.1.5. Нехай k, r P N, k ě 2, r ě k ´ 1, 0 ă p ď 8, f P ∆k X Lp, xn –

розбиття r´1, 1s, i нехай σ – будь-яка КПФ з Srpxnq. Тодi iснує стала c2 “ c2pk, rq P

N i КПФ s P Sc2n,r X ∆k, такi, що

(i) s має ď c2 ланок на кожному промiжку rxj , xj`1s, 0 ď j ď n ´ 1, i

(ii) }f ´ s}Lprxj ,xj`1s ď cpk, r, pq}f ´ σ}Lprxj ,xj`1s, 0 ď j ď n ´ 1.

Доведення. Зважаячи на лему 4.1.1, можемо припустити, що f P ∆k
˚ а, отже, f P

∆k
˚pa, bq, для будь-якого pa, bq Ď p´1, 1q. Звуження pj КПФ σ на кожний промiжок

rxj , xj`1s, 0 ď j ď n´ 1, є многочленом, степеня ď r, k-та похiдна якого – многочлен,

степеня ď r ´ k, а, отже, вона має, щонайбiльш, r ´ k дiйсних нулiв на rxj , xj`1s

(або є там тотожньою нулю). Цi нулi розбивають rxj , xj`1s на, щонайбiльш, r´ k` 1

пiдпромiжкiв Ij1, . . . , I
j
m, 1 ď m ď maxt1, r´k`1u, i ppkq

j або невiд’ємна, або недодатня

в середенi кожного Iji , 1 ď i ď m. З цього випливає, що або pj P Pr X ∆kpIji q, або

p´pjq P pPrzPkq X ∆kpIji q, для кожного 1 ď i ď m. Пропозицiя 4.1.1 гарантує, що

для кожного 1 ď i ď m, iснує сплайн sji такий, що sji P Scpkq,rpIji q X ∆krf spIji q, i

}f ´ sji }LppI
j
i q

ď cpp, r, kq }f ´ pj}LppI
j
i q

.

Зараз з’єднаємо разом всi шматочки sji i отримуємо сплайн s, означений на r´1, 1s,

зi звуженням sji на Iji . Беручи до уваги зауваження 4.1.2, легко бачити, що s P Sc2n,rX

∆k, c2 “ c2pk, rq, i (i) з (ii) виконуються. Теорему 4.1.5 доведено.

Локальне наближення сплайнами з контрольованими вузлами

Лема 4.1.2. Для будь-якого промiжку I, k P N0, 0 ă p ď 8, i q P Pr,
›

›

›
qpkq

›

›

›

L8pIq
ď cpr, pq|I|´k´1{p }q}LppIq ď c|I|´k }q}L8pIq .
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Лема 4.1.3. Для будь-якого промiжку I Ď J , 0 ă p ď 8, i q P Pr,

}q}LppJq ď cpr, pqp|J |{|I|qr`1{p }q}LppIq .

Лема 4.1.4. [60, Лема 3.2] Нехай r P N, d :“ 2r2. Для будь-яких q1, q2 P Pr, i

послiдовнiстi вузлiв xd “ pxiq
d
i“0, x0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xd, iснує сплайн s P rSrpxdq такий,

що spxq є числом мiж q1pxq i q2pxq при кожному x P rx0, xds, s ” q1 на p´8, x0s а

s ” q2 на rxd,8q.

Лема 4.1.5. Нехай y0 ă y1 ă y2 ă y3, h :“ y3 ´ y0 i для деякої θ ą 0

y1 ´ y0 ě θh i y3 ´ y2 ě θh.

Припустимо, що f P ∆3ry0, y3s така, що

f |ry0,y1s “: q1 P P3 i f |ry2,y3s “: q2 P P3

(тобто q1 i q2 кубiчнi многочлени), i тому f P C1ry0, y3s. Тодi, при кожному 0 ă

p ď 8, iснує кубiчний сплайн z P SN,3ry0, y3s, що задовольняє

(i) z P ∆3ry0, y3s;

(ii) z має ď 19 вузлiв в py0, y3q, тобто N ď 20;

(iii) вiдстань мiж будь-якими вузлами z є ě c3pθqh;

(iv) z ” f в деяких околах y0 i y3 (тобто найлiвiшi i найправiшi шматочки z спiв-

падають з q1 i q2, вiдповiдно);

(v) }f ´ z}Lpry0,y3s ď cpθ, pqω4pf, ry0, y3sqp.

Доведення. Скрiзь у доведеннi, для спрощення, ω4 :“ ω4pf, ry0, y3sqp. Якщо q˚ є ку-

бiчним многочленом з нерiвностi Уiтнi [167] }f ´ q˚}Lpry0,y3s ď cω4, то, скориставшись

лемою 4.1.3 i пригадуючи, що }f ` g}p ď 2maxt0,p1´pq{pup}f}p ` }g}pq, запишемо

}f ´ q1}Lpry0,y3s ď c }f ´ q˚}Lpry0,y3s ` c }q˚ ´ q1}Lpry0,y3s

ď cω4 ` c }q˚ ´ q1}Lpry0,y1s

“ cω4 ` c }q˚ ´ f}Lpry0,y1s ď cω4.

Звiсно, що така сама оцiнка є вiрною i для q2 замiсть q1, i, отже,

}f ´ qj}Lpry0,y3s
ď cω4, j “ 1, 2, (4.1.7)
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i

}q1 ´ q2}Lpry0,y3s ď cω4. (4.1.8)

Позначимо aj :“ q3
j , j “ 1, 2, i зауважимо, що aj ě 0 є сталими. Розглянемо два

випадки в залежностi вiд наскiльки великим є число a1.

Випадок I. Припустимо, що

a1 ě A1h
´3´1{pω4, (4.1.9)

де A1 “ A1pθ, pq оберемо далi. Вiзьмемо x0 :“ py0 ` y1q{2, x18 :“ py2 ` y3q{2 i xi :“

x0 ` ipx18 ´ x0q{18, 1 ď i ď 17, i застосуємо лему 4.1.4, щоб мати сплайн z. Умови

(ii), (iii), (iv) напевно задовольняються цим z. Беручи до уваги (4.1.8) i лему 4.1.4,

отримуємо

}q1 ´ z}Lpry0,y3s ď }q1 ´ q2}Lpry0,y3s ď cω4, (4.1.10)

що разом з (4.1.7) породжує (v)

}f ´ z}Lpry0,y3s ď c }f ´ q1}Lpry0,y3s ` c }q1 ´ z}Lpry0,y3s ď cω4.

Залишилось перевiрити (i). Оскiльки z P C2 i z3 iснує скрiзь на ry0, y3s, за винятком

можливо в xi, 0 ď i ď 18, то достатньо довести, що z3pxq ě 0, x ‰ xi. Для x P

ry0, x0q Y px18, y3s, це очевидно через (iv), а для x P pxi, xi`1q, 0 ď i ď 17, вiзьмемо до

уваги, що xi`1 ´ xi ě θh{18 i, користуючись лемою 4.1.2 разом з (4.1.10), запишемо

|a1 ´ z3pxq| ď
›

›pq1 ´ zq3
›

›

L8rxi,xi`1s
ď ch´3´1{p }q1 ´ z}Lprxi,xi`1s

ď c4h
´3´1{pω4.

Якщо оберемо A1 :“ c4, то (4.1.9) буде гарантувати, що z3pxq ě 0.

Випадок II. Припустимо зараз, що (4.1.9) не справджується, тобто a1 ă c4h´3´1{pω4.

Лема 4.1.2 i (4.1.8) тягнуть нерiвнiсть

|a1 ´ a2| “
›

›pq1 ´ q2q3
›

›

L8ry0,y3s
ď ch´3´1{p }q1 ´ q2}Lpry0,y3s ď ch´3´1{pω4,

i таким чином ми маємо

aj ď ch´3´1{pω4, j “ 1, 2. (4.1.11)

Вiзьмемо z0 :“ py0 ` y1q{2, z1 :“ y1, z2 :“ y2, z3 :“ py2 ` y3q{2, позначимо

ljpxq :“ q2
1pzjqpx ´ zjq ` q1

1pzjq, j “ 0, 1,

ljpxq :“ q2
2pzjqpx ´ zjq ` q1

2pzjq, j “ 2, 3.
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i означимо

s1pxq :“

$

’

&

’

%

f 1pxq, x R rz0, z3s,

max
j“0,1,2,3

ljpxq, x P rz0, z3s.

З опуклостi f 1 випливає, що s1 – опукла до низу КПФ, що задовольняє нерiвнiсть

s1pxq ď f 1pxq, x P ry0, y3s. (4.1.12)

Оскiльки дотичнi до будь-якої параболи в точках x “ a i x “ b перетинаються

в x “ pa ` bq{2, заключаємо, що вузлами s1 є z0, pz0 ` z1q{2, z̃, pz2 ` z3q{2, z3, де

z̃ P rz1, z2s “ ry1, y2s, i, як наслiдок цього, вони не ближче нiж θh{4 один вiд одного.

Тепер, нехай

s2pxq :“

$

&

%

f 1pxq, x R rz0, z3s,

lpxq, x P rz0, z3s,

де l – пряма, що iнтерполює f 1 в z0 i z3. З опуклостi f 1 випливає, що s2 є опуклим

квадратичним сплайном з вузлами z0 i z3 такими, що

f 1pxq ď s2pxq, x P ry0, y3s. (4.1.13)

Тепер нерiвностi (4.1.12) i (4.1.13) гарантують, що можно обрати α P r0, 1s так, що

zpxq :“ fpz0q `

ż x

z0

pαs1ptq ` p1 ´ αqs2ptqqdt

буде задовольняти рiвнiсть zpz3q “ fpz3q а, отже, z – кубiчний сплайн, що задовольняє

(iv). Зрозумiло, що (i), (ii) i (iii) теж справджуються i лишається перевiрити (v).

Нехай ỹ :“ py0 ` y3q{2, тодi лема 4.1.2 i (4.1.8) тягнуть

|q2
1pỹq ´ q2

2pỹq| ď
›

›q2
1 ´ q2

2

›

›

L8ry0,y3s
ď ch´2´1{pω4. (4.1.14)

Нерiвнiсть (4.1.11) породжує

q2
1pỹq ´ q2

1py0q ď ch´2´1{pω4,

i

q2
2py3q ´ q2

2pỹq ď ch´2´1{pω4,

що разом з (4.1.14) забеспечують оцiнку (пригадаємо, q2
1py0q “ f2py0q i q2

2py3q “

f2py3q)

f2py3q ´ f2py0q ď ch´2´1{pω4. (4.1.15)
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Нагадаємо, якщо g P ∆3pIq, то g2pxq iснує для всiх x P I з множиною виняткiв, що,

само бiльше, є злiченою, i g2 неспадна на своєму носию. Тому, оскiльки f P ∆3ry0, y3s,

маємо

f2py0q ď f2pxq ď f2py3q a.e. on ry0, y3s.

Так само, оскiльки z P ∆3ry0, y3s, то (iv) тягне

f2py0q ď z2pxq ď f2py3q м.с. на ry0, y3s,

i таким чином з (4.1.15) випливає оцiнка

|f2pxq ´ z2pxq| ď ch´2´1{pω4 м.с. на ry0, y3s.

Двiчи iнтегруючи, знаходимо

}f ´ z}L8ry0,y3s ď ch´1{pω4,

що тягне (v). Лему 4.1.5 доведено.

Зауваження 4.1.3. Здається, що у випадку II є багато можливостей для озна-

чення z. Однак, це не так, i для певних f потрiбний z единий, скажiмо, коли

fpxq “ px ´ yq2` для фiксованого y P ry1, y2s, то едине, що можна обрати, це z ” f .

Доведення теореми 4.1.1

Поперше, нехай σ – σ
ˇ

ˇ

rxj ,xj`1s
кубiчний многочлен найкращого Lp наближення без

обмежень f на rxj , xj`1s, тобто з нерiвностi Уiтнi [167]

}f ´ σ}Lprxj ,xj`1s ď cω4pf, rxj , xj`1sqp, 0 ď j ď n ´ 1.

За теоремою 4.1.5, iснує s̃ P Sc2n,3 X ∆3 такий, що

}f ´ s̃}Lprxj ,xj`1s ď cω4pf, rxj , xj`1sqp, 0 ď j ď n ´ 1,

i s̃ має ď c2 “ c2p3, 3q шматочкiв на кожному rxj , xj`1s. Тодi, для кожного 0 ď j ď

n ´ 1, знайдеться промiжок Ij :“ raj , bjs Ď rxj , xj`1s, довжини ě pxj`1 ´ xjq{c2,

такий, що s̃ на ньому не має вузлiв. Вiзьмемо tj :“ paj ` bjq{2, для кожного 0 ď

j ď n ´ 2, i застосуємо лему 4.1.5 до s̃ з y0 “ tj , y1 “ bj , y2 “ aj`1, y3 “ tj`1 i

θ “ 1{p2ηηηc2q щоб отримати zj на rtj , tj`1s. Тепер означимо s так, що s
ˇ

ˇ

rtj ,tj`1s
:“ zj ,

0 ď j ď n ´ 2, i бiля кiнцевих точок r´1, 1s, тобто на промiжках r´1, t0s i rtn´1, 1s,
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нехай s буде продовженням многочленiв z|rt0,t0`ϵs i z|rtn´1´ϵ,tn´1s, де ϵ ą 0 достатньо

мала. (Зауважимо, що (iv) леми 4.1.5 вказує, що цi z|rt0,t0`ϵs i z|rtn´1´ϵ,tn´1s є тими ж

многочленами, що й s̃
ˇ

ˇ

ra0,b0s
i s̃

ˇ

ˇ

ran´1,bn´1s
, вiдповiдно.)

З леми 4.1.5 випливає, що s P ∆3 (за (i) i (iv)), s належить S20pn´1q`1,3 i має,

щонайбiльше, 40 шматочкiв на кожному rxj , xj`1s (згiдно (ii)), вiдстань мiж будь-

якими двома вузлами s на rxj , xj`2s не меньша нiж cpηηηqpxj`2 ´ xjq (за (iii)). Тепер, з

(v) леми 4.1.5, пишемо

}s̃ ´ s}Lprtj ,tj`1s ď cω4ps̃, rtj , tj`1sqp,

i тому, для 1 ď j ď n ´ 2,

}f ´ s}Lprxj ,xj`1s

ď c }f ´ s̃}Lprxj ,xj`1s ` c }s̃ ´ s}Lprtj´1,tjs ` c }s̃ ´ s}Lprtj ,tj`1s

ď cω4pf, rxj , xj`1sqp ` cω4ps̃, rtj´1, tjsqp ` cω4ps̃, rtj , tj`1sqp

ď cω4pf, rxj´1, xj`2sqp.

Насамкiнець, залишелось довести цю оцiнку для j “ 1 i j “ n ´ 1. Розглянемо

лише j “ 1 (тобто наближення на r´1, x1s), бо доведення для j “ n ´ 1 таке саме.

Нехай q˚ – кубiчний многочлен, що задовольняє нерiвнiсть Уiтнi }f ´ q˚}Lpr´1,x1s ď

cω4pf, r´1, x1sqp, згадаємо, що s̃ не має вузлiв в середенi ra0, b0s довжиною ě cpx1`1q,

i, що s̃
ˇ

ˇ

ra0,b0s
“ s

ˇ

ˇ

r´1,t0s
“: p0 P P3. Маємо

}f ´ s}Lpr´1,x1s ď c }f ´ s}Lpr´1,t0s ` c }f ´ s}Lprt0,t1s

ď c }f ´ q˚}Lpr´1,t0s ` c }q˚ ´ p0}Lpr´1,t0s

`c }f ´ s̃}Lprt0,t1s ` c }s̃ ´ s}Lprt0,t1s

ď cω4pf, r´1, x2sqp ` c }q˚ ´ p0}Lpr´1,t0s .

Тепер, лема 4.1.3 тягне

}q˚ ´ p0}Lpr´1,t0s ď c }q˚ ´ p0}Lpra0,t0s “ c }q˚ ´ s̃}Lpra0,t0s

ď c }q˚ ´ f}Lpra0,t0s ` c }f ´ s̃}Lpra0,t0s

ď cω4pf, r´1, x1sqp,

що, у свою чергу, тягне

}f ´ s}Lpr´1,x1s ď cω4pf, r´1, x2sqp,

i це завершує доведення. Теорему 4.1.1 доведено.
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Згладжування i зсув вузлiв на правiльне мiсце

Для заданого розбиття zn з r´1, 1s, розбиття z̃m з r´1, 1s назовемо δ-перебудовою

zn (див. [108]) якщо, для кожного 0 ď j ď n ´ 1,

maxtz̃i`1 ´ z̃i | rz̃i, z̃i`1s X pzj , zj`1q ‰ Hu ď δ min
ν“j´1,j,j`1

|zν`1 ´ zν |

з z´1 i zn`1 покладеними (в цьому означенi лише) як ´8 i `8, вiдповiдно.

Лема 4.1.6. [108, Теорема 1.1 (q “ 3)] Нехай r ě 3, i yl – розбиття r´1, 1s. Iснує

стала δ “ δprq така, що для кожного s˚ P Srpylq X ∆3, такого, що

s˚ P C2, (4.1.16)

i будь-якого розбиття xn, що є δ-перебудовою yl, iснує сплайн s̃ P rSrpxnq X ∆3,

мiнiмального дефекту, який задовольняє нерiвнiсть

}s˚ ´ s̃}LppIjq ď cpr, pqωr`1ps˚, Ijqp, 0 ď j ď l,

з 0 ă p ď 8, де Ij :“ rpyj´1 ` yjq{2, pyj ` yj`1q{2s.

Зауважимо, що випадок r “ 3 з леми 4.1.6 не присутнiй в твердженi [108, Теорема

1.1], однак не важко перевiрити, що таке ж саме доведення працює i для нього i є,

навiть, простiшим.

Як буде показано нижче, лема 4.1.6 дозволить згладжувати 3-монотоннi сплайни

до мiнiмального дефекту i змiнювати положення їх вузлiв. Однак, якщо довiльна

3-монотонна КПФ, перебуваючи в C1, не обов’язково потрапляє в C2, то спочатку,

перед застосуванням леми 4.1.6, згiдно (4.1.16), треба попiклуватися про її додаткову

гладкiсть. Наступна лема забеспечує згладжування до C2 у випадку p “ 8.

Лема 4.1.7. [116, Теорема 5] Припустимо, що yl розбиття r´1, 1s i s P S3pylq X∆3.

Тодi, iснує КПФ s˚ P S3pylq X ∆3, така, що

s˚ P C2,

}s ´ s˚}L8
ď cpηpylq, µpylqq max

1ďjďl´1
ω4ps, ryj´1, yj`1sq8.

Допомiжнi факти

Для заданих δ ą 0 i розбиття xn для r´1, 1s з обмеженою ϑpxnq, покажемо, що

iснує розбиття zm таке, що xn є його δ-перебудовою i, у той же час, ϑpznq все ще

обмежене.
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Лема 4.1.8. Для будь-яких δ ą 0, ϑϑϑ ě 1 i розбиттяn xn для ra, bs з ϑpxnq ď ϑϑϑ, iснує

розбиття zm, що задовольняє

(i) xn є δ-перебудовою zm,

(ii) ηpzmq ď 2ϑϑϑ,

(iii) ϑpzmq ď cpδ,ϑϑϑq,

(iv) для будь-яких 0 ď j ď m´1 i 0 ď k ď n´1 таких, що pxk, xk`1qXrzj , zj`1s ‰ H

zj`1 ´ zj ď cpδ,ϑϑϑqpxk`1 ´ xkq.

Доведення. Нехай K :“ max trϑϑϑ{δs, 1u, m :“ tn{Ku i означимо zm “ pzjq
m
j“0 як:

zj :“ xKj , 0 ď j ď m ´ 1, i zm :“ xn.

(Зауважимо, що zm´1 “ xKpm´1q ă xKm ď xn “ zm.)

Тепер покажемо, що xn є δ-перебудовою zm. Нехай Jj :“ rzj , zj`1s, i припустимо,

що k таке, що rxk, xk`1s X pzj , zj`1q ‰ H (тобто rxk, xk`1s Ď Jj). Потрiбно показати,

що

xk`1 ´ xk ď δ

$

’

’

&

’

’

%

mint|J0|, |J1|u, якщо j “ 0,

minν“j´1,j,j`1 |Jν |, якщо 1 ď j ď m ´ 2,

mint|Jm´2|, |Jm´1|u, якщо j “ m ´ 1.

(4.1.17)

Поперше, якщо 0 ď j ď m ´ 2, то з ϑpxnq ď ϑϑϑ, випливає, що

xk`1 ´ xk
|Jj |

ď ϑϑϑ
xKpj`1q ´ xKj

K|Jj |
“
ϑϑϑ

K
ď δ

а, якщо j “ m ´ 1,
xk`1 ´ xk

|Jm´1|
ď

ϑϑϑ

n ´ Kpm ´ 1q
ď
ϑϑϑ

K
ď δ.

Якщо 1 ď j ď m ´ 2, то ми також маємо

xk`1 ´ xk
|Jj˘1|

ď ϑϑϑ
xKpj˘1`1q ´ xKpj˘1q

K|Jj˘1|
ď
ϑϑϑ

K
ď δ.

Насамкiнець, якщо j “ m ´ 1, то

xk`1 ´ xk
|Jm´2|

ď ϑϑϑ
xKpm´1q ´ xKpm´2q

K|Jm´2|
“
ϑϑϑ

K
ď δ.
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Тепер, для будь-якого 0 ď j ď m ´ 1, нехай kj є таким, що

xkj`1 ´ xkj “ max
rxi,xi`1sĎrzj ,zj`1s

pxi`1 ´ xiq.

Для 0 ď j ď m ´ 2, маємо

|Jj`1|

|Jj |
ď

2Kpxkj`1`1 ´ xkj`1
q

xKpj`1q ´ xKj
ď 2ϑϑϑ,

i
|Jj |

|Jj`1|
ď

Kpxkj`1 ´ xkjq

xKpj`2q ´ xKpj`1q

ď ϑϑϑ,

отже (ii) перевiрено.

Тепер припустимо, що k ě 0 таке, що rxk, xk`1s Ď rzj , zj`1s, для деякого 0 ď j ď

m ´ 1. Тодi,

zj`1 ´ zj ď xmintKj`2K,nu ´ xKj “

mintKj`2K,nu´1
ÿ

ν“Kj

pxν`1 ´ xνq

ď

mintKj`2K,nu´1
ÿ

ν“Kj

ϑϑϑ|k´ν|pxk`1 ´ xkq ď pxk`1 ´ xkq

Kj`2K´1
ÿ

ν“Kj

ϑϑϑ|k´ν|

ď 2Kϑϑϑ2K´1pxk`1 ´ xkq,

i (iv) виконується.

Тепер покажемо, що ϑpzmq обмежене. Припустимо, що i, j i k такi, що 0 ď i ă

j ď m, maxt3i ´ 2j, 0u ď k ď mint3j ´ 2i,mu ´ 1, i

ϑpzmq “
pj ´ iqpzk`1 ´ zkq

zj ´ zi
,

i нехай i1 :“ Ki, j1 :“ Kj, k1 :“ Kk. Ясно, що 0 ď i1 ă j1 ď Km ď n i maxt3i1´2j1, 0u ď

k1 ď mint3j1 ´ 2i1,Kmu ´ K ď mint3j1 ´ 2i1, nu ´ 1, i отже

ϑpzmq “
pj1 ´ i1qpzk`1 ´ zkq

Kpzj ´ ziq
ď

pj1 ´ i1qpzk`1 ´ zkq

Kpxj1 ´ xi1q

ď
pj1 ´ i1q

Kpxj1 ´ xi1q
pxmintk1`2K,nu ´ xk1q ď

ϑpxnq

K

pxmintk1`2K,nu ´ xk1q

xk1`1 ´ xk1

ď 2ϑϑϑ2K,

що завершує доведення. Лему 4.1.8 доведено.
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Лема 4.1.9. Для будь-яких y0 ă y1 ă ¨ ¨ ¨ ă yN таких, що

yN ´ y0 ď λ min
0ďjďN´1

pyi`1 ´ yiq

i f P Cry0, yN s, маємо

ωkpf, ry0, yN sq8 ď cpk, λq max
1ďjďN´1

ωkpf, ryj´1, yj`1sq8.

Доведення. Нехай β :“ k´1min0ďjďN´1pyi`1 ´ yiq. Тодi,

ωkpf, ry0, yN sq8 ď cpk, λqωkpf, β, ry0, yN sq8 “ cpk, λqωkpf, β, ryν´1, yν`1sq8,

з деяким 1 ď ν ď N ´ 1. Тобто, лему 4.1.9 доведено.

Доведення теореми 4.1.2

Нехай f P ∆3 XC, r ě 3, i припустимо, що xn розбиття r´1, 1s таке, що ϑpxnq ď ϑϑϑ.

Крок 1. Покладемо c5 :“ c1p2ϑϑϑq i δ1 :“ pδc25q{p8ϑϑϑ2q (де δ “ δprq з леми 4.1.6) i

застосуємо лему 4.1.8, щоб мати розбиття zm для r´1, 1s таке, що xn є δ1-перебудовою

zm, ηpzmq ď 2ϑϑϑ, ϑpzmq ď cpr,ϑϑϑq, i, для будь-яких 0 ď j ď m´ 1 i 0 ď k ď n´ 1 таких,

що pxk, xk`1q X rzj , zj`1s ‰ H,

zj`1 ´ zj ď cpr,ϑϑϑqpxk`1 ´ xkq. (4.1.18)

Крок 2. З теореми 4.1.1 (з xn “ zm) випливає, що iснує розбиття yl для r´1, 1s i

l ď 20m, i кубiчна КПФ s P S3pylqX∆3 такi, що для кожного 0 ď k ď l´1 знайдеться

1 ď j ď m ´ 1, для якого ryk, yk`1s Ď rzj´1, zj`1s i

yk`1 ´ yk ě c5pzj`1 ´ zj´1q,

}f ´ s}L8rzj ,zj`1s ď cpϑϑϑqω4pf, rzj´1, zj`2sq8, 0 ď j ď m ´ 1.

Легко бачити, що

ηpylq ď 2η2pzmq{c5 ď 8ϑϑϑ2{c5.

Також, досить просто показати, що µpylq обмежено сталою cpr,ϑϑϑq.

Ще зауважимо, що xn є δ-перебудовою yl. Дiйсно, припустимо, що rxi, xi`1s X

pyk, yk`1q ‰ H, де 0 ď k ď l´1, i нехай 1 ď j ď m´1 таке, що ryk, yk`1s Ď rzj´1, zj`1s,
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i тому yk`1 ´ yk ě c5pzj`1 ´ zj´1q. Оскiльки, xn є δ1-перебудовою zm i, ясно, що

pxi, xi`1q X rzj´1, zjs ‰ H, або pxi, xi`1q X rzj , zj`1s ‰ H, то ми також маємо

xi`1 ´ xi ď δ1pzj`1 ´ zj´1q ď
δ1
c5

pyk`1 ´ ykq

ď
δ1ηpylq

c5
min

ν“k´1,k,k`1
pyν`1 ´ yνq

ď
8δ1ϑϑϑ

2

c25
min

ν“k´1,k,k`1
pyν`1 ´ yνq

ď δ min
ν“k´1,k,k`1

pyν`1 ´ yνq.

Крок 3. З леми 4.1.7 випливає, що для s P S3pylq X∆3, iснує КПФ s˚, степеня ď 3,

з тими ж самими вузлами, i така, що s˚ P ∆3 X C2 i

}s ´ s˚}L8
ď cpηpylq, µpylqq max

1ďjďl´1
ω4ps, ryj´1, yj`1sq8

ď cpr,ϑϑϑq max
1ďjďl´1

ω4ps, ryj´1, yj`1sq8

Крок 4. З леми 4.1.6 випливає, що iснує сплайн s̃ P rSrpxnq X∆3 (тобто s̃ мiнiмаль-

ного дефекту), що, для кожного 0 ď j ď l, задовольняє нерiвнiсть

}s˚ ´ s̃}L8rpyj´1`yjq{2,pyj`yj`1q{2s ď cprqωr`1ps˚, rpyj´1 ` yjq{2, pyj ` yj`1q{2sq8.

Залишається оцiнити рiзницю f ´ s̃. Припустимо, що }f ´ s̃}L8
“ |fpx˚q ´ s̃px˚q|,

i x˚ P ryν , yν`1q, для деякого 0 ď ν ď l ´ 1. Також припустимо, що 1 ď ν1 ď m ´ 1

таке, що ryν , yν`1s Ď rzν1´1, zν1`1s (i отже, yν`1 ´ yν ě c5pzν1`1 ´ zν1´1q).

Застосовуючи лему 4.1.9 i беручи до уваги, що звуження yl i zm обмеженi, пишемо

(з c “ cpr,ϑϑϑq)

}f ´ s̃}L8

ď |fpx˚q ´ spx˚q| ` |spx˚q ´ s˚px˚q| ` |s˚px˚q ´ s̃px˚q|

ď }f ´ s}L8
` }s ´ s˚}L8

` }s˚ ´ s̃}L8rpyν´1`yνq{2,pyν`1`yν`2q{2s

ď }f ´ s}L8
` }s ´ s˚}L8

` cω4 ps˚, ryν´1, yν`2sq8

ď c }f ´ s}L8
` c max

1ďjďl´1
ω4ps, ryj´1, yj`1sq8 ` cω4 pf, ryν´1, yν`2sq8

ď c }f ´ s}L8
` c max

1ďjďl´1
ω4pf, ryj´1, yj`1sq8 ` cω4 pf, ryν´1, yν`2sq8

ď c max
0ďjďm´1

ω4pf, rzj´1, zj`2sq8 ` c max
1ďjďl´1

ω4pf, ryj´1, yj`1sq8

ď c max
1ďjďm´1

ω4pf, rzj´1, zj`1sq8

ď c max
1ďjďn´1

ω4pf, rxj´1, xj`1sq8,

де остання нерiвнiсть випливає з (4.1.18). Теорему 4.1.2 доведено.
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4.2 Кубiчний сплайн з “майже” рiвномiрними вузла-
ми

Результати цього пiдроздiлу мiстяться в [15].

Знову нехай C :“ Cra, bs – простiр неперервних на ra, bs функцiй f : ra, bs Ñ R
з рiвномiрною нормою }f} :“ }f}ra,bs :“ max

xPra,bs
|fpxq|, Cq :“ tf : f pqq P Cu, q P N, i

∆3 :“ ∆3ra, bs – множина 3-монотонних функцiй, тобто f P C, що мають невiд’ємну

третю роздiлену рiзницю в усiх наборах з чотирьох рiзних точок pa, bq. (Якщо f P ∆3,

то f P C1 i f 1 опукла на pa, bq, а якщо f P C3, то f P ∆3 тодi i тiльки тодi, коли

f3pxq ě 0, x P pa, bq.)

В цьому пiдроздiлi йдеться про наближення f P ∆3 кубiчними сплайнами, якi

теж є з ∆3. А саме, ми доводимо наступну теорему 4.2.1.

Теорема 4.2.1. Нехай taju
n
j“0 – набiр рiвновiддалених точок вiдрiзку ra, bs, a “

an ă an´1 ă ... ă a0 “ b, h :“ pb ´ aq{n. Якщо функцiя f P ∆3, то iснують набiр

tbju
n
j“0 точок ra, bs такий, що

|aj ´ bj | ď 3h{2, |bj ´ bj´1| ě h{2,

i кубiчний сплайн s P C1, з вузлами в точках bj , такий, що

s P ∆3 (4.2.1)

i

}f ´ s}raj ,aj´1s ď c ω4 pf, h, raj`4, aj´5sq , j “ 1, ..., n, (4.2.2)

а отже,

}f ´ s} ď c ω4 pf, h, ra, bsq , (4.2.3)

де ω4 pf, t, r¨, ¨sq – 4-й модуль гладкостi f, aν “ a, ν ą n, та aν “ b, ν ă 0.

Тут i надалi в пiдроздiлi c позначають додатнi абсолютнi сталi, що можуть бути

рiзними, навiть якщо вони стоять в одному рядку.

Теорема 4.2.1 є частинним випадком теореми 4.1.1, однак в нiй пропонується про-

стiша, нiж в теоремi 4.1.1, конструкцiя сплайна. Вiн, на вiдмiну вiд сплайна з теореми

4.1.1, представлений сумою зрiзаних степеневих функцiй, а отже, може бути викори-

станий для побудови 3-монотонного многочлена, що наближатиме функцiю, "майже"

як в (4.2.3) (див. опис (4.2.4)). I для чисельної реалiзацiї, в разi потреби, вiн пiдходить

значно краще нiж той, що в теоремi 4.1.1.
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Зауважимо, що навiть питання про справджуванiсть поточкового аналогу (4.2.3),

тобто оцiнки

|fpxq ´ spxq| ď c ω4pf, 1{n2 `
a

1 ´ x2{n, r´1, 1sq, x P r´1, 1s, (4.2.4)

є на сьогоднi вiдкритим для 3-монотонного наближення (здається, що вiдповiдь на

це питання буде негативною, а функцiя x2signpxq P ∆3 – буде контрприкладом, хоча

ми не придiляємо цьому уваги), а з ω3 (4.2.4) (i, звiсно, (4.2.3)) справджується, див.

нижче iсторiю.

Також нагадаємо, що в (4.2.3) неможливо замiнити ω4 на ωk з k ą 4 (див. теорему

6.5.1), що вiдповiдна оцiнка для 3-монотонного наближення у Lp нормi з p ă 8,

не є вiрною навiть з ω3 замiсть ω4 (див. Коновалов, Левiатан [101] i Бондаренко,

Примак [5, Зауваження 5]) i, що в q-монотонному наближеннi з q ą 3, (4.2.3) (i тим

бiльше (4.2.4)) невiрна, навiть з ω3 (див. теорему 6.5.2), хоча для 1та2-монотонних

(комонотонного та коопуклого) наближень обидвi оцiнки справджуються з ω2 та ω3,

вiдповiдно, тобто (4.2.3) – "граничний" випадок мiж позитивними i негативними

випадками у формозберiгаючому наближеннi (розгорнутий огляд тематики можна

знайти також в [112]).

Зауваження 4.2.1. Сплайн s, з теореми 4.2.1, iнтерполює f в a i b, але, взагалi

кажучи, це не iнтерполяцiйний (в своїх вузлах) сплайн степеня 3. Також, грубо

кажучи, росташування лише "малої" частини його вузлiв залежить вiд f, тодi як

решта – є точками розбиття aj. Крiм того, aj можуть бути "майже" рiвновiд-

даленими (див. зауваження 4.2.2 в кiнцi пiдроздiла).

Наведемо кiлька iсторичних довiдок з 3-монотонного наближення сплайнами i

многочленами, про якi не згадувалось в попередньому пiдроздiлi.

Для f P ∆3 X C2, Коновалов i Левiатан [102] були першими, хто означив квадра-

тичний сплайн s1 P ∆3 з n ´ 1 рiвновiддаленими вузлами, такий, що

}f ´ s1} ď c n´2ω1
`

f2, 1{n
˘

,

де ωkp¨, ¨q :“ ωkp¨, ¨, r´1, 1sq.

Примак [150] для f P ∆3 означив квадратичний сплайн s2 P ∆3 з n´1 довiльними

фiксованими вузлами, такий, що, зокрема, для рiвновiддалених вузлiв

}f ´ s2} ď c ω3 pf, 1{nq .
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З результатiв Шевчука [162], Левiатана i Примака [116, 41] випливає iснування

двох сплайнiв s3 i s4 з ∆3 X C3, обидва степеня 4 з n ´ 1 рiвномiрними вузлами,

таких, що

}f ´ s3} ď c n´3ω2
`

f3, 1{n
˘

, n ą 4, f P ∆3 X C3,

}f ´ s4} ď c n´1ω4
`

f 1, 1{n
˘

, n ą Npfq, f P ∆3 pĂ C1q,

де Npfq є сталою, яка залежить вiд f. Зазначимо, що остання нерiвнiсть є, взагалi

кажучи, не вiрною для всiх n ą 4.

Нещодавно, Бондаренко, Левiатан i Примак [64] довели першу (i, мабуть, остато-

чну за порядком наближення) поточкову оцiнку

|fpxq ´ Spxq| ď c ω3pf, 1{n2 `
a

1 ´ x2{nq, x P r´1, 1s,

з S, що є 3-монотонним квадратичним сплайном по n-му чебишевському розбиттi, i

з S, що є 3-монотонним многочленом степеня ď n.

Також, як вже зазначалось, є два вiдкритих питання в 3-монотонному наближеннi

многочленами:

1. Чи iснує функцiя f P Cr´1, 1s з опуклою на p´1, 1q похiдною, тобто f P ∆p3q,

така, що для кожної послiдовностi tPnu8
n“1 Ă Pn алгебраїчних многочленiв з

P
p3q
n pxq ě 0,

ми мали б

lim sup
nÑ8

}f ´ Pn}Cr´1,1s

ω5 pf, 1{nq
“ 8?

2. Що можно сказати, якщо ω5 у першому питаннi замiнити на ω4?

Допомiжнi факти для доведення теореми 4.2.1

Для спрощення i не зменшуючи загальностi, далi ra, bs “ I :“ r´1, 1s. Ми будемо

модифiкувати сплайн S3 “ S3px,Xnq, означений в (3.8.6), з представленням в про-

позицiї 3.8.1, а саме, в (3.8.10) i (3.8.11), де Xn – набiр рiвновiддалених або "майже"

рiвновiддалених (означемо це нижче) точек txju
n
j“0, n ě 3, ´1 “ xn ă xn´1 ă ... ă

x0 “ 1.

Нагадаємо, якщо g P ∆3, то ra, b, c, d, gs ě 0, для будь-яких рiзних a, b, c i d з

p´1, 1q. Зауважимо, що S3 R ∆3, навiть якщо g P ∆3, i, що з (3.8.5) випливає нерiвнiсть

}g ´ S3}Ij ď c ω4 pg, hj , rxj , xj´3sq , j “ 1, ..., n, (4.2.5)
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(x´1 :“ x´2 :“ 1).

Доведемо допомiжну лему 4.2.1, яка складає i самостiйний iнтерес, якщо розгля-

дається f з невiд’ємними роздiленими рiзницями порядку q, q ě 3. Для спрощення

сформулюємо i доведемо лему 4.2.1 для q “ 3. Позначимо

δj :“ δjpfq :“ rxj`1, xj , xj´1, xj´2, xj´3, f s, j “ 3, ..., n ´ 1.

∆j :“ ∆jpfq :“ rxj , xj´1, xj´2, xj´3, f s, j “ 3, ..., n.

Знову, для спрощення позначень в лемi 4.2.1, обмежимо j значеннями t5, 4, 3u, i нехай

x5 ă x4 ă ... ă x0 – будь-якi фiксованi точки з Xn.

Лема 4.2.1. Якщо f P ∆3, то

px1 ´ x4qpx2 ´ x3q∆4 ď px2 ´ x5qpx3 ´ x4q∆5 ` px0 ´ x3qpx1 ´ x2q∆3

` 2
ˇ

ˇ

ˇ

a

px2 ´ x5qpx2 ´ x4q∆5px0 ´ x3qpx1 ´ x3q∆3

ˇ

ˇ

ˇ

“: A ` 2B. (4.2.6)

Бiльш того, якщо ∆5 ď ∆4 ě ∆3, то

px1 ´ x4qpx2 ´ x3q∆4 ě max
!

px0 ´ x3qpx1 ´ x2q∆3 ´ px2 ´ x5qpx2 ´ x4 ` x2 ´ x3q∆5,

px2 ´ x5qpx3 ´ x4q∆5 ´ px0 ´ x3qpx2 ´ x3 ` x1 ´ x3q∆3

)

“: maxtC,Du ě A ´ 2B. (4.2.7)

Доведення. Використовуючи одне з представлень роздiлених рiзниць [147] (див.

також у [56, стор. 14]), ми, для фiксованого y P px3, x2q, запишемо

∆4pfq “ px2 ´ x4qrx4, x3, y, x2, f s∆4

`

px ´ x3qpx ´ yqχpx, x3q
˘

` px1 ´ x3qrx3, y, x2, x1, f s∆4

`

px ´ yqpx ´ x2qχpx, yq
˘

“
y ´ x4
x1 ´ x4

rx4, x3, y, x2, f s `
x1 ´ y

x1 ´ x4
rx3, y, x2, x1, f s,

∆5pfq “
y ´ x5
x2 ´ x5

rx5, x4, x3, y, f s `
x2 ´ y

x2 ´ x5
rx4, x3, y, x2, f s,

∆3pfq “
y ´ x3
x0 ´ x3

rx3, y, x2, x1, f s `
x0 ´ y

x0 ´ x3
ry, x2, x1, x0, f s.

Отже,

∆4pfq “
py ´ x4qpx2 ´ x5q

px2 ´ yqpx1 ´ x4q
∆5pfq ´

py ´ x4qpy ´ x5q

px2 ´ yqpx1 ´ x4q
rx5, x4, x3, y, f s

`
px1 ´ yqpx0 ´ x3q

py ´ x3qpx1 ´ x4q
∆3pfq ´

px1 ´ yqpx0 ´ yq

py ´ x3qpx1 ´ x4q
ry, x2, x1, x0, f s.

(4.2.8)
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Оскiльки y P px3, x2q i f P ∆3 (ra, b, c, d, f s ě 0), то маємо

∆4 ď min
x3ăyăx2

"

py ´ x4qpx2 ´ x5q

px2 ´ yqpx1 ´ x4q
∆5 `

px1 ´ yqpx0 ´ x3q

py ´ x3qpx1 ´ x4q
∆3

*

.

Знайшовши цей мiнiмум, бачимо, що ymin P rx3, x2s для будь-яких ∆5,∆3 ě 0, i тому

ми пишемо (4.2.6), беручи до уваги збiжнiсть роздiлених рiзниць.

Доведемо першу нерiвнiсть в (4.2.7). Нехай maxtC,Du “ C. Припустимо проти-

лежне, що

px1 ´ x4qpx2 ´ x3q∆4 ă C. (4.2.9)

З (4.2.8) маємо

px2 ´ yqpx1 ´ x4q

py ´ x4qpx2 ´ x5q

ˆ

∆4 ´
px1 ´ yqpx0 ´ x3q

py ´ x3qpx1 ´ x4q
∆3

˙

ď ∆5, y P px3, x2q.

Разом з (4.2.9) це породжує

E1∆4 :“

ˆ

px1 ´ x4qpx2 ´ x3q ` px2 ´ x4 ` x2 ´ x3q
px2 ´ yqpx1 ´ x4q

y ´ x4

˙

∆4

ă

ˆ

px0 ´ x3qpx1 ´ x2q ` px2 ´ x4 ` x2 ´ x3q
px2 ´ yqpx1 ´ yqpx0 ´ x3q

py ´ x4qpy ´ x3qpx1 ´ x4q

˙

∆3

“: E2∆3.

Оскiльки xj рiвновiддаленi, або "майже" рiвновiддаленi, тобто такi, що iснує ra, bs Ă

px3, x2q, для якого E1 ě E2 ą 0 з y P ra, bs, то остання нерiвнiсть протирiчить нерiвно-

стi ∆4 ě ∆3 (зазначимо, що a i b, як нулi деякої параболи, можуть бути розташованi

дуже близько один до одного i у найгiршому випадку порушення рiвномiрностi точок

xj , a “ b). Випадок C ă D доводиться аналогiчно.

Друга нерiвнiсть в (4.2.7) очевидна. Дiйсно, якщо C ě D, то px0´x3qpx1´x3q∆3 ě

px2 ´x5qpx2 ´x4q∆5 i тому A´ 2B ď A´ 2|
a

ppx2 ´ x5qpx2 ´ x4q∆5q2| “ C. Лему 4.2.1

доведено.

Зафiксуємо n ą 3, j “ 3, ..., n ´ 1 i будь-якi a, c, b P rxj`3, xj´5s X I, a ă c ă b.

Позначимо

ph1 :“ c ´ a, ph2 :“ b ´ c, rh1 :“ b ´ xj ` b ´ xj´1 ` b ´ xj´2,

rh2 :“ pb ´ xjqpb ´ xj´1q ` pb ´ xjqpb ´ xj´2q ` pb ´ xj´1qpb ´ xj´2q,

rh3 :“ pb ´ xjqpb ´ xj´1qpb ´ xj´2q.
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Означимо функцiю φj P C1, спiвпадаючу з Ψ3px, xjq (з пропозицiї 3.8.1) м.с.,

φjpxq :“ φjpx, a, c, bq

:“ αjpx ´ aq3` ` βjpx ´ cq3` ` γjpx ´ cq2` ` p1 ´ αj ´ βjqpx ´ bq3`,

де

αj “
rh1ph

2
2 ´ 2rh2ph2 ` 3rh3

3ph21pph1 ` ph2q
,

βj “
rh1ph2pph1 ` ph2qp2ph1 ´ ph2q ´ rh2pph21 ´ 2ph22 ` 2ph1ph2q ´ 3rh3pph2 ´ ph1q

3ph21
ph22q

,

γj :“ rh1 ´ 3αjpph1 ` ph2q ´ 3βjph2.

Зауважимо, що

φjpxq “

ż x

´1

ż t

´1
φ2
j puqdudt. (4.2.10)

Коментар. Числа αj i βj обранi з двох вiдповiдних умов так, щоб мати (4.2.10)

(перша робить рiвним нулю суму всiх коефiцiєнтiв бiля px ´ ¨q1 у представленнi Ψ3

сумою px ´ ¨qr, r “ 0, 1, 2, 3, а друга робить те саме з усiма вiльними коефiцiєнтами,

включаючи той, що утворюється першою умовою).

Таким чином,

φjpx, a, c, bq “ Ψ3px, xjq, x P Izrminta, xju, bs “: IzpIj , (4.2.11)

i якщо hj ď ph1 ă 10hj i hj ď ph2 ă 10hj , то

}Ψ3p¨, xjq ´ φj} “ }Ψ3p¨, xjq ´ φj}
pIj

ď c h3j . (4.2.12)

Доведення теореми 4.2.1

Означення кубiчного 3-монотонного сплайна

Надалi f P ∆3, i n ą 4. Для кожного j “ 4, ..., n´1, позначимо Λj :“ pxj´3´xjq∆j ,

i якщо

∆j`1 ď ∆j ą ∆j´1, (4.2.13)

то будемо писати j P W. Для кожного j P W позначимо точку

dj :“
pxj ` xj´1qΛj`1 ` pxj´1 ` xj´2qΛj ` pxj´2 ` xj´3qΛj´1

2pΛj`1 ` Λj ` Λj´1q
,
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що є центром параболи

Pjpxq :“ Λj`1px ´ xjqpx ´ xj´1q ` Λjpx ´ xj´1qpx ´ xj´2q ` Λj´1px ´ xj´2qpx ´ xj´3q

“
`

Λj`1 ` Λj ` Λj´1

˘

px ´ djq
2 ` Hj ,

де

Hj :“ Λj`1pdj ´ xjqpdj ´ xj´1q `Λjpdj ´ xj´1qpdj ´ xj´2q `Λj´1pdj ´ xj´2qpdj ´ xj´3q.

Беручи до уваги першу нерiвнiсть в (4.2.7), нехай "майже" рiвновiддаленi xj є такi,

що

dj P Ij´1, j P W (4.2.14)

(для рiвновiддалених xj таке включення гарантоване). Введемо множину

Z :“ tj ´ 1, j ´ 2 : j P W u

(тобто всi пари iндексiв, що вiдповiдають кiнцям промiжку в (4.2.14)). Використову-

ючи (4.2.6) i (4.2.7), легко перевiрити, що

Hj ě Hj ě 0, j P W, (4.2.15)

деHj є найбiльшим значеннямHj , коли Λjpxj´2´xj´1q “ Λj`1pxj´1´xjq`Λj´1pxj´3´

xj´2q. Аналогiчно, якщо в (4.2.6) ми маємо рiвнiсть, то Hj “ 0.

Нехай

D :“ tdj : j P W u .

Вiдзначимо, що точки зD розташованi на розбиттi xj принаймнi через один iнтервал.

Iншими словами, для будь-якого j P W, iндекси j ˘ 1, що вiдповiдають розбиттю xj ,

не належать W (у гiршому випадку тiльки j˘2 можуть бути у W ). Зокрема, беручи

до уваги (4.2.14), зауважимо, що якщо будь-яке

j P t3, 4, ..., n ´ 1u “: J

є таким, що ∆j`1 ď ∆j , то завжди pxj , xj´1q X D “ H, а якщо воно таке, що

∆j`1 ą ∆j , то завжди pxj´1, xj´2q X D “ H. Останнi два зауваження будуть ви-

користовуватися далi без спецiальних посилань.

Позначимо

V :“ Jz
`

W Y tj ´ 1 : j P W u
˘

.

Зазначимо, що V “ tj : j ´ 1 P JzZu .



238

Введемо

Y :“ tyiu
k
i“0 :“

␣

xj : j P pJ Y t1, 2uqzZ
(

YD Y t´1, 1u,

де точки yi перенумеровано у зворотньому порядку i n ´ rn{3s ´ 1 ď k ď n.

Далi, для кожного j P J, введемо нову функцiю Ψj “ Ψjpxq P C1. Для кожного

j P V, через ipjq позначимо такий iндекс i, при якому yi “ xj´1, i покладемо

Ψjpxq :“

$

&

%

φjpx, yipjq, yipjq´1, yipjq´2q, якщо ∆j`1 ď ∆j , (i)

φjpx, yipjq`2, yipjq`1, yipjqq, iнакше. (ii)

Для кожного j P W, через i˚pjq позначимо такий iндекс i, при якому yi “ dj , i

покладемо

Ψjpxq :“ φjpx, yi˚pjq`1, yi˚pjq, yi˚pjq´1q, (4.2.16)

Ψj´1pxq :“ φj´1px, yi˚pjq`1, yi˚pjq, yi˚pjq´1q. (4.2.17)

Означення Ψj , j P J, завершено. Покладемо

Ψ2pxq :“ Ψ3px, x2q “ 0, i Ψnpxq :“ Ψ3px, xnq “ px ´ xnqpx ´ xn´1qpx ´ xn´2q.

Таким чином, неперервно диференцiйовний на I кубiчний сплайн

spxq :“ L3px, xn, fq `

n´1
ÿ

j“3

δjpfq pxj´3 ´ xj`1qΨjpxq, (4.2.18)

або еквiвалентно,

spxq :“ L2px, xn, fq `

n
ÿ

j“3

∆jpfq pΨjpxq ´ Ψj´1pxqq , (4.2.19)

має свої вузли тiльки в Y .

Доведемо (4.2.3). Оскiльки

hj˚ ď |yi ´ yi´1| ă 4hj˚ , j “ 1, ..., k, (4.2.20)

де hj˚ є довжина будь-якого найближчого до yi промiжку Ij (з двох можливих), то

оцiнка (4.2.3) випливає з (4.2.5), (3.8.10), (4.2.18), (4.2.11), (4.2.12) i оцiнки

|δj | ď c
ω4pf, hjq

h4j
, j “ 3, ..., n ´ 1,
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див., наприклад, [56, стор. 54]. А саме, якщо x P Ij˚ , то

|fpxq ´ spxq| ď |fpxq ´ S3pxq| ` |S3pxq ´ spxq|

ď c ω4pf, 1{nq `

n´1
ÿ

j“3

|δj |pxj´3 ´ xj`1q |Ψ3px, xjq ´ Ψjpxq|

“ c ω4pf, 1{nq `

mintn´1,j˚`4u
ÿ

j“maxt3,j˚´5u

|δj |pxj´3 ´ xj`1q |Ψ3px, xjq ´ Ψjpxq|

ď c ω4pf, 1{nq.

Отже, оцiнку (4.2.3) доведено з одночасним доведенням (4.2.2).

Покажемо (4.2.1), тобто перевiримо, що s2pxq не спадає на I.

Для цього зауважимо, що в усiх Ψj ,

signγj “

$

&

%

1, якщо ∆j`1 ď ∆j ,

´1, iнакше,
j P J. (4.2.21)

Це зручно побачити разом з наступним. Нехай j P V ` pV ´q, якщо справджується

(i) ((ii)), вiдповiдно, тобто V “ V ` Y V ´. Беручи до уваги (4.2.20), зазначимо, що у

Ψj з j P V `, αj ` βj ě 0 завдяки рiвновiддаленому, або "майже" рiвновiддаленому

розбиттю Xn, тодi як αj ě 0 завжди (для всiх xj). Обидва числа (тобто αj ` βj i αj)

ď 1. Аналогiчно, якщо j P V ´, то αj ď 1 завдяки Xn, тодi як αj ` βj ď 1 завжди.

Обидва числа ě 0. Будемо використовувати цi чотири зауваження зi спецiальним

посиланням p˚q.

Зауваження 4.2.2. Саме цi симетричнi умови, разом з (4.2.14) i лемою 4.2.1, на-

кладають обмеження на розбиття Xn. Для рiвновiддалених точок вони гаранто-

вано виконуються, на вiдмiну, скажiмо, вiд чебишевського розбиття бiля кiнцiв

iнтервалу (у центральнiй частинi чебишевського розбиття теж все добре).

Стосовно чисел αj i αj `βj в (4.2.16), а також αj´1 i αj´1`βj´1 в (4.2.17), зауважимо,

що вони суттєво залежать лише вiд розташування центрального вузла yi˚pjq “ dj . А

саме, якщо dj знаходиться бiля правого кiнця Ij´1 (див. (4.2.14)), то αj i αj ` βj

"хорошi" , тобто задовольняють p˚q з j P V `, тодi як 1 ď αj´1 ` βj´1 ă 1.5 "поганi"

(тобто не задовольняють p˚q) i 0 ď αj´1 ă 0.5, iнакше (якщо бiля лiвого кiнця) αj´1 i

αj´1 ` βj´1 "хорошi" , тодi як ´0.5 ă αj ď 0 i 1 ď αj ` βj ă 1.5 "поганi". (Фактично,

1.5 i ´0.5 це грубi числа i в бiльш точних арефметичних пiдрахунках вони кращi.)

Будемо посилатись на зазначенi "поганi" властивостi через p˚˚q.
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Таким чином, з (4.2.19) i (4.2.21) вiдразу помiтимо, що

s2pyi´q ď s2pyi`q, yi P Y. (4.2.22)

Далi зазначимо, що доданки в сумi в (4.2.19) зручно розглядати у спадному по-

рядку, тобто вiд n до 3, як i дивитися на неспаднiсть s2 а не на невiд’ємнiсть s3 на

кожному pyi, yi´1q. Переконаємося, що

s2pxq Õ, x P pyi, yi´1q, i “ 1, ..., k. (4.2.23)

Нехай aj pbjq позначає найменший (найбiльший) вузол з трьох вузлiв кожної Ψj ,

вiдповiдно. Зауважимо, що

Ψ2
j pxq ´ Ψ2

j´1pxq “

$

&

%

0, якщо x P p´8, ajs,

2pxj´3 ´ xjq, якщо x P rbj´1,`8q,
j “ 4, ..., n. (4.2.24)

Видiлимо з (4.2.19) три доданки

∆j`1

`

Ψ2
j`1pxq ´ Ψ2

j pxq
˘

`∆j

`

Ψ2
j pxq ´ Ψ2

j´1pxq
˘

`∆j´1

`

Ψ2
j´1pxq ´ Ψ2

j´2pxq
˘

“: P
2

j pxq, (4.2.25)

i розглянемо

x P pyipjq`1, yipjqq Y pyipjq, yipjq´1q “: rIipjq`1 Y rIipjq “: Iipjq. (4.2.26)

Маємо три принциповi ситуацiї: 1) якщо j ` 1 P V ´, то j P V, 2) якщо j ` 1 P V `,

то j P V ` (i нiколи до V ´), 3) j ` 1 P V Y tν ´ 1 : ν P W u, j P W, j ´ 2 P V Y W.

Першi два випадки є подiбнi, тому перевiримо тiльки другий. Зауважимо, що

Ψj`1 i Ψj мають тiльки два спiльних вузли yipjq i yipjq´1. Беручи до уваги (4.2.25) i

(i), запишемо

s2pxq “ Apx ´ yipjqq ` B “ Apx ´ xj´1q ` B Õ, x P rIipjq,

де

A ě p∆j`1 ´ ∆j`2qpαj`1 ` βj`1q ` p∆j ´ ∆j`1qαj ě 0

завдяки тому, що ∆j`2 ď ∆j`1 ď ∆j разом з p˚q, а B є невiд’ємна стала, оскiльки є

(4.2.24).

Для отримання (4.2.23), у складному випадку 3), скористаємося тим, що "хорошi"

властивостi p˚q у сумi з "поганими" p˚˚q завжди разом дадуть (4.2.23). Бiльш точно,
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беручи до уваги (4.2.11) i (4.2.12), розглянемо для (4.2.26) три головнi спiввiдношення

(4.2.10), (4.2.15) i (4.2.20). Нагадаємо, у цьому випадку yipjq “ yi˚pjq “ dj . Завдяки

(4.2.10) маємо
ż x

´1

ż t

´1
P

2

j puqdudt “ Pjpxqχpx, djq, x P IzIi˚pjq, (4.2.27)

i бiльш того,
ż x

´1
P

2

j ptqdt “ P 1
jpxqχpx, djq, x P IzIi˚pjq. (4.2.28)

Оскiльки P
2

j pxq має тiльки три вузли i, бiльш того, центральний – це dj (тобто центр

Pj), то рiвностi (4.2.28) i (4.2.27) з Hj ě 0 не можуть бути вiрними обидвi разом

одночасно без (4.2.23), див. також (4.2.22).

Як додаткове зауваження, скажемо, що нерiвнiсть (4.2.20) дає достатнi вiдстанi

мiж цими трьома вузлами, щоб сформувати досить гарно обмежене число Hj (див.

(4.2.15)) в (4.2.27) без того, щоб зруйнувати (4.2.23) на Ii˚pjq. Твердження (4.2.23), а

отже i (4.2.1), доведено. Теорему 4.2.1 доведено.

4.3 Висновки до роздiлу 4

У роздiлi 4 доведено наступне:

‚ Для r ě 3, n P N i будь-якої 3-монотонної неперервної на ra, bs функцiї f (тобто

її третя роздiлена рiзниця для всiх наборiв з чотирьох рiзних точок pa, bq невiд’ємна

або, що еквiвалентно, f має опуклу на pa, bq похiдну) знайдено сплайн s, степеня r,

мiнiмального дефекту (тобто s P Cr´1ra, bs) з n ´ 1 рiвновiддаленами вузлами на

pa, bq, який є теж 3-монотонним (як i f) i такий, що

}f ´ s}L8ra,bs ď c ω4pf, pb ´ aq{n, ra, bsq8,

де c – абсолютна стала, i ω4pf, t, ra, bsq8 – 4-й модуль гладкостi f в рiвномiрнiй нормi.

Це дає ствердну вiдповiдь на питання з [116, Зауваження 3], яке вказувало на єдиний

недоведенний випадок в оцiнках типу Джексона для рiвномiрного 3-монотонного на-

ближення кусково-полiномiальними функцiями (КПФ) з рiвномiрно розташованими

вузлами. В пiдроздiлi 6.5 (теорема 6.5.1) показано, що ця оцiнка хибна з ωk, k ą 4.

‚ Також, доведена аналогiчна оцiнка в термiнах 4-го модуля гладкостi Дiцiана-

Тотiка для сплайнiв з чебишевськими вузлами.

‚ В пiдроздiлi 6.5 (теорема 6.5.2) показано, що обидвi вказанi оцiнки хибнi у ви-

падку 3-монотонного наближення сплайнами в Lp нормi з p ă 8. Також, доведено,
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що цi оцiнки справджуються в в Lp з p ă 8, якщо дозволити вузлам наближаючих

КПФ-iй залежити вiд f , причому ця залежнiсть (тобто вiдстань мiж їх сусiднiми ву-

злами), на вiдмiну вiд наближень сплайнами з вiльними вузлами, є контрольованою

(тобто вузли не злiпаються).

‚ Доведення обох вказаних вище оцiнок спирається на знайдений кубiчний сплайн

3-монотонного локального наближення з "правильними" вузлами i з вiдповiдною

оцiнкою з ω4. (Див. пiдроздiл 4.1).

‚ Для будь-якої 3-монотонної на ra, bs функцiї f знайдено кубiчний 3-монотонний

сплайн s з n ´ 1 P N "майже" рiвновiддаленими вузлами aj , такий, що

}f ´ s}Craj ,aj´1s ď c ω4 pf, pb ´ aq{n, raj`4, aj´5s X ra, bsq , j “ 1, ..., n,

а, отже, теж }f ´ s}L8ra,bs ď cω4pf, pb´aq{n, ra, bsq8. Цей сплайн, на вiдмiну вiд вище

наведеного, бiльш простий, його представлено сумою зрiзаних степеневих функцiй,

тобто вiн бiльш придатний, за петребою, для чисельної реалiзацiї (див. пiдроздiл 4.2).

Отриманi оцiнки вказують на те, що 3-монотонне наближення є межовим випад-

ком мiж монотонним i опуклим наближеннями (де багато “позитивних” результатiв)

та k-монотонним наближенням з k ą 3 (де майже все “негативне”). Зауважимо, що

навiть питання про справджуванiсть поточкової оцiнки

|fpxq ´ spxq| ď c ω4pf, 1{n2 `
a

1 ´ x2{n, r´1, 1sq, x P r´1, 1s,

а отже i

|fpxq ´ Pnpxq| ď cps _ Y qω4pf, 1{n2 `
a

1 ´ x2{nq, x P r´1, 1s,

є на сьогоднi вiдкритим для 3-монотонного наближення (здається, що вiдповiдь на

це питання буде негативною, а функцiя x2signpxq P ∆3 – буде контрприкладом, хоча

ми це не доводимо).
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Роздiл 5

Копозитивне наближення

5.1 Майже копозитивне поточкове наближення не-
перервних на вiдрiзку функцiй

Результати цього пiдроздiлу мiстяться в [17].

Знову згадаємо, що класична поточкова оцiнка типу Нiкольського (2.1.1), для

f P Cr´1, 1s “: C, тобто

|fpxq ´ Pnpxq| ď cpkqωkpf, ρnpxqq, ρnpxq :“ 1{n2 `
a

1 ´ x2{n, x P r´1, 1s, (5.1.1)

зi сталою cpkq, що залежить тiльки вiд k, тягне рiвномiрну –

}f ´ Pn} ď cpkqωkpf, 1{nq, n ě k ´ 1, (5.1.2)

i, що з 1968 року, коли Лоренц i Целлер [130] довели монотонний її аналог з k “ 1

(тобто наблизили монотонну f P C монотонними многочленами з Pn), започатковано

пошук опуклих, кусково або коопуклих, комонотонних i таких iнших аналогiв цих

двох нерiвностей.

У 1995 роцi Копотун [104] отримав копозитивний аналог (5.1.1) з k “ 3. Саме його

нерiвнiсть "узагальнюється" в цiому пiдроздiлi. А саме, для Y :“ Ys – набору з s P N
фiксованих точок yi : ´1 ă ys ă . . . ă y1 ă 1, i ∆p0qpY q – множини f P C таких, що

f невiд’ємна на ry1, 1s, недодатня на ry2, y1s, невiд’ємна на ry3, y2s i т.д., тобто

f P ∆p0qpY q ô fpxqΠpxq ě 0, Πpxq :“ Πpx, Y q :“
s
ź

i“1

px ´ yiq

(∆p0qpY q – копозитивнi функцiї (одна однiй, або мiж собою)), Копотун довiв наступну

теорему.
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Теорема 5.1.1. Копотун [104] Якщо f P ∆p0qpY q, то для кожного n P N, що бiльше

деякої сталої NpY q, яка залежить тiльки вiд min
i“1,...,s´1

tyi ´ yi`1u, iснує многочлен

Pn P Pn, такий, що Pn P ∆p0qpY q, тобто

PnpxqΠpxq ě 0, x P r´1, 1s, (5.1.3)

зокрема Pnpyiq “ 0, i “ 1, ..., s, i

|fpxq ´ Pnpxq| ď cpsqω3pf, ρnpxqq, x P r´1, 1s, (5.1.4)

де cpsq – стала, яка залежать тiльки вiд s.

З (5.1.4) випливає оцiнка

}f ´ Pn} ď cpsqω3pf, 1{nq, n ě NpY q, (5.1.5)

яку (зi сталою CpY q замiсть cpsq i з n ě 2) довели також Ю i Ху [94], як наслiдок

аналогiчної нерiвностi для сплайна [94].

Оцiнка (5.1.5), i тим бiльше (5.1.4), є остоточна за порядком, тобто в нiй неможли-

во замiнити ω3 на ωk з k ą 3, тому що Цу [175,177] побудовано функцiю f P ∆p0qpY1q

(яка є навiть ще й з Cp1q) таку, що

lim
nÑ8

inf
PnPPnX∆p0qpY1q

}f ´ Pn}

ω4pf, 1{nq
“ 8. (5.1.6)

Однак з комонотонного наближення (де (5.1.4) i (5.1.5) тiльки з ω2 замiсть ω3

встановлено в [10], а (5.1.6) тiльки з ω3 i ∆p1q замiсть ω4 i ∆p0q встановлено Ву i

Цу [169]) нам вiдомо, що якщо послабити умову комонотонностi для многочленiв у

маленьких околах точок змiни монотонностi функцiї, то можна збiльшити порядок

комонотонного наближення на одиницю, див. Левiатан, Шевчук [118], i не бiльше

нiж на одиницю, див. Левiатан, Шевчук [122].

Нагадаємо, у коопуклому наближеннi (де (5.1.5) встановлено Копотуном, Левiа-

таном i Шевчуком [109], (5.1.4) встановлено для рiзних випадкiв в роздiлi 3, а (5.1.6)

з ∆p2q замiсть ∆p0q встановлено теж в [169]) – приблизно така сама ситуацiя – по-

слабивши умову коопуклостi для многочленiв у маленьких околак точок перегину,

ми отримуємо додатковий порядок наближення, тобто ω4 замiсть ω3 у (5.1.5), див.

Левiатан, Шевчук [123], i те саме в (5.1.4), див. теорему 3.8.1. Здається, що для коо-

пуклого наближення теж бiльше нiж один додатковий порядок отримати неможливо,

хоча це припущення ще не доведено.
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Досить несподiваним виявилось, що у копозитивному наближеннi, при послаблен-

нi умови зберiгання знаку для многочлена у маленьких околах точок змiни знака

фiнкцiї, можливо покращити наближення не на один порядок, а як завгодно, тоб-

то так само, як при наближеннi без обмежень (5.1.1). А саме, має мiсце наступна

теорема 5.1.2, яка i доводиться в цьому пiдроздiлi.

Теорема 5.1.2. Якщо f P ∆p0qpY q, то для кожного n P N, що бiльше деякої сталої

Npk, Y q, яка залежить тiльки вiд k P N i min
i“1,...,s´1

tyi ´ yi`1u, iснує многочлен Pn P

P4n такий, що

PnpxqΠpxq ě 0, x P r´1, 1sz Ys
i“1 pyi ´ ρnpyiq, yi ` ρnpyiqq, (5.1.7)

Pnpyiq “ 0, i “ 1, ..., s, i

|fpxq ´ Pnpxq| ď cpk, sqωkpf, ρnpxqq, x P r´1, 1s, (5.1.8)

де cpk, sq – стала, яка залежать тiльки вiд k i s.

Наслiдком (5.1.8) є оцiнка

}f ´ Pn} ď cpk, sqωkpf, 1{nq, n ě Npk, Y q. (5.1.9)

Доречi, для диференцiйовних функцiй з ∆p0qpY q має мiсце наступна теорема 5.1.3.

Теорема 5.1.3. [11, 73] Якщо f P Cp1q X ∆p0qpY q, то для кожного n P N, що бiльше

деякої сталої Npk, Y q, яка залежить тiльки вiд k P N i min
i“1,...,s´1

tyi ´ yi`1u, iснує

многочлен Pn P Pn такий, що Pn P ∆p0qpY q, тобто

PnpxqΠpxq ě 0, x P r´1, 1s, (5.1.10)

зокрема, Pnpyiq “ 0, i “ 1, ..., s, i

|fpxq ´ Pnpxq| ď cpk, sq ρnpxqωkpf 1, ρnpxqq, x P r´1, 1s, (5.1.11)

}f ´ Pn} ď cpk, sq p1{nqωkpf 1, 1{nq, (5.1.12)

де cpk, sq – стала, яка залежать тiльки вiд k i s.

Для комонотонного та коопуклого наближень диференцiйовних на вiдрiзку фун-

кцiй, такi остаточнi за порядком оцiнки у формi (5.1.11) (i (5.1.12)), див. в [79] та

в роздiлi 3, вiдповiдно, а докладний огляд майже всiх випадкiв формозберiгаючого
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наближення алгебраїчними многочленами – в Копотун, Левiатан, Примак, Шевчук

[112]. Також зауважимо, що з нерiвностi Уiтнi (2.1.12) випливає, що в усiх наведених

вище оцiнках, сталi Npk, Y q та cpk, sq можна замiнити на k´1 та Cpk, Y q, вiдповiдно.

Допомiжнi факти для доведення теореми 5.1.2

Зберемо у наступних двох лемах необхiднi нам властивостi двох важливих много-

членiв: многочлена Дзядика (3.3.26) "найкращого" набиження функцiй без обмежень

(лема 5.1.1) i одного, вже багато раз нами задiяного, многочлена(нiв) (2.1.23) хоро-

шого розбиття одиницi (лема 5.1.2). Вони, як вже зазначалось, використовувались у

багатьох роботах з наближення, але ми згадаємо лише три [25,56] i [79].

Нехай, знову k P N, Pk Q Lkpx, g, ra, bsq – многочлен Лагранжа, що iнтерполює g P

Cra,bs у рiвновiддалених точках a` ν b´a
k , ν “ 0, ..., k, вiдрiзку ra, bs, L0px, g, ra, bsq :“

gpaq, Lkpx, gq :“ Lkpx, g, r´1, 1sq, i задовольняє нерiвнiсть Уiтнi [167]

}g ´ Lk´1p¨, g, ra, bsq}ra,bs ď 3ωk pg, pb ´ aq{k, ra, bsq , (5.1.13)

i φ “ φptq – k-мажоранта, тобто неперервна i неспадна на r0,8q функцiя така, що

φp0q “ 0 i t´kφptq не зростає при t ą 0, i Φk´ множина всiх φ. Згадаємо (див., напр.,

[56, Теорема 2.1]), що для будь-якого k-го модуля ωkpg, t, ra, bsq функцiї g P Cra,bs iснує

φ P Φk така, що

ωkpg, t, ra, bsq ď φptq ď 2k ωkpg, t, ra, bsq, t ě 0. (5.1.14)

Надалi cν :“ cνpk, sq – рiзнi невiд’ємнi сталi, що можуть залежити тiльки вiд

фiксованих k, s P N; I :“ r´1, 1s, ρ :“ ρnpxq, x P I.

Лема 5.1.1. [56, див. у Лемi 15.3] Якщо функцiя g P C, то многочлен

Dpx, gq :“ Dnpx, gq :“

ż 1

´1

`

gpyq´Lk´1py, gq
˘

D2r`1,n,rpy, xqdy`Lk´1px, gq P Ppr`1qpn´1q´1,

для будь-якої δ ą 0, задовольняє нерiвнiсть

|gpxq ´ Dpx, gq| ď c1 ωk pg, ρ, rx ´ δ, x ` δs X Iq ` c2

´ρ

δ

¯r´2k´2
φpρq

ď c3 φpρq, x P I,

(5.1.15)

i для кожної фiксованої точки x˚ P I — нерiвнiсть

ˇ

ˇL1
k´1 px, g, J˚

nq ´ D1px, gq
ˇ

ˇ ď
c4
ρ
φpρq, x P J˚

n, (5.1.16)
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де J˚
n :“ rx˚ ´ ρnpx˚q, x˚ ` ρnpx˚qs X I i ядро D2r`1,n,r означено в (3.3.25).

Знову нехай xj :“ xj,n :“ cospjπ{nq, j “ 0, . . . , n, Ij :“ Ij,n :“ rxj , xj´1s, hj “:

hj,n :“ xj´1 ´ xj . i для фiксованих n P N i Y : Oi :“ Oi,n,Y :“ pxj`1, xj´2q, якщо

yi P rxj , xj´1q pxn`1 :“ ´1, x´1 “ x´2 :“ 1q; O :“ On,Y :“
s
Ť

i“1
Oi; j P H, якщо

Ij X O “ H, j “ 1, ..., n.

Нехай NpY q таке, що для всiх n ě NpY q, будь-який промiжок pyi`1, yiq, i “

1, ..., s ´ 1, мiстить принаймнi сiм рiзних вiдрiзкiв Ij i надалi n ě NpY q, i тому,

зокрема, H ‰ H.

Надалi Bν :“ Bνpk, s, bq – рiзнi невiд’ємнi сталi, що можуть залежати тiльки вiд

фiксованих k, s, b P N.

Лема 5.1.2. [79, див. у Лемi 5.3] Якщо j P H i b ě 6s, то для многочлена Tjpxq “

Tj,npx, b, Y q P Pbp4n´2q`s i числа dj , означених в (2.1.23), виконуються спiввiдношен-

ня

sign dj “ signΠpxjq, B1 h
1´2b
j |Πpxjq| ď |dj | ď B2 h

1´2b
j |Πpxjq| ,

T 1
jpxqΠpxqsign dj ě 0, x P I, (5.1.17)

B3
1

hj
Γjpxq ď

ˇ

ˇT 1
jpxq

ˇ

ˇ ď B4
1

hj
Γjpxq, x P I, (5.1.18)

|χjpxq ´ Tjpxq| ď B5

ˆ

hj
|x ´ xj | ` hj

˙2b´s

, x P I,

i, зокрема, для φ P Φk

hjφphjq
ˇ

ˇT 1
jpxq

ˇ

ˇ ě B6φpρq

ˆ

ρ

distpx, Ijq ` ρ

˙4b`k`s

Kpxq, x P I, (5.1.19)

hjφphjq
ˇ

ˇT 1
jpxq

ˇ

ˇ ě B6φpρq, x P Ij , (5.1.20)

де

Γjpxq :“ Γj,npx, bq :“

ˆ

hj
|x ´ xj | ` hj

˙2b ˇ
ˇ

ˇ

ˇ

Πpxq

Πpxjq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

, χjpxq :“

#

0, якщо x ď xj ,

1, якщо x ą xj ,

Kpxq :“ Knpx, Y q :“ min t1, K˚
npx, Y qu , з K˚

npx, Y q :“ min
i“1,...,s

|x ´ yi|

ρnpyiq
.

Зауважимо, що
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Πpxq

Πpyq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˆ

|x ´ y|

ρnpyq
` 1

˙s

, x P I, y P IzO. (5.1.21)



248

Доведення теореми 5.1.2

Для кожного i “ 1, ..., s покладемо

Ji,n :“ ryi ´ ρnpyiq, yi ` ρnpyiqs X I, Jn :“
s
ď

i“1

Ji,n,

Tipxq :“ T 1
ji,n px, b, Y ztyiuq ,

де ji позначає iндекс j, для якого yi P Ij (якщо таких iндексiв два, то нехай ji —

меньший з них) i b “ 6ks.

Лема 5.1.3. Якщо f P C i fpyiq “ 0 при всiх i “ 1, ..., s, то многочлен

Qpx, fq :“ Qnpx, f, Y q :“ Dpx, fq ´

s
ÿ

i“1

Dpyi, fq

Tipyiq
Tipxq P P25ksn,

задовольняє нерiвностi

|fpxq ´ Qpx, fq| ď c5 φpρq, x P I, (5.1.22)

|Λpxq| :“ |Lk´1px, f, Ji,nq ´ Lk´1pyi, f, Ji,nq ´ Qpx, fq|

ď c6 φpρqKpxq, x P Ji,n, i “ 1, ..., s.
(5.1.23)

Зокрема, Qpyi, fq “ 0, i “ 1, ..., s.

Доведення. З урахуванням (2.1.11), для кожного i “ 1, ..., s, i всiх x P I, згiдно

(5.1.15), та, вiдповiдно, (5.1.18), (5.1.21), знаходимо

|Dpyi, fq| “ |fpyiq ´ Dpyi; fq| ď c3 φpρnpyiqq ď c7

ˆ

|x ´ yi| ` ρ

ρ

˙
k
2

φpρq, (5.1.24)

та

|Tipyiq| ě
c8
hji

. (5.1.25)

Позначимо

αpxq :“
s
ÿ

i“1

Dpyi, fq

Tipyiq
Tipxq.

З (5.1.24), (5.1.25), (5.1.18), (5.1.21) та (2.1.11), для будь-яких x P I, випливає нерiв-

нiсть

|αpxq| ď c9φpρq

s
ÿ

i“1

ˆ

|x ´ yi| ` ρ

ρ

˙
k
2
ˆ

hji
|x ´ xji | ` hji

˙2b ˇ
ˇ

ˇ

ˇ

Πpx, Y ztyiuq

Πpxji , Y ztyiuq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď c10φpρq

s
ÿ

i“1

ˆ

hji
|x ´ xji | ` ρ

˙2b´k´s`1

ď c11ρφpρq

s
ÿ

i“1

hji
p|x ´ xji | ` ρq2

ď 2c11φpρq.

(5.1.26)
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Звiдси та з (5.1.15) випливає (5.1.22).

З нерiвностi Дзядика для модуля похiдної алгебраического многочлена (див. [25],

або у [56, стор. 120]), зауважимо, що
ˇ

ˇα1pxq
ˇ

ˇ ď
c12
ρ
φpρq, x P I. (5.1.27)

Нехай x P Ji,n, i “ 1, ..., s. З (5.1.27), (5.1.16) i рiвностi Λpyiq “ 0 випливає оцiнка

|Λpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

yi

Λ1pyqdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď |x ´ yi|
c12 ` c4

ρ
φpρq ď c6 φpρqKpxq.

Лему 5.1.3 доведено.

Зауважимо, що якщо f P ∆p0qpY q, то з (5.1.22) випливає нерiвнiсть

Qpx, fqΠpxq “
`

fpxq ` Qpx, fq ´ fpxq
˘

Πpxq ě ´c5 φpρqKpxq |Πpxq|, x P IzJn, (5.1.28)

а з (5.1.23), для кожного i “ 1, ..., s, — нерiвнiсть

Qpx, fqΠpxq ě ´ c6 φpρqKpxq |Πpxq|

`
`

Lk´1px, f, Ji,nq ´ Lk´1pyi, f, Ji,nq
˘

Πpxq, x P Ji,n.
(5.1.29)

Лема 5.1.4. Многочлен

Upxq :“ Unpx, Y q :“
ÿ

jPH

hjφ phjq T
1
j,npx, b, Y q sign dj P P25ksn,

для всiх x P I, задовольняє нерiвностi

UpxqΠpxq ě 0, (5.1.30)

|Upxq| ď c13 φpρq, (5.1.31)

|Upxq| ě c14 φpρqKpxq. (5.1.32)

Доведення. З (5.1.17) випливає (5.1.30). Нерiвнiсть (5.1.31) є наслiдком (5.1.18),

(5.1.21) та (2.1.11). А саме,

|Upxq| ď c15
ÿ

jPH

φ phjqΓjpxq ď c16φpρq
ÿ

jPH

ˆ

|x ´ xj | ` ρ

ρ

˙
k
2
ˆ

hj
|x ´ xj | ` ρ

˙2b´s

ď c17φpρq
ÿ

jPH

ˆ

hj
|x ´ xj | ` ρ

˙2b´k´s

ď c18ρφpρq

n
ÿ

j“1

hj
p|x ´ xj | ` ρq2

ď c13 φpρq, x P I.
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Для фiксованого x P IzO, через j˚ позначимо будь-який (їх може бути два) iндекс

j P H такий, що x P Ij . Для x P Oi, i “ 1, ..., s, покладемо j˚ :“ ji ` 2. Отже, j˚ P H

при всiх x P I. З (5.1.19), (5.1.20) та (2.1.11) знаходимо (5.1.32):

|Upxq| ěc19φpρqKpxq
ÿ

jPH

ˆ

ρ

dist px, Ijq ` ρ

˙4b`k`s

ěc19φpρqKpxq

ˆ

ρ

dist px, Ij˚q ` ρ

˙4b`k`s

ě c14 φpρqKpxq, x P I.

Лему 5.1.4 доведено.

З лем 5.1.3 i 5.1.4 випливає, що многочлен

Pnpxq :“ Qpx, fq `
maxtc5, c6u

c14
Upxq P P25ksn (5.1.33)

задовольняє нерiвностi (5.1.7) i (5.1.8). Дiйсно, оцiнка (5.1.8) з cpk, sq “ 2kpc5 `

c13maxtc5, c6u{c14q випливає з (5.1.33), (5.1.22), (5.1.31) та (5.1.14), а нерiвнiсть (5.1.7)

– з (5.1.33), (5.1.28), (5.1.29), (5.1.32) та (5.1.30). Теорему 5.1.2 доведено (Npk, Y q “

25ksNpY q).

Зауважимо, що нерiвнiсть (5.1.29) свiдчить про те, що многочлен (5.1.33) задо-

вольняє також i теорему 5.1.1 [104], де k “ 3, томущо для будь-якої f P ∆p0qpY q,

iснує многочлен L2 (парабола) такий, що
`

L2px, f, Ji,nq ´ L2pyi, f, Ji,nq
˘

Πpxq ě 0, x P

Ji,n, i “ 1, ..., s, тодi як для k ą 3, такого Lk´1 не iснує.

5.2 Наближення неперервних перiодичних функцiй

Результати цього пiдроздiлу мiстяться в [78].

Тут нехай C – простiр дiйснозначних неперервних 2π-перiодичних функцiй f з

рiвномiрною нормою }f} :“ }f}R :“ max
xPR

|fpxq|, Tn, n P N, – простiр тригонометри-

чних полiномiв Pnpxq “ a0 `
řn

j“1paj cos jx ` bj sin jxq, aj , bj P R, порядку ď n.

Знову згадаємо класичну оцiнку Джексона-Зiгмунда-Ахiєзера-Стєчкiна (2.2.1):

якщо f P C, то для кожного n P N, iснує Pn P Tn, такий, що

Enpfq :“ inf
RnPTn

}f ´ Rn} ď }f ´ Pn} ď cpkqωkpf, π{nq, (5.2.1)

де стала cpkq залежить тiльки вiд k P N, а ωkpf, tq – k-й модуль гладкостi f,

яку, зокрема, Лоренц i Целлер [130] з k “ 1 довели для наближення дзвоноподiбних

(парних i незростаючих на r0, πs) функцiй з C дзвоноподiбними полiномами з Tn.
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Нехай на r´π, πq є 2s, s P N, фiксованi точки yi : ´π ď y2s ă y2s´1 ă ... ă

y1 ă π, а для решти i P Z, точки yi визначаються рiвнiстю yi “ yi`2s ` 2π (тобто

y0 “ y2s ` 2π, ..., y2s`1 “ y1 ´ 2π, ...) i Y :“ tyiuiPZ.

Через ∆p0qpY q позначимо множину всiх f P C, якi невiд’ємнi на ry1, y0s, недодатнi

на ry2, y1s, невiд’ємнi на ry3, y2s i т.д., отже, f P ∆p0qpY q ô fpxqΠpxq ě 0, x P R,
де Πpxq :“ Πpx, Y q :“

ś2s
i“1 sin

1
2px ´ yiq pΠpxq ą 0, x P py1, y0q, Π P Tsq. Функцiї

з ∆p0qpY q називаються копозитивнi (одна однiй, або мiж собою), а наближення їх

полiномами теж з ∆p0qpY q – копозитивним, або знакозберiгаючим.

В цiому пiдроздiлi доводиться наступна теорема 5.2.1.

Теорема 5.2.1. Якщо f P ∆p0qpY q, то для кожного n ě NpY q iснує Pn P Tn такий,

що

Pn P ∆p0qpY q, (5.2.2)

E
p0q
n pfq :“ inf

RnPTnX∆p0qpY q
}f ´ Rn} ď }f ´ Pn} ď cpsqω3pf, π{nq, (5.2.3)

де стала NpY q залежить тiльки вiд min
i“1,...,2s

tyi ´ yi`1u, а cpsq – тiльки вiд s.

Плєшаков i Попов [34] довели теорему 5.2.1 з ω1 замiсть ω3 в (5.2.3). Попов [39]

довiв, що оцiнка (5.2.3) стає хибною, якщо ω3 замiнити на ωk з k ą 3. Наступна

теорема 5.2.2 є наслiдком теореми 5.2.1 i нерiвностi Уiтнi [167] }f´fpyiq} ď 2ω3pf, 2πq,

(0 iнтерполює f).

Теорема 5.2.2. Якщо f P ∆p0qpY q, то для кожного n P N

E
p0q
n pfq ď CpY qω3pf, π{nq,

де стала CpY q залежить тiльки вiд min
i“1,...,2s

tyi ´ yi`1u.

Зауваження 5.2.1. Ми не розглядаємо можливiсть замiни NpY q i CpY q в теоре-

мах 5.2.1 i 5.2.2 сталими, що не залежать вiд Y (а, скажiмо, залежать тiльки

вiд s), лише припускаємо, що це зробити неможливо.

Для копозитивного наближення диференцiйовних перiодичних функцiй див. [35].

Допомiжнi факти для доведення теореми 5.2.1

Покладемо

ωptq :“ ω3pf, tq.
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Надалi в пiдроздiлi cν , ν “ 0, ..., 20, – додатнi абсолютнi сталi, або сталi, що

можуть залежити тiльки вiд s. Покладемо T :“ Tc0n, де c0 буде означена нижче.

Нехай lpx, g, a, b, cq – парабола, що iнтерполює g P C в iзольованих точках a, b i

c; n P N, h :“ hn :“ π
n , xj :“ xj,n :“ ´j h, Ij :“ Ij,n :“ rxj , xj´1s, j P Z.

Покладемо m “ 20 i для фiксованих Y “ tyiuiPZ i n нехай

Oi :“ OipY, n,mq :“ pxj`m, xj´mq, якщо yi P rxj , xj´1q,

O :“ OpY, n,mq :“ Y
iPZ

Oi, (5.2.4)

i j P H :“ HpY, n,mq, якщо xj P RzO. Оберемо NpY q :“ NpY,mq P N, таким, що для

всiх n ě NpY q i всiх i “ 1, ¨ ¨ ¨ , 2s, будь-який промiжок pyi, yi´1q мiстив принаймнi

3m рiзних промiжкiв Ij . Нехай py
i
, yiq :“ Oi, i P Z, – лiвi i правi кiнцi Oi.

Надалi f P ∆p0qpY q. Зафiксуємо n ą NpY q i без втрати загальностi припускаємо,

що y2s “ ´π. Позначимо

Lpxq :“

$

&

%

lpx, f, y
i
, yi, yi ` hq, x P ry

i
, yi ` hs, i P Z,

lpx, f, xj , xj´1, xj´2q, x P Ij , j P H, j ´ 1 P H, xj ‰ yi, i P Z,
(5.2.5)

тобто L P C pL1 R C, взагалi кажучi) – квадратичний сплайн (кусково-полiномiальна

функцiя), що iнтерполює f в xj-х з j P H, xj ‰ yi, i в Y. Нерiвнiсть Уiтнi i (5.2.5)

тягнуть

}f ´ L} ď c1 ωphq. (5.2.6)

Крiм того,

LpxqΠpxq ě 0, x P O, (5.2.7)

для будь-якої f P ∆p0qpY q. Ще пiдкреслимо, що L має лише одну ланку (один шма-

точек) на кожному Oi, i P Z.
Нехай

∆j :“ Lpxjq ´ 2Lpxj´1q ` Lpxj´2q,

δj :“ ´Lpxj`1q ` 3Lpxjq ´ 3Lpxj´1q ` Lpxj´2q, j P Z.

Зауважимо,

|δj | ď 2ω3 pL ´ f ` f, hq ď c2 ωphq, j P Z, (5.2.8)

i

δj “ ´∆j`1 ` ∆j “ 0, якщо pxj`1, xj´2q Ă O. (5.2.9)
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Позначимо

χjpxq :“

$

&

%

0, якщо x ď xj ,

1, якщо x ą xj ,
px ´ xjq` :“ px ´ xjqχjpxq,

Ψjpxq :“ px ´ xjqpx ´ xj´1qχjpxq,

H0 :“ tj P HpY, n,mq : |j| ă nu ,

E :“
!

j P H0 : pxj´1 “ y
i
q _ pxj “ yiq, i “ 0, ..., 2s

)

, M :“ YjPEIj ,

Spxq :“ lpx, L, xn, xn´1, xn´2q `
1

2h2

n´1
ÿ

j“2´n

δj Ψjpxq, x P r´π, πs.

З (5.2.9) маємо

Spxq ” lpx, L, xn, xn´1, xn´2q `
1

2h2

ÿ

jPH0

δj Ψjpxq, x P r´π, πs. (5.2.10)

Формула Ньютона для многочлена Лагранжа тягне

Spxq ”

$

&

%

Lpxq, x P r´π, πszM,

lpx, L, xj , xj´1, xj´2q, x P Ij Ă M,
(5.2.11)

детальнiше див. пропозицiю 3.8.1.

Зауваження 5.2.2. Щоб перевiрити (5.2.11), можно також скористатися насту-

пним еквiвалентним представленням S

Spxq “ Lpxnq ` rxn, xn´1, Lspx ´ xnq `

n
ÿ

j“2´n

rxj , xj´1, xj´2, Ls pΨjpxq ´ Ψj´1pxqq,

де Ψ1´npxq :“ 0 i у квадратних дужках – 1-ша i 2-га роздiленi рiзницi L, вiдповiдно

(див. пропозицiю 3.8.1).

Таким чином, нерiвнiсть

}L ´ S} ď 2ωphq (5.2.12)

справджується завдяки (5.2.11), нерiвностi Уiтнi i тому факту, що повторюючи (5.2.10)

на всьому R, ми означаємо переодичну кусково-полiномiальну функцiю, що, для

спрощення, позначена тут теж через S.

В наступнiй лемi 5.2.1 зберемо необхiднi нам властивостi функцiї Tj , означеної в

(2.2.7), з

j P H0 :“ tj P HpY, n,m{2q : |j| ă nu pĄ H0q, i b “ 6ps ` 1q,
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що наведенi в лемi 2.2.1, i функцiї τj з j P H0, означеної в (2.2.17) i з властивостями,

зокрема, в наслiдку 2.2.1.

Лема 5.2.1. Якщо j P H0, то

t1jpxqΠpxqΠpxjq ě 0, x P R, tjpxj ˘ πq “ χjp˘πq, (5.2.13)

|χjpxq ´ tjpxq| ď c3 pΓjpxqq
2b´s´1 , x P r´π, πs, (5.2.14)

ˇ

ˇt1jpxq
ˇ

ˇ ď c4
1

h
pΓjpxqq

2b´s , x P R. (5.2.15)

Бiльш того, якщо j P H0, то

ˇ

ˇt1jpxq
ˇ

ˇ ě c5
1

h
pΓjpxqq

2b`2s , x P RzOpY, n,mq, (5.2.16)

ˇ

ˇt1jpxq
ˇ

ˇ ě c5
1

h
pΓjpxqq

2b`2s

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x ´ yi
xj ´ yi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

, x P OipY, n,mq, i P Z. (5.2.17)

|px ´ xjq` ´ τjpxq| ď c6 h pΓjpxqq
2b´s´2 , x P r´π, πs, (5.2.18)

де

Γjpxq :“ Γj,npxq :“ min

$

&

%

1,
1

n
ˇ

ˇ

ˇ
sin x´pxj`h{2q

2

ˇ

ˇ

ˇ

,

.

-

, j P Z, n P N.

Також, без спецiальних посилань будемо користуватися нерiвностями (2.2.16), хо-

ча i звернемося до iхньої сталої c̄, як до c9, тобто c9 :“ c̄p6s ` 6q.

Покладемо Πpx,Hq :” 1, c10 :“ 2 r1 ` c9pc6 ` c3qs, де r¨s – цiла частина, i

n1 “ c10n. (5.2.19)

Для кожного j P H0, через j˚ позначимо iндекс, такий, що xj˚ :“ xj˚,n1 “ xj,n.

Мають мiсце наступнi чотири леми 5.2.2 – 5.2.5.

Лема 5.2.2. Для кожного j P H0, можно знайти β P r0, 1s таке, що функцiя

ψjpxq :“

ż x

xj´π

”

2τj˚,n1pu,Hq ´ hn
`

β tpj`1q˚,n1
pu,Hq ` p1 ´ βqtpj´1q˚,n1

pu,Hq
˘

ı

du

буде задовольняти рiвнiсть

ψjpxj ` πq “ π2 ´ πhn, (5.2.20)

i тодi,

|Ψjpxq ´ ψjpxq| ď c11 h
2
n Γ

3
j,npxq, x P r´π, πs, (5.2.21)
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ˇ

ˇΨ1
jpxq ´ ψ1

jpxq
ˇ

ˇ ď c12 hn Γ
4
j,npxq, x P r´π, πs. (5.2.22)

Бiльш того,

ψjpxq “
1

6π
x3 `

ˆ

π ´ xj
2π

´
h

4π

˙

x2 `

˜

π

3
´ xj `

x2j ´ pπ ´ xjqh

2π

¸

x`Rjpxq, (5.2.23)

де x P R i Rj P T.

Доведення. З (5.2.18) i (5.2.14) випливає, що: для β “ 1 ми маємо

ψjpxj ` πq “

ż xj`π

xj´π

”

2
`

pu ´ xjq` ` τj˚puq ´ pu ´ xjq`

˘

´ hn
`

χj`1puq ` tpj`1q˚puq ´ χj`1puq
˘

ı

du

ď π2 ` c6c9h
2
n1

´ hnpπ ` hnq ` hnc3c9hn1 ă π2 ´ πhn

завдяки (5.2.19), тодi як для β “ 0 ми аналогiчно приходимо до протилежної нерiв-

ностi ψjpxj ` πq ą π2 ´ πhn, отже (5.2.20) доведено; якщо x ă xj , то

|Ψjpxq ´ ψjpxq| “ |Ψjpxq ´ ψjpxq ´ pΨjpxj ´ πq ´ ψjpxj ´ πqq|

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

xj´π
pΨ1

jpxq ´ ψ1
jpxqqdu

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

xj´π

”

2
`

pu ´ xjq` ´ τj˚puq
˘

´ hn
`

χjpuq ´ pβχj`1puq ` p1 ´ βqχj´1puqq
˘

´ hn
`

βpχj`1puq ´ tpj`1q˚puqq ` p1 ´ βqpχj´1puq ´ tpj´1q˚puqq
˘

ı

du

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż x

xj´π

”

2c6hn1Γ
4
j,n1

puq ` hn p16Γj,npuqq
4

` hnc3 p16Γj,npuqq
4
ı

du

ď c11 h
2
n Γ

3
j,npxq

(оскiльки Γpj˘1q˚,n1
pxq ă 4Γj˘1,npxq ă 16Γj,npxq, x P R), iнакше ми доводимо (5.2.21)

аналогiчно за допомогою (5.2.20). З того, що вище також випливає (5.2.22).

Щоб перевiрити (5.2.23) перепишемо (2.2.19) i (2.2.20)

tjpxq “
1

2π
x ` aj ` r̂jpxq, τjpxq “

1

4π
x2 `

π ´ xj
2π

x ` bj ` r̃jpxq,
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де aj i bj – вiльнi члени pRj i rRj , вiдповiдно. Тодi,

ψjpxq “

ˆ

1

6π
x3 `

π ´ xj
2π

x2 ` 2bjx

˙

´

ˆ

´
1

3π
pxj ´ πq3 ` 2bjpxj ´ πq

˙

´ h

ˆ

1

4π
x2 ` pβaj`1 ` p1 ´ βqaj´1qx

˙

` h

ˆ

1

4π
pxj ´ πq2 ` pβaj`1 ` p1 ´ βqaj´1qpxj ´ πq

˙

`

x
ż

xj´π

”

2r̃jpuq ´ h
`

βr̂j`1puq ` p1 ´ βqr̂j´1puq
˘

ı

du

“
1

6π
x3 `

ˆ

π ´ xj
2π

´
h

4π

˙

x2 ` Ax `
pxj ´ πq3

3π
` h

pxj ´ πq2

4π
´ Apxj ´ πq

` r̄jpxq, (5.2.24)

де A :“ 2bj ´ hpβaj`1 ` p1 ´ βqaj´1q i r̄jpxq :“
şx
xj´πr¨sdu, який є, вочевидь, з T. А це

разом з (5.2.20) тякгне

ψjpxj ` πq “ π2 ´ πh “
pxj ` πq3

6π
`

ˆ

π ´ xj
2π

´
h

4π

˙

pxj ` πq2 ` Apxj ` πq

`
pxj ´ πq3

3π
`

h

4π
pxj ´ πq2 ´ Apxj ´ πq

ñ A “
π

3
´ xj `

x2j ´ pπ ´ xjqh

2π
.

Пiдставляючи A в (5.2.24), отримуємо (5.2.23). Лему 5.2.2 доведено.

Лема 5.2.3. Функцiя

Rnpxq :“ lpx, L, xn, xn´1, xn´2q `
1

2h2

ÿ

jPH0

δj ψjpxq (5.2.25)

задовольняє спiввiдношення

Rn P T, (5.2.26)

}S ´ Rn} ď c13 ωphq, (5.2.27)

}S1 ´ R1
n} ď c14

1

h
ωphq. (5.2.28)

Доведення. Згадаємо, що Lpxnq “ Lpx´nq, Lpxn´1q “ Lpx´1´nq, Lpx1´nq “ Lpxn`1q

i Lpx2´nq “ Lpxn`2q. Беручи це i (5.2.9) до уваги, перевiримо (5.2.26), пiдставляючи
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(5.2.23) в (5.2.25). Оскiльки lpx, L, xn, xn´1, xn´2q “ Lpxnq ` rxn, xn´1, Lspx ´ xnq `

rxn, xn´1, xn´2, Lspx ´ xnqpx ´ xn´1q, то

Rnpxq “
B

6π
x3 ` rxn, xn´1, xn´2, Ls x2 `

x2

2h2

ÿ

jPH0

δj

ˆ

π ´ xj
2π

´
h

4π

˙

` rxn, xn´1, Ls x

´ rxn, xn´1, xn´2, Lspxn ` xn´1qx `
x

2h2

ÿ

jPH0

δj

˜

π

3
´ xj `

x2j ´ pπ ´ xjqh

2π

¸

` Rnpxq,

де

B :“
1

2h2

ÿ

jPH0

δj “
1

2h2

n´1
ÿ

j“2´n

δj “
1

2h2
p∆2´n ´ ∆nq “ 0,

i

Rnpxq :“ Lpxnq ` rxn, xn´1, Lsxn ` rxn, xn´1, xn´2, Lsxnxn´1 `
1

2h2

ÿ

jPH0

δj Rjpxq P T.

Таким чином,

Rnpxq “ x2

»

–

∆n

2h2
`

1

8πh2

ÿ

jPH0

δj p2π ´ pxj ` xj´1qq

fi

fl

` x

»

–D `
1

4πh2

ÿ

jPH0

δj

ˆ

pπ ´ xjqpπ ´ xj´1q ´
π2

3

˙

fi

fl ` Rnpxq

“ x2

»

–

∆n

2h2
`

1

8nh2

n´1
ÿ

j“2´n

δj p2n ` 2j ´ 1q

fi

fl

` x

»

–D `
1

4π

n´1
ÿ

j“2´n

δjpn ` jqpn ` j ´ 1q

fi

fl ` Rnpxq

“ x2

»

–

∆n

2h2
`

1

4nh2

n´1
ÿ

j“2´n

δj j

fi

fl ` x

»

–D `
1

4π

n´1
ÿ

j“2´n

δj j
2 `

2n ´ 1

4π

n´1
ÿ

j“2´n

δj j

fi

fl ` Rnpxq

“
x2

4h2
p∆n ´ ∆n`2q ` x

„

1

2h
δ1´n `

2π ´ h

4h2
p∆n ´ ∆2´nq ´

2π ´ h

4πh
δ1´n

ȷ

` Rnpxq

“ Rnpxq,

де

D :“
1

h
pLpxn´1q ´ Lpxnqq `

2π ´ h

2h2
∆n.
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Тобто, (5.2.26) доведено.

Маючи зручнi представлення (5.2.10) i (5.2.25), помiчаємо, що оцiнки (5.2.8),

(5.2.21) i (2.2.5) тягнуть (5.2.27) (фактично, для r´π, πs, однак завдяки (5.2.26), для

R також). Нерiвнiсть (5.2.28) доводиться аналогiчно, якщо (5.2.22) замiсть (5.2.21)

прийняти до уваги. Лему 5.2.3 доведено.

Для кожного i “ 1, ¨ ¨ ¨ , 2s, нехай jpiq позначає iндекс j, такий, що xj,n “ yi

(правий кiнець Oi).

Лема 5.2.4. Полiном

Vnpxq :“ Rnpxq ´

2s
ÿ

i“1

Rnpyiq

t1
jpiq,n

pyi, Yiq
t1jpiq,npx, Yiq P T,

де Yi :“ pY ztyi ` 2πνuνPZq Y ty
i

` 2πνuνPZ, задовольняє нерiвностi

}S ´ Vn} ď c15 ωphq, (5.2.29)

|Spxq ´ Vnpxq| ď c16
1

h
|x ´ yi|ωphq, x P R, i P Z, (5.2.30)

зокрема, Vnpyiq “ Spyiq “ 0.

Доведення. Оцiнки (5.2.27), (5.2.15) i (5.2.16) тягнуть нерiвностi

}S ´ Vn} ď c13 ωphq `

2s
ÿ

i“1

|Rnpyiq ´ Spyiq|

c5Γ
2b`2s
jpiq

pyiq
c4Γ

2b´s
jpiq

pxq ď c15 ωphq,

i

|Spxq ´ Vnpxq| “ |Spxq ´ Vnpxq ´ pSpyiq ´ Vnpyiqq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

yi

`

S1puq ´ V 1
npuq

˘

du

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď |x ´ yi|

˜

}S1 ´ V 1
n} `

2s
ÿ

i“1

c13ωphq h

c5Γ
2b`2s
jpiq

pyiq
}t2jpiq,n}

¸

ď c16
1

h
|x ´ yi|ωphq, x P R, i P Z, (5.2.31)

де в (5.2.31) ми скористались (5.2.28) i нерiвнiстю Бернштейна для }t2j}. Лему 5.2.4

доведено.

Лема 5.2.5. Полiном

Unpxq :“ hωphq
ÿ

jPH0

t1j,npx, Y q P T,
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задовольняє нерiвностi

UnpxqΠpxq ě 0, x P R, (5.2.32)

}Un} ď c17 ωphq, (5.2.33)

|Unpxq| ě c18 ωphq, x P RzO, (5.2.34)

|Unpxq| ě c18
1

h
|x ´ yi|ωphq, x P Oi, i P Z. (5.2.35)

Доведення. Нерiвностi (5.2.13) безпосередньо тягнуть (5.2.32) що, в свою чергу, веде

до тотожностi |Unpxq| ” hωphq
ř

jPH0
|t1jpxq|. Отже, якщо x P Ij Ă RzO, то

|Unpxq| ě hωphq |t1jpxq| ě 2´2b´2sc5 ωphq

згiдно (5.2.16), тобто (5.2.34) справджується; якщо x P Oi, то

|Unpxq| ě hωphq |t1jpiqpxq| ě c19 ωphq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x ´ yi
xjpiq ´ yi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

згiдно (5.2.17), тобто (5.2.35) справджується оскiльки |xjpiq ´ yi| ď pm ` 1qh. Завдя-

чуючи (2.2.5), беремо (5.2.33) з (5.2.15). Лему 5.2.4 доведено.

Доведення теореми 5.2.1

Покладемо

Pnpxq :“ Vnpxq ` c20 Unpxq, c20 :“ maxtc15 ` 2 ` c1, c16u{c18.

Збираючи (5.2.6), (5.2.12), (5.2.29) i (5.2.33), знаходимо (5.2.3) для Pn P T. А саме,

}f ´ Pn} “ }f ´ L ` L ´ S ` S ´ Pn} ď }f ´ L} ` }L ´ S} ` }S ´ Vn} ` c20}Un}

ď pc1 ` 2 ` c15 ` c20c17qωphq “ cpsqωphq.

Якщо x P RzO, то, беручи до уваги (5.2.32), (5.2.34), (5.2.29), (5.2.12) i (5.2.6), помi-

чаємо, що

PnpxqΠpxq “
`

c20Unpxq ` pVnpxq ´ Spxqq ` pSpxq ´ Lpxqq ` pLpxq ´ fpxqq ` fpxq
˘

Πpxq

ě c20UpxqΠpxq ´ pc15 ` 2 ` c1qωphq |Πpxq| ě 0.

Якщо x P Oi, i P Z, то Spxq “ Lpxq (див. (5.2.11)) i

PnpxqΠpxq “ pc20Unpxq ` pVnpxq ´ Spxqq ` Spxqq Πpxq

ě c20UpxqΠpxq ´ c16
1

h
|x ´ yi|ωphq |Πpxq| ě 0

завдяки (5.2.32), (5.2.35), (5.2.30) i (5.2.7). Таким чином, (5.2.2) доведено. Теорему

5.2.1 доведено.
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5.3 Висновки до роздiлу 5

У роздiлi 5 доведено наступне:

‚ Якщо неперервна на вiдрiзку функцiя f змiнює свiй знак в s точках yi : ´1 ă

ys ă ys´1 ă ... ă y1 ă 1 (тобто для x P ryi, yi´1s, fpxq ě 0, якщо i непарне i fpxq ď 0,

якщо i парне), то для кожного n P N, що бiльше деякої сталої Npk, yiq, яка залежить

тiльки вiд k P N i yi-х, оначено алгебраїчний многочлен Pn степеня ď 4n такий, що:

Pn має скрiзь той самий знак, що i f, за винятком, можливо, маленьких околiв точок

yi :

pyi ´ ρnpyiq, yi ` ρnpyiqq, ρnpxq :“ 1{n2 `
a

1 ´ x2{n,

Pnpyiq “ 0 i

|fpxq ´ Pnpxq| ď cpk, sqωkpf, ρnpxqq, x P r´1, 1s,

де cpk, sq – стала, яка залежать тiльки вiд k i s, а ωkpf, ¨q – k-й модуль гладкостi f

(див. пiдроздiл 5.1).

‚ Якщо дiйснозначна неперервна 2π-перiодична функцiя f змiнює свiй знак в

фiксованих точках tyiuiPZ : ´π ď y2s ă y2s´1 ă ... ă y1 ă π, а для решти i P Z,
точки yi визначено рiвнiстю yi “ yi`2s ` 2π, то для кожного n P N, що бiльше деякої

сталої Npyiq, яка залежить тiльки вiд yi-х, знайдено тригонометричний полiном Pn,

порядку ď n, що змiнює свiй знак в тих самих точках yi, що i f, i такий, що

}f ´ Pn} ď cpsqω3pf, π{nq,

де cpsq – стала, що залежить тiльки вiд s, ω3pf, ¨q – 3-й модуль гладкостi f i } ¨ } –

рiвномiрна норма (див. пiдроздiл 5.2). Ця оцiнка стає хибною з ωk, k ą 3, замiсть ω3.
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Роздiл 6

Контрприклади

6.1 Обмеження порядку комонотонного наближення
диференцiйовних на вiдрiзку функцiй

Результат цього пiдроздiлу мiстяться в [79, Приклад 3.2].

Нагадаємо, Ys :“ tyiu
s
i“1 : ´1 ă ys ă ¨ ¨ ¨ ă y1 ă 1 i ∆p1qpYsq – множина всiх

f P C :“ Cr´1, 1s, що не спадають на ry1, 1s, не зростають на ry2, y1s, не спадають на

ry3, y2s i т.д.

В [10, див. (6.1.1)] i [79, див. (6.1.2) i (6.1.3)], зокрема, доведено наступну теорему.

Теорема 6.1.1. [10,79] Якщо f P ∆p1qpYsq, то iснують многочлени Pn P PnX∆p1qpY q

такi, що для x P r´1, 1s виконуються нерiвностi

|fpxq ´ Pnpxq| ďCpYsqω2pf, ρnpxqq, f P C, n P N, (6.1.1)

|fpxq ´ Pnpxq| ďCpYsqρnpxqω3pf 1, ρnpxqq, f P Cp1q, n ě 3, (6.1.2)

|fpxq ´ Pnpxq| ďCpYs, kqρ2npxqωkpf2, ρnpxqq, f P Cp2q, n ě k ` 1, k P N, (6.1.3)

´

|fpxq ´ Pnpxq| ď CpYs, r, kqρrnpxqωkpf prq, ρnpxqq, f P Cprq, n ě r ` k ´ 1, r ě 2
¯

де сталi CpYsq i CpYs, kq залежать тiльки вiд Ys i k, вiдповiдно, ωk – k-й модуль

гладкостi вiдповiдної функцiї i ρnpxq :“ 1{n2 `
?
1 ´ x2{n.

Про сталi: В [79, Приклад 1.1] показано, що в поточковiй оцiнцi (6.1.1) (навiть з ω1
замiсть ω2), коли s ą 1, неможливо замiнити сталу CpYsq на сталу, що не залежить

вiд Ys (а залежить, скажiмо вiд s), а коли s “ 1 це зробити можливо (доречi, в

рiвномiрнiй оцiнцi з ω1pf, 1{nq це можливо зробити з будь-яким s).



262

Про порядки: Ву i Цу [168,176] довели, що в (6.1.1) неможливо замiнити ω2 на ωk
з k ą 2, навiть, якщо замiсть ρn була б 1{n. В [79, Приклад 3.1] показано, що в (6.1.2)

(навiть з 1{n замiсть ρn), коли s “ 1, неможливо замiнити ω3 на ωk з k ą 3.

В цьому пiдроздiлi, користуючись аргументами [79, Приклад 3.1] i роботи ДеВор,

Левiатан, Шевчук [72], доведемо це твердження для довiльного Ys, а саме, доведем

наступну теорему 6.1.2.

Теорема 6.1.2. Для кожного s P N, i будь-якого Y “ Ys, iснує функцiя fY “ f P

Cp1q X ∆p1qpY q, така, що

lim
nÑ8

sup
nE

p1q
n pfq

ω4 pf 1, 1{nq
“ 8, (6.1.4)

де

E
p1q
n pfq :“ inf

PnPPnX∆p1qpY q
}f ´ Pn}.

Доведення. Для будь-якого Y покладемо

Π1pxq :“
s
ź

i“2

px ´ yiq,

якщо s ą 1 i Π1pxq :“ 1, якщо s “ 1. Тобто, Πpxq “ px ´ y1qΠ1pxq.

Для фiксованого додатнього числа b ď 1 через Sbpxq позначимо функцiю, що

задовольняє

Sbpxq “

$

&

%

1, якщо |x| ě 2b,

0, якщо |x| ă b,

0 ď Sbpxq ď 1, якщо b ă |x| ă 2b, Sb P Cp4qpRq.

Наприклад, для x P rb, 2bs, можно взяти

Sbpxq “

ż x

b
pu ´ bq4p2b ´ uq4du

N
ż 2b

b
pu ´ bq4p2b ´ uq4du,

i Sbpxq “ Sbp´xq, для x P r´2b,´bs. Покладемо

qbpxq :“ ppx ´ y1q2 ´ b2qpx ´ y1q,

i, насамкiнець,

gbpxq :“

ż x

y1

qbpuqSbpu ´ y1q
Π1puq

}Π1}
du, Qbpxq :“

ż x

y1

qbpuq
Π1puq

}Π1}
du.
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Наступнi спiввiдношення є очевидними:

gbpxq “ 0, x P ry1 ´ b, y1 ` bs, (6.1.5)

gb P Cp5q X ∆p1qpY q, (6.1.6)

}gb} ă

ż y1`2b

y1`b
qbpuqdu ă 4, }g1

b} ď }gb} ă 8, (6.1.7)

}gb ´ Qb} ă

ż y1`2b

y1

|qbpuq|du ă 4 “
5

2
b4 ă 3b4, (6.1.8)

ω4pg1
b, tq ď24}g1

b ´ Q1
b} ` t4}Q

p5q

b }

ď24}qb}ry1´2b,y1`2bs ` t4pps ` 1qsps ´ 1qps ´ 2qq2}Q1
b} (6.1.9)

ď96b3 ` t4pps ` 1qsps ´ 1qps ´ 2qq28 ď: cpb3 ` t4q,

де в (6.1.9) ми застосували нерiвнiсть Маркова.

Для кожного многочлена Pn P Pn X ∆p1qpY q i будь-якого додатнього h ď 1 ´ |y1|

доведемо оцiнку

}gb ´ Pn}ry1´h,y1`hs ě B
h2b2

n2
´ 3b4. (6.1.10)

де

0 ă B “ Π1py1q{}Π1} ă 1. (6.1.11)

Дiйсно, покладемо Rnpxq “ Pnpxq ´Qbpxq. Оскiльки Pn P Pn X∆p1qpY q, то P 2
npy1q ě 0,

i отже,

R2
npy1q ě ´Q2

bpy1q “ Bb2. (6.1.12)

Застосовуючи нерiвнiсть Бернштейна i (6.1.8), знаходимо

h2R2
npy1q ď n2}Rn}ry1´h,y1`hs ď n2p}gb ´ Pn}ry1´h,y1`hs ` 3b4q,

що разом з (6.1.12) тягне (6.1.10).

Для кожного n ą s ` 1 покладемо

bn :“ n´4{3, fnpxq “ gbnpxq, (6.1.13)

i помiтимо, що (6.1.9) тягне оцiнку

ω4pf 1
n, tq ď 2 c t4, t ě 1{n. (6.1.14)
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Тепер ми готовi означити fY “: f для будь-якого Y. Спершу покладемо ϵ “ 0.1 i

оберемо n0 настiльки великим, щоб

2 c ă nϵ0, (6.1.15)

i

bn0 ď 1 ´ |y1|. (6.1.16)

Покладемо d0 :“ 1 i

dj :“
B

24
b2nj´1

b2nj

n2j
dj´1 “

b2n0

b2nj

j
ź

ν“1

Bb4nν

24n2ν
, j ě 1, (6.1.17)

де зростаюча послiдовнiсть tnνu означається наступним чином. Припустимо, що

tn0, . . . , nσ´1u вже означенi, тодi покладемо

Fσ´1 :“
σ´1
ÿ

j“1

dj´1fnj ,

(F0 :“ 0) i вiзьмемо nσ ą nσ´1 настiльки великим, щоб

}F
p5q

σ´1} ď dσ´1n
ϵ
σ, (6.1.18)

i

Bb2nσ´1
ě 6n´ϵ

σ . (6.1.19)

Тепер покладемо

Φσ :“
8
ÿ

j“σ

dj´1fnj ,

де рiвномiрна збiжнiсть цього ряду i похiдної вiд нього пiдтверджується (6.1.7) i

нерiвнiстю
8
ÿ

j“σ

dj´1 ă dσ´1

ˆ

1 `
1

24
`

1

28
` . . .

˙

, (6.1.20)

що випливає з (6.1.17), (6.1.13) i (6.1.11). Так означимо

f :“ fY :“
8
ÿ

j“1

dj´1fnj , (6.1.21)

i помiтимо, що (6.1.6) i (6.1.7) тягнуть

f P Cp1q X ∆p1qpY q. (6.1.22)
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Залишилось перевiрити (6.1.4).

Нерiвностi (6.1.14), (6.1.20) i (6.1.15) тягнуть

ω4
`

Φ1
σ, 1{nσ

˘

ď 2c
1

n4σ

8
ÿ

j“σ

dj´1 ă 4cdσ´1
1

n4σ
ă 2dσ´1

1

n4´ϵ
σ

,

а (6.1.18) забеспечує

ω4
`

F 1
σ´1, 1{nσ

˘

ď
1

n4σ
}F

p5q

σ´1} ď dσ´1
1

n4´ϵ
σ

.

Тому, для всiх σ

ω4
`

f 1, 1{nσ
˘

ď 3dσ´1
1

n4´ϵ
σ

. (6.1.23)

Насамкiнець, доведемо, що якщо Pnσ P Pnσ X ∆p1qpY q, то

}f ´ Pnσ} ě 3dσ´1

ˆ

b2nσ

n2`ϵ
σ

´ b4nσ

˙

, (6.1.24)

де (див. (6.1.13)) bn “ n´4{3; iншими словами

E
p1q
nσ pfq ě 3dσ´1

˜

ˆ

1

nσ

˙14{3`ϵ

´

ˆ

1

nσ

˙16{3
¸

, (6.1.25)

Дiйсно, оскiльки, згiдно (6.1.5), Fσ´1 є нулем на ry1 ´ bnσ´1 , y1 ` bnσ´1s “: Jσ, то

можемо записати

fpxq “ dσ´1fnσpxq ` Φσ`1pxq, x P Jσ.

Нехай pnσ :“ r1{dσ´1sPnσ . Оскiльки pnσ P Pnσ X ∆p1qpY q, то, за (6.1.10),

}pnσ ´ fnσ}Jσ
ě B

b2nσ´1
b2nσ

n2σ
´ 3b4nσ

.

З iншого боку, (6.1.7), (6.1.20) i (6.1.17) тягнуть

}Φσ`1} ď 4
8
ÿ

j“σ`1

dσ´1 ď 8d0 “
1

2
dσ´1B

b2nσ´1
b2nσ

n2σ
.

Тому

}f ´ Pnσ} ě}f ´ Pnσ}Jσ
ě }Pnσ ´ dσ´1fnσ}Jσ

´ }Φσ`1}

“dσ´1}pnσ ´ fnσ}Jσ
´ }Φσ`1} ě dσ´1

˜

1

2
B
b2nσ´1

b2nσ

n2σ
´ 3b4nσ

¸

.

Тепер (6.1.24) випливає з (6.1.19).
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Таким чином, (6.1.23) i (6.1.24) ведуть до

nσ E
p1q
nσ pfq

ω4 pf 1, 1{nq
ě n

1{3´2ϵ
σ ´ 1

для всiх σ, що i тягне (6.1.4), оскiльки ϵ обрана достатньо малою. Теорему 6.1.2

доведено.

6.2 Обмеження порядку комонотонного наближення
перiодичних функцiй

Результат цього пiдроздiлу мiститься в [12].

Нехай C :“ tf : 2π-перiодичнi i R Ñ Ru, }f} :“ }f}R :“ max
xPR

}fpxq}, n P N, Tn :“

ttn : tnpxq “ a0 `
řn

j“1paj cos jx ` bj sin jxq, aj , bj P Ru, Y :“ tyiuiPZ “ tyi : ´π ď

y2s ă y2s´1 ă ¨ ¨ ¨ ă y1 ă π, s P N, а для решти i P Z yi “ yi`2s ` 2πu (y0 “

y2s ` 2π, ..., y2s`1 “ y1 ´ 2π, ...) i ∆p1qpY q – множина всiх f P C, що не спадають на

ry1, y0s, не зростають на ry2, y1s, не спадають на ry3, y2s i т.д. Позначимо

E
p1q
n pfq :“ inf

tnPTnX∆p1qpY q
}f ´ tn} .

Нагадаємо, в теоремах 2.2.1 i 2.2.2 доведено, що якщо f P ∆p1qpY q, то

E
p1q
n pfq ď cpsq ω2pf, π{nq, n ě NpY q, (6.2.1)

E
p1q
n pfq ď CpY qω2pf, π{nq, n P N, (6.2.2)

де cpsq – стала, яка залежить тiльки вiд s, а NpY q i CpY q – сталi, якi залежать тiльки

вiд Y, тобто вiд min
i“1,...,2s

tyi ´ yi`1u.

Плєшаков [32, стор. 64-83], [36], скориставшись мiркуваннями статей Швєдова

[51, 52] i ДеВора, Левiатана, Шевчука [72], при кожному n P N побудував функцiю

gnpxq “ gnpx, s, Y, kq P ∆p1qpY q таку, що для неї

E
p1q
n pgnq ě CpY, kqn

k
2

´1ωk pgn, π{nq , k P N, k ą 2, (6.2.3)

де CpY, kq – стала, яка залежить тiльки вiд Y i k. Iншими словами, при кожному

n P N можно пiдiбрати функцiю з ∆p1qpY q, для якої (6.2.1) i (6.2.2) з ωk, k ą 2, хибнi.

В цьому пiдроздiлi ми будуємо одну таку функцiю (для всiх n P N), а саме дово-

димо наступну теорему 6.2.1.
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Теорема 6.2.1. Для кожного натурального k ą 2 в множинi ∆p1qpY q iснує функцiя

gpxq :“ gpx, s, Y, kq така, що

lim
nÑ8

sup
E

p1q
n pgq

ωk pg, π{nq
“ 8. (6.2.4)

Доведення. Спочатку, в зручному для нас виглядi, наведемо деякi факти з [32, стор.

64-83], [36]. Зважаючи на перiодичнiсть без втрати загальностi будемо вважати, що

0 належить набору Y “ tyiuiPZ, тобто yi˚ “ 0 при деякому i˚ P Z. Нехай

Πpxq :“
2s
ź

i“1

sin
x ´ yi

2

`

Πpxq ą 0, x P py1, y0q
˘

, Π˚pxq :“
2s
ź

i“1,i‰i˚

sin
x ´ yi

2
,

(якщо f P Cp1q, то f P ∆p1qpY q ðñ f 1pxqΠpxq ě 0, x P R). Для визначеностi нехай i˚
непарне (тодi Π˚p0q ą 0). Позначимо 2d :“ mint|yi˚ ´ yi˚´1|, |yi˚ ´ yi˚`1|u, замiтимо,

d ď π{2 i Π˚pxq ą 0, x P p´2d, 2dq. Покладемо

M :“ max
xPR

|Π˚pxq|, m :“ min
xPr´d,ds

Π˚pxq, M1 :“ max
xPR

|Π1
˚pxq|.

Оберемо (в залежностi вiд Y ) найменше натуральне N , що задовольняє нерiвнiсть

m sin
d

8
ě

5

N
pM ` M1q, (6.2.5)

тому, принаймнi, d ą 60{N. Для означення g буде використано ядро Джексона

JN ptq “
3

2Np2N2 ` 1q

˜

sin Nt
2

sin t
2

¸4

. (6.2.6)

Нагадаємо (див., наприклад, [25, стор. 127],) деякi його властивостi: а) JN ptq є парним

невiд’ємним полiномом з T2N´2; б)

1

π

ż π

´π
JN ptqdt “ 1; (6.2.7)

в) для будь-якої неперервно диференцiйовної перiодичної f в кожнiй точцi x має

мiсце нерiвнiсть
1

π

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż π

´π
pfptq ´ fpxqqJN pt ´ xqdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
5

N
}f 1}. (6.2.8)

Оберемо ν P N з умови
ˆ

1

2
d ă

˙

d˚ :“
π

N
` ν

2π

N
ď d ă

π

N
` pν ` 1q

2π

N
.
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Позначимо

ĂM :“
1

π
}JN }, rm:“

1

π
min

tPr´ π
2N

, π
2N s

JN pt´d˚q “
1

π
min

tPr´ π
2N

, π
2N s

JN pt`d˚q,

i зауважимо, що rm ą 0. Насамкiнець, покладемо

M :“ 4 ` 2π2
MĂM

mrm
.

Надалi припускаємо, що число b задовольняє нерiвнiсть

0 ă b ă
π

4NM

(щоб для зручностi JN pxq ą 0, x P r´2Mb, 2Mbs). Для кожного (такого) b позначимо

Qrpx, bq :“ Qrpxq :“
1

π

ż x

´b
sin

t ´ b

2
Π˚ptqJnpt ´ d˚qdt,

Qlpx, bq :“ Qlpxq :“
1

π

ż x

´b
sin

t ´ b

2
Π˚ptqJnpt ` d˚qdt,

i зауважимо, що

Qrp2π ´ bq “
1

π

ż 2π´b

´b
sin

d˚ ´ b

2
Π˚pd˚qJnpt ´ d˚qdt

`
1

π

ż 2π´b

´b

ˆ

sin
t ´ b

2
Π˚ptq ´ sin

d˚ ´ b

2
Π˚pd˚q

˙

Jnpt ´ d˚qdt.

Крiм того, d{8 ă pd˚ ´ bq{2, оскiльки 30{N ă d{2 ă d˚. Тому згiдно (6.2.7), (6.2.8) i

(6.2.5),

Qrp2π ´ bq ě sin
d˚ ´ b

2
Π˚pd˚q ´

5

N

›

›

›

›

›

ˆ

sin
¨ ´ b

2
Π˚p¨q

˙1
›

›

›

›

›

ě m sin
d

8
´

5

N
pM ` M1q ě 0.

Аналогiчно, Qlp2π ´ bq ď 0. Тому можно визначити αb P r0, 1s з умови

αbQrp2π ´ bq ` p1 ´ αbqQlp2π ´ bq “ 0. (6.2.9)

Покладемо

Qpx, bq :“ Qpxq :“ αbQrpxq ` p1 ´ αbqQlpxq.

Рiвнiсть (6.2.9) свiдчить про те, що Q P T2N`s´2.
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Зауважимо, що для будь-якого b iснує число b0 таке, що

b ă b0 ă Mb, (6.2.10)

Qpb0q “ 0. (6.2.11)

Дiйсно, з одного боку Qpbq ă 0 i справджується нерiвнiсть

|Qpbq| ď MĂM

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

´b
sin

t ´ b

2
dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 4MĂM sin2
b

2
ď MĂMb2,

а з iншого боку, при Mb ă π
2N ,

QpMbq´Qpbq“
1

π

ż Mb

b
sin

t´b

2
Π˚ptq

´

αbJN pt´d˚q`p1´αbqJN pt`d˚q

¯

dt

ě mrm

ż Mb

b
sin

t ´ b

2
dt “ 4mrm sin2

pM ´ 1qb

4
ě
mrm

π2
pM ´ 1q2b2,

i тому

QpMbq “ QpMbq ´ Qpbq ` Qpbq ě
mrm

π2
pM ´ 1q2b2 ´ MĂMb2 ą 0.

Оскiльки ωkpf, tq ď 2ωk´1pf, tq, k P N, то (6.2.4) достатньо довести лише для

k “ 3.

При кожному b через Kr,bpxq i Kl,bpxq позначимо двi 2π-перiодичнi функцiї такi,

що

Kr,b, Kl,b P Cp2q; 0 ď Kr,bpxq ď 1, 0 ď Kl,bpxq ď 1, x P R,

Kr,bpxq :“

$

’

&

’

%

0, x P

„

´
Mb

2
, b0

ȷ

,

1, x P r´π,´Mbs Y rb0 ` b, πs,

Kl,bpxq :“

$

’

&

’

%

0, x P

„

´b, b0 `
Mb

2

ȷ

,

1, x P r´π,´2bs Y rb0 ` Mb, πs,

i доведемо нерiвнiсть

I1 :“

ż π

´π
Kr,bptq sin

t ´ b

2
Π˚ptq

´

αbJN pt ´ d˚q ` p1 ´ αbqJN pt ` d˚q

¯

dt ą 0.

Для цього, в наслiдок (6.2.9)-(6.2.11), достатньо довести, що
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż ´b

´Mb
2

sin
t ´ b

2
Π˚ptq

´

αbJN pt ´ d˚q ` p1 ´ αbqJN pt ` d˚q

¯

dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ą

ż b0`b

b0

sin
t ´ b

2
Π˚ptq

´

αbJN pt ´ d˚q ` p1 ´ αbqJN pt ` d˚q

¯

dt.
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Якщо ´Mb
2 ď t ď ´b, то

|Π˚ptq| ě m,
1

π
JN pt ´ d˚q ě rm,

1

π
JN pt ` d˚q ě rm,

тобто
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż ´b

´Mb
2

sin
t ´ b

2
Π˚ptq

´

αbJN pt ´ d˚q ` p1 ´ αbqJN pt ` d˚q

¯

dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ą πmrm

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż ´b

´Mb
2

sin
t ´ b

2
dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 4πmrm sin
pM ´ 2qb

8
sin

pM ` 6qb

8
ą
mrmpM ´ 2q2b2

4π
.

З iншого боку,
ż b0`b

b0

sin
t ´ b

2
Π˚ptq

´

αbJN pt´d˚q ` p1´αbqJN pt`d˚q

¯

dt ă bMπĂM sin
b0
2

ă πMĂM
M

2
b2.

З вибору M маємо mrmpM ´ 2q2b2{p4πq ą πMĂMMb2{2. Аналогiчно,

I2 :“

ż π

´π
Kl,bptq sin

t ´ b

2
Π˚ptq

´

αbJN pt ´ d˚q ` p1 ´ αbqJN pt ` d˚q

¯

dt ă 0.

Тому оберемо βb P p0, 1q з умови βbI1 ` p1 ´ βbqI2 “ 0 i покладемо

Kbpxq :“ βbKr,bpxq ` p1 ´ βbqKl,bpxq.

Отже, при кожному b, Kbpxq є 2π-перiодична 2 рази неперервно диференцiйовна

функцiя така, що

Kbpxq :“

$

&

%

0, x P r´b, b0s ,

1, x P r´π,´Mbs Y rb0 ` Mb, πs,
0 ď Kbpxq ď 1, x P R;

ż 2π´b

´b
Kbptq sin

t ´ b

2
Π˚ptq

´

αbJN pt ´ d˚q ` p1 ´ αbqJN pt ` d˚q

¯

dt “ 0. (6.2.12)

Згiдно (6.2.9)-(6.2.12), функцiї

qb :“
1

π

ż x

´b
Kbptq sin

t ´ b

2

Π˚ptq

M

´

αbJN pt ´ d˚q ` p1 ´ αbqJN pt ` d˚q

¯

dt,

Qb :“
1

π

ż x

´b
sin

t ´ b

2

Π˚ptq

M

´

αbJN pt ´ d˚q ` p1 ´ αbqJN pt ` d˚q

¯

dt,

є 2π-перiодичнi i такi, що

qbpxq “ 0, x P r´b, b0s, (6.2.13)

qb P Cp3q X ∆p1qpY q, (6.2.14)
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}qb} ď 1, (6.2.15)

}qb ´ Qb} “ }qb ´Qb}r´Mb,b0`Mbs ď MĂMpb0 ` 2Mbq sin
b0 `Mb ´ b

2

ă p3MĂMM
2

` 1qb2 “: c1b
2, (6.2.16)

ω3pqb, tq ď ω3pqb ´Qb, tq ` ω3pQb, tq ď 8}qb ´ Qb} ` t3
›

›

›
Q

p3q

b

›

›

›

ď 8c1b
2 ` t3L, (6.2.17)

де стала L не залежить вiд b.

Наведемо наслiдок з теореми I.I.Прiвалова (див. [40, стор. 96-98]): для довiльного

полiнома Rn P Tn i будь-якого додатнього h ď π справджується нерiвнiсть

h|R1
np0q| ď An}Rn}r´h,hs,

де стала A ą 1 pA « 2πq. Тодi вiзьмемо довiльний полiном τn P ∆p1qpY q порядку

n ą 2N ` s ´ 2, покладемо Rnpxq :“ τnpxq ´ Qbpxq i помiтимо, що

R1
np0q “ τ 1

np0q ´ Q1
bp0q “ ´Q1

bp0q ě
bmrm

πM
“: c2b.

Тому,

hc2b ď hR1
np0q ď An}Rn}r´h,hs ď An

`

}τn ´ qb}r´h,hs ` }qb ´ Qb}
˘

ď An}τn ´ qb}r´h,hs ` Anc1b
2,

звiдки,

}τn ´ qb}r´h,hs ě
c2 h

An
b ´ c1b

2. (6.2.18)

Позначимо

bn :“

ˆ

1

n

˙
3
2

,

i оберемо N0 таким, що N0 ą 2N ` s ´ 2 i bN0
ă π

4NM
. При всiх n ą N0 покладемо

gnpxq :“ qbnpxq,

i з (6.2.17) помiтимо, що

ω3pgn, tq ď p8c1 ` Lqt3 “: c3t
3, t ě

1

n
. (6.2.19)
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Для довiльного Y означимо gpx, s, Y, 3q “: gpxq. Спочатку вiзьмемо ϵ “ 1
10 i оберемо

n0 ě N0 настiльки великим, щоб

2c3 ă nϵ0, (6.2.20)

i
c2
A
bn0 ă 1. (6.2.21)

Покладемо γ0 :“ 1 i

γj :“
c2bnj´1bnj

A4nj
γj´1 “

bn0

bnj

j
ź

ν“1

c2b
2
nν

A4nν
, j ě 0, (6.2.22)

де зростаюча послiдовнiсть tnνu визначається за iндукцiєю наступним чином. При-

пустимо, що числа tn0, ..., nσ´1u вже визначенi, тодi покладемо

Gσ´1pxq :“
σ´1
ÿ

j“1

γj´1gnjpxq, pG0pxq :“ 0q,

i оберемо nσ ą nσ´1 настiльки великим, щоб
›

›

›
G

p3q

σ´1

›

›

›
ď γσ´1n

ϵ
σ, (6.2.23)

i
c2
A
bnσ´1 ě 2c1

1

nϵσ
. (6.2.24)

Позначимо

Gσpxq :“
8
ÿ

j“σ

γj´1gnjpxq,

i зауважимо, що рiвномiрна збiжнiсть цього ряду забезпечується спiввiдношеннями

(6.2.15) i нерiвнiстю

8
ÿ

j“σ

γj´1 ď γσ´1

ˆ

1 `
1

22
`

1

24
` ...

˙

ă 2γσ´1, (6.2.25)

яка випливає з (6.2.21) i (6.2.22).

Покладемо

gpxq :“
8
ÿ

j“1

γj´1gnjpxq

´

“ Gσ´1pxq ` Gσpxq

¯

,

i з (6.2.14) помiтимо, що g P ∆p1qpY q. Залишилось перевiрити (6.2.4). Оцiнка

ω3
`

Gσ, 1{nσ
˘

ď
c3
n3σ

8
ÿ

j“σ

γj´1 ă
2c3
n3σ

γσ´1 ă
γσ´1

n3´ϵ
σ
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випливає з (6.2.19), (6.2.25) i (6.2.20), а оцiнка

ω3 pGσ´1, 1{nσq ď
1

n3σ

›

›

›
G

p3q

σ´1

›

›

›
ď
γσ´1

n3´ϵ
σ

– з (6.2.23). Тому для всiх σ

ω3 pg, 1{nσq ď
2γσ´1

n3´ϵ
σ

. (6.2.26)

Тепер оцiнимо знизу Ep1q
nσ pgq.Оскiльки, згiдно (6.2.13),Gσ´1pxq “ 0 на r´bnσ´1 , bnσ´1s :“

Iσ´1, то

gpxq “ γσ´1gnσpxq ` Gσ`1pxq, x P Iσ´1.

Нехай

τnσ :“
1

γσ´1
Γnσ ,

де Γnσ ´ довiльний полiном з ∆p1qpY q порядку nσ, тодi за (6.2.18)

}τnσ ´ gnσ}Iσ´1
ě
c2bnσ´1

Anσ
bnσ ´ c1b

2
nσ
.

Спiввiдношення (6.2.15), нерiвнiсть (6.2.25) i означення (6.2.22) тягнуть оцiнку

›

›Gσ`1

›

› ď

8
ÿ

j“σ`1

γj´1 ă 2γσ “
c2bnσ´1

A4nσ
bnσγσ´1.

Тому, з урахуванням (6.2.24), запишемо

E
p1q
nσ pgq “ }g ´ Γnσ} ě }Γnσ ´ g}Iσ´1

ě }Γnσ ´ γσ´1gnσ}Iσ´1
´
›

›Gσ`1

›

›

“ γσ´1}τnσ ´ gnσ}Iσ´1
´
›

›Gσ`1

›

›

ě γσ´1

ˆ

c2bnσ´1

Anσ
bnσ ´ c1b

2
nσ

´
c2bnσ´1

A4nσ
bnσ

˙

ě γσ´1

ˆ

c1

n1`ϵ
σ

bnσ ´ c1b
2
nσ

˙

.

Разом з (6.2.26), (6.2.24) i (6.2.21) це тягне нерiвнiсть

E
p1q
nσ pgq

ωk pg, 1{nσq
ě
c1
2

´

n´1´ϵ
σ n

´3{2
σ n3´ϵ

σ ´ n´3
σ n3´ϵ

σ

¯

“
c1
2

˜

1 ´
1

n
1
2

´ϵ
σ

¸

n
1
2

´2ϵ
σ ě

c1
4
n

1
2

´2ϵ
σ

для всiх σ, тобто (6.2.4) вiрно, оскiльки ϵ “ 1
10 . Теорему 6.2.1 доведено.
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6.3 Обмеження порядку коопуклого наближення не-
перервних на вiдрiзку функцiй

Результати цього пiдроздiлу мiстяться в [80].

Про мiсце наступних трьох теорем 6.3.1–6.3.3 в коопуклому наближеннi много-

членами див. початок пiдроздiлу 3.1.

Теорема 6.3.1. Для кожних r ą 2, Y P Y1 та n P N, знайдеться функцiя f P

∆p2qpY1q XW r, така, що для кожного многочлена Pn P ∆p2qpY1q XPn буде справджу-

ватись нерiвнiсть
›

›

›

›

f ´ Pn

ρrn

›

›

›

›

ą CpY, rqnr´2, (6.3.1)

де CpY, rq “ const, залежить тiльки вiд Y i r.

З теореми 6.3.1 випливає теорема 6.3.2.

Теорема 6.3.2. Нi для яких Y P Y1, k P N i r P NYt0u, таких, що k`r ą 2, не iснує

сталих C “ Cpk, r, Y q i N “ Npk, r, Y q, незалежних вiд f i n, таких, що для кожної

функцiї f P ∆p2qpY1q XCr i кожного n ě N iснував би многочлен Pn P ∆p2qpY1q XPn,

що задовольняв би нерiвнiсть

|fpxq ´ Pnpxq| ă C ρrnpxqωk

´

f prq, ρnpxq

¯

, x P r´1, 1s. (6.3.2)

Зауваження 6.3.1. Якщо s ‰ 1, то ми припускаємо, що теореми 6.3.1 i 6.3.2 не

справджуються, тобто (6.3.2) i (3.1.6) вiрнi з C “ Cpk, r, Y q i N “ Npk, r, Y q для

всiх k i r, за винятком вiдомих негативних випадкiв. Цими випадками є: (r “ 0, k ą

4), (r “ 1, k ą 3), див. Ву i Цу [169,176], i (r “ 2, k ą 3), див. Гiлевiч i Ющенко [91].

Теорема 6.3.3. Для кожних Y P Y1, n P N i A ą 0, iснує функцiя f P ∆p2qpY1qXC1,

така, що для будь-якого многочлена Pn P ∆p2qpY1q X Pn, що задовольняє

Pnp´1q “ fp´1q, Pnp1q “ fp1q, P 1
np´1q “ f 1p´1q, P 1

np1q “ f 1p1q, (6.3.3)

знайдеться точка x P I, в якiй

ˇ

ˇf 1pxq ´ P 1
npxq

ˇ

ˇ ě A}f 1} ě
1

2
Aω1

`

f 1, δnpxq
˘

. (6.3.4)
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Доведення теорем 6.3.1 i 6.3.3

Згадаємо кiлька вiдомих фактiв. Оцiнка (2.1.1), нерiвнiсть Дзядика [25]

›

›ρ1´r
n P 1

n

›

› ď c
›

›ρ´r
n Pn

›

›

i оцiнки Тригуба одночасного наближення [48] породжують наступне: Якщо f P W r

i Pn P Pn, n ě r ´ 1, то
›

›

›

›

f 1 ´ P 1
n

ρr´1
n

›

›

›

›

ď c1

›

›

›

›

f ´ Pn

ρrn

›

›

›

›

` c2

›

›

›
f prq

›

›

›
, (6.3.5)

де можна вважати, що c1 ě 1.

Нехай y1 P p´1, 1q. Тодi нерiвнiсть Бернштейна [2] гарантує iснування сталої n0,

такої, що для кожних n ě n0 i Pn P Pn, маємо

ˇ

ˇP 2
npxq

ˇ

ˇ ď
2

δ2npy1q
}Pn} , x P ry1 ´ δnpy1q, y1s. (6.3.6)

Позначимо

Spxq :“

şx
´1 u

r´2pu ` 1qr´2du
ş´1
0 ur´2pu ` 1qr´2du

,

c3 :“ max
xPr´1,0s

ˇ

ˇ

ˇ
Spr´1qpxq

ˇ

ˇ

ˇ
,

i зауважимо, що

Sp´1q “ 0, Sp0q “ ´1, Spjqp´1q “ Spjqp0q “ 0, j “ 1, ..., r ´ 2,

S1pxq ď 0, x P r´1, 0s,

i
ż 0

´1
Spxqdx “ ´

1

2
.

Доведення теореми 6.3.1

Зафiксуємо y1 P p´1, 1q, покладемо Y “ ty1u i згадаємо, що ∆p2qpY q – множина

неперервнiх на I функцiй, що опуклi до низу ry1, 1s i опуклi до гори на r´1, y1s.

Тодi, зафiксуємо довiльне велике n ě n0, що задовольняє y1 ´ δnpy1q ą ´1, i c2c3 ď

0.1n2r´2δrnpy1q. Покладемо

δ :“ δnpy1q “

b

1 ´ y21

n
,
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Sδpxq :“

$

’

’

’

&

’

’

’

%

0, якщо x ă y1 ´ δ,

S
´x ´ y1

δ

¯

, якщо y1 ´ δ ď x ď y1,

´1, якщо x ą y1,

fpxq :“

ż x

´1
Sδpuqdu.

Вочевидь,

f P ∆p2qpY1q,

fp´1q ´ fp1q “ ´fp1q “ 1 ´ y1 ` 0.5 δ, (6.3.7)

i
›

›

›
f prq

›

›

›
“

›

›

›
S

pr´1q

δ

›

›

›
“ c3 δ

1´r.

Тепер, теорема 6.3.1 випливає з нерiвностi
›

›

›

›

f ´ Pn

ρrn

›

›

›

›

ě
1

20 c1
δ n2r´2, (6.3.8)

для кожного многочлена Pn P ∆p2qpY1q X Pn. Доведемо (6.3.8) вiд супротивного. Бу-

демо вважати, що для деякого иногочлена P P ∆p2qpY1q X Pn,

›

›

›

›

f ´ P

ρrn

›

›

›

›

ă
1

20 c1
δ n2r´2. (6.3.9)

Тодi (6.3.5) i вибiр n тягнуть
›

›

›

›

f 1 ´ P 1

ρr´1
n

›

›

›

›

ď
1

20
δ n2r´2 ` c2 c3 δ

1´r ď 0.1 δn2r´2.

Зокрема,
ˇ

ˇf 1p˘1q ´ P 1p˘1q
ˇ

ˇ ď 0.1δ.

Оскiльки px ´ y1qP 1pxq ě 0, x P I, то

P p1q ´ P py1q “

ż 1

y1

P 1pxqdx ď P 1p1qp1 ´ y1q ď p0.1 δ ´ 1qp1 ´ y1q,

P py1 ´ δq ´ P p´1q ď P 1p´1qp1 ` y1 ´ δq ď 0.1 δp1 ` y1 ´ δq,

i

´
›

›P 1
›

› “ P 1py1q ď P 1p1q ď 0.1 δ ´ 1.
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Тому (6.3.6) породжує

P py1q ´ P py1 ´ δq “ δP 1py1q `
δ3

3!
P3py1 ´ Θδq

ď δP 1py1q ` 0.2 δ
›

›P 1
›

› “ 0.8 δ P 1py1q ď 0.8 δ p0.1 δ ´ 1q.

Отже,

P p1q ´ P p´1q ď p0.1 δ ´ 1qp1 ´ y1q ` 0.1 δ p1 ` y1 ´ δq ` 0.8 δp0.1 δ ´ 1q

ă ´0.6 δ ´ 1 ` y1.

Таким чином, згiдно (6.3.7),

fp1q ´ fp´1q ´ P p1q ` P p´1q ą 0.1 δ,

що протирiчить (6.3.9), оскiльки (6.3.9) тягне

|fp1q ´ fp´1q ´ P p1q ` P p´1q| ď |fp1q ´ P p1q| ` |fp´1q ´ P p´1q|

ď
2

20 c1
δ n2r´2 1

n2r
ď 0.1 δ

1

n2
ă 0.1 δ.

Теорему 6.3.1 доведено.

Доведення теореми 6.3.3

Для зручностi, нехай y1 “ 0. Оберемо число b ą 0 з умови

b n2pA ` 1q ă 1.

Покладемо

f 1pxq :“

$

’

’

’

&

’

’

’

%

0, якщо x P r0, 1s,

´
x

b
, якщо x P r´b, 0s,

1, якщо x P r´1,´bs,

fpxq “

ż x

´1
f 1puqdu.

Покажимо, що ця функцiя є шуконою. Дiйсно, будемо вважати протилежне, що iснує

Pn P ∆p2qpt0uq, що задовольняє (6.3.3) i такий, що

ˇ

ˇf 1pxq ´ P 1
npxq

ˇ

ˇ ď A}f 1} “ A, x P I.
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Тодi }P 1
n} ď A ` 1 i, за нерiвнiстю Маркова,

›

›P 2
n

›

› ď n2pA ` 1q.

Оскiльки P 1
n P ∆p1qpt0uq, Pnp´1q “ fp´1q i Pnp1q “ fp1q, то P 1

npxq ď f 1pxq, x P

r´1,´bs Y r0, 1s. Покажимо, що P 1
npxq ă f 1pxq, x P p´b, 0q. Дiйсно, iнакше P 1

n мав

би перетинати f 1 принаймнi в двох точках на p´b, 0q, i отже, мала б iснувати точка

Θ P p´b, 0q, така, що P 2
npΘq “ f2pΘq “ ´1

b . Тому 1
b ď }P 2

n} ď n2pA`1q,що протерiчить

обраному числу b. Таким чином, ми маємо, Pnp˘1q “ fp˘1q, P 1
npxq ď f 1pxq, x P I, i

P 1
npxq ă f 1pxq, x P p´b, 0q, що неможливо. Теорему 6.3.3 доведено.

6.4 Нове явище у коопуклому наближеннi многочле-
нами

Результат цього пiдроздiлу мiститься в [81].

Нехай Pn, n P N, – простiр алгебраїчних многочленiв степеня ă n, } ¨ } :“ } ¨

}L8r´1,1s, зокрема }f} “ }f}Cr´1,1s, якщо f P Cr´1, 1s, W r, r P N, – множина функцiй

f : r´1, 1s Ñ R, що мають pr ´ 1q-у абсолютно неперервну похiдну i f prq P L8r´1, 1s.

В 1946 роцi Нiкольський [33] довiв, що якщо f P W 1, то iснує послiдовнiсть

tPnu8
n“1 многочленiв Pn P Pn, така, що

|fpxq ´ Pnpxq| ď
π

2

˜?
1 ´ x2

n
` |x|O

ˆ

lnn

n2

˙

¸

}f 1}, x P r´1, 1s.

Вiн припустив, що праву частину цiєї нерiвностi можна замiнити на c
nφnpxq}f 1}, де

φnpxq :“ max

"

φpxq,
1

n

*

, φpxq :“
a

1 ´ x2, (6.4.1)

i, що такi нерiвностi можна використати для конструктивної характеристики фун-

кцiональних классiв на r´1, 1s. Як вже зазначалось, це припущення було успiшно

пiдтверджено Тiманом, Дзядиком, Фройдом i Брудним, детальнiше див. [46,24,88,7].

Зокрема, Тiман довiв, що якщо f P W r, то

En,rpfq ď
Cprq

nr
}f prq}, n ě r,

де

En,rpfq :“ inf
PnPPn

›

›

›

›

f ´ Pn

φr
n

›

›

›

›

.
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Тут i надалi Cp¨q i Np¨q – рiзнi додатнi сталi, що можуть залежити тiльки вiд

параметрiв в дужках i бiльше не вiд чого.

Тепер, якщо ∆p1q – множина всiх монотонних f P C, i

E
p1q
n,rpfq :“ inf

PnPPnX∆p1q

›

›

›

›

f ´ Pn

φr
n

›

›

›

›

,

то з робiт Лоренца, Целлера [130] (r “ 1), ДеВора, Ю [71] (r “ 2) i Шевчука [55]

(r ą 2) випливає, що якщо f P W r X ∆p1q, то

E
p1q
n,rpfq ď

Cprq

nr
}f prq}, n ě r,

а, якщо ∆p2q – множина всiх опуклих f P C, i

E
p2q
n,rpfq :“ inf

PnPPnX∆p2q

›

›

›

›

f ´ Pn

φr
n

›

›

›

›

,

то Левiатан [114] (r “ 1, 2) i Шевчук i Манiя [56, стор. 148] (r ą 2) довели, що якщо

f P W r X ∆p2q, то

E
p2q
n,rpfq ď

Cprq

nr
}f prq}, n ě r.

Нехай Ys :“ tyiu
s
i“1 “ tyi : ´1 ă y1 ă ¨ ¨ ¨ ă ys ă 1, s P Nu, а Ys – множина всiх

Ys. Тепер, якщо ∆p2qpYsq p∆p1qpYsqq – множина всiх f таких, що

f2pxqΠpxq ě 0
`

f 1pxqΠpxq ě 0
˘

, x P r´1, 1s, де Πpxq :“
s
ź

i“1

pyi ´ xq,

(для f,що не мають неперервну другу (вiдповiдно першу) похiдну, означення ∆p2qpYsq

(вiдповiдно ∆p1qpYsq) бiльш акуратнi), а для Ys P Ys i f P ∆p2qpYsq pвiдповiдно f P

∆p1qpYsqq позначено величину

E
p2q
n,rpf, Ysq :“ inf

PnPPnX∆p2qpYsq

›

›

›

›

f ´ Pn

φr
n

›

›

›

›

ˆ

вiдповiдно Ep1q
n,rpf, Ysq :“ inf

PnPPnX∆p1qpYsq

›

›

›

›

f ´ Pn

φr
n

›

›

›

›

˙

,

то в [10] (r “ 1, 2) i [79] (r ą 2) доведено, що якщо Ys P Ys i f P W r X ∆p1qpYsq, то

E
p1q
n,rpf, Ysq ď

Cpr, sq

nr
}f prq}, n ě Npr, Ysq, (6.4.2)
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i

E
p1q
n,rpf, Ysq ď

Cpr, Ysq

nr
}f prq}, n ě r. (6.4.3)

Ми також довели [79, Приклад 1.1], що для s ě 2, Npr, Ysq в (6.4.2) не може бути

замiнена на Npr, sq. Для s “ 1 це можливо.

В наслiдку 3.1.2 (r “ 1, 2) i теоремах 3.2.1 (r “ 3) i 3.3.2 (r ą 3) доведено, що

якщо s ą 1, Ys P Ys i f P W r X ∆p2qpYsq, то

E
p2q
n,rpf, Ysq ď

Cpr, Ysq

nr
}f prq}, n ě r, (6.4.4)

тобто аналог (6.4.3) справджується для коопуклого наближення.

Однак виявилось, що аналог (6.4.2) є хибним для коопуклого наближення i в цьо-

му пiдроздiлi ми доводимо теорему 6.4.1, яка це пiдтверджує. Для її формулювання

нам потрiбно означити функцiї Fn, n P N.
Нехай g фiксована, парна, невiд’ємна, нескiнченно диференцiйовна на R функцiя

з носiєм p´1, 1q. Скажiмо

gpxq :“

$

&

%

exppx2 ´ 1q´1, якщо |x| ă 1,

0, iнакше.

Покладемо

Spxq :“

ż x

´1
px ´ tq gptq dt,

i

Fn :“
Sp2nx ` 1q

Sp1q
, x P r´1, 1s.

Оскiльки Fn нескiнченно диференцiйовна, то Fn P W r для всiх r P N.

Теорема 6.4.1. Для кожних r ě 3, s ě 2 i сталої A ą 0, iснують Ys P Ys i число

N такi, що

Fn P ∆p2qpYsq, (6.4.5)

i

E
p2q
n,rpFn, Ysq ą

A

nr
}F

prq
n }

для всiх n ě N.

Зауваження 6.4.1. Якщо s ě 2 i r “ 1, або 2, то оцiнка

E
p2q
n,rpf, Ysq ď

Cpr, sq

nr
}f prq}, n ě Npr, Ysq, (6.4.6)
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на кшталт (6.4.2), справджується (див. теорема 3.1.1) i неможливо замiнити

Npr, Ysq на Npr, sq. Якщо s “ 1 i r “ 1, або r “ 2, то (6.4.6) справджується навiть

з n ě 1. З iншого боку, для s “ 1 i r ě 3 обидвi оцiнки (6.4.4) i (6.4.6) хибнi навiть

з Cpr, Ysq i Npr, Ysq, див. Левiатан, Шевчук [123].

Зауваження 6.4.2. Явище, що описано в теоремi 6.4.1, непритаманне оцiнкам

типу Джексона похибки

E
p2q
n pf, Ysq :“ inf

PnPPnX∆p2qpYsq
}f ´ Pn}Cr´1,1s ,

див. [123].

Допомiжнi факти для доведення теореми 6.4.1

Нехай r P N. За нерiвнiстю Дзядика [23], або [25, стор. 262],
›

›

›

›

P 1
n

φr´1
n

›

›

›

›

ď Cprqn

›

›

›

›

Pn

φr
n

›

›

›

›

,

для кожного Pn P Pn. З результату Тригуба [48] випливає, що якщо f P W r, то iснує

послiдовнiсть tPnu8
n“r многочленiв Pn P Pn, таких, що

›

›

›

›

f ´ Pn

φr
n

›

›

›

›

ď
Cprq

nr

›

›

›
f prq

›

›

›
i

›

›

›

›

f 1 ´ P 1
n

φr´1
n

›

›

›

›

ď
Cprq

nr´1

›

›

›
f prq

›

›

›
.

Для всiх f P W r i Pn P Pn, цi нерiвностi безпосередньо тягнуть оцiнку
›

›

›

›

f 1 ´ P 1
n

φr´1
n

›

›

›

›

ď c1 n

¨

˝

›

›

›

›

f ´ Pn

φr
n

›

›

›

›

`

›

›

›
f prq

›

›

›

nr

˛

‚, (6.4.7)

де c1 – стала, що залежить тiльки вiд r. Можна припустити, що c1 ě 1.

Надалi } ¨ }ra,bs :“ } ¨ }Cra,bs, зокрема, } ¨ }r´1,1s “ } ¨ }. Нерiвнiсть Бернштейна для

похiдної тригонометричного полiнома порядку 2n ´ 1 тягне нерiвнiсть

}P 2
n}r´2{n,2{ns ď n2}Pn}

для будь-якого алгебраiчного многочлена Pn степеня ď n ´ 1. Тому, для кожного

Pn P Pn i a ě 1{2, маємо

}P 2
n}r´1{n,1{ns ď pn{aq2}Pn}r´a,as.

Це тягне
›

›P 2
n

›

›

r´1{n,0s
ď 1.2n2 }Pn}r´1,as, (6.4.8)

для будь-яких a P r
a

5{6, 1s i Pn P Pn.

Завершимо наведення допомiжних фактiв наступною лемою.
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Лема 6.4.1. При кожному n P N маємо:

F 1
np0q “ 2n, Fnp0q “ 1, (6.4.9)

F 1
npxq “

$

&

%

2n, якщо x P r0, 1s,

0, якщо x P r´1,´1{ns,
(6.4.10)

F 2
npxq ě 0, x P r´1, 1s, (6.4.11)

›

›

›
F

prq
n

›

›

›
“

2r}Sprq}

Sp1q
nr “: c2 n

r. (6.4.12)

Доведення. Оскiльки S2 парна функцiя, то Sp1q “ S1p1q, що тягне рiвнiсть F 1
np0q “

2n. Всi решта спiввiдношень (6.4.9)-(6.4.12) очевиднi. Лему 6.4.1 доведено.

Доведення теореми 6.4.1

Покладемо

B :“ c1 c2 pA ` 1q ě c2A.

Зафiксуємо точку a P r
a

5{6, 1q, таку, що

36B φpaq ă 1. (6.4.13)

Покладемо

N :“
1

φpaq

i зауважимо, що означення (6.4.1) φn тягне рiвнiсть

φnpxq “ φpxq, x P r´a, as,

для всiх n ě N. Покладемо

y1 “ 0, y2 “ a,

i, якщо s ą 2, через y1, ..., ys позначимо будь-якi фiксованi точки такi, що y2 ă y3 ă

... ă ys ă 1. Нехай Ys “ tyiu
s
i“1. Тодi (6.4.10) i (6.4.11) тягнуть (6.4.5).

Припустимо протилежне, що iснують якiсь n ě N i Pn P Pn X ∆p2qpYsq, такi, що
›

›

›

›

Fn ´ Pn

φr
n

›

›

›

›

ď
A

nr
}F

prq
n } “ c2A.

Тодi (6.4.7) i (6.4.12) тягнуть нерiвнiсть
›

›

›

›

F 1
n ´ P 1

n

φr´1
n

›

›

›

›

ď B n.
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Зокрема,

|Pnp´1q| “ |Pnp´1q ´ Fnp´1q| ď
c2A

nr
ď
B

n
ď B φpaq, (6.4.14)

|Pnpxq ´ Fnpxq| ď c2Aφ
rpxq ď B φ3pxq, x P r´a, as, (6.4.15)

ˇ

ˇP 1
np´1q

ˇ

ˇ “
ˇ

ˇP 1
np´1q ´ F 1

np´1q
ˇ

ˇ ď
B

nr´2
ď B φpaq, (6.4.16)

i, беручи до уваги (6.4.9),

P 1
npaq “ F 1

npaq `
`

P 1
npaq ´ F 1

npaq
˘

ě 2n ´ B nφr´1paq

ě 2n ´ B nφpaq.
(6.4.17)

Нерiвностi (6.4.16), (6.4.17) i (6.4.13) забеспечують

P 1
npaq ą

ˇ

ˇP 1
np´1q

ˇ

ˇ . (6.4.18)

Оскiльки Pn P ∆p2qpYsq, то P 1
n неспадаюча функцiя на r´1, 0s i незростаюча на

r0, as. Тому (6.4.18) i (6.4.17) тягнуть

›

›P 1
n

›

›

r´1,as
“ P 1

np0q ě 2n ´ B nφpaq,

а (6.4.8) веде до
›

›P3
n

›

›

r´1{n,0s
ď 1.2n2 P 1

np0q.

Отже, з деякою Θ P
`

´1,´ 1
n

˘

,

Pnp´
1

n
q ´ Pnp´1q “

ˆ

1 ´
1

n

˙

P 1
npΘq ě

ˆ

1 ´
1

n

˙

P 1
np´1q ě ´B φpaq,

i, з деякою Θ P
`

´ 1
n , 0

˘

,

Pnp0q ´ Pnp´
1

n
q “

1

n
P 1
np0q `

1

3!n3
P3
n pΘq ě

1

n
P 1
np0q ´

1

3!n3
›

›P3
n

›

›

r´1{n,0s

ě
1

n
P 1
np0q ´

1.2

3!n
P 1
np0q “

0.8

n
P 1
np0q ě 0.8 p2 ´ B φpaqq.

Таким чином,

Pnp0q “

ˆ

Pnp0q ´ Pnp´
1

n
q

˙

`

ˆ

Pnp´
1

n
q ´ Pnp´1q

˙

` Pnp´1q

ě 1.6 ´ 0.8B φpaq ´ B φpaq ´ B φpaq ě 1.6 ´ 3B φpaq ą 1.5,

де ми також скористалися (6.4.14) i (6.4.13). Отже, за (6.4.9),

Pnp0q ´ Fnp0q ą 0.5. (6.4.19)
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Покладемо b :“ 2a ´ 1 i зауважимо, що 0 ă b ă a i

φpbq ă 2φpaq. (6.4.20)

Оскiльки Fn лiнiйна функцiя на r0, as а Pn опукла до гори функцiя на r0, as, то

Pnpxq ´ Fnpxq ě lpxq, x P r0, as, (6.4.21)

де

lpxq “
1

a

´

pPnp0q ´ Fnp0qq pa ´ xq ` pPnpaq ´ Fnpaqq x
¯

– лiнiйна функцiя, що проходить через точки p0, Pnp0q ´ Fnp0qq i pa, Pnpaq ´ Fnpaqq .

Беручи до уваги (6.4.20), (6.4.15), (6.4.21) i (6.4.19), пишемо

8B φ3paq ě B φ3pbq ě Pnpbq ´ Fnpbq ě lpbq

“
1

a

´

pPnp0q ´ Fnp0qq p1 ´ aq ` pPnpaq ´ Fnpaqq b
¯

ě
1 ´ a

2 a
´
b

a
B φ3paq ě

φ2paq

4 a
´
b

a
B φ3paq

ě
φ2paq

4
´ B φ3paq,

звiдки, 36B φpaq ě 1, що протиречить (6.4.13). Теорему 6.4.1 доведено.

6.5 Обмеження порядку q-монотонного наближення
сплайнами

Результати цього пiдроздiлу мiстяться в [82, Теореми 7.1 i 7.4].

В цьому пiдроздiлi доводяться наступнi двi теореми 6.5.1 i 6.5.2. Теорема 6.5.1,

зокрема, вказує на те, що ω4 в теоремi 4.1.1 (i в її наслiдках – теоремах 4.1.2 - 4.1.4)

неможливо замiнити на ωk з k ą 4.

Означення, що використовуваються в цьому пiдроздiлi, наведено в пiдроздiлi 4.1.

Теорема 6.5.1. Для будь-яких k P N, A ą 0, 0 ă p ď 8, r P N, n P N i 0 ă ϵ ă 2 iснує

функцiя f P Ck X ∆k така, що для будь-якого многочлена qr P Pr, що задовольняє

q
pkq
r p1q ě 0, виконується нерiвнiсть

}f ´ qr}Lpr1´ϵ,1s ą Aωk`2pf, 2, r´1, 1sqp. (6.5.1)
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Доведення. Iдея побудови f належить Швєдову [52], i це доведення дуже схоже на

доведення [107, Теорема 3.2]. Нехай f така, що f pkqpxq “ p1 ´ h ´ xq` :“ maxt1 ´

h ´ x, 0u, де h ą 0 оберемо нижче. Нехай Q P Pk`1 такий, що Qpkqpxq “ 1 ´ h ´ x, i

Qpiqp´1q “ f piqp´1q для всiх 0 ď i ď k ´ 1. Оскiльки

fpxq ´ Qpxq “
1

pk ´ 1q!

ż x

´1
px ´ tqk´1

´

f pkqptq ´ Qpkqptq
¯

dt,

то

}f ´ Q}L8
ď

1

pk ´ 1q!

ż 1

´1
p1 ´ tqk´1

ˇ

ˇ

ˇ
f pkqptq ´ Qpkqptq

ˇ

ˇ

ˇ
dt

ď
hk´1

pk ´ 1q!

ż 1

1´h
pt ´ 1 ` hq dt “ chk`1.

Отже,

}f ´ Q}Lp
ď 21{p }f ´ Q}L8

ď chk`1,

i

ωk`2pf, r´1, 1sqp “ ωk`2pf ´ Q, r´1, 1sqp ď c }f ´ Q}Lp
ď chk`1.

Припускаючи, що (6.5.1) хибна, для деякого многочлена P P Pr такого, що P pkqp1q ě

0, пишемо }f ´ P }Lpr1´ϵ,1s ď Aωk`2pf, r´1, 1sqp. Тодi, скориставшись лемою 4.1.2,

отримуємо
ˇ

ˇ

ˇ
P pkqp1q ´ Qpkqp1q

ˇ

ˇ

ˇ
ď

›

›

›
P pkq ´ Qpkq

›

›

›

L8r1´ϵ,1s
ď c }P ´ Q}Lpr1´ϵ,1s

ď c
´

}P ´ f}Lpr1´ϵ,1s ` }f ´ Q}Lpr1´ϵ,1s

¯

ď c
´

Aωk`2pf, r´1, 1sqp ` }f ´ Q}Lp

¯

ď c̃hk`1,

де c̃ залежить вiд k, r, p, ϵ, i A, однак не залежить вiд h. Тому,

P pkqp1q ď Qpkqp1q `

ˇ

ˇ

ˇ
P pkqp1q ´ Qpkqp1q

ˇ

ˇ

ˇ
ď ´h ` c̃hk`1 ă 0,

звiсно, для достатньо маленького h, що є протирiччем. Теорему 6.5.1 доведено.

Щоб довести негативний результат для k-монотонного наближення КПФ-ми з k ě

4, скористаємося деякими результатами з [5]. Наступна лема випливає безпосередньо

з [5, Теорема 1].

Лема 6.5.1. Припустимо, що ξ P R, F P ∆3rξ ´ 1
2 , ξ ` 1

2s i

d :“
›

›F 1pxq ´ px ´ ξq`

›

›

L8rξ´ 1
4
,ξ` 1

4
s
.
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Iснує промiжок I Ď rξ ´ 1
2 , ξ ` 1

2s з |I| ě 1{64 такий, що

|F pxq ´ px ´ ξq2`{2| ě cmintd, d2u, для всiх x P I,

де c – абсолютна стала.

Лема 6.5.2. [5, Лема 5] Нехай r P N i функцiя G P Crra, bs така, що |Gprqpxq| ě h

for all x P ra, bs. Тодi iснує промiжок I Ď ra, bs, |I| ě 4´rpb ´ aq такий, що

|Gpxq| ě 2´r2´rhpb ´ aqr, для всiх x P I.

Теорема 6.5.2. Для будь-яких k ě 4, r P N, 0 ă p ď 8 i A ą 0, iснує n P N таке,

що, для будь-якого розбиття zn з r´1, 1s (на n пiдпромiжкiв), знайдеться функцiя

f P ∆k X Ck´2 така, що для кожного s P Srpznq X ∆k, виконується нерiвнiсть

}f ´ s}Lp
ą Aω3pf, n´1, r´1, 1sqp. (6.5.2)

Доведення. Нехай x` :“ maxtx, 0u i x0` :“ 1, якщо x ą 0, i x0` :“ 0, якщо x ď 0.

Для n ě 2, нехай zn – довiльне розбиття r´1, 1s. Тодi, iснують ξ P r´1{2, 1{2s i ς,

0 ď ς ď n ´ 1, такi, що J :“ rξ ´ p2nq´1, ξ ` p2nq´1s Ď rzς , zς`1s. Тепер,

}t` ´ P ptq}L8
ě cprq, для будь-якого P P Pr,

i пiсля лiнiйної замiни змiнної (з x “ ξ ` tp2nq´1 i отже, px ´ ξq` “ p2nq´1 t` i

Qpxq “ p2nq´1P ptq), маємо

}px ´ ξq` ´ Qpxq}L8pJq ě cprqn´1, для будь-якого Q P Pr.

З fpxq :“ 1
pk´1q!px´ ξqk´1

` P ∆k XCk´2, це означає, що для будь-якого s P Srpznq X∆k,

›

›

›
f pk´2q ´ spk´2q

›

›

›

L8pJq
ě cpk, rqn´1.

Оскiльки J Ď rξ´ 1
4 , ξ` 1

4s, то за лемою 6.5.1 iснує промiжок I Ď rξ´ 1
2 , ξ` 1

2s Ă r´1, 1s,

|I| ě 1
64 , такий, що

|f pk´3qpxq ´ spk´3qpxq| ě cpk, rqn´2, для всiх x P I.

Тому, згiдно лемi 6.5.2, для деякого промiжку I Ď I, |I| ě cpkq, маємо

|fpxq ´ spxq| ě cpk, rqn´2, для всiх x P I,
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отже,

}f ´ s}Lp
ě cpk, rqn´2.

Припускаючи, що (6.5.2) хибна, для всiх n ě 2, ми знайшли s P Srpznq такий, що

cpk, rqn´2 ď }f ´ s}Lp
ď Aω3pf, n´1, r´1, 1sqp ď cAn´3

›

›

›
f p3q

›

›

›

Lp

ď cpkqAn´3
›

›

›
xk´4

`

›

›

›

Lpr´2,2s
ď cpkqAn´3,

тобто прийшли до протерiччя, коли n достатньо велике. Теорему 6.5.2 доведено.

6.6 Обмеження порядку q-монотонного наближення
перiодичних функцiй

Результат цього пiдроздiлу мiститься в [14].

Нехай C :“ tf : 2π-перiодичнi i R Ñ Ru, }f} :“ max
xPR

}fpxq}, n P N, Tn :“

ttn : tnpxq “ a0 `
řn

j“1paj cos jx ` bj sin jxq, aj , bj P Ru, Y :“ tyiuiPZ “ tyi : ´π ď

y2s ă y2s´1 ă ¨ ¨ ¨ ă y1 ă π, s P N, а для решти i P Z yi “ yi`2s ` 2πu (y0 “

y2s ` 2π, ..., y2s`1 “ y1 ´ 2π, ...) i при кожному q P N Y t0u, ∆pqqpY q – множина всiх

f P C, що мають на ry1, y0s невiд’ємну q-ту роздiлену рiзницю в будь-яких q`1 точках

цього вiдрiзку, на ry2, y1s – недодатню, на ry3, y2s – невiд’ємну i т.д. А якщо f P Cpqq,

то ∆pqqpY q мiстить всi f, для яких

f pqqpxqΠpxq ě 0, x P Z, де Πpxq :“
2s
ź

i“1

sin
x ´ yi

2

´

Πpxq ą 0, x P py1, y0q

¯

.

(Зауважимо, що якщо q ě 3 i f P ∆pqqpY q, то f P Cpq´2q) Функцiї з ∆pqqpY q називають

q-комонотонними. Позначимо

E
pqq
n pfq :“ E

pqq
n pf, Y q :“ inf

tnPTnX∆pqqpY q
}f ´ tn} .

Про оцiнки зверху i знизу цiєї велечини при q “ 0 i q “ 1 див. пiдроздiли 5.2 i 6.2,

вiдповiдно. Для q “ 2, Залiзко [27, 26] довiв наступнi двi нерiвностi для довiльної

f P ∆p2qpY q i означеної ним, при кожному n P N, gn P ∆p2qpY q

E
p2q
n pfq ď CpY qω3pf, 1{nq, n P N, (6.6.1)

E
p2q
n pgnq ě CpY, kqn2p

k
3

´1qωkpgn, 1{nq, (6.6.2)
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тобто в (6.6.1) неможливо замiнити ω3 на ωk з k ą 3 (про суттєву залежнiсть вiд Y

сталої в (6.6.1) див. роботу Попова [38]).

Наслiдуючи роботу Швєдова [52], де, у випадку наближення на вiдрiзку, функцiї

для нерiвностей, аналогiчних (6.6.2), побудовано для всiх q P N, ми в цьому пiдроздiлi

доводимо наступну теорему 6.6.1.

Теорема 6.6.1. Для довiльних натуральних q, n i k, k ě q ` 2, iснує функцiя

fn P ∆pqqpY q, яка залежить вiд n, Y, i k така, що

E
pqq
n pfnq ą CpY, kqnqp

k
q`1

´1qωkpfn, 1{nq, (6.6.3)

де стала CpY, kq залежить тiльки вiд Y i k.

Доведення. Як вже зазначалось теорема 6.6.1 вiдома для q “ 1, 2.Доведем її для q ě

3. Зафiксуємо s P N i набiр tyiuiPZ “ Y . З перiодичностi i не втрачаючи загальностi,

припустимо, що 0 належить Y , тобто yi˚ “ 0 для деякого i˚ P Z. Покладемо

Π˚pxq :“
2s
ź

i“1i‰i˚

sin
x ´ yi

2
.

Нехай для визначеностi i˚ – непарне, тодi Π˚p0q ą 0.

Через 2d позначимо вiдстань вiд yi˚ до найближчої точки з Y , зазначимо, що

d ď π
2 , i Π˚pxq ą 0, x P p´2d, 2dq. Нехай

M :“ max
xPR

|Π˚pxq|, M1 :“ max
xPR

|Π1
˚pxq|, m :“ min

xPr´d,ds
Π˚pxq.

Позначимо через N найменше натуральне, яке задовольняє нерiвнiсть

m

ˆ

sin
d

8

˙2q´1

ě
5

N
pM ` M1q p2q ´ 1q (6.6.4)

тодi, зокрема,

d ą
40

N
. (6.6.5)

Виберемо натуральне j˚ з умови d˚ :“ π
N ` j˚ 2π

N ď d ă π
N ` pj˚ ` 1q2πN , та помiтимо,

1

2
d ă d˚ ď d. (6.6.6)

Нехай знову

M̃ :“
1

π
}JN }, m̃ :“

1

π
min

tPr´ π
2N

, π
2N s

JN pt ´ d˚q “
1

π
min

tPr´ π
2N

, π
2N s

JN pt ` d˚q,
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де JN ptq – ядро Джексона (6.2.6). Враховуючи, що m̃ ą 0, покладемо

M :“ 2

¨

˝2 ` π3

d

MM̃

mm̃

˛

‚

q
ÿ

ν“0

ˆ

k

ν

˙

Надалi число b задовольняє нерiвнiсть

0 ă b ă
π

2NM
. (6.6.7)

Покладемо

Π̃pxq :“ Π̃px, b, Bqq :“ sin
x ´ 2b

2

2q´3
ź

ν“0

sin
x ´ bν

2
,

де точки tbνu
2q´3
ν“0 “: Bq є такi, що

2b ă b2q´3 ă ... ă b1 ă b0 ă Mb. (6.6.8)

Враховуючи (6.6.5) та (6.6.6), зазначимо, що

d˚ ´ b0
2

ą
d

8
. (6.6.9)

Для кожних b i Bq, позначимо

Qrpxq :“ Qrpx, b, Bqq :“
1

π

ż x

0
Π̃ptqΠ˚ptqJN pt ´ d˚qdt,

Qlpxq :“ Qlpx, b, Bqq :“
1

π

ż x

0
Π̃ptqΠ˚ptqJN pt ` d˚qdt.

Оскiльки

Qrp2πq “
1

π

ż 2π

0
Π̃pd˚qΠ˚pd˚qJN pt ´ d˚qdt

`
1

π

ż 2π

0

´

Π̃ptqΠ˚ptq ´ Π̃pd˚qΠ˚pd˚q

¯

JN pt ´ d˚qdt,

то, враховуючи (6.2.7), (6.2.8), (6.6.9) та (6.6.4), отримуємо нерiвнiсть

Qrp2πq ě Π̃pd˚qΠ˚pd˚q ´
5

N

›

›

›

›

´

Π̃p¨qΠ˚p¨q

¯1
›

›

›

›

ě m

ˆ

sin
d

8

˙2q´1

´
5

N
pM ` M1q p2q ´ 1q ě 0.
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Аналогiчно, оскiльки

Qlp2πq “
1

π

2π
ż

0

Π̃p´d˚qΠ˚p´d˚qJN pt ` d˚qdt`

`
1

π

2π
ż

0

´

Π̃ptqΠ˚ptq ´ Π̃p´d˚qΠ˚p´d˚q

¯

JN pt ` d˚qdt,

то знову з (6.2.7), (6.2.8), (6.6.9) та (6.6.4) випливає, що

Qlp2πq ď Π̃p´d˚qΠ˚p´d˚q `
5

N

›

›

›

›

´

Π̃p¨qΠ˚p¨q

¯1
›

›

›

›

ď ´m

ˆ

sin
d

8

˙2q´1

`
5

N
pM ` M1q p2q ´ 1q ď 0.

Отже, iснує αb P r0, 1s таке, що

αbQrp2πq ` p1 ´ αbqQlp2πq “ 0. (6.6.10)

Покладемо

Qpxq :“ Qpx, b, Bqq :“
1

b2pq´1q

´

αbQrpxq ` p1 ´ αbqQlpxq

¯

.

Рiвнiсть (6.6.10) означє, що Q – тригонометричний полiномом, порядок якого, у вiд-

повiдностi з тим, що JN P T2N´2, дорiвнює 2pN ` q ´ 2q ` s. Наступна лема 6.6.1

доводиться за iндукцiєю, аналогiчно лемi 3.1 з [32] (або див. [36]).

Лема 6.6.1. Для довiльного b i q ě 2, iснує набiр точок Bq такий, що

ż b0

0

ż t1

0
...

ż tq´2

0
Qptq´1, b, Bqqdtq´1...dt1 “ 0. (6.6.11)

Нехай Kbpxq – 2π-перiодична функцiя така, що

Kbpxq “

#

0, якщо x P p0, b0q,

1, якщо x P r´π, 0s Y rb0, πs.

Позначимо

gpxq :“ gpx, b, Bqq :“
1

πb2pq´1q

ż x

0
KbpxqΠ̃ptqΠ˚ptq

`

αbJN pt ´ d˚q`p1 ´ αbqJN pt ` d˚q
˘

dt.
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З (6.6.11) та (6.6.8) випливає, що g ´ 2π-перiодична функцiя з ∆p1qpY q. Покладемо

fpx, b, 2q :“

ż x

0
pgpt, bq ´ Ab,2qdt, fpx, b, 3q :“

ż x

0
pfpt, b, 2q ` Ab,3qdt,

fpx, b, 4q :“

ż x

0
pfpt, b, 3q ` Ab,4qdt, fpx, b, 5q :“

ż x

0
pfpt, b, 4q ` Ab,5qdt,

fpx, b, 6q :“

ż x

0
pfpt, b, 5q ´ Ab,6qdt, ... ,

i

fpxq :“ fpx, b, qq,

де числа

Ab,ν P

#

r0, 5{b2pq´1qs, якщо ν парне,

r´1, 1s, якщо ν непарне,

вибранi з умов

fp2π, b, νq “ 0, ν “ 2, ..., q.

Тому, зокрема, f P ∆pqqpY q. Iснування чисел Ab,ν доводиться аналогiчно доведенню

(6.6.10). Позначимо

P px, b, 2q :“

ż x

0

`

Qpt, bq ´ Ab,2

˘

dt, P px, b, 3q :“

ż x

0

`

P pt, b, 2q ` Ab,3

˘

dt,

P px, b, 4q :“

ż x

0

`

P pt, b, 3q ` Ab,4

˘

dt, ... ,

i

P pxq :“ P px, b, qq.

Зауважимо, що P p2πνq “ 0, ν P Z, тобто P – тригонометричний полiном, при ко-

жному q ě 2. Отже,

}g ´ Q} “ }g ´ Q}r0,b0s “ }Q}r0,b0s

ď MM̃b0
1

b2pq´1q

ˆ

sin
b0 ´ 2b

2

˙2q´1

ă
1

22q´1
MM̃M

2q
b2 “: c1b

2,

}f ´ P } “ }f ´ P }r0,2πs “
1

b2pq´1q

›

›

›

›

ż ¨

0

ż t1

0
...

ż tq´2

0
pgptq´1q ´ Qptq´1qq dtq´1...dt1

›

›

›

›

r0,2πs

ă 2M
q´1

c1b
q`1, (6.6.12)
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i

ωk

ˆ

f,
1

n

˙

ď ωk

ˆ

f ´ P,
1

n

˙

` ωk

ˆ

P,
1

n

˙

ď 2k}f ´ P } `

ˆ

1

n

˙k

}P pkq} ď 2k`1M
q´1

c1b
q`1 `

ˆ

1

n

˙k

Mk, (6.6.13)

де стала Mk не залежить вiд n.

Виберемо з множини ∆pqqpY q довiльний тригонометричний полiном τn порядку

ď n, n ą s ` 2N . Нехай Rnpxq :“ τnpxq ´ P pxq. Тодi

R
pqq
n pbq “ τ

pqq
n pbq ´ P pqqpbq ě ´P pqqpbq ě

bmm̃

π2q´1
“: c2b.

Скориставшись нерiвнiстю Бернштейна, отримуємо

c2b ď R
pqq
n pbq ď nq}Rn},

звiдки
c2b

nq
ď }Rn} ď }τn ´ f} ` }f ´ P } ď }τn ´ f} ` 2M

q´1
c1b

q`1,

тобто

}τn ´ f} ě
c2b

nq
´ 2M

q´1
c1b

q`1 “
c2b

nq

˜

1 ´
2M

q´1
c1b

qnq

c2

¸

. (6.6.14)

Нарештi, для додоведення (6.6.3) залишилось розглянути два випадки. Якщо n ą

N0, то вiзьмемо

fnpxq :“ fpx, bn, qq, де bn :“ q

d

c2

4M
q´1

c1

ˆ

1

n

˙
k

q`1

,

а N0 вибрано з врахуванням того, щоб виконувались нерiвностi MbN0
ă π

2N i N0 ą

s ` 2N. Тодi (6.6.3) випливає з (6.6.13) та (6.6.14), а саме,

}τn ´ fn}

ωkpfn, 1{nq
ě

c2bn
nq

´

1 ´
2M

q´1
c1b

q
nn

q

c2

¯

2k`1M
q´1

c1b
q`1
n `

`

1
n

˘k
Mk

ě
1

2nq
c2bn

2k`1M
q´1

c1b
q`1
n ` p 1nqkMk

“: CpY, kqnqp
k

q`1
´1q.

Якщо n ă N0, то (6.6.3) випливає з нерiвностi Epqq
n pfq ě E

pqq

1`N0
pfq, для будь-якої

f P C. Теорему 6.6.1 доведено.
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6.7 Висновки до роздiлу 6

У роздiлi 6 доведено наступне:

‚ Якщо функцiя f з неперервною на r´1, 1s похiдною не спадає на ry1, 1s, не

зростає на ry2, y1s, не спадає на ry3, y2s i т.д., з будь-якими фiксованими yi : ´1 ă

ys ă ¨ ¨ ¨ ă y1 ă 1, s P N, то в нерiвностi

}f ´ Pn} ď Cpyiqn
´1 ω3pf 1, 1{nq, n ě 3,

з алгебраїчними многочленами Pn степеня ď n, що змiнють свою монотоннiсть теж

в yi-х, як f, i сталою Cpyiq, що залежить тiльки вiд yi-х, неможливо замiнити 3-й

модуль гладкостi f 1 ω3 на k-й з k ą 3 (див. пiдроздiл 6.1).

‚ Якщо f – неперервна, 2π перiодична i на кожному перiодi змiнює монотоннiсть

в yi-х : ´π ă y2s ă ¨ ¨ ¨ ă y1 ă π, s P N, то в нерiвностi

}f ´ Tn} ď Cpyiqω2pf, π{nq, n P N,

з тригонометричними полiномами Tn порядку ď n, що змiнють свою монотоннiсть

теж в yi-х, як f, i сталою Cpyiq, що залежить тiльки вiд yi-х, неможливо замiнити

2-й модуль гладкостi f ω2 на k-й з k ą 2 (див. пiдроздiл 6.2).

‚ Для довiльних натуральних q, n i k, k ě q ` 2, в множинi всiх неперервних

2π перiодичних f , що на r´π, πq з Y :“ tyi : ´π ă y2s ă ¨ ¨ ¨ ă y1 ă π, s P N, u
мають на ry1, y0s невiд’ємну q-ту роздiлену рiзницю в будь-яких q ` 1 точках цього

вiдрiзку, на ry2, y1s – недодатню, на ry3, y2s – невiд’ємну i т.д., тобто в множинi всiх

q-комонотонних функцiй iснує функцiя fn, яка залежить вiд n, Y, i k така, що

}fn ´ Tn} ą CpY, kqnqp
k

q`1
´1q ωkpfn, π{nq,

де Tn – будь-який q-комонотонний з(як) f полiном порядку ď n, а стала CpY, kq

залежить тiльки вiд Y i k.

Iншими словами, для кожного натурального q знайдено неперервну перiодичну q-

комонотонну функцiю, для якої, при наближеннi її q-комонотонними полiномами, (на

вiдмiну вiд наближення без обмежень) не справджуються оцiнка Джексона-Стєчкина

з модулем гладкостi прядку ě q ` 2 (див. пiдроздiл 6.6).

‚ Для кожних r ą 2 i n P N, знайдено кусково-опуклу функцiю f з однiєю,

довiльно фiксованою точкою перегину y P r´1, 1s i з абсолютно неперервною r ´ 1-

шою i обмеженою r-ю похiдною, таку, що для кожного алгебраїчного многочлена Pn
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степеня ď n i з тiєю ж самою єдиною точкою перегину y (на вiдмiну вiд наближення

без обмежень) знайдеться точка x P r´1, 1s така, що

|fpxq ´ Pnpxq| ą Cpy, rqnr´2ρrnpxq, ρnpxq :“ 1{n2 `
a

1 ´ x2{n,

де Cpy, rq – стала, яка залежить тiльки вiд y i r. Якщо f має бiльше однiєї точки

перегину, то такої x не iснує (див. пiдроздiл 6.3).

‚ Знайдено функцiю g, з однiєю точкою перегину i неперервною похiдною, для

якої неможливо отрмимати одночасно двi поточковi оцiнки з iнтерполяцiєю в ´1, 1

(навiть з ω1) для сумiсного наближення g многочленами Pn, з тiєю ж точкою пере-

гину, i g1 похiдними P 1
n (див. пiдроздiл 6.3).

‚ Для кожних k ě 1 i r ě 0 таких, що k`r ą 2, знайдено кусково-опуклу функцiю

f P Crr´1, 1s, з певним набором Ys, s ě 2, з двох i бiльше точек перегину, таку, що

при наближеннi її кусково-опуклими алгебраїчними многочленами Pn степеня ď n,

з тими ж самими точками перегину Ys, неможливо отримати поточковi оцiнки типу

Нiкольського

|fpxq ´ Pnpxq| ď Cpk, r, sq ρrnpxqωkpf prq, ρnpxqq, n ě Npk, r, Ysq, x P r´1, 1s,

зi сталими Cpk, r, sq i Npk, r, Ysq, що залежать тiльки вiд параметрiв в дужках (див.

пiдроздiл 6.4). Це можливо лише зi сталими Cpk, r, Ysq i Npk, r, sq. Таке явище не-

притаманне вiдповiдним поточковим оцiнкам комонотонного наближення. Його та-

кож немає в рiвномiрному коопуклому наближеннi, тобто в оцiнках типу Джексона-

Стєчкiна (з 1{n замiсть ρn). Для однiєї точки перегину цi оцiнки (тобто з k`r ą 2) ко-

опуклого поточкового наближення не справджуються навiть з Cpk, r, Ysq i Npk, r, Ysq,

а тiльки з Cpk, rq i Npf, k, r, Y1q (або, що майже те саме, з Cpf, k, r, Y1q i Npk, rq) i

то не для вiдомих негативних випадкiв (k ą 3, r ă 3, де вони зовсiм хибнi навiть з

обома сталими, що залежать вiд f) (детальнiше див. роздiл 3).

‚ Знайдено двi q-монотоннi функцiї f1 P Cqr´1, 1s, q P N, i f2 P Cq´2r´1, 1s, q ě 4,

(тобто їх q-тi роздiленi рiзницi невiд’ємнi для всiх наборiв з q ` 1 точок вiдрiзку

r´1, 1s), при наближеннi яких q-монотонними сплайнами ст. r, r P N, з будь-якими

вузлами, неможливо отримати оцiнки похибок, а нi локального, а нi глобального

наближень, що включали б ωk з k ě q ` 2 i k “ 3, вiдповiдно (див. пiдроздiл 6.5).
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