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ÀÍÎÒÀÖIß

Äâîðàê I.ß. Ìåòîä ñèìåòðèçàöi¨ â çàäà÷àõ ïðî åêñòðåìàëüíå

ðîçáèòòÿ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè. � Êâàëiôiêàöiéíà íàóêîâà ïðà-

öÿ íà ïðàâàõ ðóêîïèñó.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ êàíäèäàòà ôiçèêî-

ìàòåìàòè÷íèõ íàóê çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.01.01 � "Ìàòåìàòè÷íèé

àíàëiç"(111 � Ìàòåìàòèêà). � Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, Êè¨â,

2019.

Öÿ äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà êëàñè÷íîìó ðîçäiëó ãåîìåòðè÷-

íî¨ òåîði¨ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨, à ñàìå äîñëiäæåííþ åêñòðåìàëü-

íèõ çàäà÷ äëÿ íåïåðåòèííèõ òà ÷àñòêîâî ïåðåòèííèõ îáëàñòåé.

Äî êiíöÿ 70-õ ðîêiâ ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ áiëüøiñòü çàäà÷ ôîðìóëþâà-

ëîñü â òåðìiíàõ ôiêñîâàíèõ ïîëþñiâ. Öèìè çàäà÷àìè â ðiçíi ÷àñè çàéìàëè-

ñÿ Ëàâðåíòü¹â [73], Ãðåò÷ [15], Òåéõìþëëåð [12], Ãîëóçií [39], Ëüîâíåð [15],

Êóôàðåâ [15], Äæåíêiíñ [47], Ë¹á¹ä¹â [15], Òàìðàçîâ [76], Ãóòëÿíñêèé [51],

Êóçüìiíà [70], �ìåëüÿíîâ [53], Êîëáiíà [68] òà ií.

Îòæå, ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi äîñëiäæåíî òðè ïðîáëåìè, äâi ç

ÿêèõ áóëè ïîñòàâëåíi â "Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê"â 1994 ðîöi [48]

Â.Ì. Äóáiíiíèì â ÿêîñòi âiäêðèòèõ ïðîáëåì.

Çàäà÷à 1. Äîâåñòè, ùî ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó γ , γ ∈ (0;n]

ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëà

In(γ) = rγ(B0, a0)
n∏
k=1

r(Bk, ak),

äå B0 , {Bk}nk=1 , (n ≥ 2) � ïîïàðíî íåïåðåòèíi îáëàñòi â C , a0 = 0 ,

|ak| = 1 , k = 1, n , r(B, a) - âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi B â òî÷öi a ,

a ∈ B) , äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ äåÿêî¨ êîíôiãóðàöi¨ îáëàñòåé, ÿêi ìàþòü n �

êðàòíó ñèìåòðiþ.
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Â 1988 â ðîáîòi Â. Ì. Äóáiíiíà [50] áóëî ðîçãëÿíóòî îäíó ïðîáëåìó:

Çàäà÷à 2. Äîâåñòè, ùî ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëà

Jn(γ) = [r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Bk, ak)

ïðè γ > 0 , n > 2 , íà ìíîæèíi âñiõ ñèñòåì âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé

{Bk}nk=1 , òàêèõ, ùî ak ∈ Bk ⊂ C , |ak| = 1 , k = 1, n , a0 = 0 ⊂ B0 ⊂ C ,

∞ ⊂ B∞ ⊂ C , r(B, a) - âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi B â òî÷öi a (a ∈
B) , äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ äåÿêî¨ êîíôiãóðàöi¨ îáëàñòåé, ÿêi ìàþòü n � êðàòíó

ñèìåòðiþ.

Çàäà÷à 2 áóëà ðîçâ`ÿçàíà äëÿ γ = 1/2 â ðîáîòi [72]. Ó 2008 ðîöi

öÿ ïðîáëåìà áóëà óçàãàëüíåíà äëÿ âèïàäêó, êîëè òî÷êè ðîçìiùåíi íà n -

ïðîìåíåâié ñèñòåìi [15].

Çàäà÷à 3. Ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó γ > 0 äîâåñòè, ùî ìàêñèìóì

ôóíêöiîíàëó

In(γ) = rγ(B0, a0)
n∏
k=1

r(Bk, ak),

ïðè óìîâi, ùî B0 , B1 , B2 , ..., Bn , (n ≥ 2) � ïîïàðíî íåïåðåòèííi áàãàòî-

çâ'ÿçíi îáëàñòi â C , 0 = a0 ∈ B0 ⊂ U ïðè÷îìó îáëàñòi {Bk}nk=1 , (n ≥ 2)

� ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî òî÷îê îäèíè÷íîãî êîëà, |ak| = 1 , k = 1, n , r(B, a)

- âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi B â òî÷öi a , a ∈ B , äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ äåÿêî¨

êîíôiãóðàöi¨ îáëàñòåé, ÿêi ìàþòü n � êðàòíó ñèìåòðiþ.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè çðîáëåíî îãëÿä ëiòåðàòóðè,

âèêëàäåíî îñíîâíi iäå¨ ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ ïðîáëåì, ÿêi âèâ÷àþòüñÿ â

äèñåðòàöiéíié ðîáîòi, íàâåäåíî íåîáõiäíi îçíà÷åííÿ (êîíôîðìíèé ðàäióñ,

ôóíêöiÿ Ãðiíà, óçóãàëüíåíà ôóíêöiÿ Ãðiíà, âíóòðiøíié ðàäióñ i ò.ä.), òåî-

ðåìè, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè äîâåäåííi îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòà-

öi¨.

Çîêðåìà ó ðîçäiëi 1, ñôîðìóëüîâàíi îñíîâíi âiäêðèòi ïðîáëåìè ïðî
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åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, íàâåäåíî êîðîòêèé iñòîðè÷-

íèé îïèñ ðîçâèòêó ìåòîäó ñèìåòðèçàöi¨ â ãåîìåòðè÷íié òåîði¨ ôóíêöi¨ êîì-

ïëåêñíî¨ çìiííî¨. Ïðåäñòàâëåíî êëàñè÷íi ðåçóëüòàòè Ì. Î. Ëàâðåíòü¹âà òà

Ã. Ì. Ãîëóçiíà, ç ÿêèõ áåðå ïî÷àòîê íàïðÿìîê ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ôóíê-

öi¨ ïðî åêñòðåìàëüíi çàäà÷i ç íåïåðåòèííèìè îáëàñòÿìè. Ñôîðìóëüîâàíà

iäåÿ Ï.Ì. Òàìðàçîâà , ÿêà äàëà ïîøòîâõ äëÿ ðîçâèòêó íîâîãî íàïðÿì-

êó â çàäà÷àõ ïðî íåïåðåòèííi îáëàñòi, ÿêèé â ïîäàëüøîìó îòðèìàâ íàçâó

"çàäà÷i ïðî åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ ïëîùèíè ç âiëüíèìè ïîëþñàìè".

Ó ðîçäiëi 1, òàêîæ, íàâåäåíî öi òðè âiäêðèòi ïðîáëåìè, ÿêi âèâ÷àþòü-

ñÿ â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi. Äàíî êîðîòêèé îïèñ îñíîâíîãî ìåòîäó äîñëiä-

æåííÿ, ÿêèé âèêîðèñòîâó¹òüñÿ âðîáîòi, à ñàìå ñèìåòðèçàöiéíîãî ìåòîäó

ðîçäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ.

Ó ðîçäiëi 2 â çàäà÷i ïðî çíàõîäæåííÿ ìàêñèìóìó äîáóòêó âíóòðiøíiõ

ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé âiäíîñíî òî÷îê îäèíè÷íîãî êîëà

íà äåÿêó äîäàòíþ ñòåïiíü γ âíóòðiøíüîãî ðàäióñó äåÿêî¨ îáëàñòi âiäíîñíî

ïî÷àòêó êîîðäèíàò îòðèìàíî íàñòóïíi ðåçóëüòàòè:

• Äëÿ n ≥ 12 äëÿ êîæíîãî γ, γ ∈ (1;n0.45] çàäà÷à ïðî çíàõîäæåííÿ

ìàêñèìóìó äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëà-

ñòåé âiäíîñíî òî÷îê îäèíè÷íîãî êîëà íà äåÿêó äîäàòíþ ñòåïiíü γ

âíóòðiøíüîãî ðàäióñó äåÿêî¨ îáëàñòi âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò âè-

ðiøåíà;

• Äëÿ n ≥ 126 äëÿ êîæíîãî γ, γ ∈ (1;n0.5] çàäà÷à ïðî çíàõîäæåííÿ

ìàêñèìóìó äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëà-

ñòåé âiäíîñíî òî÷îê îäèíè÷íîãî êîëà íà äåÿêó äîäàòíþ ñòåïiíü γ

âíóòðiøíüîãî ðàäióñó äåÿêî¨ îáëàñòi âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò âè-

ðiøåíà;

• Äëÿ n = 4 äëÿ êîæíîãî γ, γ ∈ (1; 2.09] çàäà÷à ïðî çíàõîäæåííÿ ìàê-
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ñèìóìó äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé

âiäíîñíî òî÷îê îäèíè÷íîãî êîëà íà äåÿêó äîäàòíþ ñòåïiíü γ âíóò-

ðiøíüîãî ðàäióñó äåÿêî¨ îáëàñòi âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò âèðiøå-

íà ïîâíiñòþ. Öå ïåðøèé ðåçóëüòàò, ÿêèé äà¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i 1 äëÿ

iíòåðâàëó ïàðàìåòðó γ , ÿêèé ìà¹ äîâæèíó áiëüøå, íiæ n
2 ïðè n = 4 .

Ó ðîçäiëi 3 ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó, ÿêà çíà÷íî óçàãàëüíþ¹ ïîñòàíîâêó

çàäà÷i 2, à ñàìå çàäà÷à ïðî çíàõîäæåííÿ ìàêñèìóìó äîáóòêó âíóòðiøíiõ

ðàäióñiâ ÷àñòèííî ïåðåòèííèõ îáëàñòåé âiäíîñíî n -ïðîìåíåâèõ ñèñòåì òî-

÷îê íà äåÿêó äîäàòíþ ñòåïiíü γ âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ ÷àñòêîâî ïåðåòèííèõ

îáëàñòåé âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò òà íåñêií÷åííî âiääàëåíî¨ òî÷êè.

Â ðîçäiëi 3 îòðèìàíî íàñòóïíi ðåçóëüòàòè:

• ðîçâ'ÿçàíî âèùå îïèñàíó óçàãàëüíåíó çàäà÷ó äëÿ êîæíîãî n > 2 ïðè

γ ∈ (0; γ0n) , äå γ
0
n � äåÿêà âåëè÷èíà,ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî, àëå

çàäàíà â íåÿâíîìó âèãëÿäi;

• òàêîæ, ïîïåðåäíié ðåçóëüòàò äîïîâíþ¹ìî â òîìó ðîçóìiííi, ùî äëÿ

êîæíîãî n > 2 âêàçàíî òàêèé ïiâ iíòåðâàë γ, γ ∈ (0; γn], γn < γ0n , äå

γn � äåÿêà âåëè÷èíà,ÿêà çàäàíà â ÿâíîìó âèãëÿäi;

• íàâåäåíî êiëüêà íàñëiäêiâ½ ÿêi äàþòü ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i â äåÿêèõ ÷à-

ñòèííèõ âèïàäêàõ: äëÿ íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé òà n � ïðîìåíåâèõ ñè-

ñòåì òî÷îê, äëÿ íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé òà òî÷îê îäèíè÷íîãî êîëà;

Ó íàéêðàùå âèâ÷åíîìó âèïàäêó, äëÿ îäíîñâÿçíèõ íåïåðåòèííèõ îá-

ëàñòåé i òî÷îê îäèíè÷íîãî êîëà, ðåçóëüòàòè îòðèìàíi â ðîçäiëi 3 äèñåðòà-

öiéíî¨ ðîáîòè, çíà÷íî ïîêðàùóþòü ðåçóëüòàòè ïîïåðåäíèêiâ ïðè n = 2, 6 .

Ó 4 ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñóòò¹âî óçàãàëüíåííÿ Çàäà÷i 3, à ñàìå äî-

ñëiäæó¹òüñÿ çàäà÷à ïðî ìàêñèìóì äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî

íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé ç äîäàòêîâîþ óìîâîþ ñèìåòði¨, ÿêà âèçíà÷à¹òü-
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ñÿ ïåâíîþ îáëàñòþ, ÿêié íàëåæèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò íà äåÿêó äîäàòíþ

ñòåïiíü γ âíóòðiøíüîãî ðàäióñó öi¹¨ îáëàñòi.

Ïåðøèì ÷àñòèííèì âèïàäêîì öi¹¨ çàäà÷i ¹ çàäà÷à ïðî ìàêñèìóì äî-

áóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ñèìåòðè÷íèõ

âiäíîñíî êîëà íà äåÿêó äîäàòíþ ñòåïiíü γ âíóòðiøíüîãî ðàäióñó äåÿêî¨

îáëàñòi, ÿêà ìiñòèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò.

Äðóãèì ÷àñòèííèì âèïàäêîì öi¹¨ çàäà÷i ¹ çàäà÷à ïðî ìàêñèìóì äî-

áóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ñèìåòðè÷íèõ

âiäíîñíî êîëà íà äåÿêó äîäàòíþ ñòåïiíü γ âíóòðiøíüîãî ðàäióñó äåÿêî¨

îáëàñòi, ÿêà ëåæèòü â êðóçi i ìiñòèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò.

Ó ðîçäiëi îòðèìàíî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðî ìàêñèìóì äîáóòêó âíóò-

ðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé ç äîäàòêîâîþ óìîâîþ ñè-

ìåòði¨, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ïåâíîþ îáëàñòþ, ÿêié íàëåæèòü ïî÷àòîê êîîð-

äèíàò íà äåÿêó äîäàòíþ ñòåïiíü γ âíóòðiøíüîãî ðàäióñó öi¹¨ îáëàñòi äëÿ

γ ∈ (0; 3
2 ], n ≥ 9 . Ç öüîãî ðåçóëüòàòó, â ÿêîñòi íàñëiäêó äëÿ ïåðøîãî ÷à-

ñòèííîãî âèïàäêó, îòðèìàíî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðî ìàêñèìóì äîáóòêó âíóò-

ðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé ñèìåòðè÷íèõ âiäíîñíî êî-

ëà íà äåÿêó äîäàòíþ ñòåïiíü γ âíóòðiøíüîãî ðàäióñó ïåâíî¨ îáëàñòi âiä-

íîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò äëÿ γ ∈ (0; 3
2 ], n ≥ 9 .

Â ðîçäiëi 4 îòðèìàíî äðóãèé ðåçóëüòàò óçàãàëüíåíî¨ çàäà÷i, à ñàìå

ïîêàçàíî, ùî çàäà÷à ïðî ìàêñèìóì äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî

íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé ç äîäàòêîâîþ óìîâîþ ñèìåòði¨, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ

ïåâíîþ îáëàñòþ, ÿêié íàëåæèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò íà äåÿêó äîäàòíþ

ñòåïiíü γ âíóòðiøíüîãî ðàäióñó öi¹¨ îáëàñòi âèðiøåíà äëÿ γ ∈ (0; γ1n) ,

γ1n � äåÿêà âåëè÷èíà,ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî, àëå çàäàíà â íåÿâíîìó

âèãëÿäi, n > 2 .

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà ðî-
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áîòà ìà¹ òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè òà ìåòîäèêà ¨õ îòðè-

ìàííÿ ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè âèâ÷åííi ïèòàíü êîìïëåêñíîãî àíàëi-

çó, ãîëîìîðôíié äèíàìiöi, òåîði¨ ôóíêöié, â òåîði¨ àïðîêñèìàöié òà äëÿ

îöiíîê âèêðèâëåííÿ ïðè êîíôîðìíîìó âiäîáðàæåííi.

Êëþ÷îâi ñëîâà: íåïåðåòèííi îáëàñòi, n−ïðîìåíåâà ñèñòåìà òî÷îê,
êîíôîìíèé òà âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi, ôóíêöiÿ Ãðiíà îáëàñòi, ðîçäiëÿ-

þ÷å ïåðåòâîðåííÿ, ïîëþñè òà êðóãîâi îáëàñòi êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöià-

ëà.

Dvorak I.Ya. The method of symmetrization in problems of

extremal decomposition of a complex plane. � Qualifying scienti�c

work on the rights of the manuscript.

Thesis for the degree of a candidate of physical and mathematical sciences

on the specialty 01.01.01 � "Mathematical analysis"(111 � Mathematics). �

Institute of Mathematics, National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv,

2019.

This dissertation deals with the classical section of geometric theory of

functions of a complex variable, namely, the study of extreme problems for

non-intersecting and partially intersecting domains.

By the end of the 1970s, most tasks were formulated in terms of �xed

poles. Lavrentyev [73], Gretch [15], Teichmiller [12], Goluzin [39], L?wner [?],

Kufarev [15], Jenkins [47], Lebedev [15], Tamrazov [76] , Gutlian [51], Kuzmina

[70], Yemelyanov [53], Kolbina [68] and others at various times were engaged

in these tasks.

In the dissertation three problems were investigated, two of which were

put in "Successes of mathematical sciences"in 1994 [48] V.M. Dubinin as

open problems.

Problem 1. Prove that for every �xed γ , γ ∈ (0;n] , the maximum of



8

functional

In(γ) = rγ(B0, a0)
n∏
k=1

r(Bk, ak),

where B0 , {Bk}nk=1 , (n ≥ 2) - are pairwise non overlapping domains in C ,

a0 = 0 , |ak| = 1 , k = 1, n , r(B, a) - internal the radii of B at a , a ∈ B) ,

is reached for some con�gurations of regions that have n�multiple symmetry.

In 1988, V.M. Dubinin [50] considered one problem:

Problem 2. Prove that the maximum of functional

Jn(γ) = [r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Bk, ak)

for γ > 0 , n > 2 , on the set of all systems of mutually intersecting domains

{Bk}nk=1 such that ak and Bk ⊂ C , |ak| = 1 , k = 1, n , a0 = 0 ⊂ B0 ⊂ C ,

∞ ⊂ B∞ ⊂ C , r(B, a) - the inner radii of B at a (a ∈ B) , is reached for

some con�gurations of regions that have n � multiple symmetry.

Problem 2 was solved for γ = 1/2 in [72]. In 2008, this problem was

generalized to the point where points are placed on a n - ray system [15].

Problem 3. For every �xed γ > 0 , prove that the maximum of

functional

In(γ) = rγ(B0, a0)
n∏
k=1

r(Bk, ak),

provided that B0 , B1 , B2 , ..., Bn , (n ≥ 2) are pairwise non overlapping

domains in C , 0 = a0 ∈ B0 ⊂ U and the domains {Bk}nk=1 , (n ≥ 2) �

symmetric about points of a single circle, |ak| = 1 , k = 1, n , r(B, a) �

internal radii of B at a , a ∈ B , is reached for some con�gurations of regions

that have n � multiple symmetry.

The �rst section of the dissertation reviews literature, the basic ideas

of methods to research problems, which are studied in the dissertation,

are presented, the necessary de�nitions (conformal radii, Green function,
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generalized Green function, internal radii, etc.) are given, the theorems used

in proving the basic results of the dissertation are presented.

In particular, in Section 1, the main open problems about the extreme

partition of a complex plane are formulated, a brief historical description of

the development of the symmetrization method in the geometric theory of the

complex variable function is given. The classical results of M.A. Lavrentyev

and G.M. Goluzin are presented, from which the direction of the geometric

theory of function on extremal problems with in�nite domains begins. The

formulated idea of P.M. Tamrazova, which gave impetus for the development

of a new direction in the problems of intersecting regions, which in the future

was called "problems of extreme partitioning of a plane with free poles".

Section 1 also outlines three open issues that are explored in the

dissertation. A brief description of the main method of study used in the

work, namely the symmetrization method of separation transformation.

In Section 2, the problem of �nding the maximum of the product of the

inner radii of mutually intersecting domains relative to the points of a single

circle by some positive degree γ of the inner radii of a certain domain relative

to the origin is given by the following results:

• for n ≥ 12 for every γ, γ ∈ (1;n0.45] the problem of �nding the maximum

of the product of the inner radii of mutually intersecting domains with

respect to the points of a single circle by some positive degree γ the inner

radii of a domain relative to the origin is solved;

• for n ≥ 126 for every γ, γ ∈ (1;n0.5] the problem of �nding the maximum

of the product of the inner radii of mutually intersecting domains relative

to the points of a single circle by some positive degree γ the inner radii

of a region relative to the origin is solved;

• for n = 4 for every γ, γ ∈ (1; 2.09] , the problem of �nding the maximum
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of the product of the inner radii of mutually intersecting domains with

respect to points of a single circle by some positive degree the γ of the

inner radii of a region relative to the origin is completely solved, which

is the �rst result that gives a solution to Problem 1 for the interval of

parameter γ , which has a length greater than n
2 .

Section 3 discusses a problem that greatly generalizes the formulation of

Problem 2, namely, the problem of �nding the maximum of the product of the

inner radii of partially intersecting domains with respect to n -ray systems of

points by some positive degree γ of the inner radii of partially intersecting

regions relative to the origin in�nitely distant point.

In Section 3, the following results are obtained:

• solves the generalized problem described above for each n > 2 for γ ∈
(0; γ0n) , where γ

0
n is some value that is determined uniquely but implicitly;

• also, the previous result is supplemented in the sense that for each n > 2

the following half interval is speci�ed γ, γ ∈ (0; γn], γn < γ0n , where γn is

an explicit value;

• provides several implications that give the solution of the problem in some

particular cases: for non-intersecting regions and n -ray systems of points,

for non-intersecting areas and points of a single circle.

In the best-studied case, for single-connected intersecting domains and

points of a single circle, the results obtained in section 3 of the dissertation

signi�cantly improve the results of the precursors at n = 2, 6 .

Section 4 examines the essential generalization of Problem 3, namely, the

problem of maximizing the product of the inner radii of mutually intersecting

domains with an additional symmetry condition, which is determined by a
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certain domain that has the origin of coordinates for some positive degree of

γ of the inner radii.

The �rst partial case of this problem is the problem of maximizing the

product of the inner radii of mutually intersecting regions symmetric about

the circle by some positive degree γ of the inner radii of a region containing

the origin.

The second special case of this problem is the problem of the maximum

of the product of the inner radii of mutually intersecting regions, symmetric

about the circle by some positive degree γ of the inner radii of a region that

lies in a circle and contains the origin.

In the section we obtain the solution of the maximum problem of the

product of the inner radii of mutually intersecting domains with an additional

symmetry condition, which is determined by a certain domain that has the

origin of coordinates of some positive degree γ of the inner radius of this

region for γ ∈ (0; 3
2 ], n ≥ 9 . From this result, as a consequence of the �rst

partial case, the solution of the problem of the maximum of the product of

the inner radii of mutually intersecting domains symmetric about the circle

by some positive degree γ inner radii some region relative to the origin for

γ ∈ (0; 3
2 ], n ≥ 9 .

In Section 4, we obtain the second result of the generalized problem,

namely, that the maximum maximum problem of the product of the inner

radii of mutually intersecting domains with an additional symmetry condition

is determined by a certain domain that has the origin of coordinates for some

positive degree γ of the inner radius of this domain for γ ∈ (0; γ1n) , γ
1
n is a

certain value that is uniquely de�ned but set implicitly, n > 2 .

Practical signi�cance of the obtained results The dissertation is

theoretical in nature. The obtained results and the method of their obtaining
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can be used in the study of complex analysis, holomorphic dynamics, theory of

functions, approximation theory and for estimation of distortion in conformal

mapping.

Key words: non-overlapping domains, n− radial system of points,

conformal and inner radii of domains, the Green function of domain,

separating transformation, poles and circular domains of quadratic di�erential.
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ÏÅÐÅËIÊ ÓÌÎÂÍÈÕ ÏÎÇÍÀ×ÅÍÜ

N � ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë;

R � ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë;

C � ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë;

C = C
⋃
{∞} � ðîçøèðåíà êîìïëåêñíà ïëîùèíà àáî ñôåðà Ðiìàíà;

R+ = (0,∞) ;

x ∈ E � åëåìåíò x íàëåæèòü ìíîæèíi E ;

X ⊂ E � ìíîæèíà X ¹ ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè E ;

U = {z : |z| < 1} � îäèíè÷íèé êðóã;

R(B, a) � êîíôîðìíèé ðàäióñ îäíîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi B ⊂ C âiäíîñíî

òî÷êè a ∈ B ;

r(B, a) � âíóòðiøíié ðàäióñ áàãàòîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi B ⊂ C âiäíîñíî

òî÷êè a ∈ B ;

gB(z, z0) � ôóíêöiÿ Ãðiíà îáëàñòi B ç ïîëþñîì â òî÷öi z0 ;

An,m = {ak,p} , k = 1, n , p = 1,m � (n,m) -ïðîìåíåâà ñèñòåìà

òî÷îê;

An = {ak}nk=1 � n− ïðîìåíåâà ñèñòåìà òî÷îê;

M(An) :=
n∏
k=1

χ

(∣∣∣ ak
ak+1

∣∣∣ 1
2αk

)
|ak| � êåðóþ÷èé ôóíêöiîíàë n− ïðîìå-

íåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê;

αk , k = 1, n � êóòîâi ïàðàìåòðè ñèñòåìè An ;

Q(z)dz2 � êâàäðàòè÷íèé äèôåðåíöiàë;

χ(t) = 1
2

(
t+ t−1

)
� ôóíêöiÿ Æóêîâñüêîãî.
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ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè.

Âiäîìî, ùî ìåòîä ñèìåòðèçàöi¨ âiäiãðà¹ çíà÷íó ðîëü ïðè âèðiøåííi

çàäà÷ ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ôóíêöi¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨, i ìà¹ äóæå äàâíþ

iñòîðiþ.

Ïåðøi äîñëiäæåííÿ ìåòîäó ñèìåòðèçàöi¨ â ãåîìåòði¨ òà àíàëiçi íà ïî-

÷àòêó 19 ñòîëiòòÿ áóëè âèêîíàíi ß. Øòåéíåðîì. Ïiçíiøå íà ïî÷àòêó 20

ñòîëiòòÿ øèðîêå çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ñèìåòðèçàöi¨ çäiéñíåíî â ðîáîòàõ

Õàðäi i Ëiòòâóäà [48], Ïîëià i Ñåãå [75], Õåéìàíà [79], Äæåíêiíñà [47], Ìàð-

êóñà [10], Áåðíñòàéíà [1], I.Ï.Ìiòþêà [74], Òàìðàçîâà [76], Ñîëèíiíà [48],

Äóáiíiíà [48,50], Øëèêà [48].

Âàðòî âiäìiòèòè, ùî â ðàííiõ ðîáîòàõ ñèìåòðèçàöiéíi ìåòîäè ïîòðå-

áóâàëè iíäèâiäóàëüíîãî ïðèñòîñóâàííÿ äî êîæíî¨ çàäà÷i, ùî âèêëèêàëî

çíà÷íi òðóäíîùi.

Íàïðèêiíöi 70-õ ðîêiâ Â.Ì. Äóáiíií ðîçðîáèâ íîâèé, íà òîé ÷àñ, ñè-

ìåòðèçàöiéíèé ìåòîä ðîçäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ, ÿêèé ïîêðàùèâ ìîæ-

ëèâîñòi äîñëiäæåííÿ ðiçíîìàíiòíèõ çàäà÷ [52]. Íàïðèêëàä, â ðîáîòi [50]

çà äîïîïîìîãîþ öüîãî ìåòîäó ðîçâ'ÿçàíî äåêiëüêà âàæëèâèõ çàäà÷ ïðî

åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, ðîçâ'ÿçîê ÿêèõ âäàëîñÿ ðå-

àëiçóâàòè ëèøå çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ðîçäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ. Âàðòî

âiäçíà÷èòè, ùî ñèìåòðèçàöiéíèé ìåòîä äîçâîëèâ îòðèìàòè òàêi ðåçóëüòà-

òè, ÿêi iíøèìè ìåòîäàìè ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ôóíêöi¨ (ìåòîä ïëîù, ìåòîä

êîíòóðíîãî iíòåãðóâàííÿ, ìåòîä åêñòðåìàëüíèõ ìåòðèê, âàðiàöiéíèé ìå-

òîä, ïàðàìåòðè÷íèé ìåòîä) îòðèìàòè íå âäà¹òüñÿ. Ìåòîä ðîçäiëÿþ÷îãî

ïåðåòâîðåííÿ áàçó¹òüñÿ íà âèâ÷åííi ïîâåäiíêè iíòåãðàëà Äiðiõëå ïðè äåÿ-

êèõ ñèìåòðèçàöiéíèõ ïåðåòâîðåííÿõ. Äîáðå âiäîìà ðîëü iíòåãðàëà Äiðiõëå
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â ðÿäi êëàñè÷íèõ çàäà÷ àíàëiçó, ãåîìåòði¨ i ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè.

Öÿ äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà êëàñè÷íîìó ðîçäiëó ãåîìåòðè÷-

íî¨ òåîði¨ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨, à ñàìå äîñëiäæåííþ åêñòðåìàëü-

íèõ çàäà÷ äëÿ íåïåðåòèííèõ òà ÷àñòêîâî ïåðåòèííèõ îáëàñòåé.

Äî êiíöÿ 70-õ ðîêiâ ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ áiëüøiñòü çàäà÷ ôîðìóëþâà-

ëîñü â òåðìiíàõ ôiêñîâàíèõ ïîëþñiâ. Öèìè çàäà÷àìè â ðiçíi ÷àñè çàéìàëè-

ñÿ Ëàâðåíòü¹â [73], Ãðåò÷ [15], Òåéõìþëëåð [12], Ãîëóçií [39], Ëüîâíåð [15],

Êóôàðåâ [15], Äæåíêiíñ [47], Ë¹á¹ä¹â [15], Òàìðàçîâ [76], Ãóòëÿíñêèé [51],

Êóçüìiíà [70], �ìåëüÿíîâ [53], Êîëáiíà [68] òà ií.

Â 1968 ðîöi Ï. Ì. Òàìðàçîâ [76] âèñóíóâ íîâó, íà òîé ÷àñ, iäåþ ïðî

òå, ùî öiêàâî ðîçãëÿíóòè çàäà÷i, ÿêi âiäïîâiäàþòü êâàäðàòè÷íèì äèôå-

ðåíöiàëàì, ïîëþñè ÿêèõ ìàþòü ïåâíó ñòóïâíü ñâîáîäè. Çîêðåìà, ó, âèùå

çãàäàíié ðîáîòi, âií ðîçãëÿíóâ çàäà÷ó, ÿêà âiäïîâiäà¹ êâàäðàòè÷íèì äè-

ôåðåíöiàëàì ç ï'ÿòüìà âiëüíèìè ïðîñòèìè ïîëþñàìè. Äëÿ âèðiøåííÿ öi¹¨

çàäà÷i áóëî ðîðîáëåíî íîâèé ìåòîä äîñëiäæåííÿ.

Iäåÿ ïðî "âiëüíi"ïîëþñè áóëà çàñòîñîâàíà â ðîáîòàõ Ã. Ï. Áàõòiíî¨

[31, 33] äëÿ ðîçâ`ÿçóâàííÿ çàäà÷ ïðî íåïåðåòèííi îáëàñòi, ÿêà âiäïîâiäà¹

êâàäðàòè÷íèì äèôåðåíöiàëàì ç âiëüíèìè ïîëþñàìè äðóãîãî ïîðÿäêó. Ó

ïîäàëüøîìó, çàäà÷i òàêîãî òèïó áóëè ðîçâèíåíi â ðîáîòàõ Â.Ì. Äóáiíiíà

[48, 50], Ã. Ï. Áàõòiíî¨ [31, 33], Î.Ê. Áàõòiíà [15], Å.Ã. �ìåëüÿíîâà [53,

55] , Ã.Â. Êóçüìiíî¨ [70, 71], À.Ë. Òàðãîíñüêîãî [77], I. Â. Äåíåãè [46] òà

iíøèõ ìàòåìàòèêiâ i îòðèìàëè íàçâó çàäà÷ ïðî åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ

êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè ç âiëüíèìè ïîëþñàìè. Îäíà iç òàêèõ çàäà÷ áóëà

ðîçãëÿíóòà Ã. Ï. Áàõòiíîþ ó 1974-1975 ðîêàõ [31]:

In =
n∏
k=1

R (Bk, ak) ,

äå {Bk}nk=1 , n ∈ N � ñèñòåìà îäíîçâ`ÿçíèõ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëà-

ñòåé, ñèìåòðè÷íèõ âiäíîñíî |z| = 1 , ak ∈ Bk ⊂ C , |ak| = 1 , k = 1, n .



20

Ðîçâ`ÿçîê çàäà÷i äëÿ n = 2 i n = 3 ìîæå áóòè îòðèìàíèé ç ðåçóëü-

òàòiâ ðîáiò Ì. Î. Ëàâðåíòü¹âà [73] òà Ãîëóçiíà [39] âiäïîâiäíî. Äëÿ n = 4

âïåðøå ðîçâ`ÿçîê çàäà÷i áóâ îòðèìàíèé â ðîáîòi â 1974 [31].

Â 1984 ðîöi â ðîáîòi [35] áóëà ðîçãëÿíóòà áiëüø ñêëàäíà çàäà÷à ïðî

ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëà

In =
n∏
k=0

Rαk (Bk, ak) ,

äå {Bk}nk=0 , n ∈ N � ñèñòåìà îäíîçâ`ÿçèõ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé,

{Bk}nk=1 � ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî |z| = 1 , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ U , ak ∈ Bk ⊂ C ,

R (B, a) � êîíôîðìíèé ðàäióñ îáëàñòi B âiäíîñíî òî÷êè a , |ak| = 1 ,

k = 1, n , αk ≥ 0 .

Â.Ì. Äóáiíií ðîçðîáèâ â 1978 ðîöi íîâèé, íà òîé ÷àñ, ìåòîä ðîçäiëÿþ-

÷îãî ïåðåòâîðåííÿ, ÿêèé ïîêðàùèâ ìîæëèâîñòi äîñëiäæåííÿ çàäà÷ òàêîãî

òèïó [52]. Â 1988 [50] íèì áóëî çðîáëåíî âàæëèâèé êðîê ó ðîçâèòêó öi¹¨

òåîði¨ çîêðåìà âií ðîçãëÿíóâ òà ïîâíiñòþ âèðiøèâ çàäà÷ó ïðî ìàêñèìóì

ôóíêöiîíàëà

In =
n∏
k=0

r (Bk, ak) ,

äå {Bk}nk=0 , n ≥ 2 , n ∈ N � ñèñòåìà äîâiëüíèõ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ

áàãàòîçâ`ÿçèõ îáëàñòåé, a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , r(B, a)

- âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi B â òî÷öi a , a ∈ B . Âàðòî âiäçíà÷èòè, ùî

ó âèðiøåíié çàäà÷i ôóíêöiîíàë áóëî ðîçãëÿíóòî äëÿ äîâiëüíèõ áàãàòî-

çâ`ÿçèõ îáëàñòåé i çàìiñòü êîíôîðìíîãî ðàäióñó âèêîðèñòàíî âíóòðiøíié

ðàäióñ îáëàñòi [48].

Çàäà÷à 1. Äîâåñòè, ùî ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó γ , γ ∈ (0;n]

ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëà

In(γ) = rγ(B0, a0)
n∏
k=1

r(Bk, ak),
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äå B0 , {Bk}nk=1 , (n ≥ 2) � ïîïàðíî íåïåðåòèíi îáëàñòi â C , a0 = 0 ,

|ak| = 1 , k = 1, n , r(B, a) - âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi B â òî÷öi a ,

a ∈ B) , äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ äåÿêî¨ êîíôiãóðàöi¨ îáëàñòåé, ÿêi ìàþòü n �

êðàòíó ñèìåòðiþ.

Â 1988 â ðîáîòi Â. Ì. Äóáiíiíà [50] áóëî ðîçãëÿíóòî îäíó ïðîáëåìó:

Çàäà÷à 2. Çíàéòè ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëà

Jn(γ) = [r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Bk, ak) , (1)

ïðè γ > 0 , n > 2 , íà ìíîæèíi âñiõ ñèñòåì âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé

{Bk}nk=1 , òàêèõ, ùî ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , a0 = 0 ⊂ B0 ⊂ C , ∞ ⊂ B∞ ⊂
C , r(B, a) - âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi B â òî÷öi a (a ∈ B) .

Çàäà÷à 2 áóëà ðîçâ`ÿçàíà äëÿ γ = 1/2 â ðîáîòi [72]. Ó 2008 ðîöi

öÿ ïðîáëåìà áóëà óçàãàëüíåíà äëÿ âèïàäêó, êîëè òî÷êè ðîçìiùåíi íà n -

ïðîìåíåâié ñèñòåìi [15].

Â ðîáîòi [48] çàïðîïîíîâàíî ñïèñîê âiäêðèòèõ ïðîáëåì ïîâÿçàíèé ç

öèì íàïðÿìêîì. Äâi ïðîáëåìè iç öüîãî ñïèñêó âèâ÷à¹òüñÿ â äàíié äèñåð-

òàöié ðîáîòi.

Çàäà÷à 3. Ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó γ > 0 çíàéòè ìàêñèìóì ôóíê-

öiîíàëó

In(γ) = rγ(B0, a0)
n∏
k=1

r(Bk, ak),

ïðè óìîâi, ùî B0 , B1 , B2 , ..., Bn , (n ≥ 2) � ïîïàðíî íåïåðåòèííi áàãàòî-

çâ'ÿçíi îáëàñòi â C , 0 = a0 ∈ B0 ⊂ U ïðè÷îìó îáëàñòi {Bk}nk=1 , (n ≥ 2)

� ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî òî÷îê îäèíè÷íîãî êîëà, |ak| = 1 , k = 1, n , r(B, a)

- âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi B â òî÷öi a , a ∈ B .

Çàäà÷à 3 áóëà ñôîðìóëüîâàíà â 1994 ðîöi [48] ïðè γ = 1 i â öié

æå ðîáîòi âîíà áóëà ðîçâ`ÿçàíà äëÿ γ = 1 . Áàõòií Î. Ê. çàïðîïîíóâàâ

ðîçãëÿíóòè öþ çàäà÷ó ïðè γ > 0 â 2015 ðîöi [25]. Âàðòî âiäçíà÷èòè, ùî
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äëÿ 0 < γ ≤ 1 ðîçâ`ÿçîê çàäà÷i âèïëèâà¹ iç ðîáîòè [63]. Â äèñåðòàöiéíié

ðîáîòi ìè ðîçãëÿäà¹ìî öþ ïðîáëåìó ïðè γ > 1 .

Òàêèì ÷èíîì, iäåÿ Ï. Ì. Òàìðàçîâà ïðî åêñòðåìàëüíi çàäà÷i ç âiëüíè-

ìè ïîëþñàìè, ÿêi âiäïîâiäàþòü êâàäðàòè÷íèì äèôåðåíöiàëàì, ïðèçâåëà

äî âèíèêíåííÿ íîâîãî íàïðÿìó ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ôóíêöié, ÿêèé çàðàç

íîñèòü íàçâó çàäà÷ ïðî åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè ç

âiëüíèìè ïîëþñàìè. Öÿ iäåÿ âèíèêëà íà îñíîâi áàãàòîði÷íîãî äîñëiäæåí-

íÿ çàäà÷, ÿêi âiäïîâiäàþòü êâàäðàòè÷íèì äèôåðåíöiàëàì ç ôiêñîâàíèìè

ïîëþñàìè.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ òðüîõ, íàâåäåíèõ âè-

ùå, ïðîáëåì äëÿ âiëüíèõ ïîëþñiâ ðîçòàøîâàíèõ íà îäèíè÷íîìó êîëi àáî

n - ïðîìåíåâèõ ñèñòåìàõ.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Äèñåðòàöiÿ âèêîíàíà ó âiääiëi êîìïëåêñíîãî àíàëiçó i òåîði¨ ïîòåíöiàëó

Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè â ðàìêàõ íàóêîâî¨ òåìè "Ìåòðè÷íi

òà ãåîìåòðè÷íi çàäà÷i òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ i ñóáãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié òà

ìíîæèí íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0116U003060.

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ åêñòðåìàëüíi çàäà÷i ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨

ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ äëÿ îáëàñòåé, ÿêi íå ïåðåòèíàþòüñÿ ç âiëü-

íèìè ïîëþñàìè íà êîëi.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ äîñëiäæåííÿ çàäà÷i ïðî ìàêñèìóì äî-

áóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé.

Ìåòîþ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ ðîçðîáêà íîâèõ ïiäõîäiâ òà ìåòî-

äiâ äëÿ âèðiøåííÿ çàäà÷ ïðî ìàêñèìiçàöiþ äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ

âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé òà ¨õ óçàãàëüíåíü.

Äëÿ äîñÿãíåííÿ çàçíà÷åíî¨ ìåòè ó ðîáîòi áóëî ïîñòàâëåíî òàêi çàâ-
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äàííÿ:

1. Óäîñêîíàëèòè ìåòîä ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ïðî çíàõîäæåííÿ ìàêñèìóìó

äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé âiäíîñíî

òî÷îê îäèíè÷íîãî êîëà íà äåÿêó äîäàòíþ ñòåïiíü γ âíóòðiøíüîãî

ðàäióñà äåÿêî¨ îáëàñòi âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò i ðîçâ'ÿçàòè äëÿ

øèðøèõ iíòåðâàëiâ çíà÷åíü ïàðàìåòðà γ ;

2. Óäîñêîíàëèòè ìåòîä äîñëiäæåííÿ îöiíêè ìàêñèìóìó äîáóòêó âíóò-

ðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé âiäíîñíî òî÷îê îäè-

íè÷íîãî êîëà íà äåÿêó äîäàòíþ ñòåïiíü γ âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ äâîõ

íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò i íåñêií÷åííî âiä-

äàëåíî¨ òî÷êè äëÿ îòðèìàííÿ òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i äëÿ øèð-

øèõ iíòåðâàëiâ çíà÷åíü ïàðàìåòðà γ ;

3. Çíàéòè ìàêñèìóì äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ

îáëàñòåé iç äîäàòêîâèìè óìîâàìè ñèìåòði¨ íà äåÿêó äîäàòíþ ñòåïiíü

γ âíóòðiøíüîãî ðàäióñà ïåâíî¨ îáëàñòi âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ïðè ðîçâ'ÿçàííi çàâäàíü äèñåðòàöiéíî¨ ðî-

áîòè âèêîðèñòîâóþòüñÿ ìåòîäè êîìïëåêñíîãî àíàëiçó, ìåòîä ðîçäiëÿþ÷îãî

ïåðåòâîðåííÿ òà ìåòîäè òåîði¨ êâàäðàòè÷íèõ äèôåðåíöiàëiâ.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Óñi îòðèìàíi ðåçóëü-

òàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ íîâèìè i ïîëÿãàþòü ó íàñòóïíîìó:

1. Ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ïðî çíàõîäæåííÿ ìàêñèìóìó äîáóòêó âíóòðiøíiõ

ðàäióñiâ n âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ùî ìiñòÿòü íåôiêñîâàíi

òî÷êè îäèíè÷íîãî êîëà, íà äåÿêó äîäàòíþ ñòåïiíü γ âíóòðiøíüîãî ðà-

äióñà îáëàñòi, ÿêà ìiñòèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò, ó âèïàäêó γ ∈ (1;n0.45] ,

n ≥ 12 . Çà óìîâè n > 126 âêàçàíó çàäà÷ó ðîçâ'ÿçàíî äëÿ øèðøîãî

iíòåðâàëó çíà÷åíü ïàðàìåòðà γ , à ñàìå: γ ∈ (1;n0.5] .

2. Äîâåäåíî, ùî äëÿ êîæíîãî n > 2 iñíó¹ ÷èñëî γ0n , äëÿ ÿêîãî ïðè
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áóäü-ÿêîìó γ ∈ (0; γ0n) çíàéäåíî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðî çíàõîäæåííÿ

ìàêñèìóìó äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ n ÷àñòêîâî ïåðåòèííèõ îá-

ëàñòåé âiäíîñíî n -ïðîìåíåâèõ ñèñòåì òî÷îê íà ñòåïåíi γ âíóòðiøíiõ

ðàäióñiâ îáëàñòåé âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò i íåñêií÷åííî âiääàëå-

íî¨ òî÷êè.

3. Îòðèìàíî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðî ìàêñèìóì äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðà-

äióñiâ n âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé iç äîäàòêîâîþ óìîâîþ ñè-

ìåòði¨, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ îáëàñòþ, ÿêié íàëåæèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò,

íà ñòåïiíü γ ∈ (0; 3
2 ] âíóòðiøíüîãî ðàäióñó öi¹¨ îáëàñòi ïðè n ≥ 9 .

Ç äåÿêèõ ðåçóëüòàòiâ îòðèìàíî íèçêó íàñëiäêiâ äëÿ êëàñè÷íèõ âè-

ïàäêiâ çàäà÷i âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé i òî÷îê îäèíè÷íîãî êîëà,

ÿêi çíà÷íî ïîêðàùóþòü ðåçóëüòàòiâ ïîïåðåäíèêiâ.

Ó ðîçäiëi 1 äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè çðîáëåíî îãëÿä ëiòåðàòóðè, âèêëà-

äåíî îñíîâíi iäå¨ ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ äàíèõ ïðîáëåì, íàâåäåíî îçíà÷åííÿ

i òåîðåìè, íåîáõiäíi äëÿ ôîðìóëþâàííÿ i äîâåäåííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ

äèñåðòàöi¨.

Âèêëàä îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ ïî÷è-

íà¹òüñÿ ç ðîçäiëó 2.

Ó ðîçäiëi 2 äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ðîçãëÿäà¹òüñÿ Çàäà÷à 1. Îñíîâíi

ðåçóëüòàòè äðóãîãî ðîçäiëó ïðåäñòàâëåíi â íàñòóïíèõ òåîðåìàõ:

Òåîðåìà 2.3.1 Íåõàé n ∈ N , n > 12 , γ ∈ (0, γn], γn = n0,45 .

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè ðiçíèõ òî÷îê îäèíè÷íîãî êîëà An = {ak}nk=1

i áóäü-ÿêîãî íàáîðó âçàèìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk , ak ∈ Bk ⊂ C ,

a0 = 0 ∈ B0 , k = 1, n , ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

rγ (B0, 0)
n∏
k=1

r (Bk, ak) 6 rγ(D0, d0) ·
n∏
k=1

r(Dk, dk),

äå îáëàñòi D0 , Dk i òî÷êè d0 , dk (k = 1, 4 ) � âiäïîâiäíî êðóãîâi îáëàñòi
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i ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2. (1)

Òåîðåìà 2.3.2 Íåõàé n ∈ N , n > 126 , γ ∈ (0, γn], γn = n0,5 .

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè ðiçíèõ òî÷îê îäèíè÷íîãî êîëà An = {ak}nk=1

i áóäü-ÿêîãî íàáîðó âçàèìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk , ak ∈ Bk ⊂ C ,

a0 = 0 ∈ B0 , k = 1, n ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

rγ(B0, a0)
n∏
k=1

r(Bk, ak) 6 rγ(D0, d0) ·
n∏
k=1

r(Dk, dk),

äå îáëàñòi D0 , Dk i òî÷êè d0 , dk (k = 1, 4 ) � âiäïîâiäíî êðóãîâi îáëàñòi

i ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà (2.1)

Òåîðåìà 2.3.3 Íåõàé n = 4 , γ ∈ (1; 2.09] . Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñè-

ñòåìè ðiçíèõ òî÷îê îäèíè÷íîãî êîëà An = {ak}nk=1 i áóäü-ÿêîãî íàáî-

ðó âçàèìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk , ak ∈ Bk ⊂ C , a0 = 0 ∈ B0 ,

k = 1, 4 ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

rγ(B0, a0)
4∏

k=1

r(Bk, ak) 6 rγ(D0, d0) ·
4∏

k=1

r(Dk, dk),

äå îáëàñòi D0 , Dk i òî÷êè d0 , dk (k = 1, 4 ) �êðóãîâi îáëàñòi i ïîëþñè

êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà (2.1) âiäïîâiäíî.

Ó ðîçäiëi 3 äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ðîçãëÿäà¹òüñÿ Çàäà÷à 2. Íåõàé

N , R � ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ i äiéñíèõ ÷èñåë âiäïîâiäíî, C � êîìïëåêñ-

íà ïëîùèíà, C = C
⋃
{∞} � ðîçøèðåíà êîìïëåêñíà ïëîùèíà àáî ñôåðà

Ðiìàíà, R+ = (0,∞) . Íåõàé r(B, a) � âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi B ⊂ C

âiäíîñíî òî÷êè a ∈ B [48].

Ñèñòåìà òî÷îê An :=
{
ak ∈ C : k = 1, n

}
íàçèâà¹òüñÿ n -

ïðîìåíåâîþ, ÿêùî |ak| ∈ R+ ïðè k = 1, n , 0 = arg a1 < arg a2 < . . . <

arg an < 2π . Ïîçíà÷èìî ïðè öüîìó θk := arg ak, an+1 := a1, θn+1 := 2π,

αk := 1
π arg ak+1

ak
, αn+1 := α1, k = 1, n.
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Ñèñòåìîþ íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííèé íàáið

äîâiëüíèõ ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé {Bk}nk=1 , n ∈ N , n > 2 òàêèõ,

ùî Bk ⊂ C , Bk ∩Bm = ∅ , k 6= m , k,m = 1, n .

Âiäêðèòà ìíîæèíà D çàäîâiëüíÿ¹ óìîâó íåíàëÿãàííÿ âiäíîñíî òî÷îê

{0, a1, a2, ..., an,∞} ∈ D , {a1, a2, ..., an} � n -ïðîìåíåâà ñèñòåìà òî÷îê,

ÿêùî ìíîæèíè Dk(0), Dk(ak), Dk(ak+1), Dk(∞) ïîïàðíî íåïåðåòèíàþòüñÿ

ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó k , k = 1, n , äå Dk(0) � çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà

D ∩ Pk , ÿêà ìiñòèòü òî÷êó 0 ; Dk(ak) � çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà D ∩ Pk , ÿêà
ìiñòèòü òî÷êó ak ; Dk(ak+1) � çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà D ∩ Pk , ÿêà ìiñòèòü

òî÷êó ak+1 ; Dk(∞) � çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà D ∩Pk , ÿêà ìiñòèòü òî÷êó ∞ .

Ñèñòåìà îáëàñòåé B0, B1, ..., Bn, B∞ , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n ,

0 ∈ B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C çàäîâiëüíÿ¹ óìîâó ÷àñòêîâîãî ïåðåòèíó, ÿêùî

âiäêðèòà ìíîæèíà D = B0∪B1∪ ...∪Bn∪B∞ çàäîâiëüíÿ¹ óìîâó íåíàëÿ-

ãàííÿ âiäíîñíî ñèñòåìè òî÷îê 0, a1, a2, ..., an,∞ . Íàäàëi òàêi ñèñòåìè íà-

çèâàòèìåìî ñèñòåìàìè ÷àñòêîâî ïåðåòèííèõ îáëàñòåé âiäíîñíî âêàçàíî¨

ñèñòåìè òî÷îê. Äëÿ äîâiëüíî¨ n -ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê An = {ak}nk=1

ðîçãëÿíåìî òàêèé "êåðóþ÷èé" ôóíêöiîíàë:

M(An) :=
n∏
k=1

χ

(∣∣∣ ak
ak+1

∣∣∣ 1
2αk

)
|ak|.

Íåõàé

S(x) = x2x
2+2 · |1− x|−(1−x)

2

· (1 + x)−(1+x)
2

è F (x) = ln(S(x)). (2)

F (x) � âèïóêëà ôóíêöiÿ íà iòåðâàëi [0, x0] , x0 ≈ 0, 88441 . y0 =

minF ′(x) , x ∈ (0; +∞), y0 ≈ −1.059 . Ðiâíÿííÿ F ′(x) = t ïðè t > 0

ìà¹ ¹äèííèé ðîçâ'ÿçîê. ßêùî t < 0 , òî öå ðiâíÿííÿ ìà¹ äâà ðîçâ'ÿçêè:

x1(t), x2(t), x1(t) ∈ (0;x0), x2(t) ∈ (x0;∞) (äèâ. Ðèñ. 3.3).
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Ðèñ. 1: Ãðàôiê ôóíêöi¨ F ′(x)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

µn = min
t

((n− 1)x1(t) + x2(t)), γ
0
n = (

µn
2

)2. (3)

Äëÿ ÷àñòêîâî ïåðåòèííèõ îáëàñòåé B0, B1, ..., Bn, B∞ , òàêèõ, ùî

ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , 0 ∈ B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C Dk ñïðàâåäëèâi

ðåçóëüòàòè.

Òåîðåìà 3.3.1 Íåõàé 0 < γ < γ0n , n ≥ 2, n ∈ N . Òîäi äëÿ áóäü-

ÿêî¨ n -ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê An = {ak}nk=1 , òàêî¨, ùî M(An) = 1

i áóäü-ÿêîãî íàáîðó ÷àñòêîâî ïåðåòèííèõ îáëàñòåé B0 , {Bk}nk=1 , B∞

(0 ∈ B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C ) ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Bk, ak) 6 [r (Λ0, 0) r (Λ∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Λk, λk) ,

äå îáëàñòi Λ0 , Λ∞ , Λk i òî÷êè 0 , ∞ , λk (k = 1, n , n ≥ 2 ) � âiäïîâiäíî
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êðóãîâi îáëàñòi i ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = −γw
2n + (n2 − 2γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Íàñòóïíà òåîðåìà äîïîâíþ¹ Òåîðåìó 3.3.1:

Òåîðåìà 3.3.2 Íåõàé 0 < γ 6 γn , γ2 = 0, 72 , γ3 = 1, 40 , γ4 = 2, 27 ,

γ5 = 3, 33 , γ6 = 4, 64 , γn = 0.0845n2 + 0.088n + 0.0229 , n ≥ 7 . Òîäi äëÿ

γ ∈ (0, γn] , áóäü-ÿêî¨ n -ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê An = {ak}nk=1 , òàêî¨,

ùî M(An) = 1 è áóäü-ÿêîãî íàáîðó ÷àñòêîâî ïåðåòèííèõ îáëàñòåé B0 ,

{Bk}nk=1 , B∞ (0 ∈ B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C ) ñïðàâåäëèâà

íåðiâíiñòü

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Bk, ak) 6 [r (Λ0, 0) r (Λ∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Λk, λk) ,

äå îáëàñòi Λ0 , Λ∞ , Λk i òî÷êè 0 , ∞ , λk (k = 1, n , n ≥ 2 ) � âiäïîâiäíî

êðóãîâi îáëàñòi i ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = −γw
2n + (n2 − 2γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Ó 4 ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à, ÿêà óçàãàëüíþ¹ ïîñòàíîâêó Çà-

äà÷i 3.

Íåõàé U � âiäêðèòèé îäèíè÷íèé êðóã ç öåíòðîì â ïî÷àòêó êîîð-

äèíàò, ðU - îäèíè÷íå êîëî. Ââàæàòèìåìî, ùî îáëàñòü G0 íàëåæèòü äî

êëàñó K , ÿêùî:

1. 0 ∈ G0 ⊂ C ;

2.
(
C \G0

)
∩ðU ìiñòèòü õî÷à á îäíó íåâèðîäæåíó äóãó îäèíè÷íîãî êîëà.

Ââàæàòèìåìî, ùîî îáëàñòü G0 ∈ K íàëåæèòü äî êëàñó K1 , ÿêùî

G0 ⊂ U , î÷åâèäíî, ùî K1 ⊂ K
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Ñèñòåìó âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé G1, G2, ..., Gn áóäåìî íà-

çèâàòè ñèñòåìîþ íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé ç äîäàòêîâîþ óìîâîþ ñèìåò-

ði¨, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ îáëàñòþ G0 , G0 ∈ K , ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíå

∪nk=1Gk ⊂ C \
{
G0 ∪ G̃0

}
. Î÷åâèäíî, ùî G0, G1, ..., Gn � ñèñòåìà âçà¹ìíî

íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé.

Çàäà÷à 4 Äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî n > 2 , 0 < γ 6 n çíàéòè

ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëà

In(γ) = [r (G0, 0)]γ
n∏
k=1

r (Gk, ak) , (4)

äå An = {ak}nk=1 � n -ïðîìåíåâà ñèñòåìà òî÷îê, òàêà, ùî M(An) = 1 , äå

G1, ..., Gn � ñèñòåìà íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé ç äîäàòêîâîþ óìîâîþ ñèìåò-

ði¨, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ îáëàñòþ G0 ∈ K , ak ∈ Gk ⊂ C , k = 1, n .

Ó 4 ðîçäiëi âäàëîñÿ îòðèìàòè ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê Çàäà÷i 4 i òiëüêè

äëÿ âèïàäêó, êîëè n -ïðîìåíåâà ñèñòåìà òî÷îê ðîçòàøîâàíà íà îäèíè÷-

íîìó êîëi, òîáòî ìà¹ ìiñöå ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 4.2.1 Íåõàé 0 < γ 6 3
2 , n > 9, n ∈ N . Òîäi äëÿ áóäü-

ÿêî¨ n -ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê An = {ak}nk=1 , òàêî¨, ùî |ak| = 1 i

äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé G0, G1, ..., Gn ,

äå {Gk}nk=1 � ñèñòåìà íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé ç äîäàòêîâîþ óìîâîþ

ñèìåòði¨, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ îáëàñòþ G0 ∈ K , ak ∈ Gk ⊂ C , k = 1, n

ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

[r (G0, 0)]γ
n∏
k=1

r (Gk, ak) 6 [r (Λ0, 0)]γ
n∏
k=1

r (Λk, λk) ,

äå îáëàñòi Λ0 , Λk i òî÷êè 0 , λk (k = 1, n ) � âiäïîâiäíî êðóãîâi îáëàñòi

i ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà,

Q(w)dw2 = −γw
2n + 2(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2. (5)
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Òåîðåìà 4.2.2 Íåõàé γ1n = 2γ0n , 0 < γ < γ1n , n > 2, n ∈ N . Òî-

äi äëÿ áóäü-ÿêî¨ n -ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê An = {ak}nk=1 , òàêî¨, ùî

M(An) = 1 , i äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé

G0, G1, ..., Gn , äå {Gk}nk=1 � ñèñòåìà íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé iç äîäàò-

êîâîþ óìîâîþ ñèìåòði¨, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ îáëàñòþ G0 ∈ K1 , òàêî¨, ùî

ak ∈ Gk ⊂ C , k = 1, n ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

[r (G0, 0)]γ
n∏
k=1

r (Gk, ak) 6 [r (Λ0, 0)]γ
n∏
k=1

r (Λk, λk) ,

äå îáëàñòi Λ0 , Λk i òî÷êè 0 , λk (k = 1, n , n > 2, ) �âiäïîâiäíî êðóãîâi

îáëàñòi i ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà (5)

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà ðî-

áîòà ìà¹ òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè i ìåòîäèêà ¨õíüîãî

îòðèìàííÿ ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè âèâ÷åííi ïèòàíü êîìïëåêñíîãî

àíàëiçó, ãîëîìîðôíî¨ äèíàìiêè, òåîði¨ ôóíêöié i òåîði¨ àïðîêñèìàöié.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Âèçíà÷åííÿ íàïðÿìêó é çàãàëüíî-

ãî ïëàíó äîñëiäæåíü, ïîñòàíîâêà çàäà÷, ôîðìóëþâàííÿ ðîáî÷èõ ãiïîòåç, à

òàêîæ äîïîìîãà ó äîáîði ìåòîäiâ äîñëiäæåíü íàëåæàòü íàóêîâîìó êåðiâ-

íèêîâi � Î. Ê. Áàõòiíó. Äîâåäåííÿ âñiõ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨,

ÿêi âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, ïðîâåëà îñîáèñòî àâòîðêà.

Ó ñòàòòÿõ [2, 4, 7] ó ñïèñêó îïóáëiêîâàíèõ ïðàöü, âèêîíàíèõ ó ñïiâàâ-

òîðñòâi, íàóêîâîìó êåðiâíèêó íàëåæèòü ïîñòàíîâêà çàäà÷, îáãîâîðåííÿ

îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ó ðîáîòàõ [6, 7, 8, 9, 10] âíåñîê iíøèõ ñïiâàâòîðiâ

ðiâíîöiííèé. Ó ðîáîòi [3] ß.Â. Çàáîëîòíîìó íàëåæèòü ïîñòàíîâêà çàäà÷

òà òåîðåìà 1. Ó ñòàòòi [4] ß.Â. Çàáîëîòíîìó íàëåæèòü òåîðåìà 2.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè äîïîâiäà-

ëèñü íà òàêèõ êîíôåðåíöiÿõ:

� XI Ëiòíié øêîëi "Àëãåáðà, Òîïîëîãiÿ, Àíàëiç" (ì. Îäåñà, 3 � 15 ñåðïíÿ
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2015 ðîêó);

� V Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ ìîëîäèõ â÷åíèõ ç äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü òà ¨õ çàñòîñóâàíü iìåíi ß. Á. Ëîïàòèíñüêîãî (ì. Êè¨â, 9 � 11 ëè-

ñòîïàäà 2016 ðîêó);

� Âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨ éìî-

âiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó" (ì. Âîðîõòà, 22 � 25 ëþòîãî

2017 ðîêó);

� Hypercomplex Seminar 2016: (Hyper)Complex and Harmonic Dynamical

Modelling: Topology in Physics of Dynamical Systems and Molecular

Nanoengines (30 years of the direct cooperation agreement Lodz

[University and Lodz Society of Sciences and Arts] � Kyiv [National

Academy of Sciences of Ukraine]), Mathematical Conference Center at

Bedlewo (Poland), July 22 - July 29.

à òàêîæ, íà òàêèõ ñåìiíàðàõ:

� ñåìiíàð âiääiëó êîìïëåêñíîãî àíàëiçó i òåîði¨ ïîòåíöiàëó Iíñòèòóòó

ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèê: äîêòîð ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîôåñîð

Ñ. À. Ïëàêñà);

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî ó 12 ðîáîòàõ, ç íèõ: 9

ôàõîâèõ, ñåðåä ÿêèõ 3 ñòàòòi ó æóðíàëàõ, ùî iíäåêñóþòüñÿ ìiæíàðîäíîþ

íàóêîìåòðè÷íîþ áàçîþ Scopus.

Ïóáëiêàöi¨:

1.Äâîðàê È.ß. Îöåíêè ïðîèçâåäåíèé âíóòðåííèõ ðàäèóñîâ äëÿ ÷à-

ñòè÷íî íåíàëåãàþùèõ îáëàñòåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè//Óêð. ìàòåì. âiñ-

íèê - 2018 ð. ò. 15, � 3,-ñ.345-357

2.À Ê. Áàõòèí, È.ß. Äâîðàê Çàäà÷à îá ýêñòðåìàëüíîì ðàçáèåíèè

ïëîñêîñòè // Ïðàöi Iíñòèòóòó ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè i ìåõàíiêè ÍÀÍ
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Óêðà¨íè. � Ê.: 2018� Ò.32 � C. 3-10.

3.Ya. Zabolotnii, I. Dvorak. Some Evaluation of Maximum of The

Product of Conformal Radii for Pairwaise Vonoverlapping Domains //

Lobachevskii Journal of Mathematics, 2017, Vol. 38, No , pp. 554-559

4.Áàõòií Î.Ê., Äâîðàê I.ß., Çàáîëîòíèé ß.Â. Îöiíêè äîáóòêó âíóò-

ðiøíiõ ðàäióñiâ ï'ÿòè âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé// Óêð. ìàò. æóðí.

� - 2017. � - Ò. 69, � 2. � - Ñ.261� -267

(Ïåðåêëàä àíãëiéñüêîþ:Estimates for the Product of Inner Radii of Five

Nonoverlapping Domains. -Ukrainian Mathematical Journalþ � July 2017,

Volume 69, Issue 2, pp 304�311)

5.Äâîðàê I.ß. Î âíóòðåííèõ ðàäèóñàõ ñèììåòðè÷íûõ íåíàëåãàþùèõ

îáëàñòåé//Óêð. ìàòåì. âiñíèê - Òîì 13 (2016), � 2, ñ. 157 � 166

(Ïåðåêëàä àíãëiéñüêîþ: Inna Ya. Dvorak. On the inner radii of

symmetric nonoverlapping domains. // Journal of Mathematical Sciences. �

2017. � Vol. 221, No. 5. � P. 630 � 637.)

6. Ã.Ï. Áàõòèíà, È.ß. Äâîðàê, È.Â. Äåíåãà. Î ïðîèçâåäåíèè âíóò-

ðåííèõ ðàäèóñîâ âçàèìíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îáëàñòåé // Äîï. ÍÀÍ

Óêðà¨íè. � 2016. � �1. � Ñ. 7 � 11.

7. À.Ê. Áàõòèí, È.ß. Äâîðàê, È.Â. Äåíåãà. Ðàçäåëÿþùåå ïðåîáðà-

çîâàíèå â çàäà÷àõ îá ýêñòðåìàëüíîì ðàçáèåíèè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè //

Äîï. ÍÀÍ Óêðà¨íè. � 2015. � �12. � Ñ. 7 � 12.

8. Ã. Ï. Áàõòiíà, Â. �.Âþí, I.ß. Äâîðàê. Îöiíêè äîáóòêiâ âíóòðiøíiõ

îáëàñòåé â çàäà÷àõ ïðî åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè //

Çá. ïðàöü Ií-òó ìàòåì. ÍÀÍ Óêðà¨íè. � Ê.: Ií-ò ìàòåì. ÍÀÍ Óêðà¨íè,

2015. � Ò.12, �3. � C. 29 � 36.

9. À.Ê. Áàõòèí, È.ß. Äâîðàê, È.Â. Äåíåãà. Òî÷íûå îöåíêè ïðîèçâå-

äåíèé âíóòðåííèõ ðàäèóñîâ âçàèìíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îáëàñòåé â êîì-
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ïëåêñíîé ïëîñêîñòè // Çá. ïðàöü Ií-òó ìàòåì. ÍÀÍ Óêðà¨íè. � Ê.: Ií-ò

ìàòåì. ÍÀÍ Óêðà¨íè, 2015. � Ò.12, �4. � C. 29 � 36.

10. Bakhtin A., Dvorak I., Denega I. Extremal decomposition of the

complex plane. X Ëiòíÿ øêîëà "Àëãåáðà, Òîïîëîãiÿ, Àíàëiç". 3 �15 ñåðïíÿ

2015 ðîêó, Îäåñà, Óêðà¨íà: Òåçè äîïîâiäåé. � Ê.: Ií-ò ìàòåì. ÍÀÍ Óêðà¨íè,

2015. � C. 65 -� 67.

11.Dvorak I. About iner radii nonoverlapping domains.// V Ìiæíàðîäíà

êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ â÷åíèõ ç äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà ¨õ çàñòîñóâàíü

iìåíi ß. Á. Ëîïàòèíñüêîãî. 9 � 11 ëèñòîïàäà 2016 ðîêó, ì. Êè¨â, Óêðà¨íà:

Book of abstracts. � Âiííèöÿ, 2016. � C. 58 -� 60;

12. Äâîðàê È. ß. Î âíóòðåííèõ ðàäèóñàõ ñèììåòðè÷íûõ íåíàëÿãàþ-

ùèõ îáëàñòåé.// "Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨ éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íî-

ãî àíàëiçó": Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ, òåçè äîïîâiäåé. Âîðîõòà,

22 � 25 ëþòîãî 2017 ð. � Iâàíî-Ôðàíêiâñüê: ÄÂÍÇ "Ïðèêàðïàòñüêèé íà-

öiîíëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà 2017. � C. 79 -� 82;

Ñåðåä ñòàòåé 3 ñòàòòi [3,4,5] îïóáëiêîâàíî â æóðíàëàõ, ÿêi âõîäÿòü

äî íàóêîìåòðè÷íî¨ áàçè äàíèõ Scopus.

Ñòðóêòóðà äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç àíîòàöi¨, çìiñòó,

âñòóïó, 4 ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ òà ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë, ùî ìiñòèòü

79 íàéìåíóâàíü. Ïîâíèé îáñÿã äèñåðòàöi¨ ñòàíîâèòü 147 ñòîðiíîê.

Ïîäÿêè. Âèñëîâëþþ ùèðó ïîäÿêó íàóêîâîìó êåðiâíèêîâi, äîêòîðó

ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñîðó Áàõòiíó Îëåêñàíäðó Êîñòÿíòèíî-

âè÷ó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, êîðèñíi ïîðàäè é ðåêîìåíäàöi¨, à òàêîæ êàíäè-

äàòàì ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê Äåíåçi Iðèíi Âiêòîðiâíi é Çàáîëîòíîìó

ßðîñëàâîâi Âîëîäèìèðîâè÷ó çà ïëiäíó ñïiâïðàöþ, ïîñòiéíó óâàãó äî ðî-

áîòè i ïiäòðèìêó ïðè ñòâîðåííi äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè.
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ÐÎÇÄIË 1

ÄÎÏÎÌIÆÍI ÂIÄÎÌÎÑÒI, ÎÃËßÄ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ ÇÀ

ÒÅÌÎÞ ÄÈÑÅÐÒÀÖI�

1.1. Ðåçóëüòàòè ïîïåðåäíèêiâ, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ðî-

áîòi

Âiäîìî, ùî ìåòîä ñèìåòðèçàöi¨ âiäiãðà¹ çíà÷íó ðîëü ïðè âèðiøåííi

çàäà÷ ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ôóíêöi¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨, i ìà¹ äóæå äàâíþ

iñòîðiþ.

Ïåðøi äîñëiäæåííÿ ìåòîäó ñèìåòðèçàöi¨ â ãåîìåòði¨ òà àíàëiçi íà ïî-

÷àòêó 19 ñòîëiòòÿ áóëè âèêîíàíi ß. Øòåéíåðîì. Ïiçíiøå íà ïî÷àòêó 20

ñòîëiòòÿ øèðîêå çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ñèìåòðèçàöi¨ çäiéñíåíî â ðîáîòàõ

Õàðäi i Ëiòòâóäà [48], Ïîëià i Ñåãå [75], Õåéìàíà [79], Äæåíêiíñà [47], Ìàð-

êóñà [10], Áåðíñòàéíà [1], I.Ï.Ìiòþêà [74], Òàìðàçîâà [76], Ñîëèíiíà [48],

Äóáiíiíà [48,50], Øëèêà [48].

Âàðòî âiäìiòèòè, ùî â ðàííiõ ðîáîòàõ ñèìåòðèçàöiéíi ìåòîäè ïîòðå-

áóâàëè iíäèâiäóàëüíîãî ïðèñòîñóâàííÿ äî êîæíî¨ çàäà÷i, ùî âèêëèêàëî

çíà÷íi òðóäíîùi.

Íàïðèêiíöi 70-õ ðîêiâ Â.Ì. Äóáiíií ðîçðîáèâ íîâèé, íà òîé ÷àñ, ñè-

ìåòðèçàöiéíèé ìåòîä ðîçäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ, ÿêèé ïîêðàùèâ ìîæ-

ëèâîñòi äîñëiäæåííÿ ðiçíîìàíiòíèõ çàäà÷ [52]. Íàïðèêëàä, â ðîáîòi [50]

çà äîïîïîìîãîþ öüîãî ìåòîäó ðîçâ'ÿçàíî äåêiëüêà âàæëèâèõ çàäà÷ ïðî

åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, ðîçâ'ÿçîê ÿêèõ âäàëîñÿ ðå-

àëiçóâàòè ëèøå çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ðîçäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ. Âàðòî
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âiäçíà÷èòè, ùî ñèìåòðèçàöiéíèé ìåòîä äîçâîëèâ îòðèìàòè òàêi ðåçóëüòà-

òè, ÿêi iíøèìè ìåòîäàìè ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ôóíêöi¨ (ìåòîä ïëîù, ìåòîä

êîíòóðíîãî iíòåãðóâàííÿ, ìåòîä åêñòðåìàëüíèõ ìåòðèê, âàðiàöiéíèé ìå-

òîä, ïàðàìåòðè÷íèé ìåòîä) îòðèìàòè íå âäà¹òüñÿ. Ìåòîä ðîçäiëÿþ÷îãî

ïåðåòâîðåííÿ áàçó¹òüñÿ íà âèâ÷åííi ïîâåäiíêè iíòåãðàëà Äiðiõëå ïðè äåÿ-

êèõ ñèìåòðèçàöiéíèõ ïåðåòâîðåííÿõ. Äîáðå âiäîìà ðîëü iíòåãðàëà Äiðiõëå

â ðÿäi êëàñè÷íèõ çàäà÷ àíàëiçó, ãåîìåòði¨ i ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè.

Öÿ äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà êëàñè÷íîìó ðîçäiëó ãåîìåòðè÷-

íî¨ òåîði¨ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨, à ñàìå äîñëiäæåííþ åêñòðåìàëü-

íèõ çàäà÷ äëÿ íåïåðåòèííèõ òà ÷àñòêîâî ïåðåòèííèõ îáëàñòåé. Ïî÷àòîê

ðîçâèòêó äàííîãî íàïðÿìó áóëî äàíî â ðîáîòi Ì. Î. Ëàâðåíòüåâà [73].

Â 1934 ðîöi íèì áóëà ñôîðìóëüîâàíà i ðîçâ'ÿçàíà çàäà÷à ïðî ìàêñèìóì

äîáóòêó êîíôîðìíèõ ðàäióñiâ äâîõ îäíîñâÿçíèõ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îá-

ëàñòåé êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó çàãàëüíó çàäà÷ó ïðî íåïåðåòèííi îáëàñòi. Íà

ïëîùèíi w äàíî n ðiçíèõ ñêií÷åíèõ òî÷îê a1 , a2 , ..., an , n > 2 . Ôóíêöi¨

w = fk(z), k = 1, 2, ..., n , ðåãóëÿðíi â êðóçi |z| < 1 , îäíîëèñòíî âiäîáðà-

æàþòü êðóã |z| < 1 íà íåïåðåòèííi îäíà ç îäíîþ îáëàñòi Bk , ÿêi ìiñòÿòü

âiäïîâiäíî òî÷êè ak . k = 1, n , i ïðèòîìó, òàê, ùî fk(0) = ak, 1, n . Äî-

ñëiäæó¹ìî ïðîáëåìó ïðî ìàêñèìóì äîáóòêó

Jn =
n∏
k=1

|f ′k(0)|

âiäíîñíî âñåìîæëèâèõ ôóíêöié. Ó âèïàäêó n = 2 âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ

áóëà äàíà Ëàâðåíòüåâèì Ì. Î. ó 1934 ðîöi. Íàâåäåìî ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 1.1.1 Íåõàé a1 i a2 - äåÿêi ôiêñîâàíi òî÷êè êîìïëåêñíî¨

ïëîùèíè C , ak ∈ Bk , k = 1, 2 - äîâiëüíi âçà¹ìíî íåïåðåòèííi îäíîñâÿçíi

îáëàñòi C , i ôóíêöi¨ fk(z) ðåãóëÿðíî âiäîáðàæàþòü îäèíè÷íèé êðóã U =

z ∈ C : |z| < 1 íà îáëàñòi Bk, k = 1, 2 òàê, ùî fk(0) = ak, k = 1, 2 . Òîäi
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ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà íåðiâíiñòü

|f ′1(0)| · |̇f ′2(0)| ≤ |a1 − a2|2

. Ïðè÷îìó çíàê ðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ, êîëè îáëàñòi B1, B2 ¹ ïiâïëîùèíàìè,

îòðèìàíèìè â ðåçóëüòàòi âèäàëåííÿ ç C ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà äî

âiäðiçêó [a1; a2] .

Öÿ çàäà÷à â ïîäàëüøîìó àêòèâíî âèâ÷àëàñÿ. Â 50-õ ðîêàõ ìèíóëîãî

ñòîëiòòÿ öþ çàäà÷ó äîñëiäæóâàâ Ãîëóçií Ã. Ì. [39]. Âií íå ëèøå óçàãàëüíèâ

ïîñòàíîâêó çàäà÷i Ì. Î. Ëàâðåíòü¹âà äëÿ n ≥ 3 , à é ðîçâ'ÿçàâ ¨¨ ó âèïàäêó

äëÿ n = 3 .

Òåîðåìà 1.1.2 Íåõàé a1 , a2 , a3 - äåÿêi ôiêñîâàíi òî÷êè êîìïëåêñíî¨

ïëîùèíè C , Bk, ak, k = 1, 2, 3 - äîâiëüíi âçà¹ìíî íåïåðåòèííi îäíîñâÿçíi

îáëàñòi C , i ôóíêöi¨ fk(z) ðåãóëÿðíî âiäîáðàæàþòü îäèíè÷íèé êðóã U =

z ∈ C : |z| < 1 íà îáëàñòi Bk, ak, k = 1, 2, 3 òàê, ùî fk(0) = ak, k = 1, 2, 3 .

Òîäi ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà íåðiâíiñòü

|f ′1(0)| · |f ′2(0)| · |f ′3(0)| ≤ 64

81
√

3
|a1 − a2||a1 − a3||a2 − a3|

.

Ïðè÷îìó ìàêñèìóì äîñÿãà¹òüñÿ, ÿêùî òî÷êè a1 , a2 , a3 ¹ âåðøèíàìè

ïðàâèëüíîãî òðèêóòíèêà, à ôóíêöi¨ w = fk(z) , k = 1, 2, 3 âiäîáðàæàþòü

îäèíè÷íèé êðóã |z| < 1 íà òðè êóòà âåëè÷èíîþ
2Φ

3
ç âåðøèíîþ â öåíòði

òðèêóòíèêà i ç áiñåêòèñàìè, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êè a1 , a2 , a3 . ßêùî

òî÷êè ðîçòàøîâàíi iíøèì ÷èíîì, òî ìàêñèìóì äîñÿãà¹òüñ÷ äëÿ ôóíêöié

w = fk(z), k = 1, 2, 3 , îäíà ç ÿêèõ áóäå îáìåæåíà â êðóçi |z| < 1 .

Äî ñåðåäèíè 80-õ ðîêiâ ïåðåâàæíà áiëüøiñòü çàäà÷ ôîðìóëþâàëàñÿ

â òåðìiãàõ ôiêñîâàíèõ ïîëþñiâ.

Â 1968 ðîöi Ï. Ì. Òàìðàçîâ [76] âèñóíóâ íîâó, íà òîé ÷àñ, iäåþ ïðî

òå, ùî öiêàâî ðîçãëÿíóòè çàäà÷i, ÿêi âiäïîâiäàþòü êâàäðàòè÷íèì äèôå-

ðåíöiàëàì, ïîëþñè ÿêèõ ìàþòü ïåâíó ñòóïâíü ñâîáîäè. Çîêðåìà, ó, âèùå
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çãàäàíié ðîáîòi, âií ðîçãëÿíóâ çàäà÷ó, ÿêà âiäïîâiäà¹ êâàäðàòè÷íèì äè-

ôåðåíöiàëàì ç ï'ÿòüìà âiëüíèìè ïðîñòèìè ïîëþñàìè. Äëÿ âèðiøåííÿ öi¹¨

çàäà÷i áóëî íèì ðîçðîáëåíî íîâèé ìåòîä äîñëiäæåííÿ.

Öÿ iäåÿ Ï. Ì. Òàìðàçîâà â 1973-1975 ðð. íåñïîäiâàíî, íà òîé ÷àñ,

áóëà çàñòîñîâàíà â ðîáîòàõ Ã.Ï. Áàõòiíî¨ [32] äî åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ ïðî

íåïåðåòèííi îáëàñòi, ÿêèì âiäïîâiäàþòü êâàäðàòè÷íi äèôåðåíöiàëè ç âiëü-

íèìè ïîëþñàìè äðóãîãî ïîðÿäêó. Ó ïîäàëüøîìó, çàäà÷i òàêîãî òèïó áóëè

ðîçâèíåíi â ðîáîòàõ Â.Ì. Äóáiíiíà [48, 50], Ã. Ï. Áàõòiíî¨ [31, 33], Î.Ê.

Áàõòiíà [15], Å.Ã. �ìåëüÿíîâà [53, 55] , Ã.Â. Êóçüìiíî¨ [70, 71], À.Ë. Òàð-

ãîíñüêîãî [?, 9, 38, 77], I. Â. Äåíåãè [46] òà iíøèõ ìàòåìàòèêiâ i îòðèìàëè

íàçâó çàäà÷ ïðî åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè ç âiëüíèìè

ïîëþñàìè. Ó 1974 Ã. Ï. Áàõòiíà [31] ñôîðìóëþâàëà çàäà÷ó ïðî çíàõîä-

æåííÿ ìàêñèìóìó ôóíêöiîíàëà

In =
n∏
k=1

R (Bk, ak) ,

äå {Bk}nk=1 , n ∈ N � ñèñòåìà îäíîçâ`ÿçíèõ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëà-

ñòåé, ñèìåòðè÷íèõ âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà, ak ∈ Bk ⊂ C , |ak| = 1 ,

k = 1, n , R (B, a) � êîíôîðìíèé ðàäióñ îáëàñòi B âiäíîñíî òî÷êè a .

Ðîçâ`ÿçîê çàäà÷i äëÿ n = 2 i n = 3 ìîæå áóòè îòðèìàíèé ç ðåçóëüòàòiâ

ðîáiò Ì. Î. Ëàâðåíòü¹âà [73] òà Ãîëóçiíà Ã. Ì. [39] âiäïîâiäíî. Äëÿ n = 4

âïåðøå ðîçâ`ÿçîê çàäà÷i áóâ îòðèìàíèé â ðîáîòi â 1974 [31].

Â 1984 ðîöi â ðîáîòi [35] áóëà ðîçãëÿíóòà áiëüø ñêëàäíà çàäà÷à ïðî

ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëà

In =
n∏
k=0

Rαk (Bk, ak) ,

äå {Bk}nk=0 , n ∈ N � ñèñòåìà îäíîçâ`ÿçèõ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé,

{Bk}nk=1 � ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî |z| = 1 , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ U , ak ∈ Bk ⊂ C ,
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R (B, a) � êîíôîðìíèé ðàäióñ îáëàñòi B âiäíîñíî òî÷êè a , |ak| = 1 ,

k = 1, n , αk ≥ 0 .

Â 1988 â ðîáîòi [50] Â.Ì. Äóáiíií çðîáèâ âàæëèâèé êðîê ó ðîçâèòêó

öi¹¨ òåîði¨ çîêðåìà âií ðîçãëÿíóâ òà ïîâíiñòþ âèðiøèâ çàäà÷ó ïðî ìàêñè-

ìóì ôóíêöiîíàëà

In =
n∏
k=0

r (Bk, ak) ,

äå {Bk}nk=0 , n ≥ 2 , n ∈ N � ñèñòåìà äîâiëüíèõ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ

áàãàòîçâ`ÿçèõ îáëàñòåé, a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , r(B, a)

- âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi B â òî÷öi a , a ∈ B . Âàðòî âiäçíà÷èòè, ùî

ó âèðiøåíié çàäà÷i ôóíêöiîíàë áóëî ðîçãëÿíóòî äëÿ äîâiëüíèõ áàãàòî-

çâ`ÿçèõ îáëàñòåé i çàìiñòü êîíôîðìíîãî ðàäióñó âèêîðèñòàíî âíóòðiøíié

ðàäióñ îáëàñòi [48].

Â ðîáîòi [48] çàïðîïîíîâàíî ñïèñîê âiäêðèòèõ ïðîáëåì ïîâÿçàíèé ç

öèì íàïðÿìêîì. Äâi ïðîáëåìè iç öüîãî ñïèñêó âèâ÷à¹òüñÿ â äàíié äèñåð-

òàöié ðîáîòi.

Çàäà÷à 1. Äîâåñòè, ùî ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó γ , γ ∈ (0;n]

ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëà

In(γ) = rγ(B0, a0)
n∏
k=1

r(Bk, ak),

äå B0 , {Bk}nk=1 , (n ≥ 2) � ïîïàðíî íåïåðåòèíi îáëàñòi â C , a0 = 0 ,

|ak| = 1 , k = 1, n , r(B, a) - âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi B â òî÷öi a ,

a ∈ B) , äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ äåÿêî¨ êîíôiãóðàöi¨ îáëàñòåé, ÿêi ìàþòü n �

êðàòíó ñèìåòðiþ.

Â 1988 â ðîáîòi Â. Ì. Äóáiíiíà [50] áóëî ðîçãëÿíóòî îäíó ïðîáëåìó:

Çàäà÷à 2. Çíàéòè ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëà

Jn(γ) = [r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Bk, ak) , (1)
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ïðè γ > 0 , n > 2 , íà ìíîæèíi âñiõ ñèñòåì âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé

{Bk}nk=1 , òàêèõ, ùî ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , a0 = 0 ⊂ B0 ⊂ C , ∞ ⊂ B∞ ⊂
C , r(B, a) - âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi B â òî÷öi a (a ∈ B) .

Çàäà÷à 2 áóëà ðîçâ`ÿçàíà äëÿ γ = 1/2 â ðîáîòi [72]. Ó 2008 ðîöi

öÿ ïðîáëåìà áóëà óçàãàëüíåíà äëÿ âèïàäêó, êîëè òî÷êè ðîçìiùåíi íà n -

ïðîìåíåâié ñèñòåìi [15].

Çàäà÷à 3. Ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó γ > 0 çíàéòè ìàêñèìóì ôóíê-

öiîíàëó

In(γ) = rγ(B0, a0)
n∏
k=1

r(Bk, ak),

ïðè óìîâi, ùî B0 , B1 , B2 , ..., Bn , (n ≥ 2) � ïîïàðíî íåïåðåòèííi áàãàòî-

çâ'ÿçíi îáëàñòi â C , 0 = a0 ∈ B0 ⊂ U ïðè÷îìó îáëàñòi {Bk}nk=1 , (n ≥ 2)

� ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî òî÷îê îäèíè÷íîãî êîëà, |ak| = 1 , k = 1, n , r(B, a)

- âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi B â òî÷öi a , a ∈ B .

Çàäà÷à 3 áóëà ñôîðìóëüîâàíà â 1994 ðîöi [48] ïðè γ = 1 i â öié

æå ðîáîòi âîíà áóëà ðîçâ`ÿçàíà äëÿ γ = 1 .Áàõòií Î. Ê. çàïðîïîíóâàâ

ðîçãëÿíóòè öþ çàäà÷ó ïðè γ > 0 â 2015 ðîöi [25]. Âàðòî âiäçíà÷èòè, ùî

äëÿ 0 < γ ≤ 1 ðîçâ`ÿçîê çàäà÷i âèïëèâà¹ iç ðîáîòè [63]. Â äèñåðòàöiéíié

ðîáîòi ìè ðîçãëÿäà¹ìî öþ ïðîáëåìó ïðè γ > 1 .

Òàêèì ÷èíîì, iäåÿ Ï.Ì. Òàìðàçîâà ïðî åêñòðåìàëüíi çàäà÷i ç âiëüíè-

ìè ïîëþñàìè, ÿêi âiäïîâiäàþòü êâàäðàòè÷íèì äèôåðåíöiàëàì, ïðèçâåëà

äî âèíèêíåííÿ íîâîãî íàïðÿìó ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ôóíêöié, ÿêèé çàðàç

íîñèòü íàçâó çàäà÷ ïðî åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè ç

âiëüíèìè ïîëþñàìè. Öÿ iäåÿ âèíèêëà íà îñíîâi áàãàòîði÷íîãî äîñëiäæåí-

íÿ çàäà÷, ÿêi âiäïîâiäàþòü êâàäðàòè÷íèì äèôåðåíöiàëàì ç ôiêñîâàíèìè

ïîëþñàìè.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ òðüîõ, íàâåäåíèõ âè-

ùå, ïðîáëåì äëÿ âiëüíèõ ïîëþñiâ ðîçòàøîâàíèõ íà îäèíè÷íîìó êîëi àáî
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n - ïðîìåíåâèõ ñèñòåìàõ.

1.2. Êîíôîðìíèé i âíóòðiøíié ðàäióñè îáëàñòi òà ôóíêöiÿ

Ãðiíà

Íåõàé B ⊂ C � îäíîçâ'ÿçíà îáëàñòü, U = {z : |z| < 1} � îäèíè÷íèé

êðóã i a ∈ B . Çãiäíî ç òåîðåìîþ Ðiìàíà ïðî âiäîáðàæåííÿ [39], iñíó¹

êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ îáëàñòi B íà îäèíè÷íèé êðóã U ïðè ÿêîìó

f(a) = 0 ∈ U , f ′(a) > 0 . ßêùî ðîçãëÿíóòè îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ ϕ

òàêå, ùî çäiéñíþ¹ âiäîáðàæåííÿ îäèíè÷íîãî êðóãà U íà îáëàñòü B òàê,

ùî ϕ(0) = a. Òîäi ïîíÿòòÿ êîíôîðìíîãî ðàäióñà îäíîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi

B ⊂ C âiäíîñíî òî÷êè a ∈ B âèçíà÷èìî íàñòóïíèì ÷èíîì

R(B, a) =
1

|f ′(a)|
= |ϕ′(0)|.

Óçàãàëüíåííÿì ïîíÿòòÿ êîíôîðìíîãî ðàäióñà äëÿ áàãàòîçâ'ÿçíèõ îá-

ëàñòåé ¹ ïîíÿòòÿ âíóòðiøíüîãî ðàäióñà îáëàñòi, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ çà äî-

ïîìîãîþ óçàãàëüíåíó ôóíêöiþ Ãðiíà [39].

Íåõàé N , R �ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ i äiéñíèõ ÷èñåë âiäïîâiäíî, C

� êîìïëåêñíà ïëîùèíà, C = C
⋃
{∞} � ðîçøèðåíà êîìïëåêñíà ïëîùèíà

àáî ñôåðà Ðiìàíà, R+ = (0,∞) , i χ(t) = 1
2

(
t+ t−1

)
� ôóíêöiÿ Æóêîâñü-

êîãî, D � îáëàñòü â C , D 6= C .

Ôóíêöi¹þ Ãðiíà îáëàñòi D íàçèâà¹òüñÿ òàêà äiéñíà ôóíêöiÿ

gD(z, z0) , ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ïðè âñiõ z , z0 ∈ D , z 6= z0 , i ïðè êîæíî-

ìó ôiêñîâàíîìó z0 ∈ D âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

1) ôóíêöiÿ gD(z, z0) ãàðìîíi÷íà ÿê ôóíêöiÿ âiä z â îáëàñòi D\{z0} ;
2) ÿêùî z → z0 , òî gD(z, z0) → +∞ , ïðè öüîìó ðiçíèöÿ

gD(z, z0) − log 1
|z−z0| çàëèøà¹òüñÿ îáìåæåíîþ äëÿ ñêií÷åííîãî z0 , à ðiç-

íèöÿ gD(z, z0)− log |z| îáìåæåíà äëÿ z0 =∞ ;
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3) ïðè íàáëèæåííi äî ìåæi ∂D ôóíêöiÿ gD(z, z0) ïðÿìó¹ äî íóëÿ.

ßêùî îáëàñòü D ìà¹ ôóíêöiþ Ãðiíà (íàïðèêëàä, ó âèïàäêó, êîëè

∂D ñêëàäà¹òüñÿ iç ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çàìêíåíèõ æîðäàíîâèõ êðèâèõ),

òî iç ïðèâåäåíîãî îçíà÷åííÿ ñëiäó¹ ñèìåòðè÷íiñòü i äîäàòíiñòü ôóíêöi¨

gD(z, z0) (äèâ. [39], [79]):

gD(z, z0) = gD(z0, z) > 0, ∀z, z0 ∈ D, z 6= z0.

Äîâiëüíó îáëàñòü D ⊂ C çàâæäè ìîæíà âè÷åðïàòè ïîñëiäîâíiñòþ

îáëàñòåé D1 ⊂ D2 ⊂ . . . , äëÿ êîæíî¨ iç ÿêèõ iñíó¹ ôóíêöiÿ Ãðiíà. Â öüî-

ìó âèïàäêó iç òåîðåìè Õàðíàêà ïðî çðîñòàþ÷i ïîñëiäîâíîñòi ãàðìîíi÷íèõ

ôóíêöié (äèâ. [48]) ñëiäó¹, ùî äëÿ êîæíîãî z0 ∈ D\{∞} ïîñëiäîâíiñòü

ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié

hDk,z0(z) := gDk
(z, z0)− log

1

|z − z0|
, z ∈ D{z0},

äîîçíà÷åíà ïî íåïåðåðâíîñòi â òî÷öi z0 , ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ íà êîìïàêò-

íèõ ïiäìíîæèíàõ îáëàñòi D ïðè k →∞ àáî +∞ , àáî äî äåÿêî¨ ãàðìîíi÷-

íî¨ ôóíêöi¨ hD,z0(z) , ÿêà íå çàëåæèòü âiä âèáîðó îáëàñòåé D1, D2, . . . . Â

îñòàííüîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ

gD(z, z0) := hD,z0(z) + log
1

|z − z0|
íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíîþ ôóíêöi¹þ Ãðiíà îáëàñòi D , ïðè öüîìó âåëè÷è-

íà

r(D, z0) := exp(hD,z0(z0)) = expγ

íàçèâà¹òüñÿ âíóòðiøíiì ðàäióñîì îáëàñòi D âiäíîñíî òî÷êè z0 (äèâ. [15],

[48]) i ïîçíà÷àþòü r(D, z0) . Ó âèïàäêó, êîëè ïîñëiäîâíiñòü hDk,z0(z) ðiâ-

íîìiðíî çáiãà¹òüñÿ íà êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèíàõ îáëàñòi D äî +∞ ïðè

k → ∞ , ïîêëàäåìî r(D, z0) := +∞ . Âñå ñêàçàíå âèùå ñïðàâåäëèâî äëÿ

z0 = ∞ ç íàñòóïíîþ ìîäèôiêàöi¹þ: ôóíêöi¨ hDk,∞(z) âèçíà÷àþòüñÿ ðiâ-
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íîñòÿìè

hDk,∞(z) := gDk
(z,∞)− log |z|.

Äëÿ îäíîñâ'ÿçíèõ îáëàñòåé âíóòðiøíié ðàäióñ ñïiâïàäà¹ ç êîíôîðìíèì

ðàäióñîì. Ó âèïàäêó íåñêií÷åííî âiääàëåíî¨ òî÷êè ìà¹ìî

gD(z,∞) := log |z|+ γ + o(1), z →∞,

äå γ � ñòàëà Ðîáåíà îáëàñòi D , r(D,∞) = expγ � âíóòðiøíié ðàäióñ ïðè

z →∞ [48].

Ïðèïóñòèìî, ùî D � îäíîçâ'ÿçíà i

w = ψ(z) = z − a0 + b1(z − a0)2 + . . .

âiäîáðàæà¹ D âçà¹ìíî îäíîçíà÷íî i êîíôîðìíî íà êðóã |w| < r0 , òàê ùî

ψ(a0) = 0 , ψ′(a0) = 1 . Òîäi

gD(z, a0) = log
r0
|ψ(z)|

� ôóíêöiÿ Ãðiíà îáëàñòi D â òî÷öi a0 , i âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi D

âiäíîñíî a0 äîðiâíþ¹ r0 . Îñêiëüêè gD(z, a0) ãàðìîíi÷íà âñþäè â D , êðiì

òî÷êè a0 , i ÿêùî z ïðÿìó¹ áóäü-ÿêèì ÷èíîì äî ìåæi D , òî ψ(z)→ r0 i

òîìó gD(z, a0)→ 0 . Êðiì òîãî, ïîáëèçó z = a0 ìà¹ìî

gD(z, a0) = log
r0

|z − a0||1 + o(1)|
= log

1

|z − a0|
+ log r0 + o(1).

ßêùî ôóíêöiÿ z = f(w) = a0+a1w+ . . . âiäîáðàæà¹ êðóã |w| < 1 íà

îáëàñòü D âçà¹ìíî îäíîçíà÷íî i êîíôîðìíî, òî w = f−1(z) = z−a0
a1

+ . . .

ïîáëèçó z = a0 , òàê ùî a1f
−1(z) âîëîäi¹ âëàñòèâîñòÿìè ôóíêöi¨ ψ(z) ,

ðîçãëÿíóòèìè âèùå. Çîêðåìà, â öüîìó âèïàäêó |a1| äîðiâíþ¹ âíóòðiø-

íüîìó ðàäióñó îáëàñòi D â òî÷öi a0 .

Âíóòðiøíié ðàäióñ íåñïàäà¹ ç ðîçøèðåííÿì îáëàñòi [79].

Êðiì òîãî, ôóíêöiÿ Ãðiíà ¹ iíâàðiàíòîì ïðè êîíôîðìíîìó i îäíîëèñ-

íîìó âiäîáðàæåííi f , òîáòî gf(D)(f(z), f(z0)) = gD(z, z0) , z ∈ D\{z0} .



43

Öå äà¹ çìîãó â ðÿäi âèïàäêiâ çíàéòè àíàëiòè÷íèé âèãëÿä äëÿ ôóíêöi¨

Ãðiíà. Ñïðàâäi, áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâiðêîþ îòðèìó¹ìî, ùî ôóíêöiÿ Ãði-

íà êðóãà U = {z : |z| < 1} ç ïîëþñîì â ïî÷àòêó êîîðäèíàò ìà¹ âèãëÿä

gU(z, 0) = − log |z| . Òîìó ôóíêöiÿ Ãðiíà òîãî æ êðóãà U , àëå ç ïîëþñîì

â áóäü-ÿêié òî÷öi z0 ∈ U âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

gU(z, z0) = log

∣∣∣∣1− z0zz − z0

∣∣∣∣ .
Äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè D ïëîùèíè C ïiä ôóíêöi¹þ Ãðiíà

gD(z, z0) áóäåìî ðîçóìiòè ôóíêöiþ Ãðiíà çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè ìíîæèíè

D , ÿêà ìiñòèòü òî÷êó z0 . ßêùî ìíîæèíà D ìà¹ ôóíêöiþ Ãðiíà ç ïîëþñîì

â òî÷öi z0 ∈ D , òî âîíà ìà¹ ôóíêöiþ Ãðiíà ç ïîëþñîì â áóäü-ÿêié iíøié

òî÷öi öi¹¨ ìíîæèíè.

Êîæíà îáëàñòü G , äëÿ ÿêî¨ iñíó¹ óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ Ãðiíà âîëîäi¹

âëàñòèâiñòþ: äëÿ âñiõ òî÷îê ζ ∈ ∂G çà âèêëþ÷åííÿì, ìîæëèâî, äåÿêî¨

ìíîæèíè íóëüîâî¨ ëîãàðèôìi÷íî¨ ¹ìíîñòi [15, 39, 48, 79], i äëÿ âñiõ w ∈ G
iñíó¹ i äîðiâíþ¹ íóëþ ãðàíèöÿ lim

z→ζ
gG(z, w) ; òàêi òî÷êè ζ íàçèâàþòüñÿ

ðåãóëÿðíèìè ãðàíè÷íèìè òî÷êàìè îáëàñòi G (äèâ., íàïðèêëàä, [39]).

Äàëi ïiä ¹ìíiñòþ ìè çàâæäè áóäåìî ðîçóìiòè ëîãàðèôìi÷íó ¹ìíiñòü.

Äëÿ êîìïàêòà F ⊂ C éîãî (ëîãàðèôìi÷íà) ¹ìíiñòü âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóï-

íèìè ðiâíîñòÿìè:

cap F :=
1

r(C \ F,∞)
,

ÿêùî âåëè÷èíà r(C \ F,∞) ñêií÷åííà; cap F := 0 � â ïðîòèëåæíîìó

âèïàäêó.

Â öié äèñåðòàöiéíié ðîáîòi âèêîðèñòîâóþòüñÿ äåÿêi âiäîìîñòi ç òåîði¨

êâàäðàòè÷íèõ äèôåðåíöiàëiâ, ç ÿêèìè ìîæíà îçíàéîìèòèñü â íàñòóïíèõ

ðîáîòàõ: [15,46,47,79]
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1.3. Ðîçäiëÿþ÷å ïåðåòâîðåííÿ îáëàñòåé

Â 80-õ ðîêàõ â ãåîìåòðè÷íié òåîði¨ ôóíêöié áóâ ðîçðîáëåíèé

Â.Ì. Äóáiíiíèì ìåòîä ðîçäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ (äèâ., íàïðèêëàä½ [50],

[48], [51]). Ñóòü öüîãî ìåòîäó ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó: äîñëiäæóâàíèé îá'¹êò

ðîçáèâà¹òüñÿ íà ÷àñòèíè, ÿêi âiäîáðàæàþòüñÿ íà ÷àñòèíè ñïåöiàëüíîãî

âèãëÿäó; ïîòiì iç îñòàííiõ êîíñòðóþþòüñÿ ñèìåòðè÷íi îá'¹êòè àáî øëÿõîì

ñêëåþâàííÿ, àáî çà äîïîìîãîþ âiäîìèõ ñïîñîáiâ ñèìåòðèçàöi¨. Âàæëèâiñòü

ðîçäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî â ðÿäi âèïàäêiâ âîíî äîç-

âîëÿ¹ çàäà÷ó iç âåëèêîþ êiëüêiñòþ ïàðàìåòðiâ çâåñòè äî ðÿäó îäíîòèïíèõ

çàäà÷ ç ìåíøèì ÷èñëîì ïàðàìåòðiâ. Ìè ó öié ðîáîòi áóäåìî âèêîðèñòî-

âóâàòè ÷àñòêîâi âèïàäêè öüîãî äîñèòü çàãàëüíîãî ìåòîäó. Íàâåäåìî äåÿêi

âiäîìîñòi ïðî ðîçäiëÿþ÷å ïåðåòâîðåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ðiçíèõ òî÷îê ðîçøèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè

0, a1, a2, ..., an,∞ òàêèõ, ùî

0 = arg a1 < arg a2 < ... < arg an < 2π.

Ïîçíà÷èìî

arg an+1 := 2π, a0 := an, αk :=
1

π
(arg ak+1 − arg ak) , k = 1, n.

Çðîçóìiëî, ùî
n∑
k=1

αk = 2. Íåõàé

Γk := {w : arg ak < argw < arg ak+1} , k = 1, n,

Γ0 := Γn, Γn+1 := Γ1.

Òîäi ôóíêöiÿ

zk (w) = −i
(
e−i arg akw

) 1
αk , k = 1, n, z0 := zn, zn+1 := z1,

êîíôîðìíî i îäíîëèñòî âiäîáðàæà¹ îáëàñòi Γk , k = 1, n , íà ïðàâó ïiâ-

ïëîùèíó Re z > 0 òàêèì ÷èíîì, ùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi àñèìïòîòè÷íi
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ðiâíîñòi:

|zk (w)− zk (am)| ∼ 1

αk
|am|

1
αk
−1 |w − am| , w ∈ Γk, w → am,

k = 1, 2, ..., n, m = k, k + 1; an+1 := a1;

|zk (w)| = |w|
1
αk , w ∈ Γk w → 0, w →∞.

Íåõàé {Bk}n+1
k=0 � ñiìåéñòâî îáëàñòåé, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì:

0 ∈ B0 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, ∞ ∈ Bn+1 ⊂ C.

Bk

⋂
Bm = ø, k 6= m, k,m = 0, 1, ..., n, n+ 1.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ω
(1)
k , k = 1, n , îá'¹äíàííÿ çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè

ìíîæèíè zk
(
Bk

⋂
Γk
)
, ÿêà ìiñòèòü òî÷êó zk (ak) , k = 1, n , ç ¨¨ âiäî-

áðàæåííÿì âiäíîñíî óÿâíî¨ îñi, à ÷åðåç Ω
(2)
k−1, k = 1, n, Ω

(2)
0 := Ω

(2)
n , �

îá'¹äíàííÿ çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè ìíîæèíè zk−1
(
Bk

⋂
Γk−1

)
, ÿêà ìiñòèòü

òî÷êó zk−1 (ak) , k = 1, n , ç ¨¨ âiäîáðàæåííÿì âiäíîñíî óÿâíî¨ îñi. Ñi-

ìåéñòâî äâîõ ñèìåòðè÷íèõ âiäíîñíî óÿâíî¨ îñi îáëàñòåé
{

Ω
(1)
k ,Ω

(2)
k−1

}
íà-

çèâà¹òüñÿ ðåçóëüòàòîì ðîçäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ îáëàñòi Bk âiäíîñíî

ñiìåéñòâà äâîõ ôóíêöié {zk, zk−1} , k = 1, n .

Àíàëîãi÷íî, ðåçóëüòàòîì ðîçäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ îáëàñòi B0 âiä-

íîñíî ñiìåéñòâà ôóíêöié {zk}nk=1 íàçèâà¹òüñÿ ñiìåéñòâî ñèìåòðè÷íèõ

âiäíîñíî óÿâíî¨ îñi îáëàñòåé Ω
(0)
k , k = 1, n , ÿêi îòðèìàíi âíàñëiäîê

îá'¹äíàííÿ çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè ìíîæèíè zk (B0

⋂
Γk) , k = 1, n , ÿêà ìi-

ñòèòü òî÷êó 0 , ç ¨¨ âiäîáðàæåííÿì âiäíîñíî óÿâíî¨ îñi. Ðåçóëüòàòîì ðîçäi-

ëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ îáëàñòi Bn+1 âiäíîñíî ñiìåéñòâà ôóíêöié {zk}nk=1

íàçèâà¹òüñÿ ñiìåéñòâî ñèìåòðè÷íèõ âiäíîñíî óÿâíî¨ îñi îáëàñòåé Ω
(∞)
k ,

k = 1, n , ÿêi îòðèìàíi âíàñëiäîê îá'¹äíàííÿ çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè ìíîæè-

íè zk (Bn+1

⋂
Γk) , k = 1, n , ÿêà ìiñòèòü òî÷êó ∞ , ç ¨¨ âiäîáðàæåííÿì

âiäíîñíî óÿâíî¨ îñi. Ñèñòåìà îáëàñòåé
{

Ω
(0)
k ,Ω

(1)
k ,Ω

(2)
k ,Ω

(∞)
k

}
¹ ñèñòåìîþ
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ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé. Ïîíÿòòÿ âíóòðiøíüîãî ðàäióñà r (B, a)

îáëàñòi B âiäíîñíî òî÷êè a äèâ. ï. 2.1.

Òåîðåìà 1.3.1. Ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi íåðiâíîñòi:

r (Bk, ak) 6

r
(

Ω
(1)
k , zk (ak)

)
1
αk
· |ak|

1
αk
−1 ·

r
(

Ω
(2)
k−1, zk−1 (ak)

)
1

αk−1
· |ak|

1
αk−1

−1


1
2

, ∀k = 1, n, (1.1)

r (B0, 0) 6
n∏
k=1

[
r
(

Ω
(0)
k , 0

)]α2k
2

, (1.2)

r (Bn+1,∞) 6
n∏
k=1

[
r
(

Ω
(∞)
k ,∞

)]α2k
2

. (1.3)

ßêùî äëÿ îáëàñòåé Bk, k = 0, n+ 1 , iñíó¹ êëàñè÷íà ôóíêöiÿ Ãðiíà,

òî â íåðiâíîñòÿõ (1.1) çíàê ðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òî-

äi, êîëè îáëàñòi Bk, k = 1, n , âiäïîâiäíî, ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî ïðÿ-

ìèõ w = ρ · exp
{
i · 2πn (k − 1)

}
, ρ > 0, k = 1, n; â íåðiâíîñòÿõ

(1.2) i (1.3), âiäïîâiäíî, çíàê ðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òî-

äi, êîëè îáëàñòi B0 i Bn+1 ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî ñiìåéñòâà ïðÿìèõ

w = ρ · exp
{
i · 2πn (k − 1)

}
, ρ > 0, k = 1, n.
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 1

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè çðîáëåíî îãëÿä ëiòåðàòóðè,

âèêëàäåíî îñíîâíi iäå¨ ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ ïðîáëåì, ÿêi âèâ÷àþòüñÿ â

äèñåðòàöiéíié ðîáîòi, íàâåäåíî íåîáõiäíi îçíà÷åííÿ (êîíôîðìíèé ðàäióñ,

ôóíêöiÿ Ãðiíà, óçóãàëüíåíà ôóíêöiÿ Ãðiíà, âíóòðiøíié ðàäióñ i ò.ä.), òåî-

ðåìè, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè äîâåäåííi îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòà-

öi¨.

Çîêðåìà ó ðîçäiëi 1, ñôîðìóëüîâàíi îñíîâíi âiäêðèòi ïðîáëåìè ïðî

åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, íàâåäåíî êîðîòêèé iñòîðè÷-

íèé îïèñ ðîçâèòêó ìåòîäó ñèìåòðèçàöi¨ â ãåîìåòðè÷íié òåîði¨ ôóíêöi¨ êîì-

ïëåêñíî¨ çìiííî¨. Ïðåäñòàâëåíî êëàñè÷íi ðåçóëüòàòè Ì.Î. Ëàâðåíòü¹âà òà

Ã.Ì. Ãîëóçiíà, ç ÿêèõ áåðå ïî÷àòîê íàïðÿìîê ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ôóíêöi¨

ïðî åêñòðåìàëüíi çàäà÷i ç íåïåðåòèííèìè îáëàñòÿìè. Ñôîðìóëüîâàíà iäåÿ

Ï.Ì. Òàìðàçîâà, ÿêà äàëà ïîøòîâõ äëÿ ðîçâèòêó íîâîãî íàïðÿìêó â çà-

äà÷àõ ïðî íåïåðåòèííi îáëàñòi, ÿêèé â ïîäàëüøîìó îòðèìàâ íàçâó "çàäà÷i

ïðî åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ ïëîùèíè ç âiëüíèìè ïîëþñàìè".

Ó ðîçäiëi 1, òàêîæ, íàâåäåíî òðè âiäêðèòi ïðîáëåìè, ÿêi âèâ÷àþòüñÿ â

äèñåðòàöiéíié ðîáîòi. Äàíî êîðîòêèé îïèñ îñíîâíîãî ìåòîäó äîñëiäæåííÿ,

ÿêèé âèêîðèñòîâó¹òüñÿ âðîáîòi, à ñàìå ñèìåòðèçàöiéíîãî ìåòîäó ðîçäiëÿ-

þ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ.
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ÐÎÇÄIË 2

ÅÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÀ ÇÀÄÀ×À ÏÐÎ ÌÀÊÑÈÌÓÌ ÄÎÁÓÒÊÓ

ÂÍÓÒÐIØÍIÕ ÐÀÄIÓÑIÂ ÂÇÀ�ÌÍÎ ÍÅÏÅÐÅÒÈÍÍÈÕ

ÎÁËÀÑÒÅÉ Ç ÂIËÜÍÈÌÈ ÏÎËÞÑÀÌÈ ÍÀ ÊÎËI

2.1. Ðåçóëüòàòè ïîïåðåäíèêiâ, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ â

ðîçäiëi

Â öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ åêñòðåìàëüíà çàäà÷à, ÿêó áóëî ñôîð-

ìóëüîâàíî â 1994 ðîöi â ðîáîòi [48] ñòð. 68, 9.2 ó ñïèñêó íåðîçâ'ÿçàíèõ

ïðîáëåì, à ïîòiì ïîâòîðåíî â àíàëîãi÷íîìó ñïèñêó â 2009 ðîöi â ìîíîãðà-

ôi¨ [51].

Çàäà÷à 2.1.1. Äîâåñòè, ùî ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëà

In(γ) = rγ (B0, 0)
n∏
k=1

r (Bk, ak) ,

äå B0 , B1 , B2 ,...,Bn , (n ≥ 2) � ïîïàðíî íåïåðåòèíi îáëàñòi â C , a0 = 0 ,

|ak| = 1 , k = 1, n , r(Bj, aj) � âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi Bj â òî÷öi aj

(aj ∈ Bj) , j = 0, n i γ ≤ n äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ äåÿêî¨ êîíôiãóðàöi¨ îáëàñòåé,

ÿêi ìàþòü n -êðàòíó ñèìåòðiþ (äèâ. ðèñ. 2.1).

Çàäà÷à 2.1.1 ìà¹ ðîçâ'ÿçîê òiëüêè ïðè γ 6 n , îñêiëüêè ÿê òiëüêè

γ = n + ε çàäà÷à 2.1.1 íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêó. Öÿ ïðîáëåìà âèâ÷àëàñÿ â áà-

ãàòüîõ ðîáîòàõ. Íà äàíèé ìîìåíò âiäîìi òiëüêè ÷àñòêîâi ðåçóëüòàòè äëÿ

öi¹¨ çàäà÷i, ïîâíiñòþ âîíà íå äîâåäåíà. Öÿ åêñòðåìàëüíà çàäà÷à âiäíîñèòü-

ñÿ äî êëàñó åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ ç òàê çâàíèìè "âiëüíèìè" ïîëþñàìè âiä-

ïîâiäíèõ êâàäðàòè÷íèõ äèôåðåíöiàëiâ. Êîæíié åêñòðåìàëüíié ïðîáëåìi â
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Ðèñ. 2.1: Äåÿêà êîíôiãóðâöiÿ îáëàñòåé

ñèëó âiäîìîãî ïðèíöèïà Î. Òåéõìþëëåðà âiäïîâiäà¹ äåÿêèé êâàäðàòè÷íèé

äèôåðåíöiàë (äèâ. [47, ñ. 49]). Äî ñåðåäèíè 70-õ ð.ð. îñíîâíi åêñòðåìàëü-

íi ïðîáëåìè â çàäà÷àõ ïðî íåïåðåòèííi îáëàñòi áóëè ïîâ'ÿçàíi ç òàêèìè

çàäà÷àìè, ÿêèì âiäïîâiäàþòü êâàäðàòè÷íi äèôåðåíöiàëè ç ôiêñîâàíèìè

ïîëþñàìè.

Â 1968 ðîöi â æóðíàëi "Èçâåñòèÿ ÀÍ ÑÑÑÐ" Ï.Ì. Òàìðàçîâ â ñòàò-

òi [76] ïðèâåðíóâ óâàãó ñïåöiàëiñòiâ äî äîñëiäæåííÿ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷

ÿêèì âiäïîâiäàþòü êâàäðàòè÷íi äèôåðåíöiàëè ïîëþñè ÿêèõ íå ôiêñîâàíi,

à ìàþòü ïåâíó ñâîáîäó. Â öié ðîáîòi Ï.Ì. Òàìðàçîâ âïåðøå ðîçãëÿíóâ òà

ïîâíiñòþ ðîçâ'ÿçàâ îäíó äóæå âàæëèâó åêñòðåìàëüíó çàäà÷ó ãåîìåòðè÷-

íî¨ òåîði¨ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ ç ï'ÿòüìà ïðîñòèìè ïîëþñàìè. Öÿ

iäåÿ Ï. Ì. Òàìðàçîâà â 1973-1975 ðð. âïåðøå íåñïîäiâàíî, íà òîé ÷àñ, áóëà

çàñòîñîâàíà â ðîáîòàõ Ã.Ï. Áàõòiíî¨ [32] äî åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ ïðî íåïå-

ðåòèííi îáëàñòi, ÿêèì âiäïîâiäàþòü êâàäðàòè÷íi äèôåðåíöiàëè ç âiëüíèìè

ïîëþñàìè äðóãîãî ïîðÿäêó.
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Â 1984 ðîöi â ðîáîòi [35] Ã.Ï. Áàõòiíî¨ áóëà ñôîðìóëüîâàíà çàãàëüíà

åêñòðåìàëüíà ïðîáëåìà ïðî åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè

ó âèïàäêó îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé. Ïðèðîäíüî, ùî â 1974 ðîöi ùå íå áóëè

ãîòîâi ìåòîäè äëÿ óñïiøíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ïîäiáíîãî òèïó. Â ðîáî-

òàõ Ã.Ï. Áàõòiíî¨ âäàëîñÿ ðîçâ'ÿçàòè öþ ïðîáëåìó òiëüêè ïðè ïî÷àòêîâèõ

çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà n , à ñàìå n = 1, 2 .

Â 1988 ðîöi Â.Ì. Äóáiíií [50] íà îñíîâi ñâîãî ìåòîäó ðîçäiëÿþ÷îãî

ïåðåòâîðåííÿ çìiã ðîçâ'ÿçàòè äåêiëüêà âàæêèõ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ ïðî

íåïåðåòèííi îáëàñòi ç âiëüíèìè ïîëþñàìè íà êîëi. Çîêðåìà, âèùå çãàäàíà

çàäà÷à 2.1.1, áóëà íèì ðîçâ'ÿçàíà äëÿ γ = 1 i âñiõ çíà÷åíü íàòóðàëüíîãî

ïàðàìåòðà n > 2 . Ïðè n = 2, 3 i 4 iç öüîãî ðåçóëüòàòó âèïëèâàþòü âiäîìi

òåîðåìè Ì.Î. Ëàâðåíòü¹âà [73], Ã.Ì.Ãîëóçiíà [39], Ã.Â. Êóçüìiíî¨ [71].Äàëi

Ë.Â. Êîâàëüîâ â 1996 ðîöi [65] îòðèìàâ ðîçâ'ÿçîê Çàäà÷i 2.1.1 ïðè äóæå

ñóòò¹âèõ îáìåæåííÿõ íà ãåîìåòðiþ ðîçòàøóâàííÿ ñèñòåì òî÷îê íà îäè-

íè÷íîìó êîëi, à ñàìå äëÿ òàêèõ ñèñòåì òî÷îê äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ íà-

ñòóïíà íåðiâíiñòü 0 < αk 6 2/
√
γ, k = 1, n, n > 5 (äèâ. îçí. ñ. ) Òîáòî,

âií ðîçâ'ÿçàâ öþ çàäà÷ó äëÿ äîñòàòíüî âóçüêîãî ïiäêëàñó êîíôiãóðàöié

îáëàñòåé. Ñëiä âiäìiòèòè, ùî ðåçóëüòàò ðîáîòè Êîâàëüîâà [65] öiêàâèé ÿê

ñàì ïî ñîái, òàê i ìåòîäîì äîñëiäæåííÿ. Â 2003 ðîöi Ã.Â. Êóçüìiíà [70]

ðîçâ'ÿçàëà Çàäà÷ó 1 äëÿ n ≥ 2 ïðè γ ∈ [0; 1] ó âèïàäêó îäíîçâ'ÿçíèõ

îáëàñòåé iíøèì ìåòîäîì.

Â 2011 ðîöi ß.Â. Çàáîëîòíèé [58] îòðèìàâ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i 2.1.1 äëÿ

n ≥ 5 i 0 ≤ γ ≤ 4
√
n , òîáòî ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà òåîðåìà:

Â 2012 ðîöi â ðîáîòi I.Â. Äåíåãè [43] âäàëîñÿ îòðèìàòè ðîçâ'ÿçîê

Çàäà÷i 2.1.1 äëÿ n ≥ 5 i 0 < γ ≤ 3
√
n , ÿêèé ïîäàíî â íàñòóïíié òåîðåìi.

Â 2013 ðîöi ß.Â. Çàáîëîòíèì â ðîáîòi [57] äîâåäåíî òåîðåìó, ÿêà äà¹

õàðàêòåðèñòèêó åêñòðåìàëüíèõ îáëàñòåé çà óìîâè, ùî 0 ≤ γ ≤ nα , äå
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1
3 < α < 2

3 , ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà n = n0(α) . Ðåçóëüòàòè öüîãî

ðîçäiëó ñóòò¹âî óòî÷íþþòü öþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.1.1. [57] Äëÿ äîâiëüíîãî 1
3 < α < 2

3 iñíó¹ íàòóðàëüíå

n0 , òàêå, ùî äëÿ n ≥ n0 i 0 < γ ≤ nα âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

rγ(B0, a0) ·
n∏
k=1

r(Bk, ak) ≤ rγ(D0, a
0
0) ·

n∏
k=1

r(Dk, a
0
k),

äå B0 , B1 , B2 ,...,Bn , � ïîïàðíî íåïåðåòèííi îáëàñòi â C , a0 = 0 ,

|ak| = 1 , a1 = 1 , k = 1, n , r(Bj, aj) � âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi Bj

â òî÷öi aj (aj ∈ Bj) , j = 0, n , ïðè÷îìó çíàê ðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ,

íàïðèêëàä, äëÿ ak = a0k , Bk = Dk , k = 0, n , äå a0k , Dk � âiäïîâiäíî

ïîëþñè i êðóãîâi îáëàñòi êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Ïðè÷îìó â ÿêîñòi n0 ìîæíà âçÿòè

[
e

1

( 23−α)
2

]
+ 1 .

Â 2011-2012 ðîêàõ ß.Â. Çàáîëîòíèì â ðîáîòàõ [58,60] óòî÷íåíî iíòåð-

âàë ïàðàìåòðà γ äëÿ n ∈ {2, 3, 4} , òîáòî îòðèìàíî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò:
Òåîðåìà 2.1.2. [59] Íåõàé γ2 = 1, 1 , γ3 = 1, 5 , γ4 = 1, 7 . Òîäi

äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî n ∈ {2, 3, 4} i äîâiëüíîãî γ , 0 < γ ≤ γn âèêî-

íó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

rγ(B0, a0) ·
n∏
k=1

r(Bk, ak) ≤ rγ(D0, a
0
0) ·

n∏
k=1

r(Dk, a
0
k),

äå B0 , B1 ,...,Bn , � ïîïàðíî íåïåðåòèíi îáëàñòi â C , a0 = 0 , |ak| = 1 ,

a1 = 1 , k = 1, n , r(Bj, aj) - âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi Bj â òî÷öi aj

(aj ∈ Bj) , j = 0, n , ïðè÷îìó çíàê ðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ, çîêðåìà, çà

óìîâ ak = a0k , Bk = Dk , k = 0, n , äå a0k , Dk � âiäïîâiäíî ïîëþñè i

êðóãîâi îáëàñòi êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.
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Â 2017 ðîöi À. Ê. Áàõòiíèì â ðîáîòi [17] âäàëîñÿ îòðèìàòè íàñòóïíó

îöiíêó:

Òåîðåìà 2.1.3. [17]Íåõàé ∈ N, n > 2, γ > 0 . Íåõàé Bk, k = 0, n ñè-

ñòåìà âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îäíîñâÿçíèõ îáëàñòåé 0 ∈ B0C, ak ∈ Bk ⊂
C, |ak| = 1, k = 1, n, rγ(B0, a0) ·

n∏
k=1

r(Bk, ak) ≥ J0
n(γ) . Òîäi âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü:

r (B0, 0) 6
[
n

1
2 · J0

n(γ)
]− 1

n−γ
,

äå

J0
n(γ) =

(
4

n

)n (
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

·
(

1−
√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ

.

Â 2016 ð. â ðîáîòi [64] îäåðæàíî ðîçâ'ÿçîê Çàäà÷i 1 äëÿ n ≥ 541 i

0 < γ ≤
√
n .

Òåîðåìà 2.1.4. [64] Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 541 i 0 <

γ ≤
√
n âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

rγ(B0, a0)
n∏
k=1

r(Bk, ak) ≤ rγ(D0, a
0
0)

n∏
k=1

r(Dk, a
0
k),

äå B0 , B1 , B2 ,...,Bn , (n ≥ 2) - ïîïàðíî íåïåðåòèíi îáëàñòi â C , a0 =

0 , |ak| = 1 , a1 = 1 , k = 1, n , r(Bj, aj) - âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi

Bj â òî÷öi aj (aj ∈ Bj) , j = 0, n , ïðè÷îìó çíàê ðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ,

çîêðåìà, çà óìîâ ak = a0k , Bk = Dk , k = 0, n , äå a0k , Dk , - âiäïîâiäíî

ïîëþñè i êðóãîâi îáëàñòi êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.
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Â ïîäàëüøîìó çàäà÷à ïîäiëèñÿ íà äâi ÷àñòèíè: çàäà÷à áåç îáìåæåíü

íà êóòè αk i çàäà÷ó ç îáìåæåííÿìè íà êóòè αk , à ñàìå 0 < αk 6 2/
√
γ .

Â 2013 ðîöi â ðîáîòi [19] áóëî îòðèìàíî ðîçâ'ÿçîê Çàäà÷i 2.1.1 äëÿ

n ≥ 5 i 0 < γ ≤ n0,38 .

Òåîðåìà 2.1.5. [19] Íåõàé n ∈ N , n > 5 , γ ∈ (0, γn], γn = n0,38 .

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ n -ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê An = {ak}nk=1 òàêî¨,

ùî |ak| = 1 , i áóäü-ÿêîãî íàáîðó âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk ,

ak ∈ Bk ⊂ C , a0 = 0 ∈ B0 , (k = 1, n ), ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

rγ (B0, 0)
n∏
k=1

r (Bk, ak) 6 rγ (D0, 0)
n∏
k=1

r (Dk, dk) ,

äå Dk , dk , k = 0, n , d0 = 0 , � êðóãîâi îáëàñòi òà ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî

äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Â ðîáîòi [27] íàñòóïíó òåîðåìó:

Òåîðåìà 2.1.6. [27] Íåõàé n ∈ N , n > 4 , γ ∈ (0, γn] , γ4 = 4, 17 ,

γ5 = 5, 71 , γ6 = 7, 5 , γ7 = 9, 53 , γ8 = 11, 81 , òà γn = 0, 1215n2 äëÿ

n > 9 . Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè ðiçíèõ òî÷îê îäèíè÷íîãî êîëà |ak| = 1

òàêî¨, ùî 0 < αk < 2/
√
γ , k = 1, n òà äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè îáëàñòåé

Dk , ak ∈ Dk ⊂ C , k = 0, n , ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó ÷àñòêîâîãî íàëÿ-

ãàííÿ âiäíîñíî òî÷îê îäèíè÷íîãî êîëà, ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà íåðiâíiñòü

rγ (D0, 0)
n∏
k=1

r (Dk, ak) ≤
(

4

n

)n (
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ

. (2.1)

Ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ ÿêùî ak i Dk , k = 0, n , ¹, âiäïîâiäíî, ïîëþñàìè

òà êðóãîâèìè îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî äèôååíöiàëó

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.
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2.2. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 2

Â 2013 ðîöi ß.Â. Çàáîëîòíèì â ðîáîòi [57] äîâåäåíî òåîðåìó 2.1.1, ÿêà

äà¹ õàðàêòåðèñòèêó åêñòðåìàëüíèõ îáëàñòåé çà óìîâè, ùî 0 ≤ γ ≤ nα ,

äå 1
3 < α < 2

3 , ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà n = n0(α) .

Çãiäíî òåîðåìè 2.1.1 äëÿ âèïàäêó, êîëè α = 0.45 îòðèìà¹ìî n0 =

[e
1

( 23−0,45)
2

] + 1 = 1783377973 . Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè α = 0.5 . Â öüîìó

âèïàäêó n0 = [e
1

( 23−0,5)
2

] + 1 = 4311231461000001 . Â ðîáîòi [64] âäàëîñÿ

çíèçèòè íîìåð äî n0 = 541 , n ≥ n0 ïðè 0 < γ ≤ n0.5

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó ïðåäñòàâëåíi â íàñòóïíèõ òåîðå-

ìàõ, ÿêi âêàçóþòü ìiíiìàëüíèå n0, n ≥ n0 ïðè 0 < γ ≤ n0.45 , 0 < γ ≤ n0.5 ,

ïðèñâÿ÷åíi çíà÷íîìó óòî÷íåííþ íîìåðà n0 , à ñàìå ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi

ðåçóëüòàòè:

Òåîðåìà 2.2.1. Íåõàé n ∈ N , n > 12 , γ ∈ (0, γn], γn = n0,45 .

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè ðiçíèõ òî÷îê îäèíè÷íîãî êîëà An = {ak}nk=1

i áóäü-ÿêîãî íàáîðó âçàèìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk , ak ∈ Bk ⊂ C ,

a0 = 0 ∈ B0 , k = 1, n , ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

rγ (B0, 0)
n∏
k=1

r (Bk, ak) 6 rγ(D0, d0) ·
n∏
k=1

r(Dk, dk),

äå îáëàñòi D0 , Dk i òî÷êè d0 , dk (k = 1, n , n > 12 ) � âiäïîâiäíî

êðóãîâi îáëàñòi i ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2. (2.1)

Òåîðåìà 2.2.2. Íåõàé n ∈ N , n > 126 , γ ∈ (0, γn], γn = n0,5 .

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè ðiçíèõ òî÷îê îäèíè÷íîãî êîëà An = {ak}nk=1

i áóäü-ÿêîãî íàáîðó âçàèìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk , ak ∈ Bk ⊂ C ,
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a0 = 0 ∈ B0 , k = 1, n , ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

rγ(B0, a0)
n∏
k=1

r(Bk, ak) 6 rγ(D0, d0) ·
n∏
k=1

r(Dk, dk),

äå îáëàñòi D0 , Dk i òî÷êè d0 , dk (k = 1, n ) � âiäïîâiäíî êðóãîâi

îáëàñòi i ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà (2.1) âiäïîâiäíî

Òåîðåìà 2.2.3. Íåõàé n = 4 , γ ∈ (1; 2.09] . Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨

ñèñòåìè ðiçíèõ òî÷îê îäèíè÷íîãî êîëà An = {ak}nk=1 i áóäü-ÿêîãî íàáîðó

âçàèìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk , ak ∈ Bk ⊂ C , a0 = 0 ∈ B0 , k =

1, 4 , ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

rγ(B0, a0)
4∏

k=1

r(Bk, ak) 6 rγ(D0, d0) ·
4∏

k=1

r(Dk, dk),

äå îáëàñòi D0 , Dk i òî÷êè d0 , dk (k = 1, 4 ) � âiäïîâiäíî êðóãîâi îáëàñòi

i ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà (2.1) âiäïîâiäíî

Ñòðóêòóðà òðà¹êòîðié êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà 2.1 ñõåìàòè÷íî

ïîêàçàíà íà ðèñ 2.2.

Íàñëiäîê 2.2.1. Íåõàé n ∈ N , n > 12 , γ ∈ (0, γn], γn = n0,45 .

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè ðiçíèõ òî÷îê îäèíè÷íîãî êîëà An = {ak}nk=1

i áóäü-ÿêîãî íàáîðó âçàèìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk , ak ∈ Bk ⊂ C ,

a0 = 0 ∈ B0 , k = 1, n , ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

rγ (B0, 0)
n∏
k=1

r (Bk, ak) 6

(
4

n

)n
·

(
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

·
(

1−
√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ

.

äå îáëàñòi D0 , Dk i òî÷êè d0 , dk (k = 1, n , n > 12 ) � âiäïîâiäíî

êðóãîâi îáëàñòi i ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà (2.1) âiäïîâiäíî.

Íàñëiäîê 2.2.2. Íåõàé n ∈ N , n > 126 , γ ∈ (0, γn], γn = n0,5 .

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè ðiçíèõ òî÷îê îäèíè÷íîãî êîëà An = {ak}nk=1

i áóäü-ÿêîãî íàáîðó âçàèìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk , ak ∈ Bk ⊂ C ,
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Ðèñ. 2.2: Ñòðóêòóðà òðà¹êòîðié êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà 2.1 äëÿ n = 3

a0 = 0 ∈ B0 , k = 1, n , ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

rγ (B0, 0)
n∏
k=1

r (Bk, ak) 6

(
4

n

)n
·

(
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

·
(

1−
√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ

.

äå îáëàñòi D0 , Dk i òî÷êè d0 , dk (k = 1, n , n > 12 ) � âiäïîâiäíî

êðóãîâi îáëàñòi i ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà (2.1) âiäïîâiäíî.

2.3. Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 2.2.1

Ââåäåìî ñèñòåìó ôóíêöié

ζ = πk(w) = −i
(
e−iθkw

) 1
αk , k = 1, n.

Ôóíêöi¨ {πk(w)}nk=1 ¹ ïðèéíÿòíèìè äëÿ ðîçäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ îá-

ëàñòåé B0 , Bk , k = 1, n , ç óðàõóâàííÿì êóòiâ {Pk}nk=1 . Íåõàé Ω
(1)
k ,

k = 1, n , çàäà¹ òó ÷àñòèíó ïëîùèíè Cζ îòðèìàíó â ðåçóëüòàòi îá¹äíàí-

íÿ çâÿçíî¨ êîìïîíåíòè ìíîæèíè πk(Bk

⋂
P k) , ÿêà ìiñòèòü òî÷êó πk(ak)
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çi ñâî¨ì ñèìåòðè÷íèì âiäîáðàæåííÿì âiäíîñíî óÿâíî¨ îñi. Â ñâîþ ÷åðãó,

Ω
(2)
k , k = 1, n , ìè ïîçíà÷èìî òó ÷àñòèíó ïëîùèíè Cζ îòðèìàíó â ðåçóëü-

òàòi îá¹äíàííÿ çâÿçíî¨ êîìïîíåíòè ìíîæèíè πk(Bk+1

⋂
P k) , ÿêà ìiñòèòü

òî÷êó πk(ak+1) çi ñâî¨ì ñèìåòðè÷íèì âiäîáðàæåííÿì âiäíîñíî óÿâíî¨ îñi.

Bn+1 := B1 , πn(an+1) := πn(a1) . Êðiì òîãî, Ω
(0)
k ìè ïîçíà÷èìî òó ÷à-

ñòèíó ïëîùèíè Cζ oòðèìàíó â ðåçóëüòàòi îá¹äíàííÿ çâÿçíî¨ êîìïîíåíòè

ìíîæèíè πk(B0

⋂
P k) , ÿêà ìiñòèòü òî÷êó ζ = 0 çi ñâî¨ì ñèìåòðè÷íèì âi-

äîáðàæåííÿì âiäíîñíî óÿâíî¨ îñi. Íåõàé πk(ak) := ω
(1)
k , πk(ak+1) := ω

(2)
k ,

k = 1, n . Ç âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ πk(w) âèïëèâà¹, ùî

|πk(w)− ω(1)
k | ∼

1

αk
|ak|

1
αk
−1 · |w − ak|, w → ak, w ∈ Pk,

|πk(w)− ω(2)
k | ∼

1

αk
|ak+1|

1
αk
−1 · |w − ak+1|, w → ak+1, w ∈ Pk,

|πk(w)| ∼ |w|
1
αk , w → 0, w ∈ Pk.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè ðîáîòè [48,50] ìè îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

r (Bk, ak) 6

r
(

Ω
(1)
k , ω

(1)
k

)
· r
(

Ω
(2)
k , ω

(2)
k

)
1
αk
|ak|

1
αk
−1 · 1

αk−1
|ak|

1
αk−1

−1


1
2

, k = 1, n, (2.1)

r (B0, 0) 6

[
n∏
k=1

rα
2
k

(
Ω

(0)
k , 0

)] 1
2

, (2.2)

Íåðiâíiñòü (2.1) � (2.2) ïîâíiñòþ äîñëiäæåíà â Òåîðåìi 1.9 [48]. Âè-

êîðèñòîâóþ÷è öi ðåçóëüòàòè ìè îòðèìà¹ìî

Jn(γ) 6
n∏
k=1

(
r
(

Ω
(0)
k , 0

))γα2k
2

r
(

Ω
(1)
k , ω

(1)
k

)
· r
(

Ω
(2)
k , ω

(2)
k

)
1
αk
|ak|

1
αk
−1 · 1

αk−1
|ak|

1
αk−1

−1


1
2

.

Äàëüøå,

Jn(γ) 6

(
n∏
k=1

αk

)
× (2.3)
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×
{

n∏
k=1

rγα
2
k

(
Ω

(0)
k , 0

)
· r
(

Ω
(1)
k , i

)
· r
(

Ω
(2)
k ,−i

)} 1
2

.

Òàêèì ÷èíîì, çà äîïîìîãîþ ðîçäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ òà ôîðìóëè

(2.3), ìè îòðèìàëè îöiíêó ôóíêöiîíàëà Jn(γ) ÷åðåç n ôóíêöiîíàëiâ, çà-

äàíèõ íà òðiéêàõ ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Ω
(0)
k ,Ω

(1)
k ,Ω

(2)
k âiäíîñíî

âiäïîâiäíèõ òî÷îê 0,−i, i.
Ïðè êîæíîìó k = 1, n âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

n∏
k=1

rα
2
kγ
(

Ω
(0)
k , 0

)
r
(

Ω
(1)
k ,−i

)
r
(

Ω
(2)
k , i

)
=

=
n∏
k=1

S(αk
√
γ) = 2σ

2+6·σσ2·(2−σ)−
1
2 (2−σ)

2·(2+σ)−
1
2 (2+σ)

2

= S(σ), σ ∈ [0, 2].

Òîäi âèêîðèñòîâóþ÷è âñi ïîïåðåäíi ìiðêóâàííÿ, îòðèìà¹ìî îñòàòî÷íó

íåðiâíiñòü

Jn(γ) ≤
(

n∏
k=1

αk

)[
n∏
k=1

S (αk
√
γ)

]1/2
= γ−n/2

[
n∏
k=1

P (αk
√
γ)

] 1
2

,

P (x) = 2x
2+6 · xx2+2 · (2− x)−

1
2 (2−x)

2 · (2 + x)−
1
2 (2+x)

2

, x ∈ [0, 2].

Âiäìiòèìî, ùî ïðàâà ÷àñòèíà îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi ìiñòèòü âåëè÷èíè,

ÿêi çàëåæàòü âiä êóòîâèõ ïàðàìåòðiâ çàäà÷i.

Çãiäíî ìåòîäó ðîáîòè [15, ñ.255], íåîáõiäíî âiäêèíóòè âèïàäîê, êîëè

α0 >
2√
γ , ïðè÷îìó α0 = max

k
αk .

Jn(γ) = rγ(B0, 0)
n∏
k=1

r(Bk, ak) =

=
n∏
k=1

[r(B0, 0)r(Bk, ak)]
γ
n

[
n∏
k=1

r(Bk, ak)

]1− γ
n

. (2.4)
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Ïåðøèé ìíîæíèê îöiíþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ âiäîìî¨ òåîðåìè

Ì.À. Ëàâðåíòü¹âà [73], à ñàìå çàâäÿêè íåðiâíîñòi

r(B0, 0)r(Bk, ak) 6 |ak|2 = 1, k = 1, n.

Òàêèì ÷èíîì, ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü
n∏
k=1

[r(B0, 0)r(Bk, ak)]
γ
n ≤ 1.

Äðóãèé ìíîæíèê âèðàçó (2.4) îöiíèìî, âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó

Â.Ì. Äóáiíiíà [15,52] ìà¹ìî îöiíêó
n∏
k=1

r(Bk, ak) 6 2n
n∏
k=1

αk.

Ðèñ. 2.3: Ãðàôiê ôóíêöi¨ f(x) = x (2− x)n−1 , n = 12

Îòæå, âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü (2.4) i âèùå íàâåäåíi ìiðêóâàííÿ,

ìà¹ìî îöiíêó [
n∏
k=1

r(Bk, ak)

]1− γ
n

6

[
2n

n∏
k=1

αk

]1− γ
n

.
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Äàëi, ç íåðiâíîñòi Êîøi (ïðî çâ'ÿçîê ìiæ ñåðåäíiì àðèôìåòè÷íèì òà

ñåðåäíiì ãåîìåòðè÷íèì) ìà¹ìî, ùî ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåííÿ
n∏
k=1

αk 6 α0

(
2− α0

n− 1

)n−1
.

Îòæå, ìà¹ìî íàñòóïíó íåðiâíiñòü

rγ(B0, 0)
n∏
k=1

r(Bk, ak) 6
[
2nα0(2− α0)

n−1(n− 1)−(n−1)
]1− γ

n

.

Îñòàòî÷íî ìà¹ìî

Jn(γ) 6

[
2nα0

(
2− α0

n− 1

)n−1]1− γ
n

,

äå α0 = max
k
αk , ïðè÷îìó α0 >

2√
γ .

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè ðîáiò [15,50,65,70], îòðèìà¹ìî ùî

J0
n(γ) = rγ

(
B

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

)
=

=

(
4

n

)n
·

(
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

·
(

1−
√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ

,

äå B
(0)
k , a

(0)
k , k = 0, n , a

(0)
0 = 0 , � êðóãîâi îáëàñòi òà ïîëþñè êâàäðàòè÷-

íîãî äèôåðåíöiàëà, âiäïîâiäíî.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ.

Íåõàé

On(γ) =
Jn(γ)

J0
n(γ)

=

rγ(B0, 0)
n∏
k=1

r(Bk, ak)

rγ(B
(0)
0 , 0)

n∏
k=1

r(B
(0)
k , a

(0)
k )

,

äå B0, ..., Bn � äîâiëüíà ñèñòåìà îáëàñòåé òà òî÷îê ak, k = 1, n, ÿêi çà-

äîâîëüíÿþòü óìîâè òåîðåìè.

Ðîçãëÿíåìî âåëè÷èíó On(γ) = Jn(γ)/J0
n(γ) äëÿ âèïàäêó, êîëè

α0
√
γ > 2 .
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Ç âèùå íàâåäåíîãî ñëiäó¹, ùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi íåðiâíîñòi:

On(γ) 6

[
2n · α0(2− α0)

n−1(n− 1)−(n−1)
]1− γ

n

(
4
n

)n · (4γn2) γn · (1− γ
n2

)−n− γ
n ·
(

1−
√
γ

n

1+
√
γ

n

)2
√
γ
6

6

[
2 · 2n−1 · 2√

γ (2− 2√
γ )n−1(n− 1)−(n−1)

]1− γ
n

(
4
n

)n−1−γ(1− 1
n) ·

(
4
n

)γ+1− γ
n ·
(
4γ
n2

) γ
n ·
(
1− γ

n2

)−n− γ
n ·
(

1−
√
γ

n

1+
√
γ

n

)2
√
γ

=

=
(n

4

)γ+1
·
(

1− 1
√
γ

)n−1
·
(

1− 1
√
γ

)−γ− γ
n

·
(
n

γ

) γ
n

·
(

1− γ

n2

)n+ γ
n ×

×
(

1 +
√
γ

n

1−
√
γ

n

)2
√
γ

·
(

4
√
γ

)1− γ
n

·
(

n

n− 1

)n−1−γ n−1n
.

Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìàëè îöiíêó On(γ) ÷åðåç äîáóòîê ôóíêöié

âèùå íàâåäåíîãî âèãëÿäó. Ïîäàëüøå äîñëiäæåííÿ áóäå ïîâ'ÿçàíå ç âèâ-

÷åííÿì ïîâåäiíêè öèõ ôóíêöié. Äëÿ çðó÷íîñòi äîñëiäæåíü, ïîçíà÷èìî öi

ôóíêöi¨ íàñòóïíèì ÷èíîì:

f1(γ, n) =
(n

4

)γ+1
·
(

1− 1
√
γ

)n−1−γ n−1n
,

f2(γ, n) =

(
n

γ

) γ
n

,

f3(γ, n) =
(

1− γ

n2

)n+ γ
n

,

f4(γ, n) =

(
1 +

√
γ

n

1−
√
γ

n

)2
√
γ

,

f5(γ, n) =

(
4
√
γ

)1− γ
n

,

f6(γ, n) =

(
n

n− 1

)n−1−γ n−1n
.
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Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìàëè

On(γ) 6
[n

4

]γ+1
·
[
1− 1
√
γ

]n−1−γ n−1n
·
(
n

γ

) γ
n

·
(

1− γ

n2

)n+ γ
n ×

×
(

1 +
√
γ

n

1−
√
γ

n

)2
√
γ

·
(

4
√
γ

)1− γ
n

·
(

n

n− 1

)n−1−γ n−1n
=

= f1(γ, n) · f2(γ, n) · f3(γ, n) · f4(γ, n) · f5(γ, n) · f6(γ, n) · .

Äîñëiäèìî êîæíó ôóíêöiþ îêðåìî On(γ) i ïîêàæåìî, ùî Jn(γ) <

J0
n(γ) ïðè γ ∈ (1, n0,45 ] , n > 12 .

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f1(γ, n) =
(
n
4

)γ+1 ·
(

1− 1√
γ

)n−1−γ n−1n
(äèâ ðèñ.

2.10).

Ðèñ. 2.4: Ãðàôiê ôóíêöi¨ f1(γ, n).

Ôiêñó¹ìî γ = n0.45 i äîñëiäèìî êîæíó ôóíêöiþ çà äîïîìîãîþ ñòàí-

äàðòíèõ ìåòîäiâ ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó. Îòæå,

f1(n) :=
(n

4

)n0.45+1
·
(

1− 1

n0.225

)n−1− n−1
n0.55



63

Òàêèì ÷èíîì, íåîáõiäíî äîñëiäèòè ôóíêöiþ

f1(x) :=
(x

4

)x0.45+1
·
(

1− 1

x0.225

)x−1− x−1
x0.55

Î÷åâèäíî, ùî

lnf1(x) = (x0.45 + 1)ln
(x

4

)
+ (x− 1− x− 1

x0.55
)ln

(
1− 1

x0.225

)
Òîäi, äëÿ ïîõiäíî¨ ìà¹ìî íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ

(lnf1(x))′ = x0.45 + 1

x
+

0.45ln(x4)

x0.55
+

(
1− 0.45

x0.55
− 0.55

x1.55

)
ln

(
1− 1

x0.225

)
+

+
0.225

x0.225

(
1− 1

x

)(
1− 1

x0.55

)(
1

1− 1
x0.225

)
=

=

(
1− 0.45

x0.55
− 0.55

x1.55

)
ln

(
1− 1

x0.225

)
+

+
0.225

x0.225

(
1− 1

x

)(
1− 1

x0.55

)(
1− 1

1− 1
x0.225

)
+
x0.45 + 1

x
+

0.45ln(x4)

x0.55

Ñêîðèñòà¹ìîñü ðîçêëàäîì â ðÿä ln(1 − t) áóäåìî ìàòè íàñòóïíó

íåðiâíiñòü

(lnf1(x))′ 6 − 1

x0.225
[

(
1− 0.45

x0.55
− 0.55

x1.55

)(
1 +

1

2x0.225
+

1

3x0.45
+

1

4x0.675
+

1

5x0.9

)
−

−0.225

(
1− 1

x

)(
1− 1

x0.55

)(
1

1− 1
x0.225

)
− 1

x0.325
− 1

x0.775
−

0.45ln(x4)

x0.325
]

(2.5)

ßêùî x > 90 , òîäi, âðàõîâóþ÷è ïîïåðåäíi ìiðêóâàííÿ, i 2.5 ìà¹ìî

îñòàòî÷íèé âèñíîâîê

(lnf1(x))′ 6 − 1

x0.225
[

(
1− 0.45

900.55
− 0.55

901.55

)
−

−0.225

(
1

1− 1
900.225

)
− 1

900.325
− 1

900.775
−

0.45ln(904 )

900.325
] 6 − 1

x0.225
·0.02136 < 0
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Îòæå, ôóíêöiÿ f1(x) ìîíîòîííî ñïàäà¹ íà ïðîìiæêó x ∈ [90,∞] .

Àíàëîãi÷íî äîâåäåìî ìîíîòîííiñòü ôóíêöi¨ íà ïðîìiæêàõ x ∈ [70, 90] ,

x ∈ [50, 70] , x ∈ [30, 50] , x ∈ [20, 30] .

Íåõàé x ∈ [70, 90] , òîäi

(lnf1(x))′ 6 − 1

x0.225
×

×[

(
1− 0.45

700.55
− 0.55

701.55

)(
1 +

1

2 · 900.225
+

1

3 · 900.45
+

1

4 · 900.675
+

1

5 · 900.9

)
−

−0.225

(
1− 1

90

)(
1− 1

900.55

)(
1

1− 1
700.225

)
− 1

700.325
− 1

700.775
−

0.45ln(874 )

870.325
] 6

6 − 1

x0.225
· 0.238543 < 0

Íåõàé x ∈ [50, 70] , òîäi àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó îòðèìà¹ìî

(lnf1(x))′ 6 − 1

x0.225
×

×
(

1− 0.45

500.55
− 0.55

501.55

)(
1 +

1

2 · 700.225
+

1

3 · 700.45
+

1

4 · 700.675
+

1

5 · 700.9

)
−

−0.225

(
1− 1

70

)(
1− 1

700.55

)(
1

1− 1
500.225

)
− 1

500.325
− 1

500.775
−

0.45ln(704 )

700.325
6

6 − 1

x0.225
· 0.193573 < 0

Íåõàé x ∈ [30, 50] , òîäi àíàëîãi÷íî

(lnf1(x))′ 6 − 1

x0.225
×

×
(

1− 0.45

300.55
− 0.55

301.55

)(
1 +

1

2 · 500.225
+

1

3 · 500.45
+

1

4 · 500.675
+

1

5 · 500.9

)
−

−0.225

(
1− 1

50

)(
1− 1

500.55

)(
1

1− 1
300.225

)
− 1

300.325
− 1

300.775
−

0.45ln(504 )

500.325
6
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6 − 1

x0.225
· 0.14253 < 0

Íåõàé x ∈ [20, 30] , òîäi, âèùå çãàäàíà íåðiâíiñòü, ìà¹ âèãëÿä

(lnf1(x))′ 6 − 1

x0.225
×

×
(

1− 0.45

200.55
− 0.55

201.55

)(
1 +

1

2 · 300.225
+

1

3 · 300.45
+

1

4 · 300.675
+

1

5 · 300.9

)
−

−0.225

(
1− 1

30

)(
1− 1

300.55

)(
1

1− 1
200.225

)
− 1

200.325
− 1

200.775
−

0.45ln(304 )

300.325
6

6 − 1

x0.225
· 0.055658 < 0

Òàêèì ÷èíîì äëÿ âñiõ x ∈ [20,∞], f1(x) ìîíîòîííî ñïàäà¹, çâiäñè

îòðèìà¹ìî, f1(x) < f1(20) 6 0.043821, x > 20.

Ðèñ. 2.5: Ãðàôiê ôóíêöi¨ f2(γ, n).

Äëÿ ôóíêöi¨ f2(γ, n) =
(
n
γ

) γ
n

(äèâ ðèñ. 2.5) ìà¹ìî íàñòóïíå ñïiââiä-
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íîøåííÿ ïðè ôiêñîâàíîìó γ = n0.45 :

f2(n) =
(
n0.55

) 1
n0.55

Îòæå, íåîáõiäíî äîñëiäèòè íàñòóïíó ôóíêöiþ

f2(x) =
(
x0.55

) 1
x0.55 .

Òîäi,

ln(f2(x)) =
0.55ln(x)

x0.55
.

Äëÿ ïîõiäíî¨ ìà¹ìî

ln′(f2(x)) =
0.55

x1.55
(1− 0.55ln(x)) .

Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî

ln′(f2(x)) < 0, x > 7

Îòæå, ôóíêöiÿ f2(x) ñïàäà¹ ïðè x > 7 . Çâiäñè ñëiäó¹

f2(x) < f2(20) ≈ 1, 373243, x > 20.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ôóíêöiþ

f3(γ, n) =
(

1− γ

n2

)n+ γ
n

.

Î÷åâèäíî, ùî f3(γ, n) , (äèâ ðèñ. 2.6) f3(γ, n) 6 1.

Ïðè äîñëiäæåííi ôóíêöi¨ f4(γ, n) =

(
1+
√
γ

n

1−
√
γ

n

)2
√
γ

(äèâ ðèñ. 2.7) îòðè-

ìà¹ìî, ùî ïðè ôiêñîâàíîìó γ = n0.45, i äîâiëüíîìó x > 20 , âèêîíó¹òüñÿ

íàñòóïíà íåðiâíiñòü:

f4(x) =

(
1 + 1

x0.775

1− 1
x0.775

)2x0.225

6 (3e)2x
−0.55,

f4(20) 6 2.556216, x > 20.
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Ðèñ. 2.6: Ãðàôiê ôóíêöi¨ f3(γ, n).

Òåïåð äîñëiäèìî ïîâåäiíêó ôóíêöi¨ f5(γ, n) =
(

4√
γ

)1− γ
n

(äèâ ðèñ.

2.8), äëÿ ÿêî¨, âðàõîâóþ÷è äîñëiäæåííÿ ïîïåðåäíiõ ôóíöié, ìà¹ìî íà-

ñòóïíå:

f5(x) =

(
4

x0.225

)1− 1
x0.55

Ïðè x > 8, (ln(f5(x)))′ < 0 , ôóíêöiÿ f5(x) ñòðîãî ñïàäà¹. Îòæå,

îñòàòî÷íî ìà¹ìî

f5(x) < f5(20) ≈ 1.777387, x > 20

Äëÿ ôóíêöi¨ f6(γ, n) =
(

n
n−1

)n−1−γ n−1n
(äèâ ðèñ. 2.9) âèêîíóþòüñÿ

íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ

f6(γ, n) =

(
n

n− 1

)n−1−γ n−1n
=

(
1 +

1

n− 1

)n−1
·
(

1 +
1

n− 1

)−γ n−1n
=
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Ðèñ. 2.7: Ãðàôiê ôóíêöi¨ f4(γ, n).

=

(
1 + 1

n−1

)n−1
(

1 + 1
n−1

)γ n−1n <

(
1 +

1

n− 1

)n−1
→ e < 3.

Âðàõîâóþ÷è âñi ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè ïðè n > 20 , îòðèìó¹ìî

f1(γ, n) 6 0.043821,

f2(γ, n) 6 1, 373243,

f3(γ, n) 6 1.

f4(γ, n) 6 2.556216,

f5(γ, n) 6 1.777387,

f6(γ, n) < 3,

Îòæå,

On(γ) 6 f1(γ, n) · f2(γ, n) · f3(γ, n) · f4(γ, n) · f5(γ, n) · f6(γ, n) =
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Ðèñ. 2.8: Ãðàôiê ôóíêöi¨ f5(γ, n).

6 0.043821 · 1, 373243 · 1 · 2.556216 · 1.777387 · 3 6 0.82022 < 1.

Äëÿ n ∈ [12, 20] áåçïîñåðåäíi îá÷èñëåííÿ ïðåäñòàâëåíi â òàáëèöi

íèæ÷å.
n f1 f2 f3 f4 f5 f6 On(y)

11 0,08890 1,4229 0,7578 2,9405 1,8595 2,0101 1,0536

12 0,08290 1,4168 0,7686 2,7930 1,8521 2,0403 0,9529

13 0,07709 1,4108 0,7781 2,6699 1,8437 2,0672 0,8611

14 0,07150 1,4049 0,7865 2,5655 1,8347 2,0912 0,7777

15 0,06617 1,3992 0,7940 2,4758 1,8254 2,1130 0,7020

16 0,06112 1,3936 0,8008 2,3977 1,8158 2,1327 0,6335

17 0,05636 1,3882 0,8070 2,3291 1,8061 2,1507 0,5713

18 0,05189 1,3830 0,8126 2,2683 1,7965 2,1673 0,5152

19 0,04771 1,3780 0,8178 2,2140 1,7869 2,1826 0,4644

20 0,04382 1,3732 0,8226 2,1652 1,7774 2,1967 0,4185

Òàêèì ÷èíîì, âðàõîâóþ÷è ïîïåðåäíi ìiðêóâàííÿ, ìè îòðèìàëè, ùî

On

(
n0,45

)
< 1 ïðè n > 12 . Íåîáõiäíî äîâåñòè, ùî íåðiâíiñòü On (γ) < 1

ñïðàïâåäëèâà äëÿ n > 12 i γ ∈ (1, n0,45) .

Ïîêàæåìî, ùî ïðè êîæíîìó n > 12, ôóíêöiÿ fn(γ) =
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Ðèñ. 2.9: Ãðàôiê ôóíêöi¨ f6(γ, n).[
4n√
γ

(
1− 1√

γ

)n−1
(n− 1)−(n−1)

]1− γ
n

ìîíîòîííî çðîñòà¹ ïî γ íà ïðîìiæêó

(1;n0,45) .

Ñïðàâåäëèâi ñïiââiäíîøåííÿ

ln(fn(γ)) = (1−γ
n

)

[
n ln 4− 1

2
ln γ + (n− 1) ln

(
1− 1
√
γ

)
− (n− 1) ln(n− 1)

]
,

[ln(fn(γ))]′γ = − ln 4 +
1

2n
ln γ − n− 1

n
ln

(
1− 1
√
γ

)
+
n− 1

n
ln(n− 1)+

+(1− γ

n
)

1

2γ

(
n− 1
√
γ − 1

− 1

)
.

Âðàõó¹ìî, ùî

0 < ln

(
1

4

)
+

11

12
ln 11 < ln

(
1

4

)
+
n− 1

n
ln(n− 1)

i

−n− 1

n
ln

(
1− 1
√
γ

)
> 0, (1− γ

n
)

1

2γ

(
n− 1
√
γ − 1

− 1

)
> 0,
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1

2n
ln γ > 0.

Îòæå, fn(γ) ìîíîòîííî çðîñòà¹ ïðè âêàçàíèõ ïàðàìåòðàõ n, γ .

Äîâåäåìî, ùî ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó n > 12, ôóíêöiîíàë J0
n(γ)

ìîíîòîííî ñïàäà¹ ïî γ íà ïðîìiæêó (1;n0,45) .

Âðàõîâóþ÷è, ùî âåëè÷èíà J0
n(γ) çàäîâiëüíÿ¹ íàñòóïíó ðiâíiñòü

J0
n(γ) =

(
4

n

)n (
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

[
n−√γ
n+
√
γ

]2√γ
.

Òàê ÿê

ln J0
n(γ) = n ln

4

n
+
γ

n
ln

4γ

n2
−
(
n+

γ

n

)
ln(1− γ

n2
) + 2

√
γ ln

[
n−√γ
n+
√
γ

]
,

òîäi [
ln J0

n(γ)
]′
γ

=
1

n
ln

4γ

n2 − γ
+

1

4
√
γ

ln

[
1−

√
γ

n

1 +
√
γ

n

]
.

Ïîçíà÷èìî
√
γ

n = x , òîäi γ = n2x2,
√
γ = nx i 1

n < x ≤ n−0,775.

Â ðåçóëüòàòi ïåðåòâîðåíü ìà¹ìî íàñòóïíå[
ln J0

n(γ)
]′
γ

=
2

n
ln 2x− 1

n
ln(1− x2) +

1

4nx
ln

[
1− x
1 + x

]
.

Âðàõîâóþ÷è, ùî

ln(1− x) = −x− x2

2
− ...− xn

n
− ...,

ln
1− x
1 + x

= −2x

(
1 +

1

3
x2 +

1

5
x4 + ...+

1

2k + 1
x2k + ...

)
,

îòðèìà¹ìî

[
ln J0

n(γ)
]′
γ

=
2

n
ln 2x+

1

n

(
x2 +

x4

2
+ ...+

x2n

n
+ ...

)
−
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− 1

2n

[
1 +

1

3
x2 +

1

5
x4 + ...+

x2k

2k + 1
+ ....

]
Îòæå,

[
ln J0

n(γ)
]′
γ

=
2

n
ln 2x− 1

2n
+

+
x2

n

(
1− 1

6

)
+
x4

n

(
1

2
− 1

10

)
+ ...+

x2n

n

(
1

n
− 1

4n+ 2

)
+ ....

Äàëüøå,âðàõîâóþ÷è, ùî 1
n −

1
4n+2 6 1

2 ,

[
ln J0

n(γ)
]′
γ
6

2

n
ln 2x− 1

2n
+

1

n

(
1

2
x2 +

1

2
x4 + ...+

1

2
x2k + ....

)
=

= − 1

2n
+

2

n
lnx+

1

2n

(
x2

1− x2

)
.

Ôóíêöiÿ x2

1−x2 ìîíîòîííî çðîñòà¹ íà ïðîìiæêó [0, 1) äëÿ 1
n < x ≤

n−0,775 , òîäi ñïðàâåäëèâi íåðiâíîñòi

[
ln J0

n(γ)
]′
γ
6 − 1

2n
+

2

n
lnx+

1

2n

(
x2

1− x2

)
=

= − 1

2n

(
1− 4 lnx− x2

1− x2

)
<

< − 1

2n

(
1− 4 ln(n−1)− n−1,55

1− n−1,55

)
6

6 − 1

2n

(
1 + 4 lnn− 1

n1,55
1

1− 1
n1,55

)
6

6 − 1

2n

(
1− 1.03

n1,55
+ 4 lnn

)
< 0,

îñêiëüêè ïðè n > 12

1

1− 1
n1,55

< 1.03,
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Î÷åâèäíî, ùî 1− 1
n1,55 + 4 lnn > 0 ïðè âñåõ n > 12.

Òàêèì ÷èíîì, J0
n(γ) ìîíîòîííî ñïàäà¹ äëÿ âñiõ γ ç ïðîìiæêó γ ∈

(1, n0.45].

Âðàõîâóþ÷è ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè îòðèìà¹ìî

On(γ) 6
fn(γ)

J0
n(γ)

<
fn(n

0.45)

J0
n(n0.45)

< 1.

À öå îçíà÷à¹, ùî ïðè n > 12 òà α0 > 2√
2γ
, äëÿ äîâiëüíèõ ñèñòåì

ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé òà äîâiëüíèõ íàáîðiâ ðiçíèõ òî÷îê ak ,

|ak| = 1 ,ak ∈ Bk , k = 1, n , a0 = 0 ∈ B0 , âèêîíó¹òüñÿ ñòðîãà íåðiâíiñòü

rγ(B0, 0)
n∏
k=1

r(Bk, ak) < rγ
(
B

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

)
,

òîáòî â öüîìó âèïàäêó íå iñíó¹ åêñòðåìàëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨¨.

Çàëèøà¹òüñÿ ðîçãëÿíóòè âèïàäîê α0
√
γ < 2 . Òîäi ìè ïîòðàïëÿ¹ìî â

óìîâè òåîðåìè 2.1.6 i ðîçãëÿäà¹ìî íàñòóïíó íåðiâíiñòü n0.45 6 0.1215n2 ⇒
n > 6. Òåîðåìó äîâåäåíî.

2.4. Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 2.2.2

Àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè ñïî÷àòêó ðîçãäÿíåìî âè-

ïàäîê, êîëè α0
√
γ > 2 . Âñi ïîäàëüøi ìiðêóâàííÿ ñòîñóþòüñÿ ñàìå äàíîãî

âèïàäêó.

Â ïîäàëüøîìó ìè çàñòîñóâà¹ìî ìåòîä ðîçðîáëåíèé íàóêîâèì êåðiâ-

íèêîì íàïðèêiíöi 2018 ðîêóäëÿ îïòèìiçàöi¨ îá¹ìiâ îá÷èñëåíü.

Çãiäíî ìåòîäó ðîáîòè [15, ñ.255], íåîáõiäíî âiäêèíóòè âèïàäîê, êîëè

α0 >
2√
γ , ïðè÷îìó α0 = max

k
αk .

Jn(γ) = rγ(B0, 0)
n∏
k=1

r(Bk, ak) =
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=
[
r2n(B0, 0)

] γ
2n

[
n∏
k=1

r(Bk, ak)

]n
= (2.1)

=
(
[r2(B0, 0)r(B1, a1)r(B2, a2)] · ... · [r2(B0, 0)r(Bn, an)r(B1, a1)]

) γ
2n ×

×
[

n∏
k=1

r(Bk, ak)

]1− γ
n

Âiäîìî (äèâ. [69]), ùî íàñòóïíèé ôóíêöiîíàë

Y3(t1, t2, t3, D1, D2, D3, d1, d2, d3) = (2.2)

=
rt1(D1, d1)r

t2(D2, d2)r
t3(D3, d3)

|d1 − d2|t1+t2−t3 · |d2 − d3|t1−t2+t3 · |d2 − d3|−t1+t2+t3
¹ iíâàðiàíòîì âiäíîñíî âñiõ êîíôîðìíèõ àâòîìîðôiçìiâ ðîçøèðåíî¨ êîì-

ïëåêñíî¨ ïëîùèíè C , tk ∈ R+ , äå Dk � íåïåðåòèííi îáëàñòi òàêi, ùî

dk ∈ Dk ⊂ C, k = 1, 2, 3 .

Ëåãêî ïîáóäóâàòè, òàêèé êîíôîðìíèé àâòîìîðôiçì ω̃k = Tk(ω), k =

1, n êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíèá äëÿ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi ðiâíîñòi:

B̃0 = Tk(B0), B̃k = Tk(Bk), B̃k+1 = Tk(Bk+1)

. Öåé àâòîìîðôiçì iñíó¹ i âií ¹äèíèé. Òîäi, ó íàøîìó âèïàäêó îòðèìà¹ìî

r2(B0, 0)r(Bk, ak)r(Bk+1, ak+1)

|a0 − a1|2|a0 − ak|2|ak − ak+1|0
=

= r2(B̃0, 0)r(B̃k, 1)r(B̃k+1,−1) 6 0.4374

Îñòàííié ìíîæíèê âèðàçó (2.1) îöiíèìî, âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó

Â.Ì. Äóáiíiíà [15,52] ìà¹ìî îöiíêó
n∏
k=1

r(Bk, ak) 6 2n
n∏
k=1

αk.

Îòæå, âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü (2.1) i âèùå íàâåäåíi ìiðêóâàííÿ,

ìà¹ìî îöiíêó [
n∏
k=1

r(Bk, ak)

]1− γ
n

6

[
2n

n∏
k=1

αk

]1− γ
n

.
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Äàëi, ç íåðiâíîñòi Êîøi (ïðî çâ'ÿçîê ìiæ ñåðåäíiì àðèôìåòè÷íèì òà

ñåðåäíiì ãåîìåòðè÷íèì) ìà¹ìî, ùî ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåííÿ
n∏
k=1

αk 6 α0

(
2− α0

n− 1

)n−1
.

Îòæå, ìà¹ìî íàñòóïíó íåðiâíiñòü
n∏
k=1

r(Bk, ak) 6
[
2nα0(2− α0)

n−1(n− 1)−(n−1)
]1− γ

n

.

Îñòàòî÷íî ìà¹ìî

Jn(γ) 6 0.4374
γ
2

[
2nα0

(
2− α0

n− 1

)n−1]1− γ
n

,

äå α0 = max
k
αk , ïðè÷îìó α0 >

2√
γ .

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè ðîáiò [15,50,65,70], îòðèìà¹ìî ùî

J0
n(γ) = rγ

(
B

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

)
=

=

(
4

n

)n
·

(
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

·
(

1−
√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ

,

äå B
(0)
k , a

(0)
k , k = 0, n , a

(0)
0 = 0 , � êðóãîâi îáëàñòi òà ïîëþñè êâàäðàòè÷-

íîãî äèôåðåíöiàëà, âiäïîâiäíî.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ.

Íåõàé

On(γ) =
Jn(γ)

J0
n(γ)

=

rγ(B0, 0)
n∏
k=1

r(Bk, ak)

rγ(B
(0)
0 , 0)

n∏
k=1

r(B
(0)
k , a

(0)
k )

,

äå B0, ..., Bn � äîâiëüíà ñèñòåìà îáëàñòåé òà òî÷îê ak, k = 1, n, ÿêi çà-

äîâîëüíÿþòü óìîâè òåîðåìè.

Ðîçãëÿíåìî âåëè÷èíó

On(γ) =
Jn(γ)

J0
n(γ)
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äëÿ âèïàäêó, êîëè α0
√
γ > 2 .

Ç âèùå íàâåäåíîãî ñëiäó¹, ùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi íåðiâíîñòi:

On(γ) 6
0.4374

γ
2

[
2n · α0(2− α0)

n−1(n− 1)−(n−1)
]1− γ

n

(
4
n

)n · (4γn2) γn · (1− γ
n2

)−n− γ
n ·
(

1−
√
γ

n

1+
√
γ

n

)2
√
γ

6

6
0.4374

γ
2

[
2 · 2n−1 · 2√

γ (2− 2√
γ )n−1(n− 1)−(n−1)

]1− γ
n

(
4
n

)n−1−γ(1− 1
n) ·

(
4
n

)γ+1− γ
n ·
(
4γ
n2

) γ
n ·
(
1− γ

n2

)−n− γ
n ·
(

1−
√
γ

n

1+
√
γ

n

)2
√
γ

=

= 0.4374
γ
2

(n
4

)γ+1
·
(

1− 1
√
γ

)n−1
·
(

1− 1
√
γ

)−γ− γ
n

·
(
n

γ

) γ
n

·
(

1− γ

n2

)n+ γ
n ×

×
(

1 +
√
γ

n

1−
√
γ

n

)2
√
γ

·
(

4
√
γ

)1− γ
n

·
(

n

n− 1

)n−1−γ n−1n
.

Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìàëè îöiíêó On(γ) ÷åðåç äîáóòîê ôóíêöié

âèùå íàâåäåíîãî âèãëÿäó. Ïîäàëüøå äîñëiäæåííÿ áóäå ïîâ'ÿçàíå ç âèâ-

÷åííÿì ïîâåäiíêè öèõ ôóíêöié. Äëÿ çðó÷íîñòi äîñëiäæåíü, ïîçíà÷èìî öi

ôóíêöi¨ íàñòóïíèì ÷èíîì:

f1(γ, n) = 0.4374
γ
2

(n
4

)γ+1
·
(

1− 1
√
γ

)n−1−γ n−1n
,

f2(γ, n) =

(
n

γ

) γ
n

,

f3(γ, n) =
(

1− γ

n2

)n+ γ
n

,

f4(γ, n) =

(
1 +

√
γ

n

1−
√
γ

n

)2
√
γ

,

f5(γ, n) =

(
4
√
γ

)1− γ
n

,
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f6(γ, n) =

(
n

n− 1

)n−1−γ n−1n
.

Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìàëè

On(γ) 6 0.4374
γ
2

[n
4

]γ+1
·
[
1− 1
√
γ

]n−1−γ n−1n
·
(
n

γ

) γ
n

·
(

1− γ

n2

)n+ γ
n ×

×
(

1 +
√
γ

n

1−
√
γ

n

)2
√
γ

·
(

4
√
γ

)1− γ
n

·
(

n

n− 1

)n−1−γ n−1n
=

= f1(γ, n) · f2(γ, n) · f3(γ, n) · f4(γ, n) · f5(γ, n) · f6(γ, n) · .

Äîñëiäèìî êîæíó ôóíêöiþ îêðåìî On(γ) i ïîêàæåìî, ùî Jn(γ) <

J0
n(γ) ïðè γ ∈ (1, n0,5 ] , n > 126 .

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f1(γ, n) = 0.4374
γ
2

(
n
4

)γ+1 ·
(

1− 1√
γ

)n−1−γ n−1n
(äèâ ðèñ. 2.10).

Ðèñ. 2.10: Ãðàôiê ôóíêöi¨ f1(γ, n).

Ôiêñó¹ìî γ = n0.5 i äîñëiäèìî êîæíó ôóíêöiþ çà äîïîìîãîþ ñòàí-
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äàðòíèõ ìåòîäiâ ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó. Îòæå,

f1(n) := 0.4374
n0.5

2

(n
4

)n0.5+1
·
(

1− 1

n0.25

)n−1− n−1
n0.5

Òàêèì ÷èíîì, íåîáõiäíî äîñëiäèòè ôóíêöiþ

f1(x) := 0.4374
x0.5

2

(x
4

)x0.5+1
·
(

1− 1

x0.25

)x−1− x−1
x0.5

Î÷åâèäíî, ùî

lnf1(x) =
x0.5

2
ln0.4374 + (x0.5 + 1)ln

(x
4

)
+ (x− 1− x− 1

x0.5
)ln

(
1− 1

x0.25

)
Òîäi, äëÿ ïîõiäíî¨ ìà¹ìî íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ

(lnf1(x))′ = 1

4x0.5
ln0.4374+

+
x0.5 + 1

x
+

0.5ln(x4)

x0.5
+

(
1− 0.5

x0.5
− 0.5

x1.5

)
ln

(
1− 1

x0.25

)
+

+
0.25

x0.25

(
1− 1

x

)(
1− 1

x0.5

)(
1

1− 1
x0.25

)
=

=
1

4x0.5
ln0.4374 +

(
1− 0.5

x0.5
− 0.5

x1.5

)
ln

(
1− 1

x0.25

)
+

+
0.25

x0.25

(
1− 1

x

)(
1− 1

x0.5

)(
1− 1

1− 1
x0.25

)
+
x0.5 + 1

x
+

0.5ln(x4)

x0.5

Ñêîðèñòà¹ìîñü ðîçêëàäîì â ðÿä ln(1 − t) áóäåìî ìàòè íàñòóïíó

íåðiâíiñòü

(lnf1(x))′ 6 − 1

x0.25
×

×[
−ln0.4374

4x0.25
+

(
1− 0.5

x0.5
− 0.5

x1.5

)(
1 +

1

2x0.25
+

1

3x0.5
+

1

4x0.75
+

1

5x

)
−

−0.25

(
1− 1

x

)(
1− 1

x0.5

)(
1

1− 1
x0.25

)
− 1

x0.25
− 1

x0.75
−

0.5ln(x4)

x0.25
] (2.3)
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Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî ìàêñèìóì ôóíêöi¨
ln(x4 )

x0.25 çíàõîäèòüñÿ â òî÷öi

x = 218.39 , âðàõîâóþ÷è ïîïåðåäíi ìiðêóâàííÿ, i 2.3, ïðè x > 100 , ìà¹ìî

îñòàòî÷íèé âèñíîâîê

(lnf1(x))′ 6 − 1

x0.25
[

(
1− 0.5

1000.5
− 0.5

1001.5

)
−

−0.25

(
1

1− 1
1000.25

)
− 1

1000.25
− 1

1000.75
−

0.45ln(2184 )

2180.25
] 6 − 1

x0.25
·0.010198 < 0

Îòæå, ôóíêöiÿ f1(x) ìîíîòîííî ñïàäà¹ íà ïðîìiæêó x ∈ [100,∞] .

Òàêèì ÷èíîì äëÿ âñiõ x ∈ [126,∞], f1(x) ìîíîòîííî ñïàäà¹, çâiäñè îòðè-

ìà¹ìî, f1(x) < f1(126) 6 0.0590352, x > 126.

Ðèñ. 2.11: Ãðàôiê ôóíêöi¨ f2(γ, n).

Äëÿ ôóíêöi¨ f2(γ, n) =
(
n
γ

) γ
n

(äèâ ðèñ. 2.11) ìà¹ìî íàñòóïíå ñïiââiä-

íîøåííÿ ïðè ôiêñîâàíîìó γ = n0.5 :

f2(n) =
(
n0.5
) 1
n0.5
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Ðèñ. 2.12: Ãðàôiê ôóíêöi¨ f3(γ, n).

Îòæå, íåîáõiäíî äîñëiäèòè íàñòóïíó ôóíêöiþ

f2(x) =
(
x0.5
) 1
x0.5 .

Òîäi,

ln(f2(x)) =
0.5ln(x)

x0.5
.

Äëÿ ïîõiäíî¨ ìà¹ìî

ln′(f2(x)) =
0.5

x1.5
(1− 0.5ln(x)) .

Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî

ln′(f2(x)) < 0, x > 8

Îòæå, ôóíêöiÿ f2(x) ñïàäà¹ ïðè x > 8 . Çâiäñè ñëiäó¹

f2(x) < f2(126) ≈ 1.240389, x > 126.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ôóíêöiþ
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f3(γ, n) =
(

1− γ

n2

)n+ γ
n

.

Î÷åâèäíî, ùî f3(γ, n) (äèâ ðèñ. 2.12), f3(γ, n) 6 1.

Ðèñ. 2.13: Ãðàôiê ôóíêöi¨ f4(γ, n).

Ïðè äîñëiäæåííi ôóíêöi¨ f4(γ, n) =

(
1+
√
γ

n

1−
√
γ

n

)2
√
γ

(äèâ ðèñ. 2.13) îòðè-

ìà¹ìî, ùî ïðè ôiêñîâàíîìó γ = n0.5, i äîâiëüíîìó x > 126 , âèêîíó¹òüñÿ

íàñòóïíà íåðiâíiñòü:

f4(x) =

(
1 + 1

x0.75

1− 1
x0.75

)2x0.25

6 (3e)2x
−0.5
,

f4(126) 6 1.453419, x > 126.

Òåïåð äîñëiäèìî ïîâåäiíêó ôóíêöi¨ f5(γ, n) =
(

4√
γ

)1− γ
n

(äèâ ðèñ.

2.14), äëÿ ÿêî¨, âðàõîâóþ÷è äîñëiäæåííÿ ïîïåðåäíiõ ôóíöié, ìà¹ìî íà-

ñòóïíå:

f5(x) =

(
4

x0.25

)1− 1
x0.5
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Ðèñ. 2.14: Ãðàôiê ôóíêöi¨ f5(γ, n).

Ïðè x > 8, (ln(f5(x)))′ < 0 , ôóíêöiÿ f5(x) ñòðîãî ñïàäà¹. Îòæå,

îñòàòî÷íî ìà¹ìî

f5(x) < f5(126) ≈ 1.175197, x > 126

Äëÿ ôóíêöi¨ f6(γ, n) =
(

n
n−1

)n−1−γ n−1n
(äèâ ðèñ. 2.15) âèêîíóþòüñÿ

íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ

f6(γ, n) =

(
n

n− 1

)n−1−γ n−1n
=

(
1 +

1

n− 1

)n−1
·
(

1 +
1

n− 1

)−γ n−1n
=

=

(
1 + 1

n−1

)n−1
(

1 + 1
n−1

)γ n−1n <

(
1 +

1

n− 1

)n−1
→ e < 3.

Âðàõîâóþ÷è âñi ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè ïðè n > 126 , îòðèìó¹ìî

f1(γ, n) 6 0.0590352,
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Ðèñ. 2.15: Ãðàôiê ôóíêöi¨ f6(γ, n).

f2(γ, n) 6 1.240389,

f3(γ, n) 6 1.

f4(γ, n) 6 1.453419,

f5(γ, n) 6 1.175197,

f6(γ, n) < 3,

Îòæå,

On(γ) 6 f1(γ, n) · f2(γ, n) · f3(γ, n) · f4(γ, n) · f5(γ, n) · f6(γ, n) =

6 0.0590352 · 1.240389 · 1 · 1.453419 · 1.175197 · 3 6 0.3752249 < 1.

Òàêèì ÷èíîì, âðàõîâóþ÷è ïîïåðåäíi ìiðêóâàííÿ, ìè îòðèìàëè, ùî

On

(
n0,5
)
< 1 ïðè n > 126 . Íåîáõiäíî äîâåñòè, ùî íåðiâíiñòü On (γ) < 1

ñïðàâåäëèâà äëÿ n > 126 i γ ∈ (1, n0,5) .
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Ïîêàæåìî, ùî ïðè êîæíîìó n > 126, ôóíêöiÿ fn(γ) =

0, 4374
γ
2

[
4n√
γ

(
1− 1√

γ

)n−1
(n− 1)−(n−1)

]1− γ
n

ìîíîòîííî çðîñòà¹ ïî γ íà

ïðîìiæêó (1;n0,5) .

Ñïðàâåäëèâi ñïiââiäíîøåííÿ

ln(fn(γ)) =
γ

2
ln0, 4374+

+(1− γ

n
)

[
n ln 4− 1

2
ln γ + (n− 1) ln

(
1− 1
√
γ

)
− (n− 1) ln(n− 1)

]
,

[ln(fn(γ))]′γ =
ln0, 4374

2
−ln 4+

1

2n
ln γ−n− 1

n
ln

(
1− 1
√
γ

)
+
n− 1

n
ln(n−1)+

+(1− γ

n
)

1

2γ

(
n− 1
√
γ − 1

− 1

)
.

Âðàõó¹ìî, ùî

0 < ln(0, 4374)
1
2 + ln

(
1

4

)
+

125

126
ln 125 < ln

(
1

4

)
+
n− 1

n
ln(n− 1)

i

−n− 1

n
ln

(
1− 1
√
γ

)
> 0, (1− γ

n
)

1

2γ

(
n− 1
√
γ − 1

− 1

)
> 0,

1

2n
ln γ > 0.

Îòæå, fn(γ) ìîíîòîííî çðîñòà¹ ïðè âêàçàíèõ ïàðàìåòðàõ n, γ .

Âðàõîâóþ÷è, ùî âåëè÷èíà J0
n(γ) äîñëiäæåíà â ïîïåðåäíié Òåîðåìi

2.2.1 i ìîíîòîííî ñïàäà¹ äëÿ âñiõ γ ç ïðîìiæêó γ ∈ (1, n0.5], îòðèìà¹ìî

On(γ) 6
fn(γ)

I0n(γ)
<
fn(n

0.5)

I0n(n0.5)
< 1.

Íåðiâíiñòü On (γ) < 1 ñïðàâåäëèâà i äëÿ n > 126 i γ ∈ (1, n0,5) .

Çàóâàæèìî, ùî âèïàäîê α0
√
γ < 2 ðîçãëÿíóòèé ïðè äîâåäåííi Òåîðåìè

2.2.1. Òîäi, âðàõîâóþ÷è 2.1.6 ìè îòðèìó¹ìî: n0.5 6 0.1215n2 ⇒ n > 5.

Òåîðåìó äîâåäåíî.
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2.5. Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 2.2.3

Àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ òåîðåìè 2.2.1, 2.2.2 ñïî÷àòêó âiäêèíåìî âèïà-

äîê, êîëè α0
√
γ ≥ 2 , α0 = max

k
αk, k = 1, 4 .

Çà äîïîìîãîþ ðîáîòè [17] âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi âiäíîñíî ïî÷àòêó

êîîðäèíàò îöiíèìî íàñòóïíèì ÷èíîì:

r (B0, 0) 6
[
n

1
2 · J0

n(γ)
]− 1

n−γ
6 0.63161233,

äå J0
n(γ) äëÿ n = 4 ìà¹ âèãëÿä

J0
n(γ) =

(
4γ
16

)γ
4(

1− γ
16

)4+γ
4

·
(

1−
√
γ

4

1 +
√
γ

4

)2
√
γ

≈ 0, 15032.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü (2.4) i âèùå íàâåäåíi ìiðêóâàííÿ, ìà¹ìî

îöiíêó
4∏

k=1

r(Bk, ak) 6 2n
4∏

k=1

αk.

Äàëi, ç íåðiâíîñòi Êîøi (ïðî çâ'ÿçîê ìiæ ñåðåäíiì àðèôìåòè÷íèì òà

ñåðåäíiì ãåîìåòðè÷íèì) ìà¹ìî, ùî ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåííÿ

4∏
k=1

αk 6 α0

(
2− α0

3

)3

.

Îñòàòî÷íî ìà¹ìî

J4(γ) 6 24α0

(
2− α0

3

)3

,

äå α0 = max
k
αk , ïðè÷îìó α0 >

2√
γ .

Îòæå, âèêîíàâøè îá÷èñëåííÿ, ìà¹ìî

J4(2, 09) 6 0, 07357.

Òîäi, âðàõîâóþ÷è ïîïåðåäíi îá÷èñëåííÿ ìà¹ìî

Jn(γ) < J0
n(γ).
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Çàëèøà¹òüñÿ ðîçãëÿíóòè âèïàäîê α0
√
γ < 2 . Â öüîìó âèïàäêó ðå-

çóëüòàò òåîðåìè 2.2.3 âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2.1.6.

Îòæå, òåîðåìó äîâåäåíî.
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Ó ðîçäiëi 2 â çàäà÷i ïðî çíàõîäæåííÿ ìàêñèìóìó äîáóòêó âíóòðiøíiõ

ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé âiäíîñíî òî÷îê îäèíè÷íîãî êîëà

íà äåÿêó äîäàòíþ ñòåïiíü γ âíóòðiøíüîãî ðàäióñó äåÿêî¨ îáëàñòi âiäíîñíî

ïî÷àòêó êîîðäèíàò îòðèìàíî íàñòóïíi ðåçóëüòàòè:

• â òåîðåìi 2.2.1 äëÿ n ≥ 12 äëÿ êîæíîãî γ, γ ∈ (1;n0.45] çàäà÷à ïðî

çíàõîäæåííÿ ìàêñèìóìó äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïå-

ðåòèííèõ îáëàñòåé âiäíîñíî òî÷îê îäèíè÷íîãî êîëà íà äåÿêó äîäàòíþ

ñòåïiíü γ âíóòðiøíüîãî ðàäióñó äåÿêî¨ îáëàñòi âiäíîñíî ïî÷àòêó êî-

îðäèíàò âèðiøåíà ïîâíiñòþ;

• â òåîðåìi 2.2.2 äëÿ n ≥ 126 äëÿ êîæíîãî γ, γ ∈ (1;n0.5] çàäà÷à ïðî

çíàõîäæåííÿ ìàêñèìóìó äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïå-

ðåòèííèõ îáëàñòåé âiäíîñíî òî÷îê îäèíè÷íîãî êîëà íà äåÿêó äîäàòíþ

ñòåïiíü γ âíóòðiøíüîãî ðàäióñó äåÿêî¨ îáëàñòi âiäíîñíî ïî÷àòêó êî-

îðäèíàò âèðiøåíà ïîâíiñòþ;

• â òåîðåìi 2.2.3 äëÿ n = 4 äëÿ êîæíîãî γ, γ ∈ (1; 2.09] , âèùå âêàçàíà

çàäà÷à, âèðiøåíà.

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â ñòàòòÿõ [14,20,21].
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ÐÎÇÄIË 3

ÅÑÒÐÅÌÀËÜÍÀ ÇÀÄÀ×À ÄËß ×ÀÑÒÊÎÂÎ

ÏÅÐÅÒÈÍÍÈÕ ÎÁËÀÑÒÅÉ Ç ÂIËÜÍÈÌÈ ÏÎËÞÑÀÌÈ

ÍÀ N -ÏÐÎÌÅÍÅÂÈÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ ÒÎ×ÎÊ

3.1. Ðåçóëüòàòè ïîïåðåäíèêiâ, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ â

ðîçäiëi

Çàäà÷à 3.1.1. Çíàéòè ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëà

Jn(γ) = [r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Bk, ak) (3.1)

ïðè γ > 0 , n > 2 , íà ìíîæèíi âñiõ ñèñòåì âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé

{Bk}nk=1 , òàêèõ, ùî ak ∈ Bk ⊂ C, |ak| = 1 , k = 1, n , a0 = 0 ⊂ B0 ⊂ C ,

∞ ⊂ B∞ ⊂ C , r(B, a) - âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi B â òî÷öi a (a ∈ B) .

Ðèñ. 3.1: Ñòåðåîãðàôi÷íà ïðîåêöiÿ äåÿêî¨ êîíôiãóðàöi¨¨ îáëàñòåé
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Âïåðøå áóëà âðîçãëÿíóòà öÿ ïðîáëåìà â 1988 ðîöi Â.Ì. Äóáiíiíèì

[50] i îòðèìàíà îöiíêà äëÿ ôóíêöiîíàëà 3.1 ïðè γ = 1
2 i n > 2 äëÿ ñèñòåì

áàãàòîçâ'ÿçíèõ íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé ìåòîäîì ñèìåòðèçàöi¨. Ó âèïàäêó

êîëè òî÷êè ëåæàòü íà îäèíè÷íîìó êîëi, Ã.Â. Êóçüìiíà çà äîïîìîãîþ ìå-

òîäó åêñòðåìàëüíî¨ ìåòðèêè [71, ñ. 267] ðîçâ'ÿçàëà çàäà÷ó ïðè γ ∈
(

0, n
2

8

]
,

n > 2 äëÿ âèïàäêó íåïåðåòèííèõ îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé.

Â ðàìêàõ iäå¨ Ï.Ì. Òàìðàçîâà ïðî âiëüíi ïîëþñè, Î.Ê. Áàõòií â 2006

ðîöi çàïðîïîíóâàâ ðîçãëÿäàòè çàäà÷i ïðî ìàêñèìiçàöiþ ôóíêöiîíàëiâ íà

êëàñàõ íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé âiäíîñíî òî÷îê, ÿêi ðîçìiùåíi íà òàê çâà-

íèõ (n,m) -ïðîìåíåâèõ ñèñòåìàõ [15]. Çàäà÷i òàêîãî òèïó çíà÷íî óçàãàëü-

íþþòü âñi òi çàäà÷i ç âiëüíèìè ïîëþñàìè, ùî âèâ÷àëèñü ðàíiøå. Â öié ðî-

áîòi áóëî çàïðîïîíîâàíî ìåòîä "êåðóþ÷èõ" ôóíêöiîíàëiâ, ÿêèé äà¹ ìîæ-

ëèâiñòü ïîñëàáèòè óìîâè íà ãåîìåòðiþ ðîçòàøóâàííÿ ñèñòåì òî÷îê. Çàâ-

äÿêè öüîìó ìåòîäó â ðîáîòi [78, òåîðåìà 4.1] â 2006 ðîöi âïåðøå îòðèìàëè

îöiíêó äëÿ ôóíêöiîíàëà 3.1 äëÿ n -ïðîìåíåâèõ ñèñòåì ïðè ìàëèõ çíà÷åí-

íÿõ γ , 0 6 γ 6 0, 125 .

Â ðîáîòàõ 2011-2012 ð.ð. [23, 45, 46] çàäà÷à 3.1.1 ðîçãëÿíóòà äëÿ

n = 2, 3, 4, 5 â çíà÷íî áiëüø çàãàëüíié ñèòóàöi¨. Íà îñíîâi öèõ ðîáiò ñôîð-

ìóëüîâàíi íàñòóïíi ïåçóëüòàòè:

Òåîðåìà 3.1.1. Íåõàé 0 < γ 6 γn , γ2 = 3
5 , γ3 = 6

5 , γ4 = 2, 1 , γ5 =

3, 2 . Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ n -ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê An = {ak}nk=1 , òàêî¨,

ùî M(An) = 1 i áóäü-ÿêîãî íàáîðó ÷àñòêîâî ïåðåòèííèõ îáëàñòåé B0 ,

{Bk}nk=1 , B∞ (0 ∈ B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C ), ñïðàâåäëèâà

íåðiâíiñòü

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Bk, ak) 6 [r (Λ0, 0) r (Λ∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Λk, λk) ,

(3.2)

äå îáëàñòi Λ0 , Λ∞ , Λk è òî÷êè 0 , ∞ , λk (k = 1, n , n ≥ 2 ) � âiäïîâiäíî
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êðóãîâi îáëàñòi i ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = −γw
2n + (n2 − 2γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2. (3.3)

Çàäà÷à ïðî îöiíêó ôóíêöiöîíàëà (3.1) ïðè ïî÷àòêîâèõ çíà÷åííÿõ íà-

òóðàëüíîãî ïàðàìåòðà n ðîçãëÿäàëàñü òàêîæ â [29]. Â ðîáîòi [9] ó âèïàäêó

äîâiëüíèõ ñèñòåì ïåðåòèííèõ îáëàñòåé çàäà÷à ðîçâ'ÿçàíà äëÿ n > 7 ïðè

γ ∈ (0, 0.08n2) .

Òåîðåìà 3.1.2. Íåõàé 0 < γ 6 γn, n ≥ 7 . Òîäi ïðè γ ∈ (0, 0.08n2)

äëÿ áóäü-ÿêî¨ n -ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê An = {ak}nk=1 , òàêî¨, ùî

M(An) = 1 i áóäü-ÿêîãî íàáîðó ÷àñòêîâî ïåðåòèííèõ îáëàñòåé B0 ,

{Bk}nk=1 , B∞ (0 ∈ B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C ), ñïðàâåä-

ëèâà íåðiâíiñòü

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Bk, ak) 6 [r (Λ0, 0) r (Λ∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Λk, λk) ,

äå îáëàñòi Λ0 , Λ∞ , Λk è òî÷êè 0 , ∞ , λk (k = 1, n , n ≥ 2 ) � âiäïîâiäíî

êðóãîâi îáëàñòi i ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = −γw
2n + (n2 − 2γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2. (3.4)

3.2. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 3

Ââåäåìî íåîáõiäíi ïîíÿòòÿ.

Ñèñòåìà òî÷îê An :=
{
ak ∈ C : k = 1, n

}
, íàçèâà¹òüñÿ n - ïðîìå-

íåâîþ, ÿêùî |ak| ∈ R+ ïðè k = 1, n , 0 = arg a1 < arg a2 < . . . <

arg an < 2π . Ïîçíà÷èìî ïðè öüîìó θk := arg ak, an+1 := a1, θn+1 := 2π,

αk := 1
π arg ak+1

ak
, αn+1 := α1, k = 1, n.

Äëÿ äîâiëüíî¨ n -ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê An = {ak}nk=1 ðîçãëÿíåìî

íàñòóïíèé "êåðóþ÷èé" ôóíêöiîíàë:
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M(An) :=
n∏
k=1

χ

(∣∣∣ ak
ak+1

∣∣∣ 1
2αk

)
|ak|. (3.1)

Êëàñ òèõ n -ïðîìåíåâèõ ñèñòåì òî÷îê äëÿ ÿêèõ M(An) = 1

àâòîìàòè÷íî ìiñòèòü âñi ñèñòåìè iç n ðiçíèõ òî÷îê, ÿêi ðîçìiùåíi íà îäè-

íè÷íîìó êîëi.

Ñèñòåìîþ íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííèé íàáið

äîâiëüíèõ îáëàñòåé {Bk}nk=1 , n ∈ N , n > 2 òàêèõ, ùî Bk ⊂ C , Bk∩Bm =

∅ , k 6= m , k,m = 1, n .

Äàëi ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé {Bk}nk=1 .

Ïðè êîæíîìó k = 1, n ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi

ìíîæèíè C\Bk ìîæóòü ìiñòèòè ÿêóñü iç îáëàñòåé Bj , j = 1, n , j 6= k ;

òàêi êîìïîíåíòè íàçèâàþòü ñóòò¹âèìè. Îáëàñòü, îòðèìàíó âèêèäàííÿì iç

C âñiõ ñóòò¹âèõ êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi ìíîæèíè C\Bk , áóäåìî ïîçíà÷àòè

B̃k . Î÷åâèäíî, ùî Bk ⊂ B̃k ïðè âñiõ k = 1, n i
{
B̃k

}n
k=1

¹ ñèñòåìîþ ñêií-

÷åííîçâ'ÿçíèõ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé áåç içîëüîâàíèõ ãðàíè÷íèõ

òî÷îê. Ïåðåõiä âiä ñèñòåìè {Bk}nk=1 äî ñèñòåìè
{
B̃k

}n
k=1

íàçèâà¹òüñÿ

îïåðàöi¹þ çàïîâíåííÿ íåñóòò¹âèõ ãðàíè÷íèõ êîìïîíåíò [15].

Âiäêðèòà ìíîæèíà D çàäîâiëüíÿ¹ óìîâi íåíàëÿãàííÿ âiäíîñíî òî÷îê

{0, a1, a2, ..., an,∞} ∈ D , {a1, a2, ..., an} � n -ïðîìåíåâà ñèñòåìà òî÷îê,

ÿêùî ìíîæèíè Dk(0), Dk(ak), Dk(ak+1), Dk(∞) ïîïàðíî íåïåðåòèíàþòüñÿ

ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó k , k = 1, n , äå Dk(0) � çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà

D ∩ Pk , ÿêà ìiñòèòü òî÷êó 0 ; Dk(ak) � çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà D ∩ Pk , ÿêà
ìiñòèòü òî÷êó ak ; Dk(ak+1) � çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà D ∩ Pk , ÿêà ìiñòèòü

òî÷êó ak+1 ; Dk(∞) � çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà D ∩Pk , ÿêà ìiñòèòü òî÷êó ∞ .

Ñèñòåìà îáëàñòåé B0, B1, ..., Bn, B∞ , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n ,

0 ∈ B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C çàäîâiëüíÿ¹ óìîâi ÷àñòêîâîãî ïåðåòèíó,

ÿêùî âiäêðèòà ìíîæèíà D = B0 ∪ B1 ∪ ... ∪ Bn ∪ B∞ çàäîâiëüíÿ¹ óìî-
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âi íåíàëÿãàííÿ âiäíîñíî ñèñòåìè òî÷îê 0, a1, a2, ..., an,∞ . Â ïîäàëüøîìó

òàêi ñèñòåìè áóäåìî íàçèâàòè ñèñòåìàìè ÷àñòêîâî ïåðåòèííèõ îáëàñòåé

âiäíîñíî âêàçàíî¨ ñèñòåìè òî÷îê.

Ðèñ. 3.2: Íàáið îáëàñòåé, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ïåâíèì óìîâàì ÷àñòêîâîãî íàëÿãàííÿ

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçâ'ÿçàíà çàäà÷à 3.1.1 ó âèïàäêó ÷àñòêîâî ïåðåòèí-

íèõ îáëàñòåé äëÿ çíà÷íî áiëüø øèðîêèõ çíà÷åíü ïðàìåòðà γ .

Çàäà÷à 3.2.2. Äîâåñòè, ùî ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëà

Jn(γ) = [r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Bk, ak) (3.2)

ïðè γ > 0 , n > 2 , íà ìíîæèíi âñiõ ñèñòåì ÷àñòêîâî ïåðåòèííèõ îáëàñòåé

B0, B1, ..., Bn, B∞ , òàêèõ, ùî ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , 0 ∈ B0 ⊂ C ,

∞ ∈ B∞ ⊂ C äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ äåÿêî¨ êîíôiãóðàöi¨ îáëàñòåé, ÿêi ìàþòü n

� êðàòíó ñèìåòðiþ.
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Íåõàé

S(x) = x2x
2+2 · |1− x|−(1−x)

2

· (1 + x)−(1+x)
2

è F (x) = ln(S(x)). (3.3)

Ðèñ. 3.3: Ãðàôiê ôóíêöi¨ F ′(x)

F (x) âèïóêëà ôóíêöiÿ íà èòåðâàëi [0, x0] , x0 ≈ 0, 88441 . y0 =

minF ′(x) x ∈ (0; +∞), F ′(x0) = y0, y0 ≈ −1.06 . Ðiâíÿííÿ F ′(x) = t

ïðè t > 0 ìà¹ ¹äèííèé ðîçâ'ÿçîê. ßêùî t < 0 , òî öå ðiâíÿííÿ ìà¹ äâà-

ðîçâ'ÿçêè: x1(t), x2(t), x1(t) ∈ (0;x0), x2(t) ∈ (x0;∞) (äèâ Ðèñ. 1).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

µn = min
t

((n− 1)x1(t) + x2(t)), γ
0
n = (

µn
2

)2. (3.4)

Âàðòî âiäìiòèòè, ùî ñèñòåìà êðóãîâèõ îáëàñòåé Λ0 , Λ∞ , Λk , k =



94

1, n êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = −γw
2n + (n2 − 2γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2, (3.5)

ÿâëÿ¹ ñîáîþ ñèñòåìó âçà¹ìíî ïåðåòèííèõ îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé, òàêèõ

ùî 0 ∈ Λ0 , ∞ ∈ Λ∞ , λk ∈ Λk , λk = exp(i2π(n−1)n ) , k = 1, n .

Äëÿ ñèñòåì ÷àñòêîâî ïåðåòèííèõ îáëàñòåé B0, B1, ..., Bn, B∞ òàêèõ,

ùî ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , 0 ∈ B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C Dk ñïðàâåäëèâi

íàñòóïíi ðåçóëüòàòè.

Òåîðåìà 3.2.1. Íåõàé 0 < γ < γ0n , n ≥ 2, n ∈ N . Òîäi äëÿ áóäü-

ÿêî¨ n -ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê An = {ak}nk=1 , òàêî¨, ùî M(An) = 1

i áóäü-ÿêîãî íàáîðó ÷àñòêîâî ïåðåòèííèõ îáëàñòåé B0, B0, ..., Bn , B∞

(0 ∈ B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C ), ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Bk, ak) 6 [r (Λ0, 0) r (Λ∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Λk, λk) ,

äå îáëàñòi Λ0 , Λ∞ , Λk è òî÷êè 0 , ∞ , λk (k = 1, n , n ≥ 2 ) � âiäïî-

âiäíî êðóãîâi îáëàñòi i ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà (3.5).

Áiëüø äåòàëüíå âèâ÷åííÿ ôóíêöi¨ S(x) ç óðàõóâàííÿì Òåîðåìè 3.2.1

äîçâîëèëî îòðèìàòè íàñòóïíèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 3.2.2. Íåõàé 0 < γ 6 γn , γ2 = 0, 72 , γ3 = 1, 40 ,

γ4 = 2, 27 , γ5 = 3, 33 , γ6 = 4, 64 , γn = 0.0845n2 + 0.088n + 0.0229 ,

n ≥ 7 . Òîäi äëÿ γ ∈ (0, γn] , áóäü-ÿêî¨ n -ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê

An = {ak}nk=1 , òàêî¨, ùî M(An) = 1 è áóäü-ÿêîãî íàáîðó ÷àñòêîâî ïå-

ðåòèííèõ îáëàñòåé B0 , {Bk}nk=1 , B∞ (0 ∈ B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C ,

ak ∈ Bk ⊂ C ), ñïðàâåäëèâà íåðâíiñòü

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Bk, ak) 6 [r (Λ0, 0) r (Λ∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Λk, λk) ,
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äå îáëàñòè Λ0 , Λ∞ , Λk i òî÷êè 0 , ∞ , λk (k = 1, n , n ≥ 2 ) � âiäïî-

âiäíî êðóãîâi îáëàñòi i ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà (3.5).

Íàñëiäîê 3.2.1. Íåõàé 0 < γ 6 γn , γ2 = 0, 72 , γ3 = 1, 40 ,

γ4 = 2, 27 , γ5 = 3, 33 , γ6 = 4, 64 , γn = 0.0845n2 + 0.088n + 0.0229 ,

n ≥ 7 . Òîäi äëÿ γ ∈ (0, γn] , áóäü-ÿêî¨ n -ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê

An = {ak}nk=1 , òàêî¨, ùî M(An) = 1 è áóäü-ÿêîãî íàáîðó ÷àñòêîâî ïå-

ðåòèííèõ îáëàñòåé B0 , {Bk}nk=1 , B∞ (0 ∈ B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C ,

ak ∈ Bk ⊂ C ), ñïðàâåäëèâà íåðâíiñòü

[r(B0, 0)r(B∞,∞)]γ
n∏
k=1

r(Bk, ak) 6

6

(
4

n

)n 
(
4γ
n2

)( 4γ

n2 )∣∣∣2√γn − 1
∣∣∣( 2
√
γ

n −1)
2 (

2
√
γ

n + 1
)( 2

√
γ

n +1)
2


n
2

.

Ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ, ÿêùî 0 , ∞ , ak , è B0 , B∞ , Bk , k = 1, n , âiäïî-

âiäíî ïîëþñè i êðóãîâi îáëàñòi êâàäðàòè÷íîãî äèôôåðåíöiàëà (3.5).

Íàñëiäîê 3.2.2. Íåõàé 0 < γ < γ0n , n ≥ 2, n ∈ N . Òîäi äëÿ áóäü-

ÿêî¨ n -ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê An = {ak}nk=1 , òàêîé, ùî |ak| = 1

i áóäü-ÿêîãî íàáîðó ÷àñòêîâî ïåðåòèííèõ îáëàñòåé B0 , {Bk}nk=1 , B∞

(0 ∈ B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C ), ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Bk, ak) 6 [r (Λ0, 0) r (Λ∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Λk, λk) ,

äå îáëàñòi Λ0 , Λ∞ , Λk è òî÷êè 0 , ∞ , λk (k = 1, n , n ≥ 2 ) � âiäïî-

âiäíî êðóãîâi îáëàñòi i ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà (3.5).

Íàñëiäîê 3.2.3. Íåõàé 0 < γ 6 γn , γ2 = 0, 72 , γ3 = 1, 40 , γ4 =

2, 27 , γ5 = 3, 33 , γ6 = 4, 64 , γn = 0.0845n2+0.088n+0.0229 , n ≥ 7 . Òîãäà

äëÿ γ ∈ (0, γn] , áóäü-ÿêî¨ n -ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê An = {ak}nk=1 ,
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òàêî¨, ùî |ak| = 1 i áóäü-ÿêîãî íàáîðó ÷àñòêîâî ïåðåòèííèõ îáëàñòåé

B0 , Bk , B∞ (a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C ),

ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Bk, ak) 6 [r (Λ0, 0) r (Λ∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Λk, λk) ,

ãäå îáëàñòè Λ0 , Λ∞ , Λk è òî÷êè 0 , ∞ , λk (k = 1, n , n ≥ 6 ) �

âiäïîâiäíî êðóãîâi îáëàñòi i ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó (3.5).

Íåõàé B0, B1, ..., Bn, B∞ � âçà¹ìíî íåïåðåòèííi îáëàñòi òàêi, ùî ak ∈
Bk ⊂ C , k = 1, n , 0 ∈ B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C Dk , òîäi ñïðàâåäëèâi

íàñòóïíi ðåçóëüòàòè.

Íàñëiäîê 3.2.4. Íåõàé 0 < γ < γ0n , n ≥ 2, n ∈ N . Òîäi äëÿ áóäü-

ÿêî¨ n -ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê An = {ak}nk=1 , òàêîé, ùî M(An) =

1 i áóäü-ÿêîãî íàáîðó âçà¹ìíî ïåðåòèííèõ îáëàñòåé B0 , {Bk}nk=1 , B∞

(0 ∈ B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C ), ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Bk, ak) 6 [r (Λ0, 0) r (Λ∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Λk, λk) ,

äå îáëàñòi Λ0 , Λ∞ , Λk è òî÷êè 0 , ∞ , λk (k = 1, n , n ≥ 2 ) � âiäïî-

âiäíî êðóãîâi îáëàñòi i ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà (3.5).

Íàñëiäîê 3.2.5. Íåõàé 0 < γ 6 γn , γ2 = 0, 72 , γ3 = 1, 40 , γ4 =

2, 27 , γ5 = 3, 33 , γ6 = 4, 64 , γn = 0.0845n2+0.088n+0.0229 , n ≥ 7 . Òîãäà

äëÿ γ ∈ (0, γn] , áóäü-ÿêî¨ n -ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê An = {ak}nk=1 ,

òàêî¨, ùî M(An) = 1 i áóäü-ÿêîãî íàáîðó âçà¹ìíî ïåðåòèííèõ îáëàñòåé

B0 , Bk , B∞ (a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C ),

ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Bk, ak) 6 [r (Λ0, 0) r (Λ∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Λk, λk) ,

ãäå îáëàñòè Λ0 , Λ∞ , Λk è òî÷êè 0 , ∞ , λk (k = 1, n , n ≥ 6 ) �

âiäïîâiäíî êðóãîâi îáëàñòi i ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó (3.5)
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ßê íàñëiäîê òåîðåìè 3.2.1 ïðè ïåâíèõ óìîâàõ, îòðèìàëè ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i 3.1.1.

Íàñëiäîê 3.2.6. Íåõàé 0 < γ < γ0n , n ≥ 2, n ∈ N . Òîäi äëÿ áóäü-

ÿêî¨ n -ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê An = {ak}nk=1 , òàêîé, ùî |ak| = 1 i

áóäü-ÿêîãî íàáîðó âçà¹ìíî ïåðåòèííèõ îáëàñòåé B0 , {Bk}nk=1 , B∞ (0 ∈
B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C ), ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Bk, ak) 6 [r (Λ0, 0) r (Λ∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Λk, λk) ,

äå îáëàñòi Λ0 , Λ∞ , Λk è òî÷êè 0 , ∞ , λk (k = 1, n , n ≥ 2 ) � âiäïî-

âiäíî êðóãîâi îáëàñòi i ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà (3.5).

Íàñëiäîê 3.2.7. Íåõàé 0 < γ 6 γn , γ2 = 0, 72 , γ3 = 1, 40 , γ4 =

2, 27 , γ5 = 3, 33 , γ6 = 4, 64 , γn = 0.0845n2+0.088n+0.0229 , n ≥ 7 . Òîãäà

äëÿ γ ∈ (0, γn] , áóäü-ÿêî¨ n -ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê An = {ak}nk=1 ,

òàêî¨, ùî |ak| = 1 i áóäü-ÿêîãî íàáîðó âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé

B0 , Bk , B∞ (a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C ),

ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Bk, ak) 6 [r (Λ0, 0) r (Λ∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Λk, λk) ,

ãäå îáëàñòè Λ0 , Λ∞ , Λk è òî÷êè 0 , ∞ , λk (k = 1, n , n ≥ 6 ) �

âiäïîâiäíî êðóãîâi îáëàñòi i ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó (3.5)

Ïîðiâíÿííÿ ðåçóëüòàòiâ íàñëiäêó 3.2.7 òà ðîáîòè [71] ïðåäñòàâëåíî â

íàñòóïíié òàáëèöi

n Ðåçóëüòàò ïîïåðåäíèêiâ Ðåçóëüòàò òåîðåìè 3.2.2 Êîåôåöi¹íò ïîïåðåäíèêiâ Êîåôåöi¹íò òåîðåìè 3.2.2

2 0,5 0,72 0,125 0.1800

3 1,125 1,4 0,125 0.1556

4 2 2,27 0,125 0.1419

5 3,125 3,33 0,12 0.1332

6 4,5 4,64 0,125 0.1288

Òàáëèöÿ iëþñòðó¹ äëÿ äåÿêèõ n ïåðåâàãó îòðèìàíîãî â äèñåðòàöié-

íié ðîáîòi ðåçóëüòàòó íàä ðåçóëüòàòàìè ïîïåðåäíèêiâ, íàâiòü, ó âèïàäêó
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äóæå âóçüêîãî êëàñó êîíôiãóðàöié, ÿêi ñêëàäâàþòüñÿ ëèøå ç îäíîçâ'ÿçíèõ

îáëàñòåé.

3.3. Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 3.2.1

Íåõàé D = B0 ∪ B1 ∪ ... ∪ Bn ∪ B∞ , òîãäà r(Bk, ak) 6 r(D, ak) ,

k = 1, n , r(B0, 0) 6 r(D, 0) , r(B∞,∞) 6 r(D,∞) . Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Bk, ak) 6 [r (D, 0) r (D,∞)]γ
n∏
k=1

r (D, ak) ,

Ââåäåìî ñèñòåìó ôóíêöié

ζ = πk(w) = −i
(
e−iθkw

) 1
αk , k = 1, n.

Ôóíêöi¨ {πk(w)}nk=1 ¹ ïðèéíÿòíèìè äëÿ ðîçäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ îá-

ëàñòi D , ç óðàõóâàííÿì êóòiâ {Pk}nk=1 . Íåõàé Ω
(1)
k , k = 1, n , çàäà¹ òó

÷àñòèíó ïëîùèíè Cζ îòðèìàíó â ðåçóëüòàòi îá¹äíàííÿ çâÿçíî¨ êîìïîíåí-

òè ìíîæèíè πk(D
⋂
P k) , ÿêà ìiñòèòü òî÷êó πk(ak) çi ñâî¨ì ñèìåòðè÷íèì

âiäîáðàæåííÿì âiäíîñíî óÿâíî¨ îñi. Â ñâîþ ÷åðãó, Ω
(2)
k , k = 1, n , ìè ïî-

çíà÷èìî òó ÷àñòèíó ïëîùèíè Cζ îòðèìàíó â ðåçóëüòàòi îá¹äíàííÿ çâÿçíî¨

êîìïîíåíòè ìíîæèíè πk(D
⋂
P k) , ÿêà ìiñòèòü òî÷êó πk(ak+1) çi ñâî¨ì ñè-

ìåòðè÷íèì âiäîáðàæåííÿì âiäíîñíî óÿâíî¨ îñi, πn(an+1) := πn(a1) . Êðiì

òîãî, Ω
(0)
k ìè ïîçíà÷èìî òó ÷àñòèíó ïëîùèíè Cζ oòðèìàíó â ðåçóëüòàòi

îá¹äíàííÿ çâÿçíî¨ êîìïîíåíòè ìíîæèíè πk(D
⋂
P k) , ÿêà ìiñòèòü òî÷êó

ζ = 0 çi ñâî¨ì ñèìåòðè÷íèì âiäîáðàæåííÿì âiäíîñíî óÿâíî¨ îñi. Ω
(∞)
k - ÷à-

ñòèíà ïëîùèíè Cζ îòðèìàíà â ðåçóëüòàòi îá¹äíàííÿ çâÿçíî¨ êîìïîíåíòè

ìíîæèíè πk(D
⋂
P k) , ÿêà ìiñòèòü òî÷êó ζ =∞ çi ñâî¨ì ñèìåòðè÷íèì âi-

äîáðàæåííÿì âiäíîñíî óÿâíî¨ îñi. Íåõàé πk(ak) := ω
(1)
k , πk(ak+1) := ω

(2)
k ,

k = 1, n . Ç âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ πk(w) âèïëèâà¹, ùî

|πk(w)− ω(1)
k | ∼

1

αk
|ak|

1
αk
−1 · |w − ak|, w → ak, w ∈ Pk,
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|πk(w)− ω(2)
k | ∼

1

αk
|ak+1|

1
αk
−1 · |w − ak+1|, w → ak+1, w ∈ Pk,

|πk(w)| ∼ |w|
1
αk , w → 0, w ∈ Pk,

|πk(w)| ∼ |w|
1
αk , w →∞, w ∈ Pk.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè ðîáîòè [48,50] ìè îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

r (D, ak) 6

r
(

Ω
(1)
k , ω

(1)
k

)
· r
(

Ω
(2)
k , ω

(2)
k

)
1
αk
|ak|

1
αk
−1 · 1

αk−1
|ak|

1
αk−1

−1


1
2

, k = 1, n, (3.1)

r (D, 0) 6

[
n∏
k=1

rα
2
k

(
Ω

(0)
k , 0

)] 1
2

, (3.2)

r (D,∞) 6

[
n∏
k=1

rα
2
k

(
Ω

(∞)
k ,∞

)] 1
2

. (3.3)

Íåðiâíîñòi (3.1) � (3.3) ïîâíiñòþ äîñëiäæåíà â Òåîðåìi 1.9 [48]. Âè-

êîðèñòîâóþ÷è (3.1) � (3.3) ìè îòðèìà¹ìî

Jn(γ) 6
n∏
k=1

(
r
(

Ω
(0)
k , 0

)
r
(

Ω
(∞)
k ,∞

))γα2k
2

r
(

Ω
(1)
k , ω

(1)
k

)
· r
(

Ω
(2)
k , ω

(2)
k

)
1
αk
|ak|

1
αk
−1 · 1

αk−1
|ak|

1
αk−1

−1


1
2

.

Âèêîíóþ÷è íåîáõiäíi ïåðåòâîðåííÿ, îòðèìà¹ìî íàñòóïíó íåðiâíiñòü

Jn(γ) 6

(
n∏
k=1

αk

)
n∏
k=1

|ak|
1
αk + |ak+1|

1
αk

(|ak||ak+1|)
1

2αk

· |ak|×

×


n∏
k=1

(
r
(

Ω
(0)
k , 0

)
r
(

Ω
(∞)
k ,∞

))γα2
k ·
r
(

Ω
(1)
k , ω

(1)
k

)
· r
(

Ω
(2)
k , ω

(2)
k

)
(
|ak|

1
αk + |ak+1|

1
αk

)2


1
2

.

Äàëüøå,

Jn(γ) 6

(
n∏
k=1

αk

)
n∏
k=1

(∣∣∣∣ akak+1

∣∣∣∣ 1
2αk

+

∣∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣∣ 1
2αk

)
|ak|×
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×


n∏
k=1

(
r
(

Ω
(0)
k , 0

)
r
(

Ω
(∞)
k ,∞

))γα2
k ·
r
(

Ω
(1)
k , ω

(1)
k

)
· r
(

Ω
(2)
k , ω

(2)
k

)
(
|ak|

1
αk + |ak+1|

1
αk

)2


1
2

.

Âðàõîâóþ÷è ñïiâââiäíîøåííÿ

n∏
k=1

(∣∣∣∣ akak+1

∣∣∣∣ 1
2αk

+

∣∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣∣ 1
2αk

)
|ak| =

n∏
k=1

χ

(∣∣∣ ak
ak+1

∣∣∣ 1
2αk

)
|ak| =M(An),

îòðèìó¹ìî

Jn(γ) 6 2n ·
(

n∏
k=1

αk

)
· M(An)×

×
n∏
k=1


r
(

Ω
(1)
k , ω

(1)
k

)
· r
(

Ω
(2)
k , ω

(2)
k

)
(
|ak|

1
αk + |ak+1|

1
αk

)2 (
r
(

Ω
(0)
k , 0

)
r
(

Ω
(∞)
k ,∞

))γα2
k


1
2

.

Ïîìíîæèìî i ïîäiëèìî ïðàâó ÷àñòèíó íåðiâíîñòi íà γ
1
2 i îòðèìà¹ìî

íàñòóïíå

Jn(γ) 6

(
2
√
γ

)n
·
(

n∏
k=1

αk
√
γ

)
· M(An)×

×
n∏
k=1


r
(

Ω
(1)
k , ω

(1)
k

)
· r
(

Ω
(2)
k , ω

(2)
k

)
(
|ak|

1
αk + |ak+1|

1
αk

)2 (
r
(

Ω
(0)
k , 0

)
r
(

Ω
(∞)
k ,∞

))γα2
k


1
2

,

äå |ak|
1
αk + |ak+1|

1
αk = |ω(2)

k − ω
(1)
k | , k = 1, n .

Âðàõîâóþ÷è ðåçóëüòàòè òåîðåìè 4.1.1. [15, p. 169] òà iíâàðiàíòíiñòü

ôóíêöiîíàëà (3.3) ìè îòðèìà¹ìî

Kτ 6 Φ(τ), τ > 0,

äå Φ(τ) = τ 2τ
2 · |1− τ |−(1−τ)2 · (1 + τ)−(1+τ)

2

. Òîäi,

Jn(γ) 6

(
2
√
γ

)n( n∏
k=1

αk
√
γ

)[
n∏
k=1

Φ(τk)

]1/2
=
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=

(
2
√
γ

)n [ n∏
k=1

(
τ
2τ2k+2
k · |1− τk|−(1−τk)

2 · (1 + τk)
−(1+τk)2

)] 1
2

,

äå τk =
√
γ · αk , k = 1, n .

Jn(γ) 6 2n

(
n∏
k=1

αk

)[
n∏
k=1

Φ(τk)

]1/2
6

6

(
2
√
γ

)n
·
[

n∏
k=1

τ
2τ2k+2
k · |1− τk|−(1−τk)

2

· (1 + τk)
−(1+τk)2

]1/2
,

ãäå Φ(τ) = τ 2τ
2 ·|1− τ |−(1−τ)

2

·(1 + τ)−(1+τ)
2

, τ > 0 , τk =
√
γ ·αk , k = 1, n .

Íåõàé

S(x) = x2x
2+2 · |1− x|−(1−x)

2

· (1 + x)−(1+x)
2

i F (x) = ln(S(x))

i F ′(x) = 4x ln(x) − 2(x − 1) ln |x − 1| − 2(x + 1) ln(x + 1) + 2
x (äèâ. ðèñ.

3.3).

F (x) âèïóêëà ôóíêöiÿ íà iíòåðâàëi [0, x0] , x0 ≈ 0, 88441 . Äàëüøå,

àíàëîãi÷íî ðîáîòi [65] ìè ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó åêñðåìàëüíó ïðîáëåìó
n∑
k=1

S(xk) −→ max,
n∑
k=1

xk = 2
√
γ, xk = αk

√
γ.

Íåõàé X(0) =
{
x
(0)
k

}n
k=1

� äîâiëüíèé åêñòðåìàëüíèé íàáið òî÷îêó âèùå

âêàçàíié çàäà÷i. Äàëüøå, âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè ðîáîòè [65], îòðè-

ìà¹ìî, ùî ÿêùî 0 < x
(0)
k < x

(0)
j , òîäi

F ′(x
(0)
k ) = F ′(x

(0)
j ), k, j = 1, n. (3.4)

Âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ 3.4 i òå, ùî γ ∈ (0, γn] ïîêàæåìî, ùî

âèêîíó¹òüñÿ óìîâà x
(0)
k ∈ (0, x0] , k = 1, n , i x

(0)
1 = x

(0)
2 = . . . = x

(0)
n . Äëÿ

öüîãî, àíàëîãi÷íî [9] ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ.

Íåõàé F ′(x) = t , y0 6 t < 0 , äå y0 � çíà÷åíííÿ ôóíêöi¨ y0 =

F ′′(x0) , äå x0 � êîðiíü ðiâíÿííÿ F ′′(x) = 0, y0 ≈ −1, 0599 . Çíàéäåìî
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ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ F ′(x) = . Äëÿ ∀t ∈ [y0, 0) ðiâíÿííÿ F ′(x) = t ìà¹ äâà

ðîçâ'ÿçêè: x1(t) ∈ (0, x0] , x2(t) ∈ (x0,∞] ïðè n ≥ 6 , γ ∈ (0, γn] . Òîäi

iç óìîâè 3.4 íåîáõiäíî äîâåñòè, ùî âèïàäîê x2(t) ∈ (x0,∞] íåìîæëèâèé

ïðè γ ∈ (0, γn] .

Ïðèïóñòèìî, ùî îäèí ç êîðåíiâ x
(0)
k , k = 1, n , íàëåæèòü ïðîìiæêó

(x0,∞].

Ç iíøî¨ ñòîðîíè, ñòàíäàðòíå äîñëiäæåííÿ ãðàôiêà ôóíêöi¨ F ′(x)

ïîêàçó¹, ùî ôóíêöiÿ ìîíîòîííî ñïàäà¹ íà (0, x0] âiä (∞, y0] è ìîíî-

òîííî çðîñòà¹ íà [x0,∞) îò [y0, 0) . Ãðàôiê ïåðåòèíà¹ âiñü ÎÕ â òî÷öi

x ≈ 0.5814 .

Òîäi, ∑
x
(0)
k = (n− 1)x

(0)
1 + x

(0)
2 = 2

√
γ10.

Ç iíøî¨ ñòîðîíè ïðè γ ∈ (0, γ1
0) 2
√
γ =

∑
x
(0)
k = (n− 1)x

(0)
1 + x

(0)
2 =

2
√
γ10 = 2

√
γn.

Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ îçíà÷à¹, ùî íi îäíà ç òî÷îê x
(0)
k , ïðè γ ∈ (0, γn]

íå íàëåæèòü ïðîìiæêó (x0,∞] . Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ 3.4

îòðèìà¹ìî, ùî x
(0)
1 = x

(0)
2 = . . . = x

(0)
n .

Òåîðåìà 3.2.1 äîâåäåíà.

3.4. Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 3.2.2

Âðàõîâóþ÷è ìiðêóâàííÿ òåîðåìè 3.2.1 îòðèìà¹ìî íàñòóïíå:

(n− 1)x
(0)
1 + x

(0)
2 > (n− 1) · 0.5814 + 0.8844 = 0.5814n+ 0.303 = 2

√
γn.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî γn = 0.0845n2+0.0088n+0.0229. Ç iíøî¨ ñòîðîíè

ïðè γ ∈ (0, γn]

2
√
γ = (n− 1)x

(0)
1 + x

(0)
2 ≥ (n− 1) · 0.5814 + 0.8844 = 2

√
γn > 2

√
γ.
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Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ îçíà÷à¹, ùî íi îäíà ç òî÷îê x
(0)
k , ïðè γ ∈ (0, γn]

íå íàëåæèòü ïðîìiæêó (x0,∞] . Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ 3.4

îòðèìà¹ìî, ùî x
(0)
1 = x

(0)
2 = . . . = x

(0)
n .

Òåîðåìà 3.2.2 äîâåäåíà äëÿ n ≥ 7 i âñi ïîïåðåäíi äîâåäåííÿ áóäóòü

ñïðàâåäëèâi ïðè 0 < γ 6 γn .

Áåçïîñåðåäíi îá÷èñëåííÿ âåëè÷èí x1(t) + x2(t) äëÿ n = 3, 4, 5, 6

ïðåäñòàâëåíi â òàáëèöi íèæ÷å. Äëÿ n = 2 iç òàáëèöi âèïëèâà¹, ùî

x1(t) + x2(t) > x1(tk) + x2(tk+1) , t ∈ [tk, tk+1]. Ç iíøî¨ ñòîðîíè x1(tk) +

x2(tk+1) ≥ 1.6929. Âðàõîâóþ÷è, ùî 2
√
γ
2

= 1.6929, îòðèìó¹ìî γ2 = 0.72.

Òîäi çðîçóìiëî, ùî ïðè 0 < γ 6 γn

2
√
γ = (n− 1)x1 + x2 > 1.6929 = 2

√
γ2 ≥ 2

√
γ.

Àíàëîãi÷íî, âðàõîâóþ÷è òàáëèöþ íèæ÷å, îòðèìà¹ìî γ6, γ5, γ4, γ3 .

k tk x1(tk) x2(tk) x1(tk) + x2(tk+1)

1 - 0.01 0.5828 3.2602

2 - 0.11 0.5970 1.5457 2.1285

3 - 0.21 0.6122 1.2939 1.8909

4 - 0.31 0.6286 1.1749 1.7871

5 - 0.32 0.6302 1.1663 1.7949

6 - 0.33 0.6320 1.1580 1.7882

7 - 0.34 0.6337 1.1502 1.7839

8 - 0.35 0.6354 1.1427 1.7765

9 - 0.36 0.6372 1.1356 1.7728

10 - 0.37 0.6389 1.1288 1.7660

11 - 0.38 0.6407 1.1223 1.7612

12 - 0.39 0.6425 1.1161 1.7568

13 - 0.40 0.6443 1.1101 1.7526

14 - 0.41 0.6461 1.1044 1.7487

15 - 0.51 0.6653 1.0585 1.7046

16 - 0.61 0.6865 1.0276 1.6929

17 - 0.71 0.7103 1.0074 1.6939

18 - 0.81 0.7380 0.9961 1.7064

19 - 0.91 0.7719 0.9775 1.7155

20 - 1.01 0.8206 0.9420 1.7139
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Ó ðîçäiëi 3 ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ïðî çíàõîäæåííÿ ìàêñèìóìó äî-

áóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ ÷àñòèííî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé âiäíîñíî n -

ïðîìåíåâèõ ñèñòåì òî÷îê íà äåÿêó äîäàòíþ ñòåïiíü γ âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ

÷àñòêîâî ïåðåòèííèõ îáëàñòåé âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò òà íåñêií÷åí-

íî âiääàëåíî¨ òî÷êè äëÿ çíà÷íî áiëüø øèðîêèõ iíòåðâàëiâ ïàðàìåòðà γ ,

òîáòî â ðîçäiëi 2 îòðèìàíî íàñòóïíi ðåçóëüòàòè:

• â òåîðåìi 3.2.1 äëÿ êîæíîãî n > 2 âêàçàíî òàêèé iíòåðâàë γ, γ ∈
(0; γ0n) , ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî γ ç öüîãî iíòåðâàëó Çàäà÷à 3.2.2 âèðiøåíà

ïîâíiñòþ, äå γ0n � äåÿêà âåëè÷èíà,ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî, àëå

çàäàíà â íåÿâíîìó âèãëÿäi;

• òåîðåìà 3.2.2 äîïîâíþ¹ ðåçóëüòàò òåîðåìè 3.2.1 â òîìó ðîçóìiííi, ùî

äëÿ êîæíîãî n > 2 âêàçàíî òàêèé ïiâ iíòåðâàë γ, γ ∈ (0; γn], γn < γ0n ,

äå γn � äåÿêà âåëè÷èíà,ÿêà çàäàíà â ÿâíîìó âèãëÿäi.

Äëÿ òåîðåì 3.2.1, 3.2.2 íàâåäåíî êiëüêà íàñëiäêiâ½ ÿêi äàþòü ðîçâÿ-

çîê çàäà÷i â äåÿêèõ ÷àñòèííèõ âèïàäêàõ: äëÿ íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé òà

n � ïðîìåíåâèõ ñèñòåì òî÷îê, äëÿ íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé òà òî÷îê îäè-

íè÷íîãî êîëà òà ií. Ó íàéêðàùå âèâ÷åíîìó âèïàäêó ðåçóëüòàòè íàñëiäêiâ

3.2.6, 3.2.7 íàáàãàòî ïîêðàùóþòü ðåçóëüòàòè ïîïåðåäíèêiâ.

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â ñòàòòÿõ [22,28,30,40].
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ÐÎÇÄIË 4

ÅÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÀ ÇÀÄÀ×À ÄËß ÑÈÑÒÅÌ

ÍÅÏÅÐÅÒÈÍÍÈÕ ÎÁËÀÑÒÅÉ Ç ÄÎÄÀÒÊÎÂÈÌÈ

ÓÌÎÂÀÌÈ ÑÈÌÅÒÐI�

4.1. Ðåçóëüòàòè ïîïåðåäíèêiâ, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ â

ðîçäiëi

Â 1968 ðîöi â ðîáîòi Ï.Ì. Òàìðàçîâà [76] áóëî âïåðøå âèñóíóòî iäåþ

ïðî òå, ùî âàðòî ðîçãëÿäàòè çàäà÷i, äå ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåí-

öiàëà ìàþòü ïåâíó "ñâîáîäó"i, çîêðåìà, â öié ðîáîòi íàâåäåíî ïðèêëàä

âèðiøåíî¨ åêñòðåìàëüíî¨ çàäà÷i äëÿ ï'ÿòè ïðîñòèõ âiëüíèõ ïîëþñiâ ïåð-

øîãî ïîðÿäêó òà çàïðîïîíîâàíî íîâèé ìåòîä äëÿ âèðiøåííÿ öi¹¨ çàäà÷i.

Â ðàìêàõ iäå¨ ïðî "âiëüíi"ïîëþñè â äèñåðòàöi¨ Ã.Ï. Áàõòiíî¨ [31] â

1974 ð. áóâ çàïðîïîíîâàíèé êëàñ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ ïðî íåïåðåòèííi

îáëàñòi, ÿêi âiäïîâiäàëè êâàäðàòè÷íèì äèôåðåíöiàëàì ç âiëüíèìè ïîëþ-

ñàìè äðóãîãî ïîðÿäêó íà êîëi. Ó âèùåçãàäàíié ðîáîòi áóëà ñôîðìóëüîâàíà

íàñòóïíà çàäà÷à:

Çàäà÷à 4.1.1. Çíàéòè ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëà

In =
n∏
k=1

R(Bk, ak)

äå B0 , B1 , B2 ,...,Bn , (n ≥ 2) � ïîïàðíî íåïåðåòèíi îáëàñòi â C , a0 =

0 , |ak| = 1 , R(Bk, ak) � êîíôîðìíèé ðàäióñ îáëàñòi Bk â òî÷öi ak , (ak ∈
Bk) , k = 1, n . Â öié æå ðîáîòi áóëà îòðèìàíà îöiíêà ó âèïàäêó, êîëè



106

n = 4 :

I4 =
4∏

k=1

R(Bk, ak) 6 1,

ïðè÷îìó ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ íà ñèñòåìi îáëàñòåé òà ïîëþñiâ êâàäðàòè÷-

íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(z)dz2 = − z2

(z4 − 1)2
dz2.

Ïiçíiøå, â ðîáîòi [52] îòðèìàíî íàñòóïíó òåîðåìó:

Òåîðåìà 4.1.1. [52] Äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ òî÷îê ak , k =

1, ..., n, n ≥ 2 , ÿêi ëåæàòü íà êîëi |z| = 1 , i äîâiëüíèõ ïîïàðíî íåïå-

ðåòèííèõ îáëàñòåé Bk , k = 1, ..., n , òàêèõ, ùî (ak ∈ Bk ⊂ C) ,

k = 1, ..., n , âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

n∏
k=1

r(Dk, ak) 6

(
4

n

)n
.

ßêùî æ îáëàñòi Dk ìàþòü êëàñè÷íó ôóíêöiþ Ãðiíà, òî ðiâíiñòü äîñÿ-

ãà¹òüñÿ â òîìó i òiëüêè òîìó âèïàäêó, êîëè îáëàñòi Dk i òî÷êè ak ¹

âiäïîâiäíî êðóãîâèìè îáëàñòÿìè i ïîëþñàìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöià-

ëà

Q(w)dw2 = − wn−2

(wn − 1)2
dw2.

Â 1984 ð. Ã.Ï. Áàõòiíà ðîçãëÿíóëà çíà÷íî áiëüø çàãàëüíó çàäà÷ó ïðî

ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëà

In =
n∏
k=0

Rαk(Bk, ak),

äå {Bk}nk=0 � äîâiëüíà ñèñòåìà îäíîçâ'ÿçíèõ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ ñè-

ìåòðè÷íèõ âiäíîñíî êîëà |z| = 1 îáëàñòåé òàêèõ, ùî |ak| = 1, k = 1, ..., n ,

a0 = 0 ∈ B0 ⊂ U, ak ∈ Bk ⊂ C, αk > 0, k = 0, n i îòðèìàëà äåÿ-

êi ÷àñòêîâi ðåçóëüòàòè â äàíié ïðîáëåìi. Öÿ çàäà÷à áóëà ðîçâ'ÿçàíà íåþ
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ëèøå äëÿ n = 2 âàðiàöiéíèì ìåòîäîì Äþðåíà-Øèôåðà, ïðè n > 2 áóëè

îòðèìàíi òiëüêè ÿêiñíi ðåçóëüòàòè.

Â 1988 [50] Â. Ì. Äóáiíií çðîáèâ âàæëèâèé êðîê ó ðîçâèòêó öi¹¨ òåîði¨

çîêðåìà âií ðîçãëÿíóâ òà ïîâíiñòþ âèðiøèâ çàäà÷ó ïðî ìàêñèìóì ôóíê-

öiîíàëà

In =
n∏
k=0

r (Bk, ak) ,

äå {Bk}nk=0 , n ≥ 2 , n ∈ N � ñèñòåìà äîâiëüíèõ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ

áàãàòîçâ`ÿçèõ îáëàñòåé, a0 = 0 ∈ B0 ⊂ U , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , r(B, a)

- âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi B â òî÷öi a , a ∈ B .

Â.Ì. Äóáiíií â ðîáîòi [48] ðîçãëÿíóâ íàñòóïíi çàäà÷i:

Çàäà÷à 4.1.2. Äîâåñòè, ùî ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëà

Jn(γ) = rγ(B0, a0)
n∏
k=1

r(Bk, ak),

äå B0, B1, ..., Bn � äîâiëüíi áàãàòîçâ'ÿçíi îáëàñòi,êîæíà ç ÿêèõ ñèìåò-

ðè÷íà âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà, γ � äîäàòíié ïàðàìåòð, |ak| = 1,

k = 1, ..., n, a0 = 0 ∈ B0 ⊂ U, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, r(Bk, ak)

� âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi Bk âiäíîñíî òî÷êè ak. Òàêèì ÷èíîì, âií

ðîçãëÿíóâ âèïàäîê, êîëè α0 = γ, α1 = ... = αk = 1.

Êðiì òîãî, Â.Ì. Äóáiíií óçàãàëüíèâ çàäà÷ó Ã.Ï. Áàõòiíî¨, êîëè îá-

ëàñòi {Bk}nk=1 � ñèìåòðè÷íi íåïåðåòèííi âiäíîñíî êîëà i B0 � äîâiëüíà

îáëàñòü, ÿêà íå çîáîâ'ÿçàíà ïîâíiñòþ íàëåæàòè îäèíè÷íîìó êðóãó.

Óçàãàëüíåíà çàäà÷à, âïîðiâíÿííi ç çàäà÷åþ 4.1.2, âèãëÿäà¹ íàñòóïíèì

÷èíîì:

Çàäà÷à 4.1.3. Äîâåñòè, ùî ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëà

In(γ) = rγ (B0, 0)
n∏
k=1

r (Bk, ak) ,
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äå B0 , B1 , B2 ,...,Bn , (n ≥ 2) � ïîïàðíî íåïåðåòèíi îáëàñòi â C , ñèìåò-

ðè÷íi âiäíîñíî êîëà, a0 = 0 , |ak| = 1 , k = 1, n , r(Bj, aj) � âíóòðiøíié

ðàäióñ îáëàñòi Bj â òî÷öi aj (aj ∈ Bj) , j = 0, n i γ ≤ n äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ

äåÿêî¨ êîíôiãóðàöi¨ îáëàñòåé, ÿêi ìàþòü n -êðàòíó ñèìåòðiþ.

Ïðîáëåìà 4.1.3 ìà¹ ðîçâ'ÿçîê òiëüêè ïðè 0 < γ 6 n , îñêiëüêè ÿê

òiëüêè γ = n + ε, ε > 0 iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ñèñòåì îáëàñòåé Bp
0 , ..., B

p
n,

äå p→∞ ïðè ÿêîìó Jn(γ)→∞.
Ó 2000 ðîöi ó ðîáîòi [67] Ë.Â. Êîâàëüîâèì áóâ îòðèìàíèé ÷àñòêîâèé

ðåçóëüòàò, ÿêèé âèðiøèâ ïðîáëåìó ïðîáëåìè 4.1.2 ïðè γ = 1 òà n ≥ 2 .

Ïðîáëåìà 4.1.2 áóëà óçàãàëüíåíà â Ðîçäiëi 4.

Ó [16] ß.Â. Çàáîëîòíèì òà Ë. Â. Âèãiâñüêîþ â 2017 ðîöi îòðèìàíî

íàñòóïííó òåîðåìó:

Òåîðåìà 4.1.2. [63] Íåõàé n ∈ N , n ≥ 2 , γ ∈ (0, 1] . Òîäi äëÿ

äîâiëüíîãî ðiçíîãî íàáîðó òî÷îê ak , òàêèõ, ùî a0 = 0 , |ak| = 1 , a1 = 1 ,

k = 1, n , òà äîâiëüíîãî íàáîðó âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk ,

a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , òàêèõ, ùî îáëàñòi Bk ,

k = 1, n� ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà |w| = 1 , ñïðàâåäëèâà

íåðiâíiñòü

rγ (B0, 0)
n∏
k=1

r (Bk, ak) ≤
(

4

n

)n
·

(
2γ
n2

) γ
n(

1− 2γ
n2

)n
2+

γ
n

·
(

1−
√
2γ
n

1 +
√
2γ
n

)√2γ
. (4.1)

Çíàê ðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ êîëè ak i Bk , k = 0, n , ¹, âiäïîâiäíî, ïîëþ-

ñàìè i êðóãîâèìè îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = −γw
2n + 2(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2. (4.2)

Ó ðîáîòi [16] â 2017 ðîöi îòðèìàíî íàñòóïííó òåîðåìó:

Òåîðåìà 4.1.3. [37]. Äëÿ äîâiëüíîãî γ > 1 iñíó¹ òàêå n0(γ) ∈ N,

ùî äëÿ êîæíîãî n > n0(γ), äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè òî÷îê An = {ak}nk=1 ,
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|ak| = 1 , òà äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé

{Bk}nk=0 , 0 ∈ B0 , ak ∈ Bk , k = 1, n òàêèõ, ùî îáëàñòi {Bk}nk=1 �

ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

rγ(B0, 0)
n∏
k=1

r(Bk, ak) 6 rγ
(
B

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

)
, (4.3)

äå a
(0)
k òà B

(0)
k , k = 0, n, � ïîëþñè òà êðóãîâi îáëàñòi êâàäðàòè÷íîãî

äèôåðåíöiàëó

Q(w)dw2 = −γw
2n + 2(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2, (4.4)

âiäïîâiäíî, ïðè÷îìó |a(0)k | = 1 äëÿ k = 1, n, a
(0)
0 = 0, a

(0)
k ∈ B

(0)
k , k =

0, n.

Çíàê ðiâíîñòi â íåðiâíîñòi (4.3) äîñÿãà¹òüñÿ ÿêùî ak = a
(0)
k , Bk =

B
(0)
k , k = 0, n .

Ó 2018 ðîöi â ðîáîòi [16] îòðèìàíî íàñòóïííèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 4.1.4. [16] Íåõàé n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, γn] , γn = 0, 38n2 .

Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ n−ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê An, ùî íàëåæèòü îäè-

íè÷íîìó êîëó, i òàêié, ùî 0 < αk 6 y0/
√

2γ , y0 ≈ 1, 76 , k = 1, n òà äî-

âiëüíîãî íàáîðà âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C ,

ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , à îáëàñòè Bk , k = 1, n � ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî

îäèíè÷íîãî êîëà |w| = 1 , ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

rγ (B0, 0)
n∏
k=1

r (Bk, ak) 6

(
4

n

)n (
2γ
n2

) γ
n∣∣1− 2γ

n2

∣∣n2+ γ
n

∣∣∣∣n−√2γ

n+
√

2γ

∣∣∣∣
√
2γ

. (4.5)

Çíàê ðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ êîëè ak i Bk , k = 0, n , ¹, âiäïîâiäíî, ïîëþ-

ñàìè i êðóãîâèìè îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = −γw
2n + 2(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2. (4.6)
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Ó 2018 ðîöi â ñòàòòi [13] îòðèìàíî ðåçóëüòàò

Òåîðåìà 4.1.5. Íåõàé n ∈ N , n ≥ 14 , γ ∈ (1, γn] , γn = n
1
3 .

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ òî÷îê îäèíè÷íîãî êîëà i áóäü-ÿêîãî íàáîðó âçà¹ìíî

íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 0, n , a0 = 0 , îáëàñòi Bk ,

k = 1, n , ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà, ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

rγ (B0, 0)
n∏
k=1

r (Bk, ak) ≤
(

4

n

)n (
2γ
n2

) γ
n(

1− 2γ
n2

)n
2+

γ
n

[
n−
√

2γ

n+
√

2γ

]√2γ
. (4.7)

Ççíàê ðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ, êîëè ak i Bk , k = 0, n - ïîëþñè i êðóãîâi

îáëàñòi êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = −γw
2n + 2(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2. (4.8)

ßê áóëî âiäìi÷åíî â ðîçäiëi 1, iäåÿ Ï.Ì. Òàìðàçîâà ïðî òå, ùî öi-

êàâî ðîçâ'ÿçóâàòè åêñòðåìàëüíi çàäà÷i, ÿêi âiäïîâiäàþòü êâàäðàòè÷íèì

äèôåðåíöiàëàì ç âiëüíèìè ïîëþñàìè, ñïîíóêàëà äî âèíèêíåííÿ íîâî-

ãî íàïðÿìêó â ãåîìåòðè÷íié òåîði¨ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨, à ñàìå

äî íàïðÿìêó, ÿêèé âèâ÷à¹ åêñòðåìàëüíi çàäà÷i ïðî ðîçáèòòÿ êîìïëåêñíî¨

ïëîùèíè ç âiëüíèìè ïîëþñàìè. Âïåðøå ñôîðìóëþâàëà ïîäiáíi çàäà÷i ó

1974�1975 ð. Ã.Ï. Áàõòiíà [31]. Äàëi öåé íàïðÿìîê áóðõëèâî ðîçâèâàâñÿ.

Âiäìiòèìî ðîáîòè Ã.Â. Êóçüìiíî¨, Â.Ì. Äóáiíiíà, Ì. Øèôôåðà, Ï. Äþðå-

íà, �.Ã. �ìåëüÿíîâà, Ë.Â. Êîâàëüîâà, Ä.À. Êèðèëîâî¨, Å.Ã. Ïðèëåïêiíî¨,

Å.Â. Êîñòþ÷åíêî òà ií. Ó 1988 Â.Ì. Äóáiíií çàïðîïîíóâàâ ïiäõiä, çàñ-

íîâàíèé íà ìåòîäi ñèìåòðèçàöi¨ (äèâ., íàïðèêëàä, [48, 50]), ÿêèé çíà÷íî

ðîçøèðèâ ìîæëèâîñòi ðîçâ'ÿçàííÿ ïîäiáíèõ çàäà÷.

Çíà÷íèé âíåñîê ó âèðiøåííÿ öi¹¨ ïðîáëåìè, çðîáëåíèé ñïiâðîáiòíèêà-

ìè âiääiëó êîìïëåêñíîãî àíàëiçó i òåîði¨ ïîòåíöiàëó, çîêðåìà Î.Ê. Áàõòi-

íèì, Ã.Ï. Áàõòiíîþ, Â.�. Â'þí, I.Â. Äåíåãîþ, À. Ë. Òïðãîíñüêèì, ß.Â. Çà-

áîëîòíèì.
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4.2. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 4

Íåõàé U � îäèíè÷íèé êðóã ç öåíòðîì â ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ðU -

îäèíè÷íå êîëî. Áóäåìî ââàæàòè, ùî îáëàñòü G0 íàëåæèòü êëàñó K , ÿêùî

1. 0 ∈ G0 ⊂ C

2.
(
C \G0

)
∩ðU ìiñòèòü õî÷à á îäíó íåâèðîäæåíó äóãó îäèíè÷íîãî êîëà.

Áóäåì ââàæàòè, ÷òî îáëàñòü G0 ∈ K íàëåæèòü êëàñó K1 , ÿêùî G0 ⊂
U , î÷åâèäíî K1 ⊂ K

Ñèñòåìó âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé G1, G2, ..., Gn áóäåìî íà-

çèâàòè ñèñòåìîþ íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé ç äîäàòêîâîþ óìîâîþ ñèìåò-

ði¨, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ îáëàñòþ G0 , G0 ∈ K , ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíå

∪nk=1Gk ⊂ C \
{
G0 ∪ G̃0

}
, G̃0 � îáëàñòü ñèìåòðè÷íà G0 âiäíîñíî îäèíè÷-

íîãî êîëà. Î÷åâèäíî, ùî G0, G1, ..., Gn � ñèñòåìà âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ

îáëàñòåé.

Ñèñòåìà òî÷îê An :=
{
ak ∈ C : k = 1, n

}
, íàçèâà¹òüñÿ n - ïðîìå-

íåâîþ, ÿêùî |ak| ∈ R+ ïðè k = 1, n , 0 = arg a1 < arg a2 < . . . <

arg an < 2π . Ïîçíà÷èìî ïðè öüîìó θk := arg ak, an+1 := a1, θn+1 := 2π,

αk := 1
π arg ak+1

ak
, αn+1 := α1, k = 1, n,

n∑
k=1

αk = 2

Äëÿ äîâiëüíî¨ n -ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê An = {ak}nk=1 ðîçãëÿíåìî

íàñòóïíèé "êåðóþ÷èé" ôóíêöiîíàë:

M(An) :=
n∏
k=1

χ

(∣∣∣ ak
ak+1

∣∣∣ 1
2αk

)
|ak|. (4.1)

Êëàñ òèõ n -ïðîìåíåâèõ ñèñòåì òî÷îê äëÿ ÿêèõ M(An) = 1

àâòîìàòè÷íî ìiñòèòü âñi ñèñòåìè iç n ðiçíèõ òî÷îê, ÿêi ðîçìiùåíi íà îäè-

íè÷íîìó êîëi.

Ñèñòåìîþ íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííèé íàáið

äîâiëüíèõ îáëàñòåé {Bk}nk=1 , n ∈ N , n > 2 òàêèõ, ùî Bk ⊂ C , Bk∩Bm =
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∅ , k 6= m , k,m = 1, n .

Çàäà÷à 4.2.4. Äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî n > 2 , 0 < γ 6 n çíàéòè

ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëà

In(γ) = [r (G0, 0)]γ
n∏
k=1

r (Gk, ak) , (4.2)

äå An = {ak}nk=1 � n -ïðîìåíåâà ñèñòåìà òî÷îê, òàêà, ùî M(An) = 1 , äå

G1, ..., Gn � ñèñòåìà íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé ç äîäàòêîâîþ óìîâîþ ñèìåò-

ði¨, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ îáëàñòþ G0 ∈ K , ak ∈ Gk ⊂ C , k = 1, n .

Íåõàé

S(x) = x2x
2+2 · |1− x|−(1−x)

2

· (1 + x)−(1+x)
2

è F (x) = ln(S(x)). (4.3)

Ðèñ. 4.1: Ãðàôiê ôóíêöi¨ F ′(x)



113

F (x) âèïóêëà ôóíêöiÿ íà iíòåðâàëi [0, x0] , x0 ≈ 0, 88441 . y0 =

F ′(x0) = minF ′(x) ≈ −1.0599 , x ∈ (0; +∞) . Ðiâíÿííÿ F ′(x) = t ïðè

t > 0 ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. ßêùî t < 0 , òî öå ðiâíÿííÿ ìà¹ äâà

ðîçâ'ÿçêè: x1(t), x2(t), x1(t) ∈ (0;x0), x2(t) ∈ (x0;∞) (äèâ. 4.1).

Ïîçíà÷èìî ïðè t < 0 íàñòóïíi âåëè÷èíè

µn = min
t

((n− 1)x1(t) + x2(t)), γ
0
n = (

µn
2

)2. (4.4)

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè Ðîçäiëó 4 ïðåäñòàâëåíî â íàñòóïíèõ äâîõ òåîðå-

ìàõ:

Òåîðåìà 4.2.1. Íåõàé 0 < γ 6 3
2 , n > 9, n ∈ N . Òîäi äëÿ áóäü-

ÿêî¨ n - ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê An = {ak}nk=1 , òàêî¨, ùî |ak| = 1 i

äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé G0, G1, ..., Gn ,

äå {Gk}nk=1 � ñèñòåìà íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé ç äîäàòêîâîþ óìîâîþ

ñèìåòði¨, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ îáëàñòþ G0 ∈ K , ak ∈ Gk ⊂ C , k = 1, n

ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

[r (G0, 0)]γ
n∏
k=1

r (Gk, ak) 6 [r (Λ0, 0)]γ
n∏
k=1

r (Λk, λk) ,

äå îáëàñòi Λ0 , Λk i òî÷êè 0 , λk (k = 1, n , n > 9 ) � âiäïîâiäíî êðóãîâi

îáëàñòi i ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà,

Q(w)dw2 = −γw
2n + 2(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2. (4.5)

Òåîðåìà 4.2.2. Íåõàé γ1n = 2γ0n , 0 < γ < γ1n , n > 2, n ∈ N . Òî-

äi äëÿ áóäü-ÿêî¨ n - ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê An = {ak}nk=1 , òàêî¨,

ùî M(An) = 1 iäëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé

G0, G1, ..., Gn , äå {Gk}nk=1 � ñèñòåìà íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé ç äîäàò-

êîâîþ óìîâîþ ñèìåòði¨, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ îáëàñòþ G0 ∈ K1 , òàêî¨, ùî

ak ∈ Gk ⊂ C , k = 1, n ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

[r (G0, 0)]γ
n∏
k=1

r (Gk, ak) 6 [r (Λ0, 0)]γ
n∏
k=1

r (Λk, λk) ,
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äå îáëàñòi Λ0 , Λk i òî÷êè 0 , λk (k = 1, n , n > 2, ) �âiäïîâiäíî êðóãîâi

îáëàñòi i ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà 4.5

Íàñëiäîê 4.2.1. Íåõàé 0 < γ 6 3
2 , n > 9, n ∈ N . Òîäi äëÿ áóäü-

ÿêî¨ n - ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê An = {ak}nk=1 , òàêî¨, ùî |ak| = 1

i äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé G0, G1, ..., Gn ,

äå {Gk}nk=1 � ñèñòåìà íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé ñèìåòðè÷íèõ âiäíîñíî

êîëà, ak ∈ Gk ⊂ C , k = 1, n ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

[r (G0, 0)]γ
n∏
k=1

r (Gk, ak) 6 [r (Λ0, 0)]γ
n∏
k=1

r (Λk, λk) ,

äå îáëàñòi Λ0 , Λk i òî÷êè 0 , λk (k = 1, n , n > 9 ) � âiäïîâiäíî êðóãîâi

îáëàñòi i ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà4.5

Ïðè n = 9, 13 ðåçóëüòàò íàñëiäêó ¹ íîâèì.

Íàñëiäîê 4.2.2. Íåõàé 0 < σ 6 σn , σ2 = 1.44 , σ3 = 2.80 , σ4 =

4.54 , σ5 = 6, 66 , σ6 = 9.28 , σn = 0.169n2 + 0.176n+ 0.0458 , n ≥ 7 . Òîäi

äëÿ γ ∈ (0, γn] , áóäü-ÿêî¨ n -ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê An = {ak}nk=1 ,

òàêî¨, ùî |ak| = 1 è áóäü-ÿêîãî íàáîðó íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé B0 ,

{Bk}nk=1 , (0 ∈ B0 ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C ), ñïðàâåäëèâà íåðâíiñòü

[r (B0, 0)]γ
n∏
k=1

r (Bk, ak) 6 [r (Λ0, 0)]γ
n∏
k=1

r (Λk, λk) ,

äå îáëàñòè Λ0 , Λk i òî÷êè 0 , λk (k = 1, n , n ≥ 2 ) � âiäïîâiäíî êðóãîâi

îáëàñòi i ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà 4.5

4.3. Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 4.2.1.

Ââåäåìî ñèñòåìó ôóíêöié

ζ = πk(w) =
(
e−iθkw

) 1
αk , k = 1, n.

Ôóíêöi¨

{πk(w)}nk=1
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¹ ïðèéíÿòíèìè äëÿ ðîçäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ îáëàñòåé B0 , Bk , k =

1, n , ç óðàõóâàííÿì êóòiâ {Pk}nk=1 . Íåõàé E
(1)
k , k = 1, n , çàäà¹ òó ÷à-

ñòèíó ïëîùèíè Cζ îòðèìàíó â ðåçóëüòàòi îá¹äíàííÿ çâÿçíî¨ êîìïîíåí-

òè ìíîæèíè πk(Bk

⋂
P k) , ÿêà ìiñòèòü òî÷êó πk(ak) çi ñâî¨ì ñèìåòðè÷-

íèì âiäîáðàæåííÿì âiäíîñíî äiéñíî¨ îñi. Â ñâîþ ÷åðãó, E
(2)
k , k = 1, n ,

ìè ïîçíà÷èìî òó ÷àñòèíó ïëîùèíè Cζ îòðèìàíó â ðåçóëüòàòi îá¹äíàííÿ

çâÿçíî¨ êîìïîíåíòè ìíîæèíè πk(Bk+1

⋂
P k) , ÿêà ìiñòèòü òî÷êó πk(ak+1)

çi ñâî¨ì ñèìåòðè÷íèì âiäîáðàæåííÿì âiäíîñíî äiéñíî¨ îñi. Bn+1 := B1 ,

πn(an+1) := πn(a1) . Êðiì òîãî, E
(0)
k ìè ïîçíà÷èìî òó ÷àñòèíó ïëîùè-

íè Cζ oòðèìàíó â ðåçóëüòàòi îá¹äíàííÿ çâÿçíî¨ êîìïîíåíòè ìíîæèíè

πk(B0

⋂
P k) , ÿêà ìiñòèòü òî÷êó ζ = 0 çi ñâî¨ì ñèìåòðè÷íèì âiäîáðàæåí-

íÿì âiäíîñíî äiéñíî¨ îñi. Íåõàé πk(ak) := ω
(1)
k , πk(ak+1) := ω

(2)
k , k = 1, n .

Ç âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ πk(w) âèïëèâà¹, ùî

|πk(w)− ω(1)
k | ∼

1

αk
|ak|

1
αk
−1 · |w − ak|, w → ak, w ∈ Pk,

|πk(w)− ω(2)
k | ∼

1

αk
|ak+1|

1
αk
−1 · |w − ak+1|, w → ak+1, w ∈ Pk,

|πk(w)| ∼ |w|
1
αk , w → 0, w ∈ Pk.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè ðîáîòè [48,50] ìè îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

r (Bk, ak) 6

r
(

Ω
(1)
k , ω

(1)
k

)
· r
(
E

(2)
k , ω

(2)
k

)
1
αk
|ak|

1
αk
−1 · 1

αk−1
|ak|

1
αk−1

−1


1
2

, k = 1, n, (4.1)

r (B0, 0) 6

[
n∏
k=1

rα
2
k

(
E

(0)
k , 0

)] 1
2

, (4.2)

Íåðiâíiñòü (4.1) � (4.2) ïîâíiñòþ äîñëiäæåíà â Òåîðåìi 1.9 [48]. Âè-
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êîðèñòîâóþ÷è öi ðåçóëüòàòè ìè îòðèìà¹ìî

Jn(γ) 6
n∏
k=1

(
r
(
E

(0)
k , 0

))γα2k
2

r
(
E

(1)
k , ω

(1)
k

)
· r
(
(2)
k , ω

(2)
k

)
1
αk
|ak|

1
αk
−1 · 1

αk−1
|ak|

1
αk−1

−1


1
2

.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ìiðêóâàííÿ ïîïåðåäíüîãî ðîçäiëó 3 îòðèìà¹ìî íà-

ñòóïíó íåðiâíiñòü:

Jn(γ) ≤
(

n∏
k=1

αk

)[
n∏
k=1

rα
2
kγ
(
E

(0)
k , 0

)
r
(
E

(1)
k , 1

)
r
(
E

(2)
k ,−1

)] 1
2

, (4.3)

Òàêèì ÷èíîì, çà äîïîìîãîþ ðîçäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ òà ôîðìóë

(4.1) � (4.3), ìè îòðèìàëè îöiíêó ôóíêöiîíàëà Jn(γ) ÷åðåç n ôóíêöiî-

íàëiâ, çàäàíèõ íà òðiéêàõ ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé E
(0)
k , E

(1)
k , E

(2)
k

âiäíîñíî âiäïîâiäíèõ òî÷îê 0,−1, 1.

Âiäìiòèìî, ùî ïðàâà ÷àñòèíà îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi ìiñòèòü âåëè÷èíè,

ÿêi çàëåæàòü âiä êóòîâèõ ïàðàìåòðiâ çàäà÷i.

Çãiäíî ìåòîäó ðîáîòè [15, ñ.255], íåîáõiäíî âiäêèíóòè âèïàäîê, êîëè

α0 >
2√
2γ
, ïðè÷îìó α0 = max

k
αk .

Jn(γ) = rγ(B0, 0)
n∏
k=1

r(Bk, ak) =

=
n∏
k=1

[r(B0, 0)r(Bk, ak)]
γ
n

[
n∏
k=1

r(Bk, ak)

]1− γ
n

. (4.4)

Ïåðøèé ìíîæíèê îöiíþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ âiäîìî¨ òåîðåìè

Ì.À. Ëàâðåíòü¹âà [73], à ñàìå çàâäÿêè íåðiâíîñòi

r(B0, 0)r(Bk, ak) 6 |ak|2 = 1, k = 1, n.

Òàêèì ÷èíîì, ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü
n∏
k=1

[r(B0, 0)r(Bk, ak)]
γ
n ≤ 1.
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Äðóãèé ìíîæíèê âèðàçó (4.4) îöiíèìî, âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó

Â.Ì. Äóáiíiíà [15,52] ìà¹ìî îöiíêó

n∏
k=1

r(Bk, ak) 6 2n
n∏
k=1

αk.

Ðèñ. 4.2: Ãðàôiê ôóíêöi¨ f(x) = x
(

2−x
n−1

)n−1
, n = 5

Îòæå, âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü (4.4) i âèùå íàâåäåíi ìiðêóâàííÿ,

ìà¹ìî îöiíêó

Jn(γ) 6

[
2n

n∏
k=1

αk

]1− γ
n

.

Äàëi, ç íåðiâíîñòi Êîøi (ïðî çâ'ÿçîê ìiæ ñåðåäíiì àðèôìåòè÷íèì òà

ñåðåäíiì ãåîìåòðè÷íèì) ìà¹ìî, ùî ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåííÿ

n∏
k=1

αk 6 α0

(
2− α0

n− 1

)n−1
.
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Îòæå, ìà¹ìî íàñòóïíó íåðiâíiñòü

rγ(B0, 0)
n∏
k=1

r(Bk, ak) 6
[
2nα0(2− α0)

n−1(n− 1)−(n−1)
]1− γ

n

.

Ðîçãëÿíåìî ïîëiíîì

Tn(x) = x(2− x)n−1, x ∈ (0, 2].

T ′n(x) = (2− x)n−2(2− nx).

T ′n(x) = 0 ⇐⇒ x =
2

n
èëè x = 2.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïîëiíîì Tn(x) ìà¹ ¹äèíèé ìàêñèìóì íà ïðîìiæêó

(0, 2] â òî÷öi x = 2
n . Òàêèì ÷èíîì, ïîëiíîì Tn(x) ìîíîòîííî çðîñòà¹ íà

ïðîìiæêó
(
0, 2n
)
âiä Tn(0) = 0 ê Tn

(
2
n

)
i ìîíîòîííî ñïàäà¹ íà ïðîìiæêó(

2
n , 2
)
âiä Tn

(
2
n

)
äî Tn(2) = 0. Â ïîäàëüøîìó áóäåìî ðîçãëÿäàòè γ òàêå,

ùîá âèêîíóâàëàñü óìîâà 2√
γ ≥

2
n , òîáòî òàêi γ, ïðè ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü γ ≤ n2

2 . Òîäi, íà ïðîìiæêó
2√
2γ

6 x 6 2 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

x(2− x)n−1 6 2n−1
2√
2γ

(
1− 1√

2γ

)n−1
=

2n√
2γ

(
1− 1√

2γ

)n−1
. (4.5)

Íåõàé

I0n(γ) = rγ
(
B

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

)
,

äå 0 ∪ {a(0)k }nk=1 è {B(0)
k }nk=0 ¹ âiäïîâiäíî ïîëþñè i êðóãîâi îáëàñòi êâàä-

ðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà (4.5). Ïîëþñè a
(0)
k = ωk, k = 1, n, äå ωk = e

2πki
n ,

k = 0, n− 1, ¹ êîðåíÿìè n− ¨ ñòåïåíi ç îäèíèöi.
Äëÿ ïîäàëüøîãî äîñëiäæåííÿ âàæëèâî îòðèìàòè âåëè÷èíó I0n(γ) ïðè

âñiõ γ ∈ (12 ,
3
2 ] i n > 9 . Äîâåäåìî ñïðàâåäëèâiñòü íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ.

Âðàõîâóþ÷è ðîáîòó [11,15,65�67], îòðèìà¹ìî
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I0n(γ) = rγ
(
B

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
B

(0)
k , ω

(0)
k

)
=

(
4

n

)n
·

(
2γ
n2

) γ
n(

1− 2γ
n2

)n
2+

γ
n

·
(

1−
√
2γ
n

1 +
√
2γ
n

)√2γ
.

(4.6)

äå G
(0)
k , a

(0)
k , k = 0, n , a

(0)
0 = 0 , ¹ âiäïîâiäíî ïîëþñè i êðóãîâi îáëàñòi

êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà (4.5).

Íåõàé

On(γ) =
In(γ)

I0n(γ)
=

rγ (G0, 0)
n∏
k=1

r (Gk, ak)

rγ
(
G

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
G

(0)
k , a

(0)
k

)
Âðàõîâóþ÷è ïîïåðåäíi ìiðêóâàííÿ, à òàêîæ ñïiââiäíîøåííÿ(4.6), îò-

ðèìà¹ìî íàñòóïíå

On(γ) 6

[
2n · α0(2− α0)

n−1(n− 1)−(n−1)
]1− γ

n

(
4
n

)n · (2γn2) γn · (1− 2γ
n2

)−n2− γ
n ·
(

1−
√
2γ
n

1+
√
2γ
n

)√2γ 6

6

[
2n · 2n√

2γ

(
1− 1√

2γ

)n−1
(n− 1)−(n−1)

]1− γ
n

(
4
n

)n · (2γn2) γn · (1− 2γ
n2

)−n2− γ
n ·
(

1−
√
2γ
n

1+
√
2γ
n

)√2γ =

=

[
22n · 1√

2γ

]1− γ
n

·
[
1− 1√

2γ

]n−1−γ+ γ
n

·
(

1

n− 1

)n−1−γ+ γ
n

·
(n

4

)n
×

×
(
n2

2γ

) γ
n

·
(

1− 2γ

n2

)n
2+

γ
n

·
(

1 +
√
2γ
n

1−
√
2γ
n

)√2γ
=

= 22n−2γ·
(

1√
2γ

)1− γ
n

·
[
1− 1√

2γ

]n−1−γ+ γ
n

·
(

n

n− 1

)n−1−γ+ γ
n

·n−(n−1−γ+
γ
n )+n+

2γ
n ×

×2−2n · (2γ)−
γ
n ·
(

1− 2γ

n2

)n
2+

γ
n

·
(

1 +
√
2γ
n

1−
√
2γ
n

)√2γ
=
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= 2−2γ ·
(

1√
2γ

)1+ γ
n

·
[
1− 1√

2γ

]n−1−γ+ γ
n

·
(

n

n− 1

)n−1−γ+ γ
n

· n1+γ+
γ
n×

×
(

1− 2γ

n2

)n
2+

γ
n

·
(

1 +
√
2γ
n

1−
√
2γ
n

)√2γ
.

Äàëüøå,

On(γ) 6
(n

4

)γ+1
·
[
1− 1√

2γ

]n−1−γ+ γ
n

·
(

4√
2γ

)
·
(

n√
2γ

) γ
n

·
(

1− 2γ

n2

)n
2+

γ
n

×

×
(

1 +
√
2γ
n

1−
√
2γ
n

)√2γ
·
(

n

n− 1

)n−1−γ+ γ
n

.

Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìàëè îöiíêó On(γ) ÷åðåç äîáóòîê ôóíêöié

âèùå íàâåäåíîãî âèãëÿäó. Ïîäàëüøå äîñëiäæåííÿ áóäå ïîâ'ÿçàíå ç âèâ-

÷åííÿì ïîâåäiíêè öèõ ôóíêöié. Äëÿ çðó÷íîñòi äîñëiäæåíü, ïîçíà÷èìî öi

ôóíêöi¨ íàñòóïíèì ÷èíîì:

On(γ) 6 Y1(γ, n) · Y2(γ, n) · Y3(γ, n) · Y4(γ, n) · Y5(γ, n),

Y1(γ, n) =
(n

4

)γ+1
(

1− 1√
2γ

)n−1−γ+ γ
n

,

Y2(γ, n) =

(
4√
2γ

)(
n√
2γ

) γ
n

,

Y3(γ, n) =

(
1− 2γ

n2

)n
2+

γ
n

,

Y4(γ, n) =

(
1 +

√
2γ
n

1−
√
2γ
n

)√2γ
,

Y5(γ, n) =

(
n

n− 1

)n−1−γ n−1n
.
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Äîñëiäèìî êîæíó ôóíêöiþ îêðåìî Ln(γ) i ïîêàæåìî, ùî In(γ) < I0n(γ)

ïðè γ ∈ (12 ,
3
2 ] , n > 9 .

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

Y1(γ, n) =
(n

4

)γ+1
(

1− 1√
2γ

)n−1−γ+ γ
n

.

Ôiêñó¹ìî γ = 3
2 i äîñëiäèìî êîæíó ôóíêöiþ çà äîïîìîãîþ ñòàíäàðòíèõ

Ðèñ. 4.3: Ãðàôiê ôóíêöi¨ Y1(γ, n)

ìåòîäiâ ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó.

Îòæå,

Y1(γ, n) =
(n

4

) 5
2

(
1− 1√

3

)n−1−γ+ 3
2n

.

Òîäi,

Y1(x) =
(x

4

) 5
2

(
1− 1√

3

)x− 5
2+

3
2x

,

ln(Y1(x)) = −5

2
ln

(
1− 1√

3

)
+

5

2
ln
(x

4

)
+

(
x+

3

2x

)
ln

(
1− 1√

3

)
,
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(ln(Y1(x)))′ = 5

2x
+

(
1− 3

2x2

)
ln

(
1− 1√

3

)
Ëåãêî ïîêàçàòè. ùî ïðè x > 5, (ln(Y1(x)))′ < 0 . Îòæå, ôóíêöiÿ

Y1(x) ìîíîòîííî ñïàäà¹ íà ïðîìiæêó x ∈ [5,∞] . Òàêèì ÷èíîì äëÿ âñiõ

x ∈ [9,∞], f1(x) ìîíîòîííî ñïàäà¹, çâiäñè îòðèìà¹ìî, Y1(x) < Y1(9) 6

0, 024378, x > 9.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

Y2(γ, n) =

(
4√
2γ

)(
n√
2γ

) γ
n

.

Ïðè ôiêñîâàíîìó γ = 3
2 äîñëiäèìî ôóíêöiþ çà äîïîìîãîþ ñòàíäàðòíèõ

Ðèñ. 4.4: Ãðàôiê ôóíêöi¨ Y2(γ, n)

ìåòîäiâ ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó.

Îòæå,

Y2(γ, n) =

(
4√
3

)(
n√
3

) 3
2n
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Y2(x) =

(
4√
3

)(
x√
3

) 3
2x

.

Î÷åâèäíî, ùî ïðè x > 9, (ln(Y2(x)))′ < 0 .Îòæå, ôóíêöiÿ Y2(x)

ìîíîòîííî ñïàäà¹ íà ïðîìiæêó x ∈ [9,∞] . Òàêèì ÷èíîì äëÿ âñiõ

x ∈ [9,∞], Y2(x) ìîíîòîííî ñïàäà¹, çâiäñè îòðèìà¹ìî, Y2(x) < Y2(9) 6

3.039342742, x > 9.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

Y3(γ, n) =

(
1− 2γ

n2

)n
2+

γ
n

.

Ïðè ôiêñîâàíîìó γ = 3
2 äîñëiäèìî ôóíêöiþ çà äîïîìîãîþ ñòàíäàðòíèõ

Ðèñ. 4.5: Ãðàôiê ôóíêöi¨ Y3(γ, n)

ìåòîäiâ ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó.

Îòæå,

Y3(γ, n) =

(
1− 3

n2

)n
2+

3
2n

,
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Ðèñ. 4.6: Ãðàôiê ôóíêöi¨ Y4(γ, n)

Y3(x) =

(
1− 3

x2

)x
2+

3
2x

.

Î÷åâèäíî, ùî Y3(x) (äèâ ðèñ. 4.5), Y3(γ, n) 6 1.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

Y4(γ, n) =

(
1 +

√
2γ
n

1−
√
2γ
n

)√2γ
.

Ïðè ôiêñîâàíîìó γ = 3
2 äîñëiäèìî ôóíêöiþ çà äîïîìîãîþ ñòàíäàðòíèõ

ìåòîäiâ ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó.

Îòæå,

Y4(γ, n) =

(
1 +

√
3
n

1−
√
3
n

)√3
,

Y4(x) =

(
1 +

√
3
x

1−
√
3
x

)√3
.
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Ðèñ. 4.7: Ãðàôiê ôóíêöi¨ Y5(γ, n)

ln(Y4(x)) =
√

3ln

(
1 +

√
3
x

1−
√
3
x

)
.

ln(Y4(x))′ = −18

X2 − 9
.

Î÷åâèäíî, ùî ïðè x > 9, (ln(Y4(x)))′ < 0 .Îòæå, ôóíêöiÿ Y4(x) ìîíîòîí-

íî ñïàäà¹ íà ïðîìiæêó x ∈ [9,∞] . Òàêèì ÷èíîì äëÿ âñiõ x ∈ [9,∞], Y4(x)

ìîíîòîííî ñïàäà¹, çâiäñè îòðèìà¹ìî, Y4(x) < Y4(9) 6 1.964199929, x > 9.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

Y5(γ, n) =

(
n

n− 1

)n−1−γ n−1n
.

Îòæå,

Y5(γ, n) =

(
n

n− 1

)n−1−γ n−1n
=

(
1 +

1

n− 1

)n−1
·
(

1 +
1

n− 1

)−γ n−1n
=

=

(
1 + 1

n−1

)n−1
(

1 + 1
n−1

)γ n−1n <

(
1 +

1

n− 1

)n−1
→ e < 3.
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Âðàõîâóþ÷è âñi ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè ïðè n > 9 , îòðèìó¹ìî

Y1(γ, n) 6 0, 024378,

Y2(γ, n) 6 3.039342,

Y3(γ, n) 6 1.

Y4(γ, n) 6 1.964199

Y5(γ, n) 6 3,

Îòæå,

On(γ) 6 Y1(γ, n) · Y2(γ, n) · Y3(γ, n) · Y4(γ, n) · Y5(γ, n) =

6 0, 024378 · 3.039342 · 1 · 1.964199 · 3 6 0, 43661 < 1.

Òàêèì ÷èíîì ïðè n > 9 , γ ∈
(
1
2 ; 3

2

]
i Çàëèøà¹òüñÿ ðîçãëÿíóòè âèïà-

äîê, êîëè n > 9 , γ ∈
(
0; 3

2

]
, α0

√
2γ < 2 .

Äîâåäåìî, ùî ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó n > 9, ôóíêöiÿ fn(γ) =[
4n√
2γ

(
1− 1√

2γ

)n−1
(n− 1)−(n−1)

]1− γ
n

ìîíîòîíî çðîñòà¹ ïî γ íà ïðîìiæêó

(0; 3
2 ] . Áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ ìåòîäîì âèêîðèñòàíèì â ðîáîòi [13]

Ñïðàâåäëèâi ñïiâââiäíîøåííÿ

ln(fn(γ)) = (1− γ

n
)×

×
[
n ln 4− 1

2
ln 2− 1

2
ln γ + (n− 1) ln

(
1− 1√

2γ

)
− (n− 1) ln(n− 1)

]
,

[ln(fn(γ))]′γ = − ln 4+
1

2n
ln 2+

1

2n
ln γ−n− 1

n
ln

(
1− 1√

2γ

)
+
n− 1

n
ln(n−1)+

+(1− γ

n
)

1

2γ

(
n− 1√
2γ − 1

− 1

)
.

Âðàõîâóþ÷è íàñòóïíi íåðiâíîñòi, îòðèìà¹ìî

0 < ln

(
1

4

)
+

8

9
ln 9 < ln

(
1

4

)
+
n− 1

n
ln(n− 1)
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i

−n− 1

n
ln

(
1− 1√

2γ

)
> 0, (1− γ

n
)

1

2γ

(
n− 1√
2γ − 1

− 1

)
> 0,

Îòæå, fn(γ) ìîíîòîííî ïðè âêàçàíèõ ïàðàìåòðàõ n i γ .

Òåïåð äîâåäåìî, ùî ïðè ôiêñîâàíîìó n > 9, ôóíêöiîíàë I0n(γ) ìî-

íîòîííî ñïàäà¹ ïî γ íà ïðîìiæêó (0; 3
2 ] .

Âåëè÷èíà I0n(γ) çàäîâiëüíÿ¹ íàñòóïíié ðiâíîñòi

I0n(γ) =

(
4

n

)n (
2γ
n2

) γ
n(

1− 2γ
n2

)n
2+

γ
n

[
n−
√

2γ

n+
√

2γ

]√2γ
.

Òàê, ÿê

ln I0n(γ) = n ln
4

n
+
γ

n
ln

2γ

n2
−
(n

2
+
γ

n

)
ln(1− 2γ

n2
) +

√
2γ ln

[
n−
√

2γ

n+
√

2γ

]
,

òî [
ln I0n(γ)

]′
γ

=
1

n
ln

2γ

n2 − 2γ
+

1√
2γ

ln

[
1−

√
2γ
n

1 +
√
2γ
n

]
.

Ïîçíà÷èìî
√
2γ
n = x , òîäi γ = 1

2n
2x2,

√
γ = 1√

2
nx è 0 ≤ x ≤

√
3
n .

Îòæå, ëîãàðèôìi÷íà ïîõiäíà I0n(γ) íàáóäå âèãëÿäó

[
ln I0n(γ)

]′
γ

=
2

n
lnx− 1

n
ln(1− x2) +

1

nx
ln

[
1− x
1 + x

]
.

Äàëüøå, ñêîðèñòà¹ìîñü ðîçêëàäîì â ðÿäè ln(1− x) i ln 1−x
1+x ,

ln(1− x) = −x− x2

2
− ...− xn

n
− ...,

ln
1− x
1 + x

= −2x

(
1 +

1

3
x2 +

1

5
x4 + ...+

1

2k + 1
x2k + ...

)
,

Òîäi, [
ln I0n(γ)

]′
γ

=
2

n
lnx+

1

n

(
x2 +

x4

2
+ ...+

x2n

n
+ ...

)
−
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−2

n

[
1 +

1

3
x2 +

1

5
x4 + ...+

x2k

2k + 1

]
+ ....

Äàëüøå,

[
ln I0n(γ)

]′
γ

=
2

n
lnx−2

n
+
x2

n

(
1− 2

3

)
+
x4

n

(
1

2
− 2

5

)
+...+

x2n

n

(
1

k
− 2

2k + 1

)
+....

Âðàõîâóþ÷è, ùî n > 9, 0 ≤ x ≤
√
3
n i 1

k −
2

2k+1 = 1
k(2k+1) 6

1
3 , k > 1,

îòðèìà¹ìî[
ln I0n(γ)

]′
γ
6 −2

n
+

2

n
lnx+

1

9

(
1

3
x2 +

1

3
x4 + ...+

1

3
x2k + ....

)
=

= −2

n
+

2

n
lnx+

1

27

(
x2

1− x2

)
.

Â ñèëó ìîíîòîíîãî çðîñòàííÿ ôóíêöi¨ x2

1−x2 íà ïðîìiæêó [0, 1) äëÿ

1
n ≤ x ≤

√
3
n , ñïðàâåäëèâi íåðiâíîñòi

[
ln I0n(γ)

]′
γ
6 −2

n

(
1 + ln

1

x

)
+

1

27

(
1

1− x2

)
<

< −2

n

(
1 + ln

n√
3

)
+

1

27

(
3
n2

1− 3
n2

)
6

6 −2

n

(
0.45 + lnn− 1

18

1

1− 3
n2

)
6

6 −2

n

(
0.45 + lnn− 1

18

)
< 0,

Îñêiëüêè 1
1− 3

n2
< 1 , n > 9.

Î÷åâèäíî, ÷òî 0.45 + lnn− 1
18 > 0 ïðè âñiõ n > 9.

Òàêèì ÷èíîì, I0n(γ) ìîíîòîíí ñïàäà¹ ïî γ íà ïðîìiæêó γ ∈ (12 ,
3
2 ].

On(γ) 6
fn(γ)

I0n(γ)
<
fn(

3
2)

I0n(32)
< 1.
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Çãiäíî ìåòîäó, çàïðîïîíîâàíîãî â [?]), îòðèìà¹ìî îöiíêó

r (B0, 0) 6

[
n∏
k=1

rα
2
k

(
E

(0)
k , 0

)] 1
2

,

r (Bk, ak) 6
[
αkr

(
E

(1)
k , 1

)
· αk−1r

(
E

(2)
k ,−1

)] 1
2

,

òîäi

In(γ) = rγ(B0, 0)
n∏
k=1

r(Bk, ak) 6

[
n∏
k=1

rγα
2
k

(
E

(0)
k , 0

)] 1
2
[

n∏
k=1

α2
kr
(
E

(1)
k , 1

)
r
(
E

(2)
k ,−1

)] 1
2

=

=
n∏
k=1

αk

[
n∏
k=1

rγα
2
k

(
E

(0)
k , 0

)
r
(
E

(1)
k , 1

)
r
(
E

(2)
k ,−1

)] 1
2

. (4.7)

Àíàëîãi÷íî ðîáîòi [17], âèêîíà¹ìî îöiíêó ôóíêöiîíàëà

rα
2
kγ(E0, 0)r(E1, 1)r(E2,−1) , äå îáëàñòi E0, E1, E2 � ïîïàðíî íåïåðå-

òèíííi îáëàñòi êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, 0 ∈ E0 , 1 ∈ E1 , −1 ∈ E2 . Äî

îáëàñòåé E0, E1, e2 çàñòîñó¹ìî ðîçäiëÿþ÷å ïåðåòâîðåííÿ íàñòóïíîãî

âèäó. Íåõàé

Mk := {z : (−1)k+1Im z > 0}, k ∈ {1, 2},

D1 = M1 ∩K1, D2 = C\K1 ∩M1, D3 = M2 ∩K1, D4 = C\K1 ∩M2,

ζ = β(z) =
2z

1 + z2
,

ãäå U1 � âiäêðèòèé îäèíè÷íèé êðóã êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè. Ç îçíà÷åííÿ

ôóíêöi¨ β(z), îòðèìà¹ìî íàñòóïíi àñèìïòîòè÷íi ñïiââiäíîøåííÿ

|β(z)| ∼ 2|z|, z → 0, z ∈ Dk,

|β(z)− 1| ∼ 1

2
|z − 1|2 , z → 1, z ∈ Dk,

|β(z) + 1| ∼ 1

2
|z + 1|2 , z → −1, z ∈ Dk.



130

Íåõàé E
(0)
k , k = 1, 4 , ïîçíà÷à¹ òó îáëàñòü êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè

Cζ , ÿêà îòðèìàíà â ðåçóëüòàòi îá¹äíàííÿ çâÿçíî¨ êîìïîíåíòè ìíîæèíè

β(E0

⋂
Dk) , ÿêà ìiñòèòü òî÷êó 0 , çi ñâî¨ì ñèìåòðè÷íèì âiäîáðàæåííÿì

âiäíîñíî äiéñíî¨ îñi. ×åðåç G
(1)
k , k = 1, 4 , ïîçíà÷èìî òó îáëàñòü ïëîùèíè

Cζ , ÿêà îòðèìàíà â ðåçóëüòàòi îá¹äíàííÿ çâÿçíî¨ êîìïîíåíòè ìíîæèíè

β(E1

⋂
Dk) , ÿêà ìiñòèòü òî÷êó 1 , çi ñâî¨ì ñèìåòðè÷íèì âiäîáðàæåííÿì

âiäíîñíî äiéñíî¨ îñi. Êðîìå òîãî, ïóñòü G
(2)
k , k = 1, 4 , ïîçíà÷à¹ òó îáëàñòü

êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè Cζ , ÿêà îòðèìàíà â ðåçóëüòàòi îá¹äíàííÿ çâÿçíî¨

êîìïîíåíòè ìíîæèíè β(E2

⋂
Dk) , ÿêà ìiñòèòü òî÷êó −1 , çi ñâî¨ì ñèìåò-

ðè÷íèì âiäîáðàæåííÿì âiäíîñíî äiéñíî¨ îñi.

Îòæå, ñïðàâåäëèâi íåðiâíîñòi

r (E0, 0) ≤
[

1

2
r
(
E

(1)
0 , 0

)
· 1

2
r
(
E

(2)
0 , 0

)] 1
2

,

r (E1, 1) ≤
[
2r
(
E

(1)
1 , 1

)
2r
(
G

(2)
1 , 1

)
2r
(
E

(3)
1 , 1

)
2r
(
G

(4)
1 , 1

)] 1
8

,

r (E2,−1) ≤
[
2r
(
E

(1)
2 ,−1

)
2r
(
G

(2)
2 ,−1

)
2r
(
E

(3)
2 ,−1

)
2r
(
G

(4)
2 ,−1

)] 1
8

.

Òîäi,

r (E0, 0) ≤
[

1

24
r4
(
E

(1)
0 , 0

)
· 1

24
r4
(
E

(2)
0 , 0

)] 1
8

,

Äàëüøå,

rα
2
kγ (E0, 0) r (E1, 1) r (E2,−1) ≤

≤ [
28α

2
kγ

28
r2α

2
kγ
(
E

(1)
0 , 0

)
r
(
E

(1)
1 , 1

)
r
(
E

(1)
2 ,−1

)
×

×r2α2
kγ
(
E

(2)
0 , 0

)
r
(
E

(2)
1 , 1

)
r
(
E

(2)
2 ,−1

)
×

×r2α2
kγ
(
E

(3)
0 , 0

)
r
(
E

(3)
1 , 1

)
r
(
E

(3)
2 ,−1

)
×

×r2α2
kγ
(
E

(4)
0 , 0

)
r
(
E

(4)
1 , 1

)
r
(
E

(4)
2 ,−1

)
]
1
8

Òîäi,
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rα
2
kγ (E0, 0) r (E1, 1) r (E2,−1) ≤

≤ 21−α
2
kγ
[
r2α

2
kγ
(
E

(1)
0 , 0

)
r
(
E

(1)
1 , 1

)
r
(
E

(1)
2 ,−1

)] 1
2 ×

×
[
r2α

2
kγ
(
E

(3)
0 , 0

)
r
(
E

(3)
1 , 1

)
r
(
E

(3)
2 ,−1

)] 1
2

.

Ó âèïàäêó, êîëè 2α2
kγ ≤ 4, âðàõîâóþ÷è ðåçóëüòàòè ðîáîòè [4, 50], îòðè-

ìà¹ìî

r2α
2
kγ
(
E

(s)
0 , 0

)
r
(
E

(s)
1 , 1

)
r
(
E

(s)
2 ,−1

)
≤ r2α

2
kγ
(
Ẽ

(s)
0 , 0

)
r
(
Ẽ

(s)
1 , 1

)
r
(
Ẽ

(s)
2 ,−1

)
=

=
22γα

2
k+6(αk

√
2γ)2γα

2
k

(2− αk
√

2γ)
1
2 (2−αk

√
2γ)2(2 + αk

√
2γ)

1
2 (2+αk

√
2γ)2

, s = 1, 3,

äå Ẽ
(0)
0 , Ẽ

(0)
1 , Ẽ

(0)
2 � êðóãîâi îáëàñòi êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(z)dz2 = −(4− 2α2
kγ)z2 + 2α2

kγ

z2(z2 − 1)2
dz2, (4.8)

è 0 ∈ Ẽ(0)
0 , 1 ∈ Ẽ(0)

1 , −1 ∈ Ẽ(0)
2 .

Âðàõîâóþ÷è, ùî α2
kγ ≤ 2 , i âñå âèùå íàâåäåíå, îòðèìà¹ìî

rγ(B0, 0)
n∏
k=1

r(Bk, ak) ≤
(

1√
2γ

)n n∏
k=1

(
αk
√

2γ
)

2
1−α2kγ

2 ×

×
[

22γα
2
k+6(αk

√
2γ)2γα

2
k

(2− αk
√

2γ)
1
2 (2−αk

√
2γ)2(2 + αk

√
2γ)

1
2 (2+αk

√
2γ)2

] 1
4

=

=

(
1√
2γ

)n n∏
k=1

[
28 (αk

√
2γ)2γα

2
k+4

(2− αk
√

2γ)
1
2 (2−αk

√
2γ)2(2 + αk

√
2γ)

1
2 (2+αk

√
2γ)2

] 1
4

.

Íåõàé

Ψ(x) = 28 · xx2+4 · (2− x)−
1
2 (2−x)

2 · (2 + x)−
1
2 (2+x)

2

,

ãäå x = αk
√

2γ , x ∈ [0, 2] .
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Ðîçãëÿíåìî åêñòðåìàëüíó çàäà÷ó
n∏
k=1

Ψ(xk) −→ max,
n∑
k=1

xk = 2
√

2γ, xk = αk
√

2γ, 0 < xk < 2. (4.9)

Íåõàé F (x) = ln (Ψ(x)) è X(0) =
{
x
(0)
k

}n
k=1

� äîâiëüíà ñèñòåìà åêñòðå-

ìàëüíèõ òî÷îê çàäà÷i (4.9).

Àíàëîãi÷íî ðîáîòi [65] îòðèìà¹ìî: ÿêùî 0 < x
(0)
k < x

(0)
j < 2 , k 6= j ,

òîäi ìà¹ìî íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ

F ′(x
(0)
k ) = F ′(x

(0)
j ),

i ÿêùî äåÿêå x
(0)
j = 2 , òîäi äëÿ äîâiëüíîãî x

(0)
k < 2 ,

F ′(x
(0)
k ) 6 F ′(x

(0)
j ),

äå k, j = 1, n , k 6= j , F ′(x) = 2x lnx+(2−x) ln(2−x)−(2+x) ln(2+x)+ 4
x

(äèâ. Ðèñ.4.8).

Ðèñ. 4.8: Ãðàôiê ôóíêöi¨ F ′(x)

Äîâåäåìî, ùî â óìîâàõ òåîðåìè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

x
(0)
1 = x

(0)
2 = . . . = x(0)n .



133

Ôóíêöiÿ

F ′′(x) = ln

(
x2

4− x2

)
− 4

x2

ñòðîãî çðîñòà¹ íà (0, 2) òà iñíó¹ x0 , x0 ≈ 1, 768828 òàêå, ùî

F ′′(x0) = 0.

Ôóíêöiÿ F ′(x) ìîíîòîííî ñïàäà¹ íà ïðîìiæêó (0;x0) i ìîíîòîííî

çðîñòà¹ íà ïðîìiæêó [x0; 2] , x0 ≈ 1.7688. Ðiâíÿííÿ F ′(x) = t ïðè x ∈
(x1; 2), äå x1 ≈ 1.45 ìà¹ äâà êîðåíÿ x1(t), x2(t) , äå 1.45 < x1 6 x1(t) 6

x0 6 x2(t) < 2

Ïðèïóñòèìî, ùî îäèí iç êîðåíiâ x
(0)
k , k = 1, n , íàëåæèòü ïðîìiæêó

(x0, 2). Òîäi, ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (x1−1.45)n+(x2−x1) > 0, n > 9 .

Çâiäñ âèïëèâà¹, ùî (n − 1)x1 + x2 > 1, 45n. Ç iíøî¨ ñòîðîíè íåîáõiäíî,

ùîá (n− 1)x1 + x2 = 2
√

2γ. Òàêèì ÷èíîì, 2
√

2γ > 1.45n , ùî íåìîæëèâî

ïðè n > 9 , γ ∈
(
0; 3

2

]
.

Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ îçíà÷à¹, ùî íi îäíà iç òî÷îê x
(0)
k íå ìîæå íà-

ëåæàòè ïðîìiæêó (x0, 2) . Òàêèì ÷èíîì, x2(t) ìà¹ ëåæàòè íà ïðîìiæêó

(0, x0]. Çiäñè i çi [67] îòðèìà¹ìî, ùî x
(0)
1 = x

(0)
2 = . . . = x

(0)
n .

Òåîðåìà 4.2.1 äîâåäåíà.

4.4. Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 4.2.2.

Âèêîíà¹ìî íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ

Jγ = [r (B0, 0)]γ
n∏
k=1

r (Bk, ak) = [r (B0, 0)]γ/2 [r (B0, 0)]γ/2
n∏
k=1

r (Bk, ak)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü r (B0, 0) = r
(
B̃0,∞

)
, äå B̃0 � îáðàç îá-

ëàñòi B0 ïðè âiäîáðàæåííi ω̃ = 1
ω , îòðèìà¹ìî íàñòóïíå:

Jγ = [r (B0, 0)]γ
n∏
k=1

r (Bk, ak) =
[
r (B0, 0) r

(
B̃0,∞

)]γ/2 n∏
k=1

r (Bk, ak)



134

Â ðåçóëüòàòi âêàçàíèõ ïåðåòâîðåíü çàäà÷à 4.2.4 çâåëàñü äî çàäà÷i

3.2.2, òîìó iç òåîðåìè 3.2.1 ìà¹ìî îöiíêó

Jγ = [r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ/2
n∏
k=1

r (Bk, ak) 6

[r (Λ0, 0) r (Λ∞,∞)]
γ
2

n∏
k=1

r (Λk, λk) ,

äå îáëàñòè Λ0 , Λ∞ , Λk i òî÷êè 0 , ∞ , λk (k = 1, n , n ≥ 2 ) � âiäïîâiäíî

êðóãîâi îáëàñòi i ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà (3.5).

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi, âèêîíóþ÷è îáåðíåíi ïåðåòâîðåííÿ, îòðèìà¹ìî

íàñòóïíó íåiâíiñòü:

[r (G0, 0)]γ
n∏
k=1

r (Gk, ak) 6 [r (Λ0, 0)]γ
n∏
k=1

r (Λk, λk) ,

äå îáëàñòi Λ0 , Λk i òî÷êè 0 , λk (k = 1, n , n > 2, ) �âiäïîâiäíî êðóãîâi

îáëàñòi i ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà 4.5

Òåîðåìà 4.2.2 äîâåäåíà.
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4

Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi îòðèìàíî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðî ìàêñèìóì äî-

áóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé ç äîäàòêîâîþ

óìîâîþ ñèìåòði¨, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ïåâíîþ îáëàñòþ, ÿêié íàëåæèòü ïî-

÷àòîê êîîðäèíàò íà äåÿêó äîäàòíþ ñòåïiíü γ âíóòðiøíüîãî ðàäióñó öi¹¨

îáëàñòi äëÿ γ ∈ (0; 3
2 ], n ≥ 9 .

Ç öüîãî ðåçóëüòàòó, â ÿêîñòi íàñëiäêó, îòðèìàíî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðî

ìàêñèìóì äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé

ñèìåòðè÷íèõ âiäíîñíî êîëà íà äåÿêó äîäàòíþ ñòåïiíü γ âíóòðiøíüîãî

ðàäióñó ïåâíî¨ îáëàñòi âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò äëÿ γ ∈ (0; 3
2 ], n ≥ 9 .

Â òåîðåìi 4.2.2 äëÿ êîæíîãî n > 2 âêàçàíî òàêèé iíòåðâàë γ, γ ∈
(0; γ1n) , ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî γ ç öüîãî iíòåðâàëó çàäà÷à ïðî ìàêñèìóì äî-

áóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé ç äîäàòêîâîþ

óìîâîþ ñèìåòði¨, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ïåâíîþ îáëàñòþ, ÿêié íàëåæèòü ïî-

÷àòîê êîîðäèíàò íà äåÿêó äîäàòíþ ñòåïiíü γ âíóòðiøíüîãî ðàäióñó öi¹¨

îáëàñòi âèðiøåíà ïîâíiñòþ, äå γ1n � äåÿêà âåëè÷èíà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ

îäíîçíà÷íî, àëå çàäàíà â íåÿâíîìó âèãëÿäi;

Ç öüîãî ðåçóëüòàòó,îòðèìàíî íàñëiäîê, â ÿêîìó äëÿ êîæíîãî n > 2

âêàçàíî òàêèé ïiâ iíòåðâàë γ, γ ∈ (0;σn], σn < γ1n , äå σn � äåÿêà âåëè÷è-

íà,ÿêà çàäàíà â ÿâíîìó âèãëÿäi.

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â ñòàòòÿõ [28,40].



136

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi äîñëiäæåíî òðè ïðîáëåìè, äâi ç ÿêèõ áóëè

ïîñòàâëåíi â 1994 ðîöi Â.Ì. Äóáiíiíèì â ÿêîñòi âiäêðèòèõ ïðîáëåì.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè çðîáëåíî îãëÿä ëiòåðàòóðè,

âèêëàäåíî îñíîâíi iäå¨ ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ ïðîáëåì, ÿêi âèâ÷àþòüñÿ â

äèñåðòàöiéíié ðîáîòi, íàâåäåíî íåîáõiäíi îçíà÷åííÿ (êîíôîðìíèé ðàäióñ,

ôóíêöiÿ Ãðiíà, óçóãàëüíåíà ôóíêöiÿ Ãðiíà, âíóòðiøíié ðàäióñ i ò.ä.), òåî-

ðåìè, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè äîâåäåííi îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòà-

öi¨.

Çîêðåìà ó ðîçäiëi 1, ñôîðìóëüîâàíi îñíîâíi âiäêðèòi ïðîáëåìè ïðî

åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, íàâåäåíî êîðîòêèé iñòîðè÷-

íèé îïèñ ðîçâèòêó ìåòîäó ñèìåòðèçàöi¨ â ãåîìåòðè÷íié òåîði¨ ôóíêöi¨ êîì-

ïëåêñíî¨ çìiííî¨. Ïðåäñòàâëåíî êëàñè÷íi ðåçóëüòàòè Ì. Î. Ëàâðåíòü¹âà òà

Ã. Ì. Ãîëóçiíà, ç ÿêèõ áåðå ïî÷àòîê íàïðÿìîê ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ôóíêöi¨

ïðî åêñòðåìàëüíi çàäà÷i ç íåïåðåòèííèìè îáëàñòÿìè. Ñôîðìóëüîâàíîiäåÿ

Ï.Ì. Òàìðàçîâà , ÿêà äàëà ïîøòîâõ äëÿ ðîçâèòêó íîâîãî íàïðÿìêó â çà-

äà÷àõ ïðî íåïåðåòèííi îáëàñòi, ÿêèé â ïîäàëüøîìó îòðèìàâ íàçâó "çàäà÷i

ïðî åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ ïëîùèíè ç âiëüíèìè ïîëþñàìè".

Ó ðîçäiëi 1, òàêîæ, íàâåäåíî òðè âiäêðèòi ïðîáëåìè, ÿêi âèâ÷àþòüñÿ â

äèñåðòàöiéíié ðîáîòi. Äàíî êîðîòêèé îïèñ îñíîâíîãî ìåòîäó äîñëiäæåííÿ,

ÿêèé âèêîðèñòîâó¹òüñÿ âðîáîòi, à ñàìå ñèìåòðèçàöiéíîãî ìåòîäó ðîçäiëÿ-

þ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ.

Ó ðîçäiëi 2 â çàäà÷i ïðî çíàõîäæåííÿ ìàêñèìóìó äîáóòêó âíóòðiøíiõ

ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé âiäíîñíî òî÷îê îäèíè÷íîãî êîëà

íà äåÿêó äîäàòíþ ñòåïiíü γ âíóòðiøíüîãî ðàäióñó äåÿêî¨ îáëàñòi âiäíîñíî
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ïî÷àòêó êîîðäèíàò îòðèìàíî íàñòóïíi ðåçóëüòàòè:

• â òåîðåìi 2.2.1 äëÿ n ≥ 12 äëÿ êîæíîãî γ, γ ∈ (1;n0.45) çàäà÷à ïðî

çíàõîäæåííÿ ìàêñèìóìó äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïå-

ðåòèííèõ îáëàñòåé âiäíîñíî òî÷îê îäèíè÷íîãî êîëà íà äåÿêó äîäàòíþ

ñòåïiíü γ âíóòðiøíüîãî ðàäióñó äåÿêî¨ îáëàñòi âiäíîñíî ïî÷àòêó êî-

îðäèíàò âèðiøåíà ïîâíiñòþ;

• â òåîðåìi 2.2.2 äëÿ n ≥ 126 äëÿ êîæíîãî γ, γ ∈ (1;n0.5) çàäà÷à ïðî

çíàõîäæåííÿ ìàêñèìóìó äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïå-

ðåòèííèõ îáëàñòåé âiäíîñíî òî÷îê îäèíè÷íîãî êîëà íà äåÿêó äîäàòíþ

ñòåïiíü γ âíóòðiøíüîãî ðàäióñó äåÿêî¨ îáëàñòi âiäíîñíî ïî÷àòêó êî-

îðäèíàò âèðiøåíà ïîâíiñòþ;

• â òåîðåìi 2.2.3 äëÿ n = 4 äëÿ êîæíîãî γ, γ ∈ (1; 2.09) çàäà÷à ïðî

çíàõîäæåííÿ ìàêñèìóìó äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïå-

ðåòèííèõ îáëàñòåé âiäíîñíî òî÷îê îäèíè÷íîãî êîëà íà äåÿêó äîäàòíþ

ñòåïiíü γ âíóòðiøíüîãî ðàäióñó äåÿêî¨ îáëàñòi âiäíîñíî ïî÷àòêó êî-

îðäèíàò âèðiøåíà ïîâíiñòþ.

Ó ðîçäiëi 3 ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ïðî çíàõîäæåííÿ ìàêñèìóìó äî-

áóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ ÷àñòèííî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé âiäíîñíî n -

ïðîìåíåâèõ ñèñòåì òî÷îê íà äåÿêó äîäàòíþ ñòåïiíü γ âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ

÷àñòêîâî ïåðåòèííèõ îáëàñòåé âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò òà íåñêií÷åí-

íî âiääàëåíî¨ òî÷êè äëÿ çíà÷íî áiëüø øèðîêèõ iíòåðâàëiâ ïàðàìåòðà γ ,

òîáòî â ðîçäiëi 2 îòðèìàíî íàñòóïíi ðåçóëüòàòè:

• â òåîðåìi 3.2.1 äëÿ êîæíîãî n > 2 âêàçàíî òàêèé iíòåðâàë γ, γ ∈
(0; γ0n) , ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî γ ç öüîãî iíòåðâàëó Çàäà÷à 3.2.2 âèðiøåíà

ïîâíiñòþ, äå γ0n � äåÿêà âåëè÷èíà,ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî, àëå

çàäàíà â íåÿâíîìó âèãëÿäi;
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• òåîðåìà 3.2.2 äîïîâíþ¹ ðåçóëüòàò òåîðåìè 3.2.1 â òîìó ðîçóìiííi, ùî

äëÿ êîæíîãî n > 2 âêàçàíî òàêèé ïiâ iíòåðâàë γ, γ ∈ (0; γn], γn < γ0n ,

äå γn � äåÿêà âåëè÷èíà,ÿêà çàäàíà â ÿâíîìó âèãëÿäi.

Äëÿ òåîðåì 3.2.1, 3.2.2 íàâåäåíî êiëüêà íàñëiäêiâ½ ÿêi äàþòü ðîçâÿ-

çîê çàäà÷i â äåÿêèõ ÷àñòèííèõ âèïàäêàõ: äëÿ íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé òà

n � ïðîìåíåâèõ ñèñòåì òî÷îê, äëÿ íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé òà òî÷îê îäè-

íè÷íîãî êîëà. Ó íàéêðàùå âèâ÷åíîìó âèïàäêó ðåçóëüòàòè íàñëiäêiâ 3.2.6,

3.2.7 íàáàãàòî ïîêðàùóþòü ðåçóëüòàòè ïîïåðåäíèêiâ.

Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi îòðèìàíî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðî ìàêñèìóì äî-

áóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé ç äîäàòêîâîþ

óìîâîþ ñèìåòði¨, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ïåâíîþ îáëàñòþ, ÿêié íàëåæèòü ïî-

÷àòîê êîîðäèíàò íà äåÿêó äîäàòíþ ñòåïiíü γ âíóòðiøíüîãî ðàäióñó öi¹¨

îáëàñòi äëÿ γ ∈ (0; 3
2 ], n ≥ 9 .

Ç öüîãî ðåçóëüòàòó, â ÿêîñòi íàñëiäêó, îòðèìàíî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðî

ìàêñèìóì äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé

ñèìåòðè÷íèõ âiäíîñíî êîëà íà äåÿêó äîäàòíþ ñòåïiíü γ âíóòðiøíüîãî

ðàäióñó ïåâíî¨ îáëàñòi âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò äëÿ γ ∈ (0; 3
2 ], n ≥ 9 .

Â òåîðåìi 4.2.2 äëÿ êîæíîãî n > 2 âêàçàíî òàêèé iíòåðâàë γ, γ ∈
(0; γ1n) , ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî γ ç öüîãî iíòåðâàëó çàäà÷à ïðî ìàêñèìóì äî-

áóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé ç äîäàòêîâîþ

óìîâîþ ñèìåòði¨, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ïåâíîþ îáëàñòþ, ÿêié íàëåæèòü ïî-

÷àòîê êîîðäèíàò íà äåÿêó äîäàòíþ ñòåïiíü γ âíóòðiøíüîãî ðàäióñó öi¹¨

îáëàñòi âèðiøåíà ïîâíiñòþ, äå γ1n � äåÿêà âåëè÷èíà,ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ îä-

íîçíà÷íî, àëå çàäàíà â íåÿâíîìó âèãëÿäi;

Ç öüîãî ðåçóëüòàòó,îòðèìàíî íàñëiäîê, ÿêèé äîïîâíþ¹ ðåçóëüòàò òåî-

ðåìè 4.2.2 â òîìó ðîçóìiííi, ùî äëÿ êîæíîãî n > 2 âêàçàíî òàêèé ïiâ

iíòåðâàë γ, γ ∈ (0;σn], σn < γ0n , äå σn � äåÿêà âåëè÷èíà,ÿêà çàäàíà â
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ÿâíîìó âèãëÿäi.

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â ñòàòòÿõ [14,20�22,28,30,36,40,41].

Îòðèìàíi â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ðåçóëüòàòè òà ðîçâèíåíi â íié ìå-

òîäè, ìîæóòü áóòè êîðèñíèìè â ïîäàëüøèõ äîñëiäæåííÿõ êîìïëåêñíîãî

àíàëiçó òà éîãî çàñòîñóâàííÿõ.
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