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Передмова

Розвинено найефективнiшi методи розв’язування крайових задач теорiї не-
лiнiйних коливань, зокрема, у випадку параметричного резонансу, при цьо-
му значна увага придiляється використанню найбiльш ефективних методiв
розв’язування нелiнiйних рiвнянь: методу Ньютона та методу найменших
квадратiв, яким притаманна пришвидшена збiжнiсть [27, 113].

За тридцять рокiв, якi минули пiсля опублiкування статей [20, 25] i моно-
графiй [1, 17, 18], дослiджено новi класи крайових задач для систем зви-
чайних диференцiальних рiвнянь, i з’явилася необхiднiсть уточнення тра-
дицiйної [17, 38] класифiкацiї нелiнiйних крайових задач. Окрiм змiни де-
яких акцентiв у вiдомих результатах, отриманих академiком НАН Укра-
їни А.М. Самойленком [71, 72] та членом-кореспондентом НАН України
О.А. Бойчуком, а також у класичних результатах теорiї нелiнiйних коливань
[4, 8, 9, 10, 11, 40, 45, 46, 51, 59, 61, 63, 69, 70], до працi вiйшли новi iтерацiйнi
схеми з пришвидшеною збiжнiстю, що побудованi з використанням методу
найменших квадратiв [83], методу Ньютона [33], Ньютона—Канторовича [43]
та рiзних модифiкацiй методу Ньютона—Канторовича [43, 87, 88, 131].

Як приклади наведених методiв розв’язування нелiнiйних крайових за-
дач, розглянуто перiодичнi та двоточковi задачi для рiвнянь ван дер Поля,
Дюффiнга, Льєнара, Лотка-Вольтерра та Ейрi. Монографiю створено на ба-
зi курсу теорiї нелiнiйних коливань та курсу обчислювальної математики, а
також серiї спецкурсiв, якi викладали автори протягом тридцяти рокiв на
фiзико-математичному факультетi Слов’янського державного педагогiчного
унiверситету (на сьогоднi Донбаського державного педагогiчного унiверси-
тету) та на механiко-математичному факультетi Київського нацiонального
унiверситету iменi Тараса Шевченка [26]. У розширеному виглядi матерiал
видано у Словаччинi [114].

Автори висловлюють подяку академiку НАН України А.М. Самойленку,
членам-кореспондентам НАН України I.I. Скрипнiку, В.Я. Гутлянському та
О.Л. Зуєву за сприяння та постiйну увагу.



Вступ. Необхiднi вiдомостi з лiнiйної алгебри

Ефективним апаратом, який дає змогу розв’язувати системи лiнiйних алге-
бричних рiвнянь, є псевдообернення матриць за Муром—Пенроузом [2, 37].

Псевдообернена матриця

Матрицю Q+ розмiром (n×m) називають псевдооберненою для (m×n)-мат-
рицi Q, якщо виконуються рiвностi

QQ+Q = Q, Q+QQ+ = Q+, (QQ+)∗ = QQ+, (Q+Q)∗ = Q+Q,

якi називають рiвняннями Мура—Пенроуза. Припустимо, що ранг матрицi
Q дорiвнює n1 : rank Q = n1. Скелетним розкладом матрицi Q називають
добуток [37]

Q = R · S, (1)

де (m× n1)-матриця R та (n1 × n)-матриця S є матрицями повного рангу:

rank Q = rank R = rank S = n1.

Для знаходження псевдооберненої матрицi застосовною є формула [37]

Q+ = S+R+ = S∗(SS∗)−1(R∗R)−1R∗,

де Q = RS — скелетний розклад матрицi Q. Псевдообернена матриця
iснує для будь-якої матрицi, крiм того вона єдина [35, 37, 143]. Для того
щоб отримати розклад (1), достатньо як стовпцi матрицi R взяти будь-якi
n1 лiнiйно-незалежнi стовпцi матрицi Q або будь-якi n1 лiнiйно-незалежнi
стовпцi, через якi лiнiйно зображаються стовпцi матрицi Q. Тодi довiль-
ний j-й стовпець матрицi Q буде лiнiйною комбiнацiєю стовпцiв матрицi R.
Доведення наведених у цьому i наступному пунктах тверджень подано у
[2, 35, 37, 54, 143]. Для обчислення псевдообернених матриць на комп’ютерi
зручнi пакети Mathematica [41] i Matlab [68]. Ортопроєктором PQ для (m×n)-
матрицi Q називають (n× n)-матрицю, яка задовольняє такi умови:

QPQ = 0, P ∗
Q = PQ, P 2

Q = PQ.

Аналогiчно визначають ортопроєктор PQ∗ :

Q∗PQ∗ = 0, P ∗
Q∗ = PQ∗ , P 2

Q∗ = PQ∗ .

Ортопроєктори PQ та PQ∗ можна обчислити за формулами

PQ∗ = Im −QQ+, PQ = In −Q+Q.



Нуль-простором N(Q) (m × n)-матрицi Q називають множину векторiв
c ∈ Rn, для яких виконується рiвнiсть Qc = 0. Аналогiчним є означення
нуль-простору N(Q∗):

N(Q∗) =

{
c ∈ Rm : Q∗c = 0

}
.

Для будь-якого вектора c ∈ Rn вектор PQc належить N(Q); таким чином,
ортопроєктор PQ проєктує евклiдовий простiр Rn у нуль-простiр матрицi Q:
PQ : Rn → N(Q). Аналогiчно ортопроєктор PQ∗ проєктує будь-який вектор
c ∈ Rm у нуль-простiр матрицi Q∗.

Системи лiнiйних алгебричних рiвнянь

Розглянемо задачу про знаходження умов iснування i побудову розв’язкiв
системи

Qc = b (2)

зi сталою (m × n)-матрицею Q, невiдомим вектором c i заданим вектором
b ∈ Rm. Алгебрична система (2) з (m × n)-матрицею Q є розв’язною тодi i
тiльки тодi, коли

PQ∗
d
b = 0. (3)

Якщо умова (3) виконується, розв’язок системи (2) має зображення

c = Q+b+ PQr cr, cr ∈ Rr. (4)

Матриця PQ∗
d

утворена з d лiнiйно незалежних рядкiв матрицi-ортопроєктора
PQ∗ , а матриця PQr — з r лiнiйно незалежних стовпцiв матрицi-ортопроєктора
PQ. За умови PQ∗ ̸= 0 казатимемо, що для алгебричної системи (2) має мiсце
критичний випадок, i, навпаки, за умови PQ∗ = 0 будемо говорити, що для
алгебричної системи (2) має мiсце некритичний випадок. У некритичному
випадку алгебрична система (2) є розв’язною для будь-яких векторiв b ∈ Rm;
при цьому розв’язок системи (2) має вигляд (4).



1 Неавтономнi крайовi задачi

1.1 Постановка задачi

Дослiджуємо задачу про побудову розв’язку

z(t, ε) : z(·, ε) ∈ C1[a, b], z(t, ·) ∈ C[0, ε0]

крайової задачi [18, 19, 58, 116]

dz/dt = A(t)z + f(t) + εZ(z, t, ε), (5)

ℓz(·, ε) = α+ εJ(z(·, ε), ε). (6)

Розв’язок задачi (5), (6) шукаємо в малому околi розв’язку породжувальної
нетерової (m ̸= n) крайової задачi

dz0/dt = A(t)z0 + f(t), ℓz0(·) = α, α ∈ Rm. (7)

Тут A(t) — (n × n)-вимiрна матриця та f(t) — n-вимiрний вектор-стовпець,
елементи яких — неперервнi на вiдрiзку [a, b] дiйснi функцiї, ℓz(·)− лiнiйний
обмежений векторний функцiонал:

ℓz(·) : C[a, b] → Rm.

Припускаємо, що нелiнiйностi Z(z, t, ε) i J(z(·, ε), ε) нелiнiйної крайової за-
дачi (5), (6) є неперервно-диференцiйовними за невiдомою z у малому околi
породжувального розв’язку та за малим параметром ε у малому додатному
околi нуля. Крiм того, вважаємо вектор-функцiю Z(z, t, ε) неперервною за
незалежною змiнною t на вiдрiзку [a, b].

1.2 Некритичний випадок

Припустимо, що для породжувальної задачi має мiсце некритичний випадок:
PQ∗ = 0. Тут Q = ℓX(·)− (m × n)-вимiрна матриця, PQ∗− (m ×m)-вимiрна
матриця-ортопроєктор:

PQ∗ : Rm → N(Q∗),

X(t)− нормальна (X(a) = In) фундаментальна матриця [7, 116] однорiдної
частини системи (7). При цьому загальний розв’язок задачi (7):

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G

[
f(s);α

]
(t)
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визначає узагальнений оператор Грiна крайової задачi (7):

G[f(s);α](t) = X(t)Q+

{
α− ℓK

[
f(s)

]
(·)}+K

[
f(s)

]
(t).

Тут Q+− псевдообернена матриця за Муром—Пенроузом [116]. У некрити-
чному випадку задача (5), (6) є розв’язною для будь-яких нелiнiйностей
диференцiальної системи Z(z(t, ε), t, ε) i крайової умови J(z(·, ε), ε). Розв’язок
крайової задачi (5), (6) z(t, ε) = z0(t, cr) + x(t, ε) шукаємо в околi розв’язку
породжувальної задачi. Для знаходження збурення

x(t, ε) = col

(
x1(t, ε), ..., xn(t, ε)

)
, x(t, 0) ≡ 0,

xj(·, ε) ∈ C1[a, b], xj(t, ·) ∈ C[0, ε0], j = 1, 2, . . . , n,

породжувального розв’язку z0(t, cr) отримуємо задачу

dx/dt = A(t)x+ εZ(z0 + x, t, ε), (8)

ℓx(·, ε) = εJ(z0(·, cr) + x(·, ε), ε). (9)

Розв’язок задачi (8), (9) зображується у виглядi

x(t, ε) = Xr(t)cr(ε) + x(1)(t, ε), cr(0) = 0, (10)

де

x(1)(t, ε) = εG

[
Z(z0(s, cr) + x(s, ε), s, ε); J(z0(·, cr) + x(·, ε), ε)

]
(t),

крiм того,

cr(ε) = col

(
c(1)r (ε), ... , c(r)r (ε)

)
, c(j)r (·) ∈ C1[0, ε0], j = 1, 2, . . . , r,

є довiльним вектором. Оператор Грiна в рiвностi (10) визначає неперервний
оператор

Φ0 x(t, ε) = Xr(t)cr(ε) + εX(t)Q+

{
J(z0(·, cr) + x(·, ε), ε)−

−ℓK
[
Z(z0(s, cr) + x(s, ε), s, ε)

]
(·)
}
+ εK

[
Z(z0(s, cr) + x(s, ε), s, ε)

]
(t).
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Операторна система x(t, ε) = Φ0 x(t, ε) у некритичному випадку є еквi-
валентною до крайової задачi (8), (9) на множинi функцiй x(t, ε), якi пере-
творюються на нуль при ε = 0. Для побудови розв’язкiв цiєї операторної
системи застосовним [38, 116] є метод простих iтерацiй. Так само отримуємо
iтерацiйну схему:

xk+1(t, ε) = Φ0 xk(t, ε), x0(t, ε) ≡ 0, k = 0, 1, ... (11)

Припустимо, що x(t, ε), y(t, ε) — довiльнi вектор-функцiї з малого околу
нуля, причому

x(t, ε) = col

(
x1(t, ε), ... , xn(t, ε)

)
, xi(·, ε) ∈ C1[a, b], xi(t, ·) ∈ C[0, ε0],

y(t, ε) = col

(
y1(t, ε), ... , yn(t, ε)

)
, yi(·, ε) ∈ C1[a, b], yi(t, ·) ∈ C[0, ε0].

Норму функцiї

φ(t) = col(φ1(t), ... , φn(t)), φi(·) ∈ C[a, b] i = 1, 2, ... , n

покладемо такою, що становить [37, c.385], [43, c.123]

||φ(t)|| = max
1≤i≤n

||φi(t)||, ||φi(t)|| = max
a≤t≤b

|φi(t)|.

Нормою (m× n)-вимiрної матрицi

A(t) = aij(t), aij(·) ∈ C[a, b]

називають число

||A(t)|| = max
1≤i≤n

n∑
j=1

||aij(t)||.

Як наслiдок теореми Рiсса векторний функцiонал

ℓx(·) = col(ℓ1x(·), ... , ℓmx(·)),

визначений у просторi неперервних вектор-функцiй, подамо у виглядi iнте-
грала Рiмана—Стiлтьєса:

ℓx(·) =
∫ b

a
dΩ(t)x(t),

де Ω(t)− (m×n)-матриця, елементи якої — це функцiї обмеженої на вiдрiзку
[a, b] варiацiї; при цьому ||ℓx(·)|| = ||Ω(t)||. Для деяких точок ξ(t, ε) i ζ(t, ε)
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вiдрiзка, що з’єднує точки z0(t, cr)+x(t, ε) та z0(t, cr)+y(t, ε) та досить малих
норм векторiв x(t, ε), y(t, ε) справедливими є оцiнки

||Z(z0(t, cr) + x(t, ε), s, ε)− Z(z0(t, cr) + y(t, ε), s, ε)|| ≤

≤

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂Z(z(t, ε), t, ε)∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = ξ(t, ε)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣||x− y|| ≤ θ1 · ||x− y||, (12)

J(z0(·, cr) + x(·, ε), ε)− J(z0(·, cr) + y(·, ε), ε) ≤ θ2||x− y||, (13)

де

θ1 = max
||x||, ||y|| ≤ ρ,
ε ∈ [0, ε0],
t ∈ [a, b]

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂Z(z(t, ε), t, ε)∂z

∣∣∣∣ z = ξ(t, ε)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ,

θ2 = max
||x||, ||y|| ≤ ρ,
ε ∈ [0, ε0]

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂J(z(·, ε), ε)∂z

∣∣∣∣ z = ζ(·, ε)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ .

Iснування та скiнченнiсть сталих θ1, θ2 гарантовано неперервною дифе-
ренцiйовнiстю нелiнiйної вектор-функцiї Z(z, t, ε) за першим аргументом i
неперервною диференцiйовнiстю (у сенсi Фреше) за першим аргументом ве-
кторного функцiонала J(z(·, ε), ε) у малому околi породжувального розв’язку
z0(t, cr) i точки ε = 0. Нехай

q = ||X(t)Q+||, λ = ||ℓK[ ∗ ](·)||, µ = ||K[ ∗ ](t)||.

З урахуванням нерiвностей (12), (13) отримуємо оцiнку

||Φ0x(t, ε)− Φ0y(t, ε)|| ≤ εqθ2 · ||x− y||+ εqλθ1 · ||x− y||+ εµθ1 · ||x− y||;

за умови 0 < ε < ε∗ оператор Φ0x(t, ε) є стискальним. Тут

ε∗ :=
1

q(θ2 + θ1λ) + µ1
≤ ε∗.

Таким чином, використовуючи принцип Каччiопполi—Банаха [43], доведено
наступну теорему [38, 77, 116, 122].
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Теорема 1.1 (Достатня умова). У некритичному випадку (PQ∗ = 0)
породжувальна задача (7) є розв’язною для будь-яких неоднорiдностей ди-
ференцiальної системи та крайової умови (7) i має r лiнiйно-незалежних
розв’язкiв z0(t, cr). Задача (5), (6) при цьому є розв’язною для будь-яких
неоднорiдностей диференцiальної системи Z(z(t, ε), t, ε) i крайової умови
J(z(·, ε), ε) i має r-параметричний розв’язок z(t, ε) = z0(t, cr) + x(t, ε). Для
знаходження збурення

x(t, ε) = col (x1(t, ε), ... , xn(t, ε)), x(t, 0) ≡ 0,

xj(·, ε) ∈ C1[a, b], xj(t, ·) ∈ C[0, ε0], j = 1, 2, . . . , n,

породжувального розв’язку z0(t, cr) застосовною є збiжна при ε ∈ [0, ε∗] iте-
рацiйна схема (11).

Оцiнювання величини ε∗ у кожному конкретному випадку можна полiп-
шити, наприклад, оптимальним вибором норм вектор-функцiй i узгоджених
з ними норм матриць [38]. Окрiм того, як продемонстровано в [38], iтерацiй-
на схема вигляду (11) може збiгатися до шуканого розв’язку навiть, якщо
оператор Φ0 не є стискальним.

Приклад 1.1 Знайдемо значення величини ε∗ у задачi про визначення T -
перiодичного розв’язку z(·, ε) ∈ C1[0, T ] скалярного рiвняння

dz

dt
= z −

√
2

2
+ ε arccos z. (14)

Оскiльки
X(t) = et, Q = ℓX(·) = 1− eT ̸= 0,

iснує некритичний випадок. Таким чином, вiдповiдно до теореми 1.1 рiвняння
(14) має єдиний перiодичний розв’язок, який при ε = 0 перетворюється на
породжувальний. Iтерацiйна схема

zk+1(t, ε) =

√
2

2
− ε arccos(zk(t, ε)), z0(t) =

√
2

2
, k = 0, 1, 2, ... ,

збiгається до перiодичного розв’язку рiвняння (14). Вважаючи T = 1, вико-
нуємо оцiнювання:

ε∗ ≥ ε∗ =
e− 1

e (2 e− 1) · 0, 8578
≈ 0, 1661.

При цьому ε∗ ≈ 0, 6033.
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Приклад 1.2 Розглянемо задачу про знаходження розв’язку

z(·, ε) ∈ C1[0, 1]

двоточкової задачi для рiвняння Ейрi:

z′′ = ε t z, z(0)− z(1) = 0. (15)

Рiвняння названо на честь британського астронома Джорджа Бiдделя Ей-
рi [107, 144]. Оскiльки

X(t) =
(
1 t

)
, Q =

(
0 −1

)
, PQ∗ = 0,

у випадку двоточкової задачi для рiвняння Ейрi iснує некритичний випадок.
Таким чином, вiдповiдно до теореми 1.1 двоточкова задача для рiвняння Ейрi
(15) має однопараметричний розв’язок, який при ε = 0 перетворюється на
породжувальний:

z0(t, cr) = Xr(t)cr, Xr(t) = 1, cr ∈ R1.

Для побудови цього розв’язку знаходимо оператор Грiна задачi Кошi:

K

[
f(s)

]
(t) = −et

∫ t

0
(t− s) f(s) ds

для однорiдної частини рiвняння Eйрi (15), а також оператор Грiна двоточ-
кової задачi для однорiдної частини рiвняння Ейрi (15):

G

[
f(s)

]
(t) = K

[
f(s)

]
(t)− t

∫ 1

0
(1− s) f(s) ds.

Покладемо cr := cr(ε) := 1. Першим наближенням до вiдхилення вiд по-
роджувального розв’язку вiдповiдно до теореми 1.1 є функцiя

x1(t, ε) =
ε t

6

(
1− t2

)
.

Друге наближення до вiдхилення вiд породжувального розв’язку — функ-
цiя

x2(t, ε) =
t ε

360

(
−60 + 60 t2 + 3 ε− 5 t3ε+ 2 t5 ε

)
.

Третє наближення до вiдхилення вiд породжувального розв’язку — функ-
цiя

x3(t, ε) =
1

90 720

(
15 120 t3ε+ 504 t6ε2 + 63 t4(−20 + ε)ε2−
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−30 t7ε3 + 7 t9ε3 − 4 tε
(
3780− 189 ε+ 10 ε2

))
.

Для оцiнювання точностi знайдених наближень до розв’язку двоточкової
задачi для рiвняння Ейрi (15) визначимо нев’язки

∆k(ε) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣z′′k(t, ε)− ε t zk(t, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣
C[0;1]

, k = 0, 1, 2, 3.

Зокрема,
∆0(0, 1) ≈ 0, 1, ∆1(0, 1) ≈ 0, 000 416 667,

∆2(0, 1) ≈ 2, 20 895 · 10−6, ∆3(0, 1) ≈ 1, 16 430 · 10−8,

крiм того,
∆0(0, 01) ≈ 0, 01, ∆1(0, 01) ≈ 4, 16 667 · 10−6,

∆2(0, 01) ≈ 2, 20 895 · 10−9, ∆3(0, 01) ≈ 1, 16 430 · 10−12.

Нагадаємо, що будуючи наближення до розв’язку двоточкової задачi для рiв-
няння Ейрi (15), припустили, що cr := cr(ε) := 1.

1.2.1 Прискорення збiжностi iтерацiйної процедури методом
найменших квадратiв

Для збiльшення точностi наближень до розв’язку двоточкової задачi для рiв-
няння Ейрi (15) величину cr(ε) на кожному кроцi можна визначити з умови
мiнiмiзацiї нев’язки ∆k(ε), наприклад, згiдно з М.М. Криловим, використо-
вуючи класичний [5, 47, 48] метод найменших квадратiв. Покладемо cr := 1.
Перше наближення до вiдхилення вiд породжувального розв’язку вiдповiдно
до теореми 1.1, — це функцiя

x1(t, ε) = cr1(ε) + x
(1)
1 (t, ε), x

(1)
1 (t, ε) =

ε t

6

(
1− t2

)
.

Позначимо (1× p1)-вимiрну матрицю як

φ1(ε) =

(
1 ε ... εp1−1

)
.

Наближення до функцiї c1(ε) шукаємо у виглядi cr1(ε) ≈ φ1(ε)γ1,
γ1 ∈ Rp1 . Вимагатимемо, щоб

F (γ1) =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣x′′1(t, ε)− ε t x1(t, ε)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

L2[0,1]

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

L2[0,ε0]

→ min
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для фiксованої матрицi φ1(ε). Функцiю

F (γ1) =

∫ ε0

0

∫ 1

0

{
x′′1(t, ε)− ε t x1(t, ε)

}2

dt dε

зображуємо у виглядi

Γ

(
φ1(·)

)
γ1 =

∫ ε0

0

∫ 1

0
t φ1(ε)

{
x′′1(t, ε)− ε t x

(1)
1 (t, ε)

}
dt dε.

Таким чином, за умови невиродженостi (p1 × p1)-вимiрної матрицi Гра-
ма [5]:

Γ

(
φ1(·)

)
:= ε

∫ ε0

0

∫ 1

0
t2 φ∗

1(ε)φ1(ε) dt dε

знаходимо вектор

γ1 = Γ

(
φ1(·)

)−1 ∫ ε0

0

∫ 1

0
t φ1(ε)

{
x′′1(t, ε)− ε t x

(1)
1 (t, ε)

}
dt dε.

Покладемо ε0 := 1, p1 := 2, при цьому умову невиродженостi виконано,
тому перше наближення до функцiї cr(ε) — це функцiя

cr1(ε) =
ε

24
.

Тут

Γ

(
φ1(·)

)
=

(
1
6

1
9

1
9

1
12

)
.

Друге наближення до вiдхилення вiд породжувального розв’язку вiдпо-
вiдно до теореми 1.1 — функцiя

x2(t, ε) = cr2(ε) + x
(1)
2 (t, ε); x

(1)
2 (t, ε) =

=
t ε

720

(
−120 + ε− 10 t3ε+ 4 t5ε+ 5 t2(24 + ε)

)
.

Покладемо також p2 := 3, при цьому умову невиродженостi виконано,
тому друге наближення до функцiї cr(ε) — це функцiя

cr2(ε) =
ε

24
− 5 ε2

12 096
.

Таким чином, отримуємо друге наближення до розв’язку двоточкової задачi
для рiвняння Ейрi (15):

y2(t, ε) = 1 +
ε

24
− 5ε2

12096
+

t ε

720

(
−120 + ε− 10 t3ε+ 4 t5ε+ 5 t2(24 + ε)

)
.
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Третє наближення до вiдхилення вiд породжувального розв’язку вiдпо-
вiдно до теореми 1.1 — це функцiя x3(t, ε) = cr3(ε) + x

(1)
3 (t, ε). Тут

x
(1)
3 (t, ε) = − tε

6
+
t3ε

6
+
tε2

720
+
t3ε2

144
− t4ε2

72
+
t6ε2

180
− tε3

40 320
− 5t3ε3

72 576
+

+
t4ε3

8 640
+

t6ε3

4 320
− t7ε3

3 024
+

t9ε3

12 960
.

Покладемо також p3 := 3, при цьому умову невиродженостi виконано,
тому третє наближення до функцiї cr(ε) — це функцiя

cr3(ε) =
ε

24
− 5 ε2

12 096
+

ε3

161 280
.

Отже, отримуємо третє наближення до розв’язку двоточкової задачi для рiв-
няння Ейрi (15):

y3(t, ε) = 1 +
ε

24
− tε

6
+
t3ε

6
− 5ε2

12096
+
tε2

720
+
t3ε2

144
− t4ε2

72
+
t6ε2

180
+

+
ε3

161 280
− tε3

40 320
− 5t3ε3

72 576
+

t4ε3

8 640
+

t6ε3

4 320
− t7ε3

3 024
+

t9ε3

12 960
.

Для оцiнювання точностi знайдених наближень до розв’язку двоточкової
задачi для рiвняння Ейрi (15) з використанням методу найменших квадратiв
визначимо нев’язки ∆k(ε), k = 0, 1, 2, 3. Зокрема,

∆0(0, 1) ≈ 0, 1, ∆1(0, 1) ≈ 0, 000 416 667,

∆2(0, 1) ≈ 4, 13 36 · 10−7, ∆3(0, 1) ≈ 6, 20 040 · 10−10,

крiм того,
∆0(0, 01) ≈ 0, 01, ∆1(0, 01) ≈ 4, 16 667 · 10−6,

∆2(0, 01) ≈ 4, 13 360 · 10−10, ∆3(0, 01) ≈ 6, 20 042 · 10−14.

Таким чином, наближення до розв’язку двоточкової задачi для рiвняння
Ейрi (15), отриманi з використанням методу найменших квадратiв, значно
меншi, нiж наближення до розв’язку двоточкової задачi для рiвняння Ейрi
(15), одержанi вiдповiдно до теореми 1.1.
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1.2.2 Прискорення збiжностi iтерацiйної процедури методом
Ньютона—Канторовича

Задля контролю за швидкiстю збiжностi iтерацiйних процедур введемо на-
ступне означення [40]. Припустимо, що деякий iтерацiйний процес визначає
послiдовнiсть

{zk} = z1, z2, ... , zk, ... , lim
k→∞

zk = z̃.

Означення 1.1 Збiжнiсть послiдовностi {zk} називають лiнiйною, якщо
iснує стала γ ∈ R1, 0 < γ < 1, i номер k0, для яких, починаючи з номера k0,
виконується нерiвнiсть ||zk+1 − z̃|| ≤ γ||zk − z̃||.

Означення 1.2 Збiжнiсть послiдовностi {zk} до величини z̃ називають
принаймнi квадратичною, якщо iснує стала γ ∈ R1, 0 < γ < 1, i номер
k0, для яких, починаючи з номера k0, виконується нерiвнiсть

||zk+1 − z̃|| ≤ γ||zk − z̃||2.

Iтерацiйна схема (11) має лiнiйну збiжнiсть, тому природно поставити
задачу щодо пришвидшення збiжностi цих iтерацiй. Для цього використаємо
метод Ньютона—Канторовича [33, 43]. Розглянемо оператор

φ0

(
x(t, ε)

)
= Φ0

(
x(t, ε)

)
− x(t, ε).

Оператор φ0(x(t, ε)) дiє з простору неперервних на вiдрiзках [a, b] й [0, ε0]
дiйсних вектор-функцiй x(t, ε) до цього самого простору. Припускатимемо
далi, що вектор-функцiя Z(z, t, ε) є двiчi неперервно-диференцiйовною за пер-
шим аргументом у малому околi породжувального розв’язку z0(t, cr) i точ-
ки ε = 0. Також припускатимемо, що вектор-функцiонал J(z(·, ε), ε) є двiчi
неперервно-диференцiйовним (у сенсi Фреше) за першим аргументом у мало-
му околi породжувального розв’язку z0(t, cr) i точки ε = 0. Оскiльки

det

[
∂φ0(0, 0)

∂x

]
= −1 ̸= 0,

то за досить малого значення малого параметра ε ∈ [0; ε∗] ⊂ [0; ε0] iснує окiл

Ω∗ :

∣∣∣∣∣∣∣∣x(t, ε)∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ρ(ε∗)

точки x(t, ε) = 0, у межах якого

det

[
∂φ0(x(t, ε), ε)

∂x

]
̸= 0,
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при цьому обернений оператор[
∂φ0(x(t, ε), ε)

∂x

]−1

зберiгає неперервнiсть [53, c. 243]. У випадку виродженостi матрицi φ′
0(x(t, ε))

А. Бен-Iзраель запропонував [65, 109] замiсть оберненої матрицi використо-
вувати псевдообернену матрицю. Докладнiше умови використання псевдо-
оберненої матрицi наведено в [88]. Отже, згiдно з теоремою Канторовича [43,
c. 680] у некритичному випадку для знаходження розв’язку крайової задачi
(8), (9) одержуємо таку iтерацiйну процедуру:

xk+1(t, ε) = xk(t, ε)−

∂Φ0

(
z0(t, cr) + xk(t, ε)

)
∂x

− In


−1

×

×

[
Φ0

(
z0(t, cr) + xk(t, ε)

)
− xk(t, ε)

]
, x0(t, ε) ≡ 0, k = 0, 1, 2, ... (16)

Iтерацiйна процедура збiгається за умови, що iснує число λ ∈ R, для якого
в досить малому околi породжувального розв’язку z0(t, cr) i точки ε = 0
виконується нерiвнiсть

2 · γ1(ε) · γ2(ε) · γ3(ε) ≤ λ < 1. (17)

Тут величини γ1(ε), γ2(ε), γ3(ε) гарантують виконання спiввiдношень∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
{
∂φ0(z0(t, cr), ε)

∂z

}−1∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤ γ1(ε),

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣φ0

(
z0(t, cr), ε

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤ γ2(ε),

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂2φ0(z(t, ε), ε)

∂z2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤ γ3(ε).

У межах указаного околу породжувального розв’язку z0(t, cr) i точки
ε = 0 iтерацiйна схема (16) забезпечує квадратичну збiжнiсть. На практицi
має сенс використовувати таку умову збiжностi:

2 · γ1(ε) · γ2(ε) · γ̃3(k, ε) ≤ λ < 1,

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂2φ0(zk(t, ε), ε)

∂z2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤ γ̃3(k, ε).
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Нормою другої похiдної (за Фреше) оператора φ(z(t, ε), ε) є

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂2φ0(z(t, ε), ε)

∂z2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ = sup

||x||≤1

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ∂

∂z

{
∂φ0(z(t,ε),ε)

∂z · x

}
· x

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

||x||2
.

Таким чином, доведено наступну теорему [79].

Теорема 1.2 У некритичному випадку (PQ∗ = 0) породжувальну задачу
(7) розв’язано для довiльних неоднорiдностей f(t) та α диференцiальної си-
стеми (7) i крайової умови (7). Вона має r лiнiйно-незалежних розв’язкiв

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G

[
f(s);α

]
(t), cr ∈ Rr.

Задача (5), (6) при цьому є розв’язною для довiльних нелiнiйностей дифе-
ренцiальної системи Z(z(t, ε), t, ε) i крайової умови J(z(·, ε), ε) та має при-
наймнi один розв’язок. Для знаходження збурення x(t, ε) породжувального
розв’язку z0(t, cr) застосовно iтерацiйну процедуру (16). Якщо в досить ма-
лому околi породжувального розв’язку z0(t, cr) i точки ε = 0 виконується
нерiвнiсть (17), то iтерацiйна процедура (16) забезпечує квадратичну збiж-
нiсть.

Приклад 1.3 Покажемо, що для знаходження перiодичного розв’язку
z(·, ε) ∈ C1[0, T ] скалярного рiвняння (14) застосовною є iтерацiйна проце-
дура (16).

Для цього дослiджуємо породжувальну задачу

dz0
dt

= z0 −
√
2

2
, ℓz0(·) = z0(0)− z0(T ) = 0. (18)

Нормальна фундаментальна матриця цього рiвняння — X(t) = et. Оскiльки
Q = ℓX(·) = 1 − eT ̸= 0, то PQ∗ = 0, отже, має мiсце некритичний випадок.
Таким чином, згiдно з теоремою 1.2 рiвняння (14) має єдиний перiодичний
розв’язок. Породжувальний розв’язок T -перiодичної задачi для рiвняння (14)
є єдиним:

z0(t) = G

[
−
√
2

2
; 0

]
(t) =

√
2

2
.

Отже, згiдно з теоремою 1.2 рiвняння (14) має єдиний перiодичний
розв’язок. Для побудови цього розв’язку знаходимо оператор Грiна задачi
Кошi для рiвняння (18):

K

[
f(s)

]
(t) = −et

∫ t

0
e−sf(s)ds.
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Для задачi (14) оператор φ(x) має вигляд

φ(x) = εG

[
Z(z0(t, cr) + x(t, ε), t, ε); 0

]
(t)− x(t, ε);

Похiдна цього оператора:

φ′(x) = G

[
Z ′
x(z0(t, cr) + x(t, ε), t, ε); 0

]
(t)− 1

визначає iтерацiйну процедуру

xk+1(t, ε) = xk(t, ε)−
εG

[
Z(z0(t, cr) + xk(t, ε), t, ε); 0

]
(t)− xk(t, ε)

G

[
Z ′
x(z0(t, cr) + xk(t, ε), t, ε); 0

]
(t)− 1

, k = 0, 1, 2,...

Оскiльки

Z(z0(t, cr), t, 0) = arccos(z0(t, cr)) = arccos

√
2

2
=
π

4
,

то

x1(t, ε) = −
εG

[
π
4 ; 0

]
(t)

G

[
−
√
2; 0

]
(t)− 1

= −
− επ

4

ε
√
2− 1

= − επ

4

(
1− ε

√
2

) .
Для знаходження першого наближення поклали x0(t, ε) ≡ 0; подальшi на-
ближення x1(t, ε), x2(t, ε), ... є функцiями малого параметра ε. Оператор
Грiна в задачi про знаходження перiодичного розв’язку рiвняння (14) дiє на
функцiї малого параметра ε так:

G

[
arccos

(√
2

2
+ xk(ε)

)
; 0

]
(t) = − arccos

(√
2

2
+ xk(ε)

)
.

Отже, щоб знайти перiодичний розв’язок рiвняння (14), можна скористатися
iтерацiйною процедурою:

xk+1(ε) = xk(ε)−
xk(ε) + ε arccos

(√
2
2 + xk(t, ε)

)
1− ε√√√√1−

(
√
2
2
+xk(ε)

)2

. (19)
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Оцiнимо промiжок значень малого параметра, на якому зберiгається збiж-
нiсть цiєї iтерацiйної процедури; згiдно з теоремою 1.2 достатня умова (17)
має вигляд

sup
k∈N

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 · ε · zk(ε) ·

(
arccos

(
zk(ε)

)
+ xk(ε)

)
(
ε−

√
1− z2k(ε)

)
·
(
1− z2k(ε)

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ λ < 1.

Остання нерiвнiсть виконується для всiх натуральних значень iндексу k за
умови змiни малого параметра на вiдрiзку [0; 0, 465 954] для T = 1. Покла-
демо умовою закiнчення iтерацiй

∆ = φ(zk+1) < 10−15.

У цьому випадку за максимального значення малого параметра ε = 0, 465 954
iтерацiйна процедура (19) збiгається на четвертому кроцi. Зазначимо, що для
знайденого значення ε∗ iтерацiї xk(t, ε) не виходять за межi областi

Ω∗ =

{[
− 1, 707 107 ≤ x(t, ε) ≤ 0, 292 893

]
× [0; 1]× [0, ε∗]

}
⊂ Ω0,

тому виконуються умови теореми 1.2. Отже, запропонована iтерацiйна проце-
дура є застосовною для знаходження перiодичного розв’язку рiвняння (14).
Для методу Ньютона характерною є квадратична збiжнiсть i числова стiй-
кiсть [33], однак на практицi обчислення похiдних зумовлює суттєве усклад-
нення виразiв. З метою порiвняння швидкостi збiжностi iтерацiйних процедур
(11) та (19) зафiксуємо ε = 0, 349 590. У цьому випадку iтерацiйна процеду-
ра (11), яка вiдповiдає методу простих iтерацiй, збiгається на 32-му кроцi, а
схема (19), одержана за методом Ньютона—Канторовича — на третьому. Зна-
йденi три перших наближення досить складнi та є функцiями малого пара-
метра, незалежними вiд часу, тому такий наближений перiодичний розв’язок
рiвняння (14) природно зобразити у виглядi многочлена:

z3(t, ε) ≈ z̃(ε) = 0, 707 107− ε · 0, 785 398− ε2 · 1, 11 072− ε3 · 0, 953 946 .

Останнє наближення є досить точним, наприклад, для ε = 0, 1. Нев’язка
цього наближення становить ∆(0, 1) ≈ 0, 000 049 170 .

1.2.3 Побудова iтерацiйної процедури методом найменших
квадратiв

Побудова наближених розв’язкiв некритичної крайової задачi (8), (9) за ме-
тодом простих iтерацiй найпростiша i найзручнiша, але для iтерацiйної про-
цедури (11) характерною є лiнiйна збiжнiсть. Для iтерацiй, побудованих за
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методом Ньютона—Канторовича, характерна квадратична збiжнiсть, однак
використання схеми Ньютона—Канторовича пов’язане з швидко збiльшува-
ною вiд iтерацiї до iтерацiї складнiстю розрахункiв. Побудова наближених
розв’язкiв некритичної крайової задачi (8), (9) як за методом простих iтера-
цiй, так i з використанням схеми Ньютона—Канторовича, зумовлює необхiд-
нiсть фiксацiї малого параметра. Для знаходження наближених розв’язкiв
некритичної крайової задачi (8), (9) як функцiй малого параметра у виглядi
часткових сум узагальненого ряду Фур’є, згiдно з М.М. Криловим, застосо-
вано класичний [5, 48] метод найменших квадратiв. Використовуючи непе-
рервну диференцiйовнiсть за першим аргументом функцiї Z(z, t, ε) в околi
породжувального розв’язку та неперервну диференцiйовнiсть за третiм аргу-
ментом, розкладаємо цю функцiю в околi точок x = 0 та ε = 0 :

Z(z0(t, cr)+x(t, ε), t, ε) = Z(z0(t, cr), t, 0)+A1(t)x(t, ε)+εA2(t)+R1(z(t, ε), t, ε),

де

A1(t) =
∂Z(z, t, ε)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(t, cr),
ε = 0,

A2(t) =
∂Z(z, t, ε)

∂ε

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(t, cr),
ε = 0

.

Залишок R1(z(t, ε), t, ε) розвинення функцiї Z(z0+x, t, ε) має вищий порядок
малостi за x та ε в околi точок x = 0 та ε = 0, нiж першi три члени розвинення,
тому

R1(z, t, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(t, cr),
ε = 0

≡ 0,
∂R1(z, t, ε)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(t, cr),
ε = 0

≡ 0,

∂R1(z, t, ε)

∂ε

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(t, cr),
ε = 0

≡ 0.

Аналогiчно, використовуючи неперервну диференцiйовнiсть (у сенсi Фре-
ше) за першим та другим аргументами функцiонала J(z(·, ε), ε), видiляє-
мо лiнiйну частину цього функцiонала ℓ1x(·, ε) за x(·, ε), лiнiйну частину
εℓ2(z0(·, cr), 0) за ε i член J(z(·, 0), 0) = J(z0(·, cr), 0) нульового порядку за
ε в околi точок x = 0 та ε = 0:

J(z0(·, cr) + x(·, ε), ε) =
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= J(z0(·, cr), 0) + ℓ1x(·, ε) + εℓ2(z0(·, cr), 0) + J1(z0(·, cr) + x(·, ε), ε).

Залишок J1(z0(·, cr)+x(·, ε), ε) розвинення функцiонала J(z0(·, cr)+x(·, ε), ε)
має вищий порядок малостi за x та ε в околi точок x = 0 й ε = 0, нiж першi
три члени розвинення, тому

J1(z(·, ε), ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(t, cr),
ε = 0

= 0,
∂J1(z(·, ε), ε)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(t, cr),
ε = 0

= 0,

∂J1(z(·, ε), ε)
∂ε

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(t, cr),
ε = 0

= 0.

Нехай φ1(t), φ2(t), ... , φk(t), ... − система лiнiйно-незалежних непе-
рервно-диференцiйовних n-вимiрних вектор-функцiй. Перше наближення до
розв’язку крайової задачi (8), (9):

x1(t, ε) = Xr(t)cr(ε) + x
(1)
1 (t, ε)

знаходимо як розв’язок крайової задачi:

dx1(t, ε)/dt = A(t)x1(t, ε) + ε

[
Z(z0(t, cr), t, 0) +A1(t)x1(t, ε)

]
, (20)

ℓx1(·, ε) = ε

[
J(z0(·, cr), 0) + ℓ1x1(·, ε)

]
. (21)

Наближення до частинного розв’язку крайової задачi (20), (21) шукаємо
у виглядi

x
(1)
1 (t, ε) ≈ ξ1(t, ε) =

k∑
i=1

c
(i)
1 (ε)φi(t).

Позначимо (n× k)-вимiрну матрицю як

φ(t) =

[
φ1(t) φ2(t) ... φk(t)

]
.

У загальному випадку перше наближення:

ξ1(t, ε) = φ(t)c1(ε), c1(ε) =

[
c
(1)
1 (ε) c

(2)
1 (ε) ... c

(k)
1 (ε)

]∗
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не є розв’язком крайової задачi (20), (21), тому вимагатимемо, щоб

F (c1(ε)) =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
[
A(t) + εA1(t)

]
ξ1(t, ε) + εZ(z0(t, cr), t, 0)−

−ξ′1(t, ε)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

L2[a,b]

+

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
[
εℓ1 − ℓ

]
ξ1(·, ε) + εJ(z0(·, cr), 0)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

Rm

→ min

для фiксованої матрицi φ(t). Функцiю F (c1(ε)) подано у виглядi

F (c1(ε)) =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣Φ(t, ε)c1(ε)+εZ(z0(t, cr), t, 0)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

L2[a,b]

+

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣Ψ(ε)c1(ε)+εJ(z0(·, cr), 0)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

Rm

,

де

Φ(t, ε) =

[
A(t) + εA1(t)

]
φ(t)− φ′(t), Ψ(ε) = [εℓ1 − ℓ]φ(·).

З огляду на необхiдну умову мiнiмiзацiї функцiї F (c1(ε)) маємо рiвняння[
Γ

(
φ(·)

)
+ Γ

(
ℓφ(·)

)]
· c1(ε) =

= −ε ·
∫ b

a
Φ∗(t, ε)Z(z0(t, cr), t, 0)dt− ε ·Ψ∗(ε)J(z0(·, cr), 0),

однозначно розв’язне щодо вектора c1(ε) ∈ Rk за умови невиродженостi до-
данка (k × k)-матриць Грама [5]:

Γ

(
φ(·)

)
=

∫ b

a
Φ∗(t, ε) · Φ(t, ε)dt, Γ

(
ℓφ(·)

)
= Ψ∗(ε) ·Ψ(ε).

Таким чином, маємо вектор

c1(ε) = −ε ·

[
Γ

(
φ(·)

)
+ Γ

(
ℓφ(·)

)]−1

×

×

{∫ b

a
Φ∗(t, ε)Z(z0(t, cr), t, 0)dt+Ψ∗(ε)J(z0(·, cr), 0)

}
,

який визначає перше наближення x1(t, ε) ≈ Xr(t)cr(ε) + ξ1(t, ε) до розв’язку
крайової задачi (20), (21). Тут

ξ1(t, ε) = −εφ(t) ·

[
Γ

(
φ(·)

)
+ Γ

(
ℓφ(·)

)]−1

×
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×

{∫ b

a
Φ∗(t, ε)Z(z0(t, cr), t, 0)dt+Ψ∗(ε)J(z0(·, cr), 0)

}
є найкращим (у сенсi найменших квадратiв) наближенням до частинного
розв’язку x(1)1 (t, ε) крайової задачi (20), (21). Друге наближення до розв’язку
крайової задачi (8), (9) x2(t, ε) = Xr(t)cr(ε) + x

(1)
2 (t, ε) шукаємо як розв’язок

крайової задачi:

dx2(t, ε)/dt = A(t)x2(t, ε) + ε

[
Z(z0(t, cr), t, 0)+ (22)

+A1(t)x2(t, ε) + εA2(t) +R1(z0(t, cr) + x1(t, ε), t, ε)

]
,

ℓx2(·, ε) = ε

[
J(z0(·, cr), 0) + ℓ1x2(·, ε)+ (23)

+εℓ2(z0(·, cr), 0) + J1(z0(·, cr) + x1(·, ε), ε)

]
.

Наближення до розв’язку крайової задачi (22), (23):

x
(1)
2 (t, ε) ≈ ξ1(t, ε) + ξ2(t, ε)

визначає вектор-функцiя

ξ2(t, ε) = φ(t)c2(ε) =

k∑
i=1

c
(i)
2 (ε)φi(t), c2(ε) =

[
c
(1)
2 (ε) c

(2)
2 (ε) ... c

(k)
2 (ε)

]∗
.

У загальному випадку сума ξ1(t, ε)+ξ2(t, ε) не є розв’язком крайової задачi
(22), (23), тому вимагатимемо

F (c2(ε)) =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
[
A(t) + εA1(t)

]
ξ2(t, ε) + ε2A2(t)+

+εR1(z0(t, cr) + ξ1(t, ε), t, ε)− ξ′2(t, ε)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

L2[a,b]

+

+

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
[
εℓ1 − ℓ

]
ξ2(·, ε) + ε2ℓ2(z0(·, cr), 0) + εJ1(z0(·, cr) + ξ1(·, ε), ε)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

Rm

→ min
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для фiксованої матрицi φ(t). Функцiю F (c2(ε)) можна подати у виглядi

F (c2(ε)) =

∫ b

a

{
Φ(t, ε)c2 + ε2A2(t) + εR1(z0(t, cr) + ξ1(t, ε), t, ε)

}∗

×

×

{
Φ(t, ε)c2 + ε2A2(t) + εR1(z0(t, cr) + ξ1(t, ε), t, ε)

}
dt+

+

{
Ψ(ε)c2 + ε2ℓ2(z0(·, cr), 0) + εJ1(z0(·, cr) + ξ1(·, ε), ε)

}∗

×

×

{
Ψ(ε)c2 + ε2ℓ2(z0(·, cr), 0) + εJ1(z0(·, cr) + ξ1(·, ε), ε)

}
.

З огляду на необхiдну умову мiнiмiзацiї функцiї F (c2(ε)) отримуємо рiвняння[
Γ

(
φ(·)

)
+ Γ

(
ℓφ(·)

)]
· c2(ε) =

= −ε ·
∫ b

a
Φ∗(t, ε)

[
εA2(t) +R1(z0(t, cr) + ξ1(t, ε), t, ε)

]
dt−

−ε ·Ψ∗(ε)

[
εℓ2(z0(·, cr), 0) + J1(z0(·, cr) + ξ1(·, ε), ε)

]
.

За умови

det

[
Γ

(
φ(·)

)
+ Γ

(
ℓφ(·)

)]
̸= 0

знаходимо вектор

c2(ε) = −ε ·

[
Γ

(
φ(·)

)
+ Γ

(
ℓφ(·)

)]−1

×

×

{∫ b

a
Φ∗(t, ε)

[
εA2(t) +R1(z0(t, cr) + ξ1(t, ε), t, ε)

]
dt+

+Ψ∗(ε)

[
εℓ2(z0(·, cr), 0) + J1(z0(·, cr) + ξ1(·, ε), ε)

]}
,
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який визначає найкраще (у сенсi найменших квадратiв) наближення до ча-
стинного розв’язку x(1)2 (t, ε) ≈ ξ1(t, ε) + ξ2(t, ε) крайової задачi (22), (23). Тут

ξ2(t, ε) = −εφ(t) ·

[
Γ

(
φ(·)

)
+ Γ

(
ℓφ(·)

)]−1

×

×

{∫ b

a
Φ∗(t, ε)

[
εA2(t) +R1(z0(t, cr) + ξ1(t, ε), t, ε)

]
dt+

+Ψ∗(ε)

[
εℓ2(z0(·, cr), 0) + J1(z0(·, cr) + ξ1(·, ε), ε)

]}
.

Отже, на другому кроцi iтерацiйної процедури знайдено найкраще (у сенсi
найменших квадратiв) наближення x2(t, ε) ≈ Xr(t)cr(ε) + ξ1(t, ε)+ ξ2(t, ε) до
розв’язку крайової задачi (22), (23). Третє наближення до розв’язку крайової
задачi (8), (9) x3(t, ε) = Xr(t)cr(ε) + x

(1)
3 (t, ε) шукаємо, як розв’язок крайової

задачi

dx3(t, ε)/dt = A(t)x3(t, ε) + ε

[
Z(z0(t, cr), t, 0)+ (24)

+A1(t)x3(t, ε) + εA2(t) +R1(z0(t, cr) + x2(t, ε), t, ε)

]
,

ℓx3(·, ε) = ε

[
J(z0(·, cr), 0)+ℓ1x3(·, ε)+εℓ2(z0(·, cr), 0)+J1(z0(·, cr)+x2(·, ε), ε)

]
.

(25)
Наближення до частинного розв’язку крайової задачi (24), (25):

x
(1)
3 (t, ε) ≈ ξ1(t, ε) + ξ2(t, ε) + ξ3(t, ε)

визначає вектор-функцiя

ξ3(t, ε) = φ(t)c3(ε) =
k∑

i=1

c
(i)
3 (ε)φi(t), c3(ε) =

[
c
(1)
3 (ε) c

(2)
3 (ε) ... c

(k)
3 (ε)

]∗
.

Вимагатимемо, щоб

F (c3(ε)) =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
[
A(t) + εA1(t)

]
ξ3(t, ε) + ε

[
R1(z0(t, cr) + ξ1(t, ε) + ξ2(t, ε), t, ε)−
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−R1(z0(t, cr) + ξ1(t, ε), t, ε)

]
− ξ′3(t, ε)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

L2[a,b]

+

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
[
εℓ1 − ℓ

]
ξ3(·, ε)+

+ε

[
J1(z0(·, cr) + ξ1(·, ε) + ξ2(·, ε), ε)− J1(z0(·, cr) + ξ1(·, ε), ε)

]∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

Rm

→ min

для фiксованої матрицi φ(t). Функцiю F (c3(ε)) подамо у виглядi

F (c3(ε)) =

∫ b

a

{
Φ(t, ε)c3 + ε

[
R1(z0(t, cr) + ξ1(t, ε) + ξ2(t, ε), t, ε)−

−R1(z0(t, cr) + ξ1(t, ε), t, ε)

]}∗

×

×

{
Φ(t, ε)c3 + ε

[
R1(z0(t, cr) + ξ1(t, ε) + ξ2(t, ε), t, ε)−

−R1(z0(t, cr) + ξ1(t, ε), t, ε)

]}
dt+

+

{
Ψ(ε)c3 + ε

[
J1(z0(·, cr) + ξ1(·, ε) + ξ2(·, ε), ε)−

−J1(z0(·, cr) + ξ1(·, ε), ε)
]}∗{

Ψ(ε)c3+

+ε

[
J1(z0(·, cr) + ξ1(·, ε) + ξ2(·, ε), ε)− J1(z0(·, cr) + ξ1(·, ε), ε)

]}
.

За умови

det

[
Γ

(
φ(·)

)
+ Γ

(
ℓφ(·)

)]
̸= 0

знаходимо вектор

c3(ε) = −ε ·

[
Γ

(
φ(·)

)
+ Γ

(
ℓφ(·)

)]−1

×

×

{∫ b

a
Φ∗(t, ε)

[
R1(z0(t, cr)+ξ1(t, ε)+ξ2(t, ε), t, ε)−R1(z0(t, cr)+ξ1(t, ε), t, ε)

]
dt+
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+Ψ∗(ε)

[
J1(z0(·, cr) + ξ1(·, ε) + ξ2(·, ε), ε)− J1(z0(·, cr) + ξ1(·, ε), ε)

]}
,

який визначає найкраще (у сенсi найменших квадратiв) наближення до час-
тинного розв’язку x

(1)
3 (t, ε) ≈ ξ1(t, ε) + ξ2(t, ε) + ξ3(t, ε) крайової задачi (24),

(25). Тут

ξ3(t, ε) = −εφ(t) ·

[
Γ

(
φ(·)

)
+ Γ

(
ℓφ(·)

)]−1

×

×

{∫ b

a
Φ∗(t, ε)

[
R1(z0(t, cr)+ξ1(t, ε)+ξ2(t, ε), t, ε)−R1(z0(t, cr)+ξ1(t, ε), t, ε)

]
dt+

+Ψ∗(ε)

[
J1(z0(·, cr) + ξ1(·, ε) + ξ2(·, ε), ε)− J1(z0(·, cr) + ξ1(·, ε), ε)

]}
.

Таким чином, на третьому кроцi iтерацiйної процедури визначено найкра-
ще (у сенсi найменших квадратiв) наближення

x3(t, ε) ≈ Xr(t)cr(ε) + ξ1(t, ε) + ξ2(t, ε) + ξ3(t, ε)

до розв’язку крайової задачi (24), (25). Припустимо, що знайдено (j + 1)-
наближення (j = 1, 2, ... ) до розв’язку крайової задачi (8), (9). Наступне
(j+ 2)-наближення до розв’язку крайової задачi (8), (9) шукаємо як розв’язок
крайової задачi

dxj+2(t, ε)/dt = A(t)xj+2(t, ε) + ε

[
Z(z0(t, cr), t, 0)+ (26)

+A1(t)xj+2(t, ε) + εA2(t) +R1(z0(t, cr) + xj+1(t, ε), t, ε)

]
,

ℓxj+2(·, ε) = ε

[
J(z0(·, cr), 0) + ℓ1xj+2(·, ε) + εℓ2(z0(·, cr), 0) + J1(zj+1(·, ε), ε)

]
.

(27)
Наближення до частинного розв’язку крайової задачi (26), (27):

x
(1)
j+2(t, ε) ≈

j+2∑
i=1

ξi(t, ε)

визначає вектор-функцiя

ξj+2(t, ε) = φ(t)cj+2(ε) =

k∑
i=1

c
(i)
j+2(ε)φi(t), cj+2(ε) =

[
c
(1)
j+2(ε) c

(2)
j+2(ε) ... c

(k)
j+2(ε)

]∗
.
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Вимагатимемо, щоб

F (cj+2(ε)) =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
[
A(t)+εA1(t)

]
ξj+2(t, ε)+ε

[
R1(z0(t, cr)+ξ1(t, ε)+...+ξj+1(t, ε), t, ε)−

−R1(z0(t, cr) + ξ1(t, ε), t, ε) + ...+ ξj(t, ε)

]
− ξ′j+2(t, ε)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

L2[a,b]

+

+

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
[
εℓ1 − ℓ

]
ξj+2(·, ε) + ε

[
J1(z0(·, cr) + ξ1(·, ε) + ...+ ξj+1(·, ε), ε)−

−J1(z0(·, cr) + ξ1(·, ε) + ...+ ξj(·, ε), ε)
]∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

Rm

→ min

для фiксованої матрицi φ(t). За умови

det

[
Γ

(
φ(·)

)
+ Γ

(
ℓφ(·)

)]
̸= 0

знаходимо вектор

cj+2(ε) = −ε ·

[
Γ

(
φ(·)

)
+ Γ

(
ℓφ(·)

)]−1

×

×

{∫ b

a
Φ∗(t, ε)

[
R1(z0(t, cr) + ξ1(t, ε) + ...+ ξj+1(t, ε), t, ε)−

−R1(z0(t, cr) + ξ1(t, ε), t, ε) + ...+ ξj(t, ε)

]
dt+

+Ψ∗(ε)

[
J1(z0(·, cr)+ξ1(·, ε)+...+ξj+1(·, ε), ε)−J1(z0(·, cr)+ξ1(·, ε)+...+ξj(·, ε), ε)

]}
,

який визначає найкраще (у сенсi найменших квадратiв) наближення до час-
тинного розв’язку x(1)j+2(t, ε) крайової задачi (26), (27). Тут

ξj+2(t, ε) = −εφ(t) ·

[
Γ

(
φ(·)

)
+ Γ

(
ℓφ(·)

)]−1

×

×

{∫ b

a
Φ∗(t, ε)

[
R1(z0(t, cr) + ξ1(t, ε) + ...+ ξj+1(t, ε), t, ε)−
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−R1(z0(t, cr) + ξ1(t, ε), t, ε) + ...+ ξj(t, ε)

]
dt+

+Ψ∗(ε)

[
J1(z0(·, cr)+ξ1(·, ε)+...+ξj+1(·, ε), ε)−J1(z0(·, cr)+ξ1(·, ε)+...+ξj(·, ε), ε)

]}
.

Таким чином, на (j+2)-му кроцi iтерацiйної процедури знайдено найкра-
ще (у сенсi найменших квадратiв) наближення

xj+2(t, ε) ≈ Xr(t)cr(ε) +

j+2∑
i=1

ξi(t, ε)

до розв’язку крайової задачi (26), (27). Задля оцiнювання точностi iтерацiй
за методом найменших квадратiв у некритичному випаду припустимо, що
оператор Φ0x(t, ε) є оператором стиснення, при цьому для довiльних вектор-
функцiй y1(t, ε), y2(t, ε) з малого околу нуля виконується нерiвнiсть∣∣∣∣∣∣∣∣Φ0y1(t, ε)− Φ0y2(t, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ λ · ||y1(t, ε)− y2(t, ε)||, λ < 1.

Згiдно з принципом Каччiопполi—Банаха [43, c. 605] у цьому випадку в
малому околi нуля iснує єдина нерухома точка x∗(t, ε) вiдображення Φ0 x(t, ε),
яка є положенням рiвноваги рiвняння x(t, ε) = Φ0x(t, ε). Задля пошуку неру-
хомої точки x∗(t, ε) вiдображення Φ0x(t, ε) застосовна iтерацiйна процедура

xk+1(t, ε) = Φ0xk(t, ε), x0(t, ε) ≡ 0, k = 0, 1, ... (28)

Природно припустити, що перше наближення x1(t, ε) = Φ0(0) ̸= 0, тобто
припустимо, що нерухома точка x∗(t, ε) вiдображення Φ0x(t, ε) вiдмiнна вiд
нуля. В цьому випадку∣∣∣∣∣∣∣∣x∗(t, ε)− x1(t, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∣∣∣∣Φ0x
∗(t, ε)− Φ0(0)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ λ · ||x∗(t, ε)||.

Позначимо

δ1(ε) =

∣∣∣∣∣∣∣∣x1(t, ε)− ξ1(t, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣
||x∗(t, ε)||

.

Величина δ1(ε) залежить вiд вибору (n × k)-матрицi φ(t). Використовуючи
нерiвнiсть трикутника, одержуємо оцiнку∣∣∣∣∣∣∣∣x∗(t, ε)− ξ1(t, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ (λ+ δ1) · ||x∗(t, ε)||.
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Для другого наближення, обчисленого згiдно з iтерацiйною процедурою
(28), виконується нерiвнiсть∣∣∣∣∣∣∣∣x∗(t, ε)− x2(t, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ λ · ||x∗(t, ε)− x1(t, ε)|| ≤ λ2 · ||x∗(t, ε)||.

Позначимо

δ2(ε) =

∣∣∣∣∣∣∣∣x2(t, ε)− (ξ1(t, ε) + ξ2(t, ε)

)∣∣∣∣∣∣∣∣
||x∗(t, ε)||

.

Використовуючи нерiвнiсть трикутника, одержуємо оцiнку∣∣∣∣∣∣∣∣x∗(t, ε)− (ξ1(t, ε) + ξ2(t, ε)

)∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ (λ2 + δ2) · ||x∗(t, ε)||.

Аналогiчно ∣∣∣∣∣∣∣∣x∗(t, ε)− k∑
i=1

ξi(t, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ (λk + δk) · ||x∗(t, ε)||.

Тут

δk(ε) =

∣∣∣∣∣∣∣∣xk(t, ε)− (ξ1(t, ε) + ... + ξk(t, ε)

)∣∣∣∣∣∣∣∣
||x∗(t, ε)||

.

Для досить малої величини

δ(ε) = max
0≤i≤k

δi(ε)

для k ≤ κ виконуються нерiвностi

λk + δ(ε) < λk−1 + δ(ε) < ... < λ2 + δ(ε) < λ+ δ(ε) < 1,

якi гарантують досить мале значення норми рiзницi∣∣∣∣∣∣∣∣x∗(t, ε)− k∑
i=1

ξi(t, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣.
На вiдмiну вiд методу простих iтерацiй, використання iтерацiйної про-

цедури, побудованої за методом найменших квадратiв, дає змогу знаходити
iтерацiї скiльки завгодно високого порядку. Однак точнiсть одержаного за
допомогою методу найменших квадратiв наближення обмежена величиною
порядку δ(ε), яка залежить вiд вибору (n × k)-матрицi φ(t). Крiм того, на
точнiсть одержаного за допомогою методу найменших квадратiв наближення
впливають похибки промiжних наближених обчислень. Таким чином, дове-
дено наступну теорему.
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Теорема 1.3 У некритичному випадку (PQ∗ = 0) породжувальна задача (7)
є розв’язною для довiльних неоднорiдностей f(t) та α диференцiальної сис-
теми (7) i крайової умови (7) та має r лiнiйно-незалежних розв’язкiв

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G

[
f(s);α

]
(t), cr ∈ Rr.

Задача (5), (6) при цьому є розв’язною для довiльних нелiнiйностей диферен-
цiальної системи Z(z(t, ε), t, ε) i крайової умови J(z(·, ε), ε) та має принайм-
нi один розв’язок z(t, ε) = z0(t, cr) + x(t, ε). Задля знаходження найкращого
(в сенсi найменших квадратiв) за фiксованої матрицi φ(t) наближення до
збурення x(t, ε) породжувального розв’язку z0(t, cr) для ε ∈ [0, ε∗] за умови

det

[
Γ

(
φ(·)

)
+ Γ

(
ℓφ(·)

)]
̸= 0 (29)

застосовною є така iтерацiйна процедура:

x1(t, ε) ≈ ξ1(t, ε) = −εφ(t) ·

[
Γ

(
φ(·)

)
+ Γ

(
ℓφ(·)

)]−1

×

×

{∫ b

a
Φ∗(t, ε)Z(z0(t, cr), t, 0)dt+Ψ∗(ε)J(z0(·, cr), 0)

}
;

x2(t, ε) ≈ ξ1(t, ε) + ξ2(t, ε), ξ2(t, ε) = −εφ(t) ·

[
Γ

(
φ(·)

)
+ Γ

(
ℓφ(·)

)]−1

×

×

{∫ b

a
Φ∗(t, ε)

[
εA2(t) +R1(z0(t, cr) + ξ1(t, ε), t, ε)

]
dt+

+Ψ∗(ε)

[
εℓ2(z0(·, cr), 0) + J1(z0(·, cr) + ξ1(·, ε), ε)

]}
;

x3(t, ε) ≈ ξ1(t, ε)+ξ2(t, ε)+ξ3(t, ε), ξ3(t, ε) = −εφ(t)·

[
Γ

(
φ(·)

)
+Γ

(
ℓφ(·)

)]−1

×

×

{∫ b

a
Φ∗(t, ε)

[
R1(z0(t, cr)+ξ1(t, ε)+ξ2(t, ε), t, ε)−R1(z0(t, cr)+ξ1(t, ε), t, ε)

]
dt+

+Ψ∗(ε)

[
J1(z0(·, cr) + ξ1(·, ε) + ξ2(·, ε), ε)− J1(z0(·, cr) + ξ1(·, ε), ε)

]}
; ... ,
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xj+2(t, ε) ≈
j+2∑
i=1

ξi(t, ε), j = 1, 2, ... , (30)

ξj+2(t, ε) = −εφ(t) ·

[
Γ

(
φ(·)

)
+ Γ

(
ℓφ(·)

)]−1

×

×

{∫ b

a
Φ∗(t, ε)

[
R1(z0(t, cr) + ξ1(t, ε) + ...+ ξj+1(t, ε), t, ε)−

−R1(z0(t, cr) + ξ1(t, ε) + ...+ ξj(t, ε), t, ε)

]
dt+

+Ψ∗(ε)

[
J1(z0(·, cr)+ξ1(·, ε)+...+ξj+1(·, ε), ε)−J1(z0(·, cr)+ξ1(·, ε)+...+ξj(·, ε), ε)

]}
, ...

Зазначимо, що довiльний вектор cr, наявний у зображеннi породжуваль-
ного розв’язку z0(t, cr) задачi (7) в розвиненнi наближень до розв’язку x(t, ε)
крайової задачi (8), (9) можна вважати нулем.

1.3 Критичний випадок першого порядку

Припускаємо, що нелiнiйностi Z(z, t, ε) та J(z(·, ε), ε) нелiнiйної крайової за-
дачi (5), (6) є двiчi неперервно-диференцiйовними за невiдомою z у малому
околi породжувального розв’язку i за малим параметром ε у малому додат-
ному околi нуля. Крiм того, вважаємо вектор-функцiю Z(z, t, ε) неперервною
за незалежною змiнною t на вiдрiзку [a, b]. Дослiджуємо критичний випадок
(PQ∗ ̸= 0), причому припускаємо, що виконується така умова:

PQ∗
d

{
α− ℓK

[
f(s)

]
(·)

}
= 0. (31)

У цьому випадку породжувальна задача має (r = n−n1)-параметричну сiм’ю
розв’язкiв [15, 16, 17, 18, 116]:

z0(t, c0) = Xr(t)c0 +G

[
f(s);α

]
(t), c0 ∈ Rr.

Тут X(t)− нормальна (X(a) = In) фундаментальна матриця однорiдної час-
тини породжувальної системи,Xr(t) := X(t)PQr , PQr — (n×r)-вимiрна матри-
ця, утворена з r-лiнiйно-незалежних стовпцiв (n× n)-матрицi-ортопроєктора
PQ : Rn → N(Q), Q := ℓX(·) ∈ Rm×n, PQ∗

d
− (d × m)-матриця, утворена
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з d лiнiйно-незалежних рядкiв (m ×m)-матрицi-ортопроєктора PQ∗ : Rm →
→ N(Q∗), крiм того

G

[
f(s);α

]
(t) = X(t)Q+

{
α− ℓK

[
f(s)

]
(·)

}
+K

[
f(s)

]
(t)

є узагальненим оператором Грiна породжувальної крайової задачi,

K

[
f(s)

]
(t) = X(t)

∫ t

a
X−1(s)f(s) ds

є оператором Грiна задачi Кошi породжувальної системи, Q+− псевдообер-
нена матриця за Муром—Пенроузом [18, 19, 116]. Необхiдна i достатня умова
розв’язностi задачi (5), (6) має вигляд

F (c(ε)) := PQ∗
d

{
J(z0(·, c0) + x(·, ε), ε)− ℓK

[
Z(z0(s, c0) + x(s, ε), s, ε)

]
(·)

}
= 0.

(32)

1.3.1 Рiвняння для породжувальних сталих

Переходячи в рiвностi (32) до межi при ε → 0, одержуємо необхiдну умову
iснування розв’язку

F0(c0) := PQ∗
d

{
J(z0(·, c0), 0)− ℓK

[
Z(z0(s, c0), s, 0)

]
(·)

}
= 0. (33)

Таким чином, доведено таку лему [18, 19, 28, 116].

Лема 1.1 Нехай крайова задача (5), (6) є критичним (PQ∗ ̸= 0) випадком
i виконується умова розв’язностi (31) нетерової (m ̸= n) породжувальної
крайової задачi. Припустимо також, що в малому околi породжувально-
го розв’язку z0(t, c

∗
0) ∈ C1[a, b] слабконелiнiйна крайова задача (5), (6) має

розв’язок

z(t, ε) : z(·, ε) ∈ C1[a, b], z(t, ·) ∈ C[0, ε0], z(t, 0) = z0(t, c
∗
0).

Тодi виконується рiвнiсть (33).

Рiвняння (33) традицiйно називають рiвнянням для породжувальних ста-
лих вихiдної задачi (5), (6) у критичному випадку [17, 18, 19, 38, 58, 116].
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Коренi рiвняння для породжувальних сталих крайової задачi (5), (6) визна-
чають породжувальний розв’язок z0(t, c∗0), у малому околi якого можуть iсну-
вати шуканi розв’язки вихiдної крайової задачi (5), (6). Якщо рiвняння для
породжувальних сталих не має дiйсних коренiв, то вихiдна крайова задача
(5), (6) не має шуканих розв’язкiв. Припустимо, що рiвняння (33) має дiйснi
коренi i не перетворюється на тотожнiсть [30]. Фiксуючи один iз розв’язкiв
c∗0 ∈ Rr рiвняння (33), отримуємо задачу про вiдшукання розв’язкiв

z(t, ε) = z0(t, c
∗
0) + x(t, ε), x(·, ε) ∈ C1[a, b], x(τ, ·) ∈ C[0, ε0],

крайової задачi
dx/dt = A(t)x+ εZ(z0 + x, t, ε), (34)

ℓ x(·, ε) = ε J(z0(·, c∗0) + x(·, ε), ε) (35)

в околi породжувального розв’язку

z0(t, c
∗
r) = Xr(t) c

∗
0 +G[f ;α](t), c∗0 ∈ Rr.

Розв’язок задачi (34), (35) зображується у виглядi

x(t, ε) = Xr(t)ξ(ε) + x(1)(t, ε), c(ε) := c∗0 + ξ(ε), ξ(ε) ∈ C[0, ε0],

де

x(1)(t, ε) = εG

[
Z(z0(s, c

∗
0) + x(s, ε), s, ε); J(z0(·, c∗0) + x(·, ε), ε)

]
(t).

Приклад 1.4 Задача про розв’язування скалярного рiвняння

dz/dt = ε cos2 z, ℓz(·, ε) = z(1, ε)− z(−1, ε) = 2 arctg ε (36)

не має розв’язкiв z(·, ε) ∈ C1[−1; 1].

Оскiльки PQ∗ = 1 ̸= 0, має мiсце критичний випадок, при цьому породжу-
вальний розв’язок — це довiльнi сталi z0(t, c) = c, c ∈ R1. Рiвняння (32) у
випадку задачi (36) cos2 c = 2 не має дiйсних коренiв, отже, задача (36) не
має розв’язкiв.

Необхiдна i достатня умова (32) розв’язностi задачi (5), (6) визначає век-
тор c(ε) ∈ Rr, для знаходження якого використовується технiка лiнеаризацiї
та метод простих iтерацiй.
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1.3.2 Достатня умова iснування розв’язку

Припустимо, що рiвняння (32) має дiйснi коренi. Фiксуючи один iз розв’язкiв
c∗r ∈ Rr рiвняння (32), одержуємо задачу про вiдшукання розв’язку задачi (5),
(6):

z(t, ε) = z0(t, c
∗
r) + x(t, ε) (37)

в околi породжувального розв’язку

z0(t, c
∗
r) = Xr(t)c

∗
r +G

[
f(s);α

]
(t). (38)

Маємо задачу про знаходження збурення x(t, ε) породжувального розв’язку
z0(t, c

∗
r) :

dx(t, ε)/dt = A(t)x(t, ε) + εZ(z0(t, c
∗
r) + x(t, ε), t, ε), (39)

ℓ x(·, ε) = εJ(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε). (40)

Використовуючи неперервну диференцiйовнiсть за першим i третiм аргумен-
тами функцiї Z(z, t, ε) в околi породжувального розв’язку, розкладаємо цю
функцiю в околi точок x = 0 та ε = 0 :

Z(z0(t, c
∗
r) + x(t, ε), t, ε) = Z(z0(t, c

∗
r), t, 0)+

+A1(t)x(t, ε) + εA2(t) +R1(z0(t, c
∗
r) + x(t, ε), t, ε), (41)

де

A1(t) =
∂Z(z, t, ε)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(t, c
∗
r),

ε = 0

, A2(t) =
∂Z(z, t, ε)

∂ε

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(t, c
∗
r),

ε = 0.

Залишок R1(z0(t, c
∗
r) + x(t, ε), t, ε) має вищий порядок малостi за x i ε в околi

точок x = 0 й ε = 0, нiж першi три члени розвинення, тому

R1(z, t, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(t, c
∗
r),

ε = 0

≡ 0,
∂R1(z, t, ε)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(t, c
∗
r),

ε = 0

≡ 0,

∂R1(z, t, ε)

∂ε

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(t, c
∗
r),

ε = 0

≡ 0.



38 1 Неавтономнi крайовi задачi

Аналогiчно, використовуючи неперервну диференцiйовнiсть за першим i
другим аргументами функцiонала J(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε) та неперервнiсть за
другим аргументом, видiляємо лiнiйнi ℓ1x(·, ε) та εℓ2(z0(·, c∗r), 0) частини цього
функцiонала i член нульового порядку за ε в околi точок x = 0 та ε = 0 :

J(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε) = J(z0(·, c∗r), 0) + ℓ1x(·, ε)+ (42)

+εℓ2(z0(·, c∗r), 0) + J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε).

Залишок J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε) має вищий порядок малостi за x i ε у малому
околi точок x = 0 i ε = 0, нiж першi три члени розвинення, тому

J1(z(·, ε), ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(t, c
∗
r),

ε = 0

= 0,
∂J1(z(·, ε), ε)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(t, c
∗
r),

ε = 0

= 0,

∂J1(z(·, ε), ε)
∂ε

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(t, c
∗
r),

ε = 0

= 0.

На вiдмiну вiд некритичного випадку, похiднi A1(t), A2(t) та функцiонали
ℓ1x(·, ε), εℓ2(z0(·, c∗r), 0) є фiксованими i залежать вiд вибору породжувального
розв’язку z0(t, c∗r) (якщо вiн не єдиний), тобто вiд вектора c∗r .

Приклад 1.5 У працях [38, 116] фактично були використанi вимоги

∂Z(z, t, ε)

∂ε

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(t, c
∗
r),

ε = 0

≡ 0,
∂J(z(·, ε), ε)

∂ε

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(t, c
∗
r),

ε = 0

= 0,

суттєвi для малостi залишкiв R1(z(t, ε), t, ε), J1(z(·, ε), ε) за x та ε у мало-
му околi точок x = 0 та ε = 0. Дiйсно, для крайової задачi

dz/dt = ε, z(0)− z(1) = 0

Породжувальний розв’язок z0 = 0 ∈ R1 визначає величини

Z(z0(t, c
∗
r), t, 0) ≡ A1(t)x ≡ 0,

а тому й залишок R(z0(t, c∗r) + x(t, ε), t, ε) ≡ ε, який тотожний до нелiнiй-
ностi. Отже,∣∣∣∣∣∣∣∣Z(z0(t, c∗r), t, 0)∣∣∣∣∣∣∣∣ ≡ ∣∣∣∣∣∣∣∣A1(t)x

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≡ 0 < ε =

∣∣∣∣∣∣∣∣R(z0(t, c∗r) + x(t, ε), t, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣.
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Протирiччя тут вiдсутнє, оскiльки∣∣∣∣∣∣∣∣R(z0(t, c∗r) + x(t, ε), t, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣ = ε >

∣∣∣∣∣∣∣∣R1(z0(t, c
∗
r) + x(t, ε), t, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≡ 0.

Враховуючи розвинення (41), перетворюємо умову розв’язностi задачi (5),
(6) до вигляду

PQ∗
d

{
J(z0(·, c∗r), 0) + ℓ1x(·, ε) + εℓ2(z0(·, c∗r), 0) + J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)−

−ℓK
[
Z(z0(s, c

∗
r), s, 0)+A1(s)x(s, ε)+εA2(t)+R1(z0(s, c

∗
r)+x(s, ε), s, ε)

]
(·)

}
= 0.

Оскiльки рiвнiсть (32) вважається виконаною, ця умова розв’язностi спрощу-
ється:

PQ∗
d

{
ℓ1x(·, ε) + εℓ2(z0(·, c∗r), 0) + J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)−

−ℓK
[
A1(s)x(s, ε) + εA2(t) +R1(z0(s, c

∗
r) + x(s, ε), s, ε)

]
(·)

}
= 0.

Розв’язок задачi (39), (40) набуває вигляду x(t, ε) = Xr(t)cr + x(1)(t, ε), де

x(1)(t, ε) = εG

[
Z(z0(s, c

∗
r), s, 0)+A1(s)x(s, ε)+εA2(s)+R1(z0(s, c

∗
r)+x(s, ε), s, ε);

J(z0(·, c∗r), 0) + ℓ1x(·, ε) + εℓ2(z0(·, c∗r), 0) + J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)

]
(t).

Тут cr = cr(ε)− невiдома, неперервна в малому додатному околi нуля вектор-
функцiя малого параметра. Оскiльки вiдхилення x(t, ε) вiд породжувального
розв’язку z0(t, c

∗
r) за ε = 0 перетворюється на нульовий вектор, то повинна

виконуватись рiвнiсть cr(0) = 0 i тотожнiсть x(1)(t, 0) ≡ 0 на всьому вiдрiзку
[a, b]. Перша вимога є суттєвою, а друга випливає iз неперервностi узагальне-
ного оператора Грiна породжувальної задачi й неперервностi нелiнiйностей
Z(z, t, ε) та J(z(·, ε), ε) за z i ε в околi породжувального розв’язку z0(t, c∗r) та
точки ε = 0. Використовуючи розвинення невiдомої, одержуємо рiвнiсть, яка
є необхiдною й достатньою умовою розв’язностi задачi (5), (6):

PQ∗
d

{
ℓ1Xr(·)− ℓK[A1(s)Xr(s)](·)

}
cr =
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= −PQ∗
d

{
ℓ1x

(1)(·, ε) + εℓ2(z0(·, c∗r), 0) + J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)−

−ℓK
[
A1(s)x

(1)(s, ε) + εA2(s) +R1(z0(s, c
∗
r) + x(s, ε), s, ε)

]
(·)

}
i яку можна застосовувати для знаходження вектор-функцiї cr(ε). Познача-
ючи (d× r)-матрицю як

B0 = PQ∗
d

{
ℓ1Xr(·)− ℓK

[
A1(s)Xr(s)

]
(·)

}
,

отримуємо операторну систему, рiвнозначну задачi про визначення розв’язкiв
системи (39), що задовольняють крайову умову (40):

x(t, ε) = Xr(t)cr + x(1)(t, ε), B0 cr = −PQ∗
d

{
ℓ1x

(1)(·, ε)+ (43)

+εℓ2(z0(·, c∗r), 0) + J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)−

−ℓK
[
A1(s)x

(1)(s, ε) + εA2(s) +R1(z0(s, c
∗
r) + x(s, ε), s, ε)

]
(·)

}
,

x(1)(t, ε) = εG

[
Z(z0(s, c

∗
r) + x(s, ε), s, ε); J(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)

]
(t).

Лiва частина другого рiвняння операторної системи (43) за ε→ 0 обертається
на нульовий вектор. Праву частину цього рiвняння можна подати так:

PQ∗
d

{
εℓ1G

[
Z(z0(s, c

∗
r) + x(s, ε), s, ε); J(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)

]
(·)+

+εℓ2(z0(·, c∗r), 0) + J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)−

−ℓK
[
εA1(s)G

[
Z(z0(τ, c

∗
r) + x(τ, ε), τ, ε); J(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)

]
(s)+

+εA2(s) +R1(z0(s, c
∗
r) + x(s, ε), s, ε)

]
(·)

}
=

= PQ∗
d

{
J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)− ℓK

[
R1(z0(s, c

∗
r) + x(s, ε), s, ε)

]
(·)

}
+
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+εPQ∗
d

{
ℓ1G

[
Z(z0(s, c

∗
r) + x(s, ε), s, ε); J(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)

]
(·)+

+ℓ2(z0(·, c∗r), 0)− ℓK

[
εA2(s) +A1(s)G

[
Z(z(τ, ε), τ, ε); J(z(·, ε), ε)

]
(s)

]
(·)

}
.

Перший доданок:

PQ∗
d

{
J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)− ℓK

[
R1(z0(s, c

∗
r) + x(s, ε), s, ε)

]
(·)

}

при ε → 0 перетворюється на нульовий вектор унаслiдок неперервностi уза-
гальненого оператора Грiна i рiвностей

R1(z0(t, c
∗
r), t, 0) ≡ 0, J1(z0(·, c∗r), 0) = 0.

Другий доданок:

εPQ∗
d

{
ℓ1G

[
Z(z0(s, c

∗
r) + x(s, ε), s, ε); J(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)

]
(·)+

+ℓ2(z0(·, c∗r), 0)− ℓK

[
A2(s) +A1(s)G

[
Z(z(τ, ε), τ, ε); J(z(·, ε), ε)

]
(s)

]
(·)

}
при ε→ 0 перетворюється на нульовий вектор унаслiдок неперервностi функ-
цiоналiв ℓ i ℓ1 та неперервностi за ε нелiнiйностей Z(z, t, ε) i J(z(·, ε), ε) в околi
точки ε = 0. Таким чином, установлено обмеженiсть за ε→ 0 виразу

PQ∗
d

{
ℓ1G

[
Z(z0(s, c

∗
r) + x(s, ε), s, ε); J(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)

]
(·)+

+ℓ2(z0(·, c∗r), 0)− ℓK

[
A2(s) +A1(s)G

[
Z(z(τ, ε), τ, ε); J(z(·, ε), ε)

]
(s)

]
(·)

}
.

Позначимо
F1(c

∗
r) =

= lim
ε→0

PQ∗
d

{
ℓ1G

[
Z(z0(s, c

∗
r)+x(s, ε), s, ε); J(z0(·, c∗r)+x(·, ε), ε)

]
(·)+ℓ2(z0(·, c∗r), 0)−

−ℓK

[
A2(s)+A1(s)G

[
Z(z0(τ, c

∗
r)+x(τ, ε), τ, ε); J(z0(·, c∗r)+x(·, ε), ε)

]
(s)

]
(·)

}
=
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= PQ∗
d

{
ℓ1G

[
Z(z0(s, c

∗
r), s, 0); J(z0(·, c∗r), 0

]
(·)+

+ℓ2(z0(·, c∗r), 0)− ℓK

[
A1(s)G

[
Z(z0(τ, c

∗
r), τ, 0); J(z0(·, c∗r), 0)

]
(s) +A2(s)

]
(·)

}
.

Вектор-функцiю F1(c
∗
r) застосовуватимемо далi. Для розв’язностi другого

рiвняння операторної системи (43) необхiдно й достатньо виконання рiвностi

PB∗
0
PQ∗

d

{
ℓ1x

(1)(·, ε) + εℓ2(z0(·, c∗r), 0) + J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)−

−ℓK
[
εA2(s) +A1(s)x

(1)(s, ε) +R1(z0(s, c
∗
r) + x(s, ε), s, ε)

]
(·)

}
= 0,

де PB∗
0
− (d × d)-вимiрна матриця-ортопроєктор: Rd → N(B∗

0). За умови
PB∗

0
= 0 загальний розв’язок другого рiвняння операторної системи (43)

набуває вигляду

cr = −B+
0 PQ∗

d

{
ℓ1x

(1)(·, ε) + εℓ2(z0(·, c∗r), 0)+

+J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)− ℓK

[
εA2(s) +A1(s)x

(1)(s, ε)+

+R1(z0(s, c
∗
r) + x(s, ε), s, ε)

]
(·)

}
+ PB0 c̄r.

Тут c̄r ∈ Rr− довiльний вектор. Нехай rank PB0 = ρ , де PB0 — (r × r)-
матриця-ортопроєктор. Позначимо Pρ (r×ρ)-матрицю, утворену з ρ лiнiйно-
незалежних стовпцiв матрицi-ортопроєктора PB0 . При цьому вектор-функцiя

cr = −B+
0 PQ∗

d

{
ℓ1x

(1)(·, ε) + εℓ2(z0(·, c∗r), 0)+

+J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)− ℓK

[
εA2(s) +A1(s)x

(1)(s, ε)+

+R1(z0(s, c
∗
r) + x(s, ε), s, ε)

]
(·)

}
+ Pρ cρ
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залежить вiд довiльного вектора cρ. Таким чином, за умови PB∗
0
PQ∗

d
= 0

загальний розв’язок крайової задачi (39), ( 40) визначає операторна система:

x(t, ε) = Xr(t)cr + x(1)(t, ε),

cr = −B+
0 PQ∗

d

{
ℓ1x

(1)(·, ε) + εℓ2(z0(·, c∗r), 0)+ (44)

+J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)− ℓK

[
εA2(s) +A1(s)x

(1)(s, ε)+

+R1(z0(s, c
∗
r) + x(s, ε), s, ε)

]
(·)

}
+ Pρ cρ,

x(1)(t, ε) = εG

[
Z(z0(s, c

∗
r), s, 0) +A1(s)x(s, ε)+

+εA2(s) +R1(z0(s, c
∗
r) + x(s, ε), s, ε); J(z0(·, c∗r), 0) + ℓ1x(·, ε)+

+εℓ2(z0(·, c∗r), 0) + J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)

]
(t),

яка для довiльного cρ ∈ Rρ еквiвалентна задачi про побудову розв’язку систе-
ми рiвнянь (39), що задовольняють крайову умову (40). Операторна система
(44) вiдрiзняється вiд аналогiчної системи [17, 18, 19] врахуванням похiдних
A2(s) та ℓ2(z0(·, c∗r), 0) нелiнiйностей крайової задачi (39), (40). Матрицю B0,
ключову в дослiдженнi резонансних слабконелiнiйних крайових задач, можна
знайти безпосередньо з рiвняння для породжувальних сталих як похiдну:

B0 =
∂F0(cr)

∂cr

∣∣∣∣ cr = c∗r .
(45)

Дiйсно,

∂F0(c
∗
r)

∂cr
=

∂

∂cr
PQ∗

d

{
J(z0(·, c∗r) + ℓ1

[
Xr(·)cr + x(1)(·, ε)

]
+

+εℓ2(z0(·, c∗r), 0) + J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)− ℓK

[
Z(z0(s, c

∗
r), s, 0)+

+A1(s)

[
Xr(s)cr + x(1)(s, ε)

]
+ εA2(s) +R1(z(s, ε), s, ε)

]
(·)

}∣∣∣∣ ε = 0.
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Використовуючи неперервну диференцiйовнiсть за першим аргументом
вектор-функцiї Z(z, t, ε) в околi породжувального розв’язку й неперервнiсть
за третiм аргументом, а також неперервну диференцiйовнiсть (у сенсi Фреше)
за першим аргументом векторного функцiонала J(z(·, ε), ε) i неперервнiсть за
другим аргументом, перетворимо останню похiдну до вигляду

∂F0(c
∗
r)

∂cr
= PQ∗

d

{
ℓ1

[
Xr(·) +

∂

∂cr
x(1)(·, ε)

]
+

∂

∂cr
J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)−

−ℓK
[
A1(s)Xr(s) +

∂

∂cr
x(1)(s, ε)] +

∂

∂cr
R1(z(s, ε), s, ε)

]
(·)

}∣∣∣∣ ε = 0
= B0.

Ця рiвнiсть i доводить формулу (45). Операторна система

x(t, ε) = Φ

(
z0(t, c

∗
r) + x(t, ε)

)
(46)

у критичному випадку є еквiвалентною задачi про побудову розв’язку сис-
теми рiвнянь (39), якi задовольняють крайову умову (40). Для побудови
розв’язкiв цiєї операторної системи традицiйно [13, 14, 17, 18, 19] застосо-
вується iтерацiйна процедура

xk+1(t, ε) = Φ

(
z0(t, c

∗
r) + xk(t, ε)

)
, x0(t, ε) ≡ 0, (47)

яка вiдповiдає методу простих iтерацiй. Тут

Φ

(
z0(t, c

∗
r) + x(t, ε)

)
=

= −Xr(t)B
+
0 PQ∗

d

{
εℓ1G

[
Z(z0 + x, s, ε); J(z0 + x, ε)

]
(·) + εℓ2(z0(·, c∗r), 0)+

+J1(z0 + x, ε)− ℓK

[
εA1(s)G

[
Z(z0 + x, τ, ε); J(z0 + x, ε)

]
(s) + εA2(s)+

+R1(z0 + x, s, ε)

]
(·)

}
+ εG

[
Z(z0(s, c

∗
r) + x(s, ε), s, ε);

J(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)

]
(t) +Xr(t)Pρ cρ, k = 0, 1, ...
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Достатньою умовою збiжностi iтерацiйної процедури (47) є умова [43]:

sup
ε∈[0;ε0]

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
∂Φ

(
z0(t, c

∗
r) + x(t, ε)

)
∂x

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ λ < 1, (48)

де x(t, ε)− вектор-функцiя з малого околу нуля. Достатня умова збiжностi
iтерацiйної процедури (47) безпосередньо випливає з означення оператора
стиснення та теореми про середнє значення:∣∣∣∣∣∣∣∣Φ(z0(t, c∗r)+x(t, ε))−Φ

(
z0(t, c

∗
r)+y(t, ε)

)∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂Φξ(t, ε)∂x

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣·||x(t, ε)−y(t, ε)||.

Тут ξ(t, ε)− точка вiдрiзка, який сполучає точки z0(t, c∗r)+x(t, ε) та z0(t, c∗r)+

+y(t, ε). Для оператора Φ

(
z0(t, c

∗
r) + x(t, ε)

)
умова (48) набуває вигляду

ε

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣G
[
∂Z(z0(s, c

∗
r) + x(s, ε), s, ε)

∂x
;
∂J(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)

∂x

]
(t)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤ λ < 1.

Таким чином, доведено таку теорему.

Теорема 1.4 Нехай для крайової задачi (5), (6) задовольняється крити-
чний випадок PQ∗ ̸= 0 i виконується умова (31) розв’язностi породжуваль-
ної задачi. Тодi для кожного кореня c∗r ∈ Rr рiвняння (33) за умови (48) i

PB∗
0
PQ∗

d
= 0 (49)

задача (8), (9) має принаймнi один розв’язок, який при ε = 0 перетворює-
ться на нульовий x(t, 0) ≡ 0 (PB∗

0
: Rd → N(B∗

0)− (d× d)-вимiрна матриця-
ортопроєктор). Цей розв’язок можна визначити за допомогою збiжного для
ε ∈ [0, ε∗] iтерацiйного процесу (47).

Послiдовнiсть наближень, утворена схемою (47), лише на границi перетво-
рюється на розв’язок крайової задачi (39), (40). Iнакше кажучи, у частинному
випадку у задачi про вiдшукання перiодичних розв’язкiв системи (39) послi-
довнiсть наближень, утворена схемою (47), взагалi кажучи, не є перiодичною,
а тiльки на границi перетворюється на перiодичний розв’язок крайової задачi
(39).

У випадку m = n, наприклад, для перiодичних крайових задач матриця
B0 стає квадратною, при цьому умова (49) перетворюється на вiдому вимо-
гу невиродженостi матрицi B0. Отже, у критичному випадку за умови (49)
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для вiдповiдi на питання про iснування розв’язкiв крайової задачi (5), (6)
достатньо проаналiзувати доданки перших диференцiалiв нелiнiйностей цiєї
задачi. Такий критичний випадок далi називатимемо критичним випадком
першого порядку. Промiжок [0, ε∗], ε0 ≥ ε∗, на якому зберiгається збiжнiсть
iтерацiйної процедури, можна знайти як безпосередньо з означення операто-
ра стиснення, так i за допомогою мажоруючих рiвнянь Ляпунова [17, 18, 19].
Теорема 1.4 вiдрiзняється вiд аналогiчного твердження [17, 18, 19] врахуван-
ням похiдних A2(s) та ℓ2(z0(·, c∗r), 0) нелiнiйностей крайової задачi (39), (40).

Наступний приклад запропонований студенткою фiзико-математич-
ного факультету Слов’янського державного педагогiчного унiверситету
О. Зiнченко.

Приклад 1.6 Покажемо, що iтерацiйну процедуру (47) можна застосу-
вати для знаходження перiодичного розв’язку рiвняння

z′ = (2t− 1)z + εz ln z, ℓz(·) = z(0, ε)− z(1, ε) = 0. (50)

Для цього дослiджуємо породжувальну задачу

z′0 = (2t− 1)z0, ℓz0(·) = z0(0)− z0(1) = 0. (51)

Нормальна фундаментальна матриця однорiдної частини диференцiального
рiвняння (51) — це функцiя X(t) = et

2−t. Оскiльки Q = 0, то iснує критич-
ний випадок. Загальний розв’язок породжувальної задачi (51) має вигляд
z0(t, c) = c et

2−t. Оператор Грiна задачi Кошi для рiвняння (51) з довiльною
неоднорiднiстю f(t):

K

[
f(s)

]
(t) = et

2−t

∫ t

0
es−s2f(s)ds

визначає функцiонал

ℓK

[
f(s)

]
(·) = K

[
f(s)

]
(0)−K

[
f(s)

]
(1) = −

∫ 1

0
es−s2f(s)ds.

Рiвняння (33) для задачi (50):

F0(c) =

∫ 1

0
es−s2c es

2−s ln(ces
2−s)ds = c ln c− c

6
= 0

має єдиний розв’язок c∗1 = e
1
6 ≈ 1, 18 136, який визначає похiдну

A1(t) = 1 + ln z0(t, c
∗
1) = t2 − t+

7

6
,
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i за його допомогою можна знайти сталу B0 = 1. Оскiльки B0 ̸= 0, то умова
(49) виконується. Оскiльки Q = Q+ = 0, то оператор Грiна крайової задачi
(51) є тотожним до оператора Грiна задачi Кошi для рiвняння (51) з довiль-
ною неперервною на вiдрiзку [0; 1] неоднорiднiстю f(t):

G

[
f(s); α

]
(t) ≡ K

[
f(s)

]
(t).

Перше наближення до вiдхилення вiд породжувального розв’язку:

x1(t, ε) = εe
1
6 et

2−t

(
t

6
+
t3

3
− t2

2

)
задовольняє умову x1(0, ε)−x1(t, ε) = 0. Подальшi наближення визначаються
схемою (47). Задля перевiрки точностi третього наближення, обчисленого за
формулою (47), побудуємо розв’язок задачi Кошi z̃(0; ε) = z3(0; ε) для рiвнян-
ня (50). Неперiодичнiсть в цьому випадку дорiвнює

z̃(0; 0, 1)− z̃(1; 0, 1) ≈ −0, 000 000 000 792 347,

z̃(0; 0, 5)− z̃(1; 0, 5) ≈ −0, 000 003 047 662.

1.3.3 Прискорення збiжностi iтерацiйної процедури
методом Ньютона—Канторовича

Для знаходження розв’язку c(ε) ∈ Rr рiвняння (32) скористаємось ефектив-
ним методом Ньютона—Канторовича [43, 87, 94, 131]. Згiдно з прийняти-
ми угодами функцiя F (c(ε)) є двiчi неперервно-диференцiйовною за невiдо-
мою c(ε) у малому околi точки c∗0. Припустимо, що для рiвняння (32) при
0 ≤ ε ≤ ε∗ ≤ ε0 виконується нерiвнiсть∣∣∣∣∣∣∣∣J +

j (ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ σ1(j), j = 0, 1, 2, ... ,

∣∣∣∣∣∣∣∣d2F (ζj(ε) ; c(ε)− cj(ε))

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ σ2(j) · ||c(ε)− cj(ε)||

та iснує стала

θ := sup
j∈N

{
σ1(j)σ2(j)

2

}
.

Тодi згiдно з [43, 87, 131] за умови, що iснує число λ ∈ R, для якого в досить
малому околi породжувального розв’язку z0(t, c∗0) i точки ε = 0 задовольняє-
ться нерiвнiсть

PJ ∗
j
= 0, θ · ||c(ε)− cj(ε)|| ≤ λ < 1, (52)
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для знаходження розв’язку c(ε) рiвняння (32) застосовною є iтерацiйна схема

cj+1(ε) = cj(ε)− J +
j F (cj(ε)), j = 0, 1, 2, ... , (53)

при цьому швидкiсть збiжностi послiдовностi {cj(ε)} до розв’язку c(ε) рiвнян-
ня (32) є квадратичною. Тут

Jj(ε) := F ′(cj(ε)) ∈ Rd×r

є якобiаном перетворення

F (c(ε)) : Rr → Rd, j = 0, 1, 2, ...

у точцi cj(ε). Крiм того, PJ ∗
j

: Rd → N(J ∗
j ) — ортопроєктор матрицi J ∗

j .

Зауважимо, що умова (52) рiвнозначна вимозi повноти рангу матрицi Jj i
можлива лише у випадку d ≤ r. Розв’язок вихiдної задачi (5), (6) визнача-
ється за iтерацiйною схемою:

zk+1(t, ε) = z0(t, c
∗
0) + xk+1(t, ε), xk+1(t, ε) = Xr(t)ξk+1(ε) + x

(1)
k+1(t, ε), (54)

x
(1)
k+1(t, ε) = εG

[
Z(z0(s, c

∗
0) + xk(s, ε), s, ε); J(z0(·, c∗0) + xk(·, ε), ε)

]
(t),

F (ck+1(ε)) = 0, ck+1(ε) = c∗0 + ξk+1(ε), k = 0, 1, 2, ...

Таким чином, доведено теорему [18, 19, 28, 116].

Теорема 1.5 (Достатня умова). Нехай крайова задача (5), (6) є критич-
ним (PQ∗ ̸= 0) випадком i виконується умова розв’язностi (31) нетеро-
вої (m ̸= n) породжувальної задачi. Припустимо, що рiвняння (33) не
вироджується на тотожнiсть i має дiйсний корiнь c∗0 ∈ Rr. Припусти-
мо також, що для рiвняння (32) виконуються умови (52). Тодi для кореня
c∗0 ∈ Rr рiвняння для породжувальних сталих (33) в околi породжувально-
го розв’язку z0(t, c

∗
0) для знаходження принаймнi одного розв’язку крайової

задачi (5), (6) застосовною є iтерацiйна схема (54).

Область значень ε ∈ [0, ε∗], 0 < ε∗ ≤ ε0, для яких зберiгається збiжнiсть
iтерацiйної схеми (54) до розв’язку крайової задачi (5), (6), можна знайти з
умов (52) та [43, c. 639], [77]

sup
ε∈[0;ε0]

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
ε ∂G

[
Z(z(s, ε), s, ε); J(z(·, ε), ε)

]
(t)

∂x

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ λ < 1. (55)
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У малому околi породжувального розв’язку iснує розвинення

Z(z0(t, c
∗
0) + x(t, ε), t, ε) = Z(z0(t, c

∗
0), t, 0) +A1(t)x+ εA2(t) +R0(z(t, ε), t, ε).

(56)
Тут

A1(t) =
∂Z(z, t, ε)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(t, c
∗
0),

ε = 0,

A2(t) =
∂Z(z, t, ε)

∂ε

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(t, c
∗
0),

ε = 0.

Залишок R0(z0(t, c
∗
0) + x(t, ε), t, ε) розвинення функцiї Z(z, t, ε) має вищий

порядок малостi за невiдомою x у малому околi нуля та за малим параметром
ε у малому додатному околi нуля, нiж першi три члени розвинення (56), тому
R0(z0(t, c

∗
0), t, 0) ≡ 0. Аналогiчно в околi точок x = 0 та ε = 0 має мiсце

розвинення

J(z0(·, c∗0) + x(·, ε), ε) = J(z0(·, c∗0), 0) + ℓ1x(·, ε) + εℓ2(z0(·, c∗0), 0) + J0(z(·, ε), ε).
(57)

Тут

ℓ1x(·, ε) =
∂J(z(·, ε), ε)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(t, c
∗
0),

ε = 0,

ℓ2(z0(·, c0), 0) =
∂J(z(·, ε), ε)

∂ε

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(t, c
∗
0),

ε = 0

є похiдними (за Фреше). Залишок J0(z0(·, c∗0)+x(·, ε), ε) розвинення функцiо-
нала J(z, ε) має вищий порядок малостi за x та ε в околi точок x = 0 та ε = 0,
нiж першi два члени розвинення (57), тому J0(z0(·, c∗0), 0) = 0. Позначимо ста-
лу (d× r)-вимiрну матрицю як

B0 = PQ∗
d

{
ℓ1Xr(·)− ℓK

[
A1(s)Xr(s)

]
(·)

}
.

Традицiйна [116] вимога PB∗
0
PQ∗

d
= 0 є менш жорсткою, оскiльки за умо-

ви (52) з огляду на рiвнiсть B0 = J0 ця вимога виконується. Проте за умови
(52) наближення до розв’язку задачi (5), (6), отриманi за допомогою iтерацiй-
ної схеми (54), задовольняють вiдповiднi наближення до крайових умов (6).
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Зокрема, у випадку знаходження наближень до перiодичного розв’язку рiв-
няння (5) за виконання умови (52) наближення, отриманi за допомогою iте-
рацiйної схеми (54), не мiстять вiкових членiв. На вiдмiну вiд праць [100, 139]
для знаходження розв’язку c(ε) ∈ Rr рiвняння (32) використано модифi-
кацiю [87, 131] традицiйного методу Ньютона—Канторовича [43]. За умови
PB∗

0
PQ∗

d
= 0 будемо казати, що крайова задача (5), (6) є критичним випадком

першого порядку. Тут PB∗
0

— матриця-ортопроєктор: PB∗
0
: Rd → N(B∗

0). Для
ключової матрицi у традицiйнiй схемi аналiзу та для побудови її розв’язкiв
виконується рiвнiсть [38, 116]

B0 =
∂F0(c

∗
0)

∂c0
.

Зауважимо також, що вигляд (5), (6) отримується за допомогою матричних
крайових задач, при цьому визначення критичного випадку першого порядку
поширюється i на матричнi крайовi задачi [127, 129].

Приклад 1.7 Продемонструємо ефективнiсть теореми 1.5 на прикладi за-
дачi про знаходження 2π-перiодичних розв’язкiв нелiнiйного рiвняння Дюф-
фiнга зi збуренням:

y′′ + y = f(t) + Y (y), Y (y) := y3. (58)

Неоднорiднiсть f(t) ∈ C[0; 2π] нелiнiйного рiвняння Дюффiнга f(t) вва-
жатимемо неперервною 2π-перiодичною функцiєю. Перiодичнi розв’язки не-
лiнiйного рiвняння Дюффiнга (58) будемо шукати в околi розв’язку y0(t, c0) =
= c0 cos t, c0 ∈ R1, однорiдної частини цього рiвняння. Вважаємо викона-
ною умову розв’язностi 2π-перiодичної задачi для лiнiйної частини рiвняння
Дюффiнга (58): ∫ 2π

0
cos t f(t) dt = 0, (59)

при цьому лiнiйна частина цiєї задачi має однопараметричну сiм’ю розв’язкiв:

y0(t, c0) = c0 cos t+G

[
f(s)

]
(t), c0 ∈ R1,

зображувану оператором Грiна

G

[
f(s)

]
(t) :=

∫ t

0
sin(t− s) f(s) ds

2π-перiодичної задачi для лiнiйної частини рiвняння y′′ + y = f(t). Перiодич-
нi розв’язки рiвняння Дюффiнга (58) y(t) = y0(t, c0) + x(t) будемо шукати в
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околi розв’язку y0(t, c0) лiнiйної частини цього рiвняння у виглядi розкладу
за косинусами незалежної змiнної [98]. Для знаходження збурення x(t) одер-
жуємо 2π-перiодичну задачу для рiвняння x′′+x = Y (y0+x), розв’язної тодi
i тiльки тодi, коли

2π∫
0

Y (y0(t, c0) + x(t)) cos t dt = 0. (60)

Для знаходження амплiтуди c0 ∈ R1 породжувального розв’язку y0(t, c0)
застосовуємо рiвняння

F0(c0) :=

2π∫
0

Y (y0(t, c0)) cos t dt = 0. (61)

Це рiвняння традицiйно називають рiвнянням для породжувальних амплiтуд
2π-перiодичної задачi для рiвняння Дюффiнга (58). Рiвняння (61) при f(t) =
= cos 3t має єдиний простий дiйсний корiнь [98]:

c∗0 = −1

8
, B0 := F ′(c∗0), B0 =

3π

128
̸= 0.

Наближення до перiодичного розв’язку нелiнiйного рiвняння Дюффiнга
(58) шукатимемо в околi породжувального розв’язку y0(t, c∗0) у виглядi

yk+1(t) = ck+1(ε) cos t+ xk+1(t), c0(ε) ≡ c∗0, (62)

xk+1(t) := G

[
Y (y0(s, c

∗
0) + ck cos s+ xk(s))

]
(t), k = 0, 1, 2 , ...

Iтерацiйна схема (62) вiдповiдає методу простих iтерацiй [116]. Умовою збiж-
ностi iтерацiйної схеми (62) є вимога стиснення:∣∣∣∣∣∣∣∣G′

x

[
Y (y0(s, c

∗
0) + ck cos s+ xk(s))

]∣∣∣∣∣∣∣∣ < λ < 1, k = 0, 1, 2 ...

Перiодична задача для рiвняння першого наближення

x′′1(t) + x1(t) = Y (y0(t, c
∗
0))

є розв’язною з огляду на рiвнiсть F0(c
∗
0) = 0, при цьому

x1(t) = − 31 cos t

163 840
+

3 cos 3t

16 384
+

cos 9t

163 840
.
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Умову збiжностi iтерацiйної схеми (62), а саме: вимогу стиснення для опе-
ратора G для рiвняння першого наближення виконано:∣∣∣∣∣∣∣∣G′

x

[
Y (y0(s, c

∗
0))

]
(·)
∣∣∣∣∣∣∣∣
C[0,2π]

≈ 0, 0455 389 ≪ 1 .

Умова iснування 2π-перiодичного розв’язку рiвняння Дюффiнга (58) на
першому кроцi має вигляд

2π∫
0

Y (y1(t, c1)) cos t dt = 0.

Для знаходження розв’язку c1 ∈ R1 останнього рiвняння застосуємо iтера-
цiйну схему (53), при цьому

c1 ≈
1 184 219

6 286 734 039
, F (c1) ≈ 0,

i умову (52) на першому кроцi виконано:

θ · |c1 − c∗0| ≈ 0, 00 726 098 ≪ 1.

Для другого кроку покладемо

y2(t) = c2 cos t+ x2(t), c2 ∈ R1,

де

x2(t) = − 2 679 191 cos t

14 223 197 261
+
11 140 594 cos 3t

61 113 645 011
+

220 541 cos 9t

36 303 344 650
− 835 cos 15t

2 622 815 013 818
.

Вимогу стиснення у разi оператора G для рiвняння другого наближення
виконано: ∣∣∣∣∣∣∣∣G′

x

[
Y (y1(s, c1))

]
(·)
∣∣∣∣∣∣∣∣
C[0;2π]

≈ 0, 0454 055 ≪ 1 .

Для знаходження сталої c2 ∈ R1 застосовуємо iтерацiйну схему (53), при
цьому

c2 ≈
1 184 219

6 286 734 039
, F2(c

∗
2) ≈ 0,

i умову (52) на другому кроцi виконано: θ · |c2− c∗0| ≈ 0, 0362 726 ≪ 1. Вимогу
стиснення для оператора G у разi рiвняння третього наближення виконано:∣∣∣∣∣∣∣∣G′

x

[
Y (y2(s, c

∗
2))

]
(·)
∣∣∣∣∣∣∣∣
C[0;2π]

≈ 0, 0454 064 ≪ 1 .
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Для знаходження сталої c3 ∈ R1 використаємо iтерацiйну схему (53), при-
чому

c3 ≈
2 395 933

12 719 180 575
, F3(c3) ≈ 0,

i умову (52) на третьому кроцi виконано: θ · |c3 − c∗0| ≈ 0, 0362 733 ≪ 1.
Зауважимо, що iтерацiйна схема (53) дає змогу знаходити сталi c1, c2, c3 ∈ R1

за одну iтерацiю. Отже, знайдено третє наближення до розв’язку нелiнiйного
рiвняння Дюффiнга (58):

y3(t) = − 345 cos t

1 608 254 353 012
−19 084 003 cos 3t

152 895 002
+

85 835 cos 9t

14 129 039 197
− 1763 cos 15t

5 564 301 169 003
.

З метою оцiнювання точностi знайдених наближень до розв’язку перiодичної
задачi для рiвняння Дюффiнга (58) визначимо нев’язки

∆k :=

∣∣∣∣∣∣∣∣y′′k(t) + yk(t)− f(t)− y3k(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣
C[0;2π]

, k = 0, 1, 2, 3.

Зокрема,

∆0 ≈ 0, 00195 313, ∆1 ≈ 8, 87 541·10−6, ∆2 ≈ 3, 93 095·10−8, ∆3 ≈ 1, 77 160·10−10.

Порiвняємо знайденi нульове i першi три наближення до перiодичного
розв’язку рiвняння Дюффiнга (58) з нульовим y0p(t, c

∗
0) = y0(t, c

∗
0) та першими

трьома наближеннями до перiодичного розв’язку рiвняння Дюффiнга (58),
якi знайдено за допомогою методу Пуанкаре:

y1p(t, ε) = y0(t, c
∗
0) + ε u1(t), u1(t) =

1

163 840

(
30 cos 3t+ cos 9t

)
,

y2p(t, ε) = y0(t, c
∗
0) + ε u1(t) + ε2 u2(t),

u2(t) = − 3

46 976 204 800

(
12 740 cos 3t+ 448 cos 9t+ 5 cos 15t

)
,

y3p(t, ε) = y0(t, c
∗
0) + ε u1(t) + ε2 u2(t) + ε3 u3(t).

Тут

u3(t) =
3

74 079 595 921 408 000

(
119 097 440 cos 3t+

+4 250 631 cos 9t+ 61 270 cos 15t+ 406 cos 21t

)
.
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Визначенi за допомогою методу Пуанкаре нульове та першi три наближення
до перiодичного розв’язку рiвняння Дюффiнга (58) характеризують нев’язки

δkp(ε) =

∣∣∣∣∣∣∣∣y′′kp(t) + ykp(t)− f(t)− y3kp(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣
C[0;2π]

, k = 0, 1, 2, 3.

Зокрема, при ε = 0, 1 маємо

δ1p(0, 1) ≈ 8, 85 575·10−6, δ2p(0, 1) ≈ 5, 27 928·10−8, δ3p(0, 1) ≈ 3, 59 541·10−10.

Таким чином, знайденi нульове та першi три наближення до перiодично-
го розв’язку рiвняння Дюффiнга (58) за допомогою iтерацiйної схеми (62)
точнiшi нiж вiдповiднi нев’язки перших наближень, визначених за допомо-
гою методу Пуанкаре. Зазначимо, що дослiджена нелiнiйна перiодична зада-
ча для рiвняння Дюффiнга (58) не є слабконелiнiйною на вiдмiну вiд най-
бiльш дослiджених крайових задач для звичайних диференцiальних рiвнянь
[38, 100, 116, 139]. Крiм того, в разi побудови наближень до розв’язку перi-
одичної задачi для рiвняння Дюффiнга (58) (на вiдмiну вiд статтi [110]) на
кожному кроцi забезпечено точне виконання умов розв’язностi, якi гаранту-
ють вiдсутнiсть вiкових членiв. За умови PB∗

0
PQ∗

d
= 0 у критичному випадку

першого порядку для розв’язування крайової задачi (5), (6) можна викори-
стати технiку найменших квадратiв [83, 140].

1.3.4 Побудова наближених розв’язкiв крайової задачi
методом найменших квадратiв

Побудова наближених розв’язкiв крайової задачi (8), (9) за методом про-
стих iтерацiй у критичному випадку першого порядку є найпростiшою
та найзручнiшою, але для iтерацiйної процедури (47) характерна лiнiйна
збiжнiсть. Для iтерацiй, побудованих за методом Ньютона—Канторовича,
властивою є квадратична збiжнiсть, однак використання схеми Ньютона—
Канторовича пов’язане зi швидко збiльшуваною вiд iтерацiї до iтерацiї скла-
днiстю розрахункiв. Побудова наближених розв’язкiв крайової задачi (8), (9)
як за методом простих iтерацiй, так i з використанням схеми Ньютона—
Канторовича в критичному випадку першого порядку зумовлює необхiднiсть
фiксацiї малого параметра. Для знаходження наближених розв’язкiв кра-
йової задачi (8), (9) в критичному випадку першого порядку як функцiй
малого параметра у виглядi часткових сум узагальненого ряду Фур’є (за
М.М. Криловим) застосуємо класичний [5, 48] метод найменших квадратiв.
Припустимо, що φ1(t), φ2(t), ... , φk(t), ... — система лiнiйно-незалежних
неперервно-диференцiйовних n-вимiрних вектор-функцiй. Перше наближен-
ня до розв’язкiв крайової задачi (39), (40):

x1(t, ε) = Xr(t)cr(ε) + x
(1)
1 (t, ε)
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шукатимемо як розв’язок крайової задачi:

x′1(t, ε) = A(t)x1(t, ε) + ε

[
Z(z0(t, c

∗
r), t, 0) +A1(t)x1(t, ε)

]
, (63)

ℓx1(·, ε) = ε

[
J(z0(·, c∗r), 0) + ℓ1x1(·, ε)

]
. (64)

Наближення до частинного розв’язку крайової задачi (63), (64) шукаємо у
виглядi

x
(1)
1 (t, ε) ≈ ξ1(t, ε) =

k∑
i=1

c
(i)
1 (ε)φi(t).

Позначимо (n× k)-вимiрну матрицю як

φ(t) =

[
φ1(t) φ2(t) ... φk(t)

]
.

Взагалi кажучи, перше наближення

ξ1(t, ε) = φ(t)c1(ε), c1(ε) =

[
c
(1)
1 (ε) c

(2)
1 (ε) ... c

(k)
1 (ε)

]∗
не є розв’язком крайової задачi (63), (64), тому вимагатимемо, щоб

F (c1(ε)) =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
[
A(t) + εA1(t)

]
ξ1(t, ε) + εZ(z0(t, c

∗
r), t, 0)−

−ξ′1(t, ε)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

L2[a,b]

+

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
[
εℓ1 − ℓ

]
ξ1(·, ε) + εJ(z0(·, c∗r), 0)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

Rm

→ min

для фiксованої матрицi φ(t). Функцiя F (c1(ε)) зображується у виглядi

F (c1(ε)) =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣Φ(t, ε)c1(ε)+εZ(z0(t, c∗r), t, 0)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

L2[a,b]

+

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣Ψ(ε)c1(ε)+εJ(z0(·, c∗r), 0)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

Rm

,

де

Φ(t, ε) =

[
A(t) + εA1(t)

]
φ(t)− φ′(t), Ψ(ε) =

[
εℓ1 − ℓ

]
φ(·).

З огляду на необхiднiсть умови мiнiмiзацiї функцiї F (c1(ε)) отримуємо
рiвняння [

Γ

(
φ(·)

)
+ Γ

(
ℓφ(·)

)]
· c1(ε) =
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= −ε ·
∫ b

a
Φ∗(t, ε)Z(z0(t, c

∗
r), t, 0) dt− ε ·Ψ∗(ε)J(z0(·, cr∗), 0),

що є однозначно розв’язним вiдносно вектора c1(ε) ∈ Rk за умови невиро-
дженостi суми (k × k)-вимiрних матриць Грама [83, 124]:

Γ

(
φ(·)

)
=

∫ b

a
Φ∗(t, ε) · Φ(t, ε)dt, Γ

(
ℓφ(·)

)
= Ψ∗(ε) ·Ψ(ε).

Так само знаходимо вектор

c1(ε) = −ε ·

[
Γ

(
φ(·)

)
+ Γ

(
ℓφ(·)

)]−1

×

×

{∫ b

a
Φ∗(t, ε)Z(z0(t, c

∗
r), t, 0)dt+Ψ∗(ε)J(z0(·, c∗r), 0)

}
,

який визначає перше наближення x1(t, ε) ≈ Xr(t)cr(ε) + ξ1(t, ε) до розв’язку
крайової задачi (63), (64). Тут

ξ1(t, ε) = −εφ(t) ·

[
Γ

(
φ(·)

)
+ Γ

(
ℓφ(·)

)]−1

×

×

{∫ b

a
Φ∗(t, ε)Z(z0(t, cr), t, 0)dt+Ψ∗(ε)J(z0(·, cr), 0)

}
є найкращим (в сенсi найменших квадратiв) наближенням до частинно-
го розв’язку крайової задачi (63), (64). Оскiльки систему φ1(t), φ2(t), ...,
..., φk(t), ... утворюють неперервно-диференцiйовнi вектор-функцiї, то знай-
дене наближення також неперервно-диференцiйовне. Друге наближення до
розв’язку крайової задачi (39), (40) x2(t, ε) = Xr(t)cr(ε)+ x

(1)
2 (t, ε) шукаємо,

як розв’язок крайової задачi:

dx2(t, ε)/dt = A(t)x2(t, ε) + ε

[
Z(z0(t, c

∗
r), t, 0)+ (65)

+A1(t)x2(t, ε) + εA2(t) +R1(z0(t, c
∗
r) + x1(t, ε), t, ε)

]
,

ℓx2(·, ε) = ε

[
J(z0(·, c∗r), 0) + ℓ1x2(·, ε)+ (66)
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+εℓ2(z0(·, c∗r), 0) + J1(z0(·, c∗r) + x1(·, ε), ε)

]
.

Наближення до частинного розв’язку крайової задачi (65), (66):

x
(1)
2 (t, ε) ≈ ξ1(t, ε) + ξ2(t, ε)

визначає вектор-функцiя

ξ2(t, ε) = φ(t)c2(ε) =
k∑

i=1

c
(i)
2 (ε)φi(t), c2(ε) =

[
c
(1)
2 (ε) c

(2)
2 (ε) ... c

(k)
2 (ε)

]∗
.

У загальному випадку доданок ξ1(t, ε)+ξ2(t, ε) не є розв’язком крайової задачi
(65), (66), тому вимагатимемо, щоб

F (c2(ε)) =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
[
A(t) + εA1(t)

]
ξ2(t, ε) + ε2A2(t)+

+εR1(z0(t, c
∗
r) + ξ1(t, ε), t, ε)− ξ′2(t, ε)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

L2[a,b]

+

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
[
εℓ1 − ℓ

]
ξ2(·, ε)+

+ε2ℓ2(z0(·, c∗r), 0) + εJ1(z0(·, c∗r) + ξ1(·, ε), ε)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

Rm

→ min

для фiксованої матрицi φ(t). Функцiю F (c2(ε)) зображують у виглядi

F (c2(ε)) =

∫ b

a

{
Φ(t, ε)c2 + ε2A2(t) + εR1(z0(t, c

∗
r) + ξ1(t, ε), t, ε)

}∗

×

×

{
Φ(t, ε)c2 + ε2A2(t) + εR1(z0(t, c

∗
r) + ξ1(t, ε), t, ε)

}
dt+

+

{
Ψ(ε)c2 + ε2ℓ2(z0(·, c∗r), 0) + εJ1(z0(·, c∗r) + ξ1(·, ε), ε)

}∗

×

×

{
Ψ(ε)c2 + ε2ℓ2(z0(·, c∗r), 0) + εJ1(z0(·, c∗r) + ξ1(·, ε), ε)

}
.

З огляду на необхiдну умову мiнiмiзацiї функцiї F (c2(ε)) отримуємо рiвняння[
Γ

(
φ(·)

)
+ Γ

(
ℓφ(·)

)]
· c2(ε) =
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= −ε ·
∫ b

a
Φ∗(t, ε)

[
εA2(t) +R1(z0(t, c

∗
r) + ξ1(t, ε), t, ε)

]
dt−

−ε ·Ψ∗(ε)

[
εℓ2(z0(·, c∗r), 0) + J1(z0(·, c∗r) + ξ1(·, ε), ε)

]
.

За умови

det

[
Γ

(
φ(·)

)
+ Γ

(
ℓφ(·)

)]
̸= 0

знаходимо вектор

c2(ε) = −ε ·

[
Γ

(
φ(·)

)
+ Γ

(
ℓφ(·)

)]−1

×

×

{∫ b

a
Φ∗(t, ε)

[
εA2(t) +R1(z0(t, c

∗
r) + ξ1(t, ε), t, ε)

]
dt+

+Ψ∗(ε)

[
εℓ2(z0(·, c∗r), 0) + J1(z0(·, c∗r) + ξ1(·, ε), ε)

]}
,

який визначає найкраще (в сенсi найменших квадратiв) наближення до час-
тинного розв’язку x(1)2 (t, ε) ≈ ξ1(t, ε) + ξ2(t, ε) крайової задачi (65), (66). Тут

ξ2(t, ε) = −εφ(t) ·

[
Γ

(
φ(·)

)
+ Γ

(
ℓφ(·)

)]−1

×

×

{∫ b

a
Φ∗(t, ε)

[
εA2(t) +R1(z0(t, c

∗
r) + ξ1(t, ε), t, ε)

]
dt+

+Ψ∗(ε)

[
εℓ2(z0(·, c∗r), 0) + J1(z0(·, c∗r) + ξ1(·, ε), ε)

]}
.

Таким чином, на другому кроцi iтерацiйної процедури знайдено найкра-
ще (в сенсi найменших квадратiв) наближення x2(t, ε) ≈ Xr(t)cr(ε)+ξ1(t, ε)+
+ξ2(t, ε) до частинного розв’язку крайової задачi (65), (66). Третє наближе-
ння до розв’язку крайової задачi (39), (40) x3(t, ε) = Xr(t)cr(ε) + x

(1)
3 (t, ε)

шукаємо як розв’язок крайової задачi

dx3(t, ε)/dt = A(t)x3(t, ε) + ε

[
Z(z0(t, c

∗
r , t, 0)+ (67)
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+A1(t)x3(t, ε) + εA2(t) +R1(z0(t, c
∗
r) + x2(t, ε), t, ε)

]
,

ℓx3(·, ε) = ε

[
J(z0(·, c∗r), 0) + ℓ1x3(·, ε)+ (68)

+εℓ2(z0(·, c∗r), 0) + J1(z0(·, c∗r) + x2(·, ε), ε)

]
.

Наближення до частинного розв’язку крайової задачi (67), (68):

x
(1)
3 (t, ε) ≈ ξ1(t, ε) + ξ2(t, ε) + ξ3(t, ε)

визначає вектор-функцiя

ξ3(t, ε) = φ(t)c3(ε) =
k∑

i=1

c
(i)
3 (ε)φi(t), c3(ε) =

[
c
(1)
3 (ε) c

(2)
3 (ε) ... c

(k)
3 (ε)

]∗
.

У загальному випадку сума ξ1(t, ε)+ξ2(t, ε)+ξ3(t, ε) не є розв’язком крайо-
вої задачi (67), (68), тому вимагатимемо, щоб

F (c3(ε)) =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
[
A(t) + εA1(t)

]
ξ3(t, ε) + ε

[
R1(z0(t, c

∗
r) + ξ1(t, ε) + ξ2(t, ε), t, ε)−

−R1(z0(t, c
∗
r) + ξ1(t, ε), t, ε)

]
− ξ′3(t, ε)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

L2[a,b]

+

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
[
εℓ1 − ℓ

]
ξ3(·, ε)+

−ε
[
J1(z0(·, c∗r) + ξ1(·, ε) + ξ2(·, ε), ε)− J1(z0(·, c∗r) + ξ1(·, ε), ε)

]∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

Rm

→ min

для фiксованої матрицi φ(t). Функцiя F (c3(ε)) зображується у виглядi

F (c3(ε)) =

∫ b

a

{
Φ(t, ε)c3 + ε

[
R1(z0(t, c

∗
r) + ξ1(t, ε) + ξ2(t, ε), t, ε)−

−R1(z0(t, c
∗
r) + ξ1(t, ε), t, ε)

]}∗

×

×

{
Φ(t, ε)c3+ε

[
R1(z0(t, c

∗
r)+ξ1(t, ε)+ξ2(t, ε), t, ε)−R1(z0(t, c

∗
r)+ξ1(t, ε), t, ε)

]}
dt+
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+

{
Ψ(ε)c3 + ε

[
J1(z0(·, c∗r) + ξ1(·, ε) + ξ2(·, ε), ε)− J1(z0(·, c∗r) + ξ1(·, ε), ε)

]}∗

×

×

{
Ψ(ε)c3 − ε

[
J1(z0(·, c∗r) + ξ1(·, ε) + ξ2(·, ε), ε)− J1(z0(·, c∗r) + ξ1(·, ε), ε)

]}
.

За умови

det

[
Γ

(
φ(·)

)
+ Γ

(
ℓφ(·)

)]
̸= 0

знаходимо вектор

c3(ε) = −ε ·

[
Γ

(
φ(·)

)
+ Γ

(
ℓφ(·)

)]−1

×

×

{∫ b

a
Φ∗(t, ε)

[
R1(z0(t, c

∗
r)+ξ1(t, ε)+ξ2(t, ε), t, ε)−R1(z0(t, c

∗
r)+ξ1(t, ε), t, ε)

]
dt+

+Ψ∗(ε)

[
J1(z0(·, c∗r) + ξ1(·, ε) + ξ2(·, ε), ε)− J1(z0(·, c∗r) + ξ1(·, ε), ε)

]}
,

який визначає найкраще (в сенсi найменших квадратiв) наближення до час-
тинного розв’язку x

(1)
3 (t, ε) ≈ ξ1(t, ε) + ξ2(t, ε) + ξ3(t, ε) крайової задачi (67),

(68). Тут

ξ3(t, ε) = −εφ(t) ·

[
Γ

(
φ(·)

)
+ Γ

(
ℓφ(·)

)]−1{∫ b

a
Φ∗(t, ε)×

×
[
R1(z0(t, c

∗
r) + ξ1(t, ε) + ξ2(t, ε), t, ε)−R1(z0(t, c

∗
r) + ξ1(t, ε), t, ε)

]
dt+

+Ψ∗(ε)

[
J1(z0(·, c∗r) + ξ1(·, ε) + ξ2(·, ε), ε)− J1(z0(·, c∗r) + ξ1(·, ε), ε)

]}
.

Таким чином, на третьому кроцi iтерацiйної процедури маємо найкраще
(в сенсi найменших квадратiв) наближення

x3(t, ε) ≈ Xr(t)cr(ε) + ξ1(t, ε) + ξ2(t, ε) + ξ3(t, ε)

до частинного розв’язку крайової задачi (67), (68). Припустимо, що знайдено
(j + 1)-наближення (j = 1, 2, ... ) до розв’язку крайової задачi (39), (40).
Наступне (j+2)-наближення до розв’язку крайової задачi (39), (40) шукаємо,
як розв’язок крайової задачi
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dxj+2(t, ε)/dt = A(t)xj+2(t, ε) + ε

[
Z(z0(t, c

∗
r), t, 0)+ (69)

+A1(t)xj+2(t, ε) + εA2(t) +R1(z0(t, c
∗
r) + xj+1(t, ε), t, ε)

]
,

ℓxj+2(·, ε) = ε

[
J(z0(·, c∗r), 0) + ℓ1xj+2(·, ε)+ (70)

+εℓ2(z0(·, c∗r), 0) + J1(z0(·, c∗r) + xj+1(·, ε), ε)

]
.

Наближення до частинного розв’язку крайової задачi (69), (70):

x
(1)
j+2(t, ε) ≈

j+2∑
i=1

ξi(t, ε)

визначає вектор-функцiя

ξj+2(t, ε) = φ(t)cj+2(ε) =

k∑
i=1

c
(i)
j+2(ε)φi(t), cj+2(ε) =

[
c
(1)
j+2(ε) c

(2)
j+2(ε) ... c

(k)
j+2(ε)

]∗
.

Вимагатимемо, щоб

F (cj+2(ε)) =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
[
A(t)+εA1(t)

]
ξj+2(t, ε)+ε

[
R1(z0(t, c

∗
r)+ξ1(t, ε)+...+ξj+1(t, ε), t, ε)−

−R1(z0(t, c
∗
r) + ξ1(t, ε), t, ε) + ...+ ξj(t, ε)

]
− ξ′j+2(t, ε)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

L2[a,b]

+

+

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
[
εℓ1 − ℓ

]
ξj+2(·, ε) + ε

[
J1(z0(·, c∗r) + ξ1(·, ε) + ...+ ξj+1(·, ε), ε)−

−J1(z0(·, c∗r) + ξ1(·, ε) + ...+ ξj(·, ε), ε)
]∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

Rm

→ min

для фiксованої матрицi φ(t). За умови

det

[
Γ

(
φ(·)

)
+ Γ

(
ℓφ(·)

)]
̸= 0
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знаходимо вектор

cj+2(ε) = −ε ·

[
Γ

(
φ(·)

)
+ Γ

(
ℓφ(·)

)]−1

×

×

{∫ b

a
Φ∗(t, ε)

[
R1(z0(t, c

∗
r) + ξ1(t, ε) + ...+ ξj+1(t, ε), t, ε)−

−R1(z0(t, c
∗
r) + ξ1(t, ε), t, ε) + ...+ ξj(t, ε)

]
dt+

+Ψ∗(ε)

[
J1(z0(·, c∗r)+ξ1(·, ε)+...+ξj+1(·, ε), ε)−J1(z0(·, c∗r)+ξ1(·, ε)+...+ξj(·, ε), ε)

]}
,

який визначає найкраще (в сенсi найменших квадратiв) наближення до час-
тинного розв’язку x(1)j+2(t, ε) крайової задачi (69), (70). Тут

ξj+2(t, ε) = −εφ(t) ·

[
Γ

(
φ(·)

)
+ Γ

(
ℓφ(·)

)]−1

×

×

{∫ b

a
Φ∗(t, ε)

[
R1(z0(t, c

∗
r) + ξ1(t, ε) + ...+ ξj+1(t, ε), t, ε)−

−R1(z0(t, c
∗
r) + ξ1(t, ε), t, ε) + ...+ ξj(t, ε)

]
dt+

+Ψ∗(ε)

[
J1(z0(·, c∗r)+ξ1(·, ε)+...+ξj+1(·, ε), ε)−J1(z0(·, c∗r)+ξ1(·, ε)+...+ξj(·, ε), ε)

]}
.

Таким чином, на (j+2)-му кроцi iтерацiйної процедури знайдено найкра-
ще (в сенсi найменших квадратiв) наближення до частинного розв’язку:

xj+2(t, ε) ≈ Xr(t)cr(ε) +

j+2∑
i=1

ξi(t, ε)

крайової задачi (69), (70). Задля оцiнювання точностi iтерацiй за мето-
дом найменших квадратiв у критичному випадку припустимо, що оператор

Φ

(
z0(t, c

∗
r) + x(t, ε)

)
у деякому досить малому околi Ω нуля є оператором

стиснення, при цьому для довiльних вектор-функцiй y1(t, ε), y2(t, ε) ∈ Ω,
справджується нерiвнiсть∣∣∣∣∣∣∣∣Φy1(t, ε)− Φy2(t, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ λ · ||y1(t, ε)− y2(t, ε)||, λ < 1.
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Згiдно з принципом Каччiопполi—Банаха [43, c. 605] у цьому випадку в досить
малому додатному околi Ω нуля iснує єдина нерухома точка x∗(t, ε) вiдобра-

ження Φx(t, ε), яка є положенням рiвноваги рiвняння x(t, ε) = Φ

(
x(t, ε)

)
.

Для знаходження нерухомої точки x∗(t, ε) вiдображення Φx(t, ε) застосову-
ють iтерацiйну процедуру (47). Природно припустити, що перше наближення
x1(t, ε) = Φ(0) ̸= 0, тобто припустимо, що нерухома точка x∗(t, ε) вiдображен-
ня Φx(t, ε) є вiдмiнною вiд нуля. У цьому випадку∣∣∣∣∣∣∣∣x∗(t, ε)− x1(t, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∣∣∣∣Φx∗(t, ε)− Φ(0)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ λ · ||x∗(t, ε)||.

Позначимо

δ1(ε) =

∣∣∣∣∣∣∣∣x1(t, ε)− ξ1(t, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣
||x∗(t, ε)||

.

Величина δ1(ε) залежить вiд вибору (n × k)-матрицi φ(t). Використовуючи
нерiвнiсть трикутника, одержуємо оцiнку∣∣∣∣∣∣∣∣x∗(t, ε)− ξ1(t, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ (λ+ δ1) · ||x∗(t, ε)||.

Для другого наближення, обчисленого згiдно з iтерацiйною процедурою
(47), виконується нерiвнiсть∣∣∣∣∣∣∣∣x∗(t, ε)− x2(t, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ λ2 · ||x∗(t, ε)||.

Позначимо

δ2(ε) =

∣∣∣∣∣∣∣∣x2(t, ε)− (ξ1(t, ε) + ξ2(t, ε)

)∣∣∣∣∣∣∣∣
||x∗(t, ε)||

.

Використовуючи нерiвнiсть трикутника, одержуємо оцiнку∣∣∣∣∣∣∣∣x∗(t, ε)− (ξ1(t, ε) + ξ2(t, ε)

)∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ (λ2 + δ2) · ||x∗(t, ε)||.

Аналогiчно ∣∣∣∣∣∣∣∣x∗(t, ε)− k∑
i=1

ξi(t, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ (λk + δk) · ||x∗(t, ε)||.
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Тут

δk(ε) =

∣∣∣∣∣∣∣∣xk(t, ε)− (ξ1(t, ε) + ... + ξk(t, ε)

)∣∣∣∣∣∣∣∣
||x∗(t, ε)||

.

Для досить малої величини

δ(ε) = max
0≤i≤k

δi(ε)

при k ≤ κ виконуються нерiвностi

λk + δ(ε) < λk−1 + δ(ε) < ... < λ2 + δ(ε) < λ+ δ(ε) < 1,

якi гарантують досить мале значення норми рiзницi∣∣∣∣∣∣∣∣x∗(t, ε)− k∑
i=1

ξi(t, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣.
На вiдмiну вiд методу простих iтерацiй використання побудованої за ме-

тодом найменших квадратiв iтерацiйної процедури дає змогу знаходити iте-
рацiї довiльно високого порядку, однак точнiсть наближення, отриманого за
допомогою методу найменших квадратiв, обмежена величиною порядку δ(ε),
яка в свою чергу залежить вiд вибору (n × k)-матрицi φ(t). Окрiм того, на
точнiсть одержаних за методом найменших квадратiв наближень впливають
похибки наближених обчислень. Отже, доведено таку теорему [83, 124].

Теорема 1.6 Припустимо, що для крайової задачi (5), (6) iснує критичний
випадок PQ∗ ̸= 0 i виконується умова (31) розв’язностi породжувальної за-
дачi. За цих умов для кожного кореня c∗r ∈ Rr рiвняння (33) у разi (49) задача
(39), (40) має принаймнi один розв’язок, який при ε = 0 перетворюється на
нульовий x(t, 0) ≡ 0. У випадку

det

[
Γ

(
φ(·)

)
+ Γ

(
ℓφ(·)

)]
̸= 0

цей розв’язок можна обчислити за допомогою збiжного для ε ∈ [0, ε∗] iте-
рацiйного процесу:

x1(t, ε) ≈ ξ1(t, ε) = −εφ(t) ·

[
Γ

(
φ(·)

)
+ Γ

(
ℓφ(·)

)]−1

×

×

{∫ b

a
Φ∗(t, ε)Z(z0(t, c

∗
r), t, 0)dt+Ψ∗(ε)J(z0(·, c∗r), 0)

}
; x2(t, ε) ≈ ξ1(t, ε)+ξ2(t, ε),



1.3 Критичний випадок першого порядку 65

ξ2(t, ε) = −εφ(t) ·

[
Γ

(
φ(·)

)
+ Γ

(
ℓφ(·)

)]−1

×

×

{∫ b

a
Φ∗(t, ε)

[
εA2(t) +R1(z0(t, c

∗
r) + ξ1(t, ε), t, ε)

]
dt+

+Ψ∗(ε)

[
εℓ2(z0(·, c∗r), 0) + J1(z0(·, c∗r) + ξ1(·, ε), ε)

]}
;

x3(t, ε) ≈ ξ1(t, ε)+ξ2(t, ε)+ξ3(t, ε), ξ3(t, ε) = −εφ(t)·

[
Γ

(
φ(·)

)
+Γ

(
ℓφ(·)

)]−1

×

×

{∫ b

a
Φ∗(t, ε)

[
R1(z0(t, c

∗
r)+ξ1(t, ε)+ξ2(t, ε), t, ε)−R1(z0(t, c

∗
r)+ξ1(t, ε), t, ε)

]
dt+

+Ψ∗(ε)

[
J1(z0(·, c∗r) + ξ1(·, ε) + ξ2(·, ε), ε)− J1(z0(·, c∗r) + ξ1(·, ε), ε)

]}
, ... ;

xj+2(t, ε) ≈
j+2∑
i=1

ξi(t, ε), j = 1, 2, ... , (71)

ξj+2(t, ε) = −εφ(t) ·

[
Γ

(
φ(·)

)
+ Γ

(
ℓφ(·)

)]−1

×

×

{∫ b

a
Φ∗(t, ε)

[
R1(z0(t, c

∗
r) + ξ1(t, ε) + ...+ ξj+1(t, ε), t, ε)−

−R1(z0(t, c
∗
r) + ξ1(t, ε), t, ε) + ...+ ξj(t, ε)

]
dt+Ψ∗(ε)×

×
[
J1(z0(·, c∗r)+ξ1(·, ε)+...+ξj+1(·, ε), ε)−J1(z0(·, c∗r)+ξ1(·, ε)+...+ξj(·, ε), ε)

]}
, ...

Задача (5), (6) при цьому має принаймнi один розв’язок, який при ε = 0
перетворюється на породжувальний z0(t, c

∗
r), i може бути наближеним за

формулою zk(t, ε) = z0(t, c
∗
r)+xk(t, ε), k = 1, 2, ... , за допомогою iтерацiйного

процесу (71).



66 1 Неавтономнi крайовi задачi

У випадку перiодичної крайової задачi для рiвняння (5) для побудови
наближеного розв’язку має сенс використовувати перiодичну матрицю φ(t),
при цьому iтерацiйна процедура (71) значно спрощується, оскiльки

Γ

(
ℓφ(·)

)
= 0, Ψ∗(ε) ≡ 0.

Окрiм того, для лiнiйної перiодичної крайової умови ℓz(·, ε) = z(0, ε)− z(T, ε)
справедливими є такi тотожностi [83, 124]:

ℓ1z(·) = ℓ2(z0(·, c∗r), 0) ≡ 0, J(z(·, ε), ε) ≡ J1(z(·, ε), ε) ≡ 0.

Наслiдок 1.1 Припустимо, що для задачi з перiодичною крайовою умовою
для рiвняння (5) iснує критичний випадок PQ∗ ̸= 0 i виконується умова
(31) розв’язностi породжувальної задачi. За цих умов для кожного простого
(detB0 ̸= 0) кореня c∗r ∈ Rr рiвняння (33) задача (8), (9) має єдиний розв’я-
зок, який при ε = 0 перетворюється на нульовий x(t, 0) ≡ 0. У випадку

det

[
Γ

(
φ(·)

)]
̸= 0

цей розв’язок для ε ∈ [0, ε∗] може бути наближеним за допомогою iтерацiй-
ного процесу

x1(t, ε) ≈ ξ1(t, ε) = −εφ(t) ·

[
Γ

(
φ(·)

)]−1 ∫ T

0
Φ∗(t, ε)Z(z0(t, c

∗
r), t, 0)dt;

x2(t, ε) ≈ ξ1(t, ε) + ξ2(t, ε), ξ2(t, ε) = −εφ(t) ·

[
Γ

(
φ(·)

)]−1

×

×
∫ T

0
Φ∗(t, ε)

[
εA2(t) +R1(z0(t, c

∗
r) + ξ1(t, ε), t, ε)

]
dt;

x3(t, ε) ≈ ξ1(t, ε) + ξ2(t, ε) + ξ3(t, ε), ξ3(t, ε) = −εφ(t) ·

[
Γ

(
φ(·)

)]−1

×

×
∫ T

0
Φ∗(t, ε)

[
R1(z0(t, c

∗
r)+ξ1(t, ε)+ξ2(t, ε), t, ε)−R1(z0(t, c

∗
r)+ξ1(t, ε), t, ε)

]
dt, ... ;

xj+2(t, ε) ≈
j+2∑
i=1

ξi(t, ε), j = 1, 2, ... , (72)
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ξj+2(t, ε) = −εφ(t) ·

[
Γ

(
φ(·)

)]−1 ∫ T

0
Φ∗(t, ε)

[
R1(z0(t, c

∗
r) + ξ1(t, ε) + ...+

+ξj+1(t, ε), t, ε)−R1(z0(t, c
∗
r) + ξ1(t, ε), t, ε) + ...+ ξj(t, ε)

]
dt, ...

Задача з перiодичною крайовою умовою для рiвняння (5) при цьому має
єдиний розв’язок, який при ε = 0 перетворюється на породжувальний
z(t, 0) ≡ z0(t, c

∗
r), i може бути наближеним за формулою zk(t, ε) = z0(t, c

∗
r)+

+xk(t, ε), k = 1, 2, ... , за допомогою iтерацiйного процесу (72).

Приклад 1.8 Покажемо, що iтерацiйна процедура (72) є застосовною для
знаходження наближення до перiодичного розв’язку рiвняння (50):

dz

dt
= (2t− 1)z + εz ln z, ℓz(·) = z(0, ε)− z(1, ε) = 0.

Породжувальну задачу (51) для цього рiвняння дослiджено в прикладi 1.6.
Нормальна фундаментальна матриця однорiдної частини диференцiального
рiвняння (51) — функцiя X(t) = et

2−t. Оскiльки Q = 0, то iснує критич-
ний випадок. Загальний розв’язок породжувальної задачi (51) має вигляд
z0(t, c) = c · et2−t. З огляду на єдиний нетривiальний розв’язок c∗1 = e

1
6 отри-

муємо сталу B0 = 1. Покладемо [83, 124]

φ6(t) =

[
1 t · (1− t) t · (1− t)2 t · (1− t)3 t · (1− t)4 t · (1− t)5

]
.

Матриця φ6(t) задовольняє крайову умову (50) i визначає невироджену

(6 × 6)-матрицю Грама Γ

(
φ6(·)

)
. Задля перевiрки останнього твердження

знайдемо розвинення

det

[
Γ

(
φ6(·)

)]
≈ 1212919

647 244 981 444 399 245 107 200 000
+

+
3 679 913 919 765 888 641

1 386 398 750 253 903 183 019 622 400 000
· ε2 + ... ̸= 0.

Невиродженiсть матрицi Грама Γ

(
φ6(·)

)
забезпечує можливiсть знаходжен-

ня наближення до розв’язку крайової задачi (50) за допомогою iтерацiйного
процесу (72). Перше наближення x1(t, ε) ≈ ξ1(t, ε) = φ(t) · c1(ε) до розв’язку
крайової задачi (39), (40) визначає вектор

c1(ε) = −ε ·

[
Γ

(
φ6(·)

)]−1

·
∫ T

0
Φ∗(t, ε)Z(z0(t, c

∗
r), t, 0)dt ≈
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≈ col

[
− 2, 72 097 · 10−7 − 1, 45 621 · 10−10 · ε− 0, 00 320 359 · ε2−

−1, 59 131 · 10−7 · ε3 + 0, 0 000 809 896 · ε4 − 0, 0 000 408 258 · ε5+

+0, 000 414 518 · ε6 − 0, 00 317 151 · ε7 + 0, 0 178 324 · ε8−

−0, 0 720 259 · ε9 + 0, 198 016 · ε10 − 0, 332 254 · ε11 + 0, 257 046 · ε12,

2, 72 073 · 10−7 − 0, 19 554 · ε+ 0, 00 343 683 · ε2 + 0, 00 396 644 · ε3−

−0, 0 000 726 042 · ε4 − 0, 0 000 533 456 · ε5 − 0, 000 424 831 · ε6+

+0, 00 326 058 · ε7 − 0, 0 183 758 · ε8 + 0, 0 744 472 · ε9−

−0, 205 278 · ε10 + 0, 34 539 · ε11 − 0, 267 864 · ε12,

−1, 35 394 · 10−7 + 0, 563 049 · ε+ 0, 106 853 · ε2 − 0, 00 649 617 · ε3−

−0, 00 238 175 · ε4 + 0, 000 114 958 · ε5 + 0, 000 117 308 · ε6−

−0, 000 358 307 · ε7 + 0, 00 138 363 · ε8 − 0, 00 299 176 · ε9+

+0, 000 921 885 · ε10 + 0, 010 609 · ε11 − 0, 0172 272 · ε12,

1, 75 841 · 10−7 − 0, 515 905 · ε− 0, 237 509 · ε2 − 0, 00 430 925 · ε3+

+0, 00 420 828 · ε4 + 0, 000 197 839 · ε5 − 0, 0 000 183 747 · ε6−

−0, 000 567 387 · ε7 + 0, 00 276 651 · ε8 − 0, 00 766 056 · ε9+

+0, 0 051 925 · ε10 + 0, 0 295 068 · ε11 − 0, 0 616 531 · ε12,

−8, 08 892 · 10−8 + 0, 343 937 · ε+ 0, 261 311 · ε2 + 0, 00 287 231 · ε3−

−0, 00 364 128 · ε4 − 0, 000 270 189 · ε5 + 0, 0 014 102 · ε6−

−0, 00 992 461 · ε7 + 0, 05 392 · ε8 − 0, 208 951 · ε9+

+0, 547 188 · ε10 − 0, 867 501 · ε11 + 0, 628 253 · ε12,

4, 04 485 · 10−8 − 1, 23 674 · 10−10 · ε− 0, 130 656 · ε2−

−1, 48 305 · 10−7 · ε3 + 0, 0 018 283 · ε4 − 0, 0 000 369 977 · ε5+

+0, 000 342 181 · ε6 − 0, 00 291 183 · ε7 + 0, 0 168 427 · ε8−

−0, 0 707 827 · ε9 + 0, 203 738 · ε10 − 0, 357 727 · ε11 + 0, 287 339 · ε12
]
.

Зображення вектора c1(ε) одержано розвиненням добутку

−ε ·

[
Γ

(
φ6(·)

)]−1

·
∫ T

0
Φ∗(t, ε)Z(z0(t, c

∗
r), t, 0) dt
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у ряд Тейлора в малому околi точки ε = 0, 1 (нехтуючи доданками, якi мiс-
тять малий параметр ε степеня вище за 12) i зведенням подiбних доданкiв.
Коефiцiєнти розвинення подано з точнiстю до шести значущих цифр; насту-
пнi наближення до розв’язку перiодичної задачi для рiвняння (50) не наве-
дено, оскiльки їх запис з точнiстю до шести значущих цифр не вiдрiзняється
вiд першого наближення. Задля оцiнки точностi наближень до розв’язку пе-
рiодичної задачi для рiвняння (50), одержаних за допомогою iтерацiйного
процесу (72), зафiксуємо ε = 0, 1 i збiльшимо розмiрнiсть матрицi

φ12(t) = col

[
1 , t · (1− t) , t · (1− t)2 , ... , t · (1− t)11

]∗
.

Матриця φ12(t) задовольняє крайову умову (50) i визначає невироджену (12×

×12)-матрицю Грама Γ

(
φ12(·)

)
, при цьому

det

[
Γ

(
φ12(·)

)]
≈ 5, 93 620 · 10−63.

Перше наближення до розв’язку перiодичної задачi для рiвняння (50),
одержане за допомогою методу найменших квадратiв, має вигляд

x1(t, ε) ≈ −0, 0 000 320 264− t ·
[
0, 0196 536 · (1− t)+

+0, 0601 986 · (1− t)2 − 0, 0 718 794 · (1− t)3 + 0, 0 869 444 · (1− t)4−

−0, 07 242 · (1− t)5 + 0, 0 594 333 · (1− t)6 − 0, 038 034 · (1− t)7t+

+0, 0 214 742 · (1− t)8 − 0, 00 829 416 · (1− t)9+

+0, 00 207 076 · (1− t)10 − 0, 000 122 446 · (1− t)11
]
.

Друге наближення до розв’язку перiодичної задачi для рiвняння (50)

x2(t, ε) ≈ ξ1(t, ε) + ξ2(t, ε)

визначає вектор

ξ2(t, ε) = −ε · φ(t) ·

[
Γ

(
φ(·)

)]−1 ∫ T

0
Φ∗(t, ε)

[
Z(z0(t, c

∗
r) + ξ1(t, ε), t, ε)−

−Z(z0(t, c∗r), t, 0)−A1(t)ξ1(t, ε)

]
dt.
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Отже,

x2(t, ε) ≈ −0, 0 000 328 073− t ·
[
0, 0 196 527 · (1− t)+

+0, 0 601 981 · (1− t)2 − 0, 0 718 842 · (1− t)3 + 0, 086 969 · (1− t)4−

−0, 072 472 · (1− t)5 + 0, 0 595 019 · (1− t)6 − 0, 0 381 007 · (1− t)7+

+0, 0 215 211 · (1− t)8 − 0, 00 831 588 · (1− t)9+

+0, 00 207 643 · (1− t)10 − 0, 000 122 812 · (1− t)11
]
.

Третє наближення до розв’язку перiодичної задачi для рiвняння (50) вiд-
повiдно до схеми (72) x3(t, ε) ≈ ξ1(t, ε) + ξ2(t, ε) + ξ3(t, ε) визначає вектор

ξ3(t, ε) = −εφ(t) ·

[
Γ

(
φ(·)

)]−1 ∫ T

0
Φ∗(t, ε)

[
Z(z0(t, c

∗
r) + ξ1(t, ε) + ξ2(t, ε), t, ε)−

−Z(z0(t, c∗r) + ξ1(t, ε), t, ε)−A1(t)ξ2(t, ε)

]
dt,

при цьому

x3(t, ε) ≈ −0, 0 000 328 073− t ·
[
0, 0196 527 · (1− t)+

+0, 0601 981 · (1− t)2 − 0, 0 718 841 · (1− t)3 + 0, 086 969 · (1− t)4−

−0, 072 472 · (1− t)5 + 0, 0595 019 · (1− t)6 − 0, 0 381 007 · (1− t)7+

+0, 0 215 211 · (1− t)8 − 0, 0 083 159 · (1− t)9+

+0, 00 207 644 · (1− t)10 − 0, 000 122 813 · (1− t)11
]
.

Зазначимо, що першi три наближення до розв’язку перiодичної задачi
для рiвняння (50), одержанi за допомогою методу найменших квадратiв, за-
довольняють крайову умову (50). Точнiсть цих наближень до розв’язку перiо-
дичної задачi для рiвняння (50) демонструє послiдовне зменшення вiд iтерацiї
до iтерацiї норм нев’язок [83, 124]:

∆i(ε) =

{∣∣∣∣∣∣∣∣A(t)zi(t, ε) + f(t) + εZ(zi(t, ε), t, ε)− dzi(t, ε)/dt

∣∣∣∣∣∣∣∣2
C[0;1]

+

+

∣∣∣∣∣∣∣∣ℓzi(·)− α− J(z0(·, c∗r) + xi(·, ε), ε)
∣∣∣∣∣∣∣∣2
R

} 1
2

, i = 0, 1, 2, ... ,
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розв’язку перiодичної задачi для рiвняння (50). Дiйсно, для ε = 0, 1 маємо

∆0(0, 1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣A(t)z0(t, c∗r) + εZ(z0(t, c
∗
r), t, 0)− z′0(t, c

∗
r)

∣∣∣∣∣∣∣∣
C[0;1]

≈ 0, 0196 893;

∆1(0, 1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣A(t)x1(t, ε) + εZ(z0(t, c
∗
r) + x1(t, ε), t, ε)− dx1(t, ε)/dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
C[0;1]

≈

≈ 1, 29 484 · 10−7;

∆2(0, 1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣A(t)x2(t, ε) + εZ(z0(t, c
∗
r) + x2(t, ε), t, ε)− dx2(t, ε)/dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
C[0;1]

≈

≈ 2, 20 191 · 10−8;

∆3(0, 1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣A(t)x3(t, ε) + εZ(z0(t, c
∗
r) + x3(t, ε), t, ε)− dx3(t, ε)/dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
C[0;1]

≈

≈ 2, 20 212 · 10−8.

Збiжнiсть iтерацiйної процедури (72) для перiодичної задачi для рiвняння
(50) зберiгається i для φ(t) = φ12(t), ε = 0, 5. У цьому випадку (12 × 12)-

вимiрна матриця Грама Γ

(
φ12(·)

)
також є невиродженою:

det

[
Γ

(
φ(·)

)]
≈ 1, 51 014 · 10−61.

Першi три наближення до розв’язку перiодичної задачi для рiвняння (50),
одержанi за допомогою методу найменших квадратiв, мають вигляд

x1(t, ε) ≈ −0, 000 796 009 + t ·
[
− 0, 0 971 863 · (1− t)+

+0, 32 332 · (1− t)2 − 0, 422 451 · (1− t)3 + 0, 545 246 · (1− t)4−

−0, 509 062 · (1− t)5 + 0, 450 928 · (1− t)6 − 0, 325 793 · (1− t)7+

+0, 200 838·(1−t)8+0, 0 903 003·(1−t)9+0, 0 266 859·(1−t)10−0, 00 344 663·(1−t)11
]
;

x2(t, ε) ≈ −0, 000 815 267 + t ·
[
− 0, 097 156 · (1− t)+

+0, 323 286 · (1− t)2 − 0, 423 051 · (1− t)3 + 0, 548 582 · (1− t)4−

−0, 516 835 · (1− t)5 + 0, 462 339 · (1− t)6 − 0, 338 136 · (1− t)7+
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+0, 210 577·(1−t)8−0, 0 955 366·(1−t)9+0, 0 284 016·(1−t)10−0, 00 368 446·(1−t)11
]
;

x3(t, ε) ≈ −0, 000 815 255 + t ·
[
− 0, 097 156 · (1− t)+

+0, 323 285 · (1− t)2 − 0, 42 305 · (1− t)3 + 0, 548 579 · (1− t)4−

−0, 51 683 · (1− t)5 + 0, 462 342 · (1− t)6 − 0, 33 816 · (1− t)7+

+0, 210 613·(1−t)8−0, 0 955 622·(1−t)9+0, 0 284 098·(1−t)10−0, 00 368 526·(1−t)11
]
.

Точнiсть наближень до розв’язку перiодичної задачi для рiвняння (50),
одержаних за допомогою методу найменших квадратiв, демонструє послiдов-
не зменшення вiд iтерацiї до iтерацiї норм нев’язок розв’язку перiодичної
задачi для рiвняння (50). Дiйсно, для ε = 0, 5 маємо

∆1(ε) ≈ 9, 96 275 · 10−11; ∆2(ε) ≈ 2, 12 559 · 10−15; ∆3(ε) ≈ 1, 06 182 · 10−16.

Зазначимо, що отриманi таким способом першi три наближення задоволь-
няють крайову умову (50).

Порiвняємо точнiсть одержаних за допомогою побудованих iтерацiйних
процедур наближених розв’язкiв перiодичної задачi для рiвняння (50), для
цього зафiксуємо значення малого параметра ε = 0, 1. Якiсть наближень,
якi маємо за допомогою iтерацiйного процесу (54), що вiдповiдає методу
Ньютона—Канторовича, демонструє послiдовне зменшення норм нев’язок:

∆1(0, 1) ≈ 0, 0196 893, ∆2(0, 1) ≈ 1, 23 248 · 10−3, ∆3(0, 1) ≈ 6, 28 002 · 10−5.

Точнiсть наближень, одержаних за допомогою iтерацiйного процесу (72),
який вiдповiдає методу найменших квадратiв, демонструє найшвидше змен-
шення нев’язок:

∆1(0, 1) ≈ 1, 29 484 ·10−7; ∆2(0, 1) ≈ 2, 20 191 ·10−8; ∆3(0, 1) ≈ 2, 20 212 ·10−8.

За умови PB∗
0
PQ∗

d
= 0 для розв’язування крайової задачi (5), (6) з вико-

ристанням технiки лiнеаризацiї можна використовувати також модифiковану
схему простих iтерацiй [82]. За умови PB∗

0
PQ∗

d
̸= 0 для розв’язування крайової

задачi (5), (6) з використанням технiки лiнеаризацiї можна застосувати тех-
нiку зведення до критичного випадку першого порядку [138] або уточнення
розкладiв нелiнiйностей крайової задачi (5), (6), при цьому можливi критичнi
випадки другого чи вищого порядку [12, 17, 18, 56, 90].
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1.4 Критичний випадок другого порядку

Припустимо, що в задачi про побудову розв’язку крайової задачi (5), (6 )
iснує критичний випадок, i рiвняння (33) має дiйснi коренi. Фiксуючи один
iз розв’язкiв c∗0 ∈ Rr рiвняння (33), одержуємо задачу про пошук розв’язкiв
[12, 17, 18, 56, 90]:

z(t, ε) = z0(t, c
∗
0) + x(t, ε), x(·, ε) ∈ C1[a, b], x(τ, ·) ∈ C[0, ε0],

крайової задачi (34), (35) в околi породжувального розв’язку

z0(t, c
∗
0) = Xr(t) c

∗
0 +G[f(s);α](t), c∗0 ∈ Rr.

Припустимо також, що виконується нерiвнiсть PB∗
0
PQ∗

d
̸= 0. У малому

околi точок x(t, ε) = 0 i ε = 0 мають мiсце розклади (56) та (57), де

R0(z0(t, c
∗
0) + x(t, ε), t, ε) =

1

2
d2(z0(t, c

∗
0), x(t, ε)) +R1(z0(t, c

∗
0) + x(t, ε), t, ε).

Тут

d2(z0(t, c
∗
0), x(t, ε)) = A3(z0(t, c

∗
0), x(t, ε))+2 εA4(z0(t, c

∗
0))x(t, ε)+ε

2A5(z0(t, c
∗
0)),

крiм того,

A3(z0(t, c
∗
0), x(t, ε)) :=

∂

∂x

{
Z ′
x(z, t, ε)x

}∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(t, c
∗
0),

ε = 0,

A4(z0(t, c
∗
0)) :=

∂

∂z

{
Z ′
ε(z, t, ε)

}∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(t, c
∗
0),

ε = 0,

A5(z0(t, c
∗
0)) :=

∂2Z(z, t, ε)

∂ε2

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(t, c
∗
0),

ε = 0.

Аналогiчно

J0(z0(·, c∗0) + x(·, ε), ε) = 1

2
d2J0(z0(·, c∗0), x(·, ε)) + J1(z0(·, c∗0) + x(·, ε), ε).

Тут
d2J0(z0(·, c∗0), x(·, ε)) =
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= ℓ3(z0(·, c∗0), x(·, ε))x(·, ε) + 2 ε ℓ4(z0(·, c∗0))x(·, ε) + ε2ℓ5(z0(·, c∗0)),

крiм того,

ℓ3(z0(·, c∗0), x(·, ε))x(·, ε) :=
∂

∂x

{
J ′
x(z(·, ε), ε)x

}∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(t, c
∗
0),

ε = 0,

ℓ4(z0(·, c∗0))x(·, ε) =
∂

∂z

{
J ′
ε(z(·, ε), ε)

}∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(t, c
∗
0),

ε = 0,

ℓ5(z0(·, c∗0)) =
∂2J(z(·, ε), ε)

∂ε2

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(t, c
∗
0),

ε = 0.

Розв’язок крайової задачi (34), (35) природно шукати в околi розв’язку
задачi

dx/dt = A(t)x+ εZ(z0(t, c
∗
0), t, ε), ℓx(·, ε) = ε J(z0(·, c∗0), ε)

у виглядi

x(t, ε) = Xr(t)c(ε) + εG1(t), G1(t) := G

[
Z(z0(s, c

∗
0)s, ε); J(z0(·, c∗0), ε)

]
(t).

Позначимо сталу (d× r)-вимiрну матрицю як

B1 = PQ∗
d

{[
ℓ3(z0(·, c∗0), G1(·)) + ℓ4(z0(·, c∗0))

]
Xr(·)−

−ℓK
[[
A3(z0(s, c

∗
0), G1(s)) +A4(z0(s, c

∗
0))

]
Xr(s)

]
(·)

}
.

З урахуванням других диференцiалiв нелiнiйностей:

Z(z0(t, c
∗
0) + x(t, ε), t, ε), J(z0(·, c∗0) + x(·, ε), ε),

а також рiвностi (33), рiвняння (32) набуває вигляду

(B0 + εB1) c(ε) = PQ∗
d

{
εℓ1G1(·) + εℓ2(z0(·, c∗0))+
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+
1

2
ℓ3(z0(·, c∗0), Xr(·)c(ε))Xr(·)c(ε) +

ε2

2
ℓ3(z0(·, c∗0), G1(·))G1(·)+

+ε2 ℓ4(z0(·, c∗0))G1(·) +
ε2

2
ℓ5(z0(·, c∗0)) + J1(z0(·, c∗0) + x(·, ε), ε)−

−ℓK
[
εA1(s)G1(s) + εA2(s) +

ε2

2
A3(z0(s, c

∗
0), G1(s))G1(s)+

+
1

2
A3(z0(t, c

∗
0), Xr(s)c(ε))Xr(s)c(ε) + ε2A4(z0(s, c

∗
0))G1(s)+

+
ε2

2
A5(z0(s, c

∗
0)) +R1(z0(t, c

∗
0) + x(t, ε), t, ε)

]
(·)

}
.

Це рiвняння є розв’язним за умови

P(B0+εB1)∗PQ∗
d
= 0, P(B0+εB1)∗ : Rd → N((B0 + εB1)

∗). (73)

За умови (73) принаймнi один розв’язок крайової задачi (34), (35) визначає
операторна система:

x(t, ε) = Xr(t)c(ε) + εG1(t), (74)

c(ε) = (B0 + εB1)
+ PQ∗

d

{
εℓ1G1(·) + εℓ2(z0(·, c∗0))+

+
1

2
ℓ3(z0(·, c∗0), Xr(·)c(ε))Xr(·)c(ε) +

ε2

2
ℓ3(z0(·, c∗0), G1(·))G1(·)+

+ε2 ℓ4(z0(·, c∗0))G1(·) +
ε2

2
ℓ5(z0(·, c∗0)) + J1(z0(·, c∗0) + x(·, ε), ε)−

−ℓK
[
εA1(s)G1(s) + εA2(s) +

ε2

2
A3(z0(s, c

∗
0), G1(s))G1(s)+

+
1

2
A3(z0(t, c

∗
0), Xr(s)c(ε))Xr(s)c(ε) + ε2A4(z0(s, c

∗
0))G1(s)+

+
ε2

2
A5(z0(s, c

∗
0)) +R1(z0(t, c

∗
0) + x(t, ε), t, ε)

]
(·)

}
.

Для побудови розв’язку операторної системи (74) за умови (73) застосуємо
метод простих iтерацiй [116]. Таким чином, доведено таку теорему [28].
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Теорема 1.7 (Достатня умова). Нехай виконується умова розв’язностi
(31) нетерової (m ̸= n) породжувальної задачi i для крайової задачi (5), (6)
iснує критичний випадок. Припустимо також, що рiвняння (33) не виро-
джується на тотожнiсть i має дiйсний корiнь c∗0 ∈ Rr. Крiм того, нехай
виконується умова (73). Тодi для кореня c∗0 ∈ Rr рiвняння для породжуваль-
них сталих (33) в околi породжувального розв’язку z0(t, c∗0) для знаходження
принаймнi одного розв’язку задачi (5), (6) застосовною є операторна систе-
ма (74).

За умови PB∗
0
PQ∗

d
̸= 0 у випадку (73) будемо казати, що для крайо-

вої задачi (5), (6) iснує критичний випадок другого порядку. У частинно-
му випадку за умови P(B0+εB1) = 0 розв’язок задачi (5), (6) є єдиним. Тут
P(B0+εB1) : Rr → N(B0 + εB1) — (r × r)-вимiрна матриця-ортопроєктор.
Критичний випадок другого порядку вперше описано в [56] для нелiнiйних
перiодичних крайових задач. Урахування похiдних

A2(z(t, c
∗
0)) ̸= 0, A3(z(t, c

∗
0), x(t, ε)) ̸= 0, ℓ2(z0(·, c∗0)) ̸= 0, ℓ3(z0(·, c∗0), x(·, ε)) ̸= 0

вiдрiзняє теорему 1.7 вiд аналогiчних теорем [17, c. 42], [18, c. 193]. Крiм то-
го, розглядуваний випадок нелiнiйностей крайової задачi (5), (6), для яких
A3(z(t, c

∗
0), x(t, ε)) · x(t, ε) ̸= 0, ℓ3(z0(·, c∗0), x(·, ε))x(·, ε) ̸= 0, є загальнiшим,

нiж наведений у [85]. Матриця B1 аналогiчна, але iстотно вiдрiзняється вiд
використаної однойменної матрицi [17, 18, 38]. Довжину вiдрiзка [0, ε∗], на
якому застосовано метод простих iтерацiй, можна оцiнити як за допомогою
мажоруючих рiвнянь Ляпунова [17, 18, 38, 56, 90, 115, 116, 135, 137], так i
безпосередньо з умови стиснення оператора, визначеного операторною систе-
мою (74), аналогiчно до [77]. Необхiдна i достатня умова (32) розв’язностi
задачi (5), (6) визначає вектор c(ε) ∈ Rr, для знаходження якого в теоре-
мi 1.7 використовується технiка лiнеаризацiї разом iз методом простих iте-
рацiй. У цьому випадку, зокрема, в процесi визначення наближень до пе-
рiодичного розв’язку рiвняння (5) з’являються вiковi члени. Щоб уникнути
цього, для розв’язування рiвняння (32) скористаємось ефективним методом
Ньютона—Канторовича [43, 87, 131]. Згiдно з прийнятими угодами функцiя
F (c(ε)) : Rr → Rd є двiчi неперервно-диференцiйовною за невiдомою c(ε) в
малому околi точки c∗0. Припустимо, що для рiвняння (32) при 0 ≤ ε ≤ ε∗ ≤ ε0
виконується умова (52). Тодi згiдно з [43] для знаходження розв’язку c(ε) рiв-
няння (32) застосовною є iтерацiйна схема

cj+1(ε) = cj(ε)− J +
j F (cj(ε)), j = 0, 1, 2, ... ,

при цьому швидкiсть збiжностi послiдовностi {cj(ε)} до розв’язку c(ε) рiвнян-
ня (32) є квадратичною. Розв’язок вихiдної задачi (5), (6) визначає iтерацiйна
схема (54). Таким чином, доведено таку теорему [28].
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Теорема 1.8 (Достатня умова). Нехай виконується умова розв’язностi
(31) нетерової (m ̸= n) породжувальної задачi i для крайової задачi (5), (6)
iснує критичний випадок. Припустимо, що рiвняння (33) не вироджується
на тотожнiсть i має дiйсний корiнь c∗0 ∈ Rr. Нехай виконується умова
(73). Крiм того, припустимо, що для рiвняння (32) для 0 ≤ ε ≤ ε∗ ≤ ε0
виконується умова (52). Тодi для кореня c∗0 ∈ Rr рiвняння для породжуваль-
них сталих (33) в околi породжувального розв’язку z0(t, c∗0) з метою пошуку
принаймнi одного розв’язку крайової задачi (5), (6) застосовують iтерацiйну
схему (54).

Промiжок ε ∈ [0, ε∗], 0 ≤ ε∗ ≤ ε0, збiжностi iтерацiйної схеми (54) до
розв’язку задачi (5), (6) можна знайти з умов (52) та (55). Тодi наближення
до розв’язку крайової задачi (5), (6), одержанi за допомогою iтерацiйної схеми
(54), задовольняють вiдповiднi наближення до крайових умов (6). Зокрема,
у процесi визначення наближень до перiодичного розв’язку рiвняння (5), за
виконання умов (52) i (55) наближення, одержанi за допомоги iтерацiйної
схеми (54), не мiстять вiкових членiв.

1.4.1 Перiодична задача для рiвняння Льєнара

Продемонструємо ефективнiсть теореми 1.8 на прикладi задачi про знахо-
дження 2π-перiодичних розв’язкiв:

y(t, ε) : y(·, ε) ∈ C2[0; 2π], y(t, ·) ∈ C2[0; ε0],

нелiнiйного рiвняння Льєнара [42, c. 174], [105]:

y′′ + y = ε Y (y, t, ε). (75)

Нелiнiйнiсть Y (y, t, ε) рiвняння Льєнара (75) припускаємо двiчi непе-
рервно-диференцiйовною за невiдомою y в малому околi породжувального
розв’язку i за малим параметром ε у малому додатному околi нуля. Крiм то-
го, вважаємо вектор-функцiю Y (y, t, ε) неперервною за незалежною змiнною
t на вiдрiзку [0, 2π]. Перiодичнi розв’язки нелiнiйного рiвняння Льєнара (75)
шукатимемо в околi розв’язку

y0(t, c0) = c0a cos t+ c0b sin t, c0a , c0b ∈ R1,

однорiдної частини цього рiвняння. Припустимо, шо виконується умова
розв’язностi: ∫ 2π

0

(
cos t
sin t

)
f(t) dt = 0
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2π-перiодичної задачi для рiвняння y′′ + y = f(t), яка має однопараметричну
сiм’ю розв’язкiв:

y0(t, c0) = c0a cos t+ c0b sin t+G

[
f(s)

]
(t), c0a , c0b ∈ R1,

подану оператором Грiна:

G

[
f(s)

]
(t) :=

∫ t

0
sin(t− s) f(s) ds.

Необхiдна i достатня умови iснування розв’язку

y(t, ε) = y0(t, c0) + x(t, ε), c0 :=

(
c0a
c0b

)
,

вихiдної 2π-перiодичної задачi для рiвняння Льєнара має вигляд

F (c(ε)) :=

2π∫
0

(
cos t
− sin t

)
Y (y(t, ε), t, ε) dt = 0. (76)

Прямуючи в рiвностi (76) до межi при ε→ 0, одержуємо необхiдну умову

F0(c0) :=

2π∫
0

(
cos t
− sin t

)
Y (y0(t, c0), t, 0) dt = 0 (77)

iснування шуканого розв’язку

y(t, ε) = y0(t, c0) + x(t, ε), x(t, ε) = ca(ε) cos t+ cb(ε) sin t+

+x(1)(t, ε), x(1)(t, ε) := εG

[
Y (y(s, ε), s, ε)

]
(t), c0a , c0b ∈ R1.

Таким чином, доведено таку лему [28].

Лема 1.2 Припустимо, що в малому околi породжувального розв’язку
y0(t, c

∗
0) ∈ C2[0; 2π] 2π-перiодична слабконелiнiйна крайова задача для рiвнян-

ня Льєнара (75) має розв’язок

y(t, ε) : y(·, ε) ∈ C2[0; 2π], y(t, ·) ∈ C2[0; ε0],

який при ε = 0 перетворюється на породжувальний y(t, 0) = y0(t, c
∗
0). Тодi

виконується рiвнiсть (77).
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Рiвняння (77) традицiйно називають рiвнянням для породжувальних ам-
плiтуд 2π-перiодичної задачi для рiвняння Льєнара (75). Припустимо, що рiв-
няння (77) має дiйснi коренi. Фiксуючи один iз розв’язкiв c∗0 ∈ R2 рiвняння
(77), отримуємо задачу про пошук розв’язку

y(t, ε) = y0(t, c
∗
0) + x(t, ε), c∗0 :=

(
c∗0a
c∗0b

)
,

крайової задачi (34), (35) в околi породжувального розв’язку y0(t, c∗0). У ма-
лому околi породжувального розв’язку y0(t, c∗0) iснує розвинення

Y (y0(t, c
∗
0) + x(t, ε), t, ε) = Y (y0(t, c

∗
0), t, 0) +A1(t)x+ (78)

+εA2(t) +R0(y0(t, c
∗
0) + x(t, ε), t, ε).

Тут

A1(t) =
∂Y (y, t, ε)

∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣ y = y0(t, c
∗
0),

ε = 0

, A2(t) =
∂Y (y, t, ε)

∂ε

∣∣∣∣∣∣∣∣ y = y0(t, c
∗
0),

ε = 0

.

Залишок R0(y(t, ε), t, ε) розвинення функцiї Y (y, t, ε) має вищий порядок
малостi за невiдомою x в малому околi нуля i за малим параметром ε у
малому додатному околi нуля, нiж першi три члени розвинення (78), тому
R0(y0(t, c

∗
0), t, 0) ≡ 0. Позначимо сталу (2× 2)-вимiрну матрицю як

B0 =

2π∫
0

(
cos t
− sin t

)
A1(t)

(
cos t sin t

)
dt.

За умови невиродженостi матрицi B0 для розв’язування 2π-перiодичної зада-
чi для рiвняння Льєнара (75) застосовується теорема 1.5. Розглянемо менш
вивчений випадок виродженостi матрицi B0. У малому околi породжуваль-
ного розв’язку y0(t, c∗0) i точки ε = 0 iснує розвинення (78), де

R0(y0(t, c
∗
0) + x(t, ε), t, ε) =

1

2
d2Y (y0(t, c

∗
0), x(t, ε))x(t, ε)+

+R1(y0(t, c
∗
0) + x(t, ε), t, ε).

Тут

d2Y (y0(t, c
∗
0), x(t, ε)) = A3(y0(t, c

∗
0), x(t, ε))+2 εA4(y0(t, c

∗
0))x(t, ε)+ε

2A5(y0(t, c
∗
0)),
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крiм того,

A3(y0(t, c
∗
0), x(t, ε)) :=

∂

∂x

{
Y ′
x(y, t, ε)x

}∣∣∣∣∣∣∣∣ y = y0(t, c
∗
0),

ε = 0,

A4(y0(t, c
∗
0)) :=

∂

∂y

{
Y ′
ε (y, t, ε)

}∣∣∣∣∣∣∣∣ y = y0(t, c
∗
0),

ε = 0,

A5(y0(t, c
∗
0)) :=

∂2Y (y, t, ε)

∂ε2

∣∣∣∣∣∣∣∣ y = y0(t, c
∗
0),

ε = 0.

Розв’язок 2π-перiодичної задачi для рiвняння Льєнара y(t, ε) = y0(t, c
∗
0)+

+x(t, ε) природно шукати в околi розв’язку 2π-перiодичної задачi

dx/dt = A(t)x+ ε Y (y0(t, c
∗
0), t, ε)

у виглядi

x(t, ε) = ca(ε) cos t+ cb(ε) sin t+ εG1(t), G1(t) := G

[
Y (y0(s, c

∗
0)s, ε)

]
(t).

Позначимо сталу (2× 2)-вимiрну матрицю як

B1 :=

2π∫
0

(
cos t
− sin t

)[
A3(y0(t, c

∗
0), G1(t)) +A4(y0(t, c

∗
0))

]
X2(t) dt,

де
X2(t) :=

(
cos t sin t

)
є (1× 2)-вимiрною матрицею. З урахуванням другого диференцiала нелiнiй-
ностi Y (y0(t, c

∗
0) + x(t, ε), t, ε), а також рiвностi (77) рiвняння (76) набуває

вигляду

(B0 + εB1) c(ε) =

∫ 2π

0

(
cos t
− sin t

)[
εA1(s)G1(s) + εA2(t)+

+
ε2

2
A3(y0(t, c

∗
0), G1(t))G1(t) + ε2A4(y0(t, c

∗
0))G1(t)+
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+
1

2
A3(y0(t, c

∗
0), X2(t)c(ε))X2(t)c(ε) +

ε2

2
A5(y0(t, c

∗
0))+

+R1(z0(t, c
∗
0) + x(t, ε), t, ε)

]
X2(t) dt.

Останнє рiвняння є розв’язним за умови

det(B0 + εB1) ̸= 0. (79)

У випадку (79) єдиний розв’язок 2π-перiодичної задачi для рiвняння Льєнара
визначає операторна система:

y(t, ε) = y0(t, c
∗
0) + x(t, ε), x(t, ε) = Xr(t)c(ε) + εG1(t), (80)

c(ε) = (B0 + εB1)
−1

2π∫
0

(
cos t
− sin t

)[
εA1(s)G1(s) + εA2(t)+

+
ε2

2
A3(y0(t, c

∗
0), G1(t))G1(t) + ε2A4(y0(t, c

∗
0))G1(t)+

+
1

2
A3(y0(t, c

∗
0), X2(t)c(ε))X2(t)c(ε) +

ε2

2
A5(y0(t, c

∗
0))+

+R1(y0(t, c
∗
0) + x(t, ε), t, ε)

]
X2(t) dt.

Для побудови розв’язку операторної системи (80) за умови (79) застосовуєть-
ся метод простих iтерацiй [116]. Таким чином, доведено таке твердження [28].

Лема 1.3 Припустимо, що рiвняння (77) не вироджується на тотож-
нiсть i має дiйсний корiнь c∗0 ∈ R2. Припустимо також, що виконано умову
(79). Тодi для кореня c∗0 ∈ R2 рiвняння для породжувальних сталих (77)
в околi породжувального розв’язку y0(t, c

∗
0) з метою пошуку розв’язку 2π-

перiодичної задачi для рiвняння Льєнара (75) за умови (52) застосовною є
операторна система (80).

За умови (79) 2π-перiодична задача для рiвняння Льєнара (75) є критич-
ним випадком другого порядку [18, 19, 56, 90, 115, 116, 135, 137]. Матриця B1

аналогiчна, але iстотно вiдрiзняється вiд ранiше використовуваної одноймен-
ної матрицi [12, 15, 17]. Необхiдну i достатню умови розв’язностi 2π-перiодичої
задачi для рiвняння Льєнара (75) визначає вектор c(ε) ∈ R2, для знаходже-
ння якого в теоремi 1.8 використано технiку лiнеаризацiї спiльно з методом
простих iтерацiй [92]. У цьому випадку, зокрема, в процесi пошуку наближень
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до перiодичного розв’язку рiвняння Льєнара (75), з’являються вiковi члени.
Щоб уникнути цього, для розв’язування 2π-перiодичної задачi для рiвнян-
ня Льєнара (75) скористаємось ефективним методом Ньютона—Канторовича
[43, 87, 131]. Згiдно з прийнятими угодами функцiя F (c(ε)) є двiчi неперервно-
диференцiйовною за невiдомою c(ε) у малому околi точки c∗0. Припустимо, що
для рiвняння (32) при 0 ≤ ε ≤ ε∗ ≤ ε0 виконується умова (52). Тодi згiдно з
[43] для знаходження розв’язку c(ε) рiвняння (32) застосовується iтерацiйна
схема

cj+1(ε) = cj(ε)− J −1
j F (cj(ε)), j = 0, 1, 2, ... ,

при цьому швидкiсть збiжностi послiдовностi {cj(ε)} до розв’язку c(ε) рiвнян-
ня (32) є квадратичною. Шуканий розв’язок вихiдної 2π-перiодичної задачi
для рiвняння Льєнара (75) визначає iтерацiйна схема

yk+1(t, ε) = y0(t, c
∗
0) + xk+1(t, ε), k = 0, 1, 2, ... ,

xk+1(t, ε) = X2(t)ξk+1(ε) + x
(1)
k+1(t, ε), F (ck+1(ε)) = 0, (81)

x
(1)
k+1(t, ε) = εG

[
Y (y0(s, c

∗
0) + xk(s, ε), s, ε)

]
(t), ck+1(ε) = c∗0 + ξk+1(ε).

Таким чином, доведено таке твердження [28].

Лема 1.4 Припустимо, що рiвняння (77) не вироджується на тотож-
нiсть i має дiйсний корiнь c∗0 ∈ Rr. Припустимо також, що 2π-перiодична
задача для рiвняння Льєнара (75) є критичним випадком другого порядку.
Тодi для кореня c∗0 ∈ Rr рiвняння для породжувальних сталих (77) в околi по-
роджувального розв’язку y0(t, c∗0) з метою пошуку розв’язку 2π-перiодичної
задачi для рiвняння Льєнара (75) застосовною є iтерацiйна схема (81).

Промiжок ε ∈ [0, ε0], 0 ≤ ε∗ ≤ ε0, збiжностi iтерацiйної схеми (81) до
розв’язку 2π-перiодичної задачi для рiвняння Льєнара (75) можна знайти з
умов (52) i (55) з урахуванням умови стиснення оператора, який визначено
операторною системою (74) аналогiчно до [77].

Приклад 1.9 Продемонструємо ефективнiсть леми 1.4 на прикладi задачi
про побудову 2π-перiодичних розв’язкiв рiвняння Льєнара:

y′′ + y = ε ·

(
y3

3
− y

)
+ ε2 sin t. (82)

Перiодичнi розв’язки нелiнiйного рiвняння Льєнара (82) шукатимемо в
околi розв’язку

y0(t, c0) = c0a cos t+ c0b sin t, c0a , c0b ∈ R1,
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лiнiйної частини цього рiвняння. Рiвняння для породжувальних амплiтуд 2π-
перiодичної задачi для рiвняння Льєнара [42, c. 174]:

F (c0) =
π

4

 c0a

(
c20a + c20b − 4

)
−c0b

(
c20a + c20b − 4

)
 = 0

має нескiнченну множину розв’язкiв; покладемо [92] c∗0a := 0, c∗0b = 2, при
цьому

B0 =

(
0 0
0 −2π

)
.

З урахуванням виродження матрицi B0 обчислимо матрицю

B1 =
π

3

(
−1 0
0 5

)
.

З огляду на невиродженiсть

det(B0 + εB1) =
π2 (6− 5 ε)

9
, 0 ≤ ε <

6

5
,

матрицi B0+ εB1 перiодична задача для рiвняння Льєнара (82) є критичним
випадком другого порядку. Перiодичну задачу для рiвняння першого набли-
ження:

x′′1(t) + x1(t) = ε Y (y0(t, c
∗
0), t, 0)

розв’язано за умови F0(c
∗
0) = 0, при цьому

y1(t, ε) = y0(t, c0) + x1(t, ε), x1(t, ε) = ca1(ε) cos t+ cb1(ε) sin t+ εG1(t),

крiм того,

ca1(ε) = 0, cb1(ε) =
ε (323 ε− 168)

96 (5 ε− 6)
.

Наступнi наближення не наводимо, оскiльки у ходi знаходження вже
другого наближення до перiодичного розв’язку рiвняння Льєнара (82)
з’являються вiковi члени:

y1(0, ε)− y1(2π, ε) =
19π ε2

12
− 65π ε3

128
− 3 721π ε4

4 608
−

−115 351π ε5

221 184
− 204 655π ε6

663 552
− 1 209 325π ε7

7 962 624
− 465 125π ε8

11 943 936
.
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Точнiсть знайдених наближень до розв’язку перiодичної задачi для рiв-
няння Льєнара (82) характеризують нев’язки

∆k(ε) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣d2yk(t, ε)/dt2 + yk(t, ε)− εY (yk(t, ε), t, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣
C[0;2π]

.

Зокрема,
∆0(0, 1) ≈ 0, 0766 667, ∆1(0, 1) ≈ 0, 00 878 317;

∆0(0, 01) ≈ 0, 00 676 667, ∆1(0, 01) ≈ 0, 0000 937 332.

Задача про побудову 2π-перiодичних розв’язкiв нелiнiйного рiвняння Льє-
нара (82) також задовольняє вимоги леми 1.4. Перiодичнi розв’язки рiвняння
Льєнара будемо шукати в околi наведеного вище породжувального розв’язку
y0(t, c

∗
0) = 2 sin t. Через невиродженiсть матрицi B0 + εB1 для перiодичної

задачi для рiвняння Льєнара (82) iснує критичний випадок другого порядку.
Перiодична задача для рiвняння першого наближення

x′′1(t, ε) + x1(t, ε) = ε Y (y0(t, c
∗
0), t, ε)

є розв’язною за умови

F0(c0(ε)) :=

∫ 2π

0

(
cos t
− sin t

)
Y (y0(t, c0(ε)), t, ε) dt = 0,

при цьому

ca0(0, 1) ≈ 0, cb0(0, 1) ≈
20 470 144

204 187 105
, detJ1(0, 1) ≈ −9, 77 060.

Для знаходження розв’язку 2π-перiодичної задачi для рiвняння Льєнара (82)
застосовною є iтерацiйна схема (81), причому

y1(t, ε) = y0(t, c0) + x1(t, ε), x1(t, ε) = ca1(ε) cos t+ cb1(ε) sin t+ x
(1)
1 (t, ε),

крiм того,

x
(1)
1 (t, 0, 1) ≈ − 861 764 sin t

27 369 103 227
+

54 712 sin 3t

5 212 860 049
,

ca1(0, 1) ≈ 0, cb1(0, 1) ≈
222 072

70 588 291 615
.

Перiодична задача для рiвняння другого наближення

x′′2(t, ε) + x2(t, ε) = ε Y (y0(t, c
∗
0) + x1(t, ε), t, ε)
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є розв’язною за умови F (c1) = 0, при цьому

detJ2(0, 1) ≈ −9, 77 060.

Отже, для знаходження розв’язку 2π-перiодичної задачi для рiвняння Льєна-
ра (82) застосовна iтерацiйна схема (81), причому

y2(t, ε) = y0(t, c0) + x2(t, ε),

x2(t, ε) = ca2(ε) cos t+ cb2(ε) sin t+ x
(1)
2 (t, ε), ca2(0, 1) ≈ 0,

крiм того,

y2(t, 0, 1) ≈
50 034 590 sin t

499 088 739
+

41 096 sin 3t

38 674 523 721
+

+
119 sin 5t

3 610 021 696 231
, cb2(0, 1) ≈

71 410

22 419 315 869
.

Точнiсть знайдених наближень до розв’язку перiодичної задачi для рiв-
няння Льєнара (82), розрахованих за допомогою iтерацiйної схеми (81), ха-
рактеризує нев’язки ∆k(ε). Зокрема,

∆0(0, 1) ≈ 8, 39 647 ·10−6, ∆1(0, 1) ≈ 1, 04 560 ·10−7, ∆2(0, 1) ≈ 1, 81 966 ·10−9.

Таким чином, точнiсть наближень до розв’язку перiодичної задачi для рiв-
няння Льєнара (82), знайдених за допомогою iтерацiйної схеми (81), значно
перевищує точнiсть наближень до розв’язку перiодичної задачi для рiвняння
Льєнара (82), отриманих за допомогою операторної системи (80). Порiвняємо
знайденi нульове i першi два наближення до перiодичного розв’язку рiвнян-
ня Льєнара (82) з нульовим y0p(t, c

∗
0) = y0(t, c

∗
0) i першими п’ятьма наближе-

ннями до перiодичного розв’язку рiвняння Льєнара (82), розрахованими за
допомогою методу Пуанкаре:

y1p(t, ε) = y0(t, c
∗
0)−

11 ε sin t

24
+
ε2 sin 3t

12
,

y2p(t, ε) = y1p(t, ε) +
493 ε2 sin t

2 304
− 13 ε2 sin 3t

192
+
ε2 sin 5t

128
,

y3p(t, ε) = y2p(t, ε) +
12 971 ε3 sin t

110 592
+

89 ε3 sin 3t

18 432
− 65 ε3 sin 5t

13 824
+
ε3 sin 7t

6 912
;

y4p(t, ε) = y3p(t, ε) +
2 233 693 ε4 sin t

21 233 664
− 24 535 ε4 sin 3t

2 654 208
+

+
2 039 ε4 sin 5t

1 327 104
− 91 ε4 sin 7t

331 776
+
ε4 sin 9t

165 888
;
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y4p(t, ε) = y3p(t, ε)−
31 256 459 ε5 sin t

339 738 624
− 688 271 ε5 sin 3t

169 869 312
−

−13 199 ε5 sin 5t

21 233 664
+

193 ε5 sin 7t

1 179 648
− 13 ε5 sin 9t

884 736
+
ε5 sin 11t

3 981 312
.

Визначенi з використанням методу Пуанкаре нульове та першi п’ять на-
ближень до перiодичного розв’язку рiвняння Льєнара (82) характеризують
нев’язки

δkp(ε) =

∣∣∣∣∣∣∣∣y′′kp(t) + ykp(t)− ε Y (ykp(t), t, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣
C[0;2π]

, k = 0, 1, 2, 3, 4, 5.

Зокрема, при ε = 0, 1 маємо

δ1p(0, 1) ≈ 0, 00 566 849, δ2p(0, 1) ≈ 0, 000 184 039,

δ3p(0, 1) ≈ 9, 68 229 · 10−6, δ4p(0, 1) ≈ 4, 59 922 · 10−7, δ5p(0, 1) ≈ 3, 52 039 · 10−8.

Знайденi нульове та першi три наближення до перiодичного розв’язку рiвнян-
ня Льєнара (82) за допомогою iтерацiйної схеми (81) точнiшi за вiдповiднi
нев’язки нульового i перших п’яти наближень, визначених iз методу Пуанка-
ре.

Якщо в критичному випадку умову (73) не виконано, для крайової задачi
може iснувати критичний випадок третього або вищого порядку. Критичний
випадок третього порядку вперше описано в [12] для нелiнiйних перiодичних
крайових задач. Для знаходження розв’язку c(ε) ∈ Rr рiвняння (32) з вико-
ристанням методу Ньютона—Канторовича [43] , коли умову (73) не виконано,
у випадку повноти рангу Jj(ε) можна також скористатися узагальненням ме-
тоду Ньютона—Канторовича [87, 88, 131].

1.5 Кратнi коренi рiвняння для породжувальних сталих

Вище [28] наведено схему дослiдження нелiнiйної крайової задачi (5), (6):

dz/dt = A(t)z + f(t) + εZ(z, t, ε), ℓz(·, ε) = α+ εJ(z(·, ε), ε)

у критичному випадку за припущення, що рiвняння (33) має дiйснi розв’язки
c∗0 ∈ Rr, для яких виконуються умови PB∗

0
PQ∗

d
= 0 або (73). Потрiбно побу-

дувати альтернативну схему дослiдження нелiнiйної крайової задачi (5), (6)
у критичному випадку за припущення, що рiвняння (33) має дiйснi коренi
c∗0 ∈ Rr, для яких умови PB∗

0
PQ∗

d
= 0 та (73) не виконуються.
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1.5.1 Рiвняння для породжувальних сталих

Переходячи в рiвностi (32) до межi при x(t, ε) → 0, отримуємо необхiдну
умову iснування шуканого розв’язку:

F0(c0(ε), ε) := PQ∗
d

{
J(z0(·, c0(ε)), ε)− ℓK

[
Z(z0(s, c0(ε)), s, ε)

]
(·)

}
= 0. (83)

Таким чином, доведено таке твердження [138].

Лема 1.5 Припустимо, що виконано умову розв’язностi (31) нетерової
(m ̸= n) породжувальної задачi. Припустимо також, що крайова задача
(5), (6) є критичним (PQ∗ ̸= 0) випадок, причому в околi породжувального
розв’язку z0(t, c

∗
0(ε)) задача (5), (6) має розв’язок z(t, ε) : z(·, ε) ∈ C1[a, b],

z(t, ·) ∈ C[0, ε0]. Тодi вектор c∗0(ε) ∈ Rr задовольняє рiвняння (83).

Рiвняння (83) визначає породжувальнi розв’язки z0(t, c
∗
0(ε)), у малому

околi яких можуть бути шуканi розв’язки крайової задачi (5), (6) в крити-
чному випадку. За аналогiєю до нелiнiйних крайових задач у критичному
випадку [116] рiвняння (83) будемо називати рiвнянням для породжувальних
сталих крайової задачi (5), (6). Гладкiсть вектора c∗0(ε) ∈ Rr iстотно впливає
на вигляд розв’язку крайової задачi (5), (6).

1.5.2 Практичний спосiб побудови розв’язку

Припустимо, що рiвняння (83) має дiйснi коренi i не перетворюється на
тотожнiсть [58, 80, 84, 125]. Фiксуючи один з неперервних дiйсних коренiв
c∗0(ε) ∈ C[0, ε0] рiвняння (83), отримуємо задачу про побудову розв’язкiв

x(t, ε) : x(·, ε) ∈ C1[a, b], x(t, ·) ∈ C[0, ε0],

крайової задачi (34), (35). Розв’язок крайової задачi (34), (35) подамо у ви-
глядi

x(t, ε) = Xr(t)ξ(ε) + x(1)(t, ε),

де

x(1)(t, ε) = εG

[
Z(z0(s, c

∗
0(ε)) + x(s, ε), s, ε); J(z0(·, c∗0(ε)) + x(·, ε), ε)

]
(t),

крiм того,
c(ε) := c∗0(ε) + ξ(ε), ξ(ε) ∈ C[0, ε0], ξ(0) = 0.
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У малому околi породжувального розв’язку z0(t, c
∗
0(ε)) iснує таке розви-

нення:
Z(z0(t, c

∗
0(ε)) + x(t, ε), t, ε) = Z(z0(t, c

∗
0(ε)), t, ε)+

+A1

(
z0(t, c

∗
0(ε))

)
x(t, ε) +R1(z0(t, c

∗
0(ε)) + x(t, ε), t, ε).

Тут

A1

(
z0(t, c

∗
0(ε))

)
=
∂Z(z, t, ε)

∂z

∣∣∣∣ z = z0(t, c
∗
0(ε)).

Залишок R1(z0(t, c
∗
0(ε)) + x(t, ε), t, ε) має вищий порядок малостi за x(t, ε) в

околi точки x = 0, нiж першi два члена розвинення, тому

R1(z(t, ε), t, ε)

∣∣∣∣ z(t, ε) = z0(t, c
∗
0(ε))

≡ 0,

∂R1(z(t, ε), t, ε)

∂z

∣∣∣∣ z(t, ε) = z0(t, c
∗
0(ε))

≡ 0.

Аналогiчно, у малому околi породжувального розв’язку z0(t, c
∗
0(ε)) iснує

розвинення

J(z0(·, c∗0(ε))+x(·, ε), ε) = J0(z0(·, c∗0(ε)), ε)+ℓ1x(·, ε)+J1(z0(·, c∗0(ε))+x(·, ε), ε),

де

ℓ1x(·, ε) =
∂J(z(·, ε), ε)

∂z

∣∣∣∣ z = z0(t, c
∗
0(ε)).

Залишок J1(z0(·, c∗0(ε))+x(·, ε), ε) має вищий порядок малостi за x(t, ε) в околi
точки x = 0, нiж першi два члена розвинення, тому

J1(z(·, ε), ε)
∣∣∣∣ z(t, ε) = z0(t, c

∗
0(ε))

≡ 0,

∂J1(z(·, ε), ε)
∂z

∣∣∣∣ z(t, ε) = z0(t, c
∗
0(ε))

≡ 0.

Позначимо (d× r)-вимiрну матрицю як

B0

(
c∗0(ε)

)
= PQ∗

d

{
ℓ1Xr(·)− ℓK

[
A1

(
z0(t, c

∗
0(ε))

)
Xr(t)

]
(·)

}
.

Враховуючи отримане розвинення i рiвняння для породжувальних ста-
лих, одержуємо операторну систему, рiвнозначну задачi про знаходження
розв’язкiв системи (34), якi задовольняють крайову умову (35):

x(t, ε) = Xr(t)ξ(ε) + x(1)(t, ε),
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x(1)(t, ε) = ε ·G
[
Z(z0(s, c

∗
0(ε)) + x(s, ε), s, ε); J(z0(·, c∗0(ε)) + x(·, ε), ε)

]
(t),

B0

(
c∗0(ε)

)
ξ(ε) = −PQ∗

d

{
ℓ1x

(1)(·, ε) + J1(z0(·, c∗0(ε)) + x(·, ε), ε)−

−ℓK
[
A1

(
z0(t, c

∗
0(ε))

)
x(1)(t, ε) +R1(z(t, ε), t, ε)

]
(·)

}
.

За умови [29]
PB∗

0
PQ∗

d
̸= 0, P(B0+εB1)∗PQ∗

d
̸= 0,

PB∗
0(c

∗
0(ε))

PQ∗
d
= 0, B+

0

(
c∗0(ε)

)
∈ C[0, ε0], (84)

принаймнi один розв’язок другого рiвняння отриманої операторної системи
має вигляд

ξ(ε) = −B+
0

(
c∗0(ε)

)
PQ∗

d

{
ℓ1x

(1)(·, ε) + J1(z0(·, c∗0(ε)) + x(·, ε), ε)−

−ℓK
[
A1

(
z0(t, c

∗
0(ε))

)
x(1)(t, ε) +R1(z(t, ε), t, ε)

]
(·)

}
.

Тут PB∗
0(c0(ε))

− (d × d)− матриця-ортопроєктор: Rd → N(B∗
0(c0(ε))). Отже,

за умови (84) принаймнi один розв’язок крайової задачi (34), (35) визначає
операторна система:

x(t, ε) = Xr(t)ξ(ε) + x(1)(t, ε), (85)

x(1)(t, ε) = ε ·G
[
Z(z0(s, c

∗
0(ε)) + x(s, ε), s, ε); J(z0(·, c∗0(ε)) + x(·, ε), ε)

]
(t),

ξ(ε) = −B+
0

(
c∗0(ε)

)
PQ∗

d

{
ℓ1x

(1)(·, ε) + J1(z0(·, c∗0(ε)) + x(·, ε), ε)−

−ℓK
[
A1

(
z0(t, c

∗
0(ε))

)
x(1)(t, ε) +R1(z(t, ε), t, ε)

]
(·)

}
.

Операторна система (85) вiдрiзняється вiд аналогiчних операторних систем
[19, 116, 138] визначенням похiдних A1(s) та ℓ1(z0(·, c∗0)) нелiнiйностей кра-
йової задачi (34), (35). Для побудови її розв’язкiв традицiйно [19, 55, 116]
використовується iтерацiйна схема, яка вiдповiдає методу простих iтерацiй
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[55, 123, 138]. Для знаходження розв’язку c(ε) ∈ Rr рiвняння (32) можна за-
стосувати метод Ньютона—Канторовича [43, 87, 131]. Припустимо, що для
рiвняння (32) у малому околi точки c∗0(ε) при 0 ≤ ε ≤ ε∗ ≤ ε0 iснує стала θ.
Тодi згiдно з [43, 87, 131] за умов (52) для пошуку розв’язку c(ε) ∈ Rr рiвня-
ння (32) у малому околi точки c∗0(ε) застосовною є iтерацiйна схема (53), при
цьому швидкiсть збiжностi послiдовностi {cj(ε)} до розв’язку c(ε) рiвняння
(32) є квадратичною. Шуканий розв’язок задачi (5), (6) визначає iтерацiйна
схема:

zk+1(t, ε) = z0(t, c
∗
0(ε)) + xk+1(t, ε),

xk+1(t, ε) = Xr(t)ξk+1(ε) + x
(1)
k+1(t, ε), (86)

x
(1)
k+1(t, ε) = εG

[
Z(z0(s, c

∗
0(ε)) + xk(s, ε), s, ε); J(z0(·, c∗0(ε)) + xk(·, ε), ε)

]
(t),

ck+1(ε) = c∗0(ε) + ξk+1(ε), F (ck+1(ε)) = 0, k = 0, 1, 2, ...

Таким чином, доведено таку теорему [29].

Теорема 1.9 (Достатня умова). Нехай виконується умова розв’язностi
(31) нетерової (m ̸= n) породжувальної задачi й крайова задача (5), (6) є
критичним випадком. Припустимо, що рiвняння (83) не вироджується на
тотожнiсть i має дiйсний корiнь c∗0(ε) ∈ C[0, ε0]. Нехай також для рiвня-
ння (32) виконується умова (52) при 0 ≤ ε ≤ ε∗ ≤ ε0. Тодi для знаходження
принаймнi одного розв’язку крайової задачi (5), (6) в околi породжувального
розв’язку z0(t, c∗0(ε)) застосовною є iтерацiйна схема (86).

Промiжок значень ε ∈ [0, ε∗], для яких зберiгається збiжнiсть iтерацiй-
ної схеми (86) до розв’язку задачi (5), (6), можна знайти з умов (52) i (55).
Припустимо, що виконується умова розв’язностi (31) нетерової (m ̸= n) по-
роджувальної задачi й крайова задача (5), (6) є критичним випадком. Крiм
того, нехай рiвняння(83) не вироджується на тотожнiсть i має дiйсний корiнь
c∗0(ε) ∈ C[0, ε0]. Припустимо також, що

PB∗
0
PQ∗

d
̸= 0, P(B0+εB1)∗PQ∗

d
̸= 0, PB∗

0(c
∗
0(ε))

PQ∗
d
̸= 0.

У малому околi породжувального розв’язку z0(t, c∗0(ε)) iснує розвинення

R1(z0(t, c
∗
0(ε)) + x(t, ε), t, ε) =

1

2
d2Z(z0(t, c

∗
0(ε)), x(t, ε)) +R2(z(t, ε), t, ε),

де
d2Z(z0(t, c

∗
0(ε)), x(t, ε)) = A3(z0(t, c

∗
0(ε)), x(t, ε))x(t, ε),
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крiм того,

A3(z0(t, c
∗
0(ε)), x(t, ε)) :=

∂

∂x

{
Z ′
x(z, t, ε)x

}∣∣∣∣ z = z0(t, c
∗
0(ε)).

Аналогiчно

J1(z0(·, c∗0(ε))+x(·, ε), ε) =
1

2
d2J(z0(·, c∗0(ε)), x(·, ε))+J2(z0(·, c∗0(ε))+x(·, ε), ε).

Тут
d2J (z0(·, c∗0(ε)), x(·, ε)) = ℓ3(z0(·, c∗0(ε)), x(·, ε))x(·, ε),

крiм того,

ℓ3(z0(·, c∗0(ε)), x(·, ε))x(·, ε) :=
∂

∂x

{
J ′
x(z(·, ε), ε)x

}∣∣∣∣ z = z0(t, c
∗
0(ε)).

Розв’язок крайової задачi (34), (35) природно шукати в околi розв’язку
задачi

dx/dt = A(t)x+ εZ(z0(t, c
∗
0(ε)), t, ε), ℓx(·, ε) = ε J(z0(·, c∗0(ε)), ε)

у виглядi

x(t, ε) = Xr(t)ξ(ε)+εG1(t), G1(t) := G

[
Z(z0(s, c

∗
0(ε))s, ε); J(z0(·, c∗0(ε)), ε)

]
(t).

Позначимо (d× r)-вимiрну матрицю як

B1(ε) = PQ∗
d

{
ℓ3(z0(·, c∗0(ε)), G1(·))Xr(·)− ℓK

[
A3(z0(s, c

∗
0(ε)), G1(s))Xr(s)

]
(·)

}
.

З урахуванням других диференцiалiв нелiнiйностей:

Z(z0(t, c
∗
0(ε)) + x(t, ε), t, ε), J(z0(·, c∗0(ε)) + x(·, ε), ε),

а також рiвностi (83) рiвняння (32) набуває вигляду

(B0(ε) + εB1(ε)) ξ(ε) = PQ∗
d

{
εℓ1G1(·) +

1

2
ℓ3(z0(·, c∗0(ε)), Xr(·)c(ε))Xr(·)ξ(ε)+

+
ε2

2
ℓ3(z0(·, c∗0(ε)), G1(·))G1(·) + J2(z0(·, c∗0(ε)) + x(·, ε), ε)−
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−ℓK
[
εA1(s)G1(s) +

ε2

2
A3(z0(s, c

∗
0(ε)), G1(s))G1(s)+

+
1

2
A3(z0(t, c

∗
0(ε)), Xr(s)ξ(ε))Xr(s)ξ(ε) +R2(z0(t, c

∗
0(ε)) + x(t, ε), t, ε)

]
(·)

}
.

За умови [29]

PB∗
0
PQ∗

d
̸= 0, P(B0+εB1)∗PQ∗

d
̸= 0, P(B0(ε)+εB1(ε))∗PQ∗

d
= 0, (87)

(B0(ε) + εB1(ε))
+ ∈ C[0, ε0], (88)

принаймнi один розв’язок крайової задачi (34), (35) визначає операторна си-
стема:

x(t, ε) = Xr(t)ξ(ε) + x(1)(t, ε), (89)

x(1)(t, ε) = εG

[
Z(z0(s, c

∗
0(ε)) + x(s, ε), s, ε); J(z0(·, c∗0(ε)) + x(·, ε), ε)

]
(t),

ξ(ε) = (B0(ε) + εB1(ε))
+ PQ∗

d

{
ε ℓ1G1(·) +

1

2
ℓ3(z0(·, c∗0(ε)), Xr(·)c(ε))Xr(·)ξ(ε)+

+
ε2

2
ℓ3(z0(·, c∗0(ε)), G1(·))G1(·) + J2(z0(·, c∗0(ε)) + x(·, ε), ε)−

−ℓK
[
εA1(s)G1(s) +

ε2

2
A3(z0(s, c

∗
0(ε)), G1(s))G1(s)+

+
1

2
A3(z0(t, c

∗
0(ε)), Xr(s)ξ(ε))Xr(s)ξ(ε) +R2(z0(t, c

∗
0(ε)) + x(t, ε), t, ε)

]
(·)

}}
.

Тут P(B0(ε)+εB1(ε))∗ — матриця-ортопроєктор:

P(B0(ε)+εB1(ε))∗ : Rd → N((B0(ε) + εB1(ε))
∗).

Шуканий розв’язок задачi (5), (6) визначає iтерацiйна схема [19, 55, 116],
побудована за методом простих iтерацiй [55, 123, 138]. Таким чином, доведено
таку теорему [29].

Теорема 1.10 (Достатня умова). Нехай виконано умову розв’язностi
(31) нетерової (m ̸= n) породжувальної задачi, а для крайової задачi (5), (6)
iснує критичний випадок. Припустимо, що рiвняння (83) не вироджується
на тотожнiсть i має дiйсний корiнь c∗0(ε) ∈ C[0, ε0]. Припустимо також,
що для рiвняння (32) при 0 ≤ ε ≤ ε∗ ≤ ε0 виконується умова (88). Тодi
для знаходження принаймнi одного розв’язку крайової задачi (5), (6) в око-
лi породжувального розв’язку z0(t, c∗0(ε)) застосовною є операторна система
(89).
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Для знахождення розв’язку крайової задачi (5), (6) в околi породжуваль-
ного розв’язку z0(t, c∗0(ε)) можна використати метод Ньютона—Канторовича
[43, 87, 131].

Теорема 1.11 (Достатня умова). Припустимо, що виконано умову роз-
в’язностi (31) нетерової (m ̸= n) породжувальної задачi, а для крайової за-
дачi (5), (6) iснує критичний випадок. Нехай рiвняння (83) не вироджується
на тотожнiсть i має дiйсний корiнь c∗0(ε) ∈ C[0, ε0]. Припустимо також,
що для рiвняння (32) при 0 ≤ ε ≤ ε∗ ≤ ε0 iснує стала θ. Тодi для знаходжен-
ня принаймнi одного розв’язку крайової задачi (5), (6) в околi породжуваль-
ного розв’язку z0(t, c∗0(ε)) застосовною є iтерацiйна схема (86).

Промiжок значень ε ∈ [0, ε∗], 0 < ε∗ ≤ ε0, для яких зберiгається збiжнiсть
iтерацiйної схеми (86) до розв’язку задачi (5), (6), можна знайти з умов (52)
i (55).

Приклад 1.10 Продемонструємо ефективнiсть теореми 1.11 на прикладi
задачi про побудову 2π-перiодичних розв’язкiв рiвняння типу Дюффiнга:

y′′ + y = ε Y (y, t, ε), Y (y, t, ε) :=
y3

12
− ε3 sin t

16
. (90)

Перiодичнi розв’язки нелiнiйного рiвняння (90) будемо шукати в околi
розв’язку

y0(t, c0) = c0a cos t+ c0b sin t, c0a , c0b ∈ R1,

лiнiйної частини цього рiвняння. Рiвняння для породжувальних амплiтуд (33)
у випадку задачi про побудову 2π-перiодичних розв’язкiв рiвняння (90) не
перетворюється на тотожнiсть i має кратний: B0 = B1 = 0 сталий дiйсний
корiнь c∗0 = 0, отже, результати теорем 1.5, 1.7, 1.8 не можна використати
через iснування нерiвностей

PB∗
0
PQ∗

d
̸= 0, P(B0+εB1)∗PQ∗

d
̸= 0.

Проте рiвняння для породжувальних сталих (83) :

B0

(
c0(ε)

)
= −PQ∗

d
ℓK

[
A1

(
z0(t, c

∗
0(ε))

)
Xr(t)

]
(·) = π ε2

16

(
1 0
0 −3

)
має простий неперервний дiйсний корiнь [29]: c∗0(ε) =

(
0 ε

)∗
, отже, вико-

нуються умови теореми 1.5. Зафiксуємо ε0 := 0. На першому кроцi iтерацiйної
схеми (86) унаслiдок повноти рангу матрицi J0 умова PJ ∗

0
= 0 виконується.
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Перше наближення до розв’язку перiодичної задачi для рiвняння (90) у ма-
лому околi породжувального розв’язку y0(t, c∗0(ε)) = ε sin t має вигляд

y1(τ, ε) = y0(t, c
∗
0(ε)) + x1(t, ε), x1(t, ε) = Xr(t)ξ1(ε) + x

(1)
1 (t, ε),

де

x
(1)
1 (t, ε) =

ε

384

(
sin 3t− sin t

)
, ξ1(ε) ∈ C[0, ε0].

Покладемо ξ(0)1 (ε) := 0. Оскiльки умова PJ ∗
0
= 0 виконується, перше на-

ближення до розв’язку рiвняння F (ξ1(ε)) = 0 у випадку 2π-перiодичної задачi
для рiвняння (90) є таким:

ξ
(1)
1 (ε) =

ε4
(
245 760− 2 240 ε3 + 7 ε6

)
64 (442 368− 7 680 ε3 + 35 ε6)

(
0
1

)
,

при цьому

F

(
ξ
(1)
1 (ε)

)
= −

(
0
1

)(
25π ε9

1 769 472
+

925π ε12

6 115 295 232
+

24 085π ε15

9 393 093 476 352
+ ...

)
.

Тут ∣∣∣∣∣∣∣∣ ∣∣∣∣∣∣∣∣ F
(
ξ
(1)
1 (ε)

)∣∣∣∣∣∣∣∣
∞

∣∣∣∣∣∣∣∣
C[0;ε0]

≈ 4, 43 864 · 10−14.

Оскiльки умова (52) на першому кроцi iтерацiйної схеми (53) виконується:

θ1 · |c1 − c∗0| ≈ 0, 0000 347 223 ≪ 1,

знаходимо друге наближення до розв’язку рiвняння F (ξ1(ε)) = 0 у випадку
2π-перiодичної задачi для рiвняння (90):

ξ
(2)
1 (ε) =

(
0
1

)(
5 ε4

576
− 5 ε7

1 327 104
− ε10

286 654 464
+

625 ε13

110 075 314 176
+

+
15 415 ε16

126 806 761 930 752
+

3 104 791 ε19

2 337 302 235 907 620 864
+ ...

)
,

при цьому

F

(
ξ
(2)
1 (ε)

)
= −

(
0
1

)(
− 625π ε15

587 068 342 272
−

− 23 125π ε18

1 014 454 095 446 016
− 3 436 625π ε21

14 023 813 415 445 725 184
+ ...

)
,
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де ∣∣∣∣∣∣∣∣ ∣∣∣∣∣∣∣∣ F
(
ξ
(2)
1 (ε)

)∣∣∣∣∣∣∣∣
∞

∣∣∣∣∣∣∣∣
C[0;ε0]

≈ 3, 34 464 · 10−24.

Умова (52) на другому кроцi iтерацiйної схеми (53) також справджується:

θ1 · |c1 − c∗0(ε)| ≈ 0, 0000 347 223 ≪ 1.

Умова (55) збiжностi iтерацiйної схеми (86) на першому i на другому кро-
ках також виконується:∣∣∣∣∣∣∣∣ ∣∣∣∣∣∣∣∣εG′

y

[
Y (y0(s, c

∗
0(ε)), s, ε)

]
(·)
∣∣∣∣∣∣∣∣
C2[0;2π]

∣∣∣∣∣∣∣∣
C[0;ε0]

0, 000 712 246 ≪ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∣∣∣∣∣∣∣∣εG′
y

[
Y (y1(s, ε), s, ε)

]
(·)
∣∣∣∣∣∣∣∣
C2[0;2π]

∣∣∣∣∣∣∣∣
C[0;ε0]

≈ 0, 000 712 246 ≪ 1 .

Нульове i перше наближення до перiодичного розв’язку рiвняння типу
Дюффiнга (90) характеризують нев’язки [29]:

∆k(ε) =

∣∣∣∣∣∣∣∣y′′k(t, ε) + yk(t, ε)− ε Y (yk(t, ε), t, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣
C[0;2π]

, k = 0, 1.

Зокрема, при ε = 0, 1 маємо

∆0(0, 1) ≈ 2, 08 333 · 10−6, ∆1(0, 1) ≈ 4, 34 028 · 10−11.

Порiвняємо нульове i перше наближення до перiодичного розв’язку рiв-
няння типу Дюффiнга (90) з першими п’ятьма наближеннями до перiодично-
го розв’язку рiвняння типу Дюффiнга (90), знайденими за допомогою методу
Пуанкаре:

y1p(t, ε) = y2p(t, ε) = y3p(t, ε) = y0(t, c
∗
0(ε)),

y4p(t, ε) = y5p(t, ε) = y0(t, c
∗
0(ε))−

ε4 sin t

128
+
ε4 sin 3t

384
.

Першi п’ять наближень до перiодичного розв’язку рiвняння типу Дюффiнга
(90), знайденi за допомогою методу Пуанкаре, характеризують нев’язки

∆0p(0, 1) = ∆1p(0, 1) = ∆2p(0, 1) = ∆3p(0, 1) ≈ 2, 08 333 · 10−6,

∆4(0, 1) = ∆5p(0, 1) ≈ 2, 60 414 · 10−10.

Отже, знайденi за допомогою iтерацiйної схеми (86) нульове i перше на-
ближення до перiодичного розв’язку рiвняння типу Дюффiнга (90) точнiшi за
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першi п’ять наближень до перiодичного розв’язку рiвняння типу Дюффiнга
(90), отриманих за допомогою методу Пуанкаре.

Для знаходження розв’язкiв операторної системи (85) також можна вико-
ристати метод найменших квадратiв [5, 123, 83, 138]. Згiдно з рiвнiстю [138]

B0

(
c∗0(ε)

)
:= F ′

c

(
c∗0(ε)

)
для пошуку принаймнi одного розв’язку операторної системи (85) можна за-
стосувати iтерацiйну схему:

xk+1(t, ε) = Xr(t)ξ
(j+1)
k+1 (ε) + x

(1)
k+1(t, ε), j = 0, 1, 2, ... ,

ξ
(j+1)
k+1 (ε) = −B+

0

(
c∗0(ε)

)
PQ∗

d

{
ℓ1x

(1)
k+1(·, ε) + J1(zk(·, ε), ε)−

−ℓK
[
A1

(
z0(t, c

∗
0(ε))

)
x
(1)
k+1(t, ε) +R1(zk(t, ε), t, ε)

]
(·)

}
,

яка узагальнює модифiкований метод Ньютона [43, c. 670] на випадок m ̸= n.
Як вiдомо, така iтерацiйна схема має порядок збiжностi менший за другий.
Повертаючись до прикладу 1.10, покладемо ξ

(0)
1 (ε) := 0. Оскiльки умова

PB∗
0
= 0 виконується, перше наближення до розв’язку рiвняння F (ξ1(ε)) = 0

у випадку 2π-перiодичної задачi для рiвняння (90) має вигляд

ξ
(1)
1 (ε) ≈

(
5 ε4

576
− 35 ε7

442 368
+

7 ε10

28311552
+ ...

)(
0
1

)
,

при цьому ∣∣∣∣∣∣∣∣ ∣∣∣∣∣∣∣∣ F
(
ξ
(1)
1 (ε)

)∣∣∣∣∣∣∣∣
∞

∣∣∣∣∣∣∣∣
C[0;ε0]

≈ 4, 43 858 · 10−14.

Шукаємо друге наближення до розв’язку рiвняння F (ξ1(ε)) = 0 у випадку
перiодичної задачi для рiвняння (90):

ξ
(2)
1 (ε) =

(
0
1

)(
5 ε4

576
− 5 ε7

1 327 104
− ε10

286 654 464
+

875 ε13

146 767 085 568
+ ...

)
,

при цьому нев’язка∣∣∣∣∣∣∣∣ ∣∣∣∣∣∣∣∣ F
(
ξ
(2)
1 (ε)

)∣∣∣∣∣∣∣∣
∞

∣∣∣∣∣∣∣∣
C[0;ε0]

≈ 3, 51 177 · 10−24

не набагато гiрша, нiж нев’язка другого наближення, знайденого за допомо-
гою iтерацiйної схеми (53).
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1.6 Неавтономнi крайовi задачi в особливому критичному
випадку

1.6.1 Постановка задачi

Розглянемо менш вивчений випадок, коли рiвняння для породжувальних
сталих перетворюється на тотожнiсть [58, 80, 112]:

F0(c0) ≡ 0, c0 ∈ Rr. (91)

Крайова задача (5), (6) за умови (91) за класифiкацiєю I.Г. Малкiна [58,
c.139] є особливим критичним випадком, оскiльки традицiйна схема аналi-
зу та побудови розв’язку [38, 116] для таких задач не може застосовуватися
через неможливiсть визначення параметра c∗0, який вiдповiдає за вибiр по-
роджувального розв’язку, безпосередньо з рiвняння (91). Для знаходження
збурення

x(t, ε) : x(·, ε) ∈ C1[a, b], x(t, ·) ∈ C[0, ε0], x(t, 0) ≡ 0,

породжувального розв’язку z0(t, cr) отримуємо задачу

dx/dt = A(t)x+ εZ(z0 + x, t, ε), (92)

ℓ x(·, ε) = ε J(z0(·, cr) + x(·, ε), ε). (93)

Розв’язок задачi (92), (93) подамо у виглядi

x(t, ε) = Xr(t)ξ(ε) + x(1)(t, ε), ξ(ε) ∈ C[0, ε0], ξ(0) = 0,

де

x(1)(t, ε) = εG

[
Z(z0(s, c0) + x(s, ε), s, ε); J(z0(·, c0) + x(·, ε), ε)

]
(t).

У малому околi точок x = 0 та ε = 0 iснують розвинення (56), (57).

1.6.2 Необхiднi умови iснування розв’язку

В особливому критичному випадку рiвнiсть (91) перетворюється на тото-
жнiсть, оскiльки ключова в традицiйнiй схемi аналiзу i побудови розв’язкiв
[38, 116] матриця є такою:

B0 =
∂F0(c0)

∂c0
= PQ∗

d

{
ℓ1Xr(·)− ℓK

[
A1(s)Xr(s)

]
(·)

}
≡ 0.
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Переходячи в рiвностi (32) до межi при ε→ 0, отримаємо необхiдну умову
iснування шуканого розв’язку:

F1(c0) = PQ∗
d

{
ℓ1G

[
Z(z0(s, c0), s, 0); J(z0(·, c0), 0)

]
(·) + ℓ3(z0(·, c0), 0)−

−ℓK

[
A1(s)G

[
Z(z0(τ, c0), τ, 0); J(z0(·, c0), 0)

]
(s) +A3(s)

]
(·)

}
= 0. (94)

В особливому критичному випадку ця вимога є рiвнянням вiдносно вектора
c0 ∈ Rr. Таким чином, доведено таке твердження [80, 84, 125].

Лема 1.6 Нехай виконується умова розв’язностi (31) нетерової (m ̸= n)
породжувальної задачi й крайова задача (5), (6) є особливим критичним ви-
падком (91). Припустимо також, що задача (5), (6) має розв’язок

z(t, ε) : z(·, ε) ∈ C1[a, b], z(t, ·) ∈ C[0, ε0], z(t, 0) = z0(t, c
∗
0),

тодi вектор c∗0 ∈ Rr задовольняє рiвняння (94).

Коренi рiвняння (94) визначають породжувальний розв’язок, у мало-
му околi якого в особливому критичному випадку можуть iснувати шуканi
розв’язки вихiдної задачi (5), (6). Якщо рiвняння (94) не має дiйсних коренiв,
то вихiдна задача (5), (6) в особливому критичному випадку не має шуканих
розв’язкiв. Припустимо, що рiвняння (94) не вироджується на тотожнiсть i
має дiйсний корiнь c∗0 ∈ Rr.

1.6.3 Достатня умова iснування розв’язку

Розв’язок вихiдної задачi (5), (6):

z(t, ε) = z0(t, c
∗
0) + x(t, ε), x(t, ε) = Xr(t)ξ(ε) + x(1)(t, ε),

x(1)(t, ε) = εG

[
Z(z0(s, c

∗
0) + x(s, ε), s, ε); J(z0(·, c∗0) + x(·, ε), ε)

]
(t)

шукаємо в околi породжувального розв’язку z0(t, c
∗
0). Необхiдна i достатня

умова (32) розв’язностi задачi (5), (6) визначає шуканий вектор c(ε) ∈ Rr,
для знаходження якого використовували технiку лiнеаризацiї разом з мето-
дом простих iтерацiй [80]. У цьому випадку, зокрема, у процесi пошуку набли-
жень до перiодичного розв’язку рiвняння (5) з’являлися [112] вiковi члени.
Щоб уникнути цього, для розв’язування рiвняння (32) скористаємось бiльш
ефективним методом Ньютона—Канторовича [43, 87, 131]. Згiдно з прийняти-
ми умовами функцiя F (c(ε)) : Rr → Rd є двiчi неперервно-диференцiйовною
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за невiдомою c(ε) у малому околi точки c∗0. Припустимо, що для рiвняння
(32) при 0 ≤ ε ≤ ε∗ ≤ ε0 виконується умова (52). Тодi згiдно з [43] для
знаходження розв’язку c(ε) рiвняння (32) застосовують iтерацiйну схему:

cj+1(ε) = cj(ε)− J +
j F (cj(ε)), j = 0, 1, 2, ... ,

при цьому швидкiсть збiжностi послiдовностi {cj(ε)} до розв’язку c(ε) рiвня-
ння (32) є квадратичною. Шуканий розв’язок вихiдної задачi (5), (6) визначає
iтерацiйна схема (54). Таким чином, доведено таке твердження.

Теорема 1.12 (Достатня умова). Нехай виконується умова розв’язностi
(31) нетерової (m ̸= n) породжувальної задачi й крайова задача (5), (6) є
особливим критичним випадком (91). Припустимо, що рiвняння (94) не ви-
роджується на тотожнiсть i має дiйсний корiнь c∗0 ∈ Rr. Нехай також для
рiвняння (32) при 0 ≤ ε ≤ ε∗ ≤ ε0 виконується умова (52). Тодi для кореня
c∗0 ∈ Rr рiвняння для породжувальних сталих (33) в околi породжувально-
го розв’язку z0(t, c

∗
0) для знаходження принаймнi одного розв’язку крайової

задачi (5), (6) застосовною є iтерацiйна схема (54).

Промiжок ε ∈ [0, ε0], 0 ≤ ε∗ ≤ ε0, збiжностi iтерацiйної схеми (54) до
розв’язку задачi (5), (6) можна знайти з умови (52).

Використовувана в працях [80, 84, 112, 125] вимога PΞ∗
0
PQ∗

d
= 0 менш жорс-

тка, оскiльки за виконання умови (52) унаслiдок рiвностi Ξ0 = J0 ця вимога
виконується. Водночас за виконання умови (52) наближення до розв’язку за-
дачi (5), (6), одержуванi за допомогою iтерацiйної схеми (54), задовольняють
вiдповiднi наближення до крайових умов (6). Зокрема, у випадку пошуку
наближень до перiодичного розв’язку рiвняння (5) за виконаннi умови (52)
наближення, якi отримали за допомогою iтерацiйної схеми (54), не мiстять
вiкових членiв [112].

1.6.4 Перiодична задача для рiвняння руху маятника,
точка пiдвiсу якого здiйснює гармонiчнi коливання

Продемонструємо ефективнiсть теореми 1.12 для задачi про знаходження
2π-перiодичних розв’язкiв y(t) ∈ C2[0; 2π] нелiнiйного рiвняння [44, 58], яке
описує рух маятника, точка пiдвiсу якого здiйснює вертикальнi гармонiчнi
коливання високої частоти. В окремому випадку це рiвняння має вигляд

y′′ = −ε2 sin y − 2ε sin y cos t. (95)

Згiдно з прийнятими умовами отримуємо задачу про знаходження 2π-пе-
рiодичного розв’язку

z(t, ε) = col

(
za(t, ε), zb(t, ε)

)
∈ C1[0, T ], C[0, ε0],
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диференцiального рiвняння

dz/dt = Az + εZ(z, t, ε), (96)

де

A =

(
0 1
0 0

)
, Z(z, t, ε) =

(
0

−ε sin za − 2 sin za cos t

)
.

Нормальна фундаментальна матриця лiнiйної однорiдної частини систе-
ми (96):

X(t) =

(
1 t
0 1

)
визначає матрицю Q i її ортопроєктори

Q = −2π

(
0 1
0 0

)
, PQ =

(
1 0
0 0

)
, PQ∗ =

(
0 0
0 1

)
.

Оскiльки PQ∗ ̸= 0, то iснує критичний випадок. Традицiйна необхiдна
умова iснування 2π-перiодичного розв’язку системи (96) виконується тотож-
но F0(c0) ≡ 0 за будь-якого дiйсного cr. Отже, 2π-перiодична задача для сис-
теми (96) є особливим критичним випадком. Обчислюючи похiднi нелiнiйної
вектор-функцiї Z(z(t, ε), t, ε), отримуємо рiвняння для породжувальних ам-
плiтуд 2π-перiодичної задачi для системи (96)

F1(c0) = −2π

(
2 cos c0 + 1

)
sin c0 = 0.

Серiя коренiв
c∗0 = πk, k = 0,±1,±2, ...,

рiвняння для породжувальних амплiтуд вiдповiдає положенням рiвноваги
системи (96), якi визначають верхнє i нижнє положення рiвноваги маятника.
Серiя коренiв рiвняння

cos c∗0 = −1

2
, k = 0,±1,±2, ...,

визначає амплiтуди породжувальних розв’язкiв z0(s, c
∗
0), на якi можуть пе-

ретворюватися шуканi 2π-перiодичнi розв’язки системи (96). Покладемо для
визначеностi c∗0 =

2π
3 . Отже, породжувальний розв’язок знайдено:

z0(t, c
∗
0) =

2π

3
· col

(
1, 0

)
.

Матриця Ξ0 = 3π, яка вiдповiдає цьому кореню, є невиродженою, що свiд-
чить про простоту коренiв рiвняння F1(c0) = 0 для породжувальних амплiтуд
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2π-перiодичної задачi для системи (96) i гарантує розв’язнiсть перiодичної за-
дачi для системи (96). Перiодична задача для рiвняння першого наближення
x′′1(t) + x1(t) = Z(z0(t, c

∗
0), t) є розв’язною унаслiдок рiвностi F1(c

∗
0) = 0, при

цьому

x
(1)
1 (t, ε) = ε

√
3

(
cos t− 1
− sin t

)
.

Для знаходження розв’язку c1(ε) ∈ R1 рiвняння (32) застосовною є iтера-
цiйна схема (53), згiдно з якою

c1a(ε) ≈
2π

3
+
√
3 ε− 3

√
3 ε2

32
+
√
3 ε3 − 309

√
3 ε4

1024
+

6279
√
3 ε5

5120
,

при цьому умову (52) на першому кроцi виконано:

θ · |c1a(0, 1)− c∗0| ≈ 0, 000 149 888.

На другому кроцi

c1b(ε) ≈
2π

3
+
√
3 ε− 3

√
3 ε2

32
− 21

√
3 ε4

1 024
− 9

√
3 ε6

2 048
− 2 187

√
3 ε8

2 621 440
,

причому умову (52) на другому кроцi виконано:

θ · |c1b(0, 1)− c∗0| ≈ 1, 865 · 10−10.

На третьому кроцi

c1(ε) ≈
2π

3
+
√
3 ε− 3

√
3 ε2

32
− 21

√
3 ε4

1 024
− 9

√
3 ε6

2 048
− 2 187

√
3 ε8

2 621 440
− 1 287

√
3 ε10

10 485 760
+ ... ,

при цьому

F (c1b(ε)) ≈ 4
√
3π ε28 − 81

8

√
3π ε29 +

68 691
√
3π ε30

1 280
+ ... ,

крiм того,

x
(1)
2 (t, ε) =

(
x
(1)
2a (t, ε)

x
(1)
2b (t, ε)

)
.

Тут

x
(1)
2a (t, ε) ≈ −

√
3 ε+

√
3 ε2

8
+

151 ε3

32
√
3
−

√
3 ε4

128
− 221 807 ε5

153 600
√
3
+

727 ε6

81 920
√
3
+

+
61 737 299 ε7

401 408 000
√
3
−

√
3 ε
(
−65 536 + 100 352 ε2 − 30 432ε4 + 3 105 ε6

)
65 536

cos t−
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−
√
3 ε2

(
2 048− 64ε2 + 39 ε4

)
16 384

cos 2t−
ε3
(
30 720− 11 840 ε2 + 2 733 ε4

)
245 760

√
3

cos 3t−

−
√
3 ε4

(
−160 + 21 ε2

)
40 960

cos 4t−
3
√
3 ε5

(
−160 + 29 ε2

)
512 000

cos 5t−

− ε6

5 120
√
3
cos 6t− 3

√
3 ε7

250 880
cos t;

x
(1)
2a (t, ε) ≈

ε3
(
30 720− 11 840 ε2 + 2 733 ε4

)
81 920

√
3

sin 3t+

+

√
3 ε
(
−65 536 + 100 352 ε2 − 30 432 ε4 + 3 105 ε6

)
65 536

sin t+

+

√
3 ε2

(
2 048− 64 ε2 + 39 ε4

)
8 192

sin 2t+

√
3ε4
(
−160 + 21ε2

)
10240

sin 4t+

+
3
√
3 ε5

(
−160 + 29 ε2

)
102 400

sin 5t+

√
3 ε6

2 560
sin 6t+

3
√
3 ε7

35 840
sin 7t.

Для знаходження розв’язку c2(ε) ∈ R1 рiвняння (32) застосуємо iтерацiй-
ну схему (53), при цьому

c2(ε) ≈
2π

3
+
√
3 ε+

27
√
3 ε2

128
− 151 ε3

32
√
3
+
7 733

√
3 ε4

16 384
+

221 807 ε5

153 600
√
3
+

1 501 111 ε6

2 621 440
√
3
+

+
61 737 299 ε7

401 408 000
√
3
− 1 480 671 307 ε8

3 355 443 200
√
3
−

− 35 455 122 151 ε10

134 217 728 000
√
3
+

2 036 157 846 299 581 ε12

1 202 590 842 880 000
√
3
.

Для оцiнювання точностi знайдених наближень до розв’язку перiодичної
задачi для рiвняння (95) визначимо нев’язки

∆k :=

∣∣∣∣∣∣∣∣y′′k(t) + ε2 sin yk(t) + 2ε sin yk(t) cos t

∣∣∣∣∣∣∣∣
C[0;2π]

, k = 0, 1, 2.

Зокрема,

∆0(0, 1) ≈ 0, 161 268, ∆1(0, 1) ≈ 0, 0119 375, ∆2(0, 1) ≈ 0, 000 531 165,

крiм того,

∆0(0, 01) ≈ 0, 0172 306, ∆1(0, 01) ≈ 0, 0000 899 028, ∆2(0, 01) ≈ 5, 52 769 949·10−7.



1.6 Неавтономнi крайовi задачi в особливому критичному випадку 103

Порiвняємо знайденi нульове i першi три наближення до перiодичного
розв’язку рiвняння (95) з нульовим y0p(t, c

∗
0) = y0(t, c

∗
0) i першими двома на-

ближеннями до перiодичного розв’язку рiвняння (95), знайденими за допо-
могою методу Пуанкаре:

y1p(t, ε) =
1

3

(
2π + 3

√
3 ε cos t

)
, y2p(t, ε) =

1

192

(
128π−

−591
√
3 ε2 + 192

√
3 ε cos t− 24

√
3 ε2 cos 2t

)
.

Зокрема,

∆0p(0, 1) ≈ 0, 181 865,∆1p(0, 1) ≈ 0, 0121 566,∆2p(0, 1) ≈ 0, 00372 908,

крiм того,

∆0p(0, 01) ≈ 0, 0174 071, ∆1p(0, 01) ≈ 0, 0000 900 709, ∆2p(0, 01) ≈ 2, 42 107·10−6.

Отже, знайденi нульове i першi два наближення до перiодичного розв’язку
(95) за допомогою iтерацiйної схеми (53) є точнiшими, нiж вiдповiднi першi
наближення, якi отриманi за допомогою методу Пуанкаре.

У разi PB∗
1
PQ∗

d
̸= 0 аналогiчнi умови розв’язностi слабконелiнiйної крайо-

вої задачi (5), (6) в особливому критичному випадку можна знайти з урахува-
нням третiх або вищих похiдних за умови вiдповiдної гладкостi нелiнiйностей
цiєї задачi. Результати дослiдження слабконелiнiйних крайових задач (5), (6)
у критичних випадках у працi [73] перенесено на нелiнiйнi крайовi задачi,
якi не розв’язано вiдносно похiдної. Запропоновану в [73] схему дослiдже-
ння нелiнiйних крайових задач, нерозв’язних вiдносно похiдної, аналогiчно
до випадку з[74, 117, 118, 132] можна перенести на нелiнiйнi диференцiально-
алгебричнi крайовi задачi, нерозв’язнi вiдносно похiдної. Крiм того, результа-
ти дослiдження слабконелiнiйних крайових задач (5), (6) у критичних випад-
ках аналогiчно до випадку, наведеного [126, 127, 128, 129], можна перенести
на нелiнiйнi матричнi крайовi задачi, в тому числi в абстрактних просто-
рах [86]. Результати дослiдження слабонелiнiйних крайових задач (5), (6) у
критичних випадках також можна перенести на крайовi задачi з iмпульсним
впливом [21, 115, 116, 148] та крайовi задачi зi запiзненням [1, 24].
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2.1 Постановка задачi

Слабконелiнiйною автономною крайовою задачею будемо називати задачу
про знаходження розв’язкiв [25, 91, 99, 100, 102, 111, 147]

z(t, ε) = col

(
z(1)(t, ε), ... , z(n)(t, ε)

)
, z(i)(·, ε) ∈ C1[a, b(ε)],

z(i)(t, ·) ∈ C[0, ε0], i = 1, 2, ... , n,

системи звичайних диференцiальних рiвнянь

dz/dt = Az + f + εZ(z, ε), (97)

якi задовольняють крайову умову

ℓ(z(·, ε), ε) = α+ εJ(z(·, ε), ε). (98)

Розв’язки задачi (97), (98) шукаємо в малому околi розв’язку

z0(t) = col

(
z
(1)
0 (t), ... , z

(n)
0 (t)

)
, z

(i)
0 (·) ∈ C1[a, b∗], b∗ = b(0),

породжувальної нетерової крайової задачi

dz0/dt = Az0 + f, ℓz0(·) = α. (99)

Тут A — (n × n)-вимiрна матриця, Z(z, ε) — нелiнiйна вектор-функцiя,
неперервно-диференцiйовна за z у малому околi розв’язку породжувальної
задачi та неперервно-диференцiйовна за малим параметром ε на вiдрiзку
[0, ε0], ℓ(z(·, ε), ε)− лiнiйний i J(z(·, ε), ε)− нелiнiйний векторний функцiона-
ли:

ℓ(z(·, ε), ε), J(z(·, ε), ε) : C[a, b(ε)] → Rm,

причому другий функцiонал неперервно-диференцiйовний за невiдомою z та
за малим параметром ε в малому околi розв’язку породжувальної задачi та на
вiдрiзку [0, ε0]. Припустимо, що iснує критичний випадок PQ∗ ̸= 0 i виконано
умову

PQ∗
d

{
α− ℓK

[
f

]
(·)

}
= 0; (100)

при цьому породжувальна задача (99) має r-параметричну сiм’ю розв’язкiв:

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G

[
f ;α

]
(t), cr ∈ Rr.
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Автономна крайова задача (97), (98) суттєво вiдрiзняється вiд аналогiчних
неавтономних крайових задач; на вiдмiну вiд останнiх, правий кiнець b(ε)
промiжку [a, b(ε)], на якому шукаємо розв’язок задачi (97), (98), невiдомий i
пiдлягає визначенню в процесi побудови самого розв’язку. Шукатимемо його
у виглядi

b(ε) = b∗ + ε

(
b∗ − a

)
β(ε). (101)

Функцiя β(ε) є неперервною за малим параметром на вiдрiзку [0, ε0]. Покла-
демо її значення в нулi таким, що β(0) = β∗. Здiйснюючи в задачi (97), (98)
замiну незалежної змiнної:

t = a+ (τ − a)

(
1 + εβ(ε)

)
, (102)

отримуємо задачу про пошук розв’язку

z(τ, ε) = col

(
z(1)(τ, ε), ... , z(n)(τ, ε)

)
, z(i)(·, ε) ∈ C1[a, b∗],

z(i)(τ, ·) ∈ C[0, ε0], i = 1, 2, ... , n,

системи диференцiальних рiвнянь:

dz(τ, ε)/dτ = Az(τ, ε) + f + ε

{
β(ε)

(
Az(τ, ε) + f

)
+

(
1+ εβ(ε)

)
Z(z(τ, ε), ε)

}
,

(103)
якi задовольняють крайову умову

ℓz(·, ε) =
(
1 + εβ(ε)

)(
α+ εJ̃(z(·, ε), ε)

)
. (104)

Тут ℓz(·, ε) — лiнiйний, а J̃(z(·, ε), ε) — нелiнiйний обмеженi векторнi функцiо-
нали [91, 136] ℓz(·, ε), J̃(z(·, ε), ε) : C[a, b∗] → Rm. Лiнiйний векторний фун-
кцiонал ℓ(z(·, ε), ε) зображується за допомогою iнтеграла Рiмана—Стiлтьєса
[52, c.362] у виглядi

ℓ(z(·, ε), ε) =
∫ b(ε)

a
dΩ(t)z(t, ε),

де Ω(t)− (m × n)-матриця, елементи якої — функцiї обмеженої на [a, b(ε)]
варiацiї. Замiною змiнної (102) одержуємо iнтеграл∫ b(ε)

a
dΩ(t)z(t, ε) =

(
1 + εβ(ε)

)∫ b∗

a
dΩ(τ)z(τ, ε).
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Отримана так рiвнiсть

ℓ(z(·, ε), ε) =
(
1 + εβ(ε)

)
ℓz(·, ε)

пояснює вигляд крайової умови (104).

2.2 Рiвняння для породжувальних сталих

Розв’язок крайової задачi (103), (104):

z(τ, ε) = z0(τ, cr) + x(τ, ε)

шукаємо в околi розв’язку z0(τ, cr) породжувальної задачi (99). Для знахо-
дження збурення x(τ, ε) отримуємо крайову задачу [23, 91, 136]:

dx(τ, ε)/dτ = Ax(τ, ε)+ (105)

+ε

{
β(ε)

[
A(z0(τ, cr) + x(τ, ε)) + f

]
+

[
1 + εβ(ε)

]
Z(z0(τ, cr) + x(τ, ε), ε)

}
,

ℓx(·, ε) = εαβ(ε) + ε

[
1 + εβ(ε)

]
J̃(z0(·, cr) + x(·, ε), ε). (106)

Розглядаючи нелiнiйностi задачi (105), (106) формально як неоднорiдностi,
отримуємо необхiдну i достатню умову її розв’язностi:

PQ∗
d

{
αβ(ε) +

[
1 + εβ(ε)

]
J̃(z0(·, cr) + x(·, ε), ε)− (107)

−ℓK

{
β(ε)

[
A(z0 + x) + f

]
+

[
1 + εβ(ε)

]
Z(z0 + x, ε)

}
(·)

}
= 0.

Враховуючи неперервнiсть вектор-функцiї Z(z(t, ε), ε) та нелiнiйного вектор-
ного функцiонала J(z(·, ε), ε) за ε у малому додатному околi нуля, переходимо
до межi при ε→ 0 у рiвностi (107) та отримуємо необхiдну умову

PQ∗
d

{
αβ∗ + J(z0(·, cr), 0)− ℓK

{
β∗
[
Az0(s, cr) + f

]
+ Z(z0(s, cr), 0)

}
(·)

}
= 0

iснування розв’язку вихiдної задачi (97), (98) у критичному випадку, де
β∗ = β(0). Позначаючи

φ0(c
∗) = αβ∗ + J(z0(·, c∗r), 0), f0(s, c∗) = β∗

[
Az0(s, c

∗
r) + f

]
+ Z(z0(s, c

∗
r), 0),

одержуємо таке твердження [91, 136].
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Теорема 2.1 Нехай для крайової задачi (97), (98) iснує критичний випадок
PQ∗ ̸= 0 i виконується умова (100) розв’язностi породжувальної задачi (99).
Якщо при цьому задача (97), (98) має розв’язок, який при ε = 0 перетворю-
ється на породжувальний z(t, 0) = z0(t, c

∗
r), то вектор

c∗ = col

(
c∗r , β

∗
)

∈ Rr+1

задовольняє рiвняння

F0(c
∗) = PQ∗

d

{
φ0(c

∗)− ℓK

[
f0(s, c

∗)

]
(·)

}
= 0. (108)

Першi r компонент c∗r ∈ Rr кореня c∗ ∈ Rr+1 рiвняння (107) визначають
амплiтуду породжувального розв’язку z0(t, c∗r), у малому околi якого можуть
iснувати шуканi розв’язки вихiдної задачi (97), (98). Крiм того, з рiвнян-
ня (108) можна знайти величину β∗ ∈ R1, яка визначає перше наближення
b1(ε) = b∗+ε(b∗−a)β∗ до довжини вiдрiзка b(ε), на якому визначено шуканий
розв’язок. Якщо це рiвняння не має дiйсних коренiв, то вихiдна задача (97),
(98) не має шуканих розв’язкiв.

Означення 2.1 Рiвняння (108) називають рiвнянням для породжувальних
сталих автономної крайової задачi (97), (98). У разi перiодичної задачi рiв-
няння (108) називають рiвнянням для породжувальних амплiтуд.

Приклад 2.1 Як iлюстрацiю до теореми 2.1 розглянемо задачу про знахо-
дження розв’язку

z(t, ε) : z(·, ε) ∈ C1[0, T1(ε)], z(t, ·) ∈ C[0, ε0],

скалярної перiодичної задачi

dz/dt = ε · ch z, ℓz(·, ε) = z(0, ε)− z(T1(ε), ε) = 0, (109)

який при ε = 0 перетворюється на розв’язок породжувальної задачi

dz0/dt = 0, T1(0) = 1, ℓz0(·) = z0(0)− z0(1) = 0.

Породжувальна задача має сiм’ю розв’язкiв z0(t) ≡ c. Рiвняння для поро-
джувальних амплiтуд (107) F (c) = −ch c = 0, c ∈ R1, не має дiйсних коренiв,
отже, i перiодична задача (109) не має шуканих розв’язкiв. Дiйсно, загальний
розв’язок рiвняння (109):

z(t, ε) = ln

∣∣∣∣tg (ε · (t+ c)

2

)∣∣∣∣
не є обмеженим у малому околi точки ε = 0, отже, не мiстить шуканих
розв’язкiв.
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2.3 Критичний випадок першого порядку

Припустимо, що рiвняння для породжувальних сталих (108) має дiйснi ко-
ренi. Фiксуючи один з розв’язкiв c∗ ∈ Rr+1 рiвняння (108), одержуємо задачу
про пошук розв’язкiв задачi (103), (104) z(τ, ε) = z0(τ, c

∗
r) + x(τ, ε) в околi

породжувального розв’язку

z0(τ, c
∗
r) = Xr(τ)c

∗
r +G

[
f ;α

]
(τ).

Використовуючи неперервну диференцiйовнiсть функцiї Z(z, ε) i за пер-
шим, i за другим аргументом в околi породжувального розв’язку z0(τ, c

∗
r) i

точки ε = 0, розкладаємо цю функцiю:

Z(z0(τ, c
∗
r) + x(τ, ε), ε) = Z(z0(τ, c

∗
r), 0) +A1(τ)x(τ, ε) + εA2(τ) +R1(z(τ, ε), ε),

(110)
де

A1(τ) =
∂Z(z, ε)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(τ, c
∗
r),

ε = 0,

A2(τ) =
∂Z(z, ε)

∂ε

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(τ, c
∗
r),

ε = 0.

Залишок R1(z(τ, ε), ε) розвинення функцiї Z(z(τ, ε), ε) має вищий порядок
малостi за x i ε в околi точок x = 0 i ε = 0, нiж першi три члени розкладу,
тому

R1(z, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(τ, c
∗
r),

ε = 0

≡ 0,
∂R1(z, ε)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(τ, c
∗
r),

ε = 0

≡ 0,

∂R1(z, ε)

∂ε

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(τ, c
∗
r),

ε = 0

≡ 0.

Аналогiчно, використовуючи неперервну диференцiйовнiсть (у сенсi Фре-
ше) векторного функцiонала J̃(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε) i за першим, i за другим
аргументом в околi породжувального розв’язку z0(τ, c∗r) i точки ε = 0, видi-
ляємо лiнiйну за x та лiнiйну за ε частини цього функцiонала:

ℓ1x(·, ε) =
∂J̃(z(·, ε), ε)

∂x

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(τ, c
∗
r),

ε = 0,
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ℓ2(z0(·, c∗r)) =
∂J̃(z(·, ε), ε)

∂ε

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(τ, c
∗
r),

ε = 0,

а також член J(z0(·, c∗r), 0) = J̃(z(·, 0), 0) нульового порядку за ε в околi точок
x = 0 i ε = 0 :

J̃(z0(·, c∗r)+x(·, ε), ε)=J(z0(·, c∗r), 0)+ℓ1x(·, ε)+εℓ2(z0(·, c∗r))+J1(z0(·, c∗r)+x(·, ε), ε).
(111)

Залишок J1(z0(·, c∗r)+x(·, ε), ε) розвинення функцiонала J(z0(·, c∗r)+x(·, ε), ε)
має вищий порядок малостi за x i ε в околi точок x = 0 i ε = 0, нiж першi
три члени розвинення, тому

J1(z(·, ε), ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(τ, c
∗
r),

ε = 0

= 0,
∂J1(z(·, ε), ε)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(τ, c
∗
r),

ε = 0

= 0,

∂J1(z(·, ε), ε)
∂ε

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(τ, c
∗
r),

ε = 0

= 0.

Приклад 2.2 Доданок εA2(τ) суттєво впливає на значення залишку
R1(z(τ, ε), ε) в околi точок x = 0 i ε = 0.

Дiйсно, для автономної перiодичної задачi dz/dt = ε2 , z(0, ε)− z(1, ε) = 0
породжувальний розв’язок z0 = 0 ∈ R1 визначає величини

Z(z0(τ, c
∗
r), 0) ≡ A1(τ)x ≡ 0, A2(τ) ≡ 1,

а отже, i R1(z0(τ, c
∗
r) + x(τ, ε), ε) ≡ 0. Якщо доданок εA2(τ) вiднести до зали-

шку, то маємо

R1(z0(τ, c
∗
r)+x(τ, ε), ε) = Z(z0(τ, c

∗
r)+x(τ, ε), ε)−Z(z0(τ, c∗r), 0)−A1(τ)x(τ, ε) ≡ ε2.

Таким чином, для цiєї задачi отримуємо залишок, який збiгається з нелiнiй-
нiстю:∣∣∣∣∣∣∣∣Z(z0(τ, c∗r), 0)∣∣∣∣∣∣∣∣ ≡ ∣∣∣∣∣∣∣∣A1(τ)x

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≡ 0 < ε2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣R1(z0(τ, c
∗
r) + x(τ, ε), ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣.
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Використовуючи розвинення (110), перетворимо вираз, розташований в
квадратних дужках умови (107) розв’язностi задачi (105), (106),

β(ε)

[
A(z0 + x) + f

]
+

(
1 + εβ(ε)

)
Z(z0 + x, ε) =

= f0(s, c
∗)+

(
β∗A+A1(s)

)
x(s, ε)+εA2(s)+β̄

(
A(z0(s, c

∗
r)+f

)
+r(z0(s, c

∗
r)+x(s, ε), ε).

Тут β̄(ε) = β(ε) − β∗− невiдома неперервна скалярна функцiя, яка обертає-
ться на нуль при ε = 0. Розв’язок задачi (103), (104) подамо у виглядi

x(τ, ε) = Xr(τ)cr(ε) + x(1)(τ, ε),

де

x(1)(τ, ε) = εG

[
Z(z0(s, c

∗
r), 0) +A1(s)x(s, ε) + εA2(s) +R1(z(s, ε), ε);

J(z0(·, c∗r), 0) + ℓ1x(·, ε) + εℓ2(z0(·, c∗r)) + J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)

]
(τ).

Невiдома cr = cr(ε) ∈ Rr є неперервною в малому додатному околi нуля
вектор-функцiї малого параметра. Отже, вираз, що стоїть в квадратних дуж-
ках в умовi (107) розв’язностi задачi (105), (106) набуває вигляду

β(ε)

(
A(z0 + x) + f

)
+

(
1 + εβ(ε)

)
Z(z0 + x, ε) =

= f0(s, c
∗)+

(
β∗A+A1(s)

)
x(1)(s, ε)+Ā1(s)c(ε)+εA2(s)+r(z0(s, c

∗
r)+x(s, ε), ε).

Тут

Ā1(s) =

{[
β∗A+A1(s)

]
Xr(s); Az0(s, c

∗
r) + f

}

є (n× (r + 1))-вимiрною матрицею, c(ε) = col

(
cr(ε), β̄(ε)

)
− (r + 1)-вимiрна

вектор-функцiя,

r(z0(s, c
∗
r)+x(s, ε), ε) = β̄Ax(s, ε)+εβZ(z0(s, c

∗
r)+x(s, ε), ε)+R1(z0(s, c

∗
r)+x(s, ε), ε)

є n-вимiрним вектор-стовпцем. У нових позначеннях отримуємо задачу про
пошук розв’язку системи диференцiальних рiвнянь:

dx/dτ = Ax+ ε

{
f0(τ, c

∗) + Ā1(τ)c(ε) + εA2(τ)+ (112)
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+

(
β∗A+A1(τ)

)
x(1)(τ, ε) + r(z0(τ, c

∗
r) + x(τ, ε), ε)

}
,

якi задовольняють крайову умову

ℓx(·, ε) = ε

{
J(z0(·, c∗r), 0) + ℓ1

[
Xr(·)cr(ε) + x(1)(·, ε)

]
+ (113)

+εℓ2(z0(·, c∗r)) + J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)

}
.

Необхiдна i достатня умова (107) розв’язностi задачi (105), (106), а отже i
задачi (112), (113) у нових позначеннях набуває вигляду

PQ∗
d

{
J(z0(·, c∗r), 0)+ℓ1

[
Xr(·)cr(ε)+x(1)(·, ε)

]
+εℓ2(z0(·, c∗r))+J1(z0(·, c∗r)+x(·, ε), ε)−

−ℓK

{
f0(s, c

∗)+Ā1(s)c(ε)+

[
β∗A+A1(s)

]
x(1)(s, ε)+εA2(s)+r(z(s, ε), ε)

}
(·)

}
= 0.

З урахуванням рiвняння для породжувальних сталих маємо рiвнiсть

PQ∗
d

{
ℓ1

[
Xr(·) I1 c(ε)+x(1)(·, ε)

]
+εℓ2(z0(·, c∗r))+J1(z0(·, c∗r)+x(·, ε), ε)−ℓK

[
Ā1(s)c(ε)+

+

(
β∗A+A1(s)

)
x(1)(s, ε) + εA2(s) + r(z0(s, c

∗
r) + x(s, ε), ε)

]
(·)

}
= 0,

яка рiвнозначна рiвнянню

PQ∗
d

{
ℓ1Xr(·) I1 − ℓK

[
Ā1(s)

]
(·)

}
· c(ε) =

= −PQ∗
d

{
ℓ1x

(1)(·, ε) + εℓ2(z0(·, c∗r)) + J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)−

−ℓK

[(
β∗A+A1(s)

)
x(1)(s, ε) + εA2(s) + r(z0(s, c

∗
r) + x(s, ε), ε)

]
(·)

}
.

Тут I1 = col (Ir, O) — стала
(
r × (r + 1)

)
-вимiрна матриця. Позначаючи

(d× (r + 1))-вимiрну матрицю як

B0 = PQ∗
d

{
ℓ1Xr(·) I1 − ℓK

[
Ā1(s)

]
(·)

}
,
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одержуємо операторну систему, яка рiвнозначна задачi про пошук розв’язкiв
системи (112), що задовольняють крайову умову (113):

x(τ, ε) = Xr(τ) I1 c(ε)+x(1)(τ, ε), B0 c(ε) = −PQ∗
d

{
ℓ1x

(1)(·, ε)+ εℓ2(z0(·, c∗r))+

+J1(z0(·, c∗r)+x(·, ε), ε)−ℓK

[(
β∗A+A1(s)

)
x(1)(s, ε)+εA2(s)+r(z(s, ε), ε)

]
(·)

}
,

x(1)(τ, ε) = εG

[
f0(s, c

∗) + Ā1(s)c(ε)+ (114)

+

(
β∗A+A1(s)

)
x(1)(s, ε) + εA2(s) + r(z0(s, c

∗
r) + x(s, ε), ε);

J(z0(·, c∗r), 0)+ℓ1
[
Xr(·)cr(ε)+x(1)(·, ε)

]
+ε ℓ2(z0(·, c∗r))+J1(z0(·, c∗r)+x(·, ε), ε)

]
(τ).

Для розв’язностi другого рiвняння операторної системи (114) необхiдно i до-
статньо виконання рiвностi

PB∗
0
PQ∗

d

{
ℓ1x

(1)(·, ε) + εℓ2(z0(·, c∗r)) + J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)−

−ℓK

[(
β∗A+A1(s)

)
x(1)(s, ε) + εA2(s) + r(z0(s, c

∗
r) + x(s, ε), ε)

]
(·)

}
= 0,

де PB∗
0
− (d× d)-вимiрна матриця-ортопроєктор. За умови PB∗

0
= 0 загальний

розв’язок другого рiвняння операторної системи (114) має вигляд

c(ε) = −B+
0 PQ∗

d

{
ℓ1x

(1)(·, ε) + εℓ2(z0(·, c∗r)) + J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)−

−ℓK

[(
β∗A+A1(s)

)
x(1)(s, ε) + εA2(s) + r(z0(s, c

∗
r) + x(s, ε), ε)

]
(·)

}
+ PB0 c̄,

де c̄ ∈ Rr+1 — довiльний вектор. Нехай rank PB0 = ρ ; тут PB0 : Rr+1 →
→ N(B0) — (d×d)-матриця-ортопроєктор. Позначимо Pρ ∈ R(r+1)×ρ матрицю,
утворену з ρ лiнiйно-незалежних стовпцiв матрицi-ортопроєктора PB0 . При
цьому вектор-функцiя

c(ε) = −B+
0 PQ∗

d

{
ℓ1x

(1)(·, ε) + εℓ2(z0(·, c∗r)) + J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)−
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−ℓK

[(
β∗A+A1(s)

)
x(1)(s, ε) + εA2(s) + r(z0(s, c

∗
r) + x(s, ε), ε)

]
(·)

}
+ Pρ cρ

залежить вiд довiльного вектора

cρ = col (c(1)ρ (ε), ... , c(ρ)ρ (ε)), c(i)ρ (ε) ∈ C[0, ε∗0], c(i)ρ (0) = 0, i = 1, 2, ... , ρ.

Таким чином, за умови PB∗
0
= 0 спiльний розв’язок крайової задачi (112),

(113) визначає операторна система:

x(τ, ε) = Xr(τ) I1 c(ε) + x(1)(τ, ε),

c(ε) = −B+
0 PQ∗

d

{
ℓ1x

(1)(·, ε) + εℓ2(z0(·, c∗r)) + J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)−

−ℓK

[(
β∗A+A1(s)

)
x(1)(s, ε) + εA2(s) + r(z0(s, c

∗
r) + x(s, ε), ε)

]
(·)

}
+ Pρcρ,

x(1)(τ, ε) = εG

[
f0(s, c

∗) + Ā1(s)c(ε) + εA2(s)+ (115)

+

(
β∗A+A1(s)

)
x(1)(s, ε) + r(z0(s, c

∗
r) + x(s, ε), ε);

J(z0(·, c∗r), 0)+ℓ1
[
Xr(·)cr(ε)+x(1)(·, ε)

]
+εℓ2(z0(·, c∗r))+J1(z0(·, c∗r)+x(·, ε), ε)

]
(τ),

що для будь-якого cρ ∈ Rρ еквiвалентна задачi про побудову розв’язку си-
стеми рiвнянь (112), якi задовольняють крайову умову (113). Операторна си-
стема (115) належить до класу систем, для розв’язування яких застосовують
метод простих iтерацiй [17, 18, 19]. Перше наближення до розв’язку оператор-
ної системи (115) шукаємо як розв’язок крайової задачi першого наближення
до задачi (112), (113):

dx1/dτ = Ax1 + εf0(τ, c
∗), ℓx1(·, ε) = εJ(z0(·, c∗r), 0). (116)

Iснування розв’язку задачi (116) гарантовано вибором вектора c∗, що є коре-
нем рiвняння для породжувальних сталих. Подамо цей розв’язок у виглядi

x1(τ, ε) = Xr(τ) I1 c1(ε)+x
(1)
1 (τ, ε), x

(1)
1 (τ, ε) = εG

[
f0(s, c

∗); J(z0(·, c∗r), 0)
]
(τ).
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Друге наближення до розв’язку операторної системи (115) є розв’язком
крайової задачi другого наближення до задачi (112), (113):

dx2/dτ = Ax2 + ε

{
f0(τ, c

∗) + Ā1(τ)c1 + εA2(τ)+

+

(
β∗A+A1(τ)

)
x
(1)
1 (τ, ε) + r(z0(τ, c

∗
r) + x1(τ, ε), ε)

}
,

ℓx2(·, ε) = ε

{
J(z0(·, c∗r), 0) + ℓ1x1(·, ε) + εℓ2(z0(·, c∗r)) + J1(z1(·, ε), ε)

}
.

(117)
Розв’язок задачi (117) зображується у виглядi

x2(τ, ε) = Xr(τ) I1 c2(ε) + x
(1)
2 (τ, ε), x

(1)
2 (τ, ε) = εG

[
f0(s, c

∗) + Ā1(s)c1+

+

(
β∗A+A1(s)

)
x
(1)
1 (s, ε) + r(z0(s, c

∗
r) + x1(s, ε), ε);

J(z0(·, c∗r), 0) + ℓ1x1(·, ε) + J1(z0(·, c∗r) + x1(·, ε), ε)
]
(τ).

Необхiдна i достатня умова розв’язностi задачi (117) другого наближення:

PQ∗
d

{
J(z0(·, c∗r), 0) + ℓ1x1(·, ε) + J1(z0(·, c∗r) + x1(·, ε), ε)− (118)

−ℓK
[
f0(s, c

∗) + Ā1(s)c1 +

(
β∗A+A1(s)

)
x
(1)
1 (s, ε) + r(z1(s, ε), ε)

]
(·)

}
= 0

з урахуванням рiвняння для породжувальних сталих подається так:

PQ∗
d

{
ℓ1x1(·, ε) + J1(z0(·, c∗r) + x1(·, ε), ε)−

−ℓK
[
Ā1(s)c1 +

(
β∗A+A1(s)

)
x
(1)
1 (s, ε) + r(z0(s, c

∗
r) + x1(s, ε), ε)

]
(·)

}
= 0.

З її використанням одержуємо рiвняння вiдносно вектора c1(ε) :

B0 c1(ε) = −PQ∗
d

{
J1(z0(·, c∗r) + x1(·, ε), ε)−

−ℓK

[(
β∗A+A1(s)

)
x
(1)
1 (s, ε) + r(z0(s, c

∗
r) + x1(s, ε), ε)

]
(·)

}
.
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За умови PB∗
0
= 0 розв’язок цього рiвняння має вигляд

c1(ε) = −B+
0 PQ∗

d

{
J1(z0(·, c∗r) + x1(·, ε), ε)−

−ℓK

[(
β∗A+A1(s)

)
x
(1)
1 (s, ε) + r(z0(s, c

∗
r) + x1(s, ε), ε)

]
(·)

}
+ Pρcρ.

Для знаходження розв’язку операторної системи (115) маємо таку iтера-
цiйну схему [91, 136]:

xk+1(τ, ε) = Xr(τ) I1 ck+1(ε) + x
(1)
k+1(τ, ε), x

(1)
k+1(τ, ε) = x

(1)
1 (τ, ε) + x

(2)
k+1(τ, ε),

x
(2)
k+1(τ, ε) = εG

[
Ā1(s)ck +

(
β∗A+A1(s)

)
x
(1)
k (s, ε) + r(z0(s, c

∗
r) + x

(1)
k (s, ε), ε);

ℓ1x
(1)
k (·, ε) + J1(z0(·, c∗r) + x

(1)
k (·, ε), ε)

]
(τ),

ck+1(ε) = −B+
0 PQ∗

d

{
J1(z0(·, c∗r)+x

(1)
k+1(·, ε), ε)− ℓK

[(
β∗A+A1(s)

)
x
(1)
k+1(s, ε)+

+r(z0(s, c
∗
r) + x

(1)
k+1(s, ε), ε)

]
(·)

}
+ Pρcρ, k = 1, 2, ...

Доведемо збiжнiсть отриманої iтерацiйної процедури до шуканого
розв’язку задачi (112), (113) i оцiнимо довжину вiдрiзка [0, ε∗], ε∗ ≤ ε0 , на
якому зберiгається збiжнiсть цiєї процедури. Розв’язок задачi (112), (113) шу-
каємо в досить малому околi породжувального розв’язку z0(τ, c∗r) = Xr(τ)c

∗
r+

G[f ; α](τ). Припускаємо, що вектор c∗ ∈ Rr+1 задовольняє рiвняння (108) для
породжувальних амплiтуд. Операторна система (115) еквiвалентна задачi про
побудову розв’язку рiвняння x(τ, ε) = Φx(τ, ε) на множинi функцiй x(τ, ε), якi
обертаються на нуль при ε = 0. Тут

Φx(τ, ε) = −Xr(τ)I1B
+
0 PQ∗

d

{
ℓ1x

(1)(·, ε) + J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)−

−ℓK

[(
β∗A+A1(s)

)
x(1)(s, ε) + r(z0(s, c

∗
r) + x(s, ε), ε)

]
(·)

}
−

−Xr(τ)Pρcρ + εG

[
Z(z0(s, c

∗
r) + x(s, ε), ε); J(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)

]
(τ) =
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= −Xr(τ)I1B
+
0 PQ∗

d

{
εℓ1G

[
Z(z0(s, c

∗
r) + x(s, ε), ε);

J(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)

]
(·) + J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)−

−ℓK

[
ε

(
β∗A+A1(s)

)
G

[
Z(z0(ν, c

∗
r) + x(ν, ε), ε); J(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)

]
(s)+

+r(z0(s, c
∗
r) + x(s, ε), ε)

]
(·)

}
−Xr(τ)Pρcρ + εG

[
Z(z(s, ε), ε); J(z(·, ε), ε)

]
(τ).

Неперервний обмежений оператор

Φx(τ, ε) = Φ

(
Z(z0(τ, c

∗
r) + x(τ, ε), ε); J(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)

)
є суперпозицiєю бiлiнiйного за Z(z(τ, ε), ε) i J(z(·, ε), ε) оператора Φx(τ, ε),
що дiє на неперервно-диференцiйовнi за z функцiю Z(z(τ, ε), ε) i нелiнiйний
функцiонал J(z(·, ε), ε). Оператор Φx(τ, ε) дiє з простору неперервних на вiд-
рiзках [a; b∗] i [0, ε0] дiйсних вектор-функцiй x(τ, ε) у цей самий простiр. З
огляду на бiлiнiйнiсть оператора Φx(τ, ε) подамо його у виглядi

Φx(τ, ε) =

7∑
i=1

Φi x(τ, ε)−Xr(τ)Pρcρ ,

де

Φ1x(τ, ε) = −G

[
Z(z0(s, c

∗
r) + x(s, ε), ε); J(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)

]
(τ),

Φ2x(τ, ε) = −εXr(τ)I1B
+
0 PQ∗

d
ℓ1G

[
Z(z0(s, c

∗
r)+x(s, ε), ε); J(z0(·, c∗r)+x(·, ε), ε)

]
(·),

Φ3x(τ, ε) = −Xr(τ)I1B
+
0 PQ∗

d
J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε),

Φ4x(τ, ε) = εXr(τ)I1B
+
0 PQ∗

d
ℓK

{(
β∗A+A1(s)

)
×

×G

[
Z(z0(ν, c

∗
r) + x(ν, ε), ε); J(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)

]
(s)

}
(·),
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Φ5x(τ, ε) = Xr(τ)I1B
+
0 PQ∗

d
ℓK

{
β̄(ε)Ax(s, ε)

}
(·),

Φ6x(τ, ε) = Xr(τ)I1B
+
0 PQ∗

d
ℓK

{
R1(z0(s, c

∗
r) + x(s, ε), ε)

}
(·),

Φ7x(τ, ε) = εXr(τ)I1B
+
0 PQ∗

d
ℓK

{
β(ε)Z(z0(s, c

∗
r) + x(s, ε), ε)

}
(·)

та ξ1(τ, ε), ζ1(t, ε) — точки вiдрiзка, який з’єднує точки z0(τ, c
∗
r) + x(τ, ε) i

z0(τ, c
∗
r) + y(τ, ε).

Увiвши позначення:

σ1 = max
||x||, ||y|| ≤ ρ,
ε ∈ [0, ε0]

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂Z(z(τ, ε), ε)∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = ξ1(τ, ε)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ,

σ2 = max
||x||, ||y|| ≤ ρ,
ε ∈ [0, ε0]

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂J(z(·, ε), ε)∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = ζ1(τ, ε)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ,

q = ||X(t)Q+||, λ = ||ℓK[ ∗ ](·)||, µ = ||K[ ∗ ](τ)||,

отримаємо оцiнку норми рiзницi:∣∣∣∣∣∣∣∣Φ1x(τ, ε)− Φ1y(τ, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ε

[
q

(
σ1 + λσ2

)
+ µ

]
· ||x(τ, ε)− y(τ, ε)||.

Аналогiчно∣∣∣∣∣∣∣∣Φ2x(τ, ε)− Φ2y(τ, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ε q1

(
λ1σ2 + λλ1σ2 + λ2σ1

)
||x(τ, ε)− y(τ, ε)||.

Тут

q2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣Xr(τ)I1B
+
0 PQ∗

d

∣∣∣∣∣∣∣∣, λ1 = ∣∣∣∣∣∣∣∣ℓ1X(·)Q+

∣∣∣∣∣∣∣∣,
λ2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣ℓ1K[ ∗
]
(·)
∣∣∣∣∣∣∣∣, λ3 = ∣∣∣∣∣∣∣∣ℓ1K[A1(s) ∗

]
(·)
∣∣∣∣∣∣∣∣.

Згiдно з теоремою про середнє:

||J1(z0 + x, ε)− J1(z0 + y, ε)|| =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂J1(z(·, ε), ε)∂z

∣∣∣∣ z = ζ2(τ, ε)
· (x− y)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
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функцiонал J ′
1z(ζ2(·, ε), ε) є похiдною (в сенсi Фреше) функцiонала

J1(z(·, ε), ε) у деякiй точцi ζ2(t, ε) вiдрiзка, який з’єднує точки z0(τ, c∗r)+x(τ, ε)
i z0(τ, c∗r) + y(τ, ε). За умови ||x||, ||y|| ≤ ρ, ε ∈ [0, ε0] функцiонал

∂J1(z(·, ε), ε)
∂z

∣∣∣∣ z = ζ2(τ, ε)
=
∂J(ζ2(·, ε), ε)

∂z
− ℓ1

є нескiнченно малою величиною, оскiльки

∂J1(z(·, ε), ε)
∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ z = ζ2(τ, ε),
ε = 0

− ℓ1 =
∂J(z0(·, c∗r), 0)

∂z
− ℓ1 ≡ 0.

Отже, за теоремою про середнє в певнiй точцi ε1 вiдрiзка [0, ε0] виконується
рiвнiсть

∂J1(z(·, ε), ε)
∂z

∣∣∣∣ z = ζ2(τ, ε)
· (x−y) = ∂2J1(z(·, ε), ε)

∂z ∂ε

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = ζ2(τ, ε)
ε = ε1

·ε (x−y).

Таким чином,

||J1(z0 + x, ε)− J1(z0 + y, ε)|| ≤ σ3 · ε||x− y||,

де

σ3 = max

||x||, ||y|| ≤ ρ,
ε1 ∈ [0, ε0]

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂2J1(z(·, ε), ε)∂z ∂ε

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = ζ2(τ, ε)
ε = ε1

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ .

Отже, ∣∣∣∣∣∣∣∣Φ3x(τ, ε)− Φ3y(τ, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ εq2σ3 · ||x− y||.

Подамо функцiонал Φ4x(τ, ε) у виглядi

Φ4x(τ, ε) = εXr(τ)I1B
+
0 PQ∗

d
ℓK

{(
β∗A+A1(s)

){
X(s)Q+

[
J(z0(·, c∗r)+x(·, ε), ε)−
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−ℓK
[
Z(z0(ν, c

∗
r) + x(ν, ε), ε)

]
(·)

]
+K

[
Z(z0(ν, c

∗
r) + x(ν, ε), ε)

]
(s)

}
(·)

i оцiнимо рiзницю:∣∣∣∣∣∣∣∣Φ4x(τ, ε)− Φ4y(τ, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ε

∣∣∣∣∣∣∣∣Xr(τ)I1B
+
0 PQ∗

d
ℓK

(
β∗A+A1(s)

)
(·)
∣∣∣∣∣∣∣∣×

×

{∣∣∣∣∣∣∣∣X(s)Q+

[
J(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)− J(z0(·, c∗r) + y(·, ε), ε)

]∣∣∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∣∣∣X(s)Q+ℓK

[
Z(z0(ν, c

∗
r) + x(ν, ε), ε)− Z(z0(ν, c

∗
r) + y(ν, ε), ε)

]
(·)
∣∣∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣∣∣K[Z(z0(ν, c∗r) + x(ν, ε), ε)− Z(z0(ν, c
∗
r) + y(ν, ε), ε)

]
(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣
}

≤

≤ εq2λ4

[
q(λσ1 + σ2) + µσ1

]
· ||x(τ, ε)− y(τ, ε)||.

Тут

λ4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣ℓK[(β∗A+A1(s)

)
∗
]
(·)
∣∣∣∣∣∣∣∣.

Для оцiнювання ||β̄(ε)|| запишемо невiдому β(ε) у виглядi суми:

β(ε) = β∗ + εβ∗∗ + εω(ε) .

Згiдно з прийнятими позначеннями

β̄(ε) = ε

(
β∗∗ + ω(x(τ, ε), ε)

)
.

Тут ω(x(τ, ε), ε) — малий залишок за умов ||x|| ≤ ρ, а також ε ∈ [0, ε0]. У
цьому випадку iснує число ρ1, для якого виконується нерiвнiсть

ε

(
β∗∗ − ρ1

)
≤ β̄(ε) ≤ ε

(
β∗∗ + ρ1

)
.

Нехай

ρ2 = max

{∣∣∣∣β∗∗ + ρ1

∣∣∣∣, ∣∣∣∣β∗∗ − ρ1

∣∣∣∣
}
,

тодi
||β̄(ε)|| = |β̄(ε)| ≤ ε · ρ2.
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Таким чином,∣∣∣∣∣∣∣∣Φ5x(τ, ε)− Φ5y(τ, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ εq1q2λρ2 · ||x(τ, ε)− y(τ, ε)||,

де q1 = ||A||. Для оцiнювання норми рiзницi

||Φ6x(τ, ε)− Φ6y(τ, ε)|| ≤
∣∣∣∣∣∣∣∣Xr(τ)I1B

+
0

∣∣∣∣∣∣∣∣ · ∣∣∣∣∣∣∣∣PQ∗
d
ℓK[ ∗ ](·)

∣∣∣∣∣∣∣∣×
×
∣∣∣∣∣∣∣∣R1(z0(τ, c

∗
r−1) + x(τ, ε), ε)−R1(z0(τ, c

∗
r) + y(τ, ε), ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣
перетворимо вираз∣∣∣∣∣∣∣∣R1(z0(τ, c

∗
r) + x(τ, ε), ε)−R1(z0(τ, c

∗
r) + y(τ, ε), ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣.
Згiдно з теоремою про середнє

||R1(z0 + x, ε)−R1(z0 + y, ε)|| =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂R1(z, ε)

∂z

∣∣∣∣ z = ξ2(τ, ε)
· (x− y)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣;

похiдна R′
1z(ξ2(τ, ε), ε) є похiдною функцiї R1(z(τ, ε), ε) у деякiй точцi ξ2(τ, ε)

вiдрiзка, який з’єднує точки z0(τ, c
∗
r) + x(τ, ε), z0(τ, c

∗
r) + y(τ, ε). За умови

||x||, ||y|| ≤ ρ, ε ∈ [0, ε0] ця похiдна

∂R1(z, ε)

∂z

∣∣∣∣ z = ξ2(τ, ε)
=
∂Z(z, ε)

∂z

∣∣∣∣ z = ξ2(τ, ε)
−A1(τ)

є нескiнченно малою, оскiльки

∂R1(z, ε)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = ξ2(τ, ε)
ε = 0

=
∂Z(z, ε)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = ξ2(τ, ε)
ε = 0

−A1(τ) ≡ 0.

Отже, з теореми про середнє випливає, що в деякiй точцi ε2 вiдрiзка [0, ε0]
виконується рiвнiсть

||R1(z0 + x, ε)−R1(z0 + y, ε)|| =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂2R1(z, ε)

∂z ∂ε

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = ξ2(τ, ε)
ε = ε2

· ε(x− y)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣.
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Таким чином,

||Φ6x(τ, ε)− Φ6y(τ, ε)|| ≤ ε · q2 · λ · σ4 · ||x(τ, ε)− y(τ, ε)||,

де

σ4 = max
||x||, ||y|| ≤ ρ,
ε ∈ [0, ε0]

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂2R1(z(τ, ε), ε)

∂z ∂ε

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = ξ2(τ, ε)
ε = ε2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ .

Оцiнимо функцiю

||β(ε)|| ≤ |β∗|+ ||β̄(ε)|| ≤ |β∗|+ ε0 · ρ2,

при цьому

||Φ7x(τ, ε)− Φ7y(τ, ε)|| ≤ ε · q2 · λ · ρ3 · σ1||x(τ, ε)− y(τ, ε)||.

Тут ρ3 = |β∗|+ ε0 · ρ2. Використовуючи нерiвностi для рiзниць

||Φi x(τ, ε)− Φi y(τ, ε)||, i = 1, 2, . . . , 7,

отримуємо оцiнку ε∗ ≤ ε∗, де [78, 123]

1

ε∗
= q

(
σ1 + λσ2

)
+ µ+ q1

[
λ

(
σ2 + λ1σ2 + q1ρ2

)
+ λ2σ1

]
+

+q2

{
σ3 + λ4

[
q

(
σ2 + λσ1

)
+ µσ1

]
+ λ

(
σ4 + q2ρ3σ1

)}
.

Одержуємо таке твердження [91, 136].

Теорема 2.2 Для кожного простого
(
PB∗

0
= 0

)
кореня c∗ рiвняння F (c∗) =

= 0 для породжувальних сталих задача (97), (98) має ρ-параметричний
розв’язок, який при ε = 0 перетворюється на породжувальний z(τ, 0) =
= z0(τ, c

∗
r). Цей розв’язок можна визначити за допомогою iтерацiйного про-

цесу, який збiгається при ε ∈ [0, ε∗] :

x1(τ, ε) = Xr(τ) I1 c1(ε) + x
(1)
1 (τ, ε), c∗ = col

(
c∗r , β

∗
)
,

x
(1)
1 (τ, ε) = εG

[
f0(s, c

∗); J(z0(·, c∗r), 0)
]
(τ),



122 2 Автономнi крайовi задачi

c1(ε) = −B+
0 PQ∗

d

{
J1(z0(·, c∗r) + x1(·, ε), ε)− ℓK

[(
β∗A+A1(s)

)
x
(1)
1 (s, ε)+

+r(z0(s, c
∗
r) + x1(s, ε), ε)

]
(·)

}
+ Pρ cρ, ... ;

xk+1(τ, ε) = Xr(τ) I1 ck+1(ε) + x
(1)
k+1(τ, ε), x

(1)
k+1(τ, ε) = x

(1)
1 (τ, ε) + x

(2)
k+1(τ, ε),

(119)

x
(2)
k+1(τ, ε) = εG

[
Ā1(s)ck +

(
β∗A+A1(s)

)
x
(1)
k (s, ε) + r(z0(s, c

∗
r) + x

(1)
k (s, ε), ε);

ℓ1x
(1)
k (·, ε) + J1(z0(·, c∗r) + x

(1)
k (·, ε), ε)

]
(τ),

ck+1(ε) = −B+
0 PQ∗

d

{
J1(z0(·, c∗r)+x

(1)
k+1(·, ε), ε)− ℓK

[(
β∗A+A1(s)

)
x
(1)
k+1(s, ε)+

+r(z0(s, c
∗
r) + x

(1)
k+1(s, ε), ε)

]
(·)

}
+ Pρ cρ, k = 1, 2, ...

З урахуванням замiни незалежної змiнної (102) задача (97), (98) має ρ-
параметричний розв’язок, який при ε = 0 перетворюється на породжуваль-
ний z(t, 0) ≡ z0(t, c

∗
r) i який можна знайти з використанням iтерацiйно-

го процесу (119) за формулою zk(t, ε) = z0(t, c
∗
r) + xk(t, ε). Величина βk(ε) є

останньою компонентою вектора ck(ε).

Запропонована схема оцiнювання величини ε∗ дає змогу побудувати вiд-
повiднi оцiнки для автономних крайових задач вигляду (97), (98), а також
крайових задач у складнiших критичних випадках, наприклад у критичному
випадку другого порядку [56, 90].

2.4 Автономнi перiодичнi задачi

Нехай A — (n× n)-вимiрна матриця, а Z(z, ε) — n-вимiрна вектор-функцiя.
Слабконелiнiйною автономною перiодичною задачею будемо називати задачу
про знаходження розв’язку

z(t, ε) = col

(
z(1)(t, ε), ... , z(n)(t, ε)

)
, z(i)(·, ε) ∈ C1[0, T1(ε)],

z(i)(t, ·) ∈ C[0, ε0], T1(0) = T, i = 1, 2, ... , n,
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системи звичайних диференцiальних рiвнянь:

dz/dt = Az + εZ(z, ε), (120)

якi задовольняють крайову умову

ℓz(·, ε) = z(0, ε)− z(T1(ε), ε) = 0. (121)

Розв’язок задачi (120), (121) шукаємо в малому околi розв’язку

z0(t) = col

(
z
(1)
0 (t), ... , z

(n)
0 (t)

)
z
(i)
0 (·) ∈ C1[0, T ], i = 1, 2, ... , n,

породжувальної задачi
dz0/dt = Az0, (122)

ℓz0(·) = z0(0)− z0(T ) = 0. (123)

Припускаємо, що вектор-функцiя Z(z, ε) є неперервно-диференцiйовною
за невiдомою z(t, ε) у малому околi розв’язку породжувальної задачi та
неперервно-диференцiйовною за малим параметром ε у малому додатному
околi нуля.

2.4.1 Некритична перiодична задача

Нехай перiодична задача (120), (121) є некритичним випадком detQ ̸= 0,
Q := ℓX(·). Тодi задача (120), (121) є однозначно розв’язною для будь-якої
нелiнiйностi Z(z, ε) системи (120), тому, як i у випадку знаходження положень
рiвноваги задачi (120), (121), залежнiсть довжини вiдрiзка T1(ε), на якому ви-
значено шуканий розв’язок цiєї задачi, вiд малого параметра ε несуттєва, при
цьому можна покласти T1(ε) ≡ T. Таким чином, перiод шуканого розв’язку
задачi (120), (121) вiдомий. Отже, для побудови цього розв’язку є застосовни-
ми метод простих iтерацiй [116], метод Ньютона—Канторовича [43], а також
метод найменших квадратiв. Методи розроблено для некритичних перiоди-
чних задач.

2.4.2 Перiодична крайова задача в критичному випадку

Припустимо, що перiодична задача (120), (121) є критичним випадком PQ∗ ̸=
̸= 0. Як вiдомо, критичний випадок iснує тодi i тiльки тодi, коли матриця A
має власнi числа на уявнiй осi, а саме — чисто уявнi числа вигляду

λ =
2πik

T
, k = 0, 1, 2, ... , i =

√
−1.
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У критичному випадку породжувальна задача (122), (123) має r-парамет-
ричну сiм’ю розв’язкiв:

z0(t, cr) = Xr(t)cr, cr ∈ Rr.

Тут X(t) — нормальна (X(0) = In) фундаментальна матриця однорiдної ча-
стини диференцiальної системи (122); матриця Xr(t) складена з r-лiнiйно-
незалежних стовпцiв нормальної фундаментальної матрицi X(t). Як вiдомо
[58], автономна задача (120), (121) суттєво вiдрiзняється вiд аналогiчних не-
автономних перiодичних задач; на вiдмiну вiд останнiх правий кiнець T1(ε)
промiжку [0, T1(ε)], на якому шукаємо розв’язок задачi (120), (121), невiдомий
i пiдлягає визначенню в процесi побудови самого розв’язку. Скористаємося
прийомом, який вперше застосував М.В. Остроградський, а згодом розвинув
О.М. Ляпунов [6, 58]. Цей прийом полягає у зображеннi невiдомої функцiї

T1(ε) = T

(
1 + εβ(ε)

)
через нову невiдому

β(ε) ∈ C[0, ε0], β(0) := β∗.

Величину β(ε) визначають у процесi знаходження розв’язку задачi (120),
(121). Сутнiсть прийому О.М. Ляпунова полягає в замiнi незалежної змiн-
ної

t = τ

(
1 + εβ(ε)

)
(124)

та визначеннi розв’язку задачi (120), (121) i функцiї β(ε) у виглядi рядiв за
степенями малого параметра. Метод О.М. Ляпунова давав змогу знаходити
областi збiжностi отриманих рядiв; згодом його удосконалили О.М. Крилов i
I.Г. Малкiн [49, 50, 57, 58].

Iстотна рiзниця автономної задачi (120), (121) та аналогiчної неавтономної
перiодичної задачi також полягає в тому, що будь-який розв’язок z(t, ε) задачi
(120), (121) iснує поряд з цiлою серiєю розв’язкiв z(t+h, ε), якi вiдрiзняються
вiд вихiдного зсувом за незалежною змiнною. Цей факт дає змогу [57, 58]
зафiксувати початок вiдлiку незалежної змiнної так, щоб остання компонента
вектора cr ∈ Rr у поданнi розв’язку породжувальної задачi (122), (123) стала
нульовою. Отже, загалом розв’язок породжувальної задачi (122), (123):

z0(t, cr−1) = Xr−1(t)cr−1, cr−1 ∈ Rr−1 (125)

визначається (n × (r − 1))-вимiрною матрицею Xr−1(t), аналогiчною до ма-
трицi Xr(t), i залежить вiд r − 1 компоненти сталого вектора cr−1 ∈ Rr−1
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(а також вiд довiльної скалярної величини h, яка вiдповiдає за зсув за неза-
лежною змiнною). Зафiксувати початок вiдлiку незалежної змiнної так, щоб
остання компонента вектора cr ∈ Rr в поданнi розв’язку породжувальної
крайової задачi (122), (123) стала нульовою, можна також у загальнiших за-
дачах iз властивiстю P, докладно вивчених О. Вейводою [147]. Замiною (124)
отримуємо задачу (120), (121) у виглядi

dz/dτ = Az + ε

{
β(ε)Az(τ, ε) +

(
1 + εβ(ε)

)
Z(z(τ, ε), ε)

}
, (126)

ℓz(·, ε) = z(0, ε)− z(T, ε) = 0. (127)

Розв’язок задачi (126), (127) z(τ, ε) = z0(τ, cr−1) + x(τ, ε) шукаємо в околi
розв’язку z0(τ, cr−1) породжувальної задачi (122), (123). Для знаходження
збурення одержуємо задачу

dx/dτ = Ax+ ε

{
β(ε)A

(
z0 + x

)
+

(
1 + εβ(ε)

)
Z(z0 + x, ε)

}
, (128)

ℓx(·, ε) = x(0, ε)− x(T, ε) = 0. (129)

Розглядаючи нелiнiйностi задачi (128), (129) формально як неоднорiдностi,
отримуємо необхiдну i достатню умову її розв’язностi:

PQ∗
r

{
ℓK

[
β(ε)A

(
z0(s, cr−1) + x(s, ε)

)
+

(
1 + εβ(ε)

)
Z(z(s, ε), ε)

]
(·)

}
= 0.

(130)
Сенс зображення розв’язку породжувальної задачi (122), (123) у виглядi

(125) полягає в переходi вiд нетерової крайової задачi, а саме: у знаходженнi
r-параметричного розв’язку z(t, ε) системи (122) (в околi розв’язку z0(τ, cr))
i функцiї β(ε) з r-вимiрної умови розв’язностi (130), до фредгольмової задачi
про знаходження (r − 1)-параметричного розв’язку z(t, ε) системи (122) (в
околi розв’язку z0(τ, cr−1)) i функцiї β(ε) з r-вимiрної умови розв’язностi (130)
задачi (120), (121). Використовуючи неперервнiсть нелiнiйної вектор-функцiї
Z(z(t, ε), ε) за ε у малому додатному околi нуля, переходимо до межi при
ε→ 0 у рiвностi (130) i отримуємо необхiдну умову:

PQ∗
r

{
ℓK

[
β∗Az0(s, c

∗
r−1

)
+ Z(z0(s, c

∗
r−1), 0)](·)

}
= 0

iснування розв’язку вихiдної задачi (120), (121) у критичному випадку. По-
значаючи

f0(s, c
∗
r) = β∗Az0(s, c

∗
r−1) + Z(z0(s, c

∗
r−1), 0),

одержуємо таке твердження [25, 91, 111, 136].
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Теорема 2.3 Припустимо, що автономна крайова задача (120), (121) є
критичним випадком PQ∗ ̸= 0 i має розв’язок, який при ε = 0 пере-
творюється на породжувальний z(t, 0) = z0(t, c

∗
r−1). Тодi вектор c∗r =

= col (c∗r−1, β
∗) ∈ Rr задовольняє рiвняння

F0(c
∗
r) = PQ∗

r

{
ℓK

[
f0(s, c

∗
r)

]
(·)

}
= 0. (131)

Першi r− 1 компоненти c∗r−1 ∈ Rr−1 кореня c∗r рiвняння (131) визначають
амплiтуду породжувального розв’язку z0(t, c∗r−1), у малому околi якого може
iснувати шуканий розв’язок вихiдної задачi (120), (121). Крiм того, з рiвняння
(131) можна знайти величину β∗, яка визначає перше наближення T11(ε) =
= T (1 + εβ∗) до перiоду шуканого розв’язку. Якщо рiвняння (131) не має
дiйсних коренiв, то вихiдна задача (120), (121) не має шуканих розв’язкiв.

Означення 2.2 Рiвняння (131) називають рiвнянням для породжувальних
амплiтуд автономної перiодичної крайової задачi (120), (121).

Припустимо, що рiвняння для породжувальних амплiтуд (131) має дiйснi
коренi. Фiксуючи один iз дiйсних розв’язкiв c∗r ∈ Rr рiвняння (131), отримує-
мо задачу про пошук розв’язку задачi (128), (129) z(τ, ε) = z0(τ, c

∗
r−1)+x(τ, ε)

в околi породжувального розв’язку

z0(τ, c
∗
r−1) = Xr−1(τ)c

∗
r−1.

Використовуючи неперервну диференцiйовнiсть за першим аргументом
функцiї Z(z, ε) в околi породжувального розв’язку i неперервну диференцi-
йовнiсть за другим аргументом у малому додатному околi нуля, розкладаємо
цю функцiю в околi точок x = 0 i ε = 0 :

Z(z0(τ, c
∗
r−1) + x(τ, ε), ε) =

= Z(z0(τ, c
∗
r−1), 0) +A1(τ)x(τ, ε) +R1(z0(τ, c

∗
r−1) + x(τ, ε), ε), (132)

де

A1(τ) =
∂Z(z, ε)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(τ, c
∗
r−1),

ε = 0.

Залишок R1(z0(τ, c
∗
r−1)+x(τ, ε), ε) розвинення функцiї Z(z0(τ, c∗r−1)+x(τ, ε), ε)

за умови

∂Z(z, ε)

∂ε

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(τ, c
∗
r−1),

ε = 0

≡ 0
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має вищий порядок малостi за x i ε в околi точок x = 0 i ε = 0, нiж першi
два члени, тому

R1(z, τ, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(τ, c
∗
r−1),

ε = 0,

≡ 0
∂R1(z, τ, ε)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(τ, c
∗
r−1),

ε = 0.

≡ 0

Загальний випадок Z(z, ε)′ε ̸= 0 розглянуто вище у випадку загальної не-
лiнiйної автономної крайової задачi. З огляду на розклад (132) перетворимо
вираз, який стоїть в квадратних дужках в умовi (130) розв’язностi задачi
(120), (121):

β(ε)A

(
z0(s, c

∗
r−1) + x(s, ε)

)
+

(
1 + εβ(ε)

)
Z(z0(s, c

∗
r−1) + x(s, ε), ε) =

= f0(s, c
∗
r) +

(
β∗A+A1(s)

)
x(s, ε) +R1(z0(s, c

∗
r−1) + x(s, ε), ε)+

+β̄Az0(s, c
∗
r−1) + β̄Ax(s, ε) + εβ(ε)Z(z0(s, c

∗
r−1) + x(s, ε), ε).

Тут β̄(ε) = β(ε)− β∗ — невiдома неперервна скалярна функцiя, яка перетво-
рюється на нуль при ε = 0. Розв’язок задачi (128), (129) подамо у виглядi

x(τ, ε) = Xr−1(τ)cr−1 + x(1)(τ, ε),

де

x(1)(τ, ε) = εG

[
Z(z0(s, c

∗
r−1), 0)+A1(s)x(s, ε)+R1(z0(s, c

∗
r−1)+x(s, ε), ε); 0

]
(τ).

Невiдома cr−1(ε) ∈ Rr−1− неперервна в малому додатному околi нуля вектор-
функцiя малого параметра. Узагальнений оператор Грiна:

G

[
f(s); 0

]
(t) = K

[
f(s)

]
(t)−X(t)Q+

{
ℓK

[
f(s)

]
(·)

}
визначає частинний розв’язок T -перiодичної задачi для диференцiальної сис-
теми dz0/dt = Az0 + f(t) з довiльною неперервною вектор-функцiєю f(t).
Тут

K

[
f(s)

]
(τ) = X(τ)

∫ τ

0
X−1(s)f(s)ds

є оператором Грiна задачi Кошi. Вiдхилення x(τ, ε) вiд породжувального
розв’язку z0(τ, c

∗
r−1) при ε = 0 перетворюється на нульовий вектор, тому
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необхiдне виконання рiвностi cr−1(0) = 0 i тотожностi x(1)(τ, 0) ≡ 0 на всьому
вiдрiзку [0, T ]. Перша вимога є суттєвою, а друга випливає з неперервностi
узагальненого оператора Грiна породжувальної задачi i неперервностi нелi-
нiйностi Z(z, ε) за z та ε в околi породжувального розв’язку z0(τ, c∗r) i точки
ε = 0. Необхiдна i достатня умова (130) розв’язностi задачi (128), (129) набу-
ває вигляду

PQ∗
r

{
ℓK

[
f0(s, c

∗) + Ā1(s)cr+

+

(
β∗A+A1(s)

)
x(1)(s, ε) + r(z0(s, c

∗
r−1) + x(s, ε), ε)

]
(·)

}
= 0.

Тут

Ā1(s) =

{[
β∗A+A1(s)

]
Xr−1(s); AXr−1(s)c

∗
r−1

}
є (n× r)-вимiрною матрицею,

cr(ε) = col (cr−1(ε), β̄(ε))

є r-вимiрною вектор-функцiєю,

r(z0(τ, c
∗
r−1) + x(τ, ε), ε) = β̄Ax(τ, ε)+

+εβZ(z0(τ, c
∗
r−1) + x(τ, ε), ε) +R1(z0(τ, c

∗
r−1) + x(τ, ε), ε)

є n-вимiрним вектор-стовпцем. Оскiльки прогнозується, що рiвнiсть (131) ви-
конується, остання умова розв’язностi спрощується:

PQ∗
r

{
ℓK

[
Ā1(s)cr+

(
β∗A+A1(s)

)
x(1)(s, ε)+r(z0(s, c

∗
r−1)+x(s, ε), ε)

]
(·)

}
= 0,

i отримуємо рiвняння

B0 cr(ε) = −PQ∗
r

{
ℓK

[(
β∗A+A1(s)

)
x(1)(s, ε) + r(z0(s, c

∗
r−1) + x(s, ε), ε)

]
(·)

}
,

однозначно розв’язне у випадку невиродженостi матрицi

B0 = PQ∗
r
ℓK

[
Ā1(s)

]
(·).

Отже, за умови det B0 ̸= 0, одержуємо операторну систему, рiвнозначну
до задачi про знаходження розв’язкiв системи (128), якi задовольняють умову
перiодичностi (129):

x(τ, ε) = Xr−1(τ)I1cr + x(1)(τ, ε), I1 :=
(
Ir−1 O

)
,
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cr(ε) = −B−1
0 PQ∗

r

{
ℓK

[(
β∗A+A1(s)

)
x(1)(s, ε)+r(z0(s, c

∗
r−1)+x(s, ε), ε)

]
(·)

}
,

(133)

x(1)(τ, ε) = εG

[
f0(s, c

∗
r)+Ā1(s)cr+

(
β∗A+A1(s)

)
x(1)(s, ε)+r(z(s, ε), ε); 0

]
(τ).

Операторна система (133) належить до класу систем, для розв’язування
яких можна застосувати метод простих iтерацiй [17]. Перше наближення до
розв’язку операторної системи (133) шукаємо, як розв’язок крайової задачi
першого наближення до задачi (128), (129):

dx1/dτ = Ax1 + εf0(τ, c
∗
r), ℓx1(·, ε) = x1(0, ε)− x1(T, ε) = 0. (134)

Iснування розв’язку задачi (134) гарантовано вибором вектора c∗r , який є ко-
ренем рiвняння (131) для породжувальних амплiтуд з перiодичнiстю матрицi
Xr(τ). Подамо його у виглядi

x1(τ, ε) = Xr−1(τ)I1cr1 + x
(1)
1 (τ, ε), x

(1)
1 (τ, ε) = εG

[
f0(s, c

∗
r); 0

]
(τ).

Друге наближення до розв’язку операторної системи (133) є розв’язком
крайової задачi другого наближення до задачi (128), (129):

dx2/dτ = Ax2 + ε

{
f0(τ, c

∗
r) + Ā1(τ)cr1+

+

(
β∗A+A1(τ)

)
x
(1)
1 (τ, ε) + r(z0(τ, c

∗
r−1) + x

(1)
1 (τ, ε), ε)

}
, (135)

ℓ x2(·, ε) = x2(0, ε)− x2(T, ε).

Розв’язок задачi (135) запишемо як

x2(τ, ε) = Xr−1(τ)I1cr2 + x
(1)
2 (τ, ε), x

(1)
2 (τ, ε) = x

(1)
1 (τ, ε) + x

(2)
2 (τ, ε),

при цьому
x
(2)
2 (τ, ε) =

= εG

[
Ā1(s)cr1 +

(
β∗A+A1(s)

)
x
(1)
1 (s, ε) + r(z0(s, c

∗
r−1) + x

(1)
1 (s, ε), ε); 0

]
(τ).

Необхiдна i достатня умова розв’язностi задачi (135) другого наближення

PQ∗
r

{
ℓK

[
f0(s, c

∗
r) + Ā1(s)cr1 +

(
β∗A+A1(s)

)
x
(1)
1 (s, ε)+
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+r(z0(s, c
∗
r−1) + x

(1)
1 (s, ε), ε)

]
(·)

}
= 0

спрощується з урахуванням рiвностi (131):

PQ∗
r

{
ℓK

[
Ā1(s)cr1+

(
β∗A+A1(s)

)
x
(1)
1 (s, ε)+r(z0(s, c

∗
r−1)+x

(1)
1 (s, ε), ε)

]
(·)

}
= 0.

Отримуємо рiвняння

B0 cr1(ε) = −PQ∗
r

{
ℓK

[(
β∗A+A1(s)

)
x
(1)
1 (s, ε)+r(z0(s, c

∗
r−1)+x

(1)
1 (s, ε), ε)

]
(·)

}
.

Таким чином, на другому кроцi iтерацiйної процедури за умови det B0 ̸= 0
знайдено перше наближення до розв’язку системи (133):

x1(τ, ε) = Xr−1(τ)I1cr1 + x
(1)
1 (τ, ε),

cr1(ε) = −B−1
0 PQ∗

r

{
ℓK

[(
β∗A+A1(s)

)
x
(1)
1 (s, ε)+r(z0(s, c

∗
r−1)+x

(1)
1 (s, ε), ε)

]
(·)

}
.

Перiодичнiсть другого наближення до розв’язку системи (133) гарантована
вибором вектора cr1(ε) i перiодичнiстю матрицi Xr(τ). Третє наближення до
розв’язку операторної системи (133) є розв’язком крайової задачi третього
наближення до задачi (128), (129):

dx3/dτ = Ax3 + ε

{
f0(τ, c

∗
r) + Ā1(τ)cr2+

+

(
β∗A+A1(τ)

)
x
(1)
2 (τ, ε) + r(z0(τ, c

∗
r−1) + x

(1)
2 (τ, ε), ε)

}
, (136)

ℓ x3(·, ε) = x3(0, ε)− x3(T, ε).

Необхiдна i достатня умова розв’язностi задачi (136) третього наближення

PQ∗
r

{
ℓK

[
f0(s, c

∗
r) + Ā1(s)cr2 +

(
β∗A+A1(s)

)
x
(1)
2 (s, ε)+

+r(z0(s, c
∗
r−1) + x

(1)
2 (s, ε), ε)

]
(·)

}
= 0
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спрощується з урахуванням рiвностi (131):

PQ∗
r

{
ℓK

[
Ā1(s)cr2+

(
β∗A+A1(s)

)
x
(1)
2 (s, ε)+r(z0(s, c

∗
r−1)+x

(1)
2 (s, ε), ε)

]
(·)

}
= 0.

Одержуємо рiвняння

B0 cr2(ε) = −PQ∗
r

{
ℓK

[(
β∗A+A1(s)

)
x
(1)
2 (s, ε)+r(z0(s, c

∗
r−1)+x

(1)
1 (s, ε), ε)

]
(·)

}
.

Таким чином, на третьому кроцi iтерацiйної процедури за умови
det B0 ̸= 0 знайдено друге наближення до розв’язку системи (133):

x2(τ, ε) = Xr−1(τ)I1cr2 + x
(1)
2 (τ, ε),

cr2(ε) = −B−1
0 PQ∗

r

{
ℓK

[(
β∗A+A1(s)

)
x
(1)
2 (s, ε)+r(z0(s, c

∗
r−1)+x

(1)
2 (s, ε), ε)

]
(·)

}
.

Розв’язок задачi (136) подамо у виглядi

x3(τ, ε) = Xr−1(τ)I1cr3 + x
(1)
3 (τ, ε), x

(1)
3 (τ, ε) = x

(1)
1 (τ, ε) + x

(2)
3 (τ, ε),

при цьому
x
(2)
3 (τ, ε) =

= εG

[
Ā1(s)cr2 +

(
β∗A+A1(s)

)
x
(1)
2 (s, ε) + r(z0(s, c

∗
r−1) + x

(1)
2 (s, ε), ε); 0)

]
(τ).

Перiодичнiсть третього наближення до розв’язку системи (133) гаранто-
вана вибором вектора cr2(ε) i перiодичнiстю матрицi Xr−1(τ). Продовжуючи
викладки, отримуємо таке твердження [25, 91, 111, 136].

Теорема 2.4 Для кожного простого (det B0 ̸= 0) кореня c∗ =
= col (c∗r−1, β

∗) рiвняння F (c∗r) = 0 задача (128), (129) має єдиний T -перiодич-
ний розв’язок, який при ε = 0 перетворюється на нульовий. Цей розв’язок
можна визначити за допомогою iтерацiйного процесу який збiгається при
ε ∈ [0, ε∗] :

x1(τ, ε) = Xr−1(τ)I1cr1 + x
(1)
1 (τ, ε), x

(1)
1 (τ, ε) = εG

[
f0(s, c

∗
r); 0

]
(τ),

cr1(ε) = −B−1
0 PQ∗

r

{
ℓK

[(
β∗A+A1(s)

)
x
(1)
1 (s, ε)+r(z0(s, c

∗
r−1)+x

(1)
1 (s, ε), ε)

]
(·)

}
;
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x2(τ, ε) = Xr−1(τ)I1cr2 + x
(1)
2 (τ, ε), x

(1)
2 (τ, ε) = x

(1)
1 (τ, ε) + x

(2)
2 (τ, ε),

x
(2)
2 (τ, ε=εG

[
Ā1(s)cr1+

(
β∗A+A1(s)

)
x
(1)
1 (s, ε)+r(z0(s, c

∗
r−1)+x

(1)
1 (s, ε), ε); 0

]
(τ),

cr2(ε) = −B−1
0 PQ∗

r

{
ℓK

[(
β∗A+A1(s)

)
x
(1)
2 (s, ε)+

+r(z0(s, c
∗
r−1) + x

(1)
2 (s, ε), ε)

]
(·)

}
,...;

xk+1(τ, ε) = Xr−1(τ)I1crk+1
+ x

(1)
k+1(τ, ε), x

(1)
k+1(τ, ε) = x

(1)
1 (τ, ε) + x

(2)
k+1(τ, ε),

x
(2)
k+1(τ, ε) = εG

[
Ā1(s)crk +

(
β∗A+A1(s)

)
x
(1)
k (s, ε)+ (137)

+r(z0(s, c
∗
r−1) + x

(1)
k (s, ε), ε); 0

]
(τ), ... , k = 1, 2, 3, ... ,

crk+1
(ε)=−B−1

0 PQ∗
r

{
ℓK

[(
β∗A+A1(s)

)
x
(1)
k (s, ε)+

+r(z0(s, c
∗
r−1) + x

(1)
k (s, ε), ε)

]
(·)

}
.

З урахуванням замiни незалежної змiнної t = τ(1 + εβ(ε)) задача (120),
(121) має єдиний T1(ε)-перiодичний розв’язок, що перетворюється на поро-
джувальний розв’язок z(t, 0) ≡ z0(t, c

∗
r), який можна знайти за допомогою

iтерацiйного процесу (137) за формулою

zk(t, ε) = z0(t, c
∗
r−1) + xk(t, ε), t ∈ [0, T1k(ε)], T1k(ε) = T (1 + εβk(ε)).

Величина βk+1(ε), β(0) = β∗ є останньою компонентою вектора crk+1
(ε).

Iтерацiйна схема (137) дещо вiдрiзняється вiд традицiйної [20, 22] i не є
окремим випадком схеми [25]. У критичному випадку за умови (det B0 ̸= 0)
для вiдповiдi на питання про iснування розв’язкiв крайової задачi (120), (121)
досить врахувати першу похiдну нелiнiйностi цiєї задачi. Такий критичний
випадок далi називатимемо критичним випадком першого порядку. Промi-
жок [0, ε∗], на якому зберiгається збiжнiсть iтерацiйної процедури, можна
знайти як за допомогою мажоруючих рiвнянь Ляпунова [17, 38, 55, 56], так i
безпосередньо з визначення оператора стиснення [78, 123].
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2.4.3 Перiодична задача для рiвняння ван дер Поля

Переконаємося в iснуваннi перiодичного розв’язку слабконелiнiйної системи

dz/dt = Az + εZ(z, ε), z = z(t, ε) = col (z(a), z(b)), (138)

який при ε = 0 перетворюється на розв’язок породжувальної системи, та
побудуємо першi наближення до нього. Тут

A =

[
0 1

−1 0

]
, Z(z, ε) = col

[
0,

(
1− (z(a))2

)
z(b)

]
.

Система (138) визначає коливання в ламповому генераторi у «м’якому ре-
жимi» [3, 146]. Нормальною фундаментальною матрицею однорiдної частини
диференцiального рiвняння (138), а саме породжувальної системи, є матриця

X(t) =

[
cos t sin t

− sin t cos t

]
.

Оскiльки Q = 0, то iснує критичний випадок, причому PQ∗ = PQr = I2.
Обчислюємо оператор Грiна задачi Кошi для породжувального рiвняння з
довiльною неоднорiднiстю f(t) :

K

[
f(s)

]
(t) = X(t)

∫ t

0
X−1(s)f(s)ds, X−1(t) =

[
cos t − sin t
sin t cos t

]
.

При цьому

PQ∗
r
ℓK

[
f(s)

]
(·) = −

∫ 2π

0
X−1(s)f(s)ds.

Вiдкидаючи другий стовпець матрицi X(t) = Xr(t), отримуємо загаль-
ний (з урахуванням довiльної скалярної величини h, яка визначає зсув за
незалежною змiнною) розв’язок породжувальної задачi

z0(t, cr−1) = Xr−1(t)cr−1, cr−1 ∈ R1.

З рiвняння для породжувальних амплiтуд перiодичної задачi для рiвнян-
ня (138) отримуємо систему

F (cr) = πcr−1

 1/4

(
c2r−1 − 4

)
2β

 = 0. (139)

Перший корiнь c∗r−1 = 2, β∗ = 0 рiвняння (162) визначає породжувальний
розв’язок

z0(t, c
∗
r−1) = col

(
2 cos t,−2 sin t

)
,
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а другий корiнь c∗r−1 = −2, β∗ = 0 — симетричну йому сiм’ю розв’язкiв.
Третiй корiнь z0(t, c∗r−1) ≡ 0, c∗r−1 = 0, β∗ ∈ R1 вiдповiдає тривiальному по-
роджувальному розв’язку. Першому кореню рiвняння (162) c∗r−1 = 2, β∗ = 0
вiдповiдає матриця

B0 =

2π∫
0

X−1(s)Ā1(s)ds = 2π

[
1 0
0 2

]
.

Оскiльки det B0 ̸= 0, перiодична задача для рiвняння ван дер Поля є кри-
тичним випадком першого порядку i згiдно з теоремою 2.4 має єдиний не-
тривiальний T1(ε) = 2π(1 + εβ(ε))-перiодичний розв’язок. Унаслiдок рiвностi
Q = Q+ = 0 оператор Грiна 2π-перiодичної задачi для породжувального рiв-
няння з довiльною неоднорiднiстю f(t) збiгається з оператором Грiна задачi
Кошi для породжувального рiвняння з довiльною неоднорiднiстю f(τ), непе-
рервною на вiдрiзку [0; 2π] :

G

[
f(s); 0

]
(τ) ≡ K

[
f(s)

]
(τ).

Перше наближення до вiдхилення вiд породжувального розв’язку шука-
ємо у виглядi

x1(τ, ε) = Xr−1(τ)I1cr1(ε) + x
(1)
1 (τ, ε),

причому вектор x(1)1 (τ, ε) визначає 2π-перiодична задача:

dx
(1)
1 /dτ = Ax

(1)
1 + εf0(τ, c

∗
r), ℓx

(1)
1 (·, ε) = x

(1)
1 (0, ε)− x

(1)
1 (2π, ε) = 0.

Для його обчислення знаходимо функцiю

x
(1)
1 (τ, ε) = εG

[
Z(z0(s, c

∗
r), 0); 0

]
(τ) =

ε

4

[
3 sin τ − sin 3τ
3 cos τ − 3 cos 3τ

]
.

Як i слiд було очiкувати, з огляду на рiвнiсть (131) функцiя x
(1)
1 (τ, ε) є 2π-

перiодичною. Для обчислення вектора

cr1(ε) = −B−1
0 PQ∗

r

{
ℓK

[(
β∗A+A1(s)

)
x
(1)
1 (s, ε)+r(z0(s, c

∗
r−1)+x

(1)
1 (s, ε), ε)

]
(·)

}
,

запишемо залишок:

r(z0(s, c
∗
r−1)+x

(1)
1 (s, ε), ε) = β̄0(ε)Ax

(1)
1 (τ, ε)+εβ0(ε)Z(z0(s, c

∗
r−1)+x

(1)
1 (s, ε), ε)+

+R1(z0(s, c
∗
r−1) + x

(1)
1 (s, ε), ε) = R1(z0(s, c

∗
r−1) + x

(1)
1 (s, ε), ε).
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Використовуючи розклад (132) та рiвнiсть β∗ = 0, отримуємо вектор

cr1(ε) =
1

4π
·
(

2 0
0 1

)
·

(
−5ε2π

32
επ
4 − 21ε3π

128

)
=

(
−5ε2

64
ε
16 − 21ε3

512

)
.

Отже, перше наближення до шуканого перiодичного розв’язку рiвняння
ван дер Поля має вигляд

z1(τ, ε) =

[
cos τ
sin τ

]
·

(
2− 5ε2

64

)
+
ε

4

[
3 sin τ − sin 3τ
3 cos τ − 3 cos 3τ

]
.

Перше наближення до шуканого перiоду розв’язку цього рiвняння —
функцiя

T11(ε) = 2π(1 + εβ(ε)) = 2π ·

(
1 +

ε2

16
− 21ε4

512

)
.

Перiод T11(ε) першого наближення монотонно зростає на вiдрiзку

ε ∈
[
0 ;

4√
21

]
,

отже, природно обмежити промiжок змiни малого параметра вiдрiзком
[0 ; 0, 872872], оскiльки праворуч вiд точки 4√

21
знайдений перiод T11(ε) мо-

нотонно спадає та в точцi

ε =
4
√
1 +

√
43√

21
≈ 2, 39959

перетворюється на нуль. Друге наближення x2(τ, ε) до перiодичного вiдхилен-
ня x(τ, ε) вiд породжувального розв’язку рiвняння ван дер Поля шукаємо у
виглядi

x2(τ, ε) = Xr−1(τ)I1cr2 + x
(1)
2 (τ, ε), x

(1)
2 (τ, ε) = x

(1)
1 (τ, ε) + x

(2)
2 (τ, ε),

де
x
(2)
2 (τ, ε) =

= εG

[
Ā1(s)cr1 +

(
β∗A+A1(s)

)
x
(1)
1 (s, ε) + r(z0(s, c

∗
r−1) + x

(1)
1 (s, ε), ε); 0

]
(τ) =

= εG

[
Ā1(s)cr1 + Z(z0(s, c

∗
r−1) + x

(1)
1 (s, ε), ε)− Z(z0(s, c

∗
r−1), 0); 0

]
(τ) =

=εX(τ)

∫ τ

0
X−1(s)

[
Ā1(s)cr1(ε)+Z(z0(s, c

∗
r−1)+x

(1)
1 (s, ε), ε)−Z(z0(s, c∗r−1), 0)

]
ds.
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Вектор-функцiя

x
(2)
2 (τ, ε) = ε ·X(τ) ·

[
φ1(τ, ε)
ψ1(τ, ε)

]
=

[
x
(2)
2a

(τ, ε)

x
(2)
2b

(τ, ε)

]
.

є розв’язком 2π-перiодичної задачi

dx
(2)
2 /dτ = Ax

(2)
2 + ε

{
Ā1(τ)cr1+

+

[
β∗A+A1(τ)

]
x
(1)
1 (τ, ε) + r(z0(τ, c

∗
r−1) + x

(1)
1 (τ, ε), ε)

}
,

ℓx
(2)
2 (·, ε) = x

(1)
2 (0, ε)− x

(2)
2 (2π, ε) = 0.

Тут

x
(2a)
2 (τ, ε) =

ε

61440
·
(
− 8320ε cos τ + 2016ε3 cos τ + 11520ε cos 3τ−

−2520ε3 cos 3τ − 3200ε cos 5τ + 600ε3 cos 5τ − 105ε3 cos 7τ+

+9ε3 cos 9τ − 16800ε2 sin τ + 8280ε2 sin 3τ − 2000ε2 sin 5τ + 280ε2 sin 7τ

)
,

x
(2b)
2 (τ, ε) =

ε

61440
·
(
− 16800ε2 cos τ + 24840ε2 cos 3τ − 10000ε2 cos 5τ+

+1960ε2 cos 7τ + 16000ε sin τ − 7056ε3 sin τ − 34560ε sin 3τ+

+7560ε3 sin 3τ + 16000ε sin 5τ − 3000ε3 sin 5τ + 735ε3 sin 7τ − 81 ε3 sin 9τ

)
.

Перiодичнiсть вектор-функцiї x(2)2 (τ, ε) забезпечено вибором вектора cr1(ε).
Перша компонента вектор-функцiї cr2(ε) :

cr−12(ε) =
3 ε2

64
− 77 ε4

1 536
+

47 537 ε6

2 949 120
− 1 947 767 ε8

377 487 360
+

52 128 683 ε10

16 106 127 360
−

− 10 873 561 751 ε12

10 307 921 510 400
+

65 155 530 073 ε14

549 755 813 888 000
+

8 627 113 719 ε16

2 199 023 255 552 000

визначає амплiтуду вектора

x2(τ, ε) = Xr−1(τ)cr−12(ε) + x
(1)
2 (τ, ε).
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Друга компонента вектор-функцiї cr2(ε) :

β̄2(ε) = β2(ε) =
31 ε3

3 072
− 683 ε5

61 440
+

112 883 ε7

23 592 960
−

− 40 955 339 ε9

18 119 393 280
+
6 631 463 819 ε11

7 730 941 132 800
− 301 949 919 ε13

2 748 779 069 440
+

964 160 379 ε15

879 609 302 220 800

визначає друге наближення до шуканого перiоду розв’язку цього рiвняння:

T12(ε) = 2π ·
(
1 + εβ2(ε)

)
.

Перiод T12(ε) другого наближення монотонно зростає на вiдрiзку
[0 ; 0, 899617] . Так можна природно обмежити промiжок змiни малого па-
раметра вiдрiзком [0 ; 0, 899 617], оскiльки праворуч вiд точки ε ≈ 0, 899617
знайдений перiод T12(ε) монотонно спадає i в точцi ε ≈ 1, 23443 перетворює-
ться на нуль.

2.4.4 Доведення збiжностi iтерацiйної схеми

Доведемо збiжнiсть iтерацiйної схеми (137) до шуканого розв’язку задачi
(128), (129) i оцiнимо довжину вiдрiзка [0, ε∗], ε∗ ≤ ε0 , на якому зберiгає-
ться збiжнiсть цiєї процедури. Припустимо, що виконуються вимоги теоре-
ми 2.3. Розв’язок задачi (128), (129), який при ε = 0 перетворюється на нуль
x(τ, 0) ≡ 0, шукаємо в досить малому околi породжувального розв’язку нуля:

z0(τ, c
∗
r−1) = Xr−1(τ)c

∗
r−1.

Припускаємо, що вектор c∗r ∈ Rr задовольняє рiвняння (131) для породжу-
вальних амплiтуд. Операторна система (133) еквiвалентна задачi про побу-
дову розв’язку операторного рiвняння x(τ, ε) = Φx(τ, ε) на множинi функцiй
x(τ, ε), якi перетворюються на нуль при ε = 0. Тут

Φx(τ, ε) = −Xr−1(τ)I1B
−1
0 PQ∗

r

{
ℓK

[(
β∗A+A1(s)

)
x(1)(s, ε)+r(z(s, ε), ε)

]
(·)

}
+

+εG

[
Z(z0(s, c

∗
r−1) + x(s, ε), ε); 0

]
(τ) = −Xr−1(τ)I1B

−1
0 PQ∗

r
×

×ℓK

{
ε

(
β∗A+A1(s)

)
G

[
Z(z0(ν, c

∗
r−1) + x(ν, ε), ε); 0

]
(s)+
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+β̄Ax(s, ε) + εβZ(z0(s, c
∗
r−1) + x(s, ε), ε) +R1(z0(s, c

∗
r−1) + x(s, ε), ε)

}
(·)+

+εG

[
Z(z0(s, c

∗
r−1) + x(s, ε), ε); 0

]
(τ).

Неперервний обмежений оператор

Φx(τ, ε) = Φ

(
Z(z0(τ, c

∗
r−1) + x(τ, ε), ε)

)
є суперпозицiєю лiнiйного за Z(z(τ, ε), ε) оператора, що дiє на неперервно-
диференцiйовну за x функцiю Z(z(τ, ε), ε), i нелiнiйної функцiї Z(z(τ, ε), ε).
Цей оператор дiє з простору неперервних на вiдрiзках [0;T ] i [0, ε0] дiйсних
вектор-функцiй у цей самий простiр. З огляду на лiнiйнiсть оператора Φx(τ, ε)
подамо його у виглядi

Φx(τ, ε) =
5∑

i=1

Φi x(τ, ε) ,

де
Φ1x(τ, ε) = −εXr−1(τ)I1B

−1
0 PQ∗

r
ℓK×

×

{(
β∗A+A1(s)

)
G

[
Z(z0(ν, c

∗
r−1) + x(ν, ε), ε); 0

]
(s)

}
(·),

Φ2x(τ, ε) = −Xr−1(τ)I1B
−1
0 PQ∗

r
ℓK

[
β̄(ε)Ax(s, ε)

]
(·),

Φ3x(τ, ε) = −Xr−1(τ)I1B
−1
0 PQ∗

r
ℓK

[
R1(z0(s, c

∗
r−1) + x(s, ε), ε)

]
(·),

Φ4x(τ, ε) = −εXr−1(τ)I1B
−1
0 PQ∗

r
ℓK

[
β(ε)Z(z0(s, c

∗
r−1) + x(s, ε), ε)

]
(·),

Φ5x(τ, ε) = εG

[
Z(z0(s, c

∗
r−1) + x(s, ε), ε); 0

]
(τ).

Оцiнимо норму рiзницi:

||Φ1x(τ, ε)− Φ1y(τ, ε)|| ≤ ε||Xr−1(τ)I1B
−1
0 ||×

×

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣PQ∗

r
ℓK

[(
β∗A+A1(s)

)
∗
]
(·)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣G
[
∗ ; 0

]
(s)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣×
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×
∣∣∣∣∣∣∣∣Z(z0(τ, c∗r−1) + x(τ, ε), ε)− Z(z0(τ, c

∗
r−1) + y(τ, ε), ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣.
Нехай ξ(τ, ε) — довiльна точка вiдрiзка, що з’єднує точки z0(τ, c∗r−1) + x(τ, ε)
та z0(τ, c∗r−1) + y(τ, ε). Уводячи позначення

σ
(a)
1 = max

||x||, ||y|| ≤ ρ,
ε ∈ [0, ε0]

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂Z(z(τ, ε), ε)∂z

∣∣∣∣ z = ξ(τ, ε)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣, q

(a)
1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣Xr−1(τ)I1B
−1
0

∣∣∣∣∣∣∣∣,

µ =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣G
[
∗ ; 0

]
(s)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣, λa =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣PQ∗

r
ℓK

[(
β∗A+A1(s)

)
∗
]
(·)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

отримуємо оцiнку норми рiзницi:∣∣∣∣∣∣∣∣Φ1x(τ, ε)− Φ1y(τ, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ εq
(a)
1 λaµσ

(a)
1 · ||x(τ, ε)− y(τ, ε)||.

Аналогiчно∣∣∣∣∣∣∣∣Φ2x(τ, ε)− Φ2y(τ, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∣∣∣∣Xr−1(τ)I1B
−1
0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣PQ∗

r
ℓK

[
∗
]
(·)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣×

×||β̄(ε)|| · ||A|| · ||x(τ, ε)− y(τ, ε)||.

Для оцiнювання ||β̄(ε)|| зобразимо невiдому β(ε) у виглядi суми:

β(ε) = β∗ + εβ∗∗ + εω(ε) .

Згiдно з прийнятими позначеннями

β̄(ε) = ε

(
β∗∗ + ω(x(τ, ε), ε)

)
.

Тут ω(x(τ, ε), ε)− малий залишок за умов ||x|| ≤ ρ, а також ε ∈ [0, ε0]. У
цьому випадку iснує число ρ1, для якого виконується нерiвнiсть

ε

(
β∗∗ − ρ1

)
≤ β̄(ε) ≤ ε

(
β∗∗ + ρ1

)
.

Нехай

ρ2 = max

{∣∣∣∣β∗∗ + ρ1

∣∣∣∣, ∣∣∣∣β∗∗ − ρ1

∣∣∣∣
}
,

тодi
||β̄(ε)|| = |β̄(ε)| ≤ ε · ρ2.



140 2 Автономнi крайовi задачi

Отже, ∣∣∣∣∣∣∣∣Φ2x(τ, ε)− Φ2y(τ, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ε · q(a)1 · λ · q1 · ρ2 · ||x(τ, ε)− y(τ, ε)||,

де

λ =

∣∣∣∣∣∣∣∣PQ∗
r
ℓK

[
∗
]
(·)
∣∣∣∣∣∣∣∣, q1 = ||A||.

Для оцiнювання норми рiзницi:

||Φ3x(τ, ε)− Φ3y(τ, ε)|| ≤
∣∣∣∣∣∣∣∣Xr−1(τ)I1B

−1
0

∣∣∣∣∣∣∣∣ · ∣∣∣∣∣∣∣∣PQ∗
r
ℓK[ ∗ ](·)

∣∣∣∣∣∣∣∣×
×
∣∣∣∣∣∣∣∣R1(z0(τ, c

∗
r−1) + x(τ, ε), ε)−R1(z0(τ, c

∗
r−1) + y(τ, ε), ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣
перетворимо вираз∣∣∣∣∣∣∣∣R1(z0(τ, c

∗
r−1) + x(τ, ε), ε)−R1(z0(τ, c

∗
r−1) + y(τ, ε), ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣.
Вiдповiдно до формули скiнченних рiзниць [75, c. 390]:

||R1(z0 + x, ε)−R1(z0 + y, ε)|| =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂R1(z, ε)

∂z

∣∣∣∣ z = ξ2(τ, ε)
· (x− y)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣;

похiдна R′
1z(ξ2(τ, ε), ε) є похiдною функцiї R1(z(τ, ε), ε) у деякiй точцi ξ2(τ, ε)

вiдрiзка, який з’єднує точки z0(τ, c∗r−1)+x(τ, ε) та z0(τ, c∗r−1)+y(τ, ε). За умови

||x||, ||y|| ≤ ρ, ε ∈ [0, ε0]

ця похiдна:

∂R1(z, ε)

∂z

∣∣∣∣ z = ξ2(τ, ε)
=
∂Z(z, ε)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = ξ2(τ, ε)

−A1(τ)

є нескiнченно малою, оскiльки

∂R1(z, ε)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = ξ2(τ, ε)
ε = 0

=
∂Z(z, ε)

∂z

∣∣∣∣ z = ξ2(τ, ε)ε = 0
−A1(τ) ≡ 0.
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Отже, у деякiй точцi ε2 вiдрiзка [0, ε0] iснує зображення

||R1(z0 + x, ε)−R1(z0 + y, ε)|| =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂2R1(z, ε)

∂z ∂ε

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = ξ2(τ, ε)
ε = ε2

· ε(x− y)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣.

Таким чином,

||Φ3x(τ, ε)− Φ3y(τ, ε)|| ≤ ε · q(a)1 · λ · σ4 · ||x(τ, ε)− y(τ, ε)||.

Тут введено позначення:

σ4 = max
||x||, ||y|| ≤ ρ,
ε ∈ [0, ε0]

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂2R1(z(τ, ε), ε)

∂z ∂ε

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = ξ2(τ, ε)
ε = ε2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ .

Оцiнимо функцiю

||β(ε)|| ≤ |β∗|+ ||β̄(ε)|| ≤ |β∗|+ ε0 · ρ2,

при цьому∣∣∣∣∣∣∣∣Φ4x(τ, ε)− Φ4y(τ, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ε

∣∣∣∣∣∣∣∣Xr−1(τ)I1B
−1
0

∣∣∣∣∣∣∣∣ · ∣∣∣∣∣∣∣∣PQ∗
r
ℓK[ ∗ ](·)

∣∣∣∣∣∣∣∣ · ||β(ε)||×
×
∣∣∣∣∣∣∣∣Z(z0(τ, c∗r−1) + x(τ, ε), ε)− Z(z0(τ, c

∗
r−1) + y(τ, ε), ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣,
отже,∣∣∣∣∣∣∣∣Φ4x(τ, ε)−Φ4y(τ, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ε ·q(a)1 ·λ ·ρ3 ·σ(a)1 ·
∣∣∣∣∣∣∣∣x(τ, ε)−y(τ, ε)∣∣∣∣∣∣∣∣, ρ3 = |β∗|+ε0 ·ρ2.

Аналогiчно∣∣∣∣∣∣∣∣Φ5x(τ, ε)− Φ5y(τ, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ε ·

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣G
[
∗ ; 0

]
(τ)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣∣∣x(τ, ε)− y(τ, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣,
тодi ∣∣∣∣∣∣∣∣Φ5x(τ, ε)− Φ5y(τ, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ε · µ ·
∣∣∣∣∣∣∣∣x(τ, ε)− y(τ, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣.
Використовуючи нерiвностi для рiзниць

||Φi x(τ, ε)− Φi y(τ, ε)||, i = 1, 2, . . . , 5,
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отримуємо оцiнку∣∣∣∣∣∣∣∣Φ x(τ, ε)− Φ y(τ, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ εq
(a)
1 λaµσ

(a)
1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣x(τ, ε)− y(τ, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣+
+ε · q(a)1 · λ · q1 · ρ2 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣x(τ, ε)− y(τ, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣+ ε · q(a)1 · λ · σ4 ·
∣∣∣∣∣∣∣∣x(τ, ε)− y(τ, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣+
+ε · q(a)1 · λ · ρ3 · σ(a)1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣x(τ, ε)− y(τ, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣+ ε · µ ·
∣∣∣∣∣∣∣∣x(τ, ε)− y(τ, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣.
Отже, ∣∣∣∣∣∣∣∣Φ x(τ, ε)− Φ y(τ, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ ε

{
µ+ q

(a)
1

[
λaµσ

(a)
1 + λ

(
q1ρ2 + σ4 + ρ3σ

(a)
1

)]}
·
∣∣∣∣∣∣∣∣x(τ, ε)− y(τ, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣,
при цьому шукане значення ε∗ ≤ ε∗, де

ε∗ =
1

µ+ q
(a)
1 ·

{
λa · µ · σ(a)1 + λ ·

[
q1 · ρ2 + σ4 + ρ3 · σ(a)1

]} .

Приклад 2.3 Оцiнимо довжину вiдрiзка [0, ε∗], на якому зберiгається
збiжнiсть iтерацiйної схеми для побудови перiодичного розв’язку рiвняння
ван дер Поля (138).

Зазначимо, що з огляду на сталу

σ
(a)
1 = max

||x||, ||y|| ≤ ρ,
ε ∈ [0, ε0]

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂Z(z(τ, ε), ε)∂z

∣∣∣∣ z = ξ(τ, ε)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

отримуємо оцiнку норми матрицi:

∂Z(z(τ, ε), ε)

∂z

∣∣∣∣ z = ξ(τ, ε)
=

=

[
0 0

−2za(τ, ε)zb(τ, ε) 1− z2a(τ, ε)

] ∣∣∣∣∣∣∣∣ z = ξ(τ, ε)

.
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Покладемо для визначеностi ρ = ρ1 = 0, 1, ε ∈ [0; 0, 1], при цьому

||za(τ, ε)|| ≤ ||2 cos τ ||+ ||xa(τ, ε)|| ≤ 2 + 0, 1 = 2, 1.

Аналогiчно∣∣∣∣∣∣∣∣1− z2a(τ, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 1 +

∣∣∣∣∣∣∣∣z2a(τ, ε)∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 1 +

(
||2 cos τ ||+ ||xa(τ, ε)||

)2

≤ 1 + 2, 12.

Отже,

σ
(a)
1 ≤

[∣∣∣∣∣∣∣∣− 2za(τ, ε)zb(τ, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∣∣∣∣1− z2a(τ, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣
]
= 3 · 2, 1 + 1 = 14, 23.

Сталу
q
(a)
1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣Xr−1(τ)I1B
−1
0

∣∣∣∣∣∣∣∣
визначає матриця

Xr−1(τ)I1B
−1
0 =

1

2π

[
cos τ 0
− sin τ 0

]
,

тодi
q
(a)
1 = max

{∣∣∣∣∣∣∣∣ cos τ ∣∣∣∣∣∣∣∣, ∣∣∣∣∣∣∣∣− sin τ

∣∣∣∣∣∣∣∣
}

=
1

2π
.

За нормою оператора

µ =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣G
[
∗ ; 0

]
(τ)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣K
[
∗
]
(τ)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣X(τ)

∫ τ

0
X−1(s)f(s)ds

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ = 2π

{∣∣∣∣∣∣∣∣X(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣
}

отримуємо рiвнiсть ∣∣∣∣∣∣∣∣X(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∣∣∣∣X−1(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2,

отже, µ = 8π. Аналогiчно

λa =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣PQ∗

r
ℓK

[(
β∗A+A1(s)

)
∗
]
(·)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ =

= 2π

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
[
−4 sin s sin 2s sin s(1 + 2 cos s)
4 cos s sin 2s − cos s(1 + 2 cos s)

] ∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣,

тодi λ = 14π, а q1 = ||A|| = 1. Окрiм того,

σ4 = max
||x||, ||y|| ≤ ρ,
ε ∈ [0, ε0]

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂2R1(z(τ, ε), ε)

∂z ∂ε

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = ξ2(τ, ε)
ε = ε2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ = 0,
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оскiльки нелiнiйнiсть у рiвняннi ван дер Поля Z(z, ε), а значить, i залишок
її розвинення R1(z(τ, ε), ε) явно не залежать вiд малого параметра ε. При
цьому ε∗ ≤ ε∗, де [78, 123]

ε∗ =
1

µ+ q
(a)
1 ·

{
λa · µ · σ(a)1 + λ ·

[
q1 · ρ2 + σ4 + ρ3 · σ(a)1

]} =

=
1

8π + 428, 9
≈ 0, 002 202 .

Як свiдчать чисельнi оцiнки, припущення про те, що ||x|| < ρ = 0, 1 ,
ρ1 = 0, 1, справджується при 0 < ε ≤ ε∗. Отримана оцiнка ε∗ величини
ε∗ є досить грубою, оскiльки, як видно з чисельних розрахункiв, справжнє
значення ε∗ ≫ ε∗.

Крiм того, збiжнiсть iтерацiйної процедури (137) до шуканого перiоди-
чного розв’язку рiвняння (120) може зберiгатися i за вiдсутностi властиво-
стi стиснення вiдповiдного оператора, тому природно дослiджувати якiсть
отриманого перiоду T12(ε) i другого наближення до перiодичного розв’язку
рiвняння ван дер Поля z

(a)
2 (τ, ε) для значень ε > ε∗. Для порiвняння вико-

ристовуємо друге наближення до перiодичного розв’язку рiвняння ван дер
Поля:

y(a)(τ, ε) = 2 cos τ +
ε

4

(
3 sin τ − sin 3τ

)
+ ε2

(
− 1

8
cos τ +

3

16
cos 3τ − 5

96
cos 5τ

)

та його перiоду

T (ε) = 2π

(
1 +

ε2

8

)
,

наведенi в працi [76] i отриманi розкладом шуканого перiодичного розв’язку
в ряд за степенями малого параметра. Розв’язок рiвняння ван дер Поля
у виглядi тригонометричного полiнома отримали також Є.О. Гребенiков та
Ю.О. Рябов [38].

2.5 Про наближене розв’язування автономних крайових
задач методом найменших квадратiв

Дослiджуючи нелiнiйну автономну крайову задачу (97), (98), позначаємо як

Z(z(τ, ε), β(ε), ε) = β(ε)A

(
z(τ, ε) + f

)
+

(
1 + εβ(ε)

)
Z(z(τ, ε), ε)
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нелiнiйну вектор-функцiю, неперервно-диференцiйовну за невiдомою z у ма-
лому околi розв’язку породжувальної задачi, за невiдомою β(ε) у малому
околi точки β0 i неперервно-диференцiйовну за малим параметром ε на вiд-
рiзку [0, ε0], а як

J (z(·, ε), β(ε), ε) =
(
1 + εβ(ε)

)
J̃(z(·, ε), ε) + αβ(ε)

нелiнiйний векторний функцiонал, неперервно-диференцiйовний за невiдо-
мою z, за невiдомою β(ε) у малому околi точки β0 i за малим параметром ε
у малому околi розв’язку породжувальної задачi i на вiдрiзку [0, ε0]. Окрiм
того, ℓz(·, ε) — лiнiйний i J̃(z(·, ε), ε)− нелiнiйний векторнi функцiонали:

ℓz(·, ε), J̃(z(·, ε), ε) : C[a, b∗] → Rm.

Розв’язок задачi (103), (104) z(τ, ε) = z0(τ, c0) + x(τ, ε) шукаємо в око-
лi розв’язку породжувальної задачi (99). Для знаходження збурення x(τ, ε)
отримуємо задачу

dx/dτ = Ax+ εZ(z0(τ, c0) + x(τ, ε), β(ε), ε), (140)

ℓz(·, ε) = εJ (z0(·, c0) + x(·, ε), β(ε), ε). (141)

Аналогiчно [25] одержуємо необхiдну умову [91] розв’язностi крайової за-
дачi (140), (141).

Лема 2.1 Якщо автономна нетерова крайова задача (97), (98) у крити-
чному випадку (PQ∗ ̸= 0) має розв’язок, який при ε = 0 перетворюється на
породжувальний z0(t, c0), то вектор

č0 = col

(
c0, β0

)
∈ Rr+1

задовольняє рiвняння

F (č0) = PQ∗
d

{
J (z0(·, c0), β0, 0)− ℓK

[
Z(z0(s, c0), β0, 0)

]
(·)

}
= 0. (142)

Тут
J (z0(·, c0), β0, 0) = αβ0 + J(z0(·, c0), 0),

Z(z0(τ, c0), β0, 0) = β0

[
Az0(s, c0) + f

]
+ Z(z0(s, c0), 0).
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Означення 2.3 Рiвняння (142) називають рiвнянням для породжувальних
сталих автономної крайової задачi (97), (98).

Припустимо, що рiвняння (142) має дiйснi коренi. Фiксуючи один iз
розв’язкiв č0 ∈ Rr+1 рiвняння (142), отримуємо задачу про пошук розв’язкiв
задачi (97), (98) z(τ, ε) = z0(τ, c0)+x(τ, ε) в околi породжувального розв’язку

z0(τ, c0) = Xr(τ)c0 +G

[
f ;α

]
(τ).

Використовуючи неперервну диференцiйовнiсть функцiї Z(z(τ, ε), β(ε), ε)
за невiдомою z у малому околi розв’язку породжувальної задачi, неперервну
диференцiйовнiсть за невiдомою

β(ε) := β0 + ζ(ε), ζ(ε) ∈ C[0, ε0], ζ(0) := 0,

у малому околi точки β0 i неперервну диференцiйовнiсть за малим параме-
тром ε на вiдрiзку [0, ε0], розкладаємо цю функцiю в околi точок x = 0 i
ε = 0 :

Z(z0(τ, c0) + x(τ, ε), β(ε), ε) = Z(z0(τ, c0), β0, 0)+

+A1(τ)x(τ, ε)+ ζ(ε)A2(z0(τ, c0))+εA3(z0(τ, c0))+R1(z0(τ, c0)+x(τ, ε), β(ε), ε),

де

A1(τ) =
∂Z(z0(τ, c0) + x(τ, ε), β(ε), ε)

∂x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z(τ, ε) = z0(τ, c0),
β(ε) = β0,
ε = 0,

A2(z0(τ, c0)) =
∂Z(z(τ, ε), β(ε), ε)

∂ζ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z(τ, ε) = z0(τ, c0),
β(ε) = β0,
ε = 0,

A3(z0(τ, c0)) =
∂Z(z(τ, ε), β(ε), ε)

∂ε

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z(τ, ε) = z0(τ, c0),
β(ε) = β0,
ε = 0.
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Залишок R1(z0(τ, c0) + x(τ, ε), β(ε), ε) розвинення нелiнiйностi Z(z(τ, ε),
β(ε), ε) системи (140) має вищий порядок малостi за x(τ, ε) i ε, нiж першi
доданки, тому [18, c. 186]

R1(z0(τ, c0), β0, 0) ≡ 0,
∂R1(z0(τ, c0), β0, 0)

∂x
≡ 0.

З огляду на неперервну диференцiйовнiсть (у сенсi Фреше) за першим
аргументом векторного функцiонала J (z(·, ε), β(ε), ε), неперервну диферен-
цiйовнiсть за невiдомою β(ε) у малому околi точки β0 i неперервну диферен-
цiйовнiсть (у сенсi Фреше) за третiм аргументом видiляємо лiнiйнi частини
цього функцiонала [43]:

ℓ1x(·, ε) =
∂J (z(·, ε), β(ε), ε)

∂x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z(τ, ε) = z0(τ, c0),
β(ε) = β0,
ε = 0,

ℓ2(z0(·, c0)) =
∂J (z(·, ε), β(ε), ε)

∂ζ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z(τ, ε) = z0(τ, c0),
β(ε) = β0,
ε = 0

ε · ℓ3(z0(·, c0)) = ε · ∂J (z(·, ε), β(ε), ε)
∂ε

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z(τ, ε) = z0(τ, c0),
β(ε) = β0,
ε = 0

i член
J (z(·, 0), β(0), 0) = J (z0(·, c0), β0, 0)

нульового порядку за ε в околi точок x = 0 i ε = 0 :

J (z0(·, c0) + x(·, ε), β(ε), ε) = J (z0(·, c0), β0, 0)+

+ℓ1x(·, ε) + ζ(ε)ℓ2(z0(·, c0)) + εℓ3(z0(·, c0)) + J1(z0(·, c0) + x(·, ε), β(ε), ε).
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Залишок J1(z0(·, c0)+x(·, ε), β(ε), ε) розвинення нелiнiйностi J (z(·, ε), β(ε), ε)
крайової умови (141) має вищий порядок малостi за x(τ, ε) i ε, нiж першi
доданки, тому [18, c. 186]

J1(z0(·, c0), β0, 0) ≡ 0,
∂J1(z0(·, c0), β0, 0)

∂x
≡ 0.

З урахуванням розвинень нелiнiйностей задача (140), (141) є такою

dx(τ, ε)/dτ = Ax(τ, ε) + ε

{
Z(z0(τ, c0), β0, 0)+ (143)

+A1(τ)x(τ, ε)+ζ(ε)A2(z0(τ, c0))+εA3(z0(τ, c0))+R1(z0(τ, c0)+x(τ, ε), β(ε), ε)

}
,

ℓx(·, ε) = ε

{
J (z0(·, c0), β0, 0) + ℓ1x(·, ε)+ (144)

+ζ(ε)ℓ2(z0(·, c0)) + εℓ3(z0(·, c0)) + J1(z0(·, c0) + x(·, ε), β(ε), ε)

}
.

Розв’язок задачi (143), (144) шукаємо у виглядi

x(τ, ε) = Xr(τ)ν(ε) + ξ(τ, ε), ν(ε) ∈ C[0, ε0], ν(0) := 0.

Тут

ξ(τ, ε) := εG

[
Z(z0(τ, c0), β0, 0) +A1(τ)x(τ, ε)+

+ζ(ε)A2(z0(τ, c0)) + εA3(z0(τ, c0)) +R1(z0(τ, c0) + x(τ, ε), β(ε), ε);

J (z0(·, c0), β0, 0) + ℓ1x(·, ε) + ζ(ε)ℓ2(z0(·, c0))+

+εℓ3(z0(·, c0)) + J1(z0(·, c0) + x(·, ε), β(ε), ε)

]
(τ).

Позначимо сталу
(
d× (r + 1)

)
-вимiрну матрицю як

B0 = PQ∗
d

{[
ℓ1Xr(·); ℓ2(z0(·, c0))

]
− ℓK

[
A1(s)Xr(s); A2(z0(s, c0))

]
(·)

}
.
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З умови розв’язностi задачi (143), (144) отримуємо рiвняння

B0 ·
[
ν(ε)
ζ(ε)

]
= −PQ∗

d

{
ℓ1ξ(·, ε) + εℓ3(z0(·, c0)) + J1(z0(·, c0) + x(·, ε), β(ε), ε)−

−ℓK
[
A1(s)ξ(s, ε) + εA3(z0(s, c0)) +R1(z0(s, c0) + x(s, ε), β(ε), ε)

]
(·)

}
,

розв’язне у випадку [25, 91] PB∗
0
PQ∗

d
= 0. При цьому задача (97), (98) має

принаймнi один розв’язок:

z(τ, ε) = z0(τ, c0) + x(τ, ε), x(τ, ε) = Xr(τ)ν(ε) + ξ(τ, ε);

ξ(τ, ε) := εG

[
Z(z0(τ, c0), β0, 0) +A1(τ)x(τ, ε)+

+ζ(ε)A2(z0(τ, c0)) + εA3(z0(τ, c0)) +R1(z0(τ, c0) + x(τ, ε), β(ε), ε);

J (z0(·, c0), β0, 0) + ℓ1x(·, ε) + ζ(ε)ℓ2(z0(·, c0))+

+εℓ3(z0(·, c0)) + J1(z0(·, c0) + x(·, ε), β(ε), ε)

]
;

[
ν(ε)
ζ(ε)

]
= −B+

0 · PQ∗
d

{
ℓ1ξ(·, ε) + εℓ3(z0(·, c0)) + J1(z0(·, c0) + x(·, ε), β(ε), ε)−

−ℓK
[
A1(s)ξ(s, ε) + εA3(z0(s, c0)) +R1(z0(s, c0) + x(s, ε), β(ε), ε)

]
(·)

}
,

який при ε = 0 перетворюється на породжувальний z0(τ, c0). Тут

PB∗
0
: Rd → N(B∗

0), PB∗
0
∈ Rd×d

є матрицею-ортопроєктором. Для побудови цього розв’язку запропоновано
iтерацiйну схему [25, 91], яка вiдповiдає методу простих iтерацiй. Цей метод
вiдрiзняється простою та чисельною стiйкiстю, проте побудова наближених
розв’язкiв iз застосуванням методу простих iтерацiй пов’язана зi складнiстю
обчислень, яка швидко зростає вiд iтерацiї до iтерацiї.
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2.5.1 Iтерацiйна схема

Необхiдно побудувати iтерацiйну схему для знаходження наближених
розв’язкiв крайової задачi (143), (144) аналогiчно до наведеної в працях
[83, 124] з використанням методу найменших квадратiв [101], який забезпечує
бiльшу точнiсть за меншої кiлькостi iтерацiй. Позначимо як

φ(1)(t), φ(2)(t), ... , φ(k)(t), ...

систему лiнiйно-незалежних неперервно-диференцiйовних n-вимiрних век-
тор-функцiй. Перше наближення x1(τ, ε) ≈ ξ1(τ, ε) до розв’язку задачi (143),
(144) шукаємо як розв’язок крайової задачi

dξ1(τ, ε)/dτ = Aξ1(τ, ε) + ε

{
Z(z0(τ, c0), β0, 0)+ (145)

+A1(τ)ξ1(τ, ε) + εA3(z0(τ, c0))

}
,

ℓξ1(·, ε) = ε

{
J (z0(·, c0), β0, 0) + ℓ1ξ1(·, ε) + εℓ3(z0(·, c0))

}
. (146)

Наближення до частинного розв’язку крайової задачi (145), (146) шукаємо у
виглядi ξ1(τ, ε) = φ1(τ)γ1(ε), γ1(ε) ∈ Rµ1 . Тут

φ1(τ) =

[
φ(1)(t), φ(2)(t), ... , φ(µ1)(t)

]
є (n× µ1)-вимiрною матрицею. Вимагатимемо, щоб

Θ(γ1(ε)) =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
[
A+ εA1(τ)

]
ξ1(τ, ε) + ε

[
Z(z0(τ, c0), β0, 0)+

+εA3(z0(τ, c0))

]
− ξ′1(τ, ε)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

L2[a,b∗]

+

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
[
εℓ1 − ℓ

]
ξ1(·, ε)+

+ε

[
J (z0(·, c0), β0, 0) + εℓ3(z0(·, c0))

]∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

Rm

→ min .

Позначимо (n× µ1)-вимiрну матрицю як

Φ1(τ, ε) =

[
A+ εA1(τ)

]
φ1(τ)− φ′

1(τ)
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та (m× µ1)-матрицю як

Π1(ε) =

[
εℓ1 − ℓ

]
φ1(·).

З огляду на необхiдну умову мiнiмiзацiї функцiї Θ(γ1(ε)) маємо рiвняння[
Γ

(
Φ1(·, ε)

)
+ Γ

(
Π1(ε)

)]
γ1(ε) =

= −ε
∫ b∗

a
Φ∗
1(τ, ε)

[
Z(z0(τ, c0), β0, 0) + εA3(z0(τ, c0))

]
dτ−

−ε ·Π∗
1(ε) ·

[
J (z0(·, c0), β0, 0) + εℓ3(z0(·, c0))

]
,

однозначно розв’язне вiдносно вектора γ1(ε) ∈ Rµ1 за умови невиродженостi
суми (µ1 × µ1)-матриць Грама [5]:

Γ

(
Φ1(·, ε)

)
:=

∫ b∗

a
Φ∗
1(τ, ε) · Φ1(τ, ε) dτ, Γ

(
Π1(ε)

)
:= Π∗

1(ε) ·Π1(ε).

За умови

det

[
Γ

(
Φ1(·, ε)

)
+ Γ

(
Π1(ε)

)]
̸= 0

знаходимо вектор

γ1(ε) = −ε ·

[
Γ

(
Φ1(·, ε)

)
+ Γ

(
Π1(ε)

)]−1

×

×

{∫ b∗

a
Φ∗
1(τ, ε)

[
Z(z0(τ, c0), β0, 0) + εA3(z0(τ, c0))

]
dτ+

+εA3(z0(τ, c0))

]
dτ +Π∗

1(ε) ·
[
J (z0(·, c0), β0, 0) + εℓ3(z0(·, c0))

]}
,

який визначає найкраще (у сенсi найменших квадратiв) наближення ξ1(τ, ε)
до частинного розв’язку крайової задачi (147), (148). Наступне наближення
до розв’язку задачi (143), (144):

x1(τ, ε) = Xr(τ)ν1(ε) + ξ1(τ, ε), β1(ε) := β0 + ζ1(ε)

шукаємо як розв’язок крайової задачi

dx1(τ, ε)/dτ = Ax1(τ, ε) + ε

{
Z(z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε), β0, ε)+ (147)
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+A1(z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε))Xr(τ) · ν1(ε)+

+A2(z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε))ζ1(ε) + εA3(z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε))

}
,

ℓx1(·, ε) = ε

{
J (z0(·, c0) + ξ1(·, ε), β0, ε)+ (148)

+ℓ1(z0(·, c0)+ξ1(·, ε))Xr(·)·ν1(ε)+ℓ2(z0(·, c0)+ξ1(·, ε))ζ1(ε)+εℓ3(z0(·, c0)+ξ1(·, ε))

}
.

Позначимо
(
d× (r + 1)

)
-вимiрну матрицю як

B0

(
z0(·, c0) + ξ1(·, ε)

)
= PQ∗

d

{[
ℓ1(z0(·, c0) + ξ1(·, ε))Xr(·);

ℓ2(z0(·, c0)+ξ1(·, ε))
]
−ℓK

[
A1(z0(s, c0)+ξ1(s, ε))Xr(s);A2(z0(s, c0)+ξ1(s, ε))

]
(·)

}
.

Тут

A1(z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε)) :=
∂Z(z(τ, ε), β(ε), ε)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ z(τ, ε) = z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε),
β(ε) = β0,

A2(z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε)) :=
∂Z(z(τ, ε), β(ε), ε)

∂β

∣∣∣∣∣∣∣∣ z(τ, ε) = z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε),
β(ε) = β0,

A3(z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε)) :=
∂Z(z(τ, ε), β(ε), ε)

∂ε

∣∣∣∣∣∣∣∣ z(τ, ε) = z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε),
β(ε) = β0

є похiдними, якi в околi точок ν1(ε) = 0 i ζ1(ε) = 0 визначають розвинення
нелiнiйностi

Z(z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε) +Xr(τ)ν1(ε), β0 + ζ1(ε), ε) :=

= Z(z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε), β0, ε) + εA3(z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε))+



2.5 Про наближене розв’язування автономних крайових задач ... 153

+A1(z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε))Xr(τ)ν1(ε) +A2(z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε))ζ1(ε)+

+R1(z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε) +Xr(τ)ν1(ε), β0 + ζ1(ε), ε).

Залишок
R1(z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε) +Xr(τ)ν1(ε), β0 + ζ1(ε), ε)

розвинення нелiнiйностi

Z(z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε) +Xr(τ)ν1(ε), β0 + ζ1(ε), ε)

системи (140) має вищий порядок малостi за ν1(ε) i ζ1(ε), нiж першi чотири
доданки, тому [18, c. 186]

R1(z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε), β0, ε) ≡ 0,
∂R1(z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε), β0, ε)

∂ν1
≡ 0,

∂R1(z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε), β0, ε)

∂ζ1
≡ 0.

Аналогiчно функцiонали

ℓ1(z0(·, c0) + ξ1(·, ε)) :=
∂J (z(·, ε), β(ε), ε)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ z(τ, ε) = z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε),
β(ε) = β0,

ℓ2(z0(·, c0) + ξ1(·, ε)) :=
∂J (z(·, ε), β(ε), ε)

∂β

∣∣∣∣∣∣∣∣ z(τ, ε) = z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε),
β(ε) = β0,

ε · ℓ3(z0(·, c0) + ξ1(·, ε)) := ε · ∂J (z(·, ε), β(ε), ε)
∂ε

∣∣∣∣∣∣∣∣ z(τ, ε) = z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε),
β(ε) = β0

в околi точок ν1(ε) = 0 i ζ1(ε) = 0 визначають розвинення нелiнiйного век-
торного функцiонала

J (z0(·, c0) + ξ1(·, ε) +Xr(·) · ν1(ε), β0 + ζ1(ε), ε) =

= J (z0(·, c0) + ξ1(·, ε), β0, ε) + ℓ1(z0(·, c0) + ξ1(·, ε))Xr(·) · ν1(ε)+

+ℓ2(z0(·, c0) + ξ1(·, ε))ζ1(ε) + εℓ3(z0(·, c0) + ξ1(·, ε))+

+J1(z0(·, c0) + ξ1(·, ε) +Xr(·) · ν1(ε), β0 + ζ1(ε), ε).
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Залишок
J1(z0(·, c0) + ξ1(·, ε) +Xr(·) · ν1(ε), β0 + ζ1(ε), ε)

розвинення нелiнiйностi

J (z0(·, c0) + ξ1(·, ε) +Xr(·) · ν1(ε), β0 + ζ1(ε), ε)

крайової умови (141) має вищий порядок малостi за ν1(ε) i ζ1(ε), нiж першi
чотири доданки, тому [18, c. 186]

J1(z0(·, c0) + ξ1(·, ε), β0, ε) ≡ 0,
∂J1(z0(·, c0) + ξ1(·, ε), β0, ε)

∂ν1
≡ 0,

∂J1(z0(·, c0) + ξ1(·, ε), β0, ε)
∂ζ1

≡ 0.

Оскiльки
lim
ε→0

ξ1(τ, ε) = 0,

то
lim
ε→0

B0(z0(·, c0) + ξ1(·, ε)) = B0,

отже, для досить малих значень ε виконується рiвнiсть

PB∗
0(z0(·, c0) + ξ1(·, ε)) · PQ∗

d
= PB∗

0
PQ∗

d
= 0,

при цьому принаймнi однозначно знаходимо функцiї ν1(ε) та ζ1(ε) :[
ν1(ε)
ζ1(ε)

]
= −B+

0 (z0(·, c0) + ξ1(·, ε)) · PQ∗
d
×

×

{
J (z0(·, c0) + ξ1(·, ε), β0, ε) + ε · ℓ3(z0(·, c0) + ξ1(·, ε))−

−ℓK
[
Z(z0(s, c0) + ξ1(s, ε), β0, ε) + εA3(z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε))

]
(·)

}
.

Наступнi наближення x2(τ, ε) := x1(τ, ε) + ξ2(τ, ε) до розв’язку крайової
задачi (143), (144) визначає розв’язок ξ2(τ, ε) ≈ φ2(τ)γ2(ε), γ2(ε) ∈ Rµ2 , кра-
йової задачi

dξ2(τ, ε)/dτ = Aξ2(τ, ε) + ε

{
Z(z0(τ, c0) + x1(τ, ε), β1(ε), ε)+ (149)
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+A1(z0(τ, c0)+x1(τ, ε))ξ2(τ, ε)+εA3(z0(τ, c0)+x1(τ, ε))

}
+Ax1(τ, ε)−x′1(τ, ε),

ℓξ2(·, ε) = ε

{
J (z0(·, c0) + x1(·, ε), β1(ε), ε)+ (150)

+ℓ1(z0(·, c0) + x1(·, ε))ξ2(·, ε) + εℓ3(z0(·, c0) + x1(·, ε))

}
.

Тут

φ2(τ) =

[
φ(1)(t), φ(2)(t), ... , φ(µ2)(t)

]
є (n× µ2)-матрицею,

A1(z0(τ, c0) + x1(τ, ε)) :=
∂Z(z(τ, ε), β(ε), ε)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ z(τ, ε) = z0(τ, c0) + x1(τ, ε),
β(ε) = β1(ε),

A2(z0(τ, c0) + x1(τ, ε)) :=
∂Z(z(τ, ε), β(ε), ε)

∂β

∣∣∣∣∣∣∣∣ z(τ, ε) = z0(τ, c0) + x1(τ, ε),
β(ε) = β1(ε),

A3(z0(τ, c0) + x1(τ, ε)) :=
∂Z(z(τ, ε), β(ε), ε)

∂ε

∣∣∣∣∣∣∣∣ z(τ, ε) = z0(τ, c0) + x1(τ, ε),
β(ε) = β1(ε)

є похiдними, якi в околi точок ξ2(τ, ε) = 0 i ε = 0 визначають розвинення
нелiнiйностi

Z(z0(τ, c0) + x1(τ, ε) + ξ2(τ, ε), β1(ε), ε) = Z(z0(τ, c0) + x1(τ, ε), β1(ε), ε)+

+A1(z0(τ, c0) + x1(τ, ε))ξ2(τ, ε)) + εA3(z0(τ, c0) + x1(τ, ε))+

+R2(z0(τ, c0) + x1(τ, ε), β1(ε), ε).

Залишок
R2(z0(τ, c0) + x1(τ, ε) + ξ2(τ, ε), β1(ε), ε)

розвинення нелiнiйностi

Z(z0(τ, c0) + x1(τ, ε) + ξ2(τ, ε), β1(ε), ε)
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системи (140) має вищий порядок малостi за ξ2(τ, ε) i ε, нiж першi доданки,
тому [18, c. 186]

R2(z0(τ, c0) + x1(τ, ε), β1(ε), ε) ≡ 0,
∂R2(z0(τ, c0) + x1(τ, ε), β1(ε), ε)

∂ξ2
≡ 0.

Аналогiчно функцiонали

ℓ1(z0(·, c0) + x1(·, ε)) :=

=
∂J (z(·, ε), β(ε), ε)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ z(τ, ε) = z0(τ, c0) + x1(τ, ε),
β(ε) = β1(ε),

ℓ2(z0(·, c0) + x1(·, ε)) :=

=
∂J (z(·, ε), β(ε), ε)

∂β

∣∣∣∣∣∣∣∣ z(τ, ε) = z0(τ, c0) + x1(τ, ε),
β(ε) = β1(ε),

ε · ℓ3(z0(·, c0) + x1(·, ε)) :=

= ε · ∂J (z(·, ε), β(ε), ε)
∂ε

∣∣∣∣∣∣∣∣ z(τ, ε) = z0(τ, c0) + x1(τ, ε),
β(ε) = β1(ε)

в околi точок ξ2(τ, ε) = 0 i ε = 0 визначають розвинення нелiнiйного вектор-
ного функцiонала

J (z0(·, c0) + x1(·, ε) + ξ2(·, ε), β1(ε), ε) =

= J (z0(·, c0) + x1(·, ε), β1(ε), ε) + ℓ1(z0(·, c0) + x1(·, ε))ξ2(·, ε)+

+εℓ3(z0(·, c0) + x1(·, ε)) + J2(z0(·, c0) + x1(·, ε) + ξ2(·, ε), β1(ε), ε).

Залишок
J2(z0(·, c0) + x1(·, ε) + ξ2(·, ε), β1(ε), ε)

розвинення нелiнiйностi

J (z0(·, c0) + x1(·, ε) + ξ2(·, ε), β1(ε), ε)

крайової умови (141) має вищий порядок малостi за ξ2(τ, ε) i ε, нiж першi
доданки, тому [18, c. 186]

J2(z0(·, c0) + x1(·, ε), β1(ε), ε) ≡ 0,
∂J2(z0(·, c0) + x1(·, ε), β1(ε), ε)

∂ξ2
≡ 0.
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Вимагатимемо, щоб

Θ(γ2(ε)) =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
[
A+ εA1(z1(τ, ε))

]
ξ2(τ, ε) + ε

[
Z(z0(τ, c0) + x1(τ, ε), β1(ε), ε)+

+εA3(z0(τ, c0) + x1(τ, ε))

]
+Ax1(τ, ε)− x′1(τ, ε)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

L2[a,b∗]

+

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
[
εℓ1(z1(·, ε))−

−ℓ
]
ξ2(·, ε)+ε

[
J (z0(·, c0)+x1(·, ε), β1(ε), ε)+ε ℓ3(z0(·, c0)+x1(·, ε))

]∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

Rm

→ min .

Позначимо (n× µ2)-вимiрну матрицю як

Φ2(τ, ε) =

[
A+ εA1(z0(τ, c0) + x1(τ, ε))

]
φ2(τ)− φ′

2(τ),

(m× µ2)-матрицю як

Π2(ε) =

[
εℓ1(z0(·, c0) + x1(·, ε))− ℓ

]
φ2(·),

а вiдповiднi їм (µ2 × µ2)-матрицi Грама як

Γ

(
Φ2(·, ε)

)
=

∫ b∗

a
Φ∗
2(τ, ε) · Φ2(τ, ε) dτ, Γ

(
Π2(ε)

)
= Π∗

2(ε) ·Π2(ε).

За умови

det

[
Γ

(
Φ2(·, ε)

)
+ Γ

(
Π2(ε)

)]
̸= 0

знаходимо вектор

γ2(ε) = −

[
Γ

(
Φ2(·, ε)

)
+ Γ

(
Π2(ε)

)]−1{∫ b∗

a
Φ∗
2(τ, ε)

{
Ax1(τ, ε)− x′1(τ, ε)+

+ε

[
Z(z0(τ, c0) + x1(τ, ε), β1(ε), ε) + εA3(z0(τ, c0) + x1(τ, ε))

]}
dτ+

+Π∗
2(ε) ·

{
ε

[
J (z0(·, c0) + x1(·, ε), β1(ε), ε)+

+εℓ3(z0(·, c0) + x1(·, ε))
]
− ℓx1(·, ε)

}}
,
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який визначає найкраще (в сенсi найменших квадратiв) наближення

x2(τ, ε) = x1(τ, ε) + ξ2(τ, ε), ξ2(τ, ε) ≈ φ2(τ) · γ2(ε), γ2(ε) ∈ Rµ2 ,

для функцiї x2(τ, ε) за фiксованої матрицi φ2(t) i першого наближення β1(ε)
до функцiї β(ε). Друге наближення до розв’язку задачi (143), (144):

x2(τ, ε) := x1(τ, ε) +Xr(τ)ν2(ε) + ξ2(τ, ε), β2(ε) := β1(ε) + ζ2(ε)

визначає крайова задача

dξ2(τ, ε)/dτ = Aξ2(τ, ε) + ε

{
Z(z1(τ, ε) + ξ2(τ, ε), β1(ε), ε)+ (151)

+A1(z1(τ, ε) + ξ2(τ, ε)))Xr(τ) · ν2(ε)+

+A2(z1(τ, ε) + ξ2(τ, ε)))ζ2(ε) + εA3(z1(τ, ε) + ξ2(τ, ε))

}
+Ax1(τ, ε)− x′1(τ, ε),

ℓξ2(·, ε) = ε

{
J (z1(·, ε) + ξ2(·, ε), β1(ε), ε)+ (152)

+ℓ1(z1(·, ε)+ξ2(·, ε))Xr(·)ν2(ε)+ℓ2(z1(·, ε)+ξ2(·, ε))ζ2(ε)+εℓ3(z1(·, ε)+ξ2(·, ε))

}
.

Тут

A1(z1(τ, ε) + ξ2(τ, ε)) :=
∂Z(z(τ, ε), β(ε), ε)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ z(τ, ε) = z1(τ, ε) + ξ2(τ, ε),
β(ε) = β1(ε),

A2(z1(τ, ε) + ξ2(τ, ε)) :=
∂Z(z(τ, ε), β(ε), ε)

∂β

∣∣∣∣∣∣∣∣ z(τ, ε) = z1(τ, ε) + ξ2(τ, ε),
β(ε) = β1(ε),

A3(z1(τ, ε) + ξ2(τ, ε)) :=
∂Z(z(τ, ε), β(ε), ε)

∂ε

∣∣∣∣∣∣∣∣ z(τ, ε) = z1(τ, ε) + ξ2(τ, ε),
β(ε) = β1(ε)

є похiдними, якi в околi точок ν2(ε) = 0 i ζ2(ε) = 0 визначають розвинення
нелiнiйностi

Z(z1(τ, ε) +Xr(τ)ν2(ε) + ξ2(τ, ε), β1(ε) + ζ2(ε), ε) =
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= Z(z1(τ, ε) + ξ2(τ, ε), β1(ε), ε) +A1(z1(τ, ε) + ξ2(τ, ε)))×

×Xr(τ) · ν2(ε) +A2(z1(τ, ε) + ξ2(τ, ε)))ζ2(ε)+

+εA3(z1(τ, ε) + ξ2(τ, ε))) +R3(z1(τ, ε) +Xr(τ)ν2(ε) + ξ2(τ, ε), β1(ε) + ζ2(ε), ε).

Залишок

R3(z1(τ, ε) +Xr(τ)ν2(ε) + ξ2(τ, ε), β1(ε) + ζ2(ε), ε)

розвинення нелiнiйностi

Z(z1(τ, ε) +Xr(τ)ν2(ε) + ξ2(τ, ε), β1(ε) + ζ2(ε), ε)

системи (140) має вищий порядок малостi за ν2(ε) i ζ2(ε), нiж першi доданки,
тому

R3(z1(τ, ε) + ξ2(τ, ε), β1(ε), ε) ≡ 0,
∂R3(z1(τ, ε) + ξ2(τ, ε), β1(ε), ε)

∂ν2
≡ 0,

∂R3(z1(τ, ε) + ξ2(τ, ε), β1(ε), ε)

∂ζ2
≡ 0.

Аналогiчно функцiонали

ℓ1(z1(·, ε) + ξ2(·, ε)) :=
∂J (z(·, ε), β(ε), ε)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ z(τ, ε) = z1(τ, ε) + ξ2(τ, ε),
β(ε) = β1(ε),

ℓ2(z1(·, ε) + ξ2(·, ε)) :=
∂J (z(·, ε), β(ε), ε)

∂β

∣∣∣∣∣∣∣∣ z(τ, ε) = z1(τ, ε) + ξ2(τ, ε),
β(ε) = β1(ε),

ε · ℓ3(z1(·, ε) + ξ2(·, ε)) := ε · ∂J (z(·, ε), β(ε), ε)
∂ε

∣∣∣∣∣∣∣∣ z(τ, ε) = z1(τ, ε) + ξ2(τ, ε),
β(ε) = β1(ε)

в околi точок ν2(ε) = 0 i ζ2(ε) = 0 визначають розвинення нелiнiйного век-
торного функцiонала

J (z1(·, ε) +Xr(·)ν2(ε) + ξ2(·, ε), β1(ε) + ζ2(ε), ε) =

= J (z1(·, ε) + ξ2(·, ε), β1(ε), ε) + ℓ1(z1(·, ε) + ξ2(·, ε))Xr(·)ν2(ε)+

+ℓ2(z1(·, ε) + ξ2(·, ε))ζ2(ε) + εℓ3(z1(·, ε) + ξ2(·, ε))+
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+J3(z1(·, ε) +Xr(·)ν2(ε) + ξ2(·, ε), β1(ε) + ζ2(ε), ε).

Залишок
J3(z1(·, ε) +Xr(·)ν2(ε) + ξ2(·, ε), β1(ε) + ζ2(ε), ε)

розвинення нелiнiйностi

J (z1(·, ε) +Xr(·)ν2(ε) + ξ2(·, ε), β1(ε) + ζ2(ε), ε)

крайової умови (141) має вищий порядок малостi за ν2(ε) i ζ2(ε), нiж першi
доданки, тому

J3(z1(·, ε) + ξ2(·, ε), β1(ε), ε) ≡ 0,
∂J3(z1(·, ε) + ξ2(·, ε), β1(ε), ε)

∂ν2
≡ 0,

∂J3(z1(·, ε) + ξ2(·, ε), β1(ε), ε)
∂ζ2

≡ 0.

Позначимо
(
d× (r + 1)

)
-вимiрну матрицю як

B0

(
z1(·, ε) + ξ2(·, ε)

)
= PQ∗

d

{[
ℓ1(z1(·, ε) + ξ2(·, ε))Xr(·);

ℓ2(z1(·, ε)+ξ2(·, ε))
]
−ℓK

[
A1(z1(s, ε)+ξ2(s, ε))Xr(s); A2(z1(s, ε)+ξ2(s, ε))

]
(·)

}
.

Оскiльки
lim
ε→0

(
z1(τ, ε) + ξ2(τ, ε)

)
= z0(τ, c0),

то
lim
ε→0

B0

(
z1(·, ε) + ξ2(·, ε)

)
= B0.

Отже, для досить малих значень ε виконується рiвнiсть

P
B∗
0

(
z1(·, ε) + ξ2(·, ε)

) · PQ∗
d
= PB∗

0
PQ∗

d
= 0,

при цьому принаймнi однозначно знаходимо функцiї ν2(ε) i ζ2(ε) :[
ν2(ε)
ζ2(ε)

]
= −B+

0 (z1(·, ε) + ξ2(·, ε)) · PQ∗
d
×

×

{
J (z1(·, ε) + ξ2(·, ε), β1(ε), ε) + ε · ℓ3(z1(·, ε) + ξ2(·, ε))−
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−ℓK
[
Z(z1(s, ε) + ξ2(s, ε), β1(ε), ε) + εA3(z1(·, ε) + ξ2(·, ε))

]
(·)

}
.

Продовжуючи мiркування, припустимо, що знайдено наближення

xk+1(τ, ε) = xk(τ, ε) +Xr(τ)νk+1(ε) + ξk+1(τ, ε),

ξk+1(τ, ε) = φk+1(τ)γk+1(ε), γk+1(ε) ∈ Rµk+1 , k = 1, 2, ... ,

до розв’язку крайової задачi (143), (144) i наближення βk+1(ε) = βk(ε)+
+ζk+1(ε) до функцiї β(ε). Тут

φk+1(τ) =

[
φ(1)(t), φ(2)(t), ... , φ(µk+1)(t)

]
є (n × µk+1)-вимiрною матрицею. Наступне наближення до розв’язку задачi
(143), (144):

xk+2(τ, ε) = xk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε), k = 1, 2, ... ,

визначає розв’язок

ξk+2(τ, ε) ≈ φk+2(τ)γk+2(ε), γk+2(ε) ∈ Rµk+2 ,

крайової задачi

dξk+2(τ, ε)/dτ = Aξk+2(τ, ε) + ε

{
Z(zk+1(τ, ε), βk+1(ε), ε)+ (153)

+A1(zk+1(τ, ε))ξk+2(τ, ε) + εA3(zk+1(τ, ε))

}
+Axk+1(τ, ε)− x′k+1(τ, ε),

ℓξk+2(·, ε) = ε

{
J (zk+1(·, ε), βk+1(ε), ε)+ (154)

+ℓ1(zk+1(·, ε))ξk+2(·, ε) + εℓ3(zk+1(·, ε))

}
.

Тут

A1(zk+1(τ, ε)) :=
∂Z(z(τ, ε), β(ε), ε)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ z(τ, ε) = z0(τ, c0) + xk+1(τ, ε),
β(ε) = βk+1(ε),
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A2(zk+1(τ, ε)) :=
∂Z(z(τ, ε), β(ε), ε)

∂β

∣∣∣∣∣∣∣∣ z(τ, ε) = z0(τ, c0) + xk+1(τ, ε),
β(ε) = βk+1(ε),

A3(zk+1(τ, ε)) :=
∂Z(z(τ, ε), β(ε), ε)

∂ε

∣∣∣∣∣∣∣∣ z(τ, ε) = z0(τ, c0) + xk+1(τ, ε),
β(ε) = βk+1(ε)

є похiдними, якi в околi точок ξk+2(τ, ε) = 0 i ε = 0 визначають розвинення
нелiнiйностi

Z(zk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε), βk+1(ε), ε) = Z(zk+1(τ, ε), βk+1(ε), ε)+

+A1(zk+1(τ, ε))ξk+2(τ, ε)) + εA3(zk+1(τ, ε))+

+R2k+3(zk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε), βk+1(ε), ε).

Залишок
R2k+3(zk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε), βk+1(ε), ε)

розвинення нелiнiйностi

Z(zk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε), βk+1(ε), ε)

системи (140) має вищий порядок малостi за ξk+2(τ, ε) i ε, нiж першi доданки,
тому

R2k+3(zk+1(τ, ε), βk+1(ε), ε) ≡ 0,
∂R2k+3(zk+1(τ, ε), βk+1(ε), ε)

∂ξk+2
≡ 0.

Аналогiчно функцiонали

ℓ1(zk+1(·, ε)) :=
∂J (z(·, ε), β(ε), ε)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ z(τ, ε) = z0(τ, c0) + xk+1(τ, ε),
β(ε) = βk+1(ε),

ℓ2(zk+1(·, ε)) :=
∂J (z(·, ε), β(ε), ε)

∂β

∣∣∣∣∣∣∣∣ z(τ, ε) = z0(τ, c0) + xk+1(τ, ε),
β(ε) = βk+1(ε),

ε · ℓ3(zk+1(·, ε)) := ε · ∂J (z(·, ε), β(ε), ε)
∂ε

∣∣∣∣∣∣∣∣ z(τ, ε) = z0(τ, c0) + xk+1(τ, ε),
β(ε) = βk+1(ε)
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в околi точок ξk+2(τ, ε) = 0 i ε = 0 визначають розвинення нелiнiйного век-
торного функцiонала

J (zk+1(·, ε) + ξk+2(·, ε), βk+1(ε), ε) =

= J (zk+1(·, ε), βk+1(ε), ε) + ℓ1(zk+1(·, ε))ξk+2(·, ε)+

+εℓ3(zk+1(·, ε)) + J2k+3(zk+1(·, ε) + ξk+2(·, ε), βk+1(ε), ε).

Залишок
J2k+3(zk+1(·, ε) + ξk+2(·, ε), βk+1(ε), ε)

розвинення нелiнiйностi

J (zk+1(·, ε) + ξk+2(·, ε), βk+1(ε), ε)

крайової умови (141) має вищий порядок малостi за ξk+2(τ, ε) i ε, нiж першi
доданки, тому

J2k+3(zk+1(·, ε), βk+1(ε), ε) ≡ 0,
∂J2k+3(zk+1(·, ε), βk+1(ε), ε)

∂ξk+2
≡ 0.

Будемо вимагати, щоб

Θ(γk+2(ε)) =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
[
A+ εA1(zk+1(τ, ε))

]
ξk+2(τ, ε)+

+ε

[
Z(zk+1(τ, ε), βk+1(ε), ε)+εA3(zk+1(τ, ε))

]
+Axk+1(τ, ε)−x′k+1(τ, ε)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

L2[a,b∗]

+

+

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
[
εℓ1(zk+1(·, ε))−ℓ

]
ξk+2(·, ε)+ε

[
J (zk+1(·, ε), β1(ε), ε)+εℓ3(zk+1(·, ε))

]∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

Rm

→min .

Позначимо (n× µk+2)-вимiрну матрицю як

Φk+2(τ, ε) =

[
A+ εA1(zk+1(τ, ε))

]
φk+2(τ)− φ′

k+2(τ),

(m× µk+2)-матрицю як

Πk+2(ε) =

[
εℓ1(zk+1(·, ε))− ℓ

]
φk+2(·),

а вiдповiднi їм (µk+2 × µk+2)-матрицi Грама як

Γ

(
Φk+2(·, ε)

)
=

∫ b∗

a
Φ∗
k+2(τ, ε) ·Φk+2(τ, ε) dτ,Γ

(
Πk+2(ε)

)
= Π∗

k+2(ε) ·Πk+2(ε).
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За умови

det

[
Γ

(
Φk+2(·, ε)

)
+ Γ

(
Πk+2(ε)

)]
̸= 0

знаходимо вектор

γk+2(ε) = −

[
Γ

(
Φk+2(·, ε)

)
+ Γ

(
Πk+2(ε)

)]−1

×

×

{∫ b∗

a
Φ∗
k+2(τ, ε)

{
Axk+1(τ, ε)− x′k+1(τ, ε)+

+ε

[
Z(zk+1(τ, ε), βk+1(ε), ε) + εA3(zk+1(τ, ε))

]}
dτ+

+Π∗
k+1(ε) ·

{
ε

[
J (zk+1(·, ε), βk+1(ε), ε) + εℓ3(zk+1(·, ε))

]
− ℓxk+1(·, ε)

}}
,

який визначає найкраще (в сенсi найменших квадратiв) наближення

xk+2(τ, ε) = xk+1(τ, ε)+ξk+2(τ, ε), ξk+2(τ, ε) ≈ φk+2(τ)·γk+2(ε), γk+2(ε) ∈ Rµk+2 ,

для функцiї xk+2(τ, ε) за фiксованої матрицi φk+2(t) i наближення βk+1(ε) до
функцiї β(ε). Наступне наближення до розв’язку задачi:

xk+2(τ, ε) := xk+1(τ, ε)+Xr(τ)νk+2(ε)+ ξk+2(τ, ε), βk+2(ε) := βk+1(ε)+ ζk+2(ε)

визначає крайова задача

dξk+2(τ, ε)/dτ = Aξk+2(τ, ε) + ε

{
Z(zk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε), βk+1(ε), ε)+ (155)

+A1(zk+1(τ, ε)))Xr(τ) · νk+2(ε) +A2(zk+1(τ, ε)))ζk+2(ε)+

+εA3(zk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε))

}
+Axk+1(τ, ε)− x′k+1(τ, ε),

ℓξk+2(·, ε) = ε

{
J (zk+1(·, ε) + ξk+2(·, ε), βk+1(ε), ε) + ℓ1(zk+1(·, ε)+ (156)

+ξk+2(·, ε))Xr(·)νk+2(ε) + ℓ2(zk+1(·, ε) + ξk+2(·, ε))ζk+2(ε)+

+εℓ3(zk+1(·, ε) + ξk+2(·, ε))

}
.
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Тут

A1(zk+1(τ, ε)+ξk+2(τ, ε)) :=
∂Z(z(τ, ε), β(ε), ε)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ z(τ, ε) = zk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε),
β(ε) = βk+1(ε),

A2(zk+1(τ, ε)+ξk+2(τ, ε)) :=
∂Z(z(τ, ε), β(ε), ε)

∂β

∣∣∣∣∣∣∣∣ z(τ, ε) = zk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε),
β(ε) = βk+2(ε),

A3(zk+1(τ, ε)+ξk+2(τ, ε)) :=
∂Z(z(τ, ε), β(ε), ε)

∂ε

∣∣∣∣∣∣∣∣ z(τ, ε) = zk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε),
β(ε) = βk+1(ε)

є похiдними, якi в околi точок νk+2(ε) = 0 i ζk+2(ε) = 0 визначають розвинен-
ня нелiнiйностi

Z(zk+1(τ, ε) +Xr(τ)νk+2(ε) + ξk+2(τ, ε), βk+1(ε) + ζk+2(ε), ε) =

= Z(zk+1(τ, ε)+ξk+2(τ, ε), βk+1(ε), ε)+A1(zk+1(τ, ε)+ξk+2(τ, ε)))Xr(τ)·νk+2(ε)+

+A2(zk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε)))ζk+2(ε) + εA3(zk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε))+

+R2k+4(zk+1(τ, ε) +Xr(τ)νk+2(ε) + ξk+2(τ, ε), βk+1(ε) + ζk+2(ε), ε).

Залишок

R2k+4(zk+1(τ, ε) +Xr(τ)νk+2(ε) + ξk+2(τ, ε), βk+1(ε) + ζk+2(ε), ε)

розвинення нелiнiйностi

Z(zk+1(τ, ε) +Xr(τ)νk+2(ε) + ξk+2(τ, ε), βk+1(ε) + ζk+2(ε), ε)

системи (140) має вищий порядок малостi за ν2(ε) i ζ2(ε), нiж першi доданки,
тому

R2k+4(zk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε), βk+1(ε), ε) ≡ 0,

∂R2k+4(zk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε), βk+1(ε), ε)

∂ν2
≡ 0,

∂R2k+4(zk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε), βk+1(ε), ε)

∂ζ2
≡ 0.
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Аналогiчно функцiонали

ℓ1(zk+1(·, ε)+ξk+2(·, ε)) :=
∂J (z(·, ε), β(ε), ε)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ z(τ, ε) = zk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε),
β(ε) = βk+2(ε),

ℓ2(zk+1(·, ε)+ξk+2(·, ε)) :=
∂J (z(·, ε), β(ε), ε)

∂β

∣∣∣∣∣∣∣∣ z(τ, ε) = zk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε),
β(ε) = βk+1(ε),

ε·ℓ3(zk+1(·, ε)+ξk+2(·, ε)) := ε·∂J (z(·, ε), β(ε), ε)
∂ε

∣∣∣∣∣∣∣∣ z(τ, ε) = zk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε),
β(ε) = βk+1(ε)

в околi точок νk+2(ε) = 0 i ζk+2(ε) = 0 визначають розвинення нелiнiйного
векторного функцiонала

J (zk+1(·, ε) +Xr(·)νk+2(ε) + ξk+2(·, ε), βk+1(ε) + ζk+2(ε), ε) =

= J (zk+1(·, ε) + ξk+2(·, ε), β1(ε), ε) + ℓ1(zk+1(·, ε) + ξk+2(·, ε))Xr(·)νk+2(ε)+

+ℓ2(zk+1(·, ε) + ξk+2(·, ε))ζk+2(ε) + εℓ3(zk+1(·, ε) + ξk+2(·, ε))+

+J2k+4(zk+1(·, ε) +Xr(·)νk+2(ε) + ξk+2(·, ε), βk+1(ε) + ζk+2(ε), ε).

Залишок

J2k+4(zk+1(·, ε) +Xr(·)νk+2(ε) + ξk+2(·, ε), βk+1(ε) + ζk+2(ε), ε)

розвинення нелiнiйностi

J (zk+1(·, ε) +Xr(·)νk+2(ε) + ξk+2(·, ε), βk+1(ε) + ζk+2(ε), ε)

крайової умови (141) має вищий порядок малостi за νk+2(ε) i ζk+2(ε), нiж
першi доданки, тому

J2k+4(zk+1(·, ε) + ξk+2(·, ε), β1(ε), ε) ≡ 0,

∂J2k+4(zk+1(·, ε) + ξk+2(·, ε), β1(ε), ε)
∂νk+2

≡ 0,

∂J2k+4(zk+1(·, ε) + ξk+2(·, ε), β1(ε), ε)
∂ζk+2

≡ 0.
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Позначимо
(
d× (r + 1)

)
-матрицю як

B0

(
zk+1(·, ε) + ξk+2(·, ε)

)
:=

= PQ∗
d

{[
ℓ1(zk+1(·, ε) + ξk+2(·, ε))Xr(·); ℓ2(zk+1(·, ε) + ξk+2(·, ε))

]
−

−ℓK
[
A1(zk+1(s, ε) + ξk+2(s, ε))Xr(s);A2(zk+1(s, ε) + ξk+2(s, ε))

]
(·)

}
.

Оскiльки

lim
ε→0

(
zk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε)

)
= z0(τ, c0),

то

lim
ε→0

B0

(
zk+1(·, ε) + ξk+2(·, ε)

)
= B0.

Отже, для досить малих значень ε виконується рiвнiсть

P
B∗
0

(
zk+1(·, ε) + ξk+2(·, ε)

) · PQ∗
d
= PB∗

0
PQ∗

d
= 0,

при цьому принаймнi однозначно знаходимо функцiї νk+2(ε) та ζk+2(ε) :[
νk+2(ε)
ζk+2(ε)

]
= −B+

0 (zk+1(·, ε) + ξk+2(·, ε))×

×PQ∗
d

{
J (zk+1(·, ε) + ξk+2(·, ε), βk+1(ε), ε) + ε · ℓ3(zk+1(·, ε) + ξk+2(·, ε))−

−ℓK
[
Z(zk+1(s, ε) + ξk+2(s, ε), βk+1(ε), ε) + εA3(zk+1(·, ε) + ξk+2(·, ε))

]
(·)

}
.

Таким чином, доведено таку теорему [101, 140].

Теорема 2.5 Для кожного простого (PB∗
0
PQ∗

d
= 0) кореня

č0 = col

(
c0, β0

)
∈ Rr+1
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рiвняння F (č0) = 0 задача (143), (144) має принаймнi один розв’язок, який
при ε = 0 перетворюється на породжувальний z(τ, 0) = z0(τ, c0). За умови

det

[
Γ

(
Φk(·, ε)

)
+ Γ

(
Πk(ε)

)]
̸= 0, k ∈ N,

цей розв’язок можна визначити за допомогою iтерацiйного процесу

x1(τ, ε) = Xr(τ)ν1(ε) + ξ1(τ, ε), β1(ε) = β0 + ζ1(ε), ξ1(τ, ε) = φ1(τ)γ1(ε),

γ1(ε) = −ε ·

[
Γ

(
Φ1(·, ε)

)
+ Γ

(
Π1(ε)

)]−1

×

×

{∫ b∗

a
Φ∗
1(τ, ε)

[
Z(z0(τ, c0), β0, 0) + εA3(z0(τ, c0))

]
dτ+

+Π∗
1(ε) ·

[
J (z0(·, c0), β0, 0) + εℓ3(z0(·, c0))

]}
,

[
ν1(ε)
ζ1(ε)

]
= −B+

0 (z0(·, c0) + ξ1(·, ε)) · PQ∗
d
×

×

{
J (z0(·, c0) + ξ1(·, ε), β0, ε) + ε · ℓ3(z0(·, c0) + ξ1(·, ε))−

−ℓK
[
Z(z0(s, c0) + ξ1(s, ε), β0, ε) + εA3(z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε))

]
(·)

}
;

x2(τ, ε) := x1(τ, ε) +Xr(τ)ν2(ε) + ξ2(τ, ε), β2(ε) = β1(ε) + ζ2(ε),

ξ2(τ, ε) = φ2(τ)γ2(ε), γ2(ε) = −

[
Γ

(
Φ2(·, ε)

)
+ Γ

(
Π2(ε)

)]−1

×

×

{∫ b∗

a
Φ∗
2(τ, ε)

{
Ax1(τ, ε)− x′1(τ, ε)+

+ε

[
Z(z0(τ, c0) + x1(τ, ε), β1(ε), ε) + εA3(z0(τ, c0) + x1(τ, ε))

]}
dτ+

+Π∗
2(ε) ·

{
ε

[
J (z0(·, c0)+x1(·, ε), β1(ε), ε)+εℓ3(z0(·, c0)+x1(·, ε))

]
−ℓx1(·, ε)

}}
,
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[
ν2(ε)
ζ2(ε)

]
= −B+

0 (z1(·, ε) + ξ2(·, ε)) · PQ∗
d

{
J (z1(·, ε) + ξ2(·, ε), β1(ε), ε)+

+ε · ℓ3(z1(·, ε) + ξ2(·, ε))−

−ℓK
[
Z(z1(s, ε) + ξ2(s, ε), β1(ε), ε) + εA3(z1(·, ε) + ξ2(·, ε))

]
(·)

}
; ... ,

xk+2(τ, ε) = xk+1(τ, ε) +Xr(τ)νk+2(ε) + ξk+2(τ, ε), (157)

ξk+2(τ, ε) ≈ φk+2(τ)γk+2(ε), βk+2(ε) = βk+1(ε) + ζk+2(ε),

γk+2(ε) = −

[
Γ

(
Φk+2(·, ε)

)
+ Γ

(
Πk+2(ε)

)]−1

×

×

{∫ b∗

a
Φ∗
k+2(τ, ε)

{
Axk+1(τ, ε)− x′k+1(τ, ε)+

+ε

[
Z(zk+1(τ, ε), βk+1(ε), ε) + εA3(zk+1(τ, ε))

]}
dτ+

+Π∗
k+1(ε) ·

{
ε

[
J (zk+1(·, ε), βk+1(ε), ε) + εℓ3(zk+1(·, ε))

]
− ℓxk+1(·, ε)

}}
,

[
νk+2(ε)
ζk+2(ε)

]
= −B+

0 (zk+1(·, ε) + ξk+2(·, ε))×

×PQ∗
d

{
J (zk+1(·, ε) + ξk+2(·, ε), βk+1(ε), ε) + ε · ℓ3(zk+1(·, ε) + ξk+2(·, ε))−

−ℓK
[
Z(zk+1(s, ε) + ξk+2(s, ε), βk+1(ε), ε)+

+εA3(zk+1(·, ε) + ξk+2(·, ε))
]
(·)

}
, ... , k ∈ N.

З урахуванням замiни незалежної змiнної (102) задача (97), (98) має при-
наймнi один розв’язок, який можна знайти за допомогою iтерацiйного про-
цесу (157) за формулою zk(t, ε) = z0(t, c0) + xk(t, ε), k ∈ N.

Iтерацiйна схема (157) використовує зображення шуканого розв’язку у
виглядi суми послiдовностi збурень невiдомої

x1(τ, ε) = Xr(τ)ν1(ε) + ξ1(τ, ε), x2(τ, ε) = x1(τ, ε) +Xr(τ)ν2(ε) + ξ2(τ, ε),
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x3(τ, ε) = x2(τ, ε) +Xr(τ)ν3(ε) + ξ3(τ, ε), . . .

i поправок

β1(ε) = β0 + ζ1(ε), β2(ε) = β1(ε) + ζ2(ε), β3(ε) = β2(ε) + ζ3(ε), . . .

на довжину вiдрiзка [a, b(ε)], на якому визначено невiдому. Послiдовнiсть на-
ближень [103]: {

βj(ε)

}∞

j=0

−→ β(ε)

визначає послiдовнiсть замiн незалежних змiнних:{
tj

(
βj(ε)

)}∞

j=0

−→ t ∈ [a, b(ε)], t0 ∈ [a, b∗].

Схема (157) не є розвиненням шуканого розв’язку за степенями малого па-
раметра i не передбачає розвинення нелiнiйностей за степенями розв’язку за-
дачi (97), (98). Правi частини рiвнянь iтерацiйної процедури (102) на вiдмiну
вiд традицiйної схеми [25] не мiстять повторюваних доданкiв, тому точнiсть
наближених обчислень зростає. Знайти оцiнку ε∗ довжини вiдрiзка [0, ε∗], на
якому зберiгається збiжнiсть iтерацiйної процедури (157), можна за форму-
лою [78]. Для нелiнiйних автономних крайових задач вигляду (97), (98), для
яких виконуються умови теореми 2.5, вiдповiдно до традицiйної класифiка-
цiї крайових задач [25, 116] iснує критичний випадок першого порядку. Вiн
характеризується тим, що для вiдповiдi на питання про розв’язнiсть крайо-
вої задачi (97), (98), достатньо проаналiзувати першi похiднi нелiнiйностей.
Матрицю B0, ключову для аналiзу автономних крайових задач вигляду (97),
(98), можна отримати диференцiюванням правої частини рiвняння (142):

B0 =
∂F (č0)

∂č

∣∣∣∣ č = č0
.

Дiйсно,

∂

∂č
PQ∗

d

{
J (z0(·, c0) + x(·, ε), β(ε), ε)− ℓK

[
Z(z0(τ, c0) + x(τ, ε), β(ε), ε)

]
(·)

}
=

= PQ∗
d

{[
J ′
c0(z0(·, c0) + x(·, ε), β(ε), ε);J ′

β0
(z0(·, c0) + x(·, ε), β(ε), ε)

]
−

−ℓK

[
Z ′
c0(z(τ, ε), β(ε), ε);Z

′
β0
(z(τ, ε), β(ε), ε)

]
(·)

}∣∣∣∣ ε = 0
=
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= PQ∗
d

{[
J ′
x(z0(·, c0) + x(·, ε), β(ε), ε)Xr(·);J ′

β0
(z0(·, c0) + x(·, ε), β(ε), ε)

]
−

−ℓK

[
Z ′
x(z(τ, ε), β(ε), ε)Xr(τ);Z ′

β0
(z(τ, ε), β(ε), ε)

]
(·)

}∣∣∣∣ ε = 0
=

= PQ∗
d

{[
ℓ1Xr(·); ℓ2(z0(·, c0))

]
− ℓK

[
A1(τ)Xr(τ);A2(z0(τ, c0))

]
(·)

}
:= B0.

Умова [89]

det

[
Γ

(
Φk(·, ε)

)
+ Γ

(
Πk(ε)

)]
̸= 0, k ∈ N,

гарантує включення γk(ε) ∈ C[0, ε0], k ∈ N. Знайти оцiнку ε∗ довжи-
ни вiдрiзка [0, ε∗], на якому зберiгається збiжнiсть iтерацiйної схеми (157),
можна за формулою [123] або з використанням мажоруючих рiвнянь Ляпу-
нова [38, 55, 116].

2.5.2 Перiодична крайова задача в критичному випадку

Автономна перiодична задача для системи (120) набуває вигляду (97), (98)
у випадку використання лiнiйного функцiонала [58, c. 109]:

ℓφ(·) :=
∫ T

0
H∗

r (s)φ(s)ds

i рiвностей
α = 0, f = 0, J(z(·, ε), ε) ≡ 0.

Тут Hr(t) ∈ Rn×r− матриця, утворена з r лiнiйно незалежних стовпцiв нор-
мальної (H(0) = In) фундаментальної матрицi H(t), спряженої до однорiдної
частини диференцiальної системи (122). Аналогiчно [116] отримуємо необхiд-
ну умову розв’язностi автономної перiодичної задачi для системи (120).

Наслiдок 2.1 Якщо автономна перiодична задача для системи (120) у кри-
тичному випадку має розв’язок, який при ε = 0 перетворюється на поро-
джувальний z(t, 0) = z0(t, cθ), то вектор čθ = col (cθ, β0) ∈ Rr задовольняє
рiвняння

F (čθ) := −ℓK
[
Z(z0(s, cθ), β0, 0)

]
(·) = 0. (158)

Тут

Z(z0(τ, cθ), β0, 0) = β0

[
Az0(s, cθ)

]
+ Z(z0(s, cθ), 0).
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Означення 2.4 Рiвняння (158) називають рiвнянням для породжувальних
амплiтуд автономної перiодичної задачi для системи (120).

Припустимо, що рiвняння (158) має дiйснi коренi. Фiксуючи один iз розв’язкiв
čθ ∈ Rr рiвняння (158), одержуємо задачу про пошук розв’язкiв автономної
перiодичної задачi для системи (120) z(τ, ε) = z0(τ, cθ) + x(τ, ε) в околi поро-
джувального розв’язку

z0(τ, cθ) = Xr−1(τ)cθ.

Позначимо (r × r)-матрицю як

B0 := −PQ∗
d
ℓK

[
A1(s)Xr(s); A2(z0(s, c0))

]
(·),

та введемо матрицi

B0

(
zk(·, ε) + ξk+1(·, ε)

)
:= −ℓK

[
A1(zk(s, ε) + ξk+1(s, ε))Xr−1(s);

A2(zk(s, ε) + ξk+1(s, ε))

]
(·), k = 0, 1, 2, ....

Тут

A1(zk(τ, ε)+ ξk+1(τ, ε)) :=
∂Z(z(τ, ε), β(ε), ε)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ z(τ, ε) = zk(τ, ε) + ξk+1(τ, ε),
β(ε) = βk(ε),

A2(zk(τ, ε)+ ξk+1(τ, ε)) :=
∂Z(z(τ, ε), β(ε), ε)

∂β

∣∣∣∣∣∣∣∣ z(τ, ε) = zk(τ, ε) + ξk+1(τ, ε),
β(ε) = βk(ε),

A3(zk(τ, ε)+ ξk+1(τ, ε)) :=
∂Z(z(τ, ε), β(ε), ε)

∂ε

∣∣∣∣∣∣∣∣ z(τ, ε) = zk(τ, ε) + ξk+1(τ, ε),
β(ε) = βk(ε).

Аналогiчно до теореми 2.5 отримуємо достатню умову розв’язностi автоном-
ної перiодичної задачi для системи (120).
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Наслiдок 2.2 Для кожного простого (detB0 ̸= 0) кореня čθ ∈ Rr рiвняння
(158) автономна перiодична задача для системи (120) має єдиний розв’язок,
який при ε = 0 перетворюється на породжувальний z0(τ, cθ). За умов

det

[
Γ

(
Φk(·, ε)

)]
̸= 0, ε ∈ [0, ε0], k ∈ N,

цей розв’язок можна визначити за допомогою iтерацiйного процесу:

x1(τ, ε) = Xr−1(τ)ν1(ε) + ξ1(τ, ε), β1(ε) = β0 + ζ1(ε),

ξ1(τ, ε) = φ1(τ)γ1(ε), γ1(ε) = −ε ·

[
Γ

(
Φ1(·, ε)

)]−1

×

×
∫ b∗

a
Φ∗
1(τ, ε)

[
Z(z0(τ, cθ), β0, 0) + εA3(z0(τ, cθ))

]
dτ,[

ν1(ε)
ζ1(ε)

]
= B+

0 (z0(·, cθ) + ξ1(·, ε))ℓK×

×
[
Z(z0(s, cθ) + ξ1(s, ε), β0, ε) + εA3(z0(τ, cθ) + ξ1(τ, ε))

]
(·);

x2(τ, ε) := x1(τ, ε) +Xr(τ)ν2(ε) + ξ2(τ, ε), β2(ε) = β1(ε) + ζ2(ε),

ξ2(τ, ε) = φ2(τ)γ2(ε), γ2(ε) = −

[
Γ

(
Φ2(·, ε)

)]−1

×

×
∫ b∗

a
Φ∗
2(τ, ε)

{
Ax1(τ, ε) + ε

[
Z(z0(τ, cθ) + x1(τ, ε), β1(ε), ε)+

+εA3(z0(τ, cθ) + x1(τ, ε))− x′1(τ, ε)

]}
dτ,

[
ν2(ε)
ζ2(ε)

]
= B+

0 (z1(·, ε) + ξ2(·, ε)) · PQ∗
d
×

×ℓK
[
Z(z1(s, ε) + ξ2(s, ε), β1(ε), ε) + εA3(z1(·, ε) + ξ2(·, ε))

]
(·), ... ;

xk+2(τ, ε) = xk+1(τ, ε) +Xr(τ)νk+2(ε) + ξk+2(τ, ε), (159)

ξk+2(τ, ε) ≈ φk+2(τ)γk+2(ε), βk+2(ε) = βk+1(ε) + ζk+2(ε),

γk+2(ε) =

[
Γ

(
Φk+2(·, ε)

)]−1

·
∫ b∗

a
Φ∗
k+2(τ, ε)

{
Axk+1(τ, ε)−
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−x′k+1(τ, ε) + ε

[
Z(zk+1(τ, ε), βk+1(ε), ε) + εA3(zk+1(τ, ε))

]}
dτ,

[
νk+2(ε)
ζk+2(ε)

]
= B+

0 (zk+1(·, ε)+ξk+2(·, ε))ℓK
[
Z(zk+1(s, ε)+ξk+2(s, ε), βk+1(ε), ε)+

+εA3(zk+1(·, ε) + ξk+2(·, ε))
]
(·), ... , k ∈ N,

за формулою zk(t, ε) = z0(t, cθ) + xk(t, ε), k ∈ N.

2.5.3 Перiодична задача для рiвняння ван дер Поля

Як iлюстрацiю до наслiдкiв 2.1 i 2.2 дослiджуємо задачу про розв’язнiсть i
побудову розв’язкiв

y(t, ε) : y(·, ε) ∈ C2[0, T1(ε)], T1(0) = 2π, y(t, ·) ∈ C[0, ε0]

автономної перiодичної задачi для рiвняння ван дер Поля [32, 58, 108, 141]:

y′′ + y = ε ·
(
1− y2

)
· y′. (160)

Згiдно з прийнятими позначеннями поставлена задача набуває вигляду

dz/dt = Az + εZ(z, ε), (161)

де

z = z(t, ε) =

[
z(a)(t, ε)

z(b)(t, ε)

]
, A =

[
0 1

−1 0

]
, Z(z, ε) =

 0(
1− (z(a))2

)
z(b)

 .
Рiвняння ван дер Поля (160) описує коливання лампового генератора в

«м’якому режимi» [3]. Нормальна фундаментальна матриця однорiдної ча-
стини диференцiального рiвняння (161) має вигляд

X(t) =

[
cos t sin t

− sin t cos t

]
.

Оскiльки Q = 0, то iснує критичний випадок, при цьому r = 2. Вiдкидаю-
чи другий стовпець матрицi X(t) = Xr(t), отримуємо загальний розв’язок
породжувальної задачi:

z0(t, cθ) = Xr−1(t)cθ, cθ ∈ R1.
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З огляду на очевидну рiвнiсть −A∗ = A матриця однорiдної частини
диференцiального рiвняння (161) є кососиметричною, отже, H(t) = X(t) i
Hr(t) = Xr(t). З рiвняння для породжувальних амплiтуд (158) перiодичної
задачi для рiвняння (161) отримуємо систему

F (čθ) = πcθ

 1/4

(
c2θ − 4

)
2β0

 = 0. (162)

Перший корiнь cθ = 2, β0 = 0 рiвняння (162) визначає породжувальний
розв’язок

z0(t, cθ) = 2

[
cos t

− sin t

]
,

а другий корiнь cθ = −2, β0 = 0 — симетричну до нього сiм’ю розв’язкiв. Тре-

тiй корiнь cθ = 0, β0 вiдповiдає тривiальному
(
z0(t, cθ) ≡ 0

)
породжуваль-

ному розв’язку. Першому кореню cθ = 2, β0 = 0 рiвняння (162) вiдповiдають
матрицi

A1(τ) =

[
0 0

4 sin 2τ −1− 2 cos 2τ

]
, A2(z0(τ, cθ)) =

[
−2 sin τ
−2 cos τ

]
.

Оскiльки

B0 =

2π∫
0

H∗
r (s)

[
A1(s)Xr−1(s);A2(z0(s, cθ))

]
ds = −2π

[
1 0
0 2

]

i det B0 ̸= 0, перiодична задача для рiвняння ван дер Поля є критичним
випадком першого порядку, i вiдповiдно до наслiдку 2.2 має єдиний T1(ε) =
= 2π(1 + εβ(ε))-перiодичний розв’язок. Покладемо

φ1(τ) =

[
φa(τ) 0
0 φa(τ)

]
,

де

φa(τ) =

(
sin τ sin 3τ sin 5τ sin 7τ cos 3τ cos 5τ cos 7τ

)
.

Матриця Γ

(
Φ1(·, ε)

)
при цьому є невиродженою:

det

[
Γ

(
Φ1(·, ε)

)]
= 28 855 583 153 353 344 π14+
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+69 007 926 739 599 360 π14ε2 + 70 450 163 402 932 224 π14ε4+

+40 167 429 334 106 112 π14ε6 + ... ̸= 0, ε ∈ [0, ε0].

Знаходимо неперервний вектор

γ1(τ, ε) =

[
γ
(a)
1 (ε)

γ
(b)
1 (ε)

]
,

який визначає найкраще (в сенсi найменших квадратiв) наближення до
розв’язку:

z1(τ, ε) ≈ z0(t, cθ) + ξ1(τ, ε), ξ1(τ, ε) =

[
ξ
(a)
1 (τ, ε)

ξ
(b)
1 (τ, ε)

]

перiодичної задачi для рiвняння ван дер Поля. Наближення z1(τ, ε) визначає
вектор-функцiю

Z(z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε), β0, ε) :=

[
Z(a)(z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε), β0, ε)

Z(b)(z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε), β0, ε)

]
i матрицi

A1(z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε)) =

[
A1a(z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε))
A1b(z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε))

]
,

A2(z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε)) =

[
A2a(z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε))
A2b(z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε))

]
.

Тут
Z(a)(z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε), β0, ε) ≡ 0,

Z(b)(z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε), β0, ε) = 2 sin 3τ + 4 sin 2τ · ξ(a)1 (τ, ε)+

+2 sin τ

(
ξ
(a)
1 (τ, ε)

)2

− ξ
(b)
1 (τ, ε)− 2 cos 2τξ

(b)
1 (τ, ε)−

−4 cos τξ
(a)
1 (τ, ε)ξ

(b)
1 (τ, ε)−

(
ξ
(a)
1 (τ, ε)

)2

ξ
(b)
1 (τ, ε),

A1a(z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε)) ≡ 0, A1b(z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε)) =

= 2 sin τ + 32 sin 3τ + 2 sin 3τ + 4 sin 2τξ
(a)
1 (τ, ε)+

+ sin τ

(
ξ
(a)
1 (τ, ε)

)2

− 2ξ
(b)
1 (τ, ε)− 2 cos 2τξ

(b)
1 (τ, ε)− 2 cos τξ

(a)
1 (τ, ε)ξ

(b)
1 (τ, ε),
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A2a(z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε)) = −2 sin τ + ξ
(b)
1 (τ, ε),

A2b(z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε)) = −2 cos τ + 2ε sin 3τ − ξ
(a)
1 (τ, ε)+

+4εξ
(a)
1 (τ, ε) sin 2τ + 2ε sin τ

(
ξ
(a)
1 (τ, ε)

)2

− εξ
(b)
1 (τ, ε)−

−2ε cos 2τξ
(b)
1 (τ, ε)− 4ε cos τξ

(a)
1 (τ, ε)ξ

(b)
1 (τ, ε)− ε

(
ξ
(a)
1 (τ, ε)

)2

ξ
(b)
1 (τ, ε).

Матриця

B0

(
z0(τ, c0)+ξ1(τ, ε)

)
:=

 B(11)
0

(
z0(·, c0) + ξ1(·, ε)

)
B(12)
0

(
z0(·, c0) + ξ1(·, ε)

)
B(21)
0

(
z0(·, c0) + ξ1(·, ε)

)
B(22)
0

(
z0(·, c0) + ξ1(·, ε)

)


для досить малих значень ε є невиродженою:

detB0

(
z0(·, c0) + ξ1(·, ε)

)
= −8π2 − 202 144 949 ε2

13 654 377
+

+
316 754 924 ε4

14 141 239
− 923 483 172 ε6

36 083 071
+

375 702 771 ε8

14 804 584
−

−918 744 378 ε10

38 823 515
+

322 680 075 ε12

15 379 663
− 479 922 532 ε14

26 671 271
+ ...

Тут

B(11)
0

(
z0(·, c0) + ξ1(·, ε)

)
= −491 701 844

78 256 779
+

45 419 629 ε2

77 106 757
− 115 689 313 ε4

168 593 979
+

+
83 270 975 ε6

168 589 987
−19 868 933 ε8

84 912 785
+
20 515 235 ε10

5 76128 751
+
80 254 049 ε12

923 206 461
−40 651 271 ε14

287 539 319
+ ... ,

B(12)
0

(
z0(·, c0) + ξ1(·, ε)

)
= −19 376 458 ε3

43 859 329
+

33 493 667 ε5

57 737 707
− 59 714 703 ε7

77 739 278
+

+
484 636 438 ε9

576 167 545
− 109 897 219 ε11

130 195 415
+

120 237 725 ε13

144 580 098
− 29 229 248 ε15

36 228 251
+ ... ,

B(21)
0

(
z0(·, c0) + ξ1(·, ε)

)
=

101 534 659 ε

129 277 943
− 317 265 955 ε3

228 116 081
+

97 589 605 ε5

55 730 476
−

−115 490 778 ε7

65 952 659
+

102 347 293 ε9

67 297 398
− 324 431 737 ε11

274 630 772
+

96 996 517 ε13

115 230 880
+ ... ,

B(22)
0

(
z0(·, c0) + ξ1(·, ε)

)
= −411 557 987

32 750 744
+

90 839 258 ε2

77 106 757
− 110 131 785 ε4

54 335 087
+
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+
1 451 573 777 ε6

559 060 411
− 103 263 280ε8

38 733 067
+

96 263 309 ε10

40 135 766
− 131 988 899 ε12

68 161 591
+ ...

Таким чином, на першому кроцi iтерацiйної схеми (159) знаходимо функ-
цiї

ν1(ε) =
ε2

64
− 15 393 162 788 865 ε4

112 589 990 6842 697
− 1 027 825 ε6

42 467 328
+

+
15 374 255 ε8

340 694 709
+ ... , ζ1(ε) =

ε

16
− 151 ε3

1 536
+

107 647 ε5

884 736
− 56 312 155 ε7

482 755 612
+ ...

Покладемо

φ2(τ) =

[
φb(τ) 0
0 φb(τ)

]
,

де

φb(τ) =

(
sin 5τ sin 7τ sin 9τ sin 11τ cos 5τ cos 7τ cos 9τ cos 11τ

)
.

Для спрощення подальших викладок зафiксуємо значення малого пара-

метра ε = 0, 1. Матриця Γ

(
Φ2(·, ε)

)
при цьому є невиродженою:

det

[
Γ

(
Φ2(·, ε)

)]
=

= 1 357 159 306 746 799 930 705 126 718 995 169 280 ̸= 0.

Знаходимо вектор який визначає найкраще (в сенсi найменших квадратiв)
наближення до розв’язку:

z2(τ, ε) ≈ z1(τ, ε) + ξ2(τ, ε), ξ2(τ, ε) =

[
ξ
(a)
2 (τ, ε)

ξ
(b)
2 (τ, ε)

]

перiодичної задачi для рiвняння ван дер Поля. Тут

ξ
(a)
2 (τ, ε) =

67 679 cos 5τ

46 873 613 854
+

115 195 cos 7τ

167 022 096 987
+

39 836 cos 9τ

135 750 739 419
−

− 5 899 cos 11τ

4 851 092 314 912
+

126 501 sin 5τ

19 791 024 518

159 629 sin 7τ

35 446 991 699
− 10 528 sin 9τ

266 142 984 425
+ ... ,

ξ
(b)
2 (τ, ε) =

937 751 cos 5τ

+
28 610 024 002+

1 247 029 cos 7τ

39 618 778 921
− 44 247 cos 9τ

124 032 435 881
−

− 63 495 cos 11τ

784 000 496 479
− 107 342 sin 5τ

56 077 407 141
− 142 629 sin 7τ

29 468 129 606
− 85 733 sin 9τ

32 406 769 904
+ ...



2.5 Про наближене розв’язування автономних крайових задач ... 179

Матриця

B0

(
z0(τ, c0) + ξ1(τ, ε)

)
:=

:=

 B(11)
0

(
z0(·, c0) + ξ1(·, ε)

)
B(12)
0

(
z0(·, c0) + ξ1(·, ε)

)
B(21)
0

(
z0(·, c0) + ξ1(·, ε)

)
B(22)
0

(
z0(·, c0) + ξ1(·, ε)

)


при ε = 0, 1 є невиродженою:

detB0

(
z1(·, ε+ ξ2(·, ε)

)
≈ −8π2 +

16 692 642

228 917 605
.

Тут

B0

(
z1(·, ε+ ξ2(·, ε)

)
=


−234 136 175

37 266 897
− 2 798 430

5 248 101 149

62 015 519

1 608 279 329
−313 732 019

24 987 096

 .
Таким чином, на другому кроцi iтерацiйної схеми (159) знаходимо функцiї

ν2(0, 1) ≈ − 19 147

812 081 703 721
, ζ2(0, 1) ≈ − 68 873

153 128 635 801
.

Для оцiнювання точностi перших двох наближень до розв’язку перiоди-
чної задачi для рiвняння ван дер Поля, отриманих за допомогою схеми (159),
визначимо нев’язки

∆k(ε) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣y′′k(τ, ε) + (1 + εβk(ε)

)2

· yk(τ, ε)−

−ε ·
(
1 + εβk(ε)

)
·
(
1− y2k(τ, ε)

)
· y′k(τ, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣
C[0;2π]

, k = 1, 2,

та нев’язку

∆a(ε) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣y′′a(τ, ε) + (1 + εβa(ε)

)2

· ya(τ, ε)−

−ε ·
(
1 + εβa(ε)

)
·
(
1− y2a(τ, ε)

)
· y′a(τ, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣
C[0;2π]

наближення

ya(θ, ε) = 2 cos θ +

(
3 sin θ

4
− sin 3θ

4

)
· ε+

(
− cos θ

8
+

3 cos 3θ

16
−
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−5 cos 5θ

96

)
· ε2 +

(
7 sin θ

256
+

21 sin 3θ

256
− 35 sin 5θ

576
+

7 sin 7θ

576

)
· ε3+

+

(
73 cos θ

12 288
− 47 cos 3θ

1 536
+

1 085 cos 5θ

27 648
+

2149 cos 7θ

110 592
+

61 cos 9θ

20 480

)
· ε4,

t = θ ·ϖ(ε), ϖ(ε) = 1− ε2

16
+

17 · ε4

3 072
+

35 · ε6

884 736
− 678 899 · ε8

5 096 079 360
+

+
28 160 413 · ε10

2 293 235 712 000
+

16 729 607 288 111 · ε12

36 985 305 563 136 000 000
,

отриманого за допомогою технiки Бубнова—Гальоркiна [108, 141]. Зауважи-
мо, що точнiсть другого наближення при ε = 0, 1 :

∆1(0, 1) ≈ 0, 000 406 754, ∆2(0, 1) ≈ 0, 000 154 192

вища, нiж точностi наближення

ya(τ, ε) = 2 cos τ +

(
3 sin τ

4
− sin 3τ

4

)
· ε+

(
− cos τ

8
+

3 cos 3τ

16
−

−5 cos 5τ

96

)
· ε2 +

(
7 sin τ

256
+

21 sin 3τ

256
− 35 sin 5τ

576
+

7 sin 7τ

576

)
· ε3+

+

(
73 cos τ

12 288
− 47 cos 3τ

1 536
+

1 085 cos 5τ

27 648
+

2149 cos 7τ

110 592
+

61 cos 9τ

20 480

)
· ε4,

βa(ε) =
ε

16
− 5 · ε3

3 072
− 431 · ε5

884 736
+

557 039 · ε7

5 096 079 360
+

+
51 720 623 · ε9

9 172 942 848 000
− 61 760 513 621 111 · ε11

36 985 305 563 136 000 000

до перiодичного розв’язку рiвняння ван дер Поля ∆a(0, 1) ≈ 0, 000 202 з
[108, 141].

2.5.4 Перiодична крайова задача для рiвняння Льєнара

Обчислюючи наближення до розв’язку перiодичної задачi для рiвняння
ван дер Поля (161) за допомогою iтерацiйної схеми (159), одержуємо гро-
мiздкi промiжнi обчислення, якi суттєво впливають на точнiсть наближених
розв’язкiв. Зручнiшим є зображення рiвняння ван дер Поля у виглядi (160).
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Для отримання вiдповiдної iтерацiйної схеми дослiджуємо задачу про зна-
ходження розв’язкiв автономної перiодичної крайової задачi для нелiнiйного
рiвняння Льєнара [42, c. 174], [93]:

y′′ + y = ε · Y (y, ε) · dy
dt
. (163)

Розв’язок перiодичної крайової задачi для рiвняння (163) шукаємо в малому
околi розв’язку породжувальної задачi

y′′ + y0 = 0. (164)

Тут Y (y, ε) — нелiнiйна скалярна функцiя неперервно-диференцiйовна за y в
малому околi розв’язку породжувальної задачi i неперервно-диференцiйовна
за ε на вiдрiзку [0, ε0]. Будь-який розв’язок z(t, ε) задачi (120) iснує нарiвнi з
серiєю розв’язкiв z(t + h, ε). Зафiксуємо початок вiдлiку незалежної змiнної
так, щоб розв’язок породжувальної задачi (122) став однопараметричним,
наприклад

y0(t) = c0 · cos t, c0 ∈ R1.

Для автономної перiодичної крайової задачi для рiвняння (163) iснує кри-
тичний випадок. Для довiльної функцiї f(t) ∈ C[0, 2π] перiодична задача для
рiвняння y′′ + y0 = f(t) є розв’язною тодi i тiльки тодi, коли∫ 2π

0
H∗

r (s)f(s) ds = 0

i за вiдповiдної фiксацiї початку вiдлiку незалежної змiнної має загальний
розв’язок вигляду

y0(t, c0) = c0 · cos t+ g

[
f(s)

]
(t), g

[
f(s)

]
(t) =

∫ t

0
sin(t− s)f(s) ds, c0 ∈ R1.

Замiною змiнної t = τ(1 + εβ(ε)) отримуємо задачу про знаходження 2π-
перiодичних розв’язкiв рiвняння

y′′(τ, ε) + y(τ, ε) = εY(y(τ, ε), β(ε), ε). (165)

Тут

Y(y(τ, ε), y′(τ, ε), β(ε), ε) :=

(
1+εβ(ε)

)
Y (y(τ, ε), ε)·y′(τ, ε)−β(ε)

(
2+β(ε)

)
y(τ, ε)

є нелiнiйною функцiєю, неперервно-диференцiйовною за невiдомою y(τ, ε) та
її похiдною y′(τ, ε) у малому околi розв’язку породжувальної задачi та його
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похiдною за невiдомою β(ε) у малому околi точки β0, а також неперервно-ди-
ференцiйовною за малим параметром ε на вiдрiзку [0, ε0]. За умови розв’яз-
ностi 2π-перiодичної задачi для рiвняння (165):∫ 2π

0
H∗

r (s) Y(y(s, ε), y′(s, ε), β(ε), ε) ds = 0 (166)

одержуємо рiвняння для породжувальних амплiтуд автономної перiодичної
крайової задачi для рiвняння Льєнара:

F (č0) :=

∫ 2π

0
H∗

r (s) Y(y0(s, c0), y
′
0(s, c0), β0, 0) ds = 0. (167)

Припустимо, що рiвняння для породжувальних амплiтуд має дiйсний ко-
рiнь

č0 = col

(
c0, β0

)
∈ R2.

Розв’язок 2π-перiодичної задачi для рiвняння (165) шукаємо у виглядi
z(τ, ε) = z0(τ, c0) + x(τ, ε). Використовуючи неперервну диференцiйовнiсть
нелiнiйної функцiї

Y(y(τ, ε), y′(τ, ε), β(ε), ε)

за y i y′ в малому околi розв’язку y0(t, c0) породжувальної задачi та його
похiдної y′0(t, c0), а також неперервну диференцiйовнiсть за невiдомою

β(ε) := β0 + ζ(ε), ζ(ε) ∈ C[0, ε0], ζ(0) := 0,

у малому околi точки β0, розкладаємо цю функцiю в малому околi точки
x = 0 :

Y(y0(τ, c0) + x(τ, ε), y′0(τ, c0) + x′(τ, ε), β(ε), ε) =

= Y(y0(τ, c0), y
′
0(τ, c0), β0, 0) + A1(y0(τ, c0))x(τ, ε) + A2(y0(τ, c0))x

′(τ, ε)+

+ζ(ε)A3(y0(τ, c0)) +R1(y0(τ, c0) + x(τ, ε), y′0(τ, c0) + x′(τ, ε), β(ε), ε).

Тут

A1(y0(τ, c0)) :=
∂Y(y(τ, ε), y′(τ, ε), β(ε), ε)

∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y(τ, ε) = y0(τ, c0),
y′(τ, ε) = y′0(τ, c0),
β(ε) = β0,
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A2(y0(τ, c0)) :=
∂Y(y(τ, ε), y′(τ, ε), β(ε), ε)

∂y′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y(τ, ε) = y0(τ, c0),
y′(τ, ε) = y′0(τ, c0),
β(ε) = β0,

A3(y0(τ, c0)) :=
∂Y(y(τ, ε), y′(τ, ε), β(ε), ε)

∂β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y(τ, ε) = y0(τ, c0),
y′(τ, ε) = y′0(τ, c0),
β(ε) = β0.

Залишок

R1(y0(τ, c0) + x(τ, ε), y′0(τ, c0) + x′(τ, ε), β0 + ζ(ε), ε)

розвинення нелiнiйностi

Y(y0(τ, c0) + x(τ, ε), y′0(τ, c0) + x′(τ, ε), β0 + ζ(ε), ε)

рiвняння (165) має вищий порядок малостi за x(τ, ε), x′(τ, ε) i ζ(ε), нiж першi
чотири доданки, тому [18]

R1(y0(τ, c0), y
′
0(τ, c0), β0, 0) ≡ 0,

∂R1(y0(τ, c0), y
′
0(τ, c0), β0, 0)

∂x(τ, ε)
≡ 0,

∂R1(y0(τ, c0), y
′
0(τ, c0), β0, 0)

∂x′(τ, ε)
≡ 0,

∂R1(y0(τ, c0), y
′
0(τ, c0), β0, 0)

∂ζ
≡ 0.

З урахуванням розвинень нелiнiйностi 2π-перiодична крайова задача для
рiвняння (163) набуває вигляду

x′′(τ, ε) + x(τ, ε) = ε

{
Y(y0(τ, c0), y

′
0(τ, c0), β0, 0)+ (168)

+A1(y0(τ, c0))x(τ, ε) + A2(y0(τ, c0))x
′(τ, ε) + ζ(ε)A3(y0(τ, c0))+

+R1(y0(τ, c0) + x(τ, ε), y′0(τ, c0) + x′(τ, ε), β(ε), ε)

}
.

Розв’язок перiодичної задачi для рiвняння (168) шукаємо у виглядi

x(τ, ε) = ν(ε) cos τ + ξ(τ, ε), ν(ε) ∈ C[0, ε0], ν(0) := 0,
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де

ξ(τ, ε) := εg

[
Y(y0(s, c0), y

′
0(s, c0), β0, 0)+

+A1(y0(s, c0))x(s, ε) + A2(y0(s, c0))x
′(s, ε) + ζ(ε)A3(y0(s, c0))+

+R1(y0(s, c0) + x(s, ε), y′0(s, c0) + x′(s, ε), β(ε), ε)

]
(τ).

Позначимо сталу (2× 2)-матрицю як

B0 =

∫ 2π

0
H∗

r (s)

[
A1(y0(s, c0)) cos s− A2(y0(s, c0)) sin s;A3(y0(s, c0))

]
ds.

За умови розв’язностi 2π-перiодичної задачi для рiвняння (168) з ураху-
ванням рiвностi (167) отримуємо рiвняння

B0 ·
[
ν(ε)
ζ(ε)

]
= −

∫ 2π

0
H∗

r (s)

[
A1(y0(s, c0))ξ(s, ε)+

+A2(y0(s, c0))ξ
′(s, ε) +R1(y(s, ε), y

′(s, ε), β(ε), ε)

]
ds,

яке є однозначно розв’язним у випадку [18, 91, 136] detB0 ̸= 0. З оглядом на
задачу про знаходження 2π-перiодичних розв’язкiв рiвняння (168) одержуємо
операторну систему:

x(τ, ε) = ν(ε) cos τ + ξ(τ, ε),[
ν(ε)
ζ(ε)

]
= −B−1

0 ·
∫ 2π

0
H∗

r (s)

[
A1(y0(s, c0))ξ(s, ε)+ (169)

+A2(y0(s, c0))ξ
′(s, ε) +R1(y(s, ε), y

′′(s, ε), β(ε), ε)

]
ds,

ξ(τ, ε)=εg

[
Y(y0(s, c0), y

′
0(s, c0), β0, 0)+A1(y0(s, c0))x(s, ε)+A2(y0(s, c0))x

′(s, ε)+

+ζ(ε)A3(y0(s, c0)) +R1(y0(s, c0) + x(s, ε), y′0(s, c0) + x′(s, ε), β(ε), ε)

]
(τ).

При цьому згiдно з наслiдком 2.2 перiодична задача для рiвняння Льєнара
(163) у досить малому околi точок y0(t, c0) та ε = 0 має єдиний нетривiальний
T1(ε) = 2π(1 + εβ(ε))-перiодичний розв’язок. Позначимо як

φ(1)(t), φ(2)(t), ... , φ(k)(t), ...
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систему лiнiйно-незалежних двiчi неперервно-диференцiйовних скалярних
функцiй.

Перше наближення

x1(τ, ε) ≈ ξ1(τ, ε), ξ1(τ, ε) := φ1(τ)γ1(ε), γ1(ε) ∈ Rµ1 ,

до розв’язку 2π-перiодичної задачi для рiвняння (168) шукаємо як розв’язок
2π-перiодичної задачi для рiвняння

ξ′′1 (τ, ε) + ξ1(τ, ε) = ε

{
Y(y0(τ, c0), y

′
0(τ, c0), β0, 0)+ (170)

+A1(y0(τ, c0))ξ1(τ, ε) + A2(y0(τ, c0))ξ
′
1(τ, ε)

}
,

φ1(τ) :=

[
φ(1)(t), φ(2)(t), ... , φ(µ1)(t)

]
.

Вимагатимемо, щоб

Θ(γ1(ε)) =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
[
εA1(y0(τ, c0))− 1

]
ξ1(τ, ε) + εA2(y0(τ, c0))ξ

′
1(τ, ε)−

−ξ′′1 (τ, ε) + εY(y0(τ, c0), y
′
0(τ, c0), β0, 0)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

L2[0,2π]

→ min .

Позначимо (1× µ1)-матрицю як

Φ1(τ, ε) =

[
εA1(y0(τ, c0))− 1

]
φ1(τ) + εA2(y0(τ, c0))φ

′
1(τ)− φ′′

1(τ).

З огляду на необхiдну умову мiнiмiзацiї функцiї Θ(γ1(ε)) отримуємо рiвняння

Γ

(
Φ1(·, ε)

)
γ1(ε) = −ε

∫ 2π

0
Φ∗
1(τ, ε) Y(y0(τ, c0), y

′
0(τ, c0), β0, 0) dτ,

однозначно розв’язне вiдносно вектора γ1(ε) ∈ Rµ1 за умови невиродженостi
(µ1 × µ1)-матрицi Грама [5]:

Γ

(
Φ1(·, ε)

)
:=

∫ 2π

0
Φ∗
1(τ, ε) · Φ1(τ, ε) dτ.
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Таким чином, знаходимо вектор

γ1(ε) = −ε·

[
Γ

(
Φ1(·, ε)

)]−1 ∫ 2π

0
Φ∗
1(τ, ε) Y(y0(τ, c0), y

′
0(τ, c0), β0, 0) dτ ∈ C[0, ε0],

який визначає найкраще (в сенсi найменших квадратiв) наближення ξ1(τ, ε)
до частинного розв’язку 2π-перiодичної задачi для рiвняння (170). Наступне
наближення до розв’язку 2π-перiодичної задачi для рiвняння (168):

x1(τ, ε) = ν1(ε) cos τ + ξ1(τ, ε), β1(ε) := β0 + ζ1(ε)

шукаємо як розв’язок 2π-перiодичної задачi для рiвняння

ξ′′1 (τ, ε) + ξ1(τ, ε) = ε

{
Y(y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε), y

′
0(τ, c0) + ξ′1(τ, ε), β0, ε)+ (171)

+A1(y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε))ν1(ε) cos τ−

−A2(y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε))ν1(ε) sin τ + A3(y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε))ζ1(ε)

}
.

Позначимо (2× 2)-вимiрну матрицю як

B0

(
y0(·, c0) + ξ1(·, ε)

)
:= −

∫ 2π

0
H∗

r (τ)

[
A1(y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε)) cos τ−

−A2(y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε)) sin τ ;A3(y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε))

]
dτ.

Тут
A1(y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε)) :=

:=
∂Y(y(τ, ε), y′(τ, ε), β(ε), ε)

∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y(τ, ε) = y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε),
y′(τ, ε) = y′0(τ, c0) + ξ′1(τ, ε),
β(ε) = β0,

A2(y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε)) :=

:=
∂Y(y(τ, ε), y′(τ, ε), β(ε), ε)

∂y′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y(τ, ε) = y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε),
y′(τ, ε) = y′0(τ, c0) + ξ′1(τ, ε),
β(ε) = β0,
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A3(y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε)) :=

:=
∂Y(y(τ, ε), y′(τ, ε), β(ε), ε)

∂β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y(τ, ε) = y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε),
y′(τ, ε) = y′0(τ, c0) + ξ′1(τ, ε),
β(ε) = β0

є похiдними, якi в малому околi точок ν1(ε) = 0 та ζ1(ε) = 0 визначають
розвинення нелiнiйностi

Y(y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε) + ν1(ε) cos τ, y
′
0(τ, c0) + ξ′1(τ, ε) + ν1(ε) sin τ,

β0 + ζ1(ε), ε) = Y(y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε), y
′
0(τ, c0) + ξ′1(τ, ε), β0, ε)+

+A1(y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε))ν1(ε) cos τ+

−A2(y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε))ν1(ε) sin τ + A3(y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε))ζ1(ε)+

+R2(y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε) + ν1(ε) cos τ,

y′0(τ, c0) + ξ′1(τ, ε) + ν1(ε) sin τ, β0 + ζ1(ε), ε).

Залишок

R2(y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε) + ν1(ε) cos τ, y
′
0(τ, c0) + ξ′1(τ, ε) + ν1(ε) sin τ, β0 + ζ1(ε), ε)

розвинення нелiнiйностi

Y(y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε) + ν1(ε) cos τ, y
′
0(τ, c0) + ξ′1(τ, ε) + ν1(ε) sin τ, β0 + ζ1(ε), ε)

рiвняння (165) має вищий порядок малостi за ν1(ε) та ζ1(ε), нiж першi чотири
доданки, тому

R2(y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε), y
′
0(τ, c0) + ξ′1(τ, ε), β0, ε) ≡ 0,

∂R2(y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε), y
′
0(τ, c0) + ξ′1(τ, ε), β0, ε)

∂ν1
≡ 0,

∂R2(y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε), y
′
0(τ, c0) + ξ′1(τ, ε), β0, ε)

∂ζ1
≡ 0.

Оскiльки
lim
ε→0

ξ1(τ, ε) = 0,

то
lim
ε→0

B0(y0(·, c0) + ξ1(·, ε)) = B0.
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Отже, для досить малих значень ε виконується нерiвнiсть

detB0(y0(·, c0) + ξ1(·, ε)) ̸= 0,

при цьому однозначно знаходимо функцiї ν1(ε) i ζ1(ε) :[
ν1(ε)
ζ1(ε)

]
= −B−1

0 (y0(·, c0) + ξ1(·, ε))×

×
∫ 2π

0
H∗

r (τ)

[
Y(y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε), y

′
0(τ, c0) + ξ′1(τ, ε), β0, ε)

]
dτ.

Таким чином, знайдено наближений розв’язок 2π-перiодичної задачi для
рiвняння (168):

x1(τ, ε) = ν1(ε) cos τ + ξ1(τ, ε), β1(ε) = β0 + ζ1(ε).

Наступне наближення x2(τ, ε) := x1(τ, ε) + ξ2(τ, ε) до розв’язку 2π-перiо-
дичної задачi для рiвняння (168) визначає розв’язок ξ2(τ, ε) ≈ φ2(τ)γ2(ε),
γ2(ε) ∈ Rµ2 , 2π-перiодичної задачi для рiвняння

ξ′′2 (τ, ε) + ξ2(τ, ε) = ε

{
Y(y1(τ, ε), y

′
1(τ, ε), β1(ε), ε)+ (172)

+A1(y1(τ, ε))ξ2(τ, ε)− A2(y1(τ, ε))ξ
′
2(τ, ε)

}
− x′′1(τ, ε)− x1(τ, ε).

Тут

φ2(τ) =

[
φ(1)(t), φ(2)(t), ... , φ(µ2)(t)

]
є (1× µ2)-матрицею,

A1(y1(τ, ε)) =
∂Y(y(τ, ε), y′(τ, ε), β(ε), ε)

∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y(τ, ε) = y1(τ, ε),
y′(τ, ε) = y′1(τ, ε),
β(ε) = β1(ε),

A2(y1(τ, ε)) =
∂Y(y(τ, ε), y′(τ, ε), β(ε), ε)

∂y′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y(τ, ε) = y1(τ, ε),
y′(τ, ε) = y′1(τ, ε),
β(ε) = β1(ε)
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є похiдними, якi в околi точок ξ2(τ, ε) = 0 i ξ′2(τ, ε) = 0 визначають розвинення

Y(y1(τ, ε) + ξ2(τ, ε), y
′
1(τ, ε) + ξ′2(τ, ε), β1(ε), ε) =

= Y(y1(τ, ε), y
′
1(τ, ε), β1(ε), ε) + A2(y1(τ, ε))ξ

′
2(τ, ε) + A1(y1(τ, ε))ξ2(τ, ε)+

+R3(y1(τ, ε) + ξ2(τ, ε), y
′
1(τ, ε) + ξ′2(τ, ε), β1(ε), ε).

Залишок
R3(y1(τ, ε) + ξ2(τ, ε), y

′
1(τ, ε) + ξ′2(τ, ε), β1(ε), ε)

розвинення нелiнiйностi

Y(y1(τ, ε) + ξ2(τ, ε), y
′
1(τ, ε) + ξ′2(τ, ε), β1(ε), ε)

рiвняння (165) має вищий порядок малостi за ξ2(τ, ε) та ξ′2(τ, ε), нiж першi
доданки, тому

R3(y1(τ, ε), y
′
1(τ, ε), β1(ε), ε) ≡ 0,

∂R3(y1(τ, ε), y
′
1(τ, ε), β1(ε), ε)

∂ξ2(τ, ε)
≡ 0,

∂R3(y1(τ, ε), y
′
1(τ, ε), β1(ε), ε)

∂ξ′2(τ, ε)
≡ 0.

Вимагатимемо, щоб

Θ(γ2(ε)) =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
[
εA1(y1(τ, ε))− 1

]
ξ2(τ, ε) + εA2(y1(τ, ε))ξ

′
2(τ, ε)+

+εY(y1(τ, ε), y
′
1(τ, ε), β1(ε), ε)− ξ′′1 (τ, ε)− ξ1(τ, ε)− ξ′′2 (τ, ε)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

L2[0,2π]

→ min .

Позначимо (1× µ2)-матрицю як

Φ2(τ, ε) =

[
εA1(y1(τ, ε))− 1

]
φ2(τ) + εA2(y1(τ, ε))φ

′
2(τ)− φ′′

2(τ).

З огляду на необхiдну умову мiнiмiзацiї функцiї Θ(γ2(ε)) одержуємо рiвняння

Γ

(
Φ2(·, ε)

)
γ2(ε) =

= −
∫ 2π

0
Φ∗
1(τ, ε)

[
ε Y(y1(τ, ε), y

′
1(τ, ε), β1(ε), ε)− ξ′′1 (τ, ε)− ξ1(τ, ε)

]
dτ,
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однозначно розв’язне вiдносно вектора γ2(ε) ∈ Rµ2 за умови невиродженостi
(µ2 × µ2)-матрицi Грама [5]:

Γ

(
Φ2(·, ε)

)
:=

∫ 2π

0
Φ∗
2(τ, ε) · Φ2(τ, ε) dτ.

Таким чином, знаходимо вектор

γ2(ε) = −

[
Γ

(
Φ2(·, ε)

)]−1

·
∫ 2π

0
Φ∗
1(τ, ε)×

×

[
ε Y(y1(τ, ε), y

′
1(τ, ε), β1(ε), ε)− ξ′′1 (τ, ε)− ξ1(τ, ε)

]
dτ ∈ C[0, ε0],

який визначає найкраще (в сенсi найменших квадратiв) наближення ξ2(τ, ε)
до частинного розв’язку 2π-перiодичної задачi для рiвняння (172). Наступне
наближення до розв’язку 2π-перiодичної задачi для рiвняння (168):

x2(τ, ε) = x1(τ, ε) + ν2(ε) cos τ + ξ2(τ, ε), β2(ε) := β1(ε) + ζ2(ε)

шукаємо, як розв’язок 2π-перiодичної задачi для рiвняння

ξ′′2 (τ, ε) + ξ2(τ, ε) = ε

{
Y(y1(τ, ε) + ξ2(τ, ε), y

′
1(τ, ε) + ξ′2(τ, ε), β1(ε), ε)+ (173)

+A1(y1(τ, ε) + ξ2(τ, ε))ν2(ε) cos τ−

−A2(y1(τ, ε) + ξ2(τ, ε))ν2(ε) sin τ + A3(y1(τ, ε) + ξ2(τ, ε))ζ2(ε)

}
.

Позначимо (2× 2)-вимiрну матрицю як

B0

(
y1(·, ε) + ξ2(·, ε)

)
= −

∫ 2π

0
H∗

r (τ)

[
A1(y1(τ, ε) + ξ2(τ, ε)) cos τ−

−A2(y1(τ, ε) + ξ2(τ, ε)) sin τ ;A3(y1(τ, ε) + ξ2(τ, ε))

]
dτ.

Тут

A1(y1(τ, ε)+ξ2(τ, ε)) :=
∂Y(y(τ, ε), y′(τ, ε), β(ε), ε)

∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y(τ, ε) = y1(τ, ε) + ξ2(τ, ε),
y′(τ, ε) = y′1(τ, ε) + ξ′2(τ, ε),
β(ε) = β1(ε),
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A2(y1(τ, ε)+ξ2(τ, ε)) :=
∂Y(y(τ, ε), y′(τ, ε), β(ε), ε)

∂y′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y(τ, ε) = y1(τ, ε) + ξ2(τ, ε),
y′(τ, ε) = y′1(τ, ε) + ξ′2(τ, ε),
β(ε) = β1(ε)

A3(y1(τ, ε)+ξ2(τ, ε)) :=
∂Y(y(τ, ε), y′(τ, ε), β(ε), ε)

∂β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y(τ, ε) = y1(τ, ε) + ξ2(τ, ε),
y′(τ, ε) = y′1(τ, ε) + ξ′2(τ, ε),
β(ε) = β1(ε)

є похiдними, якi в околi точок ξ2(τ, ε) = 0, ξ′2(τ, ε) = 0 та ζ2(ε) = 0 визначають
розвинення

Y(y1(τ, ε) + ξ2(τ, ε) + ν2(ε) cos τ, y
′
1(τ, ε) + ξ′2(τ, ε)− ν2(ε) sin τ,

β1(ε) + ζ2(ε), ε) = Y(y1(τ, ε) + ξ2(τ, ε), y
′
1(τ, ε) + ξ′2(τ, ε), β1(ε), ε)+

+A1(y1(τ, ε) + ξ2(τ, ε))ν2(ε) cos τ − A2(y1(τ, ε) + ξ′2(τ, ε))ν2(ε) sin τ+

+R4(y1(τ, ε)+ξ2(τ, ε)+ν2(ε) cos τ, y
′
1(τ, ε)+ξ

′
2(τ, ε)−ν2(ε) sin τ, β1(ε)+ζ2(ε), ε).

Залишок

R4(y1(τ, ε)+ξ2(τ, ε)+ν2(ε) cos τ, y
′
1(τ, ε)+ξ

′
2(τ, ε)−ν2(ε) sin τ, β1(ε)+ζ2(ε), ε)

розвинення нелiнiйностi

Y(y1(τ, ε) + ξ2(τ, ε) + ν2(ε) cos τ, y
′
1(τ, ε) + ξ′2(τ, ε)− ν2(ε) sin τ, β1(ε) + ζ2(ε), ε)

рiвняння (165) має вищий порядок малостi за ν2(ε) та ζ2(ε), нiж першi додан-
ки, тому

R4(y1(τ, ε) + ξ2(τ, ε), y
′
1(τ, ε) + ξ′2(τ, ε), β1(ε), ε) ≡ 0,

∂R4(y1(τ, ε) + ξ2(τ, ε), y
′
1(τ, ε) + ξ′2(τ, ε), β1(ε), ε)

∂ν2
≡ 0,

∂R4(y1(τ, ε) + ξ2(τ, ε), y
′
1(τ, ε) + ξ′2(τ, ε), β1(ε), ε)

∂ζ2
≡ 0.

Позначимо (2× 2)-вимiрну матрицю як

B0

(
y1(·, ε) + ξ2(·, ε)

)
:= −

∫ 2π

0
H∗

r (τ)

[
A1(y1(τ, ε) + ξ2(τ, ε)) cos τ−
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−A2(y1(τ, ε) + ξ2(τ, ε)) sin τ ;A3(y1(τ, ε) + ξ2(τ, ε))

]
dτ.

Оскiльки
lim
ε→0

ξ2(τ, ε) = 0, lim
ε→0

y1(τ, ε) = y0(τ, c0),

то
lim
ε→0

B0((y1(·, ε) + ξ2(·, ε)) = B0.

Отже, для досить малих значень ε виконується нерiвнiсть

detB0((y1(·, ε) + ξ2(·, ε)) ̸= 0,

при цьому однозначно знаходимо функцiї ν2(ε) та ζ2(ε) :[
ν2(ε)
ζ2(ε)

]
= −B−1

0 ((y1(·, ε) + ξ2(·, ε))
∫ 2π

0
H∗

r (τ) ×

×

[
Y(y1(τ, ε) + ξ2(τ, ε), y

′
1(τ, ε) + ξ′2(τ, ε), β1(ε), ε)

]
dτ.

Таким чином, знайдено наближений розв’язок 2π-перiодичної задачi для
рiвняння (168):

x2(τ, ε) = x1(τ, ε) + ν2(ε) cos τ + ξ2(τ, ε), β2(ε) = β1(ε) + ζ2(ε).

Припустимо, що знайдено наближення

xk+1(τ, ε) = xk(τ, ε) + νk+1(ε) cos τ + ξk+1(τ, ε),

ξk+1(τ, ε) = φk+1(τ)γk+1(ε), γk+1(ε) ∈ Rµk+1 , k = 1, 2, ... ,

до розв’язку 2π-перiодичної задачi для рiвняння (168) i наближення

βk+1(ε) = βk(ε) + ζk+1(ε)

до функцiї β(ε), де

φk+1(τ) =

[
φ(1)(t), φ(2)(t), ... , φ(µk+1)(t)

]
є (1 × µk+1)-вимiрною матрицею. Наступне наближення до розв’язку 2π-пе-
рiодичної задачi для рiвняння (168):

xk+2(τ, ε) = xk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε), k = 1, 2, ... ,
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визначає розв’язок

ξk+2(τ, ε) ≈ φk+2(τ)γk+2(ε), γk+2(ε) ∈ Rµk+2

2π-перiодичної задачi для рiвняння

ξ′′k+2(τ, ε) + ξk+2(τ, ε) = ε

{
Y(yk+1(τ, ε), y

′
k+1(τ, ε), βk+1(ε), ε)+ (174)

+A1(yk+1(τ, ε))ξ2(τ, ε)− A2(yk+1(τ, ε))ξ
′
k+2(τ, ε)

}
− x′′k+1(τ, ε)− xk+1(τ, ε).

Тут

A1(yk+1(τ, ε)) :=
∂Y(y(τ, ε), y′(τ, ε), β(ε), ε)

∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y(τ, ε) = yk+1(τ, ε),
y′(τ, ε) = y′k+1(τ, ε),
β(ε) = βk+1(ε),

A2(yk+1(τ, ε)) :=
∂Y(y(τ, ε), y′(τ, ε), β(ε), ε)

∂y′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y(τ, ε) = yk+1(τ, ε),
y′(τ, ε) = y′k+1(τ, ε),
β(ε) = βk+1(ε)

є похiдними, якi в околi точок ξk+1(τ, ε) = 0 та ξ′k+1(τ, ε) = 0 визначають
розвинення

Y(yk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε), y
′
k+1(τ, ε) + ξ′k+2(τ, ε), βk+1(ε), ε) =

= Y(yk+1(τ, ε), y
′
k+1(τ, ε), βk+1(ε), ε)+

+A1(yk+1(τ, ε))ξk+2(τ, ε) + A2(yk+1(τ, ε))ξ
′
k+2(τ, ε)+

+R2k+3(yk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε), y
′
k+1(τ, ε) + ξ′k+2(τ, ε), βk+1(ε), ε),

де

φk+2(τ) =

[
φ(1)(t), φ(2)(t), ... , φ(µk+2)(t)

]
є (1× µk+2)-вимiрною матрицею. Залишок

R2k+3(yk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε), y
′
k+1(τ, ε) + ξ′k+2(τ, ε), βk+1(ε), ε)
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розвинення нелiнiйностi

Y(yk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε), y
′
k+1(τ, ε) + ξ′k+2(τ, ε), βk+1(ε), ε)

рiвняння (165) має вищий порядок малостi за ξk+2(τ, ε) та ξ′k+2(τ, ε), нiж першi
доданки, тому

R2k+3(yk+1(τ, ε), y
′
k+1(τ, ε), βk+1(ε), ε) ≡ 0,

∂R2k+3(yk+1(τ, ε), y
′
k+1(τ, ε), βk+1(ε), ε)

∂ξk+2(τ, ε)
≡ 0,

∂R2k+3(yk+1(τ, ε), y
′
k+1(τ, ε), βk+1(ε), ε)

∂ξ′k+2(τ, ε)
≡ 0.

Вимагатимемо, щоб

Θ(γk+2(ε)) =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
[
εA1(yk+1(τ, ε))− 1

]
ξk+2(τ, ε) + εA2(yk+1(τ, ε))ξ

′
k+2(τ, ε)+

+εY(yk+1(τ, ε), y
′
k+1(τ, ε), βk+1(ε), ε)−

−ξ′′k+1(τ, ε)− ξk+1(τ, ε)− ξ′′k+2(τ, ε)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

L2[0,2π]

→ min .

Позначимо (1× µk+2)-вимiрну матрицю як

Φk+2(τ, ε) =

[
εA1(yk+1(τ, ε))− 1

]
φk+2(τ) + εA2(yk+1(τ, ε))φ

′
k+2(τ)− φ′′

k+2(τ).

З огляду на необхiдну умову мiнiмiзацiї функцiї Θ(γk+2(ε)) одержуємо рiв-
няння

Γ

(
Φk+2(·, ε)

)
γk+2(ε) = −

∫ 2π

0
Φ∗
k+2(τ, ε)×

×

[
ε Y(yk+1(τ, ε), y

′
k+1(τ, ε), βk+1(ε), ε)− ξ′′k+1(τ, ε)− ξk+1(τ, ε)

]
dτ,

однозначно розв’язне вiдносно вектора γk+2(ε) ∈ Rµk+2 за умови невиродже-
ностi (µk+2 × µk+2)-матрицi Грама [5]:

Γ

(
Φk+2(·, ε)

)
:=

∫ 2π

0
Φ∗
k+2(τ, ε) · Φk+2(τ, ε) dτ.
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Таким чином, знаходимо вектор

γk+2(ε) = −

[
Γ

(
Φk+2(·, ε)

)]−1

×

×
∫ 2π

0
Φ∗
k+2(τ, ε)

[
ε Y(yk+1(τ, ε), y

′
k+1(τ, ε), βk+1(ε), ε)−

−ξ′′k+1(τ, ε)− ξk+1(τ, ε)

]
dτ ∈ C[0, ε0],

який визначає найкраще (в сенсi найменших квадратiв) наближення ξk+2(τ, ε)
до частинного розв’язку 2π-перiодичної задачi для рiвняння (174). Наступне
наближення до розв’язку 2π-перiодичної задачi для рiвняння (168):

xk+2(τ, ε) = xk+1(τ, ε) + νk+2(ε) cos τ + ξk+2(τ, ε), βk+2(ε) := βk+1(ε) + ζk+2(ε)

шукаємо як розв’язок 2π-перiодичної задачi для рiвняння

ξ′′k+2(τ, ε) + ξk+2(τ, ε) = (175)

= ε

{
Y(yk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε), y

′
k+1(τ, ε) + ξ′k+2(τ, ε), βk+1(ε), ε)+

+A1(yk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε))νk+2(ε) cos τ−

−A2(yk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε))νk+2(ε) sin τ + A3(yk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε))ζk+2(ε)

}
.

Позначимо (2× 2)-вимiрну матрицю

B0

(
yk+1(·, ε) + ξk+2(·, ε)

)
:= −

∫ 2π

0
H∗

r (τ)

[
A1(yk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε)) cos τ−

−A2(yk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε)) sin τ ;A3(yk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε))

]
dτ.

Тут
A1(yk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε)) :=

=
∂Y(y(τ, ε), y′(τ, ε), β(ε), ε)

∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y(τ, ε) = yk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε),
y′(τ, ε) = y′k+1(τ, ε) + ξ′k+2(τ, ε),

β(ε) = βk+1(ε),
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A2(yk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε)) :=

=
∂Y(y(τ, ε), y′(τ, ε), β(ε), ε)

∂y′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y(τ, ε) = yk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε),
y′(τ, ε) = y′k+1(τ, ε) + ξ′k+2(τ, ε),
β(ε) = βk+1(ε)

A3(yk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε)) :=

=
∂Y(y(τ, ε), y′(τ, ε), β(ε), ε)

∂β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y(τ, ε) = yk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε),
y′(τ, ε) = y′k+1(τ, ε) + ξ′k+2(τ, ε),
β(ε) = βk+1(ε)

є похiдними, якi в околi точок ξk+2(τ, ε) = 0, ξ′k+2(τ, ε) = 0 та ζk+2(ε) = 0
визначають розвинення

Y
(
yk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε) + νk+2(ε) cos τ,

y′k+1(τ, ε) + ξ′k+2(τ, ε)− νk+2(ε) sin τ, βk+1(ε) + ζk+2(ε), ε

)
=

= Y(yk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε), y
′
k+1(τ, ε) + ξ′k+2(τ, ε), βk+1(ε), ε)+

+A1(yk+1(τ, ε)+ξk+2(τ, ε))νk+2(ε) cos τ−A2(yk+1(τ, ε)+ξ
′
k+2(τ, ε))νk+2(ε) sin τ+

+R2k+4

(
yk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε) + νk+2(ε) cos τ,

y′k+1(τ, ε) + ξ′k+2(τ, ε)− νk+2(ε) sin τ, βk+1(ε) + ζk+2(ε), ε

)
.

Залишок
R2k+4

(
yk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε) + νk+2(ε) cos τ,

y′k+1(τ, ε) + ξ′k+2(τ, ε)− νk+2(ε) sin τ, βk+1(ε) + ζk+2(ε), ε

)
розвинення нелiнiйностi

Y
(
yk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε) + νk+2(ε) cos τ,
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y′k+1(τ, ε) + ξ′k+2(τ, ε)− νk+2(ε) sin τ, βk+1(ε) + ζk+2(ε), ε

)
рiвняння (165) має вищий порядок малостi за νk+2(ε) i ζk+2(ε), нiж першi
доданки, тому

R2k+4(yk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε), y
′
k+1(τ, ε) + ξ′k+2(τ, ε), βk+1, ε) ≡ 0,

∂R2k+4(yk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε), y
′
k+1(τ, ε) + ξ′k+2(τ, ε), βk+1)

∂νk+2
≡ 0,

∂R2k+4(yk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε), y
′
k+1(τ, ε) + ξ′k+2(τ, ε), βk+1)

∂ζk+2
≡ 0.

Оскiльки
lim
ε→0

ξk+2(τ, ε) = 0, lim
ε→0

yk+1(τ, ε) = y0(τ, c0),

то
lim
ε→0

B0((yk+1(·, ε) + ξk+2(·, ε)) = B0.

Отже, для досить малих значень ε виконується нерiвнiсть

detB0((yk+1(·, ε) + ξk+2(·, ε)) ̸= 0,

при цьому однозначно знаходимо функцiї νk+2(ε) i ζk+2(ε) :[
νk+2(ε)
ζk+2(ε)

]
= −B−1

0 ((yk+1(·, ε) + ξk+2(·, ε))
∫ 2π

0
H∗

r (τ)×

×

[
Y(yk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε), y

′
k+1(τ, ε) + ξ′k+2(τ, ε), βk+1(ε), ε)

]
dτ.

Таким чином, знайдено наближений розв’язок 2π-перiодичної задачi для
рiвняння (168):

xk+2(τ, ε) = xk+1(τ, ε)+νk+2(ε) cos τ + ξk+2(τ, ε), βk+2(ε) = βk+1(ε)+ ζk+2(ε).

Аналогiчно до наслiдку 2.2 отримуємо достатню умову розв’язностi авто-
номної 2π-перiодичної задачi для рiвняння Льєнара (163).

Наслiдок 2.3 Для кожного простого (detB0 ̸= 0) кореня č0 = col (c0, β0) ∈
∈ R2 рiвняння для породжувальних амплiтуд (167) автономна перiодична
задача для рiвняння Льєнара (163) має єдиний розв’язок, який при ε = 0
перетворюється на породжувальний y0(τ, c0). За умови

det

[
Γ

(
Φk(·, ε)

)]
̸= 0, ε ∈ [0, ε0], k ∈ N,
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цей розв’язок можна визначити за допомогою iтерацiйного процесу:

x1(τ, ε) = ν1(ε) cos τ + ξ1(τ, ε), β1(ε) = β0 + ζ1(ε),

ξ1(τ, ε) = φ1(τ)γ1(ε), γ1(ε) = −ε ·

[
Γ

(
Φ1(·, ε)

)]−1

×

×
∫ 2π

0
Φ∗
1(τ, ε) Y(y0(τ, c0), y

′
0(τ, c0), β0, 0) dτ,[

ν1(ε)
ζ1(ε)

]
= −B−1

0 (y0(·, c0) + ξ1(·, ε))
∫ 2π

0
H∗

r (τ)×

×

[
Y(y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε), y

′
0(τ, c0) + ξ′1(τ, ε), β0, ε)

]
dτ ;

x2(τ, ε) = x1(τ, ε) + ν2(ε) cos τ + ξ2(τ, ε), β2(ε) = β1(ε) + ζ2(ε),

ξ2(τ, ε) = φ2(τ)γ2(ε), γ2(ε) = −

[
Γ

(
Φ2(·, ε)

)]−1 ∫ 2π

0
Φ∗
1(τ, ε)×

×

[
εY(y1(τ, ε), y

′
1(τ, ε), β1(ε), ε)− ξ′′1 (τ, ε)− ξ1(τ, ε)

]
dτ,

[
ν2(ε)
ζ2(ε)

]
= −B−1

0 ((y1(·, ε) + ξ2(·, ε))×

×
∫ 2π

0
H∗

r (τ)

[
Y(y1(τ, ε) + ξ2(τ, ε), y

′
1(τ, ε) + ξ′2(τ, ε), β1(ε), ε)

]
dτ, ... ,

xk+2(τ, ε) = xk+1(τ, ε) + νk+2(ε) cos τ + ξk+2(τ, ε), (176)

ξk+2(τ, ε) = φk+2(τ)γk+2(ε), βk+2(ε) = βk+1(ε) + ζk+2(ε),

γk+2(ε) = −

[
Γ

(
Φk+2(·, ε)

)]−1

×

×
∫ 2π

0
Φ∗
k+2(τ, ε)

[
ε Y(yk+1(τ, ε), y

′
k+1(τ, ε), βk+1(ε), ε)−

−ξ′′k+1(τ, ε)− ξk+1(τ, ε)

]
dτ, ... , k ∈ N,

[
νk+2(ε)
ζk+2(ε)

]
= −B−1

0 ((yk+1(·, ε) + ξk+2(·, ε))
∫ 2π

0
H∗

r (τ) ×
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×

[
Y(yk+1(τ, ε) + ξk+2(τ, ε), y

′
k+1(τ, ε) + ξ′k+2(τ, ε), βk+1(ε), ε)

]
dτ.

З урахуванням замiни незалежної змiнної (124) автономна 2π-перiодична
задача для рiвняння Льєнара (163) має єдиний розв’язок, який можна знай-
ти за допомогою iтерацiйного процесу (176) за формулою

yk(t, ε) = y0(t, c0) + xk(t, ε), k ∈ N.

Послiдовнiсть наближень:{
βj(ε)

}∞

j=0

−→ β(ε), j ∈ N,

визначає послiдовнiсть замiн незалежних змiнних:{
tj

(
βj(ε)

)}∞

j=0

−→ t ∈ [0, T1(ε)], t0 ∈ [0, 2π].

Iтерацiйна схема (176) не є розвиненням шуканого розв’язку за ступеня-
ми малого параметра i не передбачає розвинень нелiнiйностей за степенями
розв’язку 2π-перiодичної задачi для рiвняння Льєнара (163). Правi частини
рiвнянь iтерацiйної схеми (176) на вiдмiну вiд традицiйної схеми [25] не мi-
стять повторюваних доданкiв, тому точнiсть наближених обчислень зростає.
Знайти оцiнку ε∗ довжини вiдрiзка [0, ε∗], на якому зберiгається збiжнiсть
iтерацiйної схеми (176), можна за формулою, наведеною в [78, 123].

2.5.5 Iтерацiйна схема для рiвняння ван дер Поля

Iтерацiйну схему (176) застосовують для побудови перiодичного розв’язку
рiвняння ван дер Поля (160):

y′′ + y = ε ·
(
1− y2

)
· y′.

Дiйсно, рiвняння для породжувальних амплiтуд (167) у випадку перiодичної
задачi для рiвняння (160) має простий корiнь c0 = 2 , β0 = 0, тому умови
наслiдку 2.3 виконано. Покладемо

φ1(τ) = [sin τ sin 3τ sin 5τ sin 7τ cos τ cos 5τ cos 7τ ].

Матриця Грама, яка вiдповiдає породжувальному розв’язку y0(t, c0) =
= 2 cos t, є невиродженою:

det

[
Γ

(
Φ1(·, ε)

)]
≈ 4 057 816 381 784 064 π7ε4+
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+2 143 386 517 635 072 π7ε6 + 390 100 798 144 512 π7ε8 + ... ̸= 0.

Оскiльки вектор

γ1(ε) =



ε

4
− 397

9 216
· ε3 + 197 173

21 233 664
· ε5

−ε
4
+

33

1 024
· ε− 15 397

2 359 296
· ε5

25

2 304
· ε3 − 7 325

2 654 208
· ε5

35

4 608
· ε3 − 23 183

10 616 832
· ε5

− 3

128
· ε2 + 159

32 768
· ε4 − 72 437

25 165 824
· ε6

− 5

96
· ε2 + 2 299

221 184
· ε4 − 1 115 023

509 607 936
· ε6

595

221 184
· ε4 − 394 201

509 607 936
· ε6


є неперервним, то iтерацiйну схему (176) застосовують для побудови перi-
одичного розв’язку рiвняння ван дер Поля (160) i, зокрема, вона визначає
функцiю

ξ1(τ, ε) = − 3

128
· ε2 · cos τ + 159

32 768
· ε4 · cos τ − 72 437

25 165 824
· ε6 · cos τ+

+
2 602 279

2 610 978 839
· ε8 · cos τ − 1 453 439

4 976 640 572
· ε10 · cos τ − 5

96
· ε2 · cos 5τ+

+
38 495 630 880

3 703 617 929 779
· ε4 · cos 5τ − 1 115 023

509 607 936
· ε6 · cos 5τ+

+
5 028 188

7 567 573 897
· ε8 · cos 5τ − 1 392 332

6 549 389 093
· ε10 · cos 5τ+

+
39 851 937 801

14 814 472 286 683
· ε4 · cos 7τ − 14 505 730

18 752 451 479
· ε6 · cos 7τ+

+
877 925

4 844 712 536
· ε8 · cos 7τ − 1 107 469

21 899 409 947
· ε10 · cos 7τ + 1

4
· ε · sin τ−

− 397

9 216
· ε3 · sin τ + 197 173

21 233 664
· ε5 · sin τ − 4 314 162

1 434 282 755
· ε7 · sin τ − 1

4
· ε · sin 3τ+

+
4 747 775

4 890 688 354
· ε9 · sin τ + 33

1 024
· ε3 · sin 3τ − 15 397

2 359 296
· ε5 · sin 3τ+
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+
2 881 191

1 210 774 045
· ε7 · sin 3τ − 3 581 769

4 539 479 942
· ε9 · sin 3τ+

+
25

2 304
· ε3 · sin 5τ − 2 987 711 828

1 082 595 035 573
· ε5 · sin 5τ+

+
240 125

382 205 952
· ε7 · sin 5τ − 872 068

4 798 115 435
· ε9 · sin 5τ + 35

4 608
· ε3 · sin 7τ−

− 23 183

10 616 832
· ε5 · sin 7τ + 2 199 745

4 300 770 273
· ε7 · sin 7τ − 29 555

207 113 553
· ε9 · sin 7τ.

В околi точки y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε) знаходимо матрицю

B0

(
y0(·, c0) + ξ1(·, ε)

)
:= −

∫ 2π

0
H∗

r (τ)

[
A1(y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε)) cos τ−

−A2(y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε)) sin τ ;A3(y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε))

]
dτ.

Тут

A1(y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε)) cos τ − A2(y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε)) sin τ = 2 sin τ + 3 sin 3τ+

+4 sin 2τ ·ξ1(τ, ε)+sin τ ·ξ21(τ, ε)−2ξ′1(τ)−2 cos 2τ ·ξ′1(τ, ε)−2 cos τ ·ξ1(τ, ε)·ξ′1(τ, ε),

A3(y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε)) = −4 cos τ + 2ε · sin 3τ − 2ξ1(τ, ε) + 4ε · sin 2τ · ξ21(τ, ε)−

−ε · ξ′1(τ, ε)− 2ε · cos 2τ · ξ′1(τ, ε)− 4ε · cos τ · ξ1(τ, ε) · ξ′1(τ, ε)− ε · ξ21(τ, ε) · ξ′1(τ, ε).

Для досить малих значень ε матриця B0(y0(·, c0) + ξ1(·, ε)) є невиродженою:

detB0(z0(·, c0)+ ξ1(·, ε)) = −8π2+
38 719 078

4 828 385
· ε2− 211 305 222

152 504 131
· ε4+ +... ̸= 0,

де

B0(y0(·, c0) + ξ1(·, ε)) :=

[
B(11)
0 (y0(·, c0) + ξ1(·, ε)) B(12)

0 (y0(·, c0) + ξ1(·, ε))
B(21)
0 (y0(·, c0) + ξ1(·, ε)) B(22)

0 (y0(·, c0) + ξ1(·, ε))

]
.

Тут

B(11)
0 (y0(·, c0)+ξ1(·, ε)) =

19 152 642

351 156 977
·ε3− 32 429 086

2 138 218 173
·ε5+ 2 182 528

571 261 443
·ε7−... ,

B(12)
0 (y0(·, c0) + ξ1(·, ε)) = −411 557 987

32 750 744
+

127 577 830

136 789 169
· ε2−

− 18 315 699

130 908 865
· ε4 + 13 378 361

293 791 880
· ε6 − 25 869 704

1 527 585 221
· ε8 + ... ,
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B(21)
0 (y0(·, c0) + ξ1(·, ε)) = −491 701 844

78 256 779
+

37 745 744

219 699 995
· ε2−

− 7 764 432

225 902 269
· ε4 + 10 892 531

452 424 821
· ε6 − 21 589 650

257 412 172
· ε8 + ... ,

B(22)
0 (y0(·, c0) + ξ1(·, ε)) =

80 143 857

51 021 164
· ε− 20 131 837

90 857 889
· ε3+

+
15 274 219

281 364 822
· ε5 − 33 777 294

3 881 493 761
· ε7 ++

11 660 765

4 492 324 466
· ε9 + ...

При цьому однозначно знаходимо функцiї ν1(ε) i ζ1(ε) :[
ν1(ε)
ζ1(ε)

]
= −B−1

0

(
y0(·, c0) + ξ1(·, ε)

)
×

×
∫ 2π

0
H∗

r (τ)

[
Y(y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε), y

′
0(τ, c0) + ξ′1(τ, ε), β0, ε)

]
dτ,

де

Y(y0(τ, c0)+ξ1(τ, ε), y
′
0(τ, c0)+ξ

′
1(τ, ε), β0, ε) = 4 sin 2τ ·ξ1(τ, ε)+2 sin(τ)·ξ21(τ, ε)−

−ξ′1(τ, ε)− 2 cos 2τ · ξ′1(τ, ε)− 4 cos τ · ξ1(τ, ε) · ξ′1(τ, ε)− ξ21(τ, ε) · ξ′1(τ, ε).

Отже,

ν1(ε) =
52 776 558 133 246

2 251 799 813 685 163
· ε2 − 1 903

589 824
· ε4+

+
3 492 439

1 447 912 829
· ε6 + 2 392 747

3 506 122 721
· ε8 + ... ,

ζ1(ε) =
ε

16
− 25

6 144
· ε3 + 9 119

7 077 888
· ε5 − 1 210 361

2 308 985 876
· ε7 + ...

Таким чином, знайдено перше наближення до розв’язку 2π-перiодичної
задачi для рiвняння ван дер Поля (160):

y1(τ, ε) = y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε), x1(τ, ε) = ν1(ε) cos τ + ξ1(τ, ε), β1(ε) = β0 + ζ1(ε),

у малому околi якого визначено функцiю

Y(y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε), y
′
0(τ, c0) + ξ′1(τ, ε), β0 + ζ1(ε), ε) =

= −ζ1(ε)(2 + εζ1(ε))(2 cos τ + ν1(ε) cos τ + ξ1(τ, ε))+

+(1+εζ1(ε))(−2 sin τ−ν1(ε) sin τ+ξ′1(τ, ε))

[
1−(2 cos τ+ν1(ε) cos τ+ξ1(τ, ε))

2

]
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та похiднi
A1(y1(τ, ε)) = −ζ1(ε)(2 + εζ1(ε))− 2(1 + εζ1(ε))×

×(−2 sin τ − ν1(ε) sin τ + ξ′1(τ, ε))(2 cos τ + ν1(ε) cos τ + ξ1(τ, ε)),

A2(y1(τ, ε)) = (1 + εζ1(ε))

[
1− (2 cos τ + ν1(ε) cos τ + ξ1(τ, ε))

2

]
.

Покладемо

φ2(τ) = [ sin τ sin 3τ sin 5τ sin 7τ sin 9τ

sin 11τ sin 13τ cos τ cos 5τ cos 7τ cos 9τ cos 11τ cos 13τ ].

Матриця Грама, що вiдповiдає першому наближенню

y1(τ, ε) = y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε), β1(ε) = β0 + ζ1(ε),

є невиродженою. Оскiльки вектор

γ2(ε) =

[
γ
(a)
2 (ε)

γ
(b)
2 (ε)

]
, ε ∈ [0, ε0],

є неперервним, то iтерацiйну схему (176) застосовують для побудови перi-
одичного розв’язку рiвняння ван дер Поля (160) i, зокрема, вона визначає
функцiю

ξ2(τ, ε) = − ε2

628 725 051 663 019 533
· cos τ − 20 222 137 563

7 036 874 375 197
· ε4 · cos τ+

+
7 004 910

3 256 948 579
· ε6 · cos τ − 1 615 767

1 020 022 421
· ε8 · cos τ+

+
2 943 605

2 751 291 192
· ε10 · cos τ − 56 431 097 897

8 796 092 993 129
· ε4 · cos 5τ+

+
529 741

169 869 312
· ε6 · cos 5τ − 3 645 417

2 325 171 167
· ε8 · cos 5t+

+
6 455 195

8 442 436 602
· ε10 · cos 5τ − 240 518 168 579

281 474 976 714 167
· ε4 · cos 7τ+

+
1 684 339

2 395 007 866
· ε6 · cos 7τ − 951 034

4 410 679 719
· ε8 · cos 7τ+

+
678 085

9 057 907 098
· ε10 · cos 7τ + 61

20 480
· ε4 · cos 9τ−

− 24 794 146

61 569 282 979
· ε6 · cos 9τ − 1 181 654

10 669 973 953
· ε8 · cos 9τ+
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+
2 883 033

25 364 776 015
· ε10 · cos 9τ − 540 133

2 654 208 000
· ε6 · cos 11τ+

+
44 524

15 979 036 433
· ε8 · cos 11τ + 3 185 298

171 983 598 167
· ε10 · cos 11τ−

− 715 247

3 715 891 200
· ε6 · cos 13τ + 785 867

15 495 043 724
· ε8 · cos 13τ+

+
41 669

8 752 387 002
· ε10 · cos 13τ + 41

1 024
· ε3 · sin τ−

− 3 555 458 858

274 875 638 557
· ε5 · sin τ + 1 192 929

241 950 992
· ε7 · sin τ−

− 2 192 647

1 149 451 334
· ε9 · sin τ − 21

1 024
· ε3 · sin 3τ+

+
9 762 937 468

1 099 511 161 225
· ε5 · sin 3τ − 3 159 392

648 693 179
· ε7 · sin 3τ+

+
4 015 582

1 760 953 801
· ε9 · sin 3τ − 5

768
· ε3 · sin 5τ+

+
395

147 456
· ε5 · sin 5τ − 2 427 621

3 881 154 344
· ε7 · sin 5τ+

+
456 223

2 505 843 714
· ε9 · sin 5τ + 7

1 536
· ε3 · sin 7τ+

+
5 363

5 898 240
· ε5 · sin 7τ − 3 067 669

3 653 599 090
· ε7 · sin 7τ+

+
3 136 789

6 677 124 388
· ε9 · sin 7τ − 11 138 281 468

17 592 185 434 291
· ε5 · sin 9τ+

+
633 061

59 813 871 274
· ε7 · sin 9τ + 731 669

19 206 988 389
· ε9 · sin 9τ−

− 5 533

7 372 800
· ε5 · sin 11τ + 564 398

4 165 848 683
· ε7 · sin 11τ+

+
2 386 391

72 767 705 070
· ε9 · sin 11τ + 1 264 804

19 560 544 319
· ε7 · sin 13τ−

− 198 999

38 204 634 886
· ε9 · sin 13τ + ...

В околi точки y1(τ, ε) + ξ2(τ, ε) знаходимо матрицю

B0

(
y1(·, ε) + ξ2(·, ε)

)
:= −

∫ 2π

0
H∗

r (τ)

[
A1(y1(τ, ε) + ξ2(τ, ε)) cos τ−

−A2(y1(τ, ε) + ξ2(τ, ε)) sin τ ;A3(y1(τ, ε) + ξ2(τ, ε))

]
dτ.
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Тут
A1(y1(τ, ε) + ξ2(τ, ε)) cos τ − A2(y1(τ, ε) + ξ2(τ, ε)) sin τ =

= 2ζ1(ε) cos τ − εζ21 (ε) cos τ + (1 + εζ1(ε))×

×

[
− sin τ

(
1− (2 cos τ + ν1(ε) cos τ + ξ1(τ, ε) + ξ2(τ, ε))

2

)
−

−2 cos τ(2 cos τ + ν1(ε) cos τ + ξ1(τ, ε) + ξ2(τ, ε))×

×(−2 sin τ − ν1(ε) sin τ + ξ′1(τ, ε) + ξ′2(τ, ε))

]
,

A3(y1(τ, ε)+ ξ2(τ, ε)) = −2(1+ εζ1(ε))

[
2 cos τ +ν1(ε) cos τ + ξ1(τ, ε)+ ξ2(τ, ε)

]
+

+

[
1−(2 cos τ+ν1(ε) cos τ+ξ1(τ, ε)+ξ2(τ, ε))

2

]
(2 cos τ+ν1(ε) cos τ+ξ1(τ, ε)+ξ2(τ, ε)).

Для досить малих значень ε матриця B0

(
y1(·, ε) + ξ2(·, ε)

)
є невиродженою:

detB0

(
y1(·, ε) + ξ2(·, ε)

)
= −8π2 − 860 861 400

10 902 937
− 150 847 595ε2

24 454 491
+

+
52 635 803ε4

93 708 391
−31 513 081ε6

65 424 784
+
36 668 545ε8

123 328 107
−30 253 862ε10

243 853 331
−9 527 509ε12

763 587 866
+... ̸= 0.

Тут

B0

(
y1(·, ε)+ξ2(·, ε)

)
:=

 B(11)
0

(
y1(·, ε) + ξ2(·, ε)

)
B(12)
0

(
y1(·, ε) + ξ2(·, ε)

)
B(21)
0

(
y1(·, ε) + ξ2(·, ε)

)
B(22)
0

(
y1(·, ε) + ξ2(·, ε)

)
 ,

де

B(11)
0

(
y1(·, ε) + ξ2(·, ε)

)
= −112 230 060ε

285 791 501
+

4 746 195ε3

732 798 497
− 6 697 800ε5

1 529 277 113
+

+
4 367 684ε7

1 057 831 165
− 894 179ε9

963 676 919
− 756 593ε11

1 906 036 198
+ ... ,

B(12)
0

(
y1(·, ε) + ξ2(·, ε)

)
= −411 557 987

32 750 744
+

ε2

31 453 749 215 215 433
+
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+
8 233 425ε4

589 100 336
−11 665 868ε6

343 941 763
+
10 042 433ε8

449 944 778
−13 860 927ε10

1 494 269 659
− 867 539ε12

3 016 588 848
+... ,

B(21)
0

(
y1(·, ε) + ξ2(·, ε)

)
= − 491701844

78 256 779
− 58 753 055 ε2

132 989 712
+

7 245 189 ε4

199 568 827
−

−12 079 357 ε6

553 953 765
+

17 875 009 ε8

1 338 723 701
− 3 706 481 ε10

615 448 205
− 1 618 841 ε12

3 522 297 846
+ ... ,

B(22)
0

(
y1(·, ε) + ξ2(·, ε)

)
=

80 143 857 ε

51 021 164
− 11 430 990 ε3

598 809 127
− 8 836 032 ε5

551 426 777
+

+
14 338 763 ε7

3 363 553 394
+

3 953 605ε9

25 555 317 296
− 5 262 937 ε11

1 268 454 952
+ ...

Отже, однозначно знаходимо функцiї ν2(ε) i ζ2(ε) :[
ν2(ε)
ζ2(ε)

]
= −B−1

0 ((y1(·, ε) + ξ2(·, ε))
∫ 2π

0
H∗

r (τ)×

×

[
Y(y1(τ, ε) + ξ2(τ, ε), y

′
1(τ, ε) + ξ′2(τ, ε), β1(ε), ε)

]
dτ.

Тут

Y
(
y1(τ, ε) + ξ2(τ, ε), y

′
1(τ, ε) + ξ′2(τ, ε), β1(ε), ε

)
=

= −ζ1(ε)
(
2 + εζ1(ε)

)(
2 cos τ + ν1(ε) cos τ + ξ1(τ, ε) + ξ2(τ, ε)

)
+

+(1 + εζ1(ε))

(
1− (2 cos τ + ν1(ε) cos τ + ξ1(τ, ε) + ξ2(τ, ε))

2

)
×

×
(
− 2 sin τ − ν1(ε) sin τ + ξ′1(τ, ε) + ξ′2(τ, ε)

)
,

ν2(ε) =
ε2

197 629 734 924 753 064
+

343 597 383 679 ε4

281 474 976 709 837
−

− 73 069 187 ε6

42 263 908 337
+

4 309 637 ε8

3 355 934 507
− 4 591 648 ε10

5 895 907 177
+

415 405 ε12

16 285 006 312
+ ... ,

ζ2(ε) =
5 ε3

2 048
− 1 863 759 221 ε5

879 607 856 585
+

5 807 353 ε7

4 971 595 656
−

− 256 924 ε9

721 035 605
− 358 076 ε11

27 137 512 873
+ ...
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Таким чином, знайдено друге наближення до розв’язку 2π-перiодичної
задачi для рiвняння ван дер Поля (160):

y2(τ, ε) = y0(τ, c0) + x2(τ, ε),

x2(τ, ε) = x1(τ, ε) + ν2(ε) cos τ + ξ2(τ, ε), β2(ε) = β1(ε) + ζ2(ε),

у малому околi якого визначено функцiю

Y(y2(τ, ε), y
′
2(τ, ε), β2(ε), ε) = −

(
ζ1(ε) + ζ2(ε)

)[
2 + ε

(
ζ1(ε) + ζ2(ε)

)]
×

×
[
2 cos τ +

(
ν1(ε) + ν2(ε)

)
cos τ + ξ1(τ, ε) + ξ2(τ, ε)

]
+

+

[
1+ ε

(
ζ1(ε)+ ζ2(ε)

)][
− 2 sin τ −

(
ν1(ε)+ ν2(ε)

)
sin τ + ξ′1(τ, ε)+ ξ′2(τ, ε)

]
×

×

{
1−

[
2 cos τ +

(
ν1(ε) + ν2(ε)

)
cos τ + ξ1(τ, ε) + ξ2(τ, ε)

]2}
та похiднi

A1(y2(τ, ε)) = −
(
ζ1(ε)+ζ2(ε)

)[
2+ε

(
ζ1(ε)+ζ2(ε)

)]
−2

[
1+ε

(
ζ1(ε)+ζ2(ε)

)]
×

×
[
2 cos τ +

(
ν1(ε) + ν2(ε)

)
cos τ + ξ1(τ, ε) + ξ2(τ, ε)

]
×

×

[
− 2 sin τ −

(
ν1(ε) + ν2(ε)

)
sin τ + ξ′1(τ, ε) + ξ′2(τ, ε)

]
,

A2(y2(τ, ε)) =

[
1 + ε

(
ζ1(ε) + ζ2(ε)

)]
×

×

{
1−

[
2 cos τ +

(
ν1(ε) + ν2(ε)

)
cos τ + ξ1(τ, ε) + ξ2(τ, ε)

]2}
.

Покладемо

φ3(τ) =

[
sin τ sin 3τ sin 5τ sin 7τ sin 9τ sin 11τ sin 13τ sin 15τ

cos τ cos 5τ cos 7τ cos 9τ cos 11τ cos 13τ cos 15τ cos 17τ

]
.
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Матриця Грама, яка вiдповiдає другому наближенню, є невиродженою.
Оскiльки вектор

γ3(ε) =


γ
(a)
3 (ε)

γ
(b)
3 (ε)

γ
(c)
3 (ε)

γ
(d)
3 (ε)


є неперервним, то iтерацiйну схему (176) застосовують для побудови перi-
одичного розв’язку рiвняння ван дер Поля (160) i, зокрема, вона визначає
функцiю

ξ3(τ, ε) =
1

1 445 064 821 955 034 195
· ε4 · cos τ−

− 80 222 046

485 301 415 999
· ε6 · cos τ + 6 304 757

18 025 586 215
· ε8 · cos τ+

+
7 135 289

36 915 562 80
· ε10 · cos τ − 2 673 082

1 708 960 887
· ε12 · cos τ−

− cos 5τ

3 112 888 603 385 921 570
· ε4 − 1 484 824 014

3 059 510 355 401
· ε6 · cos 5τ+

+
6 245 861

7 588 210 406
· ε8 · cos 5τ − 1 680 952

2 420 357 977
· ε10 · cos 5τ−

− 866 606

5 166 071 135
· ε12 · cos 5τ − cos 7τ

7 782 220 370 730 062 643
· ε4−

− ε6 · cos 7τ
10 869 994 627 958 599 271

− 406 678

49 201 730 165
· ε8 · cos 7τ−

− 357 061

15 257 827 329
· ε10 · cos 7τ + 374 759

9 953 600 010
· ε12 · cos 7τ+

+
1

9 078 760 190 951 422 833
· ε6 · cos 9τ + 60 187

943 718 400
· ε8 · cos 9τ−

− 1 493 340

14 698 559 279
· ε10 · cos 9τ + 486 451

8 281 277 667
· ε12 · cos 9τ+

+
1

712 281 005 822 480 946 716 453 202 454 118 400
· ε6 · cos 11τ+

+
101 833

7 218 479 724
· ε8 · cos 11τ − 1 017 099

84 427 370 287
· ε10 · cos 11τ+

+
305 809

55 753 479 140
· ε12 · cos 11τ − 289 298

25 133 047 131
· ε8 · cos 13τ−

− 52 399

51 414 049 081
· ε10 · cos 13τ + 55 355

6 940 628 878
· ε12 · cos 13τ+
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+
485 539

25 278 461 357
· ε8 · cos 15τ − 163 645

60 328 516 342
· ε10 · cos 15τ+

+
83 171

144 296 132 258
· ε12 · cos 15τ + 251 205

19 171 281 773
· ε8 · cos 17τ−

− 296 401

78 131 817 333
· ε10 · cos 17τ + 67 342

159 994 182 769
· ε12 · cos 17τ+

+
9 025 655 911

6 119 021 232 241
· ε5 · sin τ − 3 709 700

1 978 409 091
· ε7 · sin τ+

+
3 356 520

4 361 435 443
· ε9 · sin τ + 22 146 164

17 756 548 573
· ε11 · sin τ−

− 38 654 705 627

28 147 497 644 123
· ε5 · sin 3τ + 14 494 288

6 239 678 759
· ε7 · sin 3τ−

− 2 504 988

1 330 181 597
· ε9 · sin 3τ − 2 983 226

4 619 456 577
· ε11 · sin 3τ−

− · sin 5τ
2 873 432 404 178 141 234

· ε5 − 1 067 846

12 687 686 319
· ε7 · sin 5τ−

− 122 591

67 003 853 944
· ε9 · sin 5τ + 783 250

11 250 579 659
· ε11 · sin 5τ+

+
ε5 · sin 7τ

2 925 506 991 801 187 862 365 829 055 228 411 904
+

+
3 930 664

22 342 799 065
· ε7 · sin 7τ − 1 583 196

5 362 319 861
· ε9 · sin 7τ+

+
5 360 107

30 749 612 257
· ε11 · sin 7τ + ·ε5 · sin 9τ

10 808 638 730 828 394 269
+

+
385 875 921

14 073 747 121 339
· ε7 · sin 9τ − 178 895

8 698 818 774
· ε9 · sin 9τ+

+
175 913

15 640 101 282
· ε11 · sin 9τ − 521 137

55 770 921 469
· ε7 · sin 11τ−

− 259 241

13 512 754 152
· ε9 · sin 11τ + 442 357

17 645 252 186
· ε11 · sin 11τ−

− 1 668 463

1 118 030 224 487
· ε7 · sin 13τ − 199 493

128 462 618 320
· ε9 · sin 13τ+

+
124 217

93 041 642 768
· ε11 · sin 13τ + 138 697

2 774 532 096
· ε7 · sin 15τ−

− 170 144

14 058 934 813
· ε9 · sin 15τ + 142 936

112 511 531 217
· ε11 · sin 15τ + ...



210 2 Автономнi крайовi задачi

В околi точки y2(τ, ε) + ξ3(τ, ε) знаходимо матрицю

B0

(
y2(·, ε) + ξ3(·, ε)

)
:= −

∫ 2π

0
H∗

r (τ)×

×

[
A1(y2(τ, ε)+ξ3(τ, ε)) cos τ−A2(y2(τ, ε)+ξ3(τ, ε)) sin τ ;A3(y2(τ, ε)+ξ3(τ, ε))

]
dτ.

Тут

A1

(
y2(τ, ε) + ξ3(τ, ε)

)
cos τ − A2

(
y2(τ, ε) + ξ3(τ, ε)

)
sin τ =

= −(ζ1(ε) + ζ2(ε))

[
2 + ε

(
ζ1(ε) + ζ1(ε)

)]
cos τ+

+

[
1 + ε

(
ζ1(ε) + ζ2(ε)

)]{
− sin τ

[
1−

(
2 cos τ + (ν1(ε) + ν2(ε)) cos τ+

+ξ1(τ, ε) + ξ2(τ, ε) + ξ3(τ, ε)

)2
]
−

−2 cos τ

[
2 cos τ + (ν1(ε) + ν2(ε)) cos τ + ξ1(τ, ε) + ξ2(τ, ε)+

+ξ3(τ, ε)

][
− 2 sin τ − (ν1(ε) + ν2(ε)) sin τ + ξ′1(τ, ε) + ξ′2(τ, ε) + ξ′3(τ, ε)

]}
,

A3

(
y2(τ, ε) + ξ3(τ, ε)

)
= −2

[
1 + ε(ζ1(ε) + ζ2(ε))

]
×

×
[
2 cos τ + (ν1(ε) + ν2(ε)) cos τ + ξ1(τ, ε) + ξ2(τ, ε) + ξ3(τ, ε)

]
+

+ε

[
1−

(
2 cos τ + (ν1(ε) + ν2(ε)) cos τ + ξ1(τ, ε) + ξ2(τ, ε)+

+ξ3(τ, ε)

)2
][

− 2 sin τ − (ν1(ε) + ν2(ε)) sin τ + ξ′1(τ, ε) + ξ′2(τ, ε) + ξ′3(τ, ε)

]
.

Для досить малих значень ε матриця B0

(
y2(·, ε) + ξ3(·, ε)

)
є невиродженою:

detB0

(
y2(·, ε) + ξ3(·, ε)

)
= −8π2 − 228 285 751 ε2

37 008 292
−
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36 319 175 ε4

892 473 026
+

25957573ε6

163314269
− 64 623 830 ε8

423 316 993
−

−33 946 085 ε10

138 894 939
+

35 227 429 ε12

150 860 627
+ ... ̸= 0.

Тут

B0

(
y2(·, ε)+ξ3(·, ε)

)
:=

 B(11)
0

(
y2(·, ε) + ξ3(·, ε)

)
B(12)
0

(
y2(·, ε) + ξ3(·, ε)

)
B(21)
0

(
y2(·, ε) + ξ3(·, ε)

)
B(22)
0

(
y2(·, ε) + ξ3(·, ε)

)
 ,

де

B(11)
0

(
y2(·, ε) + ξ3(·, ε)

)
= −112 230 060 ε

285 791 501
− 9 520 367 ε3

1 074 169 794
+

+
9 690 374 ε5

1 265 870 219
− 2 255 303 ε7

645 850 750
+

7 788 919 ε9

2 059 666 809
− 1 469 651 ε11

998 691 140
+ ... ,

B(12)
0

(
y2(·, ε) + ξ3(·, ε)

)
= −411 557 987

32 750 744
−

− ε2

797 561 725 720 675 289 902 415 994 580 869
−

−22 602 854 ε4

927 363 143
+

12 816 161 ε6

1 517 677 492
− 356 9362 ε8

379 938 937
−

−5 047 198 ε10

767 621 813
+

20 518 351 ε12

1 825 597 868
+ ... ,

B(21)
0

(
y2(·, ε) + ξ3(·, ε)

)
= −491 701 844

78 256 779
− 58 753 055 ε2

132 989 712
+

+
10 331 273 ε4

1 092 152 901
+

6 072 804 ε6

760 860 581
− 27 361 595 ε8

3 742 213 431
−

−10 791 517 ε10

658 585 289
+ +

8 224 009 ε12

621 790 784
+ ... ,

B(22)
0

(
y2(·, ε) + ξ3(·, ε)

)
=

80 143 857 ε

51 021 164
− 9 240 597 ε3

484 066 019
−

−1 361 931 ε5

128 592 077
+

2 799 201 ε7

6 237 455 627
− 3 258 624 ε9

1 366 002 683
− 5 560 096 ε11

1 055 702 937
+ ...

Отже, однозначно знаходимо функцiї ν3(ε) i ζ3(ε) :[
ν3(ε)
ζ3(ε)

]
= −B−1

0 ((y2(·, ε) + ξ3(·, ε))
∫ 2π

0
H∗

r (τ) ×
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×

[
Y(y2(τ, ε) + ξ3(τ, ε), y

′
2(τ, ε) + ξ′3(τ, ε), β2(ε), ε)

]
dτ.

Тут
Y(y2(τ, ε) + ξ3(τ, ε), y

′
2(τ, ε) + ξ′3(τ, ε), β2(ε), ε) =

= −(ζ1(ε) + ζ2(ε))

[
2 + ε

(
ζ1(ε) + ζ2(ε)

)]
×

×
(
2 cos τ+(ν1(ε)+ν2(ε)) cos τ+ξ1(τ, ε)+ξ2(τ, ε)+ξ3(τ, ε)

)
+

[
1+ε

(
ζ1(ε)+ζ2(ε)

)]
×

×

{
1−

[
2 cos τ + (ν1(ε) + ν2(ε)) cos τ + ξ1(τ, ε) + ξ2(τ, ε) + ξ3(τ, ε)

]2}
×

×
[
− 2 sin τ − (ν1(ε) + ν2(ε)) sin τ + ξ′1(τ, ε) + ξ′2(τ, ε) + ξ′3(τ, ε)

]
,

ν3(ε) = − ε2

5 011 228 116 616 942 182 121 784 688 969 348
−

− ε4

1 826 650 188 504 619 049
+

141 281 794 ε6

823 026 102 363
−

− 2 450 964 ε8

6 923 111 977
− 3 403 811 ε10

1 728 924 282
+

6 359 350 ε12

4 006 714 579
+ ...

Таким чином, знайдено третє наближення до розв’язку 2π-перiодичної
задачi для рiвняння ван дер Поля (160):

y3(τ, ε) = y0(τ, c0) + x3(τ, ε), x3(τ, ε) = x2(τ, ε)+

+ν3(ε) cos τ + ξ3(τ, ε), β3(ε) = β2(ε) + ζ3(ε),

в малому околi якого визначено функцiю

Y(y3(τ, ε), y
′
3(τ, ε), β3(ε), ε) =

= −
(
ζ1(ε) + ζ2(ε) + ζ3(ε)

)[
2 + ε

(
ζ1(ε) + ζ2(ε) + ζ3(ε)

)]
×

×
[
2 cos τ +

(
ν1(ε) + ν2(ε) + ν3(ε)

)
cos τ + ξ1(τ, ε) + ξ2(τ, ε)+

+ξ3(τ, ε)

]
+

[
1 + ε

(
ζ1(ε) + ζ2(ε) + ζ3(ε)

)][
− 2 sin τ−
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−
(
ν1(ε) + ν2(ε) + ν3(ε)

)
sin τ + ξ′1(τ, ε) + ξ′2(τ, ε) + ξ′3(τ, ε)

]
×

×

{
1−

[
2 cos τ +

(
ν1(ε) + ν2(ε) + ν3(ε)

)
cos τ + ξ1(τ, ε) + ξ2(τ, ε) + ξ3(τ, ε)

]2}
,

та похiднi

A1(y3(τ, ε)) = −
(
ζ1(ε) + ζ2(ε) + ζ3(ε)

)[
2 + ε

(
ζ1(ε) + ζ2(ε) + ζ3(ε)

)]
−

−2

[
1 + ε

(
ζ1(ε) + ζ2(ε) + ζ3(ε)

)][
2 cos τ+

+

(
ν1(ε) + ν2(ε) + ν3(ε)

)
cos τ + ξ1(τ, ε) + ξ2(τ, ε) + ξ3(τ, ε)

]
×

×

[
− 2 sin τ −

(
ν1(ε) + ν2(ε) + ν3(ε)

)
sin τ + ξ′1(τ, ε) + ξ′2(τ, ε) + ξ′3(τ, ε)

]
,

A2(y3(τ, ε)) =

[
1 + ε

(
ζ1(ε) + ζ2(ε) + ζ3(ε)

)]
×

×

{
1−

[
2 cos τ +

(
ν1(ε) + ν2(ε) + ν3(ε)

)
cos τ + ξ1(τ, ε) + ξ2(τ, ε) + ξ3(τ, ε)

]2}
.

Покладемо

φ4(τ) =

[
sin τ sin 3τ sin 5τ sin 7τ sin 9τ sin 11τ

sin 13τ sin 15τ sin 17τ sin 19τ cos τ cos 5τ cos 7τ cos 9τ

cos 11τ cos 13τ cos 15τ cos 17τ cos 19τ cos 21τ

]
.

Оскiльки вектор

γ4(ε) =


γ
(a)
4 (ε)

γ
(b)
4 (ε)

γ
(c)
4 (ε)

γ
(d)
4 (ε)

 , ε ∈ [0, ε0],

є неперервним, то iтерацiйну схему (176) застосовують для побудови перiо-
дичного розв’язку рiвняння ван дер Поля (160) i, зокрема, вона визначає
функцiю

ξ4(τ, ε) = − ε4 · cos τ
108 555 321 621 696 960 760 906 228 730 155 427

−
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− ε6 · cos τ
2 250 239 092 392 247 691

− 6 440 068

277 042 081 771
· ε8 · cos τ−

− 304 975

525 792 394
· ε10 · cos τ + 861 812

1 985 813 073
· ε12 · cos τ−

− ε6 · cos 5t
7 218 290 543 456 158 108

− 3 897 934

57 114 830 281
· ε8 · cos 5τ+

+
1 827 577

12 181 438 780
· ε10 · cos 5τ + 1 444 077

24 724 054 348
· ε12 · cos 5τ+

+
ε8 · cos 7τ

603 926 435 211 373 991 081
+

84 931

18 732 071 247
· ε10 · cos 7τ−

−93 631 · ε12 · cos 7τ
12 706 058 713

− ε8 · cos 9τ
116 420 516 986 403 236 061

+

+
139 599

18 889 190 827
· ε10 · cos 9τ − 428 819

36 263 360 237
· ε12 · cos 9τ+

+
1

283 168 218 692 593 600 212
· ε8 · cos 11τ−

− 1

428 901 240 967 823 719 652
· ε10 · cos 11τ−

−70 176 · ε12 · cos 11τ
103 167 070 175

+
ε8 · cos 13τ

382 437 590 790 991 172 201
+

+
ε10 · cos 13τ

426 723 586 955 152 769 703
− 140 282 · ε12 · cos 13τ

209 192 780 535
+

+
ε8 · cos 15τ

194 115 841 821 724 805 220
+

48 537 · ε10 · cos 15τ
275 212 061 914

+

+
7 627 · ε12 · cos 15τ
625 593 089 244

− ε8 · cos 17τ
626 462 852 003 272 980 485

+

+
35 213

434 326 712 596
· ε10 · cos 17τ + 11 493

486 794 364 862
· ε12 · cos 17τ−

− 74 368

43 458 019 145
· ε10 · cos 19τ + 8 847

375 319 184 224
· ε12 · cos 19τ−

− 106 229

115 665 800 503
· ε10 · cos 21τ + 48 757

2 044 221 136 726
· ε12 · cos 21τ+

+
1

8 301 911 760 132 477 433
· ε5 · sin τ + 41 000 183

197 663 484 549
· ε7 · sin τ−

− 13 468 403

71 037 607 993
· ε9 · sin τ − 535 071

1 303 687 204
· ε11 · sin τ−
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− ·ε5 · sin 3τ
13 834 964 325 396 893 412

− 97 068 068

502 633 315 907
· ε7 · sin 3τ+

+
1 849 431

4 407 336 527
· ε9 · sin 3τ + 3 909 874

18 243 955 191
· ε11 · sin 3τ−

− ·ε7 · sin 5τ
61 026 195 052 204 745 215

+
501 358

57 843 379 663
· ε9 · sin 5τ−

− 296 945

24 158 531 604
· ε11 · sin 5τ + ε7 · sin 7τ

15 373 336 254 219 726 170
+

+
486 761

21 131 629 811
· ε9 · sin 7τ − 1 276 333

36 480 714 072
· ε11 · sin 7τ+

+
1

125 553 043 149 535 085 609
· ε7 · sin 9τ−

− ε9 · sin 9τ
122 312 111 393 373 541 160

− 127 894 · ε11 · sin 9τ
102 156 488 661

+

+
1

1 219 787 006 507 413 650 048
· ε7 · sin 11τ+

+
ε9 · sin 11τ

373 361 689 565 740 284 163
− 29 743 · ε11 · sin 11τ

16 236 825 902
−

− 1

2 622 746 926 041 119 183 585
· ε7 · sin 13τ+

+
ε9 · sin 13τ

27 930 398 532 942 707 063 595
+

29 597 · ε11 · sin 13τ
154 415 316 913

+

+
ε9 · sin 15τ

912 777 263 601 965 614 551
+

15 733 · ε11 · sin 15τ
111 264 473 630

−

−271 431 · ε9 · sin 17τ
47 113 911 317

+
60 020

1 519 112 690 709
· ε11 · sin 17τ−

− 516 739

149 381 232 921
· ε9 · sin 19τ + 43 033 · ε11 · sin 19τ

1 150 954 271 115
.

Обчислюючи матрицю, обернену до матрицi Грама Γ(Φ4(·, ε)), використо-
вують формулу Фробенiуса [37, c. 57]. Знаходимо матрицю

B0

(
y3(·, ε) + ξ4(·, ε)

)
:== −

∫ 2π

0
H∗

r (τ)×

×

[
A1(y3(τ, ε)+ξ4(τ, ε)) cos τ−A2(y3(τ, ε)+ξ4(τ, ε)) sin τ ;A3(y3(τ, ε)+ξ4(τ, ε))

]
dτ.
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Тут

A1

(
y3(τ, ε) + ξ4(τ, ε)

)
cos τ − A2

(
y3(τ, ε) + ξ4(τ, ε)

)
sin τ =

= −
(
ζ1(ε) + ζ2(ε) + ζ3(ε)

)[
2 + ε

(
ζ1(ε) + ζ2(ε) + ζ3(ε)

)]
cos τ+

+

[
1 + ε

(
ζ1(ε) + ζ2(ε) + ζ3(ε)

)]
×

×

{
− sin τ

[
1−

(
2 cos τ +

(
ν1(ε) + ν2(ε) + ν3(ε)

)
cos τ+

+ξ1(τ, ε) + ξ2(τ, ε) + ξ3(τ, ε) + ξ4(τ, ε)

)2
]
−

−2 cos τ

[
2 cos τ +

(
ν1(ε) + ν2(ε) + ν3(ε)

)
cos τ+

+ξ1(τ, ε) + ξ2(τ, ε) + ξ3(τ, ε) + ξ4(τ, ε)

]
×

×
[
− 2 sin τ −

(
ν1(ε) + ν2(ε) + ν2(ε)

)
sin τ+

+ξ′1(τ, ε) + ξ′2(τ, ε) + ξ′3(τ, ε) + ξ′4(τ, ε)

]}
,

A3

(
y3(τ, ε) + ξ4(τ, ε)

)
= −2

[
1 + ε

(
ζ1(ε) + ζ2(ε) + ζ3(ε)

)]
×

×
[
2 cos τ +

(
ν1(ε) + ν2(ε) + ν3(ε)

)
cos τ+

+ξ1(τ, ε) + ξ2(τ, ε) + ξ3(τ, ε) + ξ4(τ, ε)

]
+

+ε

{
1−

[
2 cos τ +

(
ν1(ε) + ν2(ε) + ν3(ε)

)
cos τ+

+ξ1(τ, ε) + ξ2(τ, ε) + ξ3(τ, ε) + ξ4(τ, ε)

]2}
×

×
[
− 2 sin τ −

(
ν1(ε) + ν2(ε) + ν3(ε)

)
sin τ+
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+ξ′1(τ, ε) + ξ′2(τ, ε) + ξ′3(τ, ε) + ξ′4(τ, ε)

]
.

Для досить малих значень ε матриця

B0

(
y3(·, ε) + ξ4(·, ε)

)
є невиродженою:

detB0

(
y3(·, ε) + ξ4(·, ε)

)
= −8π2 − 86 0861 400

10 902 937
−

−77 438 156 ε2

12 553 801
− 8 692 979 ε4

213 613 037
+

30 144 103 ε6

406 085 241
+

3 961 037 ε8

1443995575
+

+
8 676 941 ε10

105 558 507
− 51 507 007 ε12

529 576 797
+ ... ̸= 0,

де

B0

(
y3(·, ε)+ξ4(·, ε)

)
:=

 B(11)
0

(
y3(·, ε) + ξ4(·, ε)

)
B(12)
0

(
y3(·, ε) + ξ4(·, ε)

)
B(21)
0

(
y3(·, ε) + ξ4(·, ε)

)
B(22)
0

(
y3(·, ε) + ξ4(·, ε)

)
 ,

при цьому

B(11)
0

(
y3(·, ε) + ξ4(·, ε)

)
= −11 2230 060 ε

285 791 501
− 9 520 367 ε3

1 074 169 794
+

+
8 809 452 ε5

1 602 316 321
− 226 283 ε7

24 098 755 334
+

2 197 642 ε9

5 020 121 193
−

− 3 653 871 ε11

1 538 253 682
− 558 866ε13

10 449 190 713
− 62 885 ε15

100 603 948 542
+ ...

Отже, однозначно знаходимо функцiї ν4(ε) i ζ4(ε) :[
ν4(ε)
ζ4(ε)

]
= −B−1

0 ((y3(·, ε) + ξ4(·, ε))
∫ 2π

0
H∗

r (τ) ×

×

[
Y(y3(τ, ε) + ξ4(τ, ε), y

′
3(τ, ε) + ξ′4(τ, ε), β3(ε), ε)

]
dτ.

Тут
Y(y3(τ, ε) + ξ4(τ, ε), y

′
3(τ, ε) + ξ′4(τ, ε), β3(ε), ε) =

= −
(
ζ1(ε) + ζ2(ε) + ζ3(ε)

)[
2 + ε

(
ζ1(ε) + ζ2(ε) + ζ3(ε)

)]
×
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×
[
2 cos τ +

(
ν1(ε) + ν2(ε) + ν3(ε)

)
cos τ+

+ξ1(τ, ε) + ξ2(τ, ε) + ξ3(τ, ε) + ξ4(τ, ε)

]
+

+

[
1 + ε

(
ζ1(ε) + ζ2(ε) + ζ3(ε)

)]
×

×

{
1−

[
2 cos τ +

(
ν1(ε) + ν2(ε) + ν3(ε)

)
cos τ+

+ξ1(τ, ε) + ξ2(τ, ε) + ξ3(τ, ε) + ξ4(τ, ε)

]2}
×

×
[
− 2 sin τ −

(
ν1(ε) + ν2(ε) + ν3(ε)

)
sin τ+

+ξ′1(τ, ε) + ξ′2(τ, ε) + ξ′3(τ, ε) + ξ′4(τ, ε)

]
.

Таким чином, знайдено четверте наближення до розв’язку 2π-перiодичної
задачi для рiвняння ван дер Поля (160):

y4(τ, ε) = y0(τ, c0) + x4(τ, ε), x4(τ, ε) = x3(τ, ε)+

+ν4(ε) cos τ + ξ4(τ, ε), β4(ε) = β3(ε) + ζ4(ε).

Для оцiнювання точностi перших трьох наближень до розв’язку перiодич-
ної задачi для рiвняння ван дер Поля, отриманих за допомогою схеми (176),
визначимо нев’язки

∆k(ε) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣y′′k(τ, ε) + (1 + εβk(ε)

)2

· yk(τ, ε)−

−ε ·
(
1 + εβk(ε)

)
·
(
1− y2k(τ, ε)

)
· y′k(τ, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣
C[0;2π]

, k = 1, 2, 3, 4,

а також нев’язку

∆a(ε) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣y′′a(τ, ε)+
+

(
1 + εβa(ε)

)2

· ya(τ, ε)− ε ·
(
1 + εβa(ε)

)
·
(
1− y2a(τ, ε)

)
· y′a(τ, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣
C[0;2π]

наближення, отриманого за допомогою технiки Бубнова—Гальоркiна [108,
141]:
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ya(θ, ε) = 2 cos θ +

(
3 sin θ

4
− sin 3θ

4

)
· ε+

(
− cos θ

8
+

3 cos 3θ

16
−

−5 cos 5θ

96

)
· ε2 +

(
7 sin θ

256
+

21 sin 3θ

256
− 35 sin 5θ

576
+

7 sin 7θ

576

)
· ε3+

+

(
73 cos θ

12 288
− 47 cos 3θ

1 536
+

1 085 cos 5θ

27 648
+

2149 cos 7θ

110 592
+

61 cos 9θ

20 480

)
· ε4,

t = θ ·ϖ(ε), ϖ(ε) = 1− ε2

16
+

17 · ε4

3 072
+

35 · ε6

884 736
− 678 899 · ε8

5 096 079 360
+

+
28 160 413 · ε10

2 293 235 712 000
+

16 729 607 288 111 · ε12

36 985 305 563 136 000 000
.

При ε = 0, 1 маємо

∆1(0, 1) ≈ 0, 000 391 555, ∆2(0, 1) ≈ 1, 11 806 · 10−7,

∆3(0, 1) ≈ 1, 55 358 · 10−10, ∆4(0, 1) ≈ 3, 23 993 · 10−13.

Для ε = 0, 01 нев’язки зменшуються:

∆1(0, 01) ≈ 3, 75 092 · 10−7,∆2(0, 01) ≈ 1, 09 838 · 10−12,

∆3(0, 01) ≈ 3, 63 24 · 10−16 ∆4(0, 01) ≈ 3, 63 099 · 10−16.

Зауважимо, що точнiсть четвертого наближення значно вища за точнiсть
наближення

ya(τ, ε) = 2 cos τ +

(
3 sin τ

4
− sin 3τ

4

)
· ε+

(
− cos τ

8
+

3 cos 3τ

16
−

−5 cos 5τ

96

)
· ε2 +

(
7 sin τ

256
+

21 sin 3τ

256
− 35 sin 5τ

576
+

7 sin 7τ

576

)
· ε3+

+

(
73 cos τ

12 288
− 47 cos 3τ

1 536
+

1 085 cos 5τ

27 648
+

2149 cos 7τ

110 592
+

61 cos 9τ

20 480

)
· ε4,

βa(ε) =
ε

16
− 5 · ε3

3 072
− 431 · ε5

884 736
+

557 039 · ε7

5 096 079 360
+

+
51 720 623 · ε9

9 172 942 848 000
− 61 760 513 621 111 · ε11

36 985 305 563 136 000 000
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до перiодичного розв’язку рiвняння ван дер Поля:

∆a(0, 1) ≈ 0, 000 202, ∆a(0, 01) ≈ 2, 01 398 · 10−8,

наведеного в працях [108, 141]. Також точнiсть четвертого наближення значно
вища, нiж точнiсть наближення до перiодичного розв’язку рiвняння ван дер
Поля, отриманого в [104]:

∆b(0, 1) ≈ 0, 0000 252 158, ∆b(0, 01) ≈ 3, 14 846 · 10−9

та [100]:

∆c(0, 1) ≈ 8, 68 717 · 10−7, ∆c(0, 01) ≈ 8, 97 377 · 10−12.

Важливими є виконання умови

γk(ε) ∈ C[0, ε∗], k ∈ N,

використаної в ходi доведення наслiдку 2.3 для збiжностi послiдовностi на-
ближень (176) до перiодичного розв’язку рiвняння Льєнара.

Приклад 2.4 Покажемо суттєвiсть виконання умови

γk(ε) ∈ C[0, ε∗], ε ∈ [0, ε0], k ∈ N,

використаної пiд час доведення наслiдку 2.3 для збiжностi послiдовностi
наближень (176):{

yj(t, ε)

}∞

j=0

−→ y(t, ε),

{
tj

(
βj(ε)

)}∞

j=0

−→ t ∈ [0, T1(ε)]

до перiодичного розв’язку рiвняння ван дер Поля.

Покладемо

φ1(τ) = [sin τ sin 3τ sin 5τ cos τ cos 3τ cos 5τ ].

Матриця Грама, що вiдповiдає породжувальному розв’язку y0(t, c0) =
= 2 cos t, є невиродженою:

det

[
Γ

(
Φ1(·, ε)

)]
≈ 1 652 576 256 π6ε8+

+604 821 888 π6ε10 + 193 965 381 π6ε12... ̸= 0.
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Оскiльки вектор

γ1(ε) =

[
γ
(a)
1 (ε)

γ
(b)
1 (ε)

]
̸∈ C[0, ε∗],

то функцiя

ξ1(τ, ε) =
54

4981
· cos τ − 421 425

198 482 888
· ε2 · cos τ+

− 19 347 419

375 870 996
· ε4 · cos τ + 15 782 231

826 819 664
· ε6 · cos τ+

− 108

4 981
· cos 3τ − 16 619 475

396 965 776
· ε2 · cos 3τ + 3 470 151

219 213 767
· ε4 · cos 3τ+

−726 727 · ε6 cos 3τ
826 139 179

− 12 025

239 088
· ε2 cos 5τ + 21 280 501ε4 cos 5τ

1 306 745 655
−

− 492 566

8 655 175 869
· ε6 cos 5τ − 288

4 981 · ε
· sin τ + 3 219 740

24 810 361
· ε sin τ−

−10 541 052ε3 sin τ

667 059 107
− 15 102 685ε5 sin τ

1 598 448 473
+

3 998 757ε7 sin τ

752 677 531
−

−1 225

4 981
· ε sin 3τ + 4 871 269

124 268 581
· ε3 sin 3τ + 6 818 577

469 625 336
· ε5 sin 3τ−

− 5 701 016

575 003 837
· ε7 sin 3τ + 45

9 962
· ε sin 5τ + 11 316 987

601 453 877
· ε3 sin 5τ−

− 1443 493

194 629 443
· ε5 sin 5τ + 2 878 315

5 689 259 828
· ε7 sin 5τ + ...

є неперервною ξ1(τ, ·) ∈ C[0, ε∗], проте ξ1(τ, 0) ̸= 0. Таким чином, виконання

умови
γk(ε) ∈ C[0, ε∗], k ∈ N,

використаної в ходi доведення наслiдку 2.3, є iстотним для збiжностi послi-
довностi наближень (176) до перiодичного розв’язку рiвняння Льєнара.

Результати дослiдження автономних слабконелiнiйних крайових задач
у критичних випадках, як i данi, наведенi в [73], можна перенести на
автономнi нелiнiйнi крайовi задачi, нерозв’язнi вiдносно похiдної. Запро-
поновану у працi Ю.Д. Шлапака [106] та в [73, 145] схему дослiдження
нелiнiйних крайових задач, нерозв’язних вiдносно похiдної, як i схеми з
[39, 66, 74, 95, 96, 117, 118, 120, 121, 132], можна перенести на автономнi
нелiнiйнi диференцiально-алгебричнi крайовi задачi нерозв’язнi вiдносно по-
хiдної [36, 73, 145]. Крiм того, результати дослiдження автономних слабконе-
лiнiйних крайових задач (5), (6) у критичних випадках аналогiчно до даних
з праць [31, 97, 126, 127, 128, 129, 130, 133, 134] можна перенести на нелiнiйнi
автономнi матричнi крайовi задачi.



Список позначень
A1(τ) похiдна Z ′

z(z0(τ, c0), β0, 0) c. 146
A2(z0(τ, c0)) похiдна Z ′

β(z0(τ, c0), β0, 0) c. 146
A3(z0(τ, c0)) похiдна Z ′

ε(z0(τ, c0), β0, 0) c. 146
A1(z0 + ξ1) похiдна Z ′

z(z0 + ξ1, β0, ε)) c. 152
A2(z0 + ξ1) похiдна Z ′

β(z0 + ξ1, β0, ε)) c. 152
A3(z0 + ξ1) похiдна Z ′

ε(z0 + ξ1, β0, ε)) c. 152

K

[
f(s)

]
(t) оператор Грiна задачi Кошi c. 35

G

[
f(s);α

]
(t) узагальнений оператор Грiна c. 78

B0 (d× (r + 1))-вимiрна матриця c. 40
B0(z0 + ξ1) (d× (r + 1))-вимiрна матриця c. 152
B0(z1 + ξ2) (d× (r + 1))-вимiрна матриця c. 160
F (č0) рiвняння для породжувальних сталих c. 145
PB∗

0
ортопроєктор матрицi B∗

0 c. 149
PQ∗ ортопроєктор матрицi Q∗ c. 6
Q+ матриця, псевдообернена

за Муром—Пенроузом до матрицi Q c. 6



Предметний покажчик

Крайовi задачi з властивiстю P c. 125
Лiнiйна збiжнiсть послiдовностi c. 17
Матриця Грама c. 15
Нуль-простiр c. 7
Оператор Грiна задачi Кошi c. 35
Ортопроєктор c. 6
Принцип Каччiопполi—Банаха c. 63
Псевдообернена матриця за Муром—Пенроузом c. 6
Рiвняння ван дер Поля c. 133,174
Рiвняння руху маятника
з рухомою точкою пiдвiски c. 99
Рiвняння для породжувальних амплiтуд c. 78
Рiвняння для породжувальних сталих c. 145
Рiвняння для породжувальних функцiй c. 87
Рiвняння Дюффiнга c. 50
Рiвняння типу Дюффiнга c. 93
Рiвняння Льєнара c. 77,181
Рiвняння Ейрi c. 13
Узагальнений оператор Грiна c. 78

Iменний покажчик

Банах С. c. 63 Каччiопполi Р. c. 63
Бен-Iзраель А. c. 18 Мур Г. c. 6
Вейвода О. c. 125 Пенроуз Р. c. 6
Гребеников Є.О. c. 144 Рябов Ю.О. c. 144
Гутлянський В.Я. c. 5 Самойленко А.М. c. 5
Ейрi Дж.Б. c. 13 Скрипник I.I. c. 5
Зiнченко О. c. 46 Шлапак Ю.Д. c. 221
Зуєв О.Л. c. 5
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