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ПЕРЕДМОВА

На сьогоднi добре вiдомою є теорiя нормально-розв’язних опера-
торних рiвнянь. Це рiвняння з оператором, в якого множина значень
є замкненою. Для таких операторiв за умови доповнювальностi ядра
та множини значень у вихiдних просторах iснують або узагальнено-
оберненi (для банахових просторiв), або псевдооберненi за Муром—
Пенроузом оператори (у гiльбертових просторах).

У роздiлi 1 наведено основнi значення та твердження з функцiо-
нального аналiзу, а також теорiї топологiчних векторних просторiв i
операторiв.

У роздiлi 2 розвинуто теорiю для операторних рiвнянь, якi не є
нормально-розв’язними, тобто так звану теорiю сильних узагальнено-
обернених та сильних псевдообернених операторiв для рiвнянь iз неза-
мкненою множиною значень (тобто вони не є нормально-розв’язними).
Показано, як розширити вихiдний простiр й оператор на цей про-
стiр, щоб розширений оператор був нормально-розв’язним. Такi задачi
називають узагальненими нормально-розв’язними. Отримано критерiї
розв’язностi вiдповiдних лiнiйних операторних рiвнянь та побудовано
вiдповiдну множину розв’язкiв. Розроблено конструкцiю проєкторiв на
ядро та коядро вихiдного оператора як у сепарабельних, так й у несе-
парабельних просторах.

Узагальнено метод рядiв Неймана для рiвнянь iз необов’язково сти-
скальним оператором. Отримано новi формули для знаходження псев-
дообернених за Муром—Пенроузом матриць.

Теорiю сильних узагальнено-обернених та псевдообернених за
Муром—Пенроузом операторiв застосовано в ходi дослiдження нелiнiй-
них операторних рiвнянь. Побудовано теорiю розгалуження розв’язкiв
нелiнiйних операторних рiвнянь у локально-опуклих просторах, що є
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розвиненням методу Ляпунова—Шмiдта. Запропоновану технiку про-
iлюстровано на прикладi операторного рiвняння Ляпунова в просторi
Гiльберта у критичному (резонансному) випадку.

У роздiлi 3 попереднi результати застосовують до дослiдження кра-
йових задач для операторно-диференцiального рiвняння Хiла у просто-
рi Гiльберта. Отримано критерiй розв’язностi вiдповiдного рiвняння та
умови бiфуркацiї розв’язкiв. Розглянуто параметричну крайову задачу
з перiодичними операторними коефiцiєнтами. Введено поняття вiдно-
сного спектра оператора у банаховому просторi й за його допомогою
знайдено необхiднi та достатнi умови розв’язностi даної задачi. Отри-
манi результати узагальнюють данi, одержанi М.Г.Крейном, на нере-
гулярний (резонансний) випадок. Пiд час дослiджень використовують
узагальнений метод рядiв Неймана. Дослiджено нелiнiйну крайову за-
дачу для системи диференцiальних рiвнянь у гiльбертовому просторi.
Визначено необхiднi та достатнi умови iснування розв’язкiв такої задачi
iз застосуванням операторного рiвняння для породжувальних елемен-
тiв. У скiнченновимiрному випадку перiодичної крайової задачi опера-
торне рiвняння має фiзичний змiст — це амплiтуди коливань вiдповiд-
ного розв’язку. Вiдповiдне рiвняння вiдоме з лiтературних джерел як
рiвняння для породжувальних амплiтуд [105, 168, 169]. Знайдено алго-
ритм побудови таких розв’язкiв, якi при ε = 0 перетворюється на один
iз розв’язкiв породжувальної крайової задачi.

Роздiл 4 присвячено питанню iснування обмежених на всiй осi
розв’язкiв крайових задач для лiнiйних та нелiнiйних операторно-
диференцiальних рiвнянь у просторах Фреше та Банаха за умови екс-
поненцiальної дихотомiї на пiвосях вiдповiдного однорiдного рiвняння.
Дослiджено питання iснування слабких майже перiодичних розв’язкiв
рiвнянь у локально-опуклих просторах. Розглянуто приклади запропо-
нованої теорiї для диференцiальних рiвнянь у локально-опуклих про-
сторах i просторах Фреше, злiченних систем диференцiальних рiвнянь
у частинних похiдних. Отримано критерiй розв’язностi лiнiйного дифе-
ренцiального рiвняння у банаховому просторi з крайовими умовами на
нескiнченностi. Обґрунтовано метод параметризацiї для апроксимацiї
обмежених розв’язкiв диференцiальних рiвнянь у банаховому просторi.

У роздiлi 5 дослiджували крайовi задачi для рiвняння Шредiнге-
ра у гiльбертовому просторi. Для лiнiйного нестацiонарного рiвняння
отримано критерiй розв’язностi та представлення розв’язкiв за допомо-
гою побудованого оператора Грiна. За результатами роздiлу 4 отримано



7

умови iснування обмежених на всiй осi розв’язкiв вiдповiдного рiвнян-
ня. Знайдено необхiднi та достатнi умови iснування розв’язкiв нелiнiй-
них крайових задач для рiвняння Шредiнгера, а також зв’язок мiж
ними. Побудовано збiжнi iтерацiйнi процедури для знаходження вiдпо-
вiдних розв’язкiв. Результати застосовано в процесi дослiдження двото-
чкової крайової задачi для стацiонарного (з постiйним оператором) рiв-
няння Шредiнгера. Отримано умови бiфуркацiї розв’язкiв вiдповiдної
лiнiйної крайової задачi та узагальнення методу Вiшика—Люстернiка
на вiдповiдний клас задач. Запропоновану технiку дослiдження про-
iлюстровано на прикладах абстрактного рiвняння Ван дер Поля у про-
сторi Гiльберта та абстрактного гiперболiчного рiвняння. Показано, як
можна дослiджувати певнi хiмiчнi та бiологiчнi задачi, звiвши їх до не-
лiнiйних автономних крайових задач у гiльбертових просторах iз нео-
бмеженими операторними коефiцiєнтами.За умов експоненцiальної ди-
хотомiї на пiвосях вiдповiдного однорiдного рiвняння отримано умови
наявностi гомоклiнiчного хаосу. Експоненцiальна дихотомiя є першим
кроком до хаосу.

Зауважимо, що цi умови визначаються операторним рiвнянням для
породжувальних елементiв. У скiнченновимiрному випадку звичайної
перiодичної задачi це вiдображається рiвнянням Ляпунова—Пуанкаре
для породжувальних амплiтуд. У випадку задачi на всiй осi для звичай-
них систем диференцiальних рiвнянь оператор, що визначає рiвняння
для породжувальних елементiв (сталих) збiгається з функцiєю Мель-
никова.

Дослiдження пiдтримано грантом Нацiонального фонду дослiджень
України (проєкт №2020.02.0089).
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ВСТУП

Потреби сучасної науки зумовлюють необхiднiсть розвитку теорiї
крайових задач для операторно-диференцiальних рiвнянь. Такими за-
дачами моделюють багато природних, фiзичних, технiчних, економi-
чних, соцiальних процесiв [8, 74, 172, 422, 423, 194, 219, 270]. Розробка
конструктивних методiв аналiзу лiнiйних та нелiнiйних крайових задач
для широкого класу диференцiальних, iнтегральних, функцiонально-
диференцiальних, iнтегро-диференцiальних систем, систем iз запiзнен-
ням та iмпульсом посiдає одне з чiльних мiсць у якiснiй теорiї диферен-
цiальних рiвнянь.

Задачi про iснування перiодичних розв’язкiв таких рiвнянь дослi-
джували М. Боголюбов, Ю. Митропольський, А. Самойленко [35],
I. Малкiн [168], Є. Грєбєнiков, Ю. Рябов [105], А. Андронов, А. Вiтт,
С. Хайкiн [8], В. Якубович [292], В. Старжинський. Системи звичайних
диференцiальних рiвнянь з iмпульсним впливом i перiодичнi крайовi
задачi для них вивчали А. Мишкiс [189], А. Самойленко [190], М. Пере-
стюк [201], [241] А. Халанай, Д. Векслер [267] та iншi.

Перiодичнi крайовi задачi для систем диференцiальних рiвнянь iз
запiзненням дослiджували А. Мишкiс, А. Самойленко, Ю. Митрополь-
ський, Д. Мартинюк, Дж. Хейл [271]. Класичну теорiю крайових задач
започатковано ще до появи методiв функцiонального аналiзу. Поста-
новка таких задач у загальному операторному виглядi стала можливою
з використанням функцiонального аналiзу, який почали застосовувати
як апарат для дослiдження загальних крайових задач для рiзних класiв
операторних рiвнянь. Цi питання дослiджували Й. Мавiн [416], С. Шва-
бiк [480], М. Тврди, О. Вейвода [485], Д. Векслер [486].
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Теорiю крайових задач для операторних рiвнянь застосували
для iнтегро-диференцiальних рiвнянь з вiдхиленим аргументом.
Розв’язнiсть таких рiвнянь вивчав Ю. Ландо [153]. Проєкцiйно-
iтеративнi методи побудови розв’язкiв крайових задач для систем
iнтегро-диференцiальних рiвнянь розроблено А. Лучкою та його
учнями [165], а методи з використанням функцiонального аналiзу — А.
Антоневичем, Я. Радино [11].

Наведенi крайовi задачi здебiльшого вивчали у регулярному випад-
ку, тобто коли операторне рiвняння Lz = f заданих крайових задач має
розв’язки за будь-якої правої частини, тобто до оператора L вихiдної
задачi є обернений L−1. Такi крайовi задачi дослiджували у фредголь-
мовому випадку [3]. Зазначалося, що нефредгольмовi крайовi задачi
ненульового iндексу є значно складнiшими i потребують окремого до-
слiдження. Загальну теорiю таких задач у нетеровому випадку, коли
кiлькiсть крайових умов m не збiгається з порядком n диференцiальної
системи, розроблено О. Бойчуком, В. Журавльовим, А. Самойленком
[38, 326, 327] у вiдповiдних просторах для автономних та неавтономних
систем звичайних диференцiальних рiвнянь, диференцiальних рiвнянь
iз зосередженим запiзненням, диференцiальних рiвнянь iз iмпульсною
дiєю. Iз застосуванням апарату узагальнено-обернених матриць та опе-
раторiв доведено загальнi теореми про розв’язнiсть i подання розв’язкiв
критичних (резонансних, коли порушується єдинiсть розв’язку) крайо-
вих задач для рiзних класiв лiнiйних i нелiнiйних рiвнянь, а також уза-
гальнено простори, в яких розглядали цi крайовi задачi.

Питання розв’язностi операторних рiвнянь у випадку нетерових кра-
йових задач вивчали Ф. Аткiнсон [17], [18], О. Бойчук, В. Журавльов
[38], Дж. Iллс [125], С. Нiкольський [192]. Теорiю крайових задач для ди-
ференцiальних рiвнянь у банахових просторах дослiджували Ю. Дале-
цький [108], С. Крейн i М. Крейн [144], А. Самойленко, Ю. Теплiнський,
Р. Петришин [237], А. Баскаков [24]. Цi та загальнiшi задачi належать
(згiдно з класифiкацiєю Крейна [145]) до типу нормально-розв’язних
задач, коли породжувальний оператор має замкнену множину значень.
Для розв’язання таких типiв рiвнянь застосовують теорiю псевдообер-
нених матриць та узагальнено-обернених операторiв, якiй присвячено
працi Е. Мура [420], Р. Пенроуза [445], М. Нашеда, Г. Вотруби [428],
[429], К. Рао [465], А. Албєрта [5], В. Королюка, А. Турбiна [137],
С. Кемпбелла [340], Е. Дойча [359], А. Бен-Iзраеля, Т. Гревiлля та iнших
математикiв.
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Дослiдження диференцiально-операторних рiвнянь у банахових та
гiльбертових просторах пов’язане з розвитком теорiї напiвгруп опера-
торiв. Фундаментальними є результати, отриманi Е. Хiлле та Р. Фiлi-
псом [274], К. Iосiдою [126], В. Феллером i Т. Като [129], I. Мiядером
та М. Крейном [143], С. Крейном [144], Дж. Голдстейном [372], А. Пазi
[444], А. Ягi [491], К. Енгелем, Р. Нагелем [366]. У цих працях теорiю
застосовували до дослiдження операторно-диференцiальних рiвнянь iз
необмеженими операторними коефiцiєнтами. Окремої уваги вартi пра-
цi, в яких дослiджували диференцiальнi рiвняння зi сталими опера-
торними коефiцiєнтами. Дж. Голдстейн [372], А. Пазi [444], Д. Хенрi
[273], А. Баскаков [29] та iншi вивчали гладкiсть розв’язкiв операторно-
диференцiальних рiвнянь залежно вiд властивостей операторних коефi-
цiєнтiв та неоднорiдної частини. Диференцiальнi рiвняння з оператора-
ми зсуву розглядали Г. Лiф, С. Канторовiц, А. Баскаков [23], М. Горо-
днiй [100], А. Чайковський. Апроксимацiю розв’язкiв диференцiальних
рiвнянь iз операторними коефiцiєнтами, що вiдповiдають рiзницевим
схемам, дослiджували в працях П. Соболевського [248], О. Самарсько-
го, В. Макарова, I. Гаврилюка.

Одним iз важливих питань у якiснiй теорiї звичайних диференцiаль-
них рiвнянь є питання про iснування обмежених розв’язкiв. Важливим
аспектом теорiї крайових задач для такого класу рiвнянь є дослiджен-
ня питань розв’язностi задач iз умовами на нескiнченностi. Цей напрям
починається з праць А. Пуанкаре та А. М. Ляпунова.

У серединi ХХ ст. теорiю операторно-диференцiальних рiвнянь по-
чали розробляти М. Крейн [142], Х. Массера, Х. Шеффер [176], В. Коп-
пель [353]—[355], Ф. Хартман [269], Р. Саккер, Дж. Селл [475], К. Палмер
[436], [438]. Такi задачi дослiджували як у скiнченновимiрному випадку
(Я. Курцвейль, А. Самойленко, В. Кулик [185], О. Бойчук, [327]), так i у
нескiнченновимiрному випадку (Б. Левiтан, В. Жиков [156], Е. Мухама-
дiєв, В. Слюсарчук [253], А. Баскаков [23]—[29], Д. Хенрi [273], Ю. Да-
лецький [109]. Умови iснування та єдиностi обмежених розв’язкiв лiнiй-
них рiзницевих рiвнянь вивчали В. Кiм, Д. Мартинюк, В. Слюсарчук,
А. Самойленко, Ю. Теплiнський, Ю. Томiлов [395], О. Бойчук, I. Гайшун
у випадку обмежених операторних коефiцiєнтiв, а також А. Дорогов-
цев [277], А. Баскаков, М. Городнiй i̧teGorodn, А. Чайковський [277] у
випадку необмежених операторних коефiцiєнтiв.

Експоненцiально-дихотомiчнi на всiй осi системи утворюють клас
систем, розв’язки яких можуть як спадати до нуля з експоненцiальною
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швидкiстю, так i необмежено зростати. Обмеженi на всiй осi розв’язки
таких систем у скiнченновимiрному випадку розглядали О. Перрон
[447], А. Майзель [167], В. Коппель [353], Р. Саккер, Дж. Селл [472],
Ю. Митропольский, А. Самойленко, В. Кулик [185], а в нескiнченнови-
мiрних просторах Банаха —– М. Крейн, Ю. Далецький [143], Х. Массер,
Х. Шеффер [176], Ф. Хартман [269], I. Чуєшов [350], В. Мельников [182].
У працях Р. Саккера, Дж. Селла [472], К. Палмера [436] умову експонен-
цiальної дихотомiї на всiй осi однорiдної диференцiальної системи було
послаблено зi замiною на умову експоненцiальної дихотомiї на пiвосях,
а також вперше доведено нетеровiсть вiдповiдного оператора в процесi
розв’язуваннi задачi про обмеженi на всiй осi розв’язки. Подальшого
розвитку ця iдея набула у працях О. Бойчука, А. Самойленка [327], де
з використанням узагальнено-обернених операторiв i псевдообернених
за Муром–Пенроузом матриць дослiджували задачу про iснування, бi-
фуркацiю та розгалуження обмежених на всiй осi розв’язкiв за лiнiйних
та нелiнiйних збурень. Поняття експоненцiальної дихотомiї для еволю-
цiйних рiвнянь з необмеженими операторними коефiцiєнтами система-
тично вивчав Д. Хенрi.

У працях Х. Родрiгеса, Дж. Фiлхо [469] доведено аналог альтер-
нативи Фредгольма (за умови експоненцiальної дихотомiї на пiвосях
вiдповiдного однорiдного рiвняння). Фредгольмовiсть оператора вiд-
повiдного диференцiального рiвняння з необмеженими коефiцiєнтами
дослiджували А. Баскаков [22]—[25], Ю. Латушкiн, Ю. Томiлов [395].
О. Станжицький [258] вивчав експоненцiальну дихотомiю стохастичних
систем Iто за допомогою квадратичних форм, а В. Слюсарчук [254] та
Е. Мухамадiєв –– експоненцiальну дихотомiю розв’язкiв дискретних си-
стем. Наведенi крайовi задачi розглядали здебiльшого для випадку, ко-
ли лiнеаризована частина таких операторiв є нетеровою або фредголь-
мовою. Тому дослiдження операторно-диференцiальних крайових за-
дач, лiнеаризована частина яких є нормально-розв’язним оператором
або узагальнено нормально-розв’язним оператором є цiкавими та акту-
альними. Саме таким питанням й присвячено цю монографiю. Для того
щоб розширити сферу застосування до операторних рiвнянь, якi є не
нормально-розв’язними, а узагальненими нормально-розв’язними опе-
раторними рiвняннями, тобто такими, що мають незамкнену множину
значень, побудовано теорiю узагальненої розв’язностi.
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УМОВНI ПОЗНАЧЕННЯ

Rn (Zn) — n-вимiрний евклiдiв простiр (з цiлочисельними коор-
динатами);

J — вiдрiзок на дiйснiй прямiй (скiнченний або нескiнчен-
ний);

BC(J,H) — банахiв простiр неперервних та обмежених на J

вектор-функцiй зi значеннями у просторi Гiльберта H;
l∞(Z,B) — банахiв простiр обмежених послiдовностей зi значен-

нями у просторi Банаха B;
L(B1,B2) — банахiв простiр лiнiйних обмежених операторiв, що дi-

ють з простору Банаха B1 у простiр Банаха B2;
SGI(B1,B2) — простiр лiнiйних сильно узагальнено-оборотних опера-

торiв, що дiють з простору Банаха B1 у простiр Бана-
ха B2;

GI(B1,B2) — простiр лiнiйних узагальнено-оборотних операторiв,
що дiють з простору Банаха B1 у простiр Банаха B2;

PI(H1,H2) — простiр лiнiйних псевдообернених за Муром—Пенро-
узом операторiв, що дiють з простору Гiльберта H1 у
простiр Гiльберта H2;

L2([a; b];H) — гiльбертiв простiр iнтегровних iз квадратом на вiдрiз-
ку [a; b] функцiй зi значеннями у просторi Гiльберта
H;

lp — банахiв простiр послiдовностей, сумовних з p-степе-
нем;

c — банахiв простiр збiжних послiдовностей;
c0 — банахiв простiр збiжних до нуля послiдовностей;
m або l∞ — банахiв простiр обмежених послiдовностей;
R(L) — множина значень оператора L;
N(L) — ядро оператора L;
(G[·])(t) — узагальнений оператор Грiна;
L−
X,Y — сильний (X,Y )-узагальнено-обернений;

L
+ — сильний псевдообернений до оператора L;

PY (PY ) — проєктор (ортопроєктор) на пiдпростiр Y простору Ба-
наха (Гiльберта);
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U0 = limn→∞

∑n−1
k=0 U

k

n — оператор усереднення;
σNS — вiдносний спектр оператора;
V ⊂ H ⊂ V ∗ — оснащена трiйка просторiв Гiльберта;
eA1,A2,t
τ — операторний запiзнювальний експоненцiал;
AP (R,B) — простiр майже перiодичних функцiй зi значе-

ннями у банаховому просторi B;
WAP (R,B) — простiр слабко майже перiодичних функцiй зi

значеннями у банаховому просторi B



14

РОЗДIЛ 1

УЗАГАЛЬНЕНО-ОБЕРНЕНI ТА ПСЕВДООБЕРНЕНI
ОПЕРАТОРИ

Наведемо головнi означення та твердження з функцiонального ана-
лiзу, теорiї топологiчних векторних просторiв та операторiв, якi викори-
стовуватимемо надалi. Матерiал, поданий у цьому роздiлi, є довiдковим.
Теореми викладено без доведень, з посиланнями на джерела, де можна
детальнiше та глибоко ознайомитися з ними.

1.1. Топологiчнi та векторнi простори

Наступнi означення подано в працi [225].

Означення 1.1. Векторний (лiнiйний) простiр E над полем Φ(Φ =

= R,C) дiйсних (комплексних) чисел – це множина з операцiями дода-
вання та множення на скаляри (x, y ∈ E → x+y ∈ E ; x ∈ E, λ ∈ Φ →
→ λx ∈ E) з такими властивостями :

1)x+ y = y + x;
2)x+ (y + z) = (x+ y) + z;
3)∃θ : x+ θ = θ + x = x;
4)∀x ∃ − x : x+ (−x) = θ;
5)(λµ)x = λ(µx);
6)(λ+ µ)x = λx+ µx;
7)λ(x+ y) = λx+ λy;
8)1 · x = x.

Лiнiйнi операцiї над елементами простору E розповсюджуються на
його пiдмножини:
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для довiльних x ∈ E та A ⊂ E

x+ A = {x+ y : y ∈ A};

для довiльних A ⊂ E та B ⊂ E

A+B = {x+ y : x ∈ A, y ∈ B};

для довiльних λ ∈ Φ та A ⊂ E

λA = {λx : x ∈ A}.

Аналогiчно, для довiльної множини A пiдмножин з E

x+A = {x+ A : A ∈ A}.

Множина A+A взагалi вiдрiзняється вiд множини 2A, але завжди має
мiсце включення 2A ⊂ A+ A.

Пiдмножину M з E називають векторним пiдпростором простору
E, якщо x+ y ∈M та λx ∈M для всiх x, y ∈M та λ ∈ Φ (тобто, якщо
M +M ⊂M та λM ⊂M для всiх λ ∈ Φ).

Означення 1.2. Пiдмножину A векторного простору E називають

опуклою, якщо λx+ µy ∈ A для довiльних x, y ∈ A та всiх λ ≥ 0, µ ≥ 0
таких, що λ+ µ = 1.

Означення 1.3. Пiдмножину A векторного простору E називають

врiвноваженою, якщо λx ∈ A для довiльних x ∈ A та всiх λ таких,
що |λ| ≤ 1.

Означення 1.4. Пiдмножину A векторного простору E називають

абсолютно-опуклою, якщо вона одночасно є опуклою та врiвноваже-
ною.

Зауважимо, що попереднє означення рiвносильне наступнiй вимозi
[225, c.15] : λx+ µy ∈ A для всiх x, y ∈ A та λ, µ таких, що |λ|+ |µ| ≤ 1.

Означення 1.5. Пiдмножину A векторного простору E називають

поглинальною, якщо для кожного x ∈ E iснує таке λ > 0, що x ∈ µA,
де µ: |µ| ≥ λ.

Топологiчний простiр — це множина надiлена структурою вiдкритих
множин, яка дає можливiсть розглядати збiжнiсть та неперервнiсть.
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Означення 1.6. Топологiчний простiр — це множина S з видiленною

родиною пiдмножин T ⊂ 2S, якi називають вiдкритими множинами
й задовольняють такi властивостi : (i) T є замкненою вiдносно скiн-
ченних перетинiв, тобто якщо A,B ∈ T, то A

⋂
B ∈ T;

(ii) T є замкненою вiдносно довiльних об’єднань, тобто якщо Aα ∈ T

для всiх α з деякої множини iндексiв I, то
⋃
α∈I Aα ∈ T;

(iii) ∅, S ∈ T.
T називають топологiєю в S.

Означення 1.7. Множину B ⊂ T називають базою топологiї T, якщо

довiльна T ⊂ T має вигляд T =
⋃
αBα для деякої сiм’ї {Bα} ⊂ B.

Нехай x — точка топологiчного простору S. Множину N називають
околом точки x, якщо iснує вiдкрита множина U така, що x ∈ U ⊂ N .

Множину N пiдмножин топологiчного простору S називають базою
околiв точки x, якщо кожна з N ∈ N є околом точки x й для довiльного
околу M точки x iснує така множина N ∈ N, що N ⊂ M . Поширеною
є також назва фундаментальна система околiв.

Означення 1.8. Нехай < S,T > та < T,U > — два топологiчних

простори. Функцiю f : S → T називають неперервною, якщо f−1[A] ∈
∈ T для кожної A ∈ U, тобто прообраз довiльної вiдкритої множини
є вiдкритою множиною.

Функцiю f називають вiдкритою, якщо f [B] вiдкрита для кожної
B ∈ T. Якщо f вiдкрита й неперервна, її називають взаємно неперерв-
ною. Взаємно неперервну бiєкцiю називають гомеоморфiзмом.

Гомеоморфiзми — це iзоморфiзми топологiчних просторiв.

Означення 1.9. Нехай < S,T > — топологiчний простiр та нехай

A ⊂ S. Iндукована (вiдносна) топологiя на A визначається сiм’єю мно-
жин TA = {O

⋂
A|O ∈ T}. Пiдмножину B ⊂ A називають вiдкритою

в iндукованiй топологiї, якщо B ∈ TA.

Топологiчний простiр називають вiддiльним або гаусдорфовим, якщо
двi його довiльнi рiзнi точки мають неперетиннi околи. Важливий клас
топологiчних просторiв утворюють метричнi простори. За базу тополо-
гiї в ньому можна обрати сiм’ю його куль.

Нехай E – векторний простiр над полем Φ(Φ = R,C) дiйсних або
комплексних чисел. Кажуть, що топологiя T в E узгоджується з ал-
гебричною структурою, якщо алгебричнi операцiї в E є неперервними,
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тобто x+y — неперервна функцiя пари змiнних x, y, а λx — неперервна
функцiя пари змiнних λ, x. Топологiчний векторний простiр над Φ —
це векторний простiр над Φ, надiлений топологiєю, що узгоджується з
його алгебричною структурою.

У кожному топологiчному векторному просторi iснує базис врiвно-
важених околiв. У найважливiших топологiчних векторних просторах
iснує також базис опуклих околiв. Такi простори називають локально-
опуклими.

Означення 1.10. Невiд’ємну (скiнченну) дiйснозначну функцiю p, ви-

значену на E, називають напiвнормою, якщо вона задовольняє власти-
востi:

1) p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) (напiвадитивнiсть);
2) p(λx) = |λ|p(x);
для всiх x, y ∈ E та λ ∈ Φ.

Кожнiй абсолютно опуклiй та поглинальнiй множинi M векторного
простору E можна поставити у вiдповiднiсть функцiонал

pM(x) = inf
α>0,α−1x∈M

α,

який називають функцiоналом Мiнковського, причому вiн буде утворю-
вати деяку напiвнорму в E [126]. I навпаки, для довiльної напiвнорми
p на E множини {x : p(x) < α} та {x : p(x) ≤ α} для довiльного α > 0 є
абсолютно опуклими та поглинальними. Виявляється, що ця двоїстiсть
мiж напiвнормами та абсолютно опуклими поглинальними множинами
дає можливiсть iнакше визначити поняття локально-опуклого простору.

Теорема 1.1. [225, c.30]. Нехай на векторному просторi E задано до-

вiльну сiм’ю напiвнорм Q. Тодi в E iснує найслабша, узгоджена з алге-
бричною структурою, топологiя, в якiй кожна напiвнорма з Q є непе-
рервною. У цiй топологiї E є локально-опуклим простором з базисом
замкнених околiв, утвореним можливими множинами вигляду

{x : sup
1≤i≤n

pi(x) ≤ ε} (ε > 0, pi ∈ Q).

Локально-опуклий простiр E буде вiддiльним тодi й тiльки тодi, ко-
ли система напiвнорм Q, що задає його топологiю задовольняє таку
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аксiому вiддiльностi: для кожного x ̸= 0 iснує напiвнорма p ∈ Q та-
ка, що p(x) ̸= 0 [126], [225, c.30]. У лiтературних джерелах локально-
опуклим простором часто називають вiддiльний локально-опуклий про-
стiр.

Якщо p – норма на E, то простiр E, топологiя якого визначається
цiєю нормою, буде нормованим, а тому й метричним. Наступна теорема
дає характеризацiю метричних локально-опуклих просторiв.

Теорема 1.2. [223, c.150]. Нехай E – вiддiльний локально-опуклий то-

пологiчний простiр. Умови рiвносильнi таким:
а) E метризований;
б) нуль має злiченний базис околiв;
в) топологiя на E породжується деякою злiченною сiм’єю напiв-

норм.

Повний метризований локально-опуклий простiр називають просто-
ром Фреше. Повний нормований простiр називають простором Банаха
(банаховим).

Нехай E — векторний простiр над полем Φ i M — його векторний
пiдпростiр. Тодi вiдношення x − y ∈ M є вiдношенням еквiвалентно-
стi у E, а множина E/M всiх класiв еквiвалентностi X, Y, ... може бути
векторним простором над Φ, який називають факторпростором E за
вiдношенням M (якщо X, Y ∈ E/M , то X + Y ∈ E/M та λX ∈ E/M

при λ ̸= 0; залишається покласти 0 ·X =M) [225, c.115]. Класом еквiва-
лентностi k(x), якому належить елемент x ∈ E, є x+M , де k — лiнiйне
вiдображення; його називають канонiчним вiдображенням E на E/M .

Якщо E — локально-опуклий простiр i U – базис абсолютно опуклих
околiв, то множина k(U)(U ∈ U) утворює базис околiв топологiї в E/M ,
яку називають фактортопологiєю; E/M , надiлений цiєю топологiєю, є
локально-опуклим простором. Оскiльки U ⊂ k−1(k(U)) для кожного
U ∈ U, то k неперервне; при цьому фактортопологiя — найсильнiша з
топологiй в E/M , за якої k є неперервним.

Наведемо властивостi факторизованого локально-опуклого просто-
ру у виглядi теорем з [225].

Теорема 1.3. [225, c.116]. Факторпростiр E/M , надiлений фактор-

топологiєю, є вiддiльним тодi й тiльки тодi, коли M – замкнений
векторний пiдпростiр простору E.
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Теорема 1.4. [225, c.117]. Довiльне лiнiйне вiдображення t локально-

опуклого простору E у локально опуклий простiр F розкладається у
композицiю t = u ◦ k, де u – взаємно однозначне лiнiйне вiдображення
E/t−1(0) в F , k – канонiчне вiдображення E на E/t−1(0); t — неперервне
тодi й тiльки тодi, коли неперервне u.

У загальному випадку факторпростiр повного простору за його за-
мкненим векторним пiдпростором не обов’язково буде повним. Простiр
Фреше має у цьому вiдношеннi перевагу. А саме: виконується таке твер-
дження.

Теорема 1.5. [225, c.175]. Факторпростiр простору Фреше за замкне-

ним векторним пiдпростором є простором Фреше.

Нехай E – локально-опуклий простiр, M та N – векторнi пiдпро-
стори простору E, якi перетинаються лише в нулi. Прямою (алгебри-
чною) сумою просторiв M та N називають множину всiх векторiв
x1+x2, x1 ∈M,x2 ∈ N , якщо вони породжують весь простiр E (це озна-
чає виконання умов M +N = E,M ∩N = ∅). Позначається: E =M+̇N .
Якщо, крiм того, M та N є замкненими пiдпросторами (надiленими
вiдповiдною iндукованою топологiєю), то кажуть про розклад у пряму
(топологiчну) суму замкнених пiдпросторiв та пишуть E = M ⊕ N . У
цьому випадку пiдпростiр M називають топологiчним прямим допов-
ненням пiдпростору N у E. Пiдпростiр, для якого iснує топологiчне
пряме доповнення, називають топологiчно доповнювальним. На жаль,
пряма сума двох пiдпросторiв може не бути пiдпростором (тобто може
бути незамкненою). Далi наведено твердження стосовно доповнюваль-
ностi та розкладу в топологiчнi суми пiдпросторiв вихiдного простору.

Теорема 1.6. [102, c.45,46]. Нехай B – банахiв простiр, а B1 та B2

два його пiдпростори, якi перетинаються лише у нулi. Для того щоб
пряма сума B1 ⊕B2 була пiдпростором, необхiдно та достатньо, щоб
iснувала стала k ≥ 0, така що:

||x1 + x2|| ≥ k(||x1||+ ||x2||), x1 ∈ B1, x2 ∈ B2.

Якщо B = H — простiр Гiльберта, то довiльний його пiдпростiр має
пряме доповнення, за яке можна обрати ортогональне доповнення до
пiдпростору.
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Теорема 1.7. [9]. 1. Якщо B1 — n-вимiрний пiдпростiр простору Ба-

наха B, то для B1 iснує замкнене доповнення, яке може бути заданим
за допомогою n лiнiйно незалежних функцiоналiв.

2. Якщо B2 – замкнений пiдпростiр у просторi Банаха B, заданий
скiнченним набором з n лiнiйно незалежних функцiоналiв

B2 = {x : fi(x) = 0, i = 1, ..., n},

то для B2 iснує доповнення розмiрностi n.

Проблема доповнювальностi банахових пiдпросторiв пов’язана з так
званою проблемою Банаха (див., наприклад, [217]).

Один з найперших прикладiв недоповнювального пiдпростору був
побудований Р.Фiлiпсом. Вiдомо [272, c.183], що простори c0 (збiжних до
нуля послiдовностей) та l∞ (обмежених послiдовностей) є банаховими
вiдносно норми ||ξ||∞ := sup{|ξk||k ∈ N} (ξ = (ξ1, ξ2, ...)), причому c0 –
замкнений пiдпростiр простору l∞. Вiн довiв, що пiдпростiр c0 в l∞ є
недоповнювальним. Дiйсно, справедливою є така теорема.

Теорема 1.8. (Лiнденштраус, Цафрiрi). ([272, c.185], [408]). Наступнi

властивостi банахового простору E є еквiвалентними:
(i) будь-який пiдпростiр у E має топологiчне пряме доповнення;
(ii) простiр E топологiчно iзоморфний деякому гiльбертовому про-

стору.

Для локально-опуклих просторiв справедливими є такi теореми що-
до розкладу простору в топологiчнi прямi суми пiдпросторiв.

Теорема 1.9. [225, c.141]. Нехай локально-опуклий простiр E є ал-

гебричною прямою сумою власних векторних пiдпросторiв M та N , p
та q – проєкцiї E на M та N , а h та k – канонiчнi вiдображення E

на E/M та E/N . Тодi рiвносильними є такi твердження:
1) E є топологiчною сумою пiдпросторiв M та N ;
2) p — неперервне;
3) q — неперервне;
4) h — iзоморфiзм N на E/M ;
5) k — iзоморфiзм M на E/N .
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Теорема 1.10. [225, c.143]. Векторний пiдпростiр M локально-

опуклого простору E є доповнювальним тодi й тiльки тодi, коли
iснує неперервний лiнiйний проєктор p простору E у себе такий, що
p(E) =M й p2 = p.

Зазначимо, що простiр Фреше щодо доповнювальностi має перева-
ги над iншими локально-опуклими просторами. Справедливим є таке
твердження.

Теорема 1.11. [225]. Якщо простiр Фреше є алгебричною прямою су-

мою двох власних векторних пiдпросторiв, то вiн є їх топологiчною
сумою.

1.2. Узагальнено-оберненi та псевдооберненi
оператори

Тут йтиметься лише про лiнiйнi перетворення та оператори.
Нехай V та W — векторнi простори над довiльним полем, L(V,W ) —

множина всiх лiнiйних перетворень, що дiють з простору V у простiрW .
Для лiнiйного перетворення A ∈ L(V,W ) через R(A) i N(A) позначати-
мемо вiдповiдно образ та ядро A.

Означення 1.11. [359]. Нехай A ∈ L(V,W ). Лiнiйне перетворення

B ∈ L(W,V ) називають напiвоберненим для A, якщо ABA = A.

Означення 1.12. Нехай A ∈ L(V,W ). Лiнiйне перетворення B ∈
∈ L(W,V ) називають рефлексивно напiвоберненим для A, якщо ABA =
= A й одночасно BAB = B.

Означення 1.13. Нехай A ∈ L(V,W ), H — пiдпростiр V такий, що

V = H ⊕ N(A) i нехай J — пiдпростiр W такий, що W = R(A) ⊕ J .
Тодi пару (H, J) називають A-допустимою парою.

Наявнiсть пар (H, J) для будь-якого лiнiйного перетворення над ве-
кторними просторами випливає з того факту, що будь-який пiдпростiр
векторного простору має алгебричне доповнення [359].

Означення 1.14. Нехай A ∈ L(V,W ) i (H, J) — A-допустима пара.

Тодi вiдображення
A+

H,J : W → V,
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A+
H,Jy = A−1

H y1, y = y1 + y2, y1 ∈ R(A), y2 ∈ J,

називають (H , J)−псевдооберненим до A.

У цьому означеннi вiдображення AH : H → R(A) дiє за таким пра-
вилом: AHx = Ax, x ∈ H. Згiдно з теоремою 12 [359] до цього вiдобра-
ження є лiнiйне обернене A−1

H .
Будь-яке псевдообернене вiдображення є також й рефлексивно на-

пiвоберненим. Для будь-якого лiнiйного вiдображення над векторними
просторами iснує псевдообернене.

Узагальнення цих результатiв на випадок просторiв з додатковою
геометричною структурою не завжди, можливо, й потребує додаткових
вимог.

Наприклад, у гiльбертовому просторi для того, щоб множина зна-
чень лiнiйного оператора була пiдпростором, вона повинна бути замкне-
ною. У такому випадку iснує ортогональне доповнення до цього пiдпро-
стору [223]. У банаховому просторi навiть умова замкненостi пiдпросто-
ру виявляється не достатньою для iснування топологiчного доповнення
до всього простору (про це йшлося вище).

Оскiльки замкненiсть множини значень є суттєвою умовою, то се-
ред класу операторiв, що дiють з одного банахового простору в iнший
видiляють нормально-розв’язнi. Iснує декiлька еквiвалентних означень
цього класу операторiв [145], [262], [326, c.33].

Означення 1.15. Щiльно визначений оператор L, що дiє з одного ба-

нахового простору B1 в iнший B2 називають нормально-розв’язним,
якщо множина значень його є замкненою R(L) = R(L).

Надалi L(B1, B2) позначатимемо простiр лiнiйних неперервних опе-
раторiв, що дiють з одного простору Банаха в iнший.

Для множини M у банаховому просторi B та множини N у його
спряженому просторi B∗ видiляють такi поняття ортогональностi [145]:

M⊥ = {f ∈ B∗ :< x, f >= 0 ∀x ∈M},

⊥N = {x ∈ B :< x, f >= 0 ∀f ∈ N}.

Для рiвнянь вигляду Lx = y з нормально-розв’язним оператором
iснують необхiднi й достатнi умови розв’язностi.

Справедливою є така теорема [102], [137], [326, c.34].
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Теорема 1.12. Для того щоб замкнений щiльно визначений оператор

L ∈ L(B1, B2), у якого R(L) ̸= B2, був нормально-розв’язним, необхiдно
й достатньо, щоб виконувалась одна з таких умов:

а) ⊥N(L∗) = R(L);
б) рiвняння Lx = y розв’язне лише для тих y ∈ B2, що задовольня-

ють умову
ϕ(y) = 0,

де ϕ — будь-який розв’язок однорiдного спряженого рiвняння

L∗ϕ = 0.

Але ця теорема дає тiльки умови розв’язностi. Загальний розв’язок
таких рiвнянь можна визначити не завжди.

У випадку банахового простору оператор L ∈ L(B1, B2) називають
узагальнено-оборотним, якщо iснує оператор X ∈ L(B2, B1) такий, що
LXL = L [102]. Зауважимо, що у випадку лiнiйних векторних просто-
рiв такий оператор називають напiвоберненим. Оператор X називають
узагальнено-оберненим до оператора L i позначають L−. Зауважимо,
що з множини узагальнено-оборотних до L операторiв можна видiли-
ти такий Y , що буде виконуватися додаткова умова: Y LY = Y . Якщо
до оператора є узагальнено-обернений, то можна побудувати загальний
розв’язок операторного рiвняння Lx = y. За певних додаткових умов
нормально-розв’язний оператор є узагальнено-оборотним. А саме, спра-
ведливим є такий критерiй.

Теорема 1.13. [102], [137], [326, c.39]. Для того, щоб оператор L ∈
∈ L(B1, B2) був узагальнено-оборотним, необхiдно й достатньо, щоб:

1. L був нормально-розв’язним оператором.
2. Пiдпростiр N(L) мав пряме доповнення в B1.
3. Пiдпростiр R(L) мав пряме доповнення в B2.

Лема. [137]. Якщо L ∈ L(B1, B2) замкнений оператор та iснує за-
мкнений лiнiйний пiдпростiр M простору B2 такий, що

B2 =M ⊕R(L),

то L є нормально-розв’язним оператором.
Якщо оператор L вiдображає простiр B у себе, то справедливим є

таке означення.
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Означення 1.16. [137]. Замкнений щiльно визначений оператор

L : B → B називають зведено-оборотним, якщо

B = N(L)⊕R(L).

Звичайно, що у гiльбертовому просторi нормальна розв’язнiсть еквi-
валентна узагальненiй оборотностi. Будь-який скiнченновимiрний опе-
ратор є узагальнено-оборотним (умови 1—3 виконуються).

Якщо оператор L ∈ L(H1, H2) дiє з простору Гiльберта H1 у простiр
Гiльберта H2, то з множини узагальнено-обернених операторiв L− ∈
∈ L(H2, H1) можна обрати єдиний, що задовольняє властивостi:

1.LL−L = L; 2.L−LL− = L−;

3.(LL−)∗ = LL−; 4.(L−L)∗ = L−L.

Такий оператор називають псевдооберненим за Муром—Пенроузом
[445] оператором i позначають L+. Цей оператор має додатковi екстре-
мальнi властивостi на вiдмiну вiд звичайного узагальнено-оберненого
[82], [102], [326], [465], [81]. Насправдi, для iснування L+ достатньо
виконання лише властивостей 1 та 3. Надалi будемо писати, що
L ∈ PI(H1,H2), якщо оператор L має псевдообернений за Муром—
Пенроузом оператор, PI(H1,H2) — множина всiх таких операторiв.

Серед нормально-розв’язних операторiв видiляють декiлька класiв
операторiв, якi вартi особливої уваги [145].

Нехай n = n(L) = dimN(L), d = d(L) = dimN(L∗). Iндекс оператора
визначають як indL = n(L)− d(L) ([326], [145] тощо).

Згiдно з класифiкацiєю С.Г. Крейна [145] нормально-розв’язний за-
мкнений оператор, у якого n(L) або d(L) скiнченне, називають вiдпо-
вiдно n-нормальним або d-нормальним оператором.

У випадку, коли обидва числа n(L) та d(L) є скiнченними, опера-
тор L називають нетеровим. Якщо додатково оператор L є оператором
нульового iндексу, то його називають фредгольмовим (фредгольмовим
iндекса нуль). Зауважимо, що в iноземнiй лiтературi останнi два типи
операторiв часто не розрiзняють i називають їх або фредгольмовими,
або F -операторами.

Для фредгольмових операторiв справедливою є лема Шмiдта [64]
та її розвинення — теорема Нiкольського [192] про загальне подан-
ня обмеженого фредгольмового оператора у виглядi суми неперервно-
оборотного й скiнченновимiрного операторiв [326]. Узагальнення цього
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критерiю на необмеженi оператори та просте доведення теореми Нiколь-
ського наведено у працi [466] (див. також список лiтератури до неї).

Така характеризацiя Нiкольського справедлива лише для фредголь-
мових операторiв, а не для нетерових операторiв.

Для нетерових операторiв виконується характеризацiя Аткiнсона
[17] про те, що будь-який нетерiв оператор можна подати у виглядi
суми односторонньо оберненого й скiнченновимiрного операторiв.

Наведенi теореми про подання дають можливiсть отримати констру-
кцiю узагальнено-оберненого до нетерового оператора за допомогою
спецiальних скiнченновимiрних операторiв, якi додають до вихiдного
нетерового оператора [326].

Це оператори проєктування на ядро та образ нетерового оператора.
Теорiю узагальнено-обернених операторiв ефективно використовують
пiд час дослiдження рiвнянь з оператором, що має наведенi властивостi.
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РОЗДIЛ 2

УЗАГАЛЬНЕНI НОРМАЛЬНО-РОЗВ’ЯЗНI ОПЕРАТОРНI
РIВНЯННЯ У ПРОСТОРАХ ФРЕШЕ, БАНАХА ТА

ГIЛЬБЕРТА

Теорiю нормально-розв’язних операторних рiвнянь достатньо вивче-
но для рiвнянь з оператором, який має замкнену множину значень. За
певних додаткових умов такi оператори мають узагальнено-оберненi або
псевдооберненi за Муром—Пенроузом оператори залежно вiд просторiв,
у яких дослiджують рiвняння. З використанням цiєї теорiї вдається до-
слiджувати операторно-диференцiальнi рiвняння та крайовi задачi для
них у тому випадку, коли лiнеаризована однорiдна частина таких задач
є нормально-розв’язним оператором. Для задач iз оператором, що має
незамкнену множину значень (не є нормально-розв’язним) такої завер-
шеної теорiї не розроблено.

У цьому роздiлi запропоновано вiдповiднi означення для рiвнянь iз
оператором, що не обов’язково має замкнену множину значень. Пока-
зано, як треба розширити вихiдний простiр й оператор на нього так,
щоб розширений оператор був нормально-розв’язним. Такi задачi буде-
мо називати узагальненими нормально-розв’язними.

2.1. Сильний узагальнено-обернений
та псевдообернений оператори

Вiдомо [420], [445], що для будь-якої прямокутної матрицi розмiру
m × n iснує псевдообернена за Муром—Пенроузом. На жаль, такого
результату для лiнiйних вiдображень у нескiнченновимiрних, навiть, у
просторах Гiльберта немає через наявнiсть складнiшої геометрiї. Як
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вiдомо, у просторах Гiльберта в довiльного лiнiйного обмеженого опе-
ратора L є псевдообернений за Муром—Пенроузом оператор L+ тодi
й тiльки тодi, коли вiн є нормально-розв’язним. Таким чином, умова
замкненостi множини значень L видiляє пiдклас нормально-розв’язних
операторiв, що мають псевдообернений [145], [327]. Для просторiв Ба-
наха та загальнiших топологiчних просторiв цiєї умови виявляється не-
достатньо, навiть для того, щоб iснував узагальнено-обернений опера-
тор L−. Iснування такого оператора забезпечує умова доповнювально-
стi образу нормально-розв’язного оператора R(L) = R(L) та його ядра
N(L) (див., наприклад, [137]). Для операторiв, що не мають замкненої
множини значень, такої завершеної теорiї не розроблено. Саме таким
питанням й присвячено цей пiдроздiл, де розглядаються визначення
та побудова узагальнено-обернених операторiв до лiнiйних обмежених,
що дiють у просторах Фреше, Банаха та Гiльберта з не обов’язково
замкненою множиною значень. Для того щоб розв’язати цю задачу,
пропонується розширити вихiдний простiр й оператор L на нього так,
щоб розширений оператор L був нормально-розв’язним. Використову-
ючи розширений оператор L, для рiвняння Lx = y видiляють три типи
розв’язкiв, якi гарантують їх iснування за додаткових умов на правi
частини.

Нехай L : H1 → H2 — довiльний лiнiйний обмежений оператор, що
дiє з простору Гiльберта H1 у простiр Гiльберта H2. При цьому не при-
пускається замкненiсть множини його значень.

Покажемо, як можна ввести поняття псевдооберненого за Муром—
Пенроузом оператора для довiльного лiнiйного обмеженого оператора.

Сильний псевдообернений оператор у просторах Гiльберта

Вiдомо [223], що простори Гiльберта H1 та H2 можна розкласти в
ортогональнi суми:

H1 = N(L)⊕X,H2 = R(L)⊕ Y. (2.1)

Тут X = N(L)⊥, Y = R(L)
⊥

— вiдповiдно ортогональнi доповнення до
нуль-простору та замикання образу R(L) оператора L. З огляду на пода-
ння (2.1) iснують оператори ортогонального проєктування PN(L), PX та

PR(L), PY на вiдповiднi пiдпростори: PN(L) : H1 → N(L), PX : H1 → X,
PR(L) : H2 → R(L), PY : H2 → Y . Позначимо через H фактор-простiр
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простору H1 за ядром N(L) (H = H1/N(L)). Оскiльки, як вiдомо з
праць [221, 225], iснує неперервна бiєкцiя, тобто взаємно однозначне
неперервне вiдображення p : X → H та проєкцiя j : H1 → H. Трiй-
ка (H1, H, j) є локально тривiальним розшаруванням з типовим шаром
PN(L)H [221, 225].

Визначимо оператор

L = PR(L)Lj
−1p : X → R(L) ⊂ R(L).

Цей оператор будують за допомогою ланцюга просторiв та операторiв:

X
p−−−→ H

j−1

−−−→ H1

H1
L−−−→ H2

P
R(L)−−−→ R(L) ⊂ R(L)

Запропоновану конструкцiю зручно подати у виглядi комутативної
дiаграми:

H1
L−−−→ H2

j

y yI
H H2

p−1

y yP
R(L)

X
L−−−→ R(L)⊂ R(L)⋂ ⋂

H1
L−−−→ H2

Легко переконатися у тому, що так визначений оператор є лiнiйним,
неперервним та iн’єктивним (тобто, якщо x1 ̸= x2, то Lx1 ̸= Lx2). Ско-
риставшись процесом поповнення [166] за нормою ||x||X = ||Lx||F , де
F = R(L), отримаємо новий простiр X й розширений оператор L, який
буде здiйснювати гомеоморфiзм мiж X та R(L) :

L : X → R(L), X ⊂ X.

Розглянемо розширений оператор L, який визначається так: L = LPX :

H1 → H2, при цьому справедливими є розклади у ортогональнi суми:

H1 = N(L)⊕X, H2 = R(L)⊕ Y.
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Зрозумiло, що якщо x ∈ H1, то Lx = Lx. Побудувавши до оператора
L розширений оператор L, який вже є нормально-розв’язним, можемо
запровадити таке означення.

Означення 2.1. Оператор L
+
: H2 → H1 будемо називати сильним

псевдооберненим до оператора L.

Зауваження 2.1. З цього означення випливає, що сильний псевдообер-

нений до L оператор є псевдооберненим до оператора L.

Продемонструємо запропонованi означення на прикладi конкретного
оператора.

Нехай оператор L : l2 → l2 дiє за правилом

Lx = L(x1, x2, ..., xn, ...) = (0, x2,
x3
2
, ...,

xn
n− 1

, ...).

Тодi його ядро збiгається з множиною послiдовностей вигляду
{α(1, 0, 0, ...), α ∈ R}. Пiсля факторизацiї можна вважати, що маємо
оператор L : l2 → l2, який дiє за правилом

L(y1, y2, ..., yn, ...) = (y1,
y2
2
, ...,

yn
n
, ...).

Доведемо, що його множина значень не є замкненою. Для цього доста-
тньо помiтити, що

l2 ∋ (1,
1

2
,
1

3
, ...,

1

n
, ...) = lim

k→∞
(1,

1

2
,
1

3
, ...,

1

k
, 0, 0, ...),

(1,
1

2
,
1

3
, ...,

1

k
, 0, 0, ...) = L(1, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸

k

, 0, 0, ...),

а вектор

(1,
1

2
,
1

3
, ...,

1

n
, ...) = L(1, 1, ...).

Але вектор, який складається з одиниць, не належить простору послi-
довностей l2. Тому вектор (1, 1

2
, 1
3
, ..., 1

n
, ...) не належить множинi значень

оператора L. Повповнивши простiр l2 за нормою ||x||H = ||Lx||l2 , отри-
маємо простiрH ⊃ l2, у якому цей оператор буде нормально-розв’язним.
Зазначимо, що простiр H досить широкий, бо мiстить у собi простiр
обмежених послiдовностей m. До оператора L будуємо традицiйний
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псевдообернений оператор, що є узагальненим (сильним) псевдообер-
неним оператором L

+
: l2 → H до оператора L, який у цьому випадку

буде мати такий вигляд:

(Lstrong)
+x = L

+
x = L

+
(x1, x2, ..., xn, ...) =

= (0, x2, 2x3, ..., (n− 1)xn, ...).

Розглянутий приклад iлюструє, як з оператора L за допомогою за-
пропонованої схеми отримати L та побудувати сильний псевдооберне-
ний L+ у вiдповiдних просторах.

Сильний узагальнено-обернений оператор
у просторах Фреше та Банаха

Нагадаємо, що для випадку, коли вихiднi простори H1 та H2 є ве-
кторними просторами, поняття узагальнено-оберненого оператора було
введено у працi Е. Дойтча [359] (про що йшлося у роздiлi 1). З огляду
на процес поповнення, розглядуваний вище, це поняття можна пошири-
ти й на випадок просторiв Фреше та Банаха з необов’язково замкненою
множиною значень.

Перейдемо до вiдповiдних конструкцiй. Нехай задано лiнiйний обме-
жений оператор L, що дiє з простору Банаха (Фреше) B1 у простiр
Банаха (Фреше) B2. Надалi вважатимемо, що простори N(L) i R(L) є
доповнювальними, тобто мають мiсце такi розклади у прямi суми пiд-
просторiв:

B1 = N(L)⊕X,B2 = R(L)⊕ Y, (2.2)

й вiдповiднi розклади одиницi:

IB1 = PN(L) + PX , IB2 = PR(L) + PY ,

де PN(L), PX , PR(L), PY — проєктори на вiдповiднi пiдпростори.
За аналогiєю до означення [359] допустимої пари (роздiл 1) введемо

означення узагальненої L допустимої пари.

Означення 2.2. Нехай L : B1 → B2 лiнiйний обмежений оператор, що

дiє з простору Банаха B1 у простiр Банаха B2, а пiдпростори X ⊂ B1

та Y ⊂ B2 такi, що виконується умова (2.2). Тодi пару (X, Y ) будемо

називати узагальненою L-допустимою парою.
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Розглянемо звужений оператор LX : X → R(L), LXx = Lx, x ∈ X

(лiнiйний, неперервний та iн’єктивний). Поповнимо простiр X за нор-
мою ||x|| = ||LXx||B2 i розширимо оператор LX на поповнений простiр
X за неперервнiстю. Розширений оператор позначимо LX . У попере-
дньому випадку гiльбертових просторiв оператор LX : X → R(L) здiй-
снював гомеоморфiзм мiж просторами X та R(L). Через B1 = X⊕N(L)

позначимо розширений вихiдний простiр.

Означення 2.3. Нехай L ∈ L(B1, B2) та (X, Y ) — узагальнена L-

допустима пара. Тодi вiдображення

L−
X,Y : B2 → B1,

L−
X,Y y = L

−1

X y1, y = y1 + y2, y1 ∈ R(L), y2 ∈ Y,

називають сильним (X, Y )-узагальнено-оберненим до L.

Безпосередньо з означення сильного (X, Y ) - узагальнено- обернено-
го оператора випливають такi властивостi:

LL−
X,YL = L, L−

X,YLL
−
X,Y = L−

X,Y на X,

або з замiною L на LX

LXL
−
X,YLX = LX , L−

X,YLXL
−
X,Y = L−

X,Y на X.

Аналогiв властивостей 3 та 4 (див. розд. 1) з означення псевдообер-
неного оператора у загальному випадку немає.

Зауваження 2.2. Якщо вихiднi простори є просторами Фреше, то по-

повнювати слiд за злiченною системою напiвнорм [126], [166]. Справ-
дi, запропонований пiдхiд залишається справедливим у випадку деяких
загальнiших нiж Фреше локально-опуклих просторах, а вiдповiдне по-
повнення будується за системою напiвнорм, що визначають тополо-
гiю простору.

Зауваження 2.3. Якщо вихiднi простори є просторами Гiльберта, то

сильний псевдообернений оператор L+ до оператора L, з введеного вище
означення, буде також й сильним (X, Y )-узагальнено-оберненим до L
у сенсi попереднього означення. Таким чином у просторах Гiльберта
довiльний лiнiйний обмежений оператор має сильний (N(L)⊥, R(L)

⊥
)-

узагальнено-обернений, де X = N(L)⊥, Y = R(L)
⊥
.
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Зауваження 2.4. На загальнi локально-опуклi простори означення,
запропонованi вище, у загальному випадку перенести неможливо, бо
як зазначалося, фактор-простiр повного локально-опуклого простору
за його замкненим пiдпростором може бути не повним [225].

Нижче розглядаються застосування побудованої теорiї до
ров’язування операторних рiвнянь.

2.2. Лiнiйнi рiвняння з обмеженим оператором.
Поняття узагальнених розв’язкiв та їх подання

Розглянемо у просторах Банаха B1 та B2 лiнiйне рiвняння

Lx = y, (2.3)

де y — елемент простору B2; L — такий лiнiйний обмежений опера-
тор, що пара (X, Y ) є узагальненою L-допустимою. Вiдомо [326], що в
загальному випадку розв’язок такого рiвняння може iснувати не для
всiх правих частин i може бути не єдиним. Коли розв’язку не iснує у
звичайному сенсi, то часто знаходять такий елемент x = x ∈ B1, який
мiнiмiзує норму нев’язки ||Lx − y||B2 = infx∈B1||Lx − y||B2 . Його на-
зивають псевдо- або квазiрозв’язком залежно вiд того, визначено його
на просторах Гiльберта чи Банаха, вiдповiдно [260], [326]. Для iснуван-
ня такого розв’язку умова замкненостi множини значень оператора L
є суттєвою, але у загальному випадку така варiацiйна задача може не
мати розв’язку.

Запропоновано такi означення розв’язкiв для рiвняння (2.3), щоб

можна було гарантувати їх iснування у тому чи iншому сенсi.
Використавши побудовану вище конструкцiю, розширимо вихiдний

простiр B1 й оператор L, заданий на ньому так, щоб варiацiйна зада-
ча на розширеному просторi завжди мала розв’язки у певному сенсi.
Вiдображення, яке встановлюватиме вiдповiднiсть мiж розв’язками та
правими частинами у загальному випадку є багатозначним.

Означення узагальнених розв’язкiв. Основнi результати сформулю-
ємо у просторах Банаха та Гiльберта. У цьому разi для рiвняння (2.3)

видiлимо такi три типи розв’язкiв.
1. Класичнi розв’язки.
Розглянемо випадок, коли оператор L є нормально-розв’язним. Тодi,

як вiдомо [326], неоднорiднiсть y ∈ R(L) у рiвняннi (2.3) належить обра-
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зу оператора тодi й тiльки тодi, коли PN(L∗)y = 0. У випадку iснування
узагальнено-оберненого оператора L− (для просторiв Гiльберта — псев-
дооберненого за Муром—Пенроузом оператора L+) множина розв’язкiв
рiвняння (2.3) у просторi Банаха має вигляд

x = L−y + PN(L)c ∀c ∈ B1,

а у просторi Гiльберта

x = L+y + PN(L)c ∀c ∈ H1.

2. Сильнi узагальненi розв’язки.
Розглянемо випадок, коли множина значень оператора L не є за-

мкненою. Оскiльки оператор L має (X, Y ) узагальнену L-допустиму
пару, то для просторiв B1 i B2 справедливим є розклад (2.2).

Тодi можна вести мову про сильний узагальнений розв’язок рiвнян-
ня (2.3). Оскiльки оператор LX здiйснює гомеоморфiзм мiж просторами

X i R(L), то iснує L−1

X та коректним буде наступне означення.

Означення 2.4. Елемент L
−1

X y будемо називати сильним узагальне-

ним розв’язком рiвняння (2.3), якщо y ∈ R(L).

Тодi множина всiх сильних узагальнених розв’язкiв рiвняння (2.3)

буде мати вигляд

x = L−
X,Y y + PN(L)c ∀c ∈ B1,

а оператор L−
X,Y y := L

−1

X y1, де y = y1 + y2, y1 ∈ R(L), y2 ∈ Y .
3. Узагальненi квазiрозв’язки.
Розглянемо випадок, коли y /∈ R(L). Для елемента y це рiвносильно

виконанню умови PN(L∗)y ̸= 0. У цьому випадку сильних узагальнених
розв’язкiв не iснує, але iснують такi елементи з X, що є розв’язками
варiацiйної задачi inf ||Lx− y||B2 , де L = LXPX та iнфiмум береться по
всiх елементах x ∈ X. Цi елементи i будемо називати узагальненими
квазiрозв’язками.

Означення 2.5. Довiльний елемент з множини {L−
X,Y y+ +PN(L)c}c∈B1

будемо називати узагальненим квазiрозв’язком рiвняння (2.3).
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Означення 2.6. Зазначимо, що якщо R(L) = R(L), то узагальненi

квазiрозв’язки збiгаються зi звичайними квазiрозв’язками.

Зауваження 2.5. З наведеного вище означення елемент L−
X,Y y мо-

же мати не найменшу норму на вiдповiдному просторi, на вiдмiну вiд
L
+
y.

Теорема 2.1. Нехай для оператора L iснує (X, Y ) узагальнена L-

допустима пара.
a) 1. Сильнi узагальненi розв’язки рiвняння (2.3) iснують тодi й

тiльки тодi, коли елемент y ∈ B2 задовольняє умову

PN(L
∗
)y = 0, (2.4)

якщо y ∈ R(L), то отриманi розв’язки будуть класичними.
2. Якщо умова (2.4) виконується, то множина сильних узагальне-

них розв’язкiв рiвняння (2.3) буде мати вигляд

x = L−
X,Y y + PN(L)c ∀c ∈ B1;

b) 1. Узагальненi квазiрозв’язки рiвняння (2.3) iснують тодi й

тiльки тодi, коли елемент y ∈ B2 задовольняє умову

PN(L
∗
)y ̸= 0. (2.5)

2. Якщо умова (2.5) виконується, то множина узагальнених ква-

зiрозв’язкiв буде мати вигляд

x = L−
X,Y y + PN(L)c ∀c ∈ B1.

У випадку просторiв Гiльберта цю теорему можна уточнити.
Наслiдок. Розглянемо рiвняння (2.3) з лiнiйним обмеженим опе-

ратором L.
a) 1. Сильнi узагальненi розв’язки рiвняння (2.3) iснують тодi й

тiльки тодi, коли елемент y ∈ H2 задовольняє умову

PN(L
∗
)y = 0, (2.6)

яка еквiвалентна умовi
(φ, y) = 0, (2.7)
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для всiх φ таких, що L∗
φ = 0; якщо y ∈ R(L), то отриманi розв’язки

будуть класичними.
2. Якщо умова (2.6) виконується, то множина сильних узагальне-

них розв’язкiв рiвняння (2.3) буде мати вигляд

x = L
+
y + PN(L)c ∀c ∈ H1.

b) 1. Узагальненi псевдорозв’язки рiвняння (2.3) iснують тодi й

тiльки тодi, коли елемент y ∈ H2 задовольняє умову

PN(L
∗
)y ̸= 0, (2.8)

яка еквiвалентна такiй:
(φ, y) ̸= 0. (2.9)

2. Якщо умова (2.8) виконується, то множина узагальнених псевдо-

розв’язкiв буде мати вигляд

x = L
+
y + PN(L)c ∀c ∈ H1.

Зауваження 2.6. У просторах Гiльберта наведенi вище проєктори

будуть ортопроєкторами.

2.3. Лiнiйнi нормально-розв’язнi рiвняння
та проєктори у просторах Банаха

Тут дослiджуються результати про подання нескiнченновимiрних
проєкторiв, що дають змогу будувати узагальнено-обернений оператор
у просторах Банаха. Це — проєктори на ядро та образ нормально-
розв’язного оператора. Знайдено вигляд проєкторiв та умови, за яких
вони iснують. Дослiджено лiнiйнi рiвняння з нормально-розв’язним опе-
ратором. Наведено аналогiї мiж класом усiх узагальнено-обернених опе-
раторiв.

Постановка задачi

Нехай L— лiнiйний, обмежений оператор, що дiє у просторах Банаха
E1 та F1. Припустимо, що оператор L нормально-розв’язний та iндукує
розклад цих просторiв:

E1 = N(L)⊕X1, F1 = Y1 ⊕R(L), (2.10)
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де через N(L) i R(L) традицiйно позначено ядро та образ оператора
L (тобто оператор L є узагальнено-оборотним). Поряд з (2.10) маємо

розклади одиниць на суми проєкторiв:

IE1 = PN(L) + PX1 , (2.11)

IF1 = PY1 + PR(L). (2.12)

Задача полягає у знаходженнi розв’язкiв лiнiйного рiвняння

Lx = y, (2.13)

а також поданнi проєкторiв, що фiгурують у (2.11), (2.12).

Отримаємо критерiй розв’язностi рiвняння (2.13) у вiдповiдних фун-

кцiональних просторах. Позначимо через dimN(L) = U i dimN(L∗) = V

потужностi нуль-просторiв операторiв L та його спряженого L∗. Поту-
жностi ядра та коядра оператора L не обов’язково злiченнi. Покажемо,
що проєктори PN(L), PY1 у певних випадках можна подати, як розклади
у ряд за системою базисних елементiв, якщо остання iснує. Нагадаємо
деякi факти щодо базисiв, якi використовуватимуться надалi.

Означення 2.7. [128]. Послiдовнiсть {en, n ∈ N} векторiв простору

Банаха утворює базис Шаудера або топологiчний базис, якщо кожен
вектор x банахового простору однозначно можна розкласти у ряд x =
=
∑∞

n=1 λnen збiжний за нормою.

Розглянемо випадок, коли U — множина довiльної потужностi.

Означення 2.8. Система елементiв {eα, α ∈ U} є мiнiмальною, якщо

жоден елемент цiєї системи не належить до замкненої оболонки iн-
ших елементiв.

Умова мiнiмальностi виконується далеко не завжди, навiть у гiль-
бертовому просторi [128]. Надалi припускатимемо iснування базисних
систем елементiв пiдпросторiв N(L) i Y1.

Як вiдомо [272], для довiльного простору Банаха B iснує iзометрiя на
деякий пiдпростiр простору l∞(X), деX — одинична куля у спряженому
до B просторi X = S1(B

∗). Тодi iснують такi набори iзометрiй:
1) iзометрiя J1 : E1 → E2 ⊂ l∞(S1(E

∗
1));
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2) iзометрiя J2 : F1 → F2 ⊂ l∞(S1(F
∗
1 )), тут E2 = J1(E1),

F2 = J2(F1) — замкненi пiдпростори банахових просторiв вiдповiдно
l∞(S1(E

∗
1)) i l∞(S1(F

∗
1 )); S1(E

∗) — одинична сфера у просторi, спряже-
ному до E.

Iзометрiя J1 переводить кожен елемент x простору E1 у функцiонал

hx : S1(E
∗
1) → R,

що дiє за правилом hx(f) = f(x), f ∈ S1(E
∗
1). При цьому

||x||E1 = ||J1(x)||l∞(S1(E∗
1 ))

= ||hx||E2 = sup
f∈S1(E∗

1 )

|hx(f)| =

= sup
f∈S1(E∗

1 )

|f(x)|.

Iзометрiя J2 дiє аналогiчним чином з простору F1 у пiдпростiр
l∞(S1(F

∗
1 )).

Введемо до розгляду наступний оператор L := J2LJ
−1
1 : E2 → F2,

який робить комутативною таку дiаграму:

E1
L−−−→ F1

J1

y yJ2
l∞(S1(E

∗
1)) ⊃E2

L−−−→ F2⊂ l∞(S1(F
∗
1 )),

а оператори L та L згiдно з Хелемським [272] є слабко подiбними у кате-
горiї Ban, тобто пара (J1, J2) здiйснює слабку подiбнiсть. Нагадаємо, що
об’єктами у цiй категорiї є довiльнi простори Банаха (у розглядуваному
випадку простори E1, F1), а морфiзмами — довiльнi лiнiйнi обмеженi
оператори (L та L).

Вiдомо [272], що пара iзометрiй (J1, J2) здiйснює слабку подiбнiсть
мiж L та L тодi й тiльки тодi, коли вона є iзоморфiзмом у категорiї
Mor(Ban). Класом об’єктiв у цiй категорiї є довiльний лiнiйний обме-
жений оператор, що дiє з одного простору Банаха в iнший. Морфiзми
у цiй категорiї визначаються такими парами лiнiйних обмежених опе-
раторiв (ρ1, ρ2), що ρ1L = Lρ2.

Неважко побачити, що

||L||E2→F2 = ||J2LJ−1
1 ||E2→F2 ≤

≤ ||J2||F1→F2||L||E1→F1||J−1
1 ||E2→E1 = ||L||E2→F2 .
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Для доведення нерiвностi в iнший бiк достатньо проробити аналогi-
чну процедуру з оператором L = J−1

2 LJ1. Звiдси робимо висновок, що
||L||E2→F2 = ||L||E1→F1 . Таким чином, можна перейти вiд рiвняння (2.13)

до еквiвалентного (у сенсi збереження норми) рiвняння

Lhx = py, (2.14)

але вже визначеному у просторах функцiоналiв. Оператор L з огля-
ду на слабку подiбнiсть i припущення, що оператор L є узагальнено-
оборотним, також буде iндукувати наступнi розклади просторiв E2 та
F2:

E2 = N(L)⊕X2, F2 = Y2 ⊕R(L), (2.15)

де X2, Y2 — деякi пiдпростори просторiв вiдповiдно E2 та F2. Позначимо
мiнiмальну систему базисних функцiоналiв нуль-простору N(L) ⊂ E2

через {eα}α∈U ⊂ N(L), а мiнiмальну систему базисних елементiв (фун-
кцiоналiв) нуль-простору N(L∗) ⊂ F2 через {φβ(·)}β∈V ⊂ N(L∗) (за
припущення, що останнi iснують). З мiнiмальностi базисних функцiй
{eα}α∈U i базисних функцiоналiв {φβ(·)}β∈V випливає, що iснують бiор-
тогонально спряжена система {fα(·)}α∈U лiнiйних функцiоналiв i систе-
ма функцiй {ψβ}β∈V, тобто

fλ(eµ) = δλµ, λ, µ ∈ U, φν(ψγ) = δνγ, ν, γ ∈ V,

де δαβ — символ Кронекера. Проєктор на нуль-простiр оператора L

побудуємо так:
PN(L)hx =

∑
α∈U

fα(hx)eα. (2.16)

Аналогiчно будується проєктор на пiдпростiр Y2:

PY2py =
∑
β∈V

φβ(py)ψβ. (2.17)

Те, що так визначенi оператори є дiйсно проєкторами, виявляють
безпосередньою перевiркою означення.

Теорема 2.2. Рiвняння (2.14) буде розв’язним для тих i лише тих

py ∈ F2, якi задовольняють рiвнiсть∑
β∈V

φβ(py)ψβ = 0. (2.18)
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За виконання умови (2.18) розв’язки рiвняння (2.14) матимуть вигляд

hx =
∑
α∈U

fα(rz)eα + L−py, (2.19)

для довiльної функцiї rz ∈ E2; L− — узагальнено-обернений до опера-
тора L.

Доведення. З розкладу (2.15) випливає, що оператор L нормально-

розв’язний i, крiм того, узагальнено-оборотний. Тодi, як вiдомо [326],
необхiдною та достатньою умовою розв’язностi рiвняння (2.14) є умова

на неоднорiднiсть py:
PN(L∗)py = 0. (2.20)

Оскiльки L нормально-розв’язний, то ⊥N(L∗) = R(L) [137]. Водно-
час справедливим є розклад (2.15). Тодi умову (2.20) можна замiнити на

PY2py = 0.

Виходячи з подання (2.17), отримуємо (2.18). За виконання умов
розв’язностi розв’язки рiвняння (2.14) є такими:

hx = PN(L)rz + L−py (2.21)

для довiльної функцiї rz ∈ E2. Пiдставивши (2.16) у (2.21), одержуємо
подання (2.19).

Випадок сепарабельних просторiв

Розглянемо детальнiше випадок, коли простори E1 i F1 є сепарабель-
ними. У цьому випадку оператор L можна розглядати як такий, що дiє
не в просторах функцiй, а в просторах послiдовностей. Вiдомо [272], що
у випадку сепарабельних просторiв E1 i F1 їх можна iзометрично вкла-
сти у деякi пiдпростори простору послiдовностей l∞. У цьому випадку
можна вести мову про комутативну дiаграму:

E1
j1−−−→ E3 ⊂ C(B1(E

∗
1))

j2−−−→ E4 ⊂ l∞

L

y yL

F1
i1−−−→ F3 ⊂ C(B1(F

∗
1 ))

i2−−−→ F4 ⊂ l∞,
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де j1 : E1 → E3 ⊂ C(B1(E
∗
1)) — iзометрiя (перетворення Гельфанда),

що ставить у вiдповiднiсть кожному вектору x ∈ E1 функцiонал озна-
чування hx : B1(E

∗
1) → R за правилом hx(f) = f(x), для будь-якого

функцiонала f з одиничної кулi B1(E
∗
1) спряженого до E1 простору.

Виходячи з сепарабельностi простору E1 можна стверджувати, що
B1(E

∗
1) має злiченну щiльну у ∗слабкiй топологiї пiдмножину, яку позна-

чатимемо {fn}n∈N. Iзометрiя j2 ставить у вiдповiднiсть кожному фун-
кцiоналу hx ∈ E3 вектор (hx(fn))n∈N ∈ E4, де E4 — пiдпростiр простору
l∞. Iзометрiї {ik, k = 1, 2} визначають так само. У цьому випадку пара
iзометрiй (J1, J2), що визначенi через композицiї J1 = j2oj1, J2 = i2oi1,
буде iзоморфiзмом у категорiї Mor(Ban) мiж L та L. Припустимо,
що у такiй ситуацiї пiдпростори N(L), N(L∗) мають базиси Шауде-
ра, що є одночасно й мiнiмальними системами. Зафiксуємо такi си-
стеми векторiв {ei = (e

(1)
i , e

(2)
i , ..., e

(n)
i , ...) ∈ l∞, i ∈ N} i функцiоналiв

{φi(·) ∈ l∗∞, i ∈ N}, а вiдповiднi їм бiортогональнi системи позначимо
{fi(·)}i∈N ⊂ l∗∞ та {ψi = (ψ

(1)
i , ψ

(2)
i , ..., ψ

(n)
i , ...)}i∈N ⊂ l∞. Тодi рiвностi

(2.16) i (2.17), щозадають проєктори на вiдповiднi пiдпростори, можна
записати у такому виглядi:

PN(L)(x1, x2, ...) =
∑
i∈N

fi((x1, x2, ...))(e
(1)
i , e

(2)
i , ...). (2.22)

Аналогiчно

PY2(y1, y2, ...) =
∑
i∈N

φi((y1, y2, ...))(ψ
(1)
i , ψ

(2)
i , ...). (2.23)

Введемо до розгляду нескiнченнi матрицi:

E = (ei)i∈N =


e
(1)
1 e

(2)
1 ... e

(n)
1 ...

e
(1)
2 e

(2)
2 ... e

(n)
2 ...

... ... ... ... ...

e
(1)
k e

(2)
k ... e

(n)
k ...

... ... ... ... ...

 ,

Ψ = (ψi)i∈N =


ψ

(1)
1 ψ

(2)
1 ... ψ

(n)
1 ...

ψ
(1)
2 ψ

(2)
2 ... ψ

(n)
2 ...

... ... ... ... ...

ψ
(1)
k ψ

(2)
k ... ψ

(n)
k ...

... ... ... ... ...


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i нескiнченнi вектори:

F(·) = (f1(·), f2(·), ..., fn(·), ...),

Φ(·) = (φ1(·), φ2(·), ..., φn(·), ...).

Згiдно з позначеннями дiю проєкторiв PN(L) i PY2 на вектори з пiдпро-
стору обмежених послiдовностей можна подати у виглядi

PN(L)x = F(x)E, PY2y = Φ(y)Ψ.

З того, що набори (ei)i∈N i (φi)i∈N утворюють базиси Шаудера у вiд-
повiдних пiдпросторах випливає, що

PN(L)x = lim
n→∞

P
(n)
N(L)x, (2.24)

PY2y = lim
n→∞

P
(n)
Y2
y, (2.25)

де
P

(n)
N(L)x = F(n)(x)E(n);P

(n)
Y2
y = Φ(n)(y)Ψ(n),

а матрицi й вектори з (2.24), (2.25) — n×n- та 1×n-вимiрнi зрiзи визна-

чених вище нескiнченновимiрних матриць i векторiв. Вiдповiднi границi
iснуватимуть iз огляду на означення базису Шаудера (див., наприклад,
[128]).

Якщо простори E2 = H1 i F2 = H2 — простори Гiльберта, то внаслi-
док iзоморфiзму вiдповiдних об’єктiв L та L категорiї Mor(Ban) про-
стори E1 i F1 також будуть гiльбертовими. У цьому випадку можна
знаходити не тiльки проєктори PN(L), PY2 , а й ортопроєктори, тобто про-
єктори з додатковою умовою P∗

N(L) = PN(L) й P∗
Y2

= PY2 . У випадку сепа-
рабельних просторiв Гiльберта кожна тотальна ортонормована система
векторiв є базисом Шаудера. Нехай {fi}i∈N i {φs}s∈N є мiнiмальними си-
стемами ортогональних векторiв, якi утворюють базиси нуль-просторiв
N(L) ⊂ H1 й N(L∗) ⊂ H2. Вiдомо [19], що умова мiнiмальностi систе-
ми векторiв {fi, i ∈ N} у просторi Гiльберта еквiвалентна такiй: для
довiльного j числа

δ2j = lim
n→∞

Γ(fj, fj+1, ..., fn)

Γ(fj+1, fj+2, ..., fn)
> 0, j = 1,∞,

де Γ(g1, g2, ..., gn) — визначник Грама системи векторiв {gi}ni=1.
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У цьому випадку ортопроєктор PN(L) на нуль-простiр N(L) можна
знайти так:

PN(L)x = lim
n→∞

P
(n)
N(L)x,

а ортопроєктор —
PY2y = lim

n→∞
P
(n)
Y2
y,

де

P
(n)
N(L)x =

n∑
i,j=1

α
(−1)
ij (fj, x)fi,

P
(n)
Y2
y =

n∑
s,k=1

β
(−1)
sk (φk, y)φs,

α
(−1)
ij и β(−1)

sk — елементи матриць, обернених до матриць Грама

Γ(f1, f2, ..., fn).

Iснування границi й той факт, що так визначенi оператори будуть
ортопроєкторами, випливає з теореми 7 [128, c.230] з огляду на монотон-
нiсть набору ортопроєкторiв P

(n)
N(L) й P

(n)
Y2

. Якщо ортонормованi системи
базисних векторiв (ei)i∈N i (φs)s∈N зафiксовано, то ортопроєктори на
нуль-простiр оператора L i пiдпростiр Y2 будують так:

PN(L)x = lim
n→∞

n∑
i=1

(x, ei)ei,

PY2y = lim
n→∞

n∑
s=1

(y, φs)φs.

Основний результат та його наслiдки

На пiдставi iзоморфностi об’єктiв L i L у банахових просторах авто-
матично отримуємо основний результат стосовно розв’язностi рiвняння
Lx = y.

Теорема 2.3. Рiвняння (2.13) є розв’язним для тих i лише тих y ∈ F1,

що задовольняють умову
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∑
β∈V

φβ(J2y)ψβ = 0, (2.26)

у разi виконання якої розв’язки рiвняння (2.13) матимуть вигляд

x =
∑
α∈U

fα(J2z)J
−1
1 eα + L−y (2.27)

для довiльного елемента z ∈ E1; L− = J−1
1 L−J2 — узагальнено-

обернений до оператора L.

Доведення. Умова (2.26) безпосередньо випливає з умови (2.18)

(нагадаємо, що py = J2y). Щоб переконатися в iстинностi подан-
ня (2.27), достатньо показати, що якщо оператор L− є узагальнено-

оберненим до оператора L, то й оператор L− = J−1
1 LJ2 буде

узагальнено-оберненим до оператора L. Те, що оператор L− є обмеже-
ним очевидно. З рiвностей

L−LL− = J−1
1 L−J2LJ

−1
1 L−J2 = J−1

1 L−J2J
−1
2 LJ1J

−1
1 L−J2 =

= J−1
1 L−LL−J2 = J−1

1 L−J2 = L−,

LL−L = J−1
2 LJ1J

−1
1 L−J2J

−1
2 LJ1 = J−1

2 LL−LJ1 =

= J−1
2 LJ1 = L

й означення оператора, узагальнено-оберненого до вихiдного, випливає,
що оператор L− дiйсно є таким оператором.

Зазначимо, що одночасно встановлено наступний факт.
Наслiдок. Об’єкти L− i L− є iзоморфними у категорiї Mor(Ban).

Пара iзометрiй (J2, J1) перетворює дiаграму

F1 L−
−→ E1

J2 ↓ ↓ J1
F2 L−

−→ E2

на комутативну.
При цьому простори E1 i F1, а також простори E2 i F2 розкладаються

на прямi суми пiдпросторiв

F1 = N(L−)⊕X1, E1 = Y 1 ⊕R(L−),



44

F2 = N(L−)⊕X2, E2 = Y 2 ⊕R(L−).

Сформулюємо наслiдок iз теореми (2.3) для випадку сепарабельних

просторiв.
Наслiдок. Рiвняння (2.13) є розв’язним для тих i лише тих y ∈

∈F1, що задовольняють рiвнiсть

lim
n→∞

P
(n)
Y2
J2y =

−→
0 . (2.28)

За виконання умови (2.28) розв’язки рiвняння (2.13) матимуть вигляд

x = lim
n→∞

J−1
1 P

(n)
N(L)J2z + L−y

для довiльного елемента z ∈ E1; L− = J−1
1 L−J2 — оператор,

узагальнено-обернений до оператора L.

Зауваження 2.7. Подання, аналогiчнi до (2.24) i (2.25), можна отри-
мати також у випадку несепарабельних пiдпросторiв. Для цього тре-
ба замiнити збiжнiсть послiдовностей на збiжнiсть вiдповiдних сi-
ток:

PN(L)hx = lim
α∈U

P
(α)
N(L)hx, PY2py = lim

β∈V
P
(β)
Y2
py.

Отриманi результати дають змогу знаходити проєктори на вiдповiд-
нi пiдпростори (2.24), (2.25), що являють собою ядро та коядро опера-
тора L з використанням вiдповiдних проєкторiв для оператора L, як у
випадку сепарабельних, так i несепарабельних просторiв. Загальний ви-
гляд цих проєкторiв можна одержати з використанням бiортогонально
спряженої системи до базисної. Запропонований пiдхiд дає можливiсть
дослiджувати умови розв’язностi розглянутих рiвнянь типу (2.13) та

(2.14) у функцiональних просторах.

2.4. Розвинення методу рядiв Неймана
для узагальненого обертання на спектрi
у просторах Банаха та Фреше

Побудовану вище теорiю можна уточнити на класi операторних рiв-
нянь з оператором L, що має вигляд I−A iз не обов’язково стискальним
оператором A.
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Розглядається рiвняння

(I − A)x = y, (2.29)

де A : B → B — лiнiйний обмежений оператор; B — простiр Банаха
з нормою || · || (або простiр Фреше зi злiченним набором напiвнорм
|| · ||n, n ∈ N).

Для оператора A припускатимемо, що iснує стала c > 0 : ||An|| ≤
≤ c, n ∈ N (для будь-якої напiвнорми || · ||m iснує напiвнорма || · ||k така,
що ||Anx||m ≤ c||x||k), 0 ∈ B. Задача полягає у знаходженнi розв’язкiв
рiвняння (2.29) з використанням операторних рядiв. Для простоти ви-

кладення розглядатимемо випадок, коли B — рефлексивний банахiв
простiр. Щодо можливого узагальнення на випадок загальнiших топо-
логiчних векторних просторiв i послаблення умови рiвномiрної обме-
женостi степенiв оператора A, то це буде викладено пiсля наведення
основних результатiв.

Основний результат

Перейдемо до вивчення рiвняння (2.29) у рефлексивному просто-

рi Банаха. Найцiкавiшим випадком для рiвняння (2.29) є так званий

критичний випадок, коли µ = 1 — точка спектра оператора A, а для
оператора µI − A немає оберненого. Вiдомо, що у цьому випадку ви-
хiдне рiвняння буде розв’язним не за довiльних правих частин, а його
розв’язок може бути не єдиним (крiм того, рiвняння може мати нескiн-
ченну кiлькiсть розв’язкiв).

З умови рiвномiрної обмеженостi степенiв оператора A випливає
[126, c. 297] (Iосiда), що виконується розклад простору B у пряму суму:

B = N(I − A)⊕R(I − A). (2.30)

У працi [319] введено поняття вiдносного спектра оператора ρNS. Цю
множину визначають так:

ρNS = {λ : λ ∈ C, R(I − λA) = R(I − λA)}.

Доведемо низку тверджень стосовно узагальненого обертання опе-
ратора I−A, отриманих у працi [319]. Переформулюємо деякi з резуль-
татiв у виглядi теореми, яку потiм буде зручно використовувати для
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дослiдження розв’язностi рiвняння (2.29). Для цього введемо позначен-

ня для усередненого оператора й нагадаємо його властивостi:

A0 = lim
n→∞

∑n−1
k=0 A

k

n
,A0A = AA0 = A2

0 = A0,

N(A0) = R(I − A).

Теорема 2.4. Нехай R(I − A) = R(I − A) i степенi оператора A є

рiвномiрно обмеженими. Тодi
a) µ = 1 ∈ ρNS(A) (вiдносно регулярна точка);
b) оператор I−A+A0 є оборотним, а оператор I−A є узагальнено-

оборотним i (I − A)− = (I − A+ A0)
−1 − A0;

c) рiвняння (2.29) є розв’язним для тих i тiльки тих y, якi задо-

вольняють умову
A0y = 0; (2.31)

d) якщо умову (2.31) виконано, то множина розв’язкiв рiвняння

(2.29) матиме вигляд

x = A0c+G[y] ∀c ∈ B, (2.32)

де
G[y] =

∞∑
k=0

(µ− 1)k{
∞∑
l=0

µ−l−1(A− A0)
l}k+1y − A0y (2.33)

є узагальнений оператор Грiна рiвняння (2.29) для будь-якого 0 < µ−
−1 < 1

||Rµ(A)|| .

Нижче доведено бiльш загальну теорему. Дослiдимо операторне рiв-
няння (2.29) у загальному випадку (без припущення про замкненiсть

образу оператора I − A) за схемою, розробленою вище. Покажемо, що
операторне рiвняння (2.29) завжди можна зробити розв’язним у певно-

му сенсi.
1. Класичнi розв’язки.
Якщо множина значень оператора I − A є замкненою, тобто вико-

нується умова R(I − A) = R(I − A), тодi справедливою є теорема 2.4,

а умова розв’язностi y ∈ R(I − A) рiвняння (2.29) рiвносильна умовi

(2.31) A0y = 0. За виконання цiєї умови множина розв’язкiв рiвняння

(2.29) матиме вигляд (2.32).
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2. Сильнi узагальненi розв’язки.
Розглянемо випадок, коли R(I − A) ̸= R(I − A), та застосуємо тео-

рему 2.4. Нехай y ∈ R(I − A). Тодi умова розв’язностi рiвняння (2.29)
також матиме вигляд A0y = 0. Оскiльки ядро N(I−A) оператора I−A
є доповнювальним пiдпростором у просторi B (це випливає з розкла-
ду в пряму суму (2.30)), то можна розглянути фактор-простiр по ядру

оператора I − A. Профакторизуємо простiр B за ядром N(I − A) й
позначимо вiдповiдний фактор-простiр через E = B/N(I − A). Нехай
PR(I−A) i PN(I−A) — вiдповiдно проєктори на пiдпростори R(I − A) ⊂ B

та N(I − A). Тодi звужений оператор

I−A = PR(I−A)(I − A)j−1 : E → R(I − A) ⊂ R(I − A),

буде лiнiйним, неперервним та iн’єктивним. Тут j — канонiчна проєкцiя
банахового простору B на фактор-простiр E: j : B → E [286]. Трiйка
(B,E, j) є локально тривiальним розшаруванням з типовим шаром B1 =

= PN(I−A)B. Це дає можливiсть ввести поняття сильного узагальненого
розв’язку [166] для рiвняння

(I−A)x = y, x ∈ E, (2.34)

так само, як це робилося вище.
Використаємо процес поповнення за нормою ||x||E = ||(I−A)x||F ,

де простiр F = R(I − A) [166]. Тодi розширений оператор (I−A) :

E → R(I − A) буде здiйснювати гомеоморфiзм мiж просторами E та
R(I − A). У силу конструкцiї сильного узагальненого розв’язку [166]
рiвняння

(I−A)x = y

матиме єдиний узагальнений розв’язок (I−A)
−1
y, який позначатиме-

мо через c̃ ∈ E, а простiр E буде щiльно вкладеним в E. З огляду на
щiльнiсть вкладення iснує послiдовнiсть c̃n ∈ E класiв еквiвалентностi,
яка збiгається до c̃ за нормою E. Обираючи по представнику з кожного
класу cn ∈ c̃n, отримаємо, що вона збiгається до узагальненого розв’язку
c̃. Таку послiдовнiсть називають сильним майже розв’язком [166].

Усi сильнi майже розв’язки операторного рiвняння (2.29) можна за-

писати у виглядi
{cn + PN(I−A)c}n∈N = {cn + A0c}n∈N

для будь-якого c ∈ B.
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Зауважимо, що означення сильних узагальнених розв’язкiв та май-
же розв’язкiв є еквiвалентними у розглянутих просторах для вихiдного
рiвняння (2.29). Поняття майже розв’язкiв зручно використовувати для

того, щоб зрозумiти, як можна знаходити розширення оператора Грiна
(2.33) у термiнах послiдовностей. Якщо y ∈ R(I − A), то iснує послiдов-

нiсть yn ∈ R(I−A), що до неї збiгається. ТодiG[yn] буде збiгатися доG[y]
i як cn можна обрати G[yn]. Таким чином, узагальнений оператор Грiна
G[y] також можна розширити до G[y]. Вiдмiтимо, що якщо y ∈ R(I−A),
то введенi вище сильнi узагальненi розв’язки будуть класичними.

3. Сильнi квазiрозв’язки.
Розглянемо елемент y /∈ R(I − A). Тодi критерiй розв’язностi A0y =

= 0 рiвняння (2.29) не виконується: A0y ̸= 0. У цьому випадку рiвнян-

ня (2.29) не має анi класичних, анi сильних узагальнених розв’язкiв,

але iснують елементи y з B = N(I − A) ⊕ X, що мiнiмiзують норму
вiдповiдної нев’язки

||(I − A)c− g||B = ||(I − A)(I − A)
−
y − g||

(простiр X є iзометрично iзоморфним простору E, а оператор I − A є
вiдповiдним розширенням оператора I − A ). Тодi загальний розв’язок
варiацiйної задачi, який мiнiмiзує норму нев’язки, матиме вигляд

c = (I − A) −y + A0c ∀c ∈ B.

Цей розв’язок будемо називати сильним квазiрозв’язком рiвняння (2.29)

за аналогiєю з тим, як це зроблено вище.
Таким чином, справедливою є така теорема.

Теорема 2.5. Нехай у рiвняннi (2.29) лiнiйний обмежений оператор
A, який дiє у рефлексивному просторi Банаха або Фреше, є таким, що
його степенi є рiвномiрно обмеженими. У такому випадку:

(а) Рiвняння (2.29) має класичнi або сильнi узагальненi розв’язки

тодi й тiльки тодi, коли виконується умова

A0y = 0. (2.35)

Якщо y ∈ R(I −A), то розв’язки рiвняння (2.29) будуть класични-

ми.
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(б) Якщо умова (2.35) виконується, то множину розв’язкiв рiвнян-

ня (2.29) можна подати у виглядi операторного ряду:

x = A0c+G[y] ∀c ∈ B,

де G[y]– вiдповiдне розширення оператора Грiна G[y] (2.33).

(в) Якщо умова (2.35) не виконується, тобто

A0y ̸= 0, (2.36)

то рiвняння (2.29) має множину псевдорозв’язкiв, яку можна подати

так:
x = A0c+G[y] ∀c ∈ B,

де G[y] = (I − A)−y.

Зауваження 2.8. Якщо ||A|| < 1, то оператор A0 = 0, i у форму-

лi (2.33) можна зробити граничний перехiд, коли µ → 1 та отри-

мати ряд Неймана. У цьому випадку iснуватиме єдиний класичний
розв’язок. Таким чином, отриманi результати узгоджуються з ранi-
ше доведеними та у випадку, коли оператор A є стискальним, збiгаю-
ться зi звичайним рядом Неймана.

Зауваження щодо посилення результатiв

Наведемо теорему з працi [286], з якої буде зрозумiло, як можна
узагальнити отриманi у попередньому пунктi результати на загальнiшi
топологiчнi простори.

Теорема 2.6. [286, c.964]. Нехай E — вiддiльний локально-опуклий

простiр, а u — його неперервний ендоморфiзм i

An =
1 + u+ u2 + ...+ un

n
.

Припустимо, що
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(а) множина {An(x) : n = 1, 2, ...} є вiдносно слабко компактною у
просторi E для кожного x ∈ E;

(а′) множина {An} є рiвностепенево неперервною ;
(b) limn n

−1un(x) = 0 у слабкiй топологiї для кожного x ∈ E. Тодi:
(1) E — топологiчна пряма сума пiдпросторiв N(1−u) та R(1− u);
(2) якщо π — проєктування E на N(1− u) паралельно R(1− u), то

limnAn(x) = π(x) у слабкiй топологiї для кожного x ∈ E.
Нарештi, якщо умова (b) виконується у разi замiни слабкої топо-

логiї вихiдною, то те саме справедливо й для твердження (2).

За цих умов пiсля факторизацiї за схемою, поданою вище, та пi-
сля поповнення за топологiєю, iндукованою системою напiвнорм [166],
можна довести, що оператор 1− u має замкнену множину значень тоб-
то є нормально-розв’язним. Тодi з п. 1, теореми 2.6 випливатиме, що
оператор 1− u є узагальнено-оборотний з узагальнено-оберненим опе-
ратором (1− u)−. У цьому випадку множина узагальнених розв’язкiв
рiвняння (1−u)x = y матиме вигляд x = π(c)+(1− u)−y для довiльного
елемента c ∈ E. У разi загальних локально-опуклих просторiв подан-
ня може не мати вигляд збiжного операторного ряду. Для отримання
такого подання у працi [319], а також пiд час доведення твердження ви-
користовували теорему Банаха про обернений оператор для (1−u+π),
яка виконується не завжди.

В ультрабочкових, бочкових та просторах Фреше теорема 2.6 ви-
конується [286] i розклад аналогiчний до (2.32) є справедливим. Якщо

простiр B буде бочковим, то з умови (а) теореми випливає умова (а ′)
[286, c.965], яку можна прибрати.

Нагадаємо, що бочкою у топологiчному векторному просторi E на-
зивають довiльну його замкнену, опуклу, врiвноважену та поглиналь-
ну множину. Топологiчний векторний простiр E називають бочковим,
якщо вiн є локально-опуклим i кожна бочка в E є околом нуля. Якщо
простiр E є нормованим або простором Фреше, а u — слабко компа-
ктний ендоморфiзм, степенi якого рiвностепенево неперервнi, то зi слаб-
кої компактностi випливає умова (а), а умова (b) виконується у вихiднiй
топологiї.

Зауважимо, що такi простори з’являються у ходi дослiдження бага-
тьох рiвнянь математичної фiзики. Якщо E — простiр Банаха (або Фре-
ше) i умову (b) замiнено умовою n−1||un|| → 0 або умовою ||un|| ≤ c (у
просторi Фреше вiдповiдна збiжнiсть буде iндукована злiченною систе-
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мою напiвнорм, що породжують топологiю простору), то умова (a′) ав-
томатично виконуватиметься. Нарештi у рефлексивних просторах умо-
ву (а) можна прибрати. Крiм того, у працi [410] метод рядiв Неймана
розповсюджується на випадок правильних операторiв. Якщо оператор
у правiй частинi (2.29) замiнити на довiльний обмежений оператор B,

що дiє з гiльбертового простору H1 у H2, то можна повнiстю дослiди-
ти розв’язнiсть рiвняння (2.29). Для цього треба скористатися сильним

псевдооберненим оператором (див. пiдроздiл 2.1).

2.5. Формули для знаходження матриць,
псевдообернених за Муром—Пенроузом

Тут результати пiдроздiлу 2.4 продемонстровано на прикладах опе-
раторiв, якi є матрицями.

Нагадаємо [82, 285], що задача найменших квадратiв полягає у зна-
ходженнi такого вектора, який мiнiмiзує вираз

min
x∈Rn

||Dx− y||, (2.37)

де D — n × n-вимiрна матриця, а вектор y ∈ Rn є фiксованим. Зазна-
чимо, що розв’язок задачi (2.37) може бути не єдиним [326, 82]. Вiдомо

також [285, 326], що з множини всiх векторiв, для яких цей мiнiмум
досягається, вектор

z = D+y,

(D+ — матриця, псевдообернена за Муром—Пенроузом до матрицi D)
має найменшу норму.

Послiдовнiсть матриць {Un, n ∈ N} називають рiвномiр-
но обмеженою, якщо iснує стала c > 0 така, що ||Un|| ≤ c,

n ∈ N. Тут || · || означає довiльну фiксовану норму в евклiдовому
просторi Rn.

Надалi розглядатимуться лише матрицi D вигляду
D = I − U, (2.38)

за припущення, що їх степенi утворюють рiвномiрно обмежену послiдов-
нiсть. Для таких матриць справедливi результати пiдроздiлу 2.4 щодо
псевдообернення. Сформулюємо їх як наслiдки для матриць. Визначи-
мо матрицю

U0 = lim
n→∞

∑n
k=0 U

k

n
.
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Матриця U0 є ортопроєктором. Сформулюємо твердження, наведенi у
пiдроздiлi 2.4 для матриць вигляду (2.38).

Наслiдок. Матриця I−U+U0 : Rn → Rn має обернену, яку можна
подати у виглядi ряду:

(I − U + U0)
−1 =

∞∑
k=0

(µ− 1)k{
∞∑
l=0

µ−l−1(U − U0)
l}k+1 (2.39)

для всiх 0 < µ − 1 < 1
||Rµ|| , де Rµ — резольвента матрицi U − U0.

Матрицю I−U+U0 будемо називати усередненою матрицею до матрицi
I − U .

Наслiдок. Матриця D = I − U має псевдообернену за Муром—
Пенроузом, для якої справедливим є подання

(I − U)+ = (I − U + U0)
−1 − U0 (2.40)

або у виглядi збiжного за нормою матричного ряду

(I − U)+ =
∞∑
k=0

(µ− 1)k{
∞∑
l=0

µ−l−1(U − U0)
l}k+1 − U0 (2.41)

для всiх 0 < µ− 1 < 1
||Rµ|| .

Наслiдок. Матриця I − U : Rn → Rn має псевдообернену за
Муром—Пенроузом, яку можна подати у виглядi

(I − U)+ =
∞∑
k=0

(U − U0)
k − U0, (2.42)

якщо ряд у правiй частинi є збiжним.
Цю формулу можна отримати внаслiдок граничного переходу, коли

µ → 1 у (2.41). При цьому у виразi (2.41) у першiй сумi залишиться
доданок тiльки при k = 0 й, таким чином, маємо (2.42).

Матриця U0 дiйсно є матричним ортопроєктором на ядро матрицi
I−U . Тому її можна знайти, розв’язуючи систему рiвнянь (I−U)x = 0.

Як зазначалося, псевдооберненi матрицi використовують пiд час
розв’язування багатьох крайових задач. Окрiм того, можна навести
приклади класiв матриць, якi застосовуються у теорiї стохастичних ди-
ференцiальних рiвнянь та задовольняють вимоги рiвномiрної обмеже-
ностi степенiв. Наведемо вiдповiднi означення.
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Означення 2.9. [285]. Матрицю P = (pij)
n
i,j=1 називають стохасти-

чною, якщо всi її елементи є невiд’ємними, а сума елементiв довiль-
ного рядка дорiвнює одиницi.

Покажемо, що якщо матрицяD має виглядD = I−P (P — стохасти-
чна матриця), то вона має псевдообернену за Муром—Пенроузом, яку
можна знайти за однiєю з формул (2.40)—(2.42). Розглянемо матричну

m-норму:

||A||m = max
i=1,n

n∑
j=1

|aij|.

Для стохастичної матрицi P ї ї m-норма дорiвнює одиницi:
||P ||m = 1. З рiвняння Колмогорова—Чепмена [285] випливає, що

P n+m = P nPm.

З цих рiвностей отримуємо

||P n||m ≤ ||P ||nm = 1.

Отже, степенi стохастичної матрицi утворюють рiвномiрно обмеже-
ну множину.

Зазначимо, що отриманi формули можна застосовувати для знахо-
дження стацiонарних розподiлiв у ланцюгах Маркова [285].

Проiлюструємо розроблену теорiю псевдообернення матриць на
прикладi системи масового обслуговування з чотирма ймовiрнiсними
станами як функцiями часу P0(t), P1(t), P2(t), P3(t), що задовольня-
ють систему диференцiальних рiвнянь Колмогорова—Чепмена такого
вигляду [68]:

dP0(t)
dt

= −λ01P0(t) + λ10P1(t),
dP1(t)
dt

= −λ01P0(t)− (λ10 + λ12)P1(t) + λ21P2(t) + λ31P3(t),
dP2(t)
dt

= λ12P1(t)− (λ21 + λ23)P2(t),
dP3(t)
dt

= λ23P2(t)− λ31P3(t),

з умовою нормування P0(t)+P1(t)+P2(t)+P3(t) = 1, де Pi(t) ≥ 0, i = 0, 3.
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Позначимо P⃗ (t) = (P0(t), P1(t), P2(t), P3(t)) й запишемо систему в
матричному виглядi, ввiвши до розгляду матрицю

Λ =


−λ01 λ10 0 0

λ01 −λ10 − λ12 λ21 λ31
0 λ12 −λ21 − λ23 0

0 0 λ23 −λ31

 .

Тодi систему рiвнянь Колмогорова можна подати у виглядi такої кра-
йової задачi: {

dP⃗ (t)
dt

= ΛP⃗ (t),

lP⃗ (·) =
∑3

i=0 Pi(0) = 1.
(2.43)

Для розв’язування системи (2.43) можна застосовувати перетворен-

ня Лапласа. Нагадаємо, що для функцiї f(t) ї ї перетворення Лапласа
має вигляд

F (p) =

∫ ∞

0

e−ptf(t)dt.

При цьому похiднiй f ′
(t) вiдповiдатиме функцiя pF (p)−f(0). Обернене

перетворення Лапласа здiйснюється так:

f(t) =
1

2πi

∫ t+i∞

t−i∞
F (p)dp.

Нехай вектор-функцiя π⃗(p) має вигляд π⃗(p) = (π0(p), π1(p), π2(p),

π3(p)), де πi(p), i = 0, 3, — вiдповiднi образи функцiй станiв Pi(t) у
випадку перетворення Лапласа. Тодi диференцiальна система (2.43) пе-

ретвориться на лiнiйну алгебричну систему:

π⃗ = Qπ⃗ + g⃗, (2.44)

де Q = 1
p
Λ, g⃗ = 1

p
(P0(0), P1(0), P2(0), P3(0)), або у розгорнутому виглядi

π0(p) = −λ01
p
π0(p) +

λ10
p
π1(p) +

P0(0)
p
,

π1(p) =
λ01
p
π0(p)− (λ10+λ12)

p
π1(p) +

λ21
p
π2(p) +

λ31
p

+ P1(0)
p
,

π2(p) =
λ12
p
π1(p)− (λ21+λ23)

p
π2(p) +

P2(0)
p
,

π3(p) =
λ23
p
π2(p)− λ31

p
π2(p) +

P3(0)
p
,

з умовою
∑3

i=0 πi(p) =
1
p
. Перетворимо систему (2.44) до вигляду
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(I −Q)π⃗ = g⃗. (2.45)

Можливi два випадки:
1) det(I − Q) ̸= 0. Тодi iснує єдиний розв’язок матричної системи

(2.45) у виглядi π⃗ = (I −Q)−1g⃗. Виконання умови нормованостi перевi-

ряється безпосередньою пiдстановкою отриманого розв’язку;
2) det(I − Q) = 0. У цьому випадку розв’язок матричної системи

(2.45) iснує для тих i тiльки тих правих частин, що задовольняють умо-

ву PN(I−Q)T g⃗ = 0⃗. За виконання цiєї умови множина розв’язкiв системи
має вигляд

π⃗ = (I −Q)+g⃗ + PN(I−Q)c⃗

для довiльного вектора c⃗ ∈ R4, де матриця (I − Q)+ є псевдооберне-
ною за Муром—Пенроузом до матрицi (I − Q). Виконуючи обернене
перетворення Лапласа та перевiряючи умову нормованостi знаходимо
вiдповiдний розподiл станiв. Нехай задано такi коефiцiєнти iнтенсивно-
стей:

λ01 = 0, 019, λ10 = 0, 65, λ12 = 0, 4,

λ21 = 0, 392, λ23 = 0, 008, λ31 = 0, 008.

Розв’язуючи рiвняння Колмогорова—Чепмена з урахуванням умови
нормування, отримуємо трипараметричну множину ймовiрностей ста-
нiв системи:

P0(t) = 0, 52 + (0, 002 + a11)0, 264
t + (0, 005 + a12)0, 729

t+

+(−0, 527 + a13)0, 991
t,

P1(t)=0, 16 +(−0, 004 + a21)0, 264
t+ (−0, 001+ a22)0, 729

t+

+(−0, 155 + a23)0, 991
t,

P2(t)=0, 16 +(0, 002 + a31)0, 264
t+ (−0, 004+ a32)0, 729

t+

+(−0, 158 + a33)0, 991
t,

P3(t) = 0, 16 + a410, 264
t + a420, 729

t + (0, 84 + a43)0, 991
t,

де

a11 = 0, 077c1 − 0, 449c2 + 0, 186c3; a12 = 0, 29c1 − 0, 177c2 − 0, 8c3;

a13 = 0, 631c1 + 0, 626c2 + 0, 616c3, a21 = −0, 134c1 + 0, 784c2 − 0, 324c3;

a22 = −0, 052c1 + 0, 032c2 + 0, 143c3; a23 = 0, 186c1 + 0, 184c2 + 0, 181c3;

a31 = 0, 057c1 − 0, 336c2 + 0, 138c3; a32 = −0, 246c1 + 0, 149c2 + 0, 677c3;

a33 = 0, 189c1 + 0, 187c2 + 0, 185c3; a41 = 0, 001c2;

a42 = 0, 006c1 − 0, 004c2 − 0, 02c3, a43 = −1, 006c1 − 0, 977c2 − 0, 982c3
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для довiльних сталих c1, c2, c3 таких, що Pi(t) ≥ 0. Результати наведено
iз заокругленнями до тисячних. Наприклад, якщо покласти, що c1 =

= 0, c2 = 0, c3 = 0, а момент часу t = 3, отримаємо такi ймовiрностi
станiв:

P0(3) = 0, 001, P1(3) = 0, 001, P2(3) = 0, 001, P3(3) = 0, 97.

Бачимо, що у випадку прямування до нескiнченностi часу t iмовiр-
ностi, якi визначають функцiї станiв, прямують до чисел вiдповiдно
0, 52, 0, 16, 0, 16, 0, 16. Цей приклад iлюструє, як можна звести систему
масового обслуговування, що описується звичайними диференцiальни-
ми рiвняннями зi стохастичними коефiцiєнтами, до алгебричної систе-
ми, для дослiдження якої використовують псевдооберненi матрицi.

2.6. Теорема про неявну функцiю у просторах
Фреше, Банаха та Гiльберта

Цей пiдроздiл присвячено застосуванню теорiї сильних узагальнено-
обернених операторiв, введених вище, пiд час дослiдження нелiнiйних
операторних рiвнянь.

Задачi математичної фiзики часто зводять до розв’язування нелi-
нiйних рiвнянь, чи систем рiвнянь вигляду

F(x, ε) = 0, (2.46)

де F(x, ε) — нелiнiйний оператор, визначений i неперервний (достатньо
гладкий, аналiтичний) в околi w = w(x0, ε0) ⊂ E1+E вiдомого розв’язку
x = x0 рiвняння (2.46) при ε = ε0 зi значеннями в E2; E1, E2, E —

простори Фреше, Банаха або Гiльберта.
Ставиться задача про побудову розв’язкiв x = x(ε) рiвняння (2.46)

в околi w точки (x0, ε0), якi при ε = ε0 перетворюються на породжу-
вальний розв’язок x = x0. Якщо похiдна Фреше Fx(x0, ε0) iснує та є
оборотним оператором, то в околi w, як випливає з класичної теореми
про неявну функцiю [193], iснує єдиний неперервний (гладкий, аналiти-
чний) розв’язок x = x0 + y(ε− ε0).

У теорiї розгалуження [64], [160] розглядається питання про iсну-
вання та кiлькiсть малих розв’язкiв y(ε− ε0), а також про побудову їх
асимптотики за малим параметром ε−ε0 у тому випадку, коли оператор
Q = −Fx(x0, ε0) має нетривiальний пiдпростiр нулiв N(Q), тобто не ви-
конуються припущення класичної теореми про неявну функцiю. За цих
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умов у околi w(x0, ε0) може iснувати декiлька розв’язкiв чи множина
розв’язкiв. У такому випадку точку (x0, ε0) називають точкою розга-
луження розв’язкiв рiвняння. Надалi для зручностi вважатимемо, що
x0 = 0, ε0 = 0. Тодi вихiдне рiвняння (2.46) можна записати так:

Qx = εR(x, ε), R(0, 0) = 0,

у припущеннi, що нелiнiйнiсть R(x, ε) задовольняє умову: Rx(0, 0) = 0

(похiдна Фреше за змiнною x).
Якщо ε = λ — числовий параметр i за всiх можливих значень

λ: R(0, λ) = 0, то отримане рiвняння називають задачею про точки
бiфуркацiї. Точками бiфуркацiї є тi значення параметра λ, в околi яких
iснують нетривiальнi розв’язки рiвняння.

Основи теорiї розгалуження функцiональних рiвнянь закладено ще
на початку ХХ ст. у працях видатних математикiв О.М.Ляпунова та
Е.Шмiдта. Дослiдження О.М.Ляпунова пов’язанi з вiдомою задачею
про рiвноважнi фiгури, а Е.Шмiдта — iз загальною теорiєю лiнiйних
i нелiнiйних iнтегральних рiвнянь.

Зазначимо, що якщо ядро N(Q) оператора Q є скiнченновимiрним,
то цю задачу дослiджували за допомогою вiдомої леми Шмiдта для
фредгольмових та нетерових операторiв [326]. Метод, що застосовується
пiд час розв’язування задач теорiї розгалуження, називають методом
Ляпунова–Шмiдта. Роботи пов’язанi з теоремами про неявнi функцiї
дослiджували в працях [140, 193, 289, 376, 427].

Розглянемо нелiнiйне рiвняння (2.46):

F(x, ε) = 0,

де ε — малий числовий параметр, за умови, що його можна записати у
виглядi

Qx = εR(x, ε), (2.47)

у просторах Фреше E1 та E2 з нелiнiйнiстю R(x, ε), яка задовольняє
умову R(0, 0) = 0, Rx(0, 0) = 0 (похiдна у сенсi Фреше за першою змiн-
ною). Задача полягає у знаходженнi такого розв’язку x = x(ε), який
при ε = 0 перетворюється на один iз розв’язкiв породжувальної задачi
Qx = 0 i є визначеним i неперервним у околi цього розв’язку. Зауважи-
мо, що аналогiчнi результати є справедливими для просторiв Банаха.
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Класичний випадок. Спочатку розглянемо випадок, коли операторQ
такий, що пара (X, Y ) є Q-допустимою згiдно з означенням, наведеним
у пiдроздiлi 2.1. Тодi розв’язок породжувальної задачi можна подати
у виглядi x = PN(Q)c (c — довiльний елемент простору E1). Знайдемо
необхiдну умову iснування розв’язку нелiнiйного рiвняння.

Теорема 2.7. (необхiдна умова). Нехай рiвняння (2.47) має розв’язок

x = x(ε), який при ε = 0 перетворюється на один iз розв’язкiв
x(0) = PN(Q)c з елементом c = c0 ∈ E1. Тодi c0 повинен задовольня-
ти рiвняння

F (c) = PN(Q∗)R(PN(Q)c, 0) = 0. (2.48)

Це рiвняння за аналогiєю зi скiнченновимiрним випадком [168] на-
зиватимемо рiвнянням для породжувальних елементiв [326].

Доведення. Припустимо, що нелiнiйне рiвняння має розв’язок
x = x(ε), який перетворюється на один iз розв’язкiв x(0) = PN(Q)c0
породжувального рiвняння Qx = 0. Пiдставимо розв’язок x = x(ε) у
рiвняння (2.47) i запишемо умову розв’язностi рiвняння (2.46):

PN(Q∗)R(x(ε), ε) = 0.

Перейдемо до границi, коли ε → 0 (це можна зробити з огляду на
умови, наведенi вище). Використовуючи при цьому неперервнiсть R в
околi породжувального розв’язку, отримуємо рiвняння (2.48). Таким

чином, необхiдна умова iснування розв’язку задачi (2.46) про неявну

функцiю, який при ε = 0 перетворюється на розв’язок PN(Q)c0, полягає
в тому, щоб елемент c = c0 ∈ E1 був розв’язком операторного рiвняння
для породжувальних елементiв (2.48).

Знайдемо достатню умову iснування розв’язку нелiнiйного рiвнян-
ня. Для цього необхiдною є додаткова гладкiсть за x вiд нелiнiйностi
R(x(ε), ε) в околi породжувального розв’язку.

Нехай елемент c = c0 задовольняє рiвняння для породжувальних
елементiв (2.48). Зробимо замiну змiнних: x(ε) = = PN(Q)c0 + y(ε). Тодi

рiвняння (2.47) набуде вигляду

Qy(ε) = εR(PN(Q)c0 + y(ε), ε). (2.49)
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Вiдображення y(ε) задовольняє умову y(0) = 0. Видiлимо в (2.49)

лiнiйну частину в околi породжувального розв’язку:

R(PN(Q)c0 + y(ε), ε) = R(PN(Q)c0, 0) + ly(ε) + R(y(ε), ε), (2.50)

ly(ε) = Rx(PN(Q)c0, 0)y(ε)

та запишемо умову розв’язностi рiвняння (2.49) вiдносно y:

PN(Q∗)R(PN(Q)c0 + y(ε), ε) = 0.

За виконання цiєї умови розв’язки рiвняння (2.49) матимуть вигляд

y(ε) = y(ε) + PN(Q)c(ε),

де
y(ε) = G[y(ε)] := εQ−R(PN(Q)c0 + y(ε), ε).

Пiдставивши цей вираз в умову розв’язностi з урахуванням подання
(2.50) та умови (2.48), отримаємо операторне рiвняння вiдносно c(ε):

B0c(ε) = g(ε), (2.51)

де B0 = PN(Q∗)lPN(Q), g(ε) = −PN(Q∗)ly(ε)− PN(Q∗)R(y(ε), ε).

За виконання умови PN(B∗
0 )
PN(Q∗) = 0 один iз розв’язкiв рiвняння

(2.51) матиме вигляд c(ε) = B−
0 g(ε). Тодi отримаємо таку операторну

систему вiдносно y(ε), c(ε), y(ε):
y(ε) = PN(Q)c(ε) + y(ε),

c(ε) = −B−
0 PN(Q∗){R(y(ε), ε) + ly(ε)},

y(ε) = G[y(ε)],

яку запишемо у виглядi

u(ε) = Lu(ε) + g(ε). (2.52)

Тут u(ε) = (y(ε), c(ε), y(ε))T ,

L =

 0 PN(Q) I

0 0 L1

0 0 0

 , g(ε) =

 0

g1(ε)

g2(ε)

 ,
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де
L1z = −B−

0 PN(Q∗)lz,

g1(ε) = −B−
0 PN(Q∗)R(y(ε), ε), g2(ε) = G[y(ε)].

Тодi u(ε) = (I − L)−1g(ε) = S(ε)u(ε), де

S(ε)u(ε) = (I − L)−1g(ε) =

 I PN(Q) PN(Q)L1 + I

0 I L1

0 0 I

 g(ε),

S(ε)

 y(ε)

c(ε)

y(ε)

 =

=

 −PN(Q)B
−
0 PN(Q∗)R(y(ε), ε)− PN(Q)B

−
0 PN(Q∗)lG[y(ε)] +G[y(ε)]

−B−
0 PN(Q∗)R(y(ε), ε)−B−

0 PN(Q∗)lG[y(ε)]

G[y(ε)]

 .

З огляду на малiсть ε завжди можна досягти того, щоб оператор S(ε)

був стискальним. Скориставшись принципом стискальних вiдображень
[193], отримаємо таку теорему.

Теорема 2.8. (достатня умова). Нехай виконуються умови:

1. B0, Q є узагальнено-оборотними операторами;
2. PN(B∗

0 )
PN(Q∗) = 0.

Тодi для довiльного елемента c = c0 ∈ E1, що задовольняє рiвнян-
ня для породжувальних елементiв (2.48), iснує неперервний розв’язок

рiвняння (2.47). Цей розв’язок можна знайти за допомогою збiжного

iтерацiйного процесу:
yk+1(ε) = PN(Q)ck(ε) + yk(ε),

ck+1(ε) = −B−
0 PN(Q∗){R(yk(ε), ε) + lyk(ε)},

yk+1(ε) = G[yk(ε)],

R(yk(ε), ε) = R(PN(Q)c0 + yk(ε), ε)−R(PN(Q)c0, 0)− lyk(ε),

xk(ε) = PN(Q)c0 + yk(ε), x(ε) = lim
k→∞

xk(ε),

G[yk(ε)] = εB−R(PN(Q)c0 + yk(ε), ε),

F (c0) = PN(Q∗)R(PN(Q)c0, 0) = 0

для y0(ε) = 0, c0(ε) = 0, y0(ε) = 0.
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Зв’язок мiж необхiдною та достатньою умовами

Спочатку доведемо таке твердження.
Наслiдок. Нехай F (c) має похiдну Фреше для кожного елемента

c = c0 простору E1, що задовольняє рiвняння для породжувальних еле-
ментiв (2.48). Якщо оператор B0 має обмежений обернений, то рiв-

няння (2.47) має єдиний розв’язок для кожного c0.

Доведення. Розглянемо рiзницю

F (c0 + ε) = F (c0 + ε)− F (c0) = PN(Q∗)R(PN(Q)(c0 + ε), ε)−

−PN(Q∗)R(PN(Q)c0, 0) = PN(Q∗)lPN(Q)ε+

+PN(Q∗)R(PN(Q)ε, ε) = B0[ε] + PN(Q∗)R(PN(Q)ε, ε).

Звiдси випливає, що B0 = F
′
(c0). Оскiльки оператор F

′
(c0) =

= dF (c)
dc

|c=c0 (похiдна Фреше вiд оператора F ) оборотний, то для опера-
тора B0 виконуються умови теореми 2.8. Таким чином, умова оборотно-

стi оператора B0 пов’язує мiж собою необхiдну та достатню умови. У
скiченновимiрному випадку ця умова є еквiвалентною умовi простоти
кореня [105].

Зауваження щодо посилення результатiв. Використовуючи понят-
тя сильного узагальнено-оберненого оператора можна довести загаль-
нiше тверждення, нiж у достатнiй умовi 2.8. Необхiдна умова у цьому

випадку не змiнюється. Сформулюємо аналог теореми 2.8.

Теорема 2.9. Нехай виконуються такi умови:

1) Q та B0 — вiдповiдно сильнi (X1−, Y1), (X2, Y2)-узагальнено-
оборотнi оператори ;

2) PN(B∗
0 )
PN(Q∗) = 0.

Тодi для довiльного елемента c = c0 ∈ E1, що задовольняє рiвнян-
ня для породжувальних елементiв (2.48), iснує узагальнений розв’язок

x(ε) рiвняння (2.47). Цей розв’язок можна знайти за допомогою збi-

жного iтерацiйного процесу:
yk+1(ε) = PN(Q)ck(ε) + yk(ε),

ck+1(ε) = −B−
0X2,Y2

PN(Q∗){R(yk(ε), ε) + lyk(ε)},
yk+1(ε) = G[yk(ε)],
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R(yk(ε), ε) = R(PN(Q)c0 + yk(ε), ε)−R(PN(Q)c0, 0)− lyk(ε),

xk(ε) = PN(Q)c0 + yk(ε), x(ε) = lim
k→∞

xk(ε),

G[yk(ε)] = εQ−
X1,Y1

R(PN(Q)c0 + yk(ε), ε),

F (c0) = PN(Q∗)R(PN(Q)c0, 0) = 0

для y0(ε) = 0, c0(ε) = 0, y0(ε) = 0, де Q−
X1,Y1

, B−
0X2,Y2

— сильнi узагальне-
но-оберненi оператори.

Зауваження 2.9. Технiка доведення цiєї теореми не вiдрiзняється вiд

доведення попередньої, але теорема 2.8 є загальнiшою з огляду на те,
що умова замкненостi множини значень операторiв Q та B0 не при-
пускається.

Розглянемо тепер те саме рiвняння, але визначене у просторах Гiль-
берта E1 = H1, E = H,E2 = H2. Геометрiя цих просторiв багатша, i, як
випливає з результатiв, отриманих вище, довiльний лiнiйний обмежений
оператор має сильний псевдообернений. Зважаючи на це, отримаємо та-
кий наслiдок.

Наслiдок. Нехай PN(B
∗
0)
PN(Q

∗
) = 0.

Тодi для довiльного елемента c = c0 ∈ H1, що задовольняє рiвнян-
ня для породжувальних елементiв (2.48), iснує узагальнений розв’язок

x(ε) рiвняння (2.47). Цей розв’язок можна знайти за допомогою iте-

рацiйного процесу:
yk+1(ε) = PN(Q)ck(ε) + yk(ε),

ck+1(ε) = −B+

0 PN(Q∗){R(yk(ε), ε) + lyk(ε)},
yk+1(ε) = G[yk(ε)],

R(yk(ε), ε) = R(PN(Q)c0 + yk(ε), ε)−R(PN(Q)c0, 0)− lyk(ε),

xk(ε) = PN(Q)c0 + yk(ε), x(ε) = lim
k→∞

xk(ε),

G[yk(ε)] = Q
+
R(PN(Q)c0 + yk(ε), ε),

F (c0) = PN(Q
∗
)R(PN(Q)c0, 0) = 0,

збiжного для довiльних початкових значень y0(ε), c0(ε), y0(ε), де
B

+

0 , Q
+ – сильнi псевдооберненi за Муром—Пенроузом оператори.
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Зауваження 2.10. Рiвняння для породжувальних елементiв (2.48) у

скiнченновимiрному випадку збiгається з рiвнянням для породжуваль-
них сталих, якi використовувалися в [326].

Приклад. Продемонструємо, як можна застосовувати отриманi те-
ореми для подання розв’язкiв нелiнiйного операторного рiвняння Ляпу-
нова у просторi Гiльберта в критичному (резонансному) випадку (коли
порушується єдинiсть розв’язку породжувального рiвняння).

Дослiдимо рiвняння вигляду

F(X, ε) = AX +XB + εXQ1X −Q2 = 0, (2.53)

де A,B,Q1, Q2 ∈ L(H) — вiдомi лiнiйнi обмеженi оператори, що дiють
у просторi Гiльберта H, оператор X ∈ L(H) є невiдомим; ε — малий
параметр.

Розглянемо породжувальне рiвняння

F(X, 0) = AX +XB −Q2 = 0. (2.54)

У цьому випадку R(X, ε) = εXQ1X. Ввiвши позначення QX := AX+

+XB, рiвняння (2.54) запишемо так:

QX = Q2.

Тодi узагальненi розв’язки (2.54) набудуть вигляду

X = Q
+
Q2 + PN(Q)C, (2.55)

де довiльний оператор C належить L(H) за виконання умови
PN(Q

∗
)Q2 = 0.

На пiдставi наведених теорем, сформулюємо таке твердження.

Теорема 2.10. (необхiдна умова). Нехай iснує неперервний розв’язок

рiвняння (2.53), який при ε = 0 перетворюється на один iз розв’язкiв

породжувальної задачi (2.54) вигляду (2.55) з оператором C = C0. Тодi

C0 повинен задовольняти операторне рiвняння для породжувальних
операторiв:

F (C) = PN(Q∗)(Q
+
Q2 + PN(Q)C)Q1(Q

+
Q2 + PN(Q)C) = 0. (2.56)
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Таким чином, теорема 2.10 є необхiдною умовою iснування розв’язку

операторного рiвняння типу Ляпунова (2.53). Для отримання до-

статньої умови iснування розв’язку операторного рiвняння Ляпунова
(2.53), так само, як i при доведеннi теореми 2.8, зробимо замiну змiн-

них:
X(ε) = Y (ε) + PN(Q)C0 +Q

+
Q2.

Тодi отримаємо рiвняння

QY (ε)= −ε(Y (ε)+ PN(Q)C0+Q
+
Q2)Q1(Y (ε)+ PN(Q)C0+Q

+
Q2), (2.57)

Y (0) = 0.

Умова розв’язностi для (2.57) набуде вигляду

PN(Q∗)(Y (ε) + PN(Q)C0 +Q
+
Q2)Q1(Y (ε) + PN(Q)C0 +Q

+
Q2) = 0. (2.58)

За виконання умови (2.58) розв’язки будуть такими:

Y (ε) = Y (ε) + PN(Q)C(ε),

де
Y (ε) = G[Y (ε)] =

= −εQ+
(Y (ε) + PN(Q)C0 +Q

+
Q2)Q1(Y (ε) + PN(Q)C0 +Q

+
Q2).

Неважко перевiрити, що у цьому випадку

lY (ε) = Y (ε)Q1(PN(Q)C0 +Q
+
Q2) + (PN(Q)C0 +Q

+
Q2)Q1Y (ε).

Отже, отримаємо таку операторну систему:

Y (ε) = Y (ε) + PN(Q)C(ε),

Y (ε)=−εQ+
(Y (ε)+ PN(Q)C0+Q

+
Q2)Q1(Y (ε)+ PN(Q)C0+Q

+
Q2),

B0C(ε) = −PN(Q∗)Y (ε)Q1Y (ε)− PN(Q∗)lY (ε).

Використовуючи наслiдок з достатньої умови 2.8 для просторiв Гiль-

берта, отримуємо таке твердження.



65

Теорема 2.11. (достатня умова). Нехай PN(B
∗
0)
PN(Q

∗
) = 0. Тодi для

довiльного оператора C = C0 ∈ L(H), який задовольняє рiвняння для
породжувальних операторiв (2.56), iснує неперервний узагальнений

розв’язок x(ε) рiвняння (2.53). Цей розв’язок можна знайти за допо-

могою збiжного iтерацiйного процесу:

Yk+1(ε) = Y k(ε) + PN(Q)Ck(ε),

Ck+1(ε) = −B+

0 PN(Q∗)Yk(ε)Q1Yk(ε)− PN(Q∗)lY k(ε),

Y k+1(ε) = G[Yk(ε)],

Xk(ε) = PN(Q)C0 + Yk(ε) +Q
+
Q2, X(ε) = lim

k→∞
Xk(ε),

G[Yk(ε)] = −εQ+
(Yk(ε) + PN(Q)C0 +Q

+
Q2)Q1(Yk(ε) + PN(Q)C0 +Q

+
Q2),

F (C0) = PN(Q∗)(Q
+
Q2 + PN(Q)C0)Q1(Q

+
Q2 + PN(Q)C0) = 0

для Y0(ε) = 0, C0(ε) = 0, Y 0(ε) = 0, де B+

0 , Q
+ — сильнi псевдооберненi

за Муром—Пенроузом оператори.
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РОЗДIЛ 3

КРАЙОВI ЗАДАЧI ДЛЯ
ОПЕРАТОРНО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ У

ПРОСТОРАХ БАНАХА ТА ГIЛЬБЕРТА

3.1. Перiодичнi розв’язки рiвняння Хiла

У цьому роздiлi попереднi результати застосовують до дослiдження
розв’язностi перiодичної крайової задачi для рiвняння Хiла у просторi
Гiльберта. Отримано критерiй розв’язностi такої задачi, побудовано
узагальнений оператор Грiна, за допомогою якого подано вiдповiдну
множину перiодичних розв’язкiв.

Постановка задачi. Розглянемо у дiйснозначному просторi Гiльбер-
та H рiвняння Хiла [108]:

ÿ(t) + Ty(t) = 0, (3.1)

з перiодичною умовою

y(0) = y(w), ẏ(0) = ẏ(w). (3.2)

У рiвняннi (3.1) T — додатний самоспряжений оператор. Нехай T
1
2 ≥

≥ λI — квадратний корiнь з оператора T . Задача полягає у знаходжен-
нi умов розв’язностi та побудовi розв’язкiв крайової задачi (3.1), (3.2).
Оскiльки оператор T є замкненим, то [144, 146] область визначення
D(T

1
2 ) оператора T

1
2 є простором Гiльберта вiдносно скалярного добу-

тку (T
1
2u, T

1
2u).

Зробивши замiну змiнних:{
ẋ1(t) = T

1
2x2(t) + r cos(tT

1
2 )z,

ẋ2(t) = −T 1
2x1(t) + r sin(tT

1
2 )z,

(3.3)

(аналогiчну до замiни типу Ван дер Поля, коли r = 0), отримаємо не-
однорiдну операторну систему диференцiальних рiвнянь з вiдповiдною
крайовою умовою

x1(0) = x1(w), x2(0) = x2(w) + rT− 1
2 cos(wT

1
2 )z − rT− 1

2 z. (3.4)

Тут ẏ(t) = ẋ1(t), z — довiльний елемент простору H.
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Еволюцiйним оператором для рiвняння (3.3) при r = 0 буде сильно

неперервна унiтарна група, яку можна подати у виглядi такого опера-
тора:

U(t) := U(t, 0) =

(
cos tT

1
2 sin tT

1
2

−sin tT 1
2 cos tT

1
2

)
.

Вiдомо [12, 224], що унiтарна група U(t) не є стискальною. Нагада-
ємо її властивостi:

Un(t)=

(
cos ntT

1
2 sin ntT

1
2

−sin ntT 1
2 cos ntT

1
2

)
= U(nt), ||Un(t)|| = 1, n ∈ N.

Вводячи до розгляду новий простiр Гiльберта H
T

1
2

= D(T
1
2 )⊕

⊕D(T
1
2 ) зi скалярним добутком (< u, v >,< u, v >)H

T
1
2

= (T
1
2u, T

1
2u)+

+(T
1
2v, T

1
2v) i вектор φ = = (x1, x2)

T , задачу (3.3), (3.4) на спареному

просторi H
T

1
2

запишемо у виглядi

φ̇(t) = Aφ(t) + f(t), (3.5)

φ(0) = φ(w) + α, (3.6)

де

A =

(
0 T

1
2

−T 1
2 0

)
=

=

(
T

1
2 0

0 T
1
2

)(
0 I

−I 0

)
=

(
0 I

−I 0

)(
T

1
2 0

0 T
1
2

)
,

а вектор-функцiя f(t) та вектор α — вiдповiдно

f(t) = (r cos(tT
1
2 )z, r sin(tT

1
2 )z)T ),

α = (0, rT− 1
2 (cos(wT

1
2 )z − z))T .

Основний результат. Дослiдимо питання щодо розв’язностi крайо-
вої задачi (3.5), (3.6). Розв’язок задачi (3.5) можна подати так:

φ(t) = U(t)c+

∫ t

0

U(t)U−1(τ)f(τ)dτ
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для довiльного елемента c ∈ H
T

1
2
. Пiдставляючи f(t), остаточно отри-

маємо

φ(t) = U(t)c+

(
rT− 1

2 sin(tT
1
2 )z

0

)
. (3.7)

Пiдставивши (3.7) у крайову умову (3.6), отримуємо еквiвалентнiсть

розв’язностi крайової задачi (3.5), (3.6) та операторного рiвняння

(I − U(w))c = g, (3.8)

де

g =

(
rT− 1

2 sin(wT
1
2 )z

rT− 1
2 (cos(wT

1
2 )z − z)

)
.

Розглянемо операторне рiвняння (3.8). При цьому використовувати-

мемо результати роздiлу 2.
1. Класичнi узагальненi розв’язки крайової задачi (3.1), (3.2).

Припустимо, що множина значень оператора I −U(w) є замкненою,
тобто R(I − U(w)) = R(I − U(w)). Тодi операторна система (3.8) буде

розв’язною тодi й тiльки тодi, коли [319]

U0(w)g = 0, (3.9)

де

U0(w) = lim
n→∞

∑n
k=0 U

k(w)

n
= lim

n→∞

∑n
k=0 U(kw)

n

є ортопроєктором, який проєктує простiр H
T

1
2

на власний пiдпростiр
одиницi 1 ∈ σ(U(w)) [126] оператора I−U(w), тобто проєктор на коядро
оператора I−U(w) дорiвнює U0(w): PN((I−U(w))∗) = U0(w). За виконання
умови розв’язностi, розв’язки рiвняння (3.8) матимуть вигляд [319]

c = U0(w)c+

+(
∞∑
k=0

(µ− 1)k{
∞∑
l=0

µ−l−1(U(w)− U0(w))
l}k+1 − U0(w))g ∀c ∈ H

T
1
2
.

Пiдставивши їх у (3.7) знаходимо всi розв’язки крайової задачi (3.5),

(3.6):
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φ(t) = U(t)U0(w)c+ (G[f, α])(t) ∀c ∈ H
T

1
2
, (3.10)

де
(G[f, α])(t) =

= U(t)
∞∑
k=0

(µ− 1)k{
∞∑
l=0

µ−l−1(U(w)− U0(w))
l}k+1×

×

(
rT− 1

2 sin(wT
1
2 )z

rT− 1
2 (cos(wT

1
2 )z − z)

)
−

−U(t)U0(w)

(
rT− 1

2 sin(wT
1
2 )z

rT− 1
2 (cos(wT

1
2 )z − z)

)
+

(
rT− 1

2 sin(tT
1
2 )z

0

)
(3.11)

є узагальненим оператором Грiна задачi (3.5),(3.6).
2. Сильнi узагальненi розв’язки.
Розглянемо випадок, коли R(I − U(w)) ̸= R(I − U(w)), але елемент

g є таким, що g ∈ R(I − U(w)). Тодi умову (3.9) розв’язностi U0(w)g = 0

виконано [126, 319].
Унаслiдок того, що степенi оператора монодромiї є рiвномiрно обме-

женими [126, c.299], справедливим є розклад

H
T

1
2
= N(I − U(w))⊕R(I − U(w)),

тому ядро N(I − U(w)) оператора I − U(w) є доповнювальним пiдпро-
стором у H

T
1
2
, як i в роздiлi 2. Профакторизувавши простiр H

T
1
2

за
ядром N(I − U(w)), отримаємо оператор

(I − U(w))PR(I−U(w)) : HT
1
2
/N(I − U(w)) →

→ R(I − U(w)) ⊂ R(I − U(w)),

де PR(I−U(w)) = PN((I−U(w))∗) — ортопроєктор на пiдпростiр
R(I − U(w)) ⊂ H

T
1
2
. Таким чином, отриманий оператор (I−

−U(w))PR(I−U(w)) буде iн’єктивним. Далi використаємо процес по-
повнення за нормою ||(I − U(w))PR(I−U(w))x||R(I−U(w)) [32, c.504—505],
[166]. Розширений оператор

˜I − U(w) : ˜H
T

1
2
/N(I − U(w)) → R(I − U(w))
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буде здiйснювати гомеоморфiзм мiж просторами ˜H
T

1
2
/N(I − U(w)) та

R(I − U(w)). З огляду на [166] рiвняння

( ˜I − U(w))x = g

матиме єдиний сильний узагальнений розв’язок, який позначатимемо
як x := c̃ ∈ ˜H

T
1
2
/N(I − U(w)), i простiр H

T
1
2
/N(I − U(w)) буде щiльно

вкладеним в ˜H
T

1
2
/N(I − U(w)).

Застосуємо еквiвалентне до узагальненої розв’язностi формулюван-
ня поняття майже розв’язностi. З огляду на щiльнiсть вкладення iснує
послiдовнiсть c̃n ∈ H

T
1
2
/N(I− −U(w)) класiв еквiвалентностi, яка буде

збiгатися до c̃ за нормою ˜H
T

1
2
/N(I − U(w)). Обираючи по представнику

з кожного класу cn ∈ c̃n, отримаємо, що вона збiжна до узагальненого
розв’язку c̃. Таку послiдовнiсть називають сильним майже розв’язком
(див. докладнiше в [166, c.26—29]). Тодi множина усiх сильних майже
розв’язкiв операторного рiвняння (3.8) матиме вигляд

{cn + PN(I−U(w))c, n ∈ N} = {cn + U0(w)c, n ∈ N}

для довiльного c ∈ H
T

1
2
. Отже, сильнi майже розв’язки крайової задачi

(3.5), (3.6) можна подати у виглядi послiдовностi

{φn(t) = U(t)U0(w)c+ U(t)cn, n ∈ N}, (3.12)

яка збiгається до U(t)c̃ у просторi ˜H
T

1
2
/N(I − U(w)). Вiдомо, що iсну-

вання сильних узагальнених розв’язкiв еквiвалентне iснуванню сильних
майже розв’язкiв [166]. Якщо елемент g належить до образу вiдповiдно-
го оператора I−U(w): g ∈ R(I−U(w)), то сильнi узагальненi розв’язки
будуть класичними. У даному випадку це означає, що φn(t) → φ(t).

3. Псевдорозв’язки.
Розглянемо випадок, коли елемент g /∈ R(I − U(w)), тобто крите-

рiй розв’язностi вiдповiдного рiвняння не виконано. Це означає, що
U0(w)g ̸= 0. У цьому випадку звичайних розв’язкiв рiвняння (3.8) не

iснує, але є елементи c iз простору H
T

1
2
, що мiнiмiзують норму вiдпо-

вiдної нев’язки ||(I − U(w))c− g||H
T

1
2

[326]:

c = (I − U(w))+g + U0(w)c ∀c ∈ H
T

1
2
.
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Цi елементи й називають псевдорозв’язками. У тому випадку, коли
множина значень є незамкненою R(I − U(w)) ̸= R(I − U(w)), треба
замiнити оператор I−U(w) на розширений R(I − U(w)), тодi отримаємо
сильнi псевдорозв’язки:

c = (I − U(w))
+
g + U0(w)c ∀c ∈ H

T
1
2
.

Елемент (I − U(w))+g ((I − U(w))
+
g) iз цiєї множини має найменшу

норму. Тодi множина всiх псевдорозв’язкiв крайової задачi (3.5), (3.6)
знову матиме вигляд (3.10). Таким чином, справедливою є теорема.

Теорема 3.1. Нехай задано крайову задачу (3.5), (3.6).

1. Сильнi узагальненi розв’язки крайової задачi (3.5), (3.6) iснують
тодi й тiльки тодi, коли неоднорiднiсть у (3.8) належить замикан-

ню множини значень оператора R(I − U(w)), тобто неоднорiднiсть
така, що виконується умова

U0(w)

(
rT− 1

2 sin(wT
1
2 )z

rT− 1
2 (cos(wT

1
2 )z − z)

)
= 0. (3.13)

Якщо додатково вектор

(rT− 1
2 sin(wT

1
2 )z; rT− 1

2 (cos(wT
1
2 )z − z))T ∈ R(I − U(w)),

то розв’язки будуть класичними узагальненими.
За виконання цiєї умови (3.13) сильнi узагальненi розв’язки крайо-

вої задачi (3.5), (3.6) мають вигляд

φ(t) = U(t)U0(w)c+ (G[f, α])(t),

де (G[f, α])(t) – розширення оператора (G[f, α])(t) на простiр H
T

1
2
.

2. Сильнi псевдорозв’язки iснують тодi й тiльки тодi, коли

U0(w)

(
rT− 1

2 sin(wT
1
2 )z

rT− 1
2 (cos(wT

1
2 )z − z)

)
̸= 0. (3.14)

За виконання цiєї умови (3.14) сильнi псевдорозв’язки крайової задачi

(3.5), (3.6) мають вигляд

φ(t) = U(t)U0(w)c+ (G[f, α])(t).



72

Приклади. Проiлюструємо отриманi вище твердження на прикла-
дах.

1. Розглянемо перiодичну крайову задачу для рiвняння, що описує
коливання маятника:

ẍ(t) = −(
2π

ω
)2x(t), (3.15)

x(0) = x(ω). (3.16)

Зробимо замiну змiнних: x(t) = x1(t), ẋ1(t) = 2π
ω
x2(t) + r cos2π

ω
t,

та запишемо цю задачу у виглядi крайової задачi для системи рiвнянь
вигляду: {

ẋ1(t) =
2π
ω
x2(t) + r cos2π

ω
t,

ẋ2(t) = −2π
ω
x1(t) + r sin2π

ω
t,

(3.17)

x1(0) = x1(ω). (3.18)

Фундаментальна матриця розв’язкiв однорiдної системи для (3.17),
нормована у нулi, є такою:

X(t) =

(
cos2π

ω
t sin2π

ω
t

−sin2π
ω
t cos2π

ω
t

)
.

Введемо допомiжнi вектори:

z(t) = (x1(t), x2(t))
T , f(t) = (r cos

2π

ω
t, r sin

2π

ω
t)T .

Крайова задача (3.17), (3.18) є нерегулярною [326] у сенсi, що має
множину перiодичних розв’язкiв (на вiдмiну вiд регулярного випадку).
Тодi згiдно з [326] множина всiх ω-перiодичних розв’язкiв задачi (3.17),

(3.18) матиме вигляд

z(t, c) = X(t)c+ (G[f ])(t)

для довiльного вектора c = (c1, c2)
T ∈ R2. Тут (G[·])(t) — узагальнений

оператор Грiна перiодичної задачi (3.17), (3.18), який можна знайти
[326], наприклад, так:

(G[f ])(t) = X(t)

∫ t

0

X−1(τ)f(τ)dτ.
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У цьому випадку перетворення X(t) є ортогональним i таким, що
зберiгає площi [12]: X−1(t) = XT (t). Простим пiдрахунком можна
переконатися, що (G[f ])(t) = ( rω

2π
sin2π

ω
t, 0)T . Отже, множина всiх ω-

перiодичних розв’язкiв крайової задачi (3.17), (3.18) матиме вигляд

(
x1(t, c, r)

x2(t, c, r)

)
=

(
cos2π

ω
t sin2π

ω
t

−sin2π
ω
t cos2π

ω
t

)(
c1
c2

)
+

(
rω
2π
sin2π

ω
t

0

)
(3.19)

для довiльних c1, c2, r ∈ R.
2. Розглянемо крайову задачу (3.17), (3.18) з додатковими крайови-

ми умовами (перевизначену):

x2(0) = x2(
ω

4
) = 0, (3.20)

∫ ω
2

0

x1(t)dt = α ̸= 0. (3.21)

Покажемо, що ця задача має розв’язок для довiльного числа α ∈ R.
Пiдставивши другу компоненту розв’язку (3.19) в умову (3.20), маємо

x2(0) = c2 = 0, x2(
ω

4
) = −c1 = 0.

Пiсля пiдстановки у першу компоненту отримаємо, що x1(t, c, r) =

= rω
2π
sin2π

ω
t. Враховуючи умову (3.21), маємо

∫ ω
2

0

x1(t, c, r)dt =
rω

2π

∫ ω
2

0

sin
2π

ω
tdt =

rω2

2π2
= α.

Звiдси r = 2π2α
ω2 . Отже, розв’язок крайової задачi (3.17)—(3.21) є таким:

(x1(t), x2(t))
T = (

πα

ω
sin

2π

ω
t, 0)T .

Зауваження 3.1. Без додаткового параметра r така задача не мала
б розв’язкiв.

3. Розглянемо крайову задачу (3.17)—(3.20), на розв’язках якої не-
обхiдно мiнiмiзувати критерiй якостi∫ 1

0

x1(t, c, r)dr → inf
t∈R

. (3.22)



74

Згiдно з першим прикладом c1 = c2 = 0. Тодi iнтеграл у (3.22) набуде

значення ∫ 1

0

x1(t, c, r)dr =
ω

2π
sin

2π

ω
t

∫ 1

0

rdr =
ω

4π
sin

2π

ω
t.

Неважко побачити, що задача (3.22) розв’язна i найменше значення

дорiвнює − ω
4π

(досягається у точках вигляду tk = = (3
4
+ k)ω, k ∈ Z).

Зауваження 3.2. Аналогiчним чином у рiвняння коливань маятни-

ка, можна ввести довiльну кiлькiсть додаткових параметрiв та за
допомогою доведених вище теорем дослiдити умови розв’язностi кра-
йових задач, якi можуть мати рiзну кiлькiсть лiнiйно незалежних
розв’язкiв або не мати взагалi.

Зауваження 3.3. До операторного рiвняння Хiла вигляду (3.1) мож-
на звести лiнiйнi хвильовi рiвняння (див., наприклад, [224, c.321]), що
дає змогу дослiджувати крайовi задачi для них.

3.2. Умови бiфуркацiї розв’язкiв рiвняння Хiла

У цьому пiдроздiлi проiлюстровано отриманi результати та дослi-
джено умови бiфуркацiї розв’язкiв рiвняння Хiла у тих випадках, ко-
ли незбурена крайова задача має або не має розв’язки. Для зручностi
читання та формулювання результатiв наведемо тi факти, якi надалi
використовуватимуться.

Допомiжнi твердження. Розглянемо у дiйсному просторi Гiльберта
H рiвняння Хiла

ÿ(t) + Ty(t) = 0 (3.23)

з крайовими умовами

y(0)− y(w) = α1, ẏ(0)− ẏ(w) = α2, (3.24)

за тих самих припущень на оператор T , що i у пiдроздiлi 3.1, та еле-
менти α1, α2, за яких незбурена задача не має розв’язкiв: α1, α2 ∈ H.
Пiсля замiни змiнних отримаємо операторну систему диференцiальних
рiвнянь: {

ẋ1(t) = T
1
2x2(t),

ẋ2(t) = −T 1
2x1(t)

(3.25)
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з крайовими умовами

x1(0)− x1(w) = α1, x2(0)− x2(w) = α2, (3.26)

ẏ(t) = ẋ1(t), або як задачу на спареному просторi H
T

1
2
:

φ̇(t) = Aφ(t), (3.27)

φ(0)− φ(w) = α, (3.28)

де оператор A матиме вигляд

A =

(
0 T

1
2

−T 1
2 0

)
=

(
T

1
2 0

0 T
1
2

)(
0 I

−I 0

)
=

=

(
0 I

−I 0

)(
T

1
2 0

0 T
1
2

)
,

φ(t) = (x1(t), x2(t))
T , α = (α1, α2)

T . Надалi використовуватимемо по-
дання розв’язкiв неоднорiдної операторної системи:

dφ(t)

dt
= Aφ(t) + f(t), (3.29)

φ(0)− φ(w) = α (3.30)

у виглядi
φ(t) = U(t)U0(w)c+ (G[f, α])(t) ∀c ∈ H

T
1
2
, (3.31)

де
(G[f, α])(t) =

= U(t)
∞∑
k=0

(µ− 1)k{
∞∑
l=0

µ−l−1(U(w)− U0(w))
l}k+1(α+

+

∫ w

0

U(w)U−1(τ)f(τ)dτ)− U(t)U0(w)(α+

+

∫ w

0

U(w)U−1(τ)f(τ)dτ) +

∫ t

0

U(t)U−1(τ)f(τ)dτ

є узагальненим оператором Грiна задачi (3.29), (3.30). Згiдно з наведе-

ним вище крайова задача (3.27), (3.28) буде розв’язною тодi й тiльки
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тодi, коли елемент α ∈ H
T

1
2

задовольнятиме умову

U0(w){α +

∫ w

0

U−1(τ)f(τ)dτ} = 0. (3.32)

За виконання цiєї умови розв’язки задачi (3.27), (3.28) матимуть вигляд

φ(t, c) = U(t)U0(w)c+ (G[0, α])(t) = U(t)U0(w)c+

+U(t)(
∞∑
k=0

(µ− 1)k{
∞∑
l=0

µ−l−1(U(w)− U0(w))
l}k+1 − U0(w))α

з незалежним вiд часу оператором Грiна.
Бiфуркацiя розв’язкiв. Припустимо, що елемент α такий, що опера-

торна система (3.27), (3.28) не є розв’язною в класичному узагальнено-

му сенсi, тобто U0(w)α ̸= 0. Виникає питання про бiфуркацiю розв’язкiв
збуреної задачi. Покажемо, яким чином можна збурити систему (3.27),

(3.28), щоб зробити її розв’язною. Розглянемо операторну систему:

φ̇(t) = Aφ(t) + εA1(t)φ(t), (3.33)

φ(0)− φ(w) = α, (3.34)

де оператор A1(t) є лiнiйним та обмеженим за всiх t ∈ [0;w]. Для отри-
мання достатнiх умов iснування розв’язкiв операторної системи (3.33),

(3.34) застосовуватимемо аналог методу Вiшика—Люстернiка та опера-

тор

B0 = U0(w)

∫ w

0

A1(t)U(t)dtU0(w) : HT
1
2
→ H

T
1
2
.

Теорема 3.2. Припустимо, що виконуються такi умови:

1) B0 є псевдооберненим за Муром—Пенроузом оператором (B0 ∈
∈ PI(H

T
1
2
));

2) PN(B∗
0 )
U0(w) = 0.

Якщо незбурена двоточкова операторна система (3.5), (3.6) не має
розв’язкiв, то операторна система (3.33), (3.34) має ρ-параметричну
множину розв’язкiв у виглядi ряду

φ0(t, ε, cρ) =
∞∑

i=−1

εi[φi(t, ci) +X i(t)PN(B0)cρ] ∀cρ ∈ H
T

1
2
,
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абсолютно збiжного для достатньо малого параметра ε ∈ (0, ε∗]. Тут

φ−1(t, c−1) = U(t)U0(w)c−1,

φ0(t, c0) = U(t)U0(w)c0 + (G[A1(·)φ−1(·, c−1), α])(t),

φi(t, ci) = U(t)U0(w)ci + (G[A1(·)φi−1(·, ci−1), 0])(t), i = 1, 2, ...;

c−1 = −B+
0 U0(w)α,

c0 = −B+
0 U0(w)

∫ w

0

U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)φ−1(·, c−1), α])(τ)dτ,

ci = −B+
0 U0(w)×

×
∫ w

0

U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)φi−1(·, ci−1), 0])(τ)dτ, i = 1, 2, ...;

F0 = I −B+
0 U0(w)×

×
∫ w

0

U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)U(·), 0])(τ)dτU0(w),

Fi = I −B+
0 U0(w)×

×
∫ w

0

U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)X i−1(·), 0])(τ)dτ, i = 1, 2, ...;

X−1(t) = U(t)U0(w),

X i(t) = U(t)U0(w)Fi + (G[A1(·)X i−1(·), 0])(t), i = 0, 1, 2, ...

Зауваження 3.4. Потужнiсть множини лiнiйно незалежних

розв’язкiв залежить вiд розмiрностi пiдпростору PN(B0)H.

Доведення. Будемо шукати розв’язок у виглядi ряду за степеня-
ми ε:

φ(t, ε) =
+∞∑
i=−1

εiφi(t). (3.35)

Пiдставимо ряд (3.35) у крайову задачу й зберемо коефiцiєнти бi-

ля вiдповiдних степенiв ε. Проблема визначення коефiцiєнта φ−1(t)

при ε−1 ряду (3.35) зводиться до розв’язування такої операторно-

диференцiальної крайової задачi:

dφ−1(t)

dt
= Aφ−1(t), (3.36)
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φ−1(0)− φ−1(w) = 0. (3.37)

Множина розв’язкiв операторно-диференцiальної системи (3.36), (3.37)
має вигляд φ−1(t, c−1) = U(t)U0(w)c−1 для довiльного елемента c−1 ∈
∈ H

T
1
2
, який визначено нижче.

Проблема визначення коефiцiєнта φ0(t) бiля ε0 ряду (3.35) зводи-

ться до розв’язування такої неоднорiдної операторно-диференцiальної
крайової задачi:

dφ0(t)

dt
= Aφ0(t) + A1(t)φ−1(t, c−1), (3.38)

φ0(0)− φ0(w) = α. (3.39)

Крайова задача (3.38), (3.39) буде розв’язною тодi й тiльки тодi, коли

U0(w){α +

∫ w

0

U(w)U−1(τ)A1(τ)U(τ)dτU0(w)c−1} = 0

згiдно з (3.12). Використовуючи властивiсть U0(w)U(w) = U(w)U0(w) =

= U0(w) [126], умову розв’язностi перепишемо у виглядi операторного
рiвняння вiдносно c−1:

B0c−1 = −U0(w)α. (3.40)

Оскiльки оператор B0 : HT
1
2
→ H

T
1
2

має псевдообернений, то оператор-
не рiвняння (3.40) буде розв’язним тодi й тiльки тодi, коли [326]

PN(B∗
0 )
U0(w)α = 0,

яка виконується з огляду на п. 2 для довiльного елемента α ∈
H
T

1
2

(PN(B∗
0 )

— ортопроєктор на коядро оператора B∗
0). Тодi множина

розв’язкiв (3.40) має вигляд

c−1 = −B+
0 U0(w)α + PN(B0)cρ.

Iншими словами,

c−1 = c−1 + PN(B0)cρ, c−1 = −B+
0 U0(w)α,

де B+
0 є псевдооберненим до B0 за Муром—Пенроузом оператор. Тодi

множина розв’язкiв крайової задаiчi (3.35), (3.36) є такою:
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φ−1(t, cρ) = φ−1(t, c−1) + U(t)U0(w)PN(B0)cρ,

φ−1(t, c−1) = U(t)U0(w)c−1.

Використовуючи подання (3.33), лiнiйнiсть узагальненого оператора
Грiна, множину розв’язкiв крайової задачi (3.39), (3.40) можна записати
у виглядi

φ0(t, c0) = U(t)U0(w)c0 + (G[A1(·)φ−1(·, c−1), α])(t)+

+(G[A1(·)U(·), 0])(t)U0(w)PN(B0)cρ,

де елемент c0 ∈ H
T

1
2

буде визначено на наступному кроцi iтерацiйного
процесу.

Визначенню коефiцiєнта φ1(t) бiля ε1 ряду (3.35) еквiвалентне

розв’язування крайової задачi

dφ1(t)

dt
= Aφ1(t) + A1(t)φ0(t, c0), (3.41)

φ1(0)− φ1(w) = 0. (3.42)

Критерiй розв’язностi (3.12) для задачi (3.41), (3.42) матиме вигляд

U0(w)

∫ w

0

U−1(τ)A1(τ)φ0(τ, c0)dτ = 0.

Пiсля пiдстановки розв’язку φ0(t, c0) в умову розв’язностi отримуємо
операторне рiвняння вiдносно c0:

B0c0 = −U0(w)(

∫ w

0

U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)φ−1(·, c−1), α])(τ)dτ+

+

∫ w

0

U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)U(·), 0])(τ)dτU0(w)PN(B0)cρ).

Згiдно з припущенням 2 теореми (3.2) це рiвняння є розв’язним, а еле-

мент c0 ∈ H
T

1
2

визначають так:

c0 = c0 + F0PN(B0)cρ,

де

c0 = −B+
0 U0(w)

∫ w

0

U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)φ−1(·, c−1), α])(τ)dτ,
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F0 = I −B+
0 U0(w)

∫ w

0

U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)U(·), 0])(τ)dτU0(w).

Остаточно множина розв’язкiв операторної крайової задачi (3.38),
(3.39) матиме вигляд

φ0(t, cρ) = φ0(t, c0) +X0(t)PN(B0)cρ ∀cρ ∈ H
T

1
2
,

де
φ0(t, c0) = U(t)U0(w)c0 + (G[A1(·)φ−1(·, c−1), α])(t),

X0(t) = U(t)U0(w)F0 + (G[A1(·)U(·), 0])(t)U0(w).

Таким чином, розв’язки крайової задачi (3.41), (3.42) є такими

φ1(t, c1) = U(t)U0(w)c1 + (G[A1(·)φ0(·, c0), 0])(t) =

= U(t)U0(w)c1 + (G[A1(·)φ0(·, c0) + A1(·)X0(·)PN(B0)cρ, 0])(t),

де елемент c1 буде визначено на наступному кроцi iтерацiйного процесу.
Проблема визначення коефiцiєнта φ2(t) бiля ε2 ряду (3.35) зводиться до
розв’язування крайової задачi

dφ2(t)

dt
= Aφ2(t) + A1(t)φ1(t, c1), (3.43)

φ2(0)− φ2(w) = 0. (3.44)

Пiдставивши розв’язок φ1(t) в умову розв’язностi (3.12), пiсля пере-
творень отримаємо операторне рiвняння для знаходження елемента c1:

B0c1 = −U0(w)

∫ w

0

U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)φ0(·, c0)+

+A1(·)X0(·)PN(B0)cρ, 0])(τ)dτ.

Згiдно з припущенням теореми умову розв’язностi буде виконано, а
множина розв’язкiв матиме вигляд

c1 = c1 + F1PN(B0)cρ;

де

c1 = −B+
0 U0(w)

∫ w

0

U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)φ0(·, c0), 0]dτ ;



81

F1 = I −B+
0 U0(w)

∫ w

0

U−1(τ)A1(τ)G([A1(·)X0(·), 0])(τ)dτ.

Остаточно множина розв’язкiв крайової задачi (3.41), (3.42) буде та-
кою:

φ1(t, cρ) = φ1(t, c1) +X1(t)PN(B0)cρ,

де
φ1(t, c1) = U(t)U0(w)c1 +G([A1(·)φ0(·, c0), 0])(t);

X1(t) = U(t)U0(w)F1 +G([A1(·)X0(·), 0])(t).

Аналогiчним чином неважко показати (дiючи за iндукцiєю), що за-
дача визначення коефiцiєнта φi(t) бiля εi ряду (3.35) зводиться до

розв’язностi операторної крайової задачi

dφi(t)

dt
= Aφi(t) + A1(t)φi−1(t, ci−1), (3.45)

φi(0)− φi(w) = 0. (3.46)

За виконання умов теореми множина розв’язкiв крайової задачi
(3.45), (3.46) набуде вигляду

φi(t, cρ) = φi(t, ci) +X i(t)PN(B0)cρ,

де
φi(t, ci) = U(t)U0(w)ci + (G[A1(·)φi−1(·, ci−1), 0])(t),

ci = −B+
0 U0(w)

∫ w

0

U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)φi−1(·, ci−1), 0])(τ)dτ ;

Fi = I −B+
0 U0(w)

∫ w

0

U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)X i−1(·), 0])(τ)dτ ;

X i(t) = U(t)U0(w)Fi + (G[A1(·)X i−1(·), 0])(t),

i = 0, 1, 2, ..., X−1(t) = U(t)U0(w).

Абсолютна збiжнiсть отриманого ряду доводиться за аналогiєю з
працею [41].
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Зауваження 3.5. Дослiджуване рiвняння охоплює достатньо широ-
кий спектр рiзних задач вiд звичайних диференцiальних рiвнянь та
рiвнянь в частинних похiдних до абстрактних рiвнянь, що виклика-
ють самостiйний iнтерес. У критичному випадку розглянута крайова
задача може бути як фредгольмовою — у найпростiшому випадку, так
i нормально-розв’язною — у найзагальнiшому випадку (згiдно з класи-
фiкацiєю Крейна [145]). Зазначимо, що завдяки процесу поповнення,
розробленому в розд. 2, можна розглядати бiльш загальний клас уза-
гальнених нормально-розв’язних операторiв. Цього можна досягти ви-
користовуючи процес поповнення. Тодi отримаємо оператор iз замкне-
ною множиною значень, тобто зробити його нормально-розв’язним.
Вiдмiтимо також, що цю процедуру можна застосувати до задачi
про умови бiфуркацiї розв’язкiв крайової задачi:

dφ(t)

dt
= Aφ(t) + εA1(t)φ(t),

φ(0)− φ(w) = α + εl1φ(·)

з узагальнено-оберненим оператором у лiнiйнiй частинi, де l1 — лiнiй-
ний обмежений векторний функцiонал.

3.3. Параметрична крайова задача
з перiодичними операторними коефiцiєнтами

Тут розглядають перiодичну крайову задачу, що зустрiчається у ба-
гатьох теоретичних i прикладних дослiдженнях. Для дослiдження цi-
єї задачi запропоновано означення вiдносного спектра лiнiйного обме-
женого оператора. Використовуючи це поняття, отримали необхiднi та
достатнi умови розв’язностi параметричної множини диференцiальних
рiвнянь з перiодичним операторним коефiцiєнтом i крайовою умовою.

Вступ. Нехай (B, ||·||) — комплексний простiр Банаха, 0 — нульовий
елемент у просторi B, L(B) — банахiв простiр лiнiйних та обмежених
операторiв, що дiють з B у себе. Нехай A(t) — перiодична оператор-
функцiя на R зi значеннями в L(B), f(t) — неперервна на [0;w] перi-
одична вектор-функцiя зi значеннями у просторi Банаха B i перiодом
w > 0, тобто A(t+ w) = A(t), f(t+ w) = f(t).

У просторi B розглянемо множину крайових задач:

dx(t)

dt
= λA(t)x(t) + f(t), (3.47)
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x(0)− x(w) = 0. (3.48)

Як вiдомо [108], розв’язок задачи Кошi для операторного рiвняння
(3.47) з довiльною початковою умовою x(0) = x0 має вигляд

x(t) = U(t, λ)x0 +

∫ t

0

U(t, λ)U−1(τ, λ)f(τ)dτ, (3.49)

де U(t, λ) за фiксованого λ — еволюцiйний оператор, що задовольняє
однорiдне рiвняння

dU(t, λ)

dt
= λA(t)U(t, λ), U(0, λ) = I.

Пiдставивши (3.49) у крайову умову (3.48), отримаємo

x(0)− x(w) = (I − U(w, λ))x0 −
∫ w

0

U(w, λ)U−1(τ, λ)f(τ)dτ.

Розв’язнiсть крайової задачi (3.47),(3.48) еквiвалентна розв’язностi опе-

раторного рiвняння

(I − U(w, λ))x0 =

∫ w

0

U(w, λ)U−1(τ, λ)f(τ)dτ, (3.50)

де U(w, λ) — оператор монодромiї задачi (3.47), (3.48), I – тотожнiй
оператор.

Означення 3.1. [142]. Точка λ є точкою стiйкостi рiвняння (3.47),
якщо ||Un(w, λ)|| ≤ c, n ∈ Z.

За аналогiєю з наведеним вище, запропонуємо таке означення.

Означення 3.2. Точку λ називають точкою стiйкостi праворуч опе-
ратора монодромiї U(w, λ) крайової задачi (3.47), (3.48), якщо послi-
довнiсть операторiв {Un(w, λ), n ∈ N} є рiвностепенево неперервною
(рiвномiрно обмеженою) ||Un(w, λ)|| ≤ c, n ∈ N.

Наведенi далi данi виникли у зв’язку з вiдомим результатом, отри-
маним М.Г. Крейном([142, c.129]).

Лема 3.1. Якщо λ є точкою стiйкостi рiвняння (3.47), то кожен

його розв’язок є рiвномiрно обмеженим при t ∈ R.
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Зауваження 3.6. Наприклад, в [143, c.162] рiвняння

dx(t)

dt
= A(t)x(t),

визначене на пiвосi [0; +∞), називають стiйким (точнiше, стiйким
праворуч), якщо кожен його розв’язок обмежений на [0; +∞). Необ-
хiдною та достатньою умовою стiйкостi є рiвномiрна обмеженiсть
його еволюцiйного оператора: supt≥0 ||U(t)|| <∞.

Виявляється, що можлива ситуацiя, коли рiвняння (3.47) може ма-
ти рiвномiрно обмеженi розв’язки й у тому випадку, коли точка λ не
є точкою стiйкостi рiвняння (3.47). Нижче показано, що за формулою
для знаходження узагальнено-обернених операторiв та поняття стiйко-
стi праворуч за слабкiшої умови крайову задачу (3.47), (3.48) можна до-
слiдити у випадку, коли точка λ є точкою стiйкостi праворуч операто-
ра монодромiї U(w, λ) i задача (3.47), (3.48) матиме обмеженi розв’язки
за додаткових умов на неоднорiднiсть f(t) ∈ B.

Позначимо через N(I −U(w, λ)) i R(I −U(w, λ)) вiдповiдно ядро та
образ оператора I − U(w, λ).

Через ρNS позначимо множину тих λ ∈ C, для яких оператор I −
U(w, λ) є нормально-розв’язним, тобто

ρNS = {λ : λ ∈ C, R(I − U(w, λ)) = R(I − U(w, λ)) }.

Зауваження 3.7. Як буде показано далi, множина σNS = C \ ρNS
тiсно пов’язана з поняттям вiдносного спектра (а у випадку просто-
ру Банаха з його узагальненням), введеного та дослiдженого вперше,
мабуть, Асплундом (див. [268], [298]).

Для точнiшого зв’язку зi спектром оператора A нагадаємо [268], що
оператор A називають вiдносно оборотним, якщо iснує оператор X та-
кий, що AXA = A. Останнiм часом загальноприйнятнiше такий опера-
тор називати узагальнено-оборотним [102], [326]. Зазначимо, що кожен
оборотний оператор є узагальнено-оберненим; оператор, що має лише
лiвий або правий обернений також є узагальнено-оборотним. У скiнчен-
новимiрному просторi кожен оператор є узагальнено-оборотним. Заува-
жимо, що це поняття належить до загальної теорiї кiлець, i наведене
вище твердження про узагальнену оборотнiсть скiнченновимiрних опе-
раторiв можна сформулювати так: повна скiнченновимiрна алгебра ма-
триць над полем комплексних чисел є регулярним кiльцем (фон Нейман
[431]).



85

Вiдносним спектром оператора A (у просторi Гiльберта) називають
множину комплексних чисел λ, для яких оператор A − λI не буде вiд-
носно оборотним (узагальнено-оберненим) [268], [298]. Вiдзначимо, що
на вiдмiну вiд звичайного поняття спектра оператора вiдносний спектр
втрачає низку якiсних властивостей (наприклад, вiдносний спектр не
повинен бути замкненою множиною (див. приклад до задачi 71 у [268,
c. 227]).

Отже, тут метою є отримання необхiдних i достатнiх умов
розв’язностi крайової задачi (3.47), (3.48) у просторi Банаха, а також
побудова вiдповiдних розв’язкiв у тому випадку, коли оператор моно-
дромiї є стiйким праворуч. Основним результатом є така теорема.

Теорема 3.3. Нехай λ ∈ ρNS є точкою стiйкостi праворуч оператора

монодромiї U(w, λ) задачi (3.47) у рефлексивному просторi Банаха B.

Тодi:
а) крайова задача (3.47), (3.48) має перiодичнi розв’язки тодi й

тiльки тодi, коли вектор-функцiя f(t) задовольняє умову

U0(λ)

∫ w

0

U−1(τ, λ)f(τ)dτ = 0, (3.51)

де U0(λ) = limn→∞

∑n
m=1 U

m(w,λ)

n
;

б) за виконання умови (3.51) перiодичнi розв’язки крайової задачi

(3.47), (3.48) мають вигляд

x(t, c) = U(t, λ)U0(λ)c+

∫ w

0

G(t, τ)f(τ)dτ, (3.52)

де c – довiльний елемент простору Банаха B,

G(t, τ) = U(t, λ)
∞∑
k=0

(µ− 1)k{
∞∑
l=0

µ−l−1(U(w, λ)− U0(λ))
l}k+1−

−U0(λ))U
−1(τ, λ) +K(t, τ)

є узагальненим оператором Грiна крайової задачi (3.47), (3.48) та

K(t, τ) =

{
0, τ ≥ t,

U(t, λ)U−1(τ, λ), t > τ.
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Допомiжнi твердження. Доведемо низку тверджень з яких буде
легко отримати основну теорему.

Лема 3.2. Якщо λ ∈ ρNS є точкою стiйкостi праворуч оператора
монодромiї U(w, λ), то крайова задача (3.47), (3.48) є розв’язною тодi
й тiльки тодi, коли вектор-функцiя f(t) задовольняє умову

lim
n→∞

∑n+1
m=2 U

m(w, λ)

n

∫ w

0

U−1(τ, λ)f(τ)dτ = 0. (3.53)

Доведення. Оскiльки оператор монодромiї є стiйким праворуч, то
вiн має замкнену множину значень (оскiльки λ ∈ ρNS). Тодi [126, c.296]
множину значень оператора I − U(w, λ) можна визначити так:

R(I − U(w, λ)) =

= {x ∈ H : lim
n→∞

Un(w, λ)x = 0, Un(w, λ) =

∑n
m=1 U

m(w, λ)

n
}.

У цьому випадку операторне рiвняння (3.50) буде розв’язним тодi й
тiльки тодi, коли виконується умова

lim
n→∞

∑n
m=1 U

m(w, λ)

n

∫ w

0

U(w, λ)U−1(τ, λ)f(τ)dτ = 0,

яка еквiвалентна умовi (3.53), оскiльки

lim
n→∞

∑n
m=1 U

m(w, λ)

n
U(w, λ) = U0(λ)U(w, λ) = U0(λ).

Отже, рiвнiсть (3.53) гарантує належнiсть функцiї f(t) до множини

значень оператора I − U(w, λ), що й доводить лему.

Зауваження 3.8. У випадку, коли λ ∈ ρNS та одночасно R(I−
−U(w, λ)) = B, оператор I−U(w, λ) є оборотним, а точка λ є його ре-
гулярною точкою i крайова задача (3.47), (3.48) має єдиний розв’язок
x(t) ∈ B з початковою умовою x(0) = x0 для довiльної неоднорiдностi
f(t). У цiй ситуацiї

x0 = (I − U(w, λ))−1

∫ w

0

U(w, λ)U−1(τ, λ)f(τ)dτ

i, як наслiдок, отримуємо вiдомий результат М.Г.Крейна [142, с.131].
Окрiм того, як показано в працi [142, с.131—133], у цьому випадку
оператор монодромiї U(w, λ) буде стiйким (й навiть сильно стiйким
[142]).
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Зауваження 3.9. Пiд час доведення леми нiде не використовувалася

рефлексивнiсть вихiдного простору Банаха, а тому це твердження
справедливе у довiльному просторi Банаха B.

Наступнi результати отримують як наслiдок вiдомої статистичної
ергодичної теореми за виконання додаткової умови. Надалi будемо при-
пускати, що обмеженi множини простору B слабко секвенцiально ком-
пактнi [126, с. 297]. Зазначимо, що у просторi Гiльберта ця умова завжди
виконується. Банахiв простiр, що має цю властивiсть, є рефлексивним
(теорема Еберлейна—Шмульяна [126]). Якщо B — гiльбертовий простiр,
то наведене вище припущення для нього завжди виконується, оскiльки
гiльбертiв простiр є рефлексивним. Тодi [126, с.298] власний пiдпростiр
N(I − U(w, λ)) оператора I − U(w, λ) збiгається з множиною значень
оператора U0, що визначається рiвнiстю

U0(λ)x = lim
n→∞

∑n
m=1 U

m(w, λ)

n
x,

тобто
N(I − U(w, λ)) = R(U0(λ)).

Наведемо властивостi оператора U0, якi будуть використовуватися
надалi [126] :

i) U0(λ) = U2
0 (λ),

ii) U0(λ) = U(w, λ)U0(λ),

iii) U0(λ) = U0(λ)U(w, λ).

Зауважимо, що справдi оператор U0(λ) збiгається з ортопроєктором
на коядро оператора I − U(w, λ): U0(λ) = PN((I−U(w,λ))∗).

Наслiдок. Якщо простiр B = H є простором Гiльберта, то орто-
гональне доповнення до N(I − U(w, λ)) можна подати у виглядi

N(I − U(w, λ))⊥ = {y ∈ H : U∗
0 (λ)y = 0},

де U∗
0 (λ) — оператор, спряжений до оператора U0(λ).

Лема 3.3. Оператор I − (U(w, λ)−U0(λ)) : B → B має обмежений
обернений, який можна подати у виглядi

(I − (U(w, λ)− U0(λ)))
−1 =
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=
∞∑
k=0

(µ− 1)k{
∞∑
l=0

µ−l−1(U(w, λ)− U0(λ))
l}k+1 (3.54)

для всiх 0 < µ− 1 < 1/||Rµ(U(w, λ)− U0(λ))||.
Доведення. Покажемо, що N(I − (U(w, λ) − U0(λ))) = 0. Дiйсно,

якщо x ∈ N(I − (U(w, λ)− U0(λ)), то

(I − (U(w, λ)− U0(λ)))x = 0. (3.55)

Оскiльки (I − U(w, λ))x ∈ R(I − U(w, λ)), U0(λ)x ∈ N(I − U(w, λ)),
а пiдпростори R(I − U(w, λ)) i N(I − U(w, λ)) перетинаються лише у
нулi, то умова (3.55) виконується тодi й тiльки тодi, коли одночасно

(I − U(w, λ))x = 0 та U0(λ)x = 0 (у випадку простору Гiльберта згiдно
з теоремою Пiфагора

0 = ||(I − (U(w, λ)− U0(λ)))x||2 =

= ||(I − U(w, λ))x||2 + ||U0(λ)x||2).

Це можливо тiльки тодi, коли x = 0. Покажемо, що R(I − (U(w, λ)−
−U0(λ))) = B. Для цього достатньо помiтити, що

B = N(I − U(w, λ))⊕R(I − U(w, λ)) = R(U0)⊕R(I − U(w, λ)).

З цього розкладу випливає, що довiльний елемент x ∈ B має вигляд (I−
−U(w, λ))y+U0(λ)z, що й доводить рiвнiстьR(I−(U(w, λ)−U0(λ))) = B.

Доведемо детально рiвнiсть

R(I − (U(w, λ)− U0(λ))) = B = R(U0(λ))⊕R(I − U(w, λ)).

Спочатку доведемо включення

R(I − (U(w, λ)− U0(λ))) ⊂ R(U0(λ))⊕R(I − U(w, λ)).

Розглянемо довiльний елемент x ∈ R(I − (U(w, λ)− U0(λ))). Якщо

x ∈ R(I − (U(w, λ)− U0(λ))),

то iснує

z : x = (I − (U(w, λ)− U0(λ)))z = (I − U(w, λ))z + U0(λ)z.
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Тодi очевидно, що

u = (I − U(w, λ))z ∈ R(I − U(w, λ)), v = U0(λ)z ∈ R(U0(λ)).

Таким чином, отримали включення

R(I − (U(w, λ)− U0(λ))) ⊂ R(U0(λ))⊕R(I − U(w, λ)).

Навпаки

R(U0(λ))⊕R(I − U(w, λ)) ⊂ R(I − (U(w, λ)− U0(λ))).

Нехай x ∈ R(U0(λ)) ⊕ R(I − U(w, λ)). Тодi iснують елементи z ∈
∈ R(U0(λ)) та v ∈ R(I − U(w, λ)): x = z + v. Оскiльки z ∈ R(U0(λ)) та
v ∈ R(I − U(w, λ)), то звiдси випливає, що iснують y : z = U0(λ)y та
h : v = (I − U(w, λ))h. Отже,

x = U0(λ)y + (I − U(w, λ))h.

Розглянемо елемент g = U0(λ)y + (I − U0(λ))h. Доведемо, що

x = (I − U(w, λ) + U0(λ))g.

Це випливає з таких рiвностей:

(I − U(w, λ) + U0(λ))g =

= −(I − U(w, λ) + U0(λ))(U0(λ)y + (I − U0(λ))h) =

=(I− U(w, λ)+ U0(λ))U0(λ)y+ (I − U(w, λ) + U0(λ))(I− U0(λ))h =

= (U0(λ)− U(w, λ)U0(λ))y + U2
0 (λ)y+

+(I − U(w, λ))h− (U0(λ)− U(w, λ)U0(λ))h+

+(U0(λ)− U2
0 (λ))h.

З властивостей оператора U0(λ) випливає, що

U0(λ) = U0(λ)U(w, λ) = U(w, λ)U0(λ), U
2
0 (λ) = U0(λ).

Тому маємо

(I − U(w, λ) + U0(λ))g = U0(λ)y + (I − U(w, λ))h = x.
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Таким чином, правильним є обернене включення:

R(U0(λ))⊕R(I − U(w, λ)) ⊂ R(I − (U(w, λ)− U0(λ))).

Це й доводить рiвнiсть

R(U0(λ))⊕R(I − U(w, λ)) = R(I − (U(w, λ)− U0(λ))) = B.

Отже, за теоремою Банаха [126] вихiдний оператор, що однозна-
чно вiдображає B на себе має обмежений обернений. З доведеного ви-
пливає, що для оператора µI − (U(w, λ) − U0(λ)) точка µ = 1 є ре-
гулярною. Оскiльки степенi оператора U(w, λ) є рiвномiрно обмеже-
ними, то спектральний радiус r(U(w,λ)−U0(λ)) ≤ 1. Добре вiдомо [126],
що резольвентна множина обмеженого оператора є вiдкритою, а чи-
сло µ належить до резольвентної множини оператора U(w, λ) − U0(λ):
µ = 1 ∈ ρ(U(w, λ) − U0(λ)). Тодi iснує окiл точки µ такий, що кожна
точка цього околу належить до резольвентної множини. Для довiльної
точки µ > 1 з цього околу iснує резольвента [126], яку можна подати у
виглядi сильно збiжного за нормою ряду:

Rµ := Rµ(U(w, λ)− U0(λ)) =
∞∑
l=0

µ−l−1(U(w, λ)− U0(λ))
l.

Використовуючи аналiтичнiсть резольвенти й добре вiдому тотож-
нiсть для точок µ > 1 таких, що |1 − µ| < 1/||Rµ(U(w, λ) − U0(λ))||,
отримуємо

R1 =
∞∑
k=0

(µ− 1)kRk+1
µ .

Остаточно, пiдставивши в цю рiвнiсть наведений вище ряд, переко-
нуємося у справедливостi (3.54). Що й треба було довести. Оператор

I − (U(w, λ)− U0(λ)) будемо називати оператором усереднення до опе-
ратора I − U(w, λ). Зауважимо, що у розглянутому випадку степенi
оператора монодромiї є обмеженими, а також виконуються умови стати-
стичної ергодичної теореми [126, с. 297]. Унаслiдок цього середнi степенi
оператора монодромiї збiгаються iз середнiм вектор-функцiї на вiдрiзку
[0;w].

Зв’язок з узагальнено-оберненим оператором
Тут встановлено зв’язок мiж узагальнено-оберненим оператором та

оператором, що є оберненим до оператора усереднення.
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Доведемо таке твердження.
Лема 3.4. Для довiльного λ ∈ ρNS оператор, узагальнено-обернений

до оператора I − U(w, λ), iснує та його можна подати у виглядi

(I − U(w, λ))− = (I − (U(w, λ)− U0(λ)))
−1 − U0(λ), (3.56)

або у виглядi збiжного операторного ряду

(I − U(w, λ))− =

=
∞∑
k=0

(µ− 1)k{
∞∑
l=0

µ−l−1(U(w, λ)− U0(λ))
l}k+1 − U0(λ) (3.57)

для всiх 0 < µ− 1 < 1/||Rµ(U(w, λ)− U0(λ))||.
Доведення. Оператор, що визначається правою частиною рiвностi

(3.56), є очевидно обмеженим. Тому для встановлення (3.56) достатньо

перевiрити виконання умов означення узагальнено-оберненого операто-
ра. При цьому будуть використовуватися обидва подання та властивостi
i—iii оператора U0(λ).

1. Розглянемо добуток

(I − U(w, λ))((I − (U(w, λ)− U0(λ)))
−1 − U0(λ))(I − U(w, λ)) =

= (I − (U(w, λ)− U0(λ))− U0(λ))((I − (U(w, λ)− U0(λ)))
−1−

−U0(λ))(I − U(w, λ)) = (I − U0(λ)(I − (U(w, λ)− U0(λ)))
−1−

−(I − (U(w, λ)− U0(λ)))U0(λ) + U0(λ)
2)(I − U(w, λ)) =

= (I − U0(λ)(I − (U(w, λ)− U0(λ)))
−1)(I − U(w, λ)) =

= (I − U0(λ)(I − (U(w, λ)− U0(λ)))
−1)×

×((I − U(w, λ) + U0(λ))− U0(λ)) =

= I − U(w, λ) + U0(λ)− U0(λ)− U0(λ) + U0(λ)(I − U(w, λ)+

+U0(λ))
−1U0(λ).

Вiдзначимо, що U0(λ)(U(w, λ) − U0(λ))
l = 0 для довiльного l ∈ N (це

безпосередньо випливає з властивостей i—iii та формули бiнома Нью-
тона).

Покажемо, що

U0(λ)(I − U(w, λ) + U0(λ))
−1U0(λ) =
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= U0(λ)(I − U(w, λ) + U0(λ))
−1 =

= (I − U(w, λ) + U0(λ))
−1U0(λ) = U0(λ).

Дiйсно,

U0(λ)(I − U(w, λ) + U0(λ))
−1U0(λ) =

∞∑
k=0

(µ− 1)kU0(λ)×

×{
∞∑
l=0

µ−l−1(U(w, λ)− U0(λ))
l}k+1U0(λ) =

+
∞∑
k=0

((µ−1)k+1(µ− 1)kU0(λ)+

+(µ− 1)kU0(λ){
∞∑
l=1

µ−l−1(U(w, λ)− U0(λ))
l}k+1)U0(λ) =

=
∞∑
k=0

µ−k−1(µ− 1)kU0(λ) =
1

µ

+∞∑
k=0

(
µ− 1

µ
)kU0(λ) =

=
1

µ

1

1− µ−1
µ

U0(λ) = U0(λ).

Таким чином,

I − U(w, λ) + U0(λ)− U0(λ)− U0(λ)+

+U0(λ)(I − U(w, λ) + U0(λ))
−1U0(λ) = I − U(w, λ).

Звiдси випливає, що оператор (I − (U(w, λ) − U0(λ)))
−1 − U0(λ) задо-

вольняє першу умову означення узагальнено-оберненого оператора.
2. Перевiримо тепер виконання другої умови означення узагальнено-

оберненого оператора:

((I − U(w, λ) + U0(λ))
−1 − U0(λ))×

×(I − U(w, λ))((I − U(w, λ) + U0(λ))
−1 − U0(λ)) =

= ((I − U(w, λ) + U0(λ))
−1 − U0(λ))×

×((I − U(w, λ) + U0(λ))− U0(λ))×

×((I − U(w, λ) + U0(λ))
−1 − U0(λ)) =
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= (I − U0(λ)(I − U(w, λ) + U0(λ))−

−(I − U(w, λ) + U0(λ))
−1U0(λ) + U0(λ)

2)×

×((I − U(w, λ) + U0(λ))
−1 − U0(λ)) =

= (I − (I − U(w, λ) + U0(λ))
−1U0(λ))×

×((I − U(w, λ) + U0(λ))
−1 − U0(λ)) =

= (I − U(w, λ) + U0(λ))
−1 − (I − U(w, λ) + U0(λ))

−1U0(λ)×

×(I − U(w, λ) + U0(λ))
−1 − U0(λ) + (I − U(w, λ) + U0(λ))

−1U0(λ) =

= (I − U(w, λ) + U0(λ))
−1 − U0(λ)−

−U0(λ) + U0(λ) = (I − U(w, λ) + U0(λ))
−1 − U0(λ).

Отже, лему доведено.
Доведення теореми. З огляду на лему 3.2 крайова задача (3.47),

(3.48) буде розв’язною тодi й тiльки тодi, коли виконується умова (3.53).

Згiдно з умовою iii для оператора U0(λ) цю рiвнiсть можна записати
так:

0 = lim
n→∞

∑n+1
m=2 U

m(w, λ)

n

∫ w

0

U−1(τ, λ)f(τ)dτ =

= U0(λ)U(w, λ)

∫ w

0

U−1(τ, λ)f(τ)dτ =

= U0(λ)

∫ w

0

U−1(τ, λ)f(τ)dτ,

що й доводить п. а теореми.
Нехай умови п. а виконано. Тодi, виходячи з теореми [326] про по-

дання розв’язкiв за допомогою узагальнено-оберненого оператора, рiв-
няння (3.50) матиме множину розв’язкiв вигляду

x0 = (I − U(w, λ))−
∫ w

0

U(w, λ)U−1(τ, λ)f(τ)dτ + U0(λ)c

для довiльного елемента c ∈ B. Пiдставляючи (3.57) в (3.49), отримаємо
загальний розв’язок вихiдної крайової задачi (3.47), (3.48):

x(t, c) = U(t, λ)U0(λ)c+ U(t, λ)(I − U(w, λ))−×
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×
∫ w

0

U(w, λ)U−1(τ, λ)f(τ)dτ+

+

∫ t

0

U(t, λ)U−1(τ, λ)f(τ)dτ =

= U(t, λ)U0(λ)c+

∫ w

0

K(t, τ)f(τ)dτ +

∫ w

0

U(t, λ)×

×(
∞∑
k=0

(µ− 1)k{
∞∑
l=0

µ−l−1(U(w, λ))− U0(λ))
l}k+1 − U0(λ) + I)×

×U−1(τ, λ)f(τ)dτ = U(t, λ)U0(λ)c+

∫ w

0

G(t, τ)f(τ)dτ.

Таким чином, розв’язок має вигляд (3.52), що й завершує доведення

теореми.
Коментарi. 1. У випадку, коли B = H — простiр Гiльберта, множина

σNS буде збiгатися з вiдносним спектром, введеним у працi [298]. Дiй-
сно, у цьому випадку оператор I −U(w, λ) буде нормально-розв’язним,
а отже, згiдно з [326] — псевдооборотним. З властивостей псевдообер-
неного оператора безпосередньо випливає його вiдносна оборотнiсть. З
працi [359] вiдомо, що якщо для оператора A iснує оператор B такий, що
ABA = A, то можна пiдiбрати оператор C такий, що ACA = A, CAC =

= C. З цього випливає, що довiльний вiдносно обернений оператор є
також узагальнено-оборотним, а вiдносний спектр збiгається з множи-
ною σNS.

2. У випадку простору Банаха умова належностi λ ∈ ρNS є еквi-
валентною нормальнiй розв’язностi оператора I − U(w, λ). Ця умова
[102], [326] не гарантує iснування узагальнено-оберненого до оператора
I − U(w, λ). Для iснування узагальнено-оберненого необхiдно й доста-
тньо [102], [326], щоб ядро N(I − U(w, λ)) та образ R(I − U(w, λ)) =

= R(I − U(w, λ)) були доповнювальними пiдпросторами вихiдного про-
стору Банаха (питанню доповнювальностi пiдпросторiв простору Бана-
ха присвячено працi М. Кадеця [127], А. Пельчинського [200]). Основ-
ну теорему отримано без припущення доповнювальностi пiдпростору
R(I−U(w, λ)). Дiйсно, у випадку, коли оператор U(w, λ) є стiйким пра-
воруч, а оператор I−U(w, λ) має замкнену область значень, пiдпростiр
R(I−U(w, λ)) завжди буде доповнювальним [126], а оператор I−U(w, λ)
буде узагальнено-оборотним. Окрiм того, оскiльки I−U(w, λ) дiє з про-
стору Банаха B у себе, то вiн буде зведено-оборотним згiдно з означен-
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ням [137] працi В.С. Королюка, А.Ф. Турбiна, оскiльки справедливим є
розклад простору B у пряму суму:

B = N(I − U(w, λ))⊕R(I − U(w, λ)).

3. Якщо оператор I − U(w, λ) має скiнченновимiрне ядро, то йо-
го нуль-простiр завжди буде доповнювальним. У цьому випадку його
розширення на весь простiр, таке щоб розширений оператор був обо-
ротним, можна будувати по-iншому (без оператора усереднення). Ре-
зультати викладено у працях [101, 104] та пов’язанi з лемою Аткiнсона
[17]. Розширений оператор будується за допомогою додавання до вихi-
дного оператора проєктора на його нуль-простiр. З огляду на скiнчен-
новимiрнiсть N(I − U(w, λ)) цей проєктор можна подати за допомогою
бiортогональної системи елементiв до елементiв базису нуль-простору
оператора I − U(w, λ) [101] (про це йшлося в роздiлi 2).

4. У випадку, коли нуль-простiр є нескiнченновимiрним доповню-
вальним пiдпростором, для побудови проєктора у виглядi, аналогiчному
до отриманого в [101], достатньо iснування бiортогональної системи еле-
ментiв до базисної. Можливiсть такого подання дослiджували у роздiлi
2 (див. також проблему апроксимацiї детально викладену в [199, 200]).

5. У випадку, коли у поданнi (3.57) можна зробити граничний пере-

хiд при µ→ 1 (наприклад, коли ряд
∑∞

l=0(U(w, λ)−U0(λ))
l є збiжним),

формула (3.57) набуває зручнiшого вигляду:

(I − U(w, λ))−x =
∞∑
l=0

(U(w, λ)− U0(λ))
lx− U0(λ)x. (3.58)

Зауважимо, що основною метою тут є послаблення умови стiйкостi,
за якої це рiвняння дослiджував М.Г. Крейн [142].
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РОЗДIЛ 4

ЕКСПОНЕНЦIАЛЬНА ДИХОТОМIЯ ТА ОБМЕЖЕНI
РОЗВ’ЯЗКИ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ У

ПРОСТОРАХ ФРЕШЕ ТА БАНАХА

Одним iз головнх у якiснiй теорiї звичайних диференцiальних рiв-
нянь є питання про поведiнку розв’язкiв на нескiнченностi. Клас систем,
розв’язки яких можуть як спадати до нуля з експоненцiальною швид-
кiстю, так i необмежено зростати дослiджують за допомогою поняття
експоненцiальної дихотомiї на всiй осi та пiвосях системи, що розгляда-
ється. Обмеженi на всiй осi розв’язки таких систем у скiнченновимiрно-
му випадку вивчали О. Перрон, А. Майзель [447], а також В. Коппель
[353], Р. Саккер, Дж. Селл [472, 473, 474], Ю. Митропольский, А. Са-
мойленко, В. Кулик [185], а в нескiнченновимiрних просторах Банаха —
М. Крейн [142], Ю. Далецкий, М. Крейн [108], Х. Массер, Х. Шеффер
[176], Ф. Хартман [269], I. Чуєшов [350]. У цих працях поставлену зада-
чу дослiджували за припущення експоненцiальної дихотомiї на всiй осi
вiдповiдного однорiдного рiвняння.

У [437], [438] умову експоненцiальної дихотомiї на всiй осi однорiдної
диференцiальної системи було послаблено з замiною на умову експо-
ненцiальної дихотомiї на пiвосях i вперше доведено нетеровiсть вiдпо-
вiдного оператора у ходi розв’язування задачi про обмеженi на всiй осi
розв’язки. Подальшого розвитку ця iдея набула у [321], де з використан-
ням узагальнено-обернених операторiв й псевдообернених за Муром—
Пенроузом матриць дослiджували задачу про iснування обмежених на
всiй осi розв’язкiв за лiнiйних i нелiнiйних збурень системи. Цi та iншi
результати вiдображено у працi О. Бойчука, А. Самойленко [326].
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Поняття експоненцiальної дихотомiї для еволюцiйних рiвнянь з нео-
бмеженими операторними коефiцiєнтами вивчали Д. Хенрi [273] i Х. Ро-
дрiгес, Дж. Фiлхо [469], де за припущення експоненцiальної дихотомiї
на пiвосях вiдповiдного однорiдного операторного рiвняння доведено
аналог альтернативи Фредгольма. Дослiдженню нетеровостi операто-
ра вiдповiдного диференцiального рiвняння з необмеженими коефiцi-
єнтами присвячено працi А. Баскакова [22, 23, 24, 25], Ю. Латушкiна,
Ю. Томiлова [395].

4.1. Обмеженi розв’язки лiнiйних диференцiальних рiвнянь у
просторi Банаха

У цьому роздiлi дослiджується питання iснування обмежених на всiй
осi розв’язкiв як лiнiйних, так i нелiнiйних диференцiальних рiвнянь з
необмеженими операторними коефiцiєнтами у просторах Фреше та Ба-
наха за умови експоненцiальної дихотомiї на пiвосях вiдповiдного одно-
рiдного рiвняння.

Лiнiйнi рiвняння з обмеженим оператором

Наведено основнi результати з теорiї обмежених розв’язкiв диферен-
цiальних рiвнянь у просторi Банаха з обмеженим операторним коефiцi-
єнтом у правiй частинi. Багато з них отримано у працях [41, 44, 206, 208].

Постановка задачi й основнi поняття. У банаховому просторi B
розглянемо диференцiальне рiвняння

dx(t)

dt
= A(t)x(t) + f(t), (4.1)

де вектор-функцiя f(t) дiє з R у простiр Банаха B, f(t) ∈ BC(R,B);

BC(R,B) := {f(·) : R → B, f(·) ∈ C(R,B), |||f ||| =

= sup
t∈R

||f(t)||B <∞},

BC(R,B) — банахiв простiр функцiй, неперервних та обмежених на R;
операторнозначна функцiя A(t) є сильно неперервною з вiдповiдною
нормою |||A||| = supt∈R ||A(t)|| <∞, а розв’язок x = x(t) рiвняння

x(t) = x0 +

∫ t

t0

(A(s)x(s) + f(s))ds
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є неперервно диференцiйовним у кожнiй точцi t ∈ R i задовольняє рiв-
няння (4.1) всюди на R.

Необхiдно знайти розв’язок x(t) рiвняння (4.1) у просторi функцiй

Банаха BC1(R,B), неперервно диференцiйовних на R й обмежених ра-
зом з похiдною. Припустимо, що однорiдне операторне рiвняння

dx(t)

dt
= A(t)x(t), (4.2)

є експоненцiально дихотомiчним на пiвосях R+ та R− вiдповiдно з про-
єкторами P i Q, тобто iснують проєктори P (P 2 = P ) i Q(Q2 = Q), а
також сталi k1,2 ≥ 1 i α1,2 > 0 такi, що

||U(t)PU−1(s)|| ≤ k1e
−α1(t−s), t ≥ s,

||U(t)(I − P )U−1(s)|| ≤ k1e
−α1(s−t), s ≥ t, для всiх t, s ∈ R+

та
||U(t)QU−1(s)|| ≤ k2e

−α2(t−s), t ≥ s,

||U(t)(I −Q)U−1(s)|| ≤ k2e
−α2(s−t), s ≥ t, для всiх t, s ∈ R−,

де U(t) = U(t, 0) – еволюцiйний оператор [108] рiвняння (4.2) такий, що

dU(t)

dt
= A(t)U(t), U(0) = I − одиничний оператор.

Для рiвняння (4.1) справедливим є такий результат [41].

Теорема 4.1. Припустимо, що однорiдне рiвняння (4.2) є експоненцi-
ально дихотомiчним на пiвосях R+ та R− вiдповiдно з проєкторами
P i Q. Якщо оператор

D = P − (I −Q) : B → B, (4.3)

який дiє з простору Банаха B у себе, є узагальнено-оберненим, то
(i) для того, щоб iснували розв’язки рiвняння (4.1), обмеженi на

всiй осi, необхiдно та достатньо, щоб вектор-функцiя f(t) ∈ BC(R,B)
задовольняла умову ∫ +∞

−∞
H(t)f(t)dt = 0, (4.4)
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де

H(t) = PN(D∗)QU
−1(t) = PN(D∗)(I − P )U−1(t);

(ii) за виконання умови (4.4) розв’язки рiвняння (4.1), обмеженi на
всiй осi, мають вигляд

x0(t, c) = U(t)PPN(D)c+ (G[f ])(t) ∀c ∈ B, (4.5)

де (G[f ])(t) [41] — узагальнений оператор Грiна задачi про обмеженi
на всiй осi розв’язки; D− — узагальнено-обернений до оператора D;
проєктори PN(D) = I−D−D i PN(D∗) = I−DD−; c — довiльний елемент
простору Банаха B.

Зауваження 4.1. I. Нагадаємо, що якщо оператор D є узагальнено-

оборотним [326], то:
(i) оператор D є нормально-розв’язним (R(D) = R(D) = ImD);
(ii) пiдпростiр N(D) = kerD має пряме доповнення в B;
(iii) пiдпростiр R(D) має пряме доповнення в B.
За виконання цих умов для оператора D завжди iснує узагальнено-

обернений оператор D−.
II. У скiченновимiрному випадку, коли B = Rn та оператор D є

n× n-вимiрною матрицею, властивостi (i), (ii), (iii) завжди викону-
ються (оскiльки пiдпростори N(D) i N(D∗) = cokerD є скiнченнови-
мiрними, а отже доповнювальними, i оператор D має замкнену мно-
жину значень). Зазначимо, що умова (4.4) рiвносильна ортогонально-

стi неоднорiдностi рiвняння (4.1) до розв’язкiв вiдповiдного однорiдно-

го спряженого рiвняння. У такiй ситуацiї отримаємо лему Палмера
[438].

III. Застосування теорiї узагальнено-обернених операторiв i псев-
дообернених матриць до дослiдження вихiдної задачi, дає змогу отри-
мати як вiдомi результати, так й новi факти. Якщо розглядатимемо
рiвняння в Rn за припущення, що вiдповiдне лiнiйне однорiдне рiвняння
є експоненцiально дихотомiчним на пiвосях, то оператор

(Lx)(t) = ẋ(t)− A(t)x(t)

може бути лише нетеровим [321]. А у випадку, коли дослiджується
рiвняння у просторi Банаха B, вихiдна задача має значно бiльше варi-
антiв розв’язкiв. З теореми 4.1 випливає, що оператор L може бути
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(використовуючи класифiкацiю С.Г. Крейна [145]):

1) нормально-розв’язним оператором (ImL = ImL);

2) d-нормальним (R(L) = R(L), dimcokerL <∞);

3) n-нормальним (R(L) = R(L), dimkerL <∞);

4) нетеровим (indL = dimkerL− dimcokerL <∞);

5) фредгольмовим (indL = 0).

Лiнiйнi та нелiнiйнi рiвняння з необмеженим оператором

Покажемо, що аналогiчними можуть бути результати для необмеже-
них операторiв. У просторi Банаха B розглянемо однорiдне диференцi-
альне рiвняння

dx(t)

dt
= A(t)x(t), t ∈ J, (4.6)

де для кожного t ∈ J ⊂ R необмежений оператор A(t) є замкненим з
щiльною областю визначення D(A(t)) = D ⊂ B, що не залежить вiд t.

Нагадаємо декiлька класичних понять теорiї напiвгруп операторiв i
пов’язаних iз ними фактiв.

Означення 4.1. [469], [146, c.237]. Множину обмежених лiнiйних опе-

раторiв {T (t, s)| t ≥ s; t, s ∈ J} у просторi Банаха B називають ево-
люцiйним оператором, якщо виконуються такi умови:

(i) T (s, s) = I, s ∈ J ;

(ii) T (t, σ)T (σ, s) = T (t, s), t ≥ σ ≥ s в J.

Якщо T (t, s) додатково задовольняє умову

(iii) для всiх x ∈ B вiдображення (t, s) 7→
T (t, s)x є неперервним для t ≥ s, то кажуть, що T (t, s) сильно
неперервний еволюцiйний оператор (або множина сильно неперервних
еволюцiйних операторiв).

Якщо задача Кошi, породжена рiвнянням (4.6) та початковою умо-

вою x(s, s, x0) = x0 ∈ D, є рiвномiрно коректною [146], то можна визна-
чити для t ≥ s на J лiнiйний оператор T (t, s) : D → B за правилом

T (t, s)x0 = x(t, s, x0).
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Справедливим є наступний результат, доведений С.Г. Крейном [146,
c. 237—239].

Твердження. Припустимо, що задача Кошi для рiвняння (4.6) є

рiвномiрно коректною. Тодi множина лiнiйних операторiв {T (t, s), t ≥
≥ s, t, s ∈ J}, визначена вище, є сильно неперервним еволюцiйним
оператором. Крiм того, T (t, s)D ⊂ D та, якщо x ∈ D, то T (t, s)x є
диференцiйовним за змiнною t i

∂

∂t
T (t, s)x = A(t)T (t, s)x, t ≥ s, t, s ∈ J.

Якщо вiдображення t 7→ A(t) є сильно неперервним, то T (t, s)x є ди-
ференцiйовним для s < t на J для всiх x ∈ D i

∂

∂s
T (t, s)x = −T (t, s)A(s)x.

У цьому випадку кажуть, що T (t, s) — еволюцiйний оператор, асо-
цiйований з рiвнянням (4.6).

За фiксованого t ≥ s оператор T (t, s) буде обмеженим лiнiйним опе-
ратором i, оскiльки множина D є щiльною у B, то його можна розши-
рити на весь простiр B за неперервнiстю, що надалi й припускається.
Розширення еволюцiйного оператора на весь простiр позначатимемо так
само.

Означення 4.2. [273, c.245]. Еволюцiйний оператор {T (t, s)| t ≥
≥ s; t, s ∈ J} допускає експоненцiальну дихотомiю на J , якщо iсну-
ють проєкторнозначна оператор-функцiя {P (t)|t ∈ J} у L(B) i дiйснi
сталi α > 0 та M ≥ 1 такi, що:

(i) T (t, s)P (s) = P (t)T (t, s), t ≥ s;
(ii) звуження T (t, s) ↾N(P (s)), t ≥ s, оператора T (t, s) на ядро N(P (s))

проєктора P (s) здiйснює iзоморфiзм з N(P (s)) на N(P (t)). Визначимо
T (s, t) як обернений:

T (s, t) = (T (t, s) ↾N(P (s)))
−1 : N(P (t)) → N(P (s));

(iii) ∥T (t, s)P (s)∥ ≤Me−α(t−s), t ≥ s;
(iiii) ∥T (t, s)(I − P (s))∥ ≤Me−α(s−t), s ≥ t.

Окремої уваги варте вивчення експоненцiальної дихотомiї на пiвосях
R−
s = (−∞; s], R+

s = [s;∞) (у цьому випадку проєкторнозначнi функцiї,
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визначенi на пiвосях, позначатимемо P−(t) для всiх t ≥ s i P+(t) для
всiх t ≤ s вiдповiдно зi сталими M1, α1 та M2, α2 ).

З використанням цих понять отримаємо необхiднi та достатнi умови
iснування слабких обмежених розв’язкiв для неоднорiдного рiвняння

dx(t)

dt
= A(t)x(t) + f(t), t ∈ J, (4.7)

з f ∈ BC(J,B) = {f : J → B; f неперервна та обмежена}.
Обмеженiсть розумiємо у тому сенсi, що |||f ||| = supt∈J ||f(t)|| < ∞.

Необмежений оператор A(t) є замкненим з щiльною областю визначен-
ня D(A(t)) = D ⊂ B, що не залежить вiд t.

Означення 4.3. [469]. Якщо f : J → B — неперервна вектор-функцiя,

а T (t, s) є асоцiйованим з (4.6) сильно неперервним еволюцiйним опе-

ратором на J , то u називають слабким (узагальненим) розв’язком
на J неоднорiдного рiвняння (4.7), коли u : J → B є неперервною та

задовольняє рiвнiсть

u(t) = T (t, τ)u(τ) +

∫ t

τ

T (t, s)f(s)ds, t ≥ τ, (4.8)

для кожного τ ∈ J.

Основний результат можна сформулювати так.

Теорема 4.2. Нехай {T (t, s)| t ≥ s ∈ R} є сильно неперервним еволю-

цiйним оператором, асоцiйованим з рiвнянням (4.6). Припустимо, що

виконано такi умови:
1) T (t, s) допускає експоненцiальну дихотомiю на пiвосях R+

0 та R−
0

вiдповiдно з проєкторнозначними оператор-функцiями P+(t) i P−(t);
2) оператор D = P+(0)− (I − P−(0)) є узагальнено-оберненим.
Тодi:
1) для того щоб iснували слабкi обмеженi на всiй осi розв’язки

рiвняння (4.7) необхiдно та достатньо, щоб вектор-функцiя f ∈ ∈
BC(R,B) задовольняла умову∫ +∞

−∞
H(t)f(t)dt = 0, (4.9)

де H(t) = PN(D∗)P−(0)T (0, t);
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2) за виконання умови (4.9) слабкi розв’язки рiвняння (4.7) мають

вигляд

x0(t, c) = T (t, 0)P+(0)PN(D)c+ (G[f ])(t, 0) ∀c ∈ B. (4.10)

Тут

(G[f ])(t, s) =



∫ t
s T (t, τ)P+(τ)f(τ)dτ −

∫ +∞
t T (t, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ+

+T (t, s)P+(s)D
−[
∫∞
s T (s, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ+

+
∫ s
−∞ T (s, τ)P−(τ)f(τ)dτ ], t ≥ s,∫ t

−∞ T (t, τ)P−(τ)f(τ)dτ −
∫ s
t T (t, τ)(I − P−(τ))f(τ)dτ+

+T (t, s)(I − P−(s))D
−[
∫∞
s T (s, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ+

+
∫ s
−∞ T (s, τ)P−(τ)f(τ)dτ ], s ≥ t,

є узагальненим оператором Грiна задачi про обмеженi на всiй осi
розв’язки :

(G[f ])(0+, 0)− (G[f ])(0−, 0) = −
∫ +∞

−∞
H(t)f(t)dt;

L(G[f ])(t, 0) = f(t), t ∈ R,

(Lx)(t) :=
dx(t)

dt
− A(t)x(t),

де D− — узагальнено-обернений до оператора D; PN(D) = I − D−D,
PN(D∗) = I −DD− — проєктори [102] на ядро та коядро оператора D.

Зауваження 4.2. Аналогiчна теорема є правильною й у тому випад-

ку, коли еволюцiйний оператор T (t, s) допускає експоненцiальну дихо-
томiю на пiвосях R+

s та R−
s . Далi (для зручностi читача) розглядає-

ться випадок s = 0.

Доведення. Розв’язки рiвняння (4.7), обмеженi на пiвосях R+
0 та

R−
0 , мають такий вигляд:

x(t, ξ1, ξ2) =


T (t, 0)P+(0)ξ1 −

∫ +∞
t T (t, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ+

+
∫ t
0 T (t, τ)P+(τ)f(τ)dτ, t ≥ 0,

T (t, 0)(I − P−(0))ξ2 +
∫ t
−∞ T (t, τ)P−(τ)f(τ)dτ−

−
∫ 0
t T (t, τ)(I − P−(τ))f(τ)dτ, t ≤ 0.

(4.11)

Дiйсно,

||T (t, 0)P+(0)ξ1|| ≤ ||T (t, 0)P+(0)||||ξ1|| ≤M1e
−α1t||ξ1||,
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∂(T (t, 0)P+(0)ξ1)

∂t
= A(t)T (t, 0)P+(0)ξ1.

Таким чином, вираз T (t, 0)P+(0)ξ1 вiдображає всi обмеженi на R+
0

розв’язки однорiдного рiвняння (4.6).

Доведемо обмеженiсть одного з iнтегралiв, визначених у (4.11):

||
∫ +∞

t

T (t, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ || ≤

≤
∫ +∞

t

||T (t, τ)(I − P+(τ))||||f(τ)||dτ ≤

≤ sup
t∈R

||f(t)||
∫ +∞

t

M1e
α1(t−τ)dτ =

M1

α1

|||f ||| <∞.

Обмеженiсть iнших iнтегралiв перевiряють аналогiчно. Виходячи з
того, що

∂(−
∫ +∞
t

T (t, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ +
∫ t
0
T (t, τ)P+(τ)f(τ)dτ)

∂t
=

= T (t, t)(I − P+(t))f(t)− A(t)

∫ +∞

t

T (t, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ+

+T (t, t)P+(t)f(t) + A(t)

∫ t

0

T (t, τ)P+(τ)f(τ)dτ = f(t)+

+A(t){−
∫ +∞

t

T (t, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ +

∫ t

0

T (t, τ)P+(τ)f(τ)dτ},

переконуємося у тому, що вираз (4.11) дiйсно визначає всi обмеженi

розв’язки рiвняння (4.7) на пiвосях.

Для того щоб вираз (4.11) визначав слабкi обмеженi розв’язки на

всiй осi необхiдно й достатньо, щоб виконувалась умова

x(0+, ξ1, ξ2) = x(0−, ξ1, ξ2).

Ця умова еквiвалентна розв’язностi операторного рiвняння

P+(0)ξ1 −
∫ +∞

0

T (0, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ = (4.12)
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= (I − P−(0))ξ2 +

∫ 0

−∞
T (0, τ)P−(τ)f(τ)dτ.

Якщо ξ1 та ξ2 — розв’язки рiвняння (4.12), то, пiдставивши їх у

(4.11), отримаємо слабкий на всiй осi розв’язок рiвняння (4.7). Покаже-

мо, що за виконання умов теореми множину слабких обмежених на всiй
осi розв’язкiв рiвняння (4.7) можна подати у виглядi

x(t, ξ) =


T (t, 0)P+(0)ξ −

∫ +∞
t

T (t, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ+

+
∫ t
0
T (t, τ)P+(τ)f(τ)dτ, t ≥ 0,

T (t, 0)(I − P−(0))ξ +
∫ t
−∞ T (t, τ)P−(τ)f(τ)dτ−

−
∫ 0

t
T (t, τ)(I − P−(τ))f(τ)dτ, t ≤ 0.

(4.13)

Це означає, що потужностi множин слабких обмежених розв’язкiв
(4.11) i (4.13) збiгаються й елементи ξ1 i ξ2 можна обрати однаковими ξ =

= ξ1 = ξ2. Зрозумiло, що будь-який обмежений розв’язок вигляду (4.13)

мiститься у множинi слабких обмежених розв’язкiв (4.11) за виконання

умов розв’язностi.
Запишемо рiвняння (4.12) у такому виглядi:

P+(0)ξ1 = (I − P−(0))ξ2 + g, (4.14)

де

g =

∫ 0

−∞
T (0, τ)P−(τ)f(τ)dτ +

∫ +∞

0

T (0, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ.

Використовуючи те, що P 2
+(0) = P+(0), для кожного елемента ξ1

маємо P 2
+(0)ξ1 = P+(0)ξ1. Пiдставивши це у (4.14), одержимо

P+(0)((I − P−(0))ξ2 + g) = (I − P−(0))ξ2 + g

або
P+(0)(I − P−(0))ξ2 − (I − P−(0))ξ2 = g − P+(0)g.

Оскiльки (I − P−(0))
2 = I − P−(0), отримаємо операторне рiвняння

P+(0)(I − P−(0))ξ2 − (I − P−(0))
2ξ2 = g − P+(0)g,
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яке можна подати у виглядi

D(I − P−(0))ξ2 = (I − P+(0))g. (4.15)

За умовою теореми оператор D є нормально-розв’язним (окрiм того,
вiн є узагальнено-оберненим), тому [326] необхiдною й достатньою умо-
вою розв’язностi (4.15) буде така умова: PN(D∗)(I−P−(0))g = 0 (згiдно з

[102] PN(D∗) можна знаходити за допомогою рiвностi PN(D∗) = I−DD−).
Оскiльки PN(D∗)D = 0 (це випливає, наприклад, з того, що

PN(D∗)D = (I −DD−)D = D −DD−D = D −D = 0)

або, що те саме PN(D∗)(P+(0)− (I−P−(0)) = 0), то PN(D∗)(I− −P+(0)) =

= PN(D∗)P−(0). Виходячи з цього, знайдемо PN(D∗)g:

PN(D∗)

∫ 0

−∞
T (0, τ)P−(τ)f(τ)dτ + PN(D∗)×

×
∫ +∞

0

T (0, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ =

= PN(D∗)(P
2
−(0)

∫ 0

−∞
T (0, τ)f(τ)dτ + (I − P+(0))

2×

×
∫ +∞

0

T (0, τ)f(τ)dτ) =

= PN(D∗)P−(0)(

∫ 0

−∞
P−(0)T (0, τ)f(τ)dτ+

+

∫ +∞

0

(I − P+(0))T (0, τ)f(τ)dτ) =

= PN(D∗)P−(0)g = PN(D∗)(I − P+(0))g = 0.

Умова PN(D∗)g = 0 є необхiдною та достатньою для розв’язностi
рiвняння Dξ = g, або Pξ = (I − Q)ξ + g, яке збiгається з рiвнянням
(4.14), якщо покласти ξ = ξ1 = ξ2. Доведено, що множина обмежених

розв’язкiв (4.11) є пiдмножиною множини обмежених розв’язкiв (4.13) i

тим самим вони збiгаються. З огляду на наведене вище умова iснування
обмежених на всiй осi розв’язкiв рiвняння (4.7) рiвносильна розв’язностi
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операторного рiвняння

Dξ =

∫ ∞

0

T (0, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ +

∫ 0

−∞
T (0, τ)P−(τ)f(τ)dτ. (4.16)

Оскiльки оператор D є узагальнено-оборотним, то рiвняння (4.16)
має розв’язки тодi й тiльки тодi, коли

PN(D∗){
∫ ∞

0

T (0, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ+

+

∫ 0

−∞
T (0, τ)P−(τ)f(τ)dτ} = 0.

За виконання цiєї умови рiвняння (4.16) має множину розв’язкiв:

ξ = D−(

∫ ∞

0

T (0, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ+

+

∫ 0

−∞
T (0, τ)P−(τ)f(τ)dτ) + PN(D)c,

де c — довiльний елемент простору Банаха B. Пiдставляючи отриманi
розв’язки в (4.11), отримаємо (4.10).

Доведемо властивiсть узагальненого оператора Грiна вiдносно
стрибка у точцi 0 використовуючи таке позначення:

(G[f ])(0 + 0)− (G[f ])(0− 0) =

= −
∫ ∞

0

T (0, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ + P+(0)D
−g−

−
∫ 0

−∞
T (0, τ)P−(τ)f(τ)dτ − (I − P−(0))D

−g =

= −g + P+(0)D
−g −D−g + P−(0)D

−g =

= (P+(0)− I + P−(0))D
−g − g = DD−g − g =

= −(I −DD−)g = −PN(D∗)g = −
∫ +∞

−∞
H(t)f(t)dt.

Друга властивiсть теореми перевiряється безпосередньою пiдстанов-
кою оператора Грiна у рiвняння (4.7). Теорему доведено.
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Для того, щоб показати зв’язок мiж доведеним твердженням та ре-
зультатами працi [469], сформулюємо допомiжну лему.

Лема 4.1. Якщо проєктори P+(0) та P−(0) комутують
([P+(0), P−(0)] = 0), то оператор D = P+(0) − (I − P−(0)) зав-
жди має узагальнено-обернений, який збiгається з оператором D.

Доведення. Зрозумiло, що оператор D є обмеженим. Знайдемо спо-
чатку D2:

D2 = (P+(0)− I + P−(0))(P+(0)− I + P−(0)) =

= P 2
+(0)− P+(0) + P−(0)P+(0)−

−P+(0) + I − P−(0) + P+(0)P−(0)− P−(0) + P 2
+(0) =

= 2P+(0)P−(0)− P+(0)− P−(0) + I.

Тодi
D3 = D2D =

= (2P+(0)P−(0)− P+(0)− P−(0) + I)(P+(0)− I + P−(0)) =

= 2P+(0)P−(0)P+(0)− P+(0)
2 − P−(0)P+(0) + P+(0)−

−2P+(0)P−(0) + P+(0) + P−(0)− I + 2P+(0)P−(0)
2−

−P+(0)P−(0)− P−(0)
2 + P−(0) =

= −2P+(0)P−(0) + 2P+(0)P−(0) + P+(0) + P−(0)− I = D.

Звiдси випливає, що DDD = D, а це i означає, що D є узагальнено-
оборотним i D = D−. Лему доведено.

Зауваження 4.3. Основнi результати працi [469] отримано за при-

пущення, що проєктори P+(0) та P−(0) комутують. З леми 4.1 та
теореми 4.2 отримуємо, як наслiдок, результати з [469].

Зауваження 4.4. Аналогiчний результат розглянуто у нетеровому

випадку в [395]. Оскiльки нетерiв оператор є узагальнено-оборотним,
то цей результат також задовольняє умови теореми 4.2.
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4.2. Нелiнiйнi диференцiальнi рiвняння у просторi Банаха
з необмеженим оператором у лiнiйнiй частинi

У просторi Банаха B розглянемо диференцiальне рiвняння

dx(t, ε)

dt
= A(t)x(t, ε) + εZ(x(t, ε), t, ε) + f(t). (4.17)

Будемо шукати обмежений розв’язок x(t, ε) рiвняння (4.17), який

перетворюється на один iз розв’язкiв x(t, 0) = x0(t, c) породжувального
рiвняння при ε = 0.

Для знаходження необхiдної умови припускатимемо, що оператор-
функцiя Z(x, t, ε) задовольняє вимогу:

Z(·, ·, ·) ∈ C[||x− x0|| ≤ q]×BC(R,B)× C[0, ε0],

де q — деяка додатна стала (неперервнiсть у околi породжувального
розв’язку).

Покажемо, що цю проблему можна вирiшити за допомогою опера-
торного рiвняння

F (c) =

∫ +∞

−∞
H(t)Z(x0(t, c), t, 0)dt = 0. (4.18)

Його називають рiвнянням для породжувальних елементiв.
Теорема 4.3. (необхiдна умова). Припустимо, що однорiдне рiвняння

(4.6) є експоненцiально дихотомiчним на пiвосях R+
0 i R−

0 з проєктор-

нозначними оператор-функцiями вiдповiдно P+(t) та P−(t), а нелiнiй-
не рiвняння (4.17) має обмежений розв’язок x(·, ε), який перетворює-

ться на один з розв’язкiв породжувального рiвняння (4.6) зi сталою

c = c0 : x(t, 0) = x0(t, c
0) при ε = 0. Тодi ця стала повинна задовольня-

ти рiвняння для породжувальних елементiв(4.18).

Доведення. Якщо рiвняння (4.17) має обмежений розв’язок x(t, ε),

то згiдно з доведеною теоремою 4.2 повинна виконуватись умова роз-

в’язностi ∫ +∞

−∞
H(t){f(t) + εZ(x(t, ε), t, ε)}dt = 0. (4.19)

Використовуючи умову (4.9), отримуємо, що умова (4.19) еквiва-
лентна такiй: ε

∫ +∞
−∞ H(t)Z(x(t, ε), t, ε)dt = 0. Пiсля скорочення на ε ̸= 0

маємо
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∫ +∞

−∞
H(t)Z(x(t, ε), t, ε)dt = 0.

При ε→ 0 x(t, ε) → x0(t, c
0). Остаточно (використовуючи неперерв-

нiсть оператор-функцiї Z(x, t, ε)) отримуємо

F (c0) =

∫ +∞

−∞
H(t)Z(x0(t, c

0), t, 0)dt = 0,

що й доводить теорему.
Для отримання достатньої умови iснування обмежених розв’язкiв

рiвняння (4.17) додатково припустимо, що оператор-функцiя Z(x, t, ε)

є сильно диференцiйовною в околi породжувального розв’язку

Z(·, t, ε) ∈ C1[||x− x0|| ≤ q].

Покажемо, що цю задачу можна розв’язати за допомогою оператора

B0 =

∫ +∞

−∞
H(t)A1(t)T (t, 0)P+(0)PN(D)dt : B → B,

де A1(t) = Z1(v, t, ε)|v=x0;ε=0 (похiдна у сенсi Фреше).

Теорема 4.4. (достатня умова). Припустимо, що однорiдне рiвнян-

ня (4.6) допускає експоненцiальну дихотомiю на пiвосях R+
0 та R−

0 з

проєкторнозначними оператор-функцiями вiдповiдно P+(t) та P−(t) ,
а рiвняння (4.7) має обмеженi розв’язки у виглядi (4.11). Нехай для

оператора B0 виконуються такi умови:
1) оператор B0 є узагальнено-оборотним;
2) PN(B∗

0 )
PN(D∗)P−(0) = 0.

Тодi для довiльного елемента c = c0 ∈ B, що задовольняє рiвняння
для породжувальних елементiв (4.18), iснує принаймнi один слабкий

обмежений розв’язок рiвняння (4.17). Цей розв’язок можна знайти за

допомогою iтерацiйного процесу:

yk+1(t, ε) = εG[Z(x0(τ, c
0) + yk, τ, ε)](t, 0),

ck = −B−
0

∫ +∞

−∞
H(τ){A1(τ)yk(τ, ε) + R(yk(τ, ε), τ, ε)}dτ,

yk+1(t, ε) = T (t, 0)P+(0)PN(D)ck + yk+1(t, ε),

xk(t, ε) = x0(t, c
0) + yk(t, ε), k = 0, 1, 2, ..., y0(t, ε) = 0,

x(t, ε) = lim
k→∞

xk(t, ε).
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Доведення. У рiвняннi (4.17) виконаємо таку замiну змiнних:

x(t, ε) = x0(t, c
0) + y(t, ε), де стала c0 задовольняє (4.18). Як наслiдок,

отримаємо рiвняння для y:

dy(t)

dt
= A(t)y(t) + εZ(x0(t, c

0) + y(t, ε), t, ε). (4.20)

Необхiдно знайти обмежений розв’язок:

y(t, ε) : y(·, ε) ∈ BC1(R,B), y(t, ·) ∈ C[0, ε0], y(t, 0) = 0.

Очевидно, що розв’язнiсть рiвняння (4.20) еквiвалентна розв’язностi

рiвняння (4.17). Запишемо цю умову для y:

∫ +∞

−∞
H(t)Z(x0(t, c

0) + y(t, ε), t, ε)dt = 0. (4.21)

За виконання умови (4.21) множина обмежених розв’язкiв рiвняння

(4.20) матиме вигляд

y(t, ε) = T (t, 0)P+(0)PN(D)c+ y(t, ε),

де
y(t, ε) = εG[Z(x0 + y, τ, ε)](t, 0).

Оскiльки оператор Z(x, t, ε) є диференцiйовним за Фреше в околi
породжувального розв’язку, то справджується умова

Z(x0(t, c
0) + y(t, ε), t, ε) = Z(x0(t, c

0), t, 0)+

+A1(t)y(t, ε) + R(y(t, ε), t, ε),

де A1(t) = Z(1)(v, t, ε)|v=x0,ε=0, а для членiв R(y, t, ε) вищого порядку за
y виконуватимуться спiввiдношення

R(0, t, 0) = 0,R(1)
x (0, t, 0) = 0.

Тодi умову (4.21) можна записати так:

∫ +∞

−∞
H(t){Z(x0(t, c0), t, 0)+
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+A1(t){T (t, 0)P+(0)PN(D)c+ y(t, ε)}}dt+

+

∫ +∞

−∞
H(t)R(y(t, ε), t, ε)dt = 0. (4.22)

Використовуючи позначення, перепишемо цю умову у виглядi опера-
торного рiвняння вiдносно c:

B0c = −
∫ +∞

−∞
H(t){A1(t)y(t, ε) + R(y(t, ε), t, ε)}dt. (4.23)

Згiдно з теоремою 4.2 необхiдною й достатньою умовою розв’язностi

операторного рiвняння (4.23) буде умова

PN(B∗
0 )

∫ +∞

−∞
H(t){A1(t)y(t, ε) + R(y(t, ε), t, ε)}dt = 0,

яка виконується в силу припущення 2:

PN(B∗
0 )
H(t) = PN(B∗

0 )
PN(D∗)P−(0)T (0, t) = 0.

Тодi елемент c можна обрати у виглядi

c = −B−
0

∫ +∞

−∞
H(t){A1(t)y(t, ε) + R(y(t, ε), t, ε)}dt.

Отже, маємо таку операторну систему:
y(t, ε) = T (t, 0)P+(0)PN(D)c+ y(t, ε),

c = −B−
0

∫ +∞
−∞ H(t){A1(t)y(t, ε) + R(y(t, ε), t, ε)}dt,

y(t, ε) = εG[Z(x0 + y, τ, ε)](t, 0).

(4.24)

Введемо допомiжний вектор u = (y, c, y)T ∈ B×B×B, що належить
декартовому добутку B3 (T означає операцiю транспонування). Розгля-
нувши допомiжний оператор L1g = −B−

0

∫ +∞
−∞ H(t)A1(t)g(t)dt, оператор-

ну систему (4.24) можна записати так:

u =

 0 T (t, 0)P+(0)PN(D) I

0 0 L1

0 0 0

u+

+

 0

−B−
0

∫ +∞
−∞ H(t)R(y, t, ε)dt

εG[Z(x0 + y, τ, ε)](t, 0)

 .
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У свою чергу ця операторна система еквiвалентна такiй операторнiй
системi:  I −T (t, 0)P+(0)PN(D) −I

0 I −L1

0 0 I

u = (4.25)

=

 0

−B−
0

∫ +∞
−∞ H(t)R(y, t, ε)dt

εG[Z(x0 + y, τ, ε)](t, 0)

 .

Введемо позначення :

M :=

 I −T (t, 0)P+(0)PN(D) −I
0 I −L1

0 0 I

 ,

g =

 0

−B−
0

∫ +∞
−∞ H(t)R(y, t, ε)dt

εG[Z(x0 + y, τ, ε)](t, 0)

 .

Оператор M має обмежений обернений M−1:

M−1 =

 I T (t, 0)P+(0)PN(D) T (t, 0)P+(0)PN(D)L1 + I

0 I L1

0 0 I

 .
Те, що так визначений оператор задовольняє рiвнiсть

MM−1 =M−1M = I

перевiряється безпосередньою пiдстановкою.
Доведемо, що цiєю рiвнiстю дiйсно визначається обмежений опера-

тор.
Необхiдно довести, що iснує стала c1 > 0, така що для всiх u ∈ B3 ви-

конується нерiвнiсть ∥M−1u∥B3 ≤ c1∥u∥B3 . Ця нерiвнiсть еквiвалентна
[146] такiй (зi сталою c2 > 0) : для довiльних y, c, y ∈ B

|||M−1(y, c, y)T |||B3 ≤ c2(|||y|||B + |||c|||B + |||y|||B),

M−1(y, c, y)T =

 y + T (t, 0)P+(0)PN(D)c+ T (t, 0)P+(0)PN(D)L1y + y

c+ L1y

y

 .
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Доведемо обмеженiсть норми кожної компоненти вектора у просторi
Банаха B:

|||y + T (·, 0)P+(0)PN(D)c+ T (·, 0)P+(0)PN(D)L1y + y|||B ≤ |||y|||B+

+|||T (·, 0)P+(0)PN(D)|||B|||c|||B + |||T (·, 0)P+(0)PN(D)L1y|||B+

+|||y|||B ≤ |||y|||B + c1|||c|||B + c2|||y|||B.

Аналогiчно

|||c+ L1y|||B ≤ |||c|||B + |||L1|||B|||y|||B ≤ |||c|||B + c3|||y|||B.

Таким чином,

|||L−1(y, c, y)T |||B3 ≤ |||y|||B+(c1+1)|||c|||B+(1 + c2 + c3)|||y|||B≤

≤ c4(|||y|||B + |||c|||B + |||y|||B),

де c4 = max{1, 1+ c1, 1+ c2 + c3}. Виходячи з цього, отримуємо обмеже-
нiсть оператора L−1.

Тодi операторну систему (4.24) запишемо у такому виглядi:

u =M−1g =M−1S(ε)u,

де оператор S(ε) у загальному випадку є нелiнiйним. Варiюючи пара-
метром ε i користуючись обмеженiстю оператора M−1, можна досягти
того, щоб оператор M−1S(ε) був стискальним. З принципу стискальних
вiдображень [146] випливає, що операторна система (4.24) має єдину

нерухому точку, яка й визначає обмежений розв’язок рiвняння (4.17).

Зв’язок мiж необхiдною та достатньою умовами. Для встановлен-
ня зв’язку мiж необхiдною та достатньою умовами розв’язностi рiвнян-
ня (4.17) встановимо спочатку допомiжне твердження.

Наслiдок. Припустимо, що оператор F (c) має похiдну у сенсi
Фреше F (1)(c) для кожного елемента c0 простору Банаха B, що задо-
вольняє рiвняння для породжувальних елементiв (4.18). Якщо опера-

тор B0 має обмежений обернений оператор, то рiвняння (4.18) має

єдиний обмежений на всiй осi розв’язок для кожного c0.
Доведення. Розглянемо вираз

F (1)(c)[h] =

∫ +∞

−∞
H(t)Z(1)(v, t, ε)|v=x0,ε=0[x

(1)
0 (t, s, c)[h]]dt,
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який випливає з теореми про суперпозицiю диференцiйовних вiдобра-
жень у просторi Банаха [4]. Знайдемо похiдну вiд розв’язку x(1)0 (t, c) за c.
Оскiльки x0(t, c) = T (t, 0)P+(0)PN(D)c+ (G[f ])(t, 0), то [4]

x
(1)
0 (t, c)[h] =

∂x0(t, c+ αh)

∂α
|α=0 =

∂

∂α
(T (t, 0)P+(0)PN(D)c+

+αT (t, 0)P+(0)PN(D)h+ (G[f ])(t, 0))|α=0 =

=
∂

∂α
(T (t, 0)P+(0)PN(D)c)|α=0+

+
∂

∂α
(αT (t, 0)P+(0)PN(D)h)|α=0 +

∂

∂α
(G[f ])(t, 0)|α=0 =

= T (t, 0)P+(0)PN(D)h, та Z(1)(v, t, ε)|v=x0,ε=0 = A1(t).

Остаточно запишемо

F (1)(c)[h] =

∫ +∞

−∞
H(t)A1(t)T (t, 0)P+(0)PN(D)dt[h] = B0[h].

З огляду на те, що F (1)(c) = B0 є оборотним, рiвняння (4.18) має

єдиний розв’язок, тодi й рiвняння (4.17) має єдиний обмежений на всiй

осi розв’язок.

Зауваження 4.5. Оскiльки оператор F (1)(c) є оборотним, то для опе-

ратора B0 умови 1 та 2 виконуються. Тодi рiвняння (4.17) матиме

єдиний обмежений розв’язок для кожного c0 ∈ B. Таким чином умова
оборотностi оператора F (1)(c) пов’язує необхiдну й достатню умови.
У скiнченновимiрному випадку умова оборотностi оператора F (1)(c)
еквiвалентна умовi простоти кореня c0 рiвняння для породжувальних
сталих [326].

4.3. Узагальненi обмеженi розв’язки лiнiйних
еволюцiйних рiвнянь у локально-опуклих
просторах

Дослiдження диференцiальних рiвнянь у локально-опуклих просто-
рах i просторах Фреше є актуальною задачею. Такi задачi широко за-
стосовують у багатьох роздiлах математики, а також у математичнiй
фiзицi.
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Тут розглядається узагальнення означень е-дихотомiї для еволюцiй-
них рiвнянь у локально-опуклих просторах з необмеженою оператор-
функцiєю. Наводяться необхiднi й достатнi умови iснування узагаль-
нених обмежених розв’язкiв для диференцiальних рiвнянь першого по-
рядку в просторах Фреше з необмеженим оператором.

Постановка задачi. У повному локально-опуклому просторi E

розглянемо неоднорiдне диференцiальне рiвняння з необмеженою
оператор-функцiєю A(t):

dx(t)

dt
= A(t)x+ f(t), t ∈ J (4.26)

де A(t) для кожного t ∈ J є лiнiйною замкненою оператор-функцiєю з
незалежною вiд часу t щiльною областю визначення D(A(t)) = D ⊂ E;
вектор-функцiя f(t) є обмеженою й неперервною на J .

Припустимо [221], що iснує обмежена оператор-функцiя U(t), t ∈ J

з областю визначення D(U(t)) = D така, що для кожного x ∈ D задо-
вольняє рiвняння

d

dt
U(t)x = A(t)U(t)x, U(0) = I.

Оскiльки множина D щiльна в E, то U(t) можна розширити за непе-
рервнiстю на весь простiр E. Оператор-функцiю U(t) традицiйно нази-
вають еволюцiйним оператором, що вiдповiдає однорiдному рiвнянню

dx(t)

dt
= A(t)x(t), t ∈ J. (4.27)

Для простоти викладення додатково припускаємо, що для кожного
t еволюцiйний оператор U(t) має обмежений обернений U−1(t) : E → E

(так званий параболiчний випадок).

Означення 4.4. Якщо f : J → E є неперервною, обмеженою i U(t) —

еволюцiйний оператор, то вектор-функцiю u(t) називають узагальне-
ним (слабким) розв’язком рiвняння (4.26), коли u(t) є неперервною i

рiвнiсть

u(t) = U(t)U−1(τ)u(τ) +

∫ t

τ

U(t)U−1(s)f(s)ds, t ≥ τ, (4.28)

виконується для довiльного t ∈ J .
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Означення 4.5. Будемо казати, що рiвняння (4.27) допускає експо-
ненцiальну дихотомiю на J , якщо iснує проєктор P ∈ L(E) такий,
що для довiльної напiвнорми q ∈ SpecE iснує напiвнорма p ∈ SpecE, а
сталi K ≥ 1, α > 0 є такими, що виконуються нерiвностi

q(U(t)PU−1(s)ξ) ≤ Ke−α(t−s)p(ξ), t ≥ s,

q(U(t)(I − P )U−1(s)ξ) ≤ Ke−α(s−t)p(ξ), s ≥ t,

де spec E — множина усiх напiвнорм, заданих на E.

Це означення введено у працях [53], [206] i дає змогу дослiдити пи-
тання щодо iснування узагальнених розв’язкiв за аналогiєю з тим, як
це було зроблено у просторi Банаха.

Теорема 4.5. Нехай однорiдне рiвняння (4.27) є експоненцiально-ди-
хотомiчним на пiвосях R+ i R− з проєкторами вiдповiдно P+ та P−.
Тодi:

1) рiвняння (4.26) має узагальненi обмеженi розв’язки тодi й тiль-

ки тодi, коли операторне рiвняння

P+ξ1 − (I − P−)ξ2 = g (4.29)

має розв’язки. Тут

g =

∫ 0

−∞
P−U

−1(τ)f(τ)dτ +

∫ +∞

0

(I − P+)U
−1(τ)f(τ)dτ ;

2) за виконання умов розв’язностi рiвняння (4.29) рiвняння (4.26) має
обмеженi на всiй осi розв’язки, якi визначаються так:

x(t, ξ1, ξ2) =


U(t)P+ξ1 −

∫ +∞
t

U(t)P+U
−1(τ)f(τ)dτ+

+
∫ t
0
U(t)(I − P+)U

−1(τ)f(τ)dτ t ≥ 0,

U(t)(I − P−)ξ2 +
∫ t
−∞ U(t)P−U

−1(τ)f(τ)dτ−
−
∫ 0

t
U(t)(I − P−)U

−1(τ)f(τ)dτ, t ≤ 0.

(4.30)

Доведення. Розв’язки рiвняння (4.26), обмеженi на пiвосях, ма-
ють вигляд (4.30). Дiйсно, доведемо наприклад, що (4.30) визначають
обмеженi розв’язки для невiд’ємної дiйсної пiвосi t ≥ 0.

З визначення еволюцiйного оператора для рiвняння (4.26) маємо

d(U(t)P+ξ1)

dt
= A(t)U(t)P+ξ1.



118

З того, що рiвняння (4.27) є е-дихотомiчним випливає, що для до-

вiльної напiвнорми q ∈ Spec E iснує напiвнорма p ∈ Spec E така, що

q(U(t)P+ξ1) ≤ K1e
−αtp(ξ1), t ≥ 0.

Тодi U(t)P+ξ1 визначає множину обмежених розв’язкiв однорiдного
рiвняння (4.27):

d(−
∫ +∞
t U(t)P+U

−1(τ)f(τ)dτ +
∫ t
0 U(t)(I − P+)U

−1(τ)f(τ)dτ)

dt
=

= U(t)P+U
−1(t)f(t) + A(t)

∫ t

0

U(t)P+U
−1(τ)f(τ)dτ+

+U(t)(I − P−)U
−1(t)f(t)− A(t)

∫ +∞

t

U(t)P+U
−1(τ)f(τ)dτ =

= f(t) + A(t){−
∫ +∞

t

U(t)P+U
−1(τ)f(τ)dτ+

+

∫ t

0

U(t)(I − P+)U
−1(τ)f(τ)dτ}.

Доведемо обмеженiсть одного з iнтегралiв:

q(

∫ +∞

t

U(t)P+U
−1(τ)f(τ)dτ) ≤

≤
∫ +∞

t

q(U(t)P+U
−1(τ)f(τ))dτ ≤

≤
∫ +∞

t

K1e
−α(t−τ)p(f(τ))dτ ≤ sup

τ∈R
p(f(τ))

K1

α
.

Цiлком аналогiчно доводиться обмеженiсть iнших доданкiв. Для то-
го щоб вираз (4.30) визначав узагальненi обмеженi розв’язки на всiй осi

необхiдно й достатньо, щоб

x(0+, ξ1, ξ2) = x(0−, ξ1, ξ2).

Ця умова еквiвалентна розв’язностi операторного рiвняння

P+ξ1 − (I − P−)ξ2 = (4.31)
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=

∫ 0

−∞
U(t)P−U

−1(τ)f(τ)dτ +

∫ +∞

0

U(t)(I − P+)U
−1(τ)f(τ)dτ.

За умов розв’язностi цього рiвняння узагальненi обмеженi розв’язки рiв-
няння (4.26) знаходять пiдстановкою його розв’язкiв у (4.30) . Теорему
доведено.

Наведемо декiлька фактiв щодо теореми. Розглянемо допомiжний
оператор S := (P+, P− − I) та вектор ξ = (ξ1, ξ2)

T . Тодi рiвняння (4.29)

можна записати у виглядi

Sξ = g.

Оскiльки введений оператор S не обов’язково нормально-розв’язний
(для довiльної послiдовностi gn ∈ R(S) такої, що gn → g, n→ ∞, маємо,
що iснує послiдовнiсть zn = (z1n, z

2
n)
T : gn = Szn = P+z

1
n+(P−−I)z2n. Але

з цього подання та збiжностi gn до елемента g у просторi F не випливає,
що окремо кожна з послiдовностей P+z

1
n та (P− − I)z2n є збiжною. Тому

не можна гарантувати, що g ∈ R(S), й у загальному випадку, умова
PN(S∗)g = 0 не гарантує розв’язнiсть рiвняння (4.29). Отже, воно може
бути не нормально-розв’язним [369]. У цьому випадку за (4.30) отриму-
ються узагальненi (слабкi) обмеженi розв’язки лише на пiвосях. Щоб
одержати повний результат на всiй осi необхiдними є додатковi умови
на оператор P+ − I + P−, якi дають змогу розв’язати рiвняння (4.29).
Тому розглянемо це рiвняння у просторi Фреше F . З огляду на його
геометрiю можна ввести поняття сильного узагальнено-оберненого опе-
ратора (як у розд. 2), й тим самим уточнити теорему й сформулювати
результат.

Зауваження 4.6. Нагадаємо, що якщо простiр Фреше розкладається
в алгебричну пряму суму пiдпросторiв, то вiн розкладається й у топо-
логiчну пряму суму цих самих пiдпросторiв [225]. За наявностi цього
факту дослiдження рiвняння (4.29) є простiшим у просторi Фреше,
нiж у загальних топологiчних просторах, i теорему можна допов-
нити.

Зауваження 4.7. Залежно вiд того, за якою топологiєю виконується
склеювання розв’язкiв у точцi нуль:

x(0+, ξ1, ξ2) = x(0−, ξ1, ξ2), (4.32)

отримаємо рiзнi типи розв’язкiв еквiвалентного операторного рiвнян-
ня (4.29).
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Усе залежить вiд того, в якому просторi визначають цi розв’язки.
Якщо еволюцiйний оператор U(t) визначено на всьому просторi F
(наприклад, коли вiдповiдна оператор-функцiя A(t) є сильно неперерв-
ною |||A||| = supt∈R ||A(t)|| < ∞), то розв’язок операторного рiвня-
ння (4.31), що є еквiвалентним умовi (4.32), знаходиться у вихiд-
ному просторi F i залежно вiд того, чи належить права частина
множинi значень оператора S (оператор S є нормально-розв’язним
(R(S) = R(S))), маємо або звичайний розв’язок, або квазiрозв’язок опе-
раторного рiвняння (4.31).

Якщо оператор S не є нормально-розв’язним, то у випадку, коли
права частина операторного рiвняння належить замиканню образу
оператора S та не належить його множинi значень (g ∈ R(S)/R(S))
отримаємо узагальненi розв’язки.

У загальному випадку необмежених операторних коефiцiєнтiв опе-
ратор еволюцiї U(t) можна визначити не на всьому просторi F , i умо-
ва розв’язностi операторного рiвняння (4.31) не може гарантувати,

що g ∈ R(S). Тодi для операторного рiвняння (4.31) можливий випа-

док, коли g ∈ R(S), але g /∈ R(S). Окрiм того, за таких умов може
статися так, що ξ1, ξ2 ∈ F/F , де простiр F отримано поповненням
вихiдного простору за певною топологiєю. Залежно вiд того, як ви-
значається ця топологiя, маємо рiзнi типи розв’язкiв операторного
рiвняння (4.31) i вiдповiдно вихiдного рiвняння (4.29).

Зазначимо також, що можлива ситуацiя, коли ξ1, ξ2 ∈D(A(t)) =
= D та g ∈ R(S). Тодi отримаємо класичнi розв’язки. Якщо ξ1, ξ2 /∈
/∈ D(A(t)) = D та g ∈ R(S), одержимо класичнi узагальненi
розв’язки [32]; якщо ξ1, ξ2 ∈ F , g ∈ R(S)/R(S) або ξ1, ξ2 ∈ D(A(t)),
g∈ R(S)/R(S) — узагальненi розв’язки. Якщо права частина g /∈ R(S),
g ∈F/R(S), отримаємо узагальненi квазiрозв’язки. Якщо оператор S
є нормально-розв’язним, то узагальненi квазiрозв’язки (g ∈ F/R(S))
збiгаються з квазiрозв’язками [260].
Теорема 4.6. Нехай однорiдне рiвняння (4.27) є експоненцiально дихо-
томiчним на пiвосях R+ та R− з проєкторами вiдповiдно P+ та P−,
а оператор

D = P+ − I + P− : F → F

є сильним (X, Y )-узагальнено-оборотним.
Тодi:
1) для того щоб iснували узагальненi, обмеженi на всiй осi

розв’язки рiвняння (4.26) необхiдно та достатньо, щоб вектор-
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функцiя f ∈ ∈ BC(R, F ) задовольняла умову∫ +∞

−∞
H(t)f(t)dt = 0, (4.33)

де H(t) = (I −DD−
X,Y )P−U

−1(t), D — розширення оператора D на по-
повнений простiр F ;

2) за виконання умови (4.33) узагальненi розв’язки рiвняння (4.26)
будуть мати такий вигляд:

x0(t, c) = U(t)P+PN(D)c+ (G[f ])(t) ∀c ∈ F , (4.34)

де

(G[f ])(t) =



∫ t
0 U(t)U−1(τ)P+f(τ)dτ−

−
∫ +∞
t U(t)U−1(τ)(I − P+)f(τ)dτ+

+U(t)P+D
−
X,Y [

∫∞
0 U−1(τ)(I − P+)f(τ)dτ+

+
∫ 0
−∞ U−1(τ)P−f(τ)dτ ], t ≥ 0,∫ t

−∞ U(t)U−1(τ)P−f(τ)dτ−
−
∫ 0
t U(t)U−1(τ)(I − P−)f(τ)dτ+

+U(t)(I − P−)D
−
X,Y [

∫∞
0 U−1(τ)(I − P+)f(τ)dτ+

+
∫ 0
−∞ U−1(τ)P−f(τ)dτ ], t ≤ 0,

є узагальненим оператором Грiна, розширеним на F .
З урахуванням введених означень деталi методики доведення теоре-

ми такi самi, як i у випадку доведення теореми 4.5.
Наслiдок. Нехай однорiдне рiвняння (4.27) у повному локально-

опуклому просторi E є експоненцiально дихотомiчним на всiй осi з
проєктором P . Тодi для довiльної обмеженої на всiй осi й неперервної
вектор-функцiї f iснує єдиний обмежений розв’язок рiвняння (4.26).

Цей розв’язок має вигляд

x(t) =

∫ +∞

−∞
G(t, τ)f(τ)dτ, (4.35)

де
G(t, τ) =

{
U(t)PU−1(τ), t ≥ τ,

−U(t)(I − P )U−1(τ), t < τ.

Доведення. З проєкторами P та I − P пов’язанi вiдповiдно пiдпро-
стори E1 = PE i E2 = (I − P )E. Пiдпростiр E1 складається з тих
початкових значень розв’язкiв рiвняння (4.27), що залишаються обме-

женими при t→ ∞, а пiдпростiр E2 — з початкових значень розв’язкiв,
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що залишаються обмеженими при t → −∞. Оскiльки цi пiдпростори
перетинаються лише в нулi, то рiвняння (4.27) не має нетривiальних

обмежених розв’язкiв. Отже, рiвняння (4.26) має єдиний розв’язок, що

визначається з (4.35).
Зауваження 4.8. У випадку, коли E — простiр Банаха й оператор-

функцiя A(t) за кожного t є неперервним та обмеженим оператором
(A(t) ∈ L(E)), отримаємо вiдомi результати [108].
Зауваження 4.9. У випадку, коли E — квазiповний бочковий простiр

i оператор A(t) = A є регулярним (A : E → E), отримуємо резуль-
тати з [221]. У цьому разi умова дихотомiї еквiвалентна тому, що
спектр оператора A не перетинається з уявною вiссю. Таким чином,
для спектральних проєкторiв P1 = P i P2 = I − P справедливим є
подання [221]:

Pk =
1

2π

∫
Гk

Rλdλ,

й вiдповiдно функцiя Грiна G(·) має вигляд

G(t) =

{
etAP1 =

1
2π

∫
Г1
eλtRλdλ, t > 0,

−etAP2 = − 1
2π

∫
Г2
eλtRλdλ, t < 0.

Якщо A — секторiальний оператор, то отримаємо результати
про обмеженi розв’язки, якi наведено в [273].

Наслiдок. Нехай однорiдне рiвняння (4.27) є експоненцiально ди-
хотомiчним на пiвосях R+ та R− з проєкторами вiдповiдно P+ i P−,
а оператор

D = P+ − I + P− : F → F

має узагальнено-обернений.
Тодi:
1) для того щоб iснували обмеженi на всiй осi розв’язки рiвнян-

ня (4.26) необхiдно та достатньо, щоб вектор-функцiя f ∈ BC(R, F )
задовольняла умову ∫ +∞

−∞
H(t)f(t)dt = 0, (4.36)

де H(t) = (I −DD−)P−U
−1(t);

2) за виконання умови (4.36) обмеженi розв’язки рiвняння (4.26)
набудуть вигляду

x0(t, c) = U(t)P+PN(D)c+ (G[f ])(t), c ∈ F, (4.37)
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де

(G[f ])(t) =



∫ t
0 U(t)U−1(τ)P+f(τ)dτ−

−
∫ +∞
t U(t)U−1(τ)(I − P+)f(τ)dτ+

+U(t)P+D
−[
∫∞
0 U−1(τ)(I − P+)f(τ)dτ+

+
∫ 0
−∞ U−1(τ)P−f(τ)dτ ], t ≥ 0,∫ t

−∞ U(t)U−1(τ)P−f(τ)dτ−
−
∫ 0
t U(t)U−1(τ)(I − P−)f(τ)dτ+

+U(t)(I − P−)D
−[
∫∞
0 U−1(τ)(I − P+)f(τ)dτ+

+
∫ 0
−∞ U−1(τ)P−f(τ)dτ ], t ≤ 0,

є узагальненим оператором Грiна.
Приклад. Розглянемо рiвняння (4.26) у виглядi злiченної системи

з дiагональним оператором

A(t) = diag{th t, ..., th t︸ ︷︷ ︸
k

,−th t,−th t, ...}

у просторах l2loc(C) (з системою напiвнорм ||(x1, x2, ..., xn, ...)||2n,l2loc =

=
∑n

i=1 |xi|2, n ∈ N ) або Кьоте з рiзними ваговими векторами (озна-
чення див., наприклад, у [221]). Тодi рiвняння (4.26) є експоненцiально

дихотомiчним на пiвосях з проєкторами вiдповiдно

P+ = diag{0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
k

, 1, 1, ...}, P− = diag{1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
k

, 0, 0, ...}.

Еволюцiйний оператор має вигляд

U(t) = diag{e
t + e−t

2
, ...,

et + e−t

2︸ ︷︷ ︸
k

,
2

et + e−t
,

2

et + e−t
, ...}.

Згiдно з теоремою маємо, що

D = P+ − I + P− = 0, PN(D) = PN(D∗) = I,

i оскiльки dim R[PN(D∗)P−] = k, то оператор PN(D∗)P− є скiнченновимiр-
ним, H(t) = diag{Hk(t), 0}, де Hk(t) = diag{2/(et+e−t), ..., 2/(et+e−t)} —
k × k вимiрна матриця.
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Необхiдна й достатня умова iснування узагальнених обмежених
розв’язкiв у просторi Фреше набуде такого вигляду:

∫ +∞

−∞
Hk(t)f(t)dt = 0 ⇔


∫ +∞
−∞

f1(t)
et+e−tdt = 0,

. . .∫ +∞
−∞

fk(t)
et+e−tdt = 0.

На вiдмiну вiд випадку банахових просторiв топологiя просто-
ру Фреше визначається набором напiвнорм ||(x1, x2, ..., xn, ...)||2n,l2loc =

=
∑n

i=1 |xi|2, що не є нормами, тому такi функцiї не утворюють ба-
нахiв простiр.

Обмеженi та майже перiодичнi розв’язки

Тут результати попереднiх дослiджень застосовуються до зна-
ходження обмежених та майже перiодичних розв’язкiв операторно-
диференцiальних рiвнянь.

Означення 4.6. [108]. Неперервна вектор-функцiя f(t) зi значеннями

у просторi Банаха E, визначена при t ∈ R, є майже перiодичною, якщо
для довiльного ε > 0 iснує таке L > 0, що кожен iнтервал довжиною
не меншою за L мiстить точку τ , для якої

||f(t)− f(t+ τ)|| < ε.

Розглянемо рiвняння (4.26) у просторi Банаха з постiйним (у за-
гальному випадку необмеженим) оператором i майже перiодичним вiль-
ним членом f(t). Позначимо через ∆(f) «множину не майже перiоди-
чностi» [156]. Нагадаємо, що точку λ ∈ J називають точкою «майже
перiодичностi» функцiї f , якщо iснує такий окiл цiєї точки, що згортка
f ∗ φ є майже перiодичною функцiєю для будь-якої φ̂ ∈ C∞

0 iз носiєм,
що належить цьому околу (φ̂ — перетворення Фур’є для φ). Доповнення
до цiєї множини називають «множиною не майже перiодичностi». Не-
хай також c0 — простiр послiдовностей (xn)n∈N, елементи якого збiжнi
до нуля. Справедливе таке твердження.

Твердження. Нехай множина ∆(f) є розрiдженою й виконується
одна з умов :

а) простiр F не мiстить простiр c0 як пiдпростiр;
б) вектор-функцiя f є слабко компактною.
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Тодi за умови iснування (4.29) будь-який обмежений розв’язок рiв-
няння (4.26) вигляду (4.30) є майже перiодичним. Це твердження є
наслiдком теореми 4.6 та теореми 5 iз [156]. Зауважимо, що iснує шир-
ший клас майже перiодичних задач, а саме — рiвняння з асимптотично
майже перiодичними функцiями.

Означення 4.7. [356]. Неперервну на всiй осi функцiю x(t) називають

асимптотично майже перiодичною, якщо її можна подати у виглядi

x(t) = f(t) + r(t), t ∈ R,

де f — майже перiодична функцiя; r — неперервна функцiя, яка задо-
вольняє умову

lim
t→∞

r(t) = 0.

Означення можна вiдобразити такими прикладами.
Приклади. Для того щоб ще раз пiдкреслити вiдмiннiсть дослi-

дження питання стосовно iснування обмежених розв’язкiв у просторах
Фреше та Банаха, розглянемо рiвняння

ẋm(t) + thtxm(t) = e−
t
m ,m ∈ N, (4.38)

у просторi Фреше, топологiя якого породжується такою системою на-
пiвнорм:

|x|n = sup
t∈[−n;∞)

|x(t)|, n ≥ 0.

Зауважимо, що на вiдмiну вiд простору Банаха неперервних та обме-
жених на всiй осi функцiй BC(R,R) права частина цього рiвняння не
належить простору BC(R,R), але належить простору Фреше, означе-
ному вище. Дiйсно,

sup
t∈R

|e−
t
m | = +∞,

проте
|e−

t
m |n = e

n
m < +∞

для кожного n. Це означає, що дана функцiя є необмеженою у просторi
Банаха, але обмеженою у просторi Фреше. Простiр Фреше асимптоти-
чно майже перiодичних функцiй з визначеною вище топологiєю позна-
чають AAP (R,R) [356], тобто функцiя e−

t
m ∈ AAP (R,R). Тодi рiвнян-

ня (4.38) має асимптотично майже перiодичний обмежений на всiй осi
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розв’язок у виглядi

xm(t) =
2cm

et + e−t
+

e(1−
1
m
)t

(1− 1
m
)(et + e−t)

− e−(1+ 1
m
)t

(1 + 1
m
)(et + e−t)

.

Ще одним прикладом iснування обмеженого розв’язку в просторi
Фреше може бути таке диференцiальне рiвняння у просторi узагальне-
них функцiй D′(R):

x′(t) + th t x(t) = δ(t), (4.39)

де δ — дельта-функцiя Дiрака. Це рiвняння можна записати у виглядi

(x′, φ) + (th t x, φ) = (δ, φ) ∀φ ∈ D(R)

або за означенням (x,−φ′
+ tht φ) = (δ, φ). (4.40)

Згiдно з теоремою про iснування обмежених розв’язкiв, отримуємо,
що рiвняння (4.39) буде розв’язним тодi й тiльки тодi, коли права ча-
стина (4.40) буде ортогональною до обмежених розв’язкiв однорiдного
спряженого рiвняння

−φ′(t) + th t φ(t) = 0.

Легко бачити, що єдиним обмеженим розв’язком однорiдного рiвнян-
ня є нульовий розв’язок. Для нього отримаємо, що

(δ, φ) = (δ, 0) = 0,

тому умова розв’язностi для рiвняння (4.39) в узагальненому сенсi (4.40)
завжди виконується. Узагальнений обмежений розв’язок можна подати
у виглядi

x(t) =
θ(t)

ch t
,

де θ(t) — функцiя Хевiсайда. Дiйсно, x(t) — обмежений розв’язок,
оскiльки

(x,−φ′ + th tφ) =

∫
R
x(τ)(−φ′(τ) + th τφ(τ))dτ =

= −
∫ +∞

0

φ′(τ)

ch τ
dτ +

∫ +∞

0

sh τ

ch2 τ
φ(τ)dτ.
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Проiнтегрувавши частинами перший iнтеграл, отримаємо

−φ(t)
ch t

|+∞
0 −

∫ +∞

0

sh τφ(τ)

ch2 τ
dτ +

∫ +∞

0

sh τ

ch2 τ
φ(τ)dτ =

= φ(0) = (δ, φ).

Вiдомо [73], що x(t) = θ(t)
ch t

називають фундаментальним розв’язком
рiвняння (4.39). Використовуючи це подання, зауважимо, що для до-

вiльної обмеженої на всiй осi узагальненої функцiї f(t) ∈ D′(R) обме-
жений на всiй осi розв’язок x(t) рiвняння

x′(t) + th tx(t) = f(t)

можна знайти у виглядi
x(t) =

θ(t)

ch t
∗ f(t),

де «∗» означає операцiю згортки [73].
Для банахового простору B, надiленого топологiєю, яку породжено

сукупнiстю напiвнорм

B ϶ x→ |φ(x)|, φ ∈ B∗,

локально-опуклий простiр позначимо Bw. Для нього справедливе таке
означення.

Означення 4.8. [356]. Вiдображення x : R → B називають слаб-
ко майже перiодичним, якщо для довiльного φ ∈ B∗ вiдображен-
ня φ(x(t)) ∈ AP (R,C). Простiр слабко майже перiодичних вектор-
функцiй позначають WAP (R,B).

Розглянемо рiвняння ẋ(t) = f(t) у банаховому просторi B iз пра-
вою частиною f(t) ∈ AP (R,B). Як вiдомо [111], у скiнченновимiрному
просторi обмеженiсть iнтеграла

∫ t
0
f(s)ds, t ∈ R вiд майже перiодичної

функцiї гарантує те, що розв’язок x(t) буде майже перiодичним. У ба-
наховому просторi такого результату не має, але вiдомий такий факт.

Теорема 4.7. [356]. Якщо f(t) ∈ AP (R,B) та

x(t) =

∫ t

0

f(s)ds, t ∈ R,

то обмеженiсть x на R гарантує, що x ∈ WAP (R,B). Окрiм того, для
того щоб x ∈ AP (R,B), необхiдно та достатньо, щоб Rx = {x(t); t ∈
∈ R} була вiдносно компактною в B.
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З цiєї теореми, твердження, наведеного вище, та теореми 4.6 випли-
ває наслiдок.

Наслiдок. Нехай однорiдне рiвняння (4.27) є експоненцiально дихо-

томiчним на пiвосях R+ та R− з проєкторами вiдповiдно P+ та P−,
а оператор

D = P+ − I + P− : F → F

має узагальнено-обернений (D ∈ GI(F )), де F — банаховий простiр,
надiлений сильною топологiєю.

Тодi:
1) для того щоб iснували слабкi майже перiодичнi розв’язки рiвнян-

ня (4.26) необхiдно та достатньо, щоб вектор-функцiя f ∈ AP (R, F )
задовольняла умову ∫ +∞

−∞
H(t)f(t)dt = 0, (4.41)

де H(t) = (I −DD−)P−U
−1(t);

2) за виконання умови (4.41) слабкi майже перiодичнi розв’язки

рiвняння (4.26) матимуть вигляд
x0(t, c) = U(t)P+PN(D)c+ (G[f ])(t), c ∈ F, (4.42)

де

(G[f ])(t) =



∫ t
0
U(t)U−1(τ)P+f(τ)dτ−

−
∫ +∞
t

U(t)U−1(τ)(I − P+)f(τ)dτ+
+U(t)P+D

−[
∫∞
0
U−1(τ)(I − P+)f(τ)dτ+

+
∫ 0

−∞ U−1(τ)P−f(τ)dτ ], t ≥ 0,∫ t
−∞ U(t)U−1(τ)P−f(τ)dτ−

−
∫ 0

t
U(t)U−1(τ)(I − P−)f(τ)dτ+

+U(t)(I − P−)D
−[
∫∞
0
U−1(τ)(I − P+)f(τ)dτ+

+
∫ 0

−∞ U−1(τ)P−f(τ)dτ ], t ≤ 0,

є узагальненим оператором Грiна.
Доведення. Справедливiсть умови розв’язностi (4.41) випливає з

теореми 4.6. Належнiсть f ∈ AP (R, F ) гарантує, що за виконання умови
(4.41) вираз (4.42) визначає множину обмежених на всiй осi розв’язкiв
рiвняння (4.26). Тодi з анонсованої теореми [356, c.144] випливає, що
кожен розв’язок є слабко майже перiодичним у просторi Фреше Fw,
надiленому слабкою топологiєю (x0(t, c) ∈ WAP (R, Fw)).

Зауваження 4.10. З теореми 4.7 (теорема 5.3 [356, c.140]) випли-
ває, що x0(t, c) ∈ AP (R, F ) тодi й тiльки тодi, коли вiн має вiдносно
компактну множину значень у просторi F .
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Е-дихотомiя лiнiйних систем диференцiальних рiвнянь у ча-
стинних похiдних

Розглянемо еволюцiйну операторну систему, а саме векторне рiвнян-
ня у частинних похiдних:

∂u(t, x)

∂t
= U(D)u(t, x), t ∈ [0; +∞), (4.43)

де u(t, x) — вектор-функцiя з компонентами u1(t, x), u2(t, x), ..., um(t, x);
x = (x1, x2, ..., xn) — точка простору Rn, U(D) = ||aij(D)|| — квадратна
m×m матриця, елементи aij якої є многочленами вiд 1

i
∂
∂x1
, 1
i
∂
∂x2
, ..., 1

i
∂
∂xn

за сталими коефiцiєнтами.
Припустимо, що виконується така умова: 1) характеристичний мно-

гочлен d(σ, λ) матрицi U(σ) зображається у виглядi

d(σ, λ) = |U(σ)− λI| = p(σ, λ)q(σ, λ),

де многочлени p(σ, λ), q(σ, λ) вiдносно σ i λ мають бiля кожного фiксова-
ного σ ∈ Rn коренi λ1(σ), λ2(σ), ..., λk(σ) та λk+1(σ), ..., λm(σ) вiдповiдно
у лiвiй та правiй пiвплощинах Reλ ≤ −δ i Reλ ≥ σ.

За виконання цiєї умови iснує квадратна m × m матриця B(D),
елементами якої є многочлени з постiйними коефiцiєнтами вiд
1
i
∂
∂x1
, 1
i
∂
∂x2
, ..., 1

i
∂
∂xn

, та iснує простiр Гiльберта LB, отриманий поповнен-
ням за диференцiальною нормою

||u||B = {
∫
(B(D)u(x), u(x))dx}

1
2

деякої сукупностi функцiй з L2(Rn). Для цього простору буде справ-
джуватись таке твердження:

За виконання умови 1 для рiвняння (4.43) у просторi LB має мiсце
експоненцiальна дихотомiя на пiвосi [0; +∞) у сенсi означення 4.5.

Це твердження, очевидно, випливає з вiдповiдного твердження, на-
веденого в [147], i того факту, що означення дихотомiї у сенсi означен-
ня 4.5, узагальнює означення дихотомiї у сенсi вiдповiдного означення
з [147]. Аналогiчно, використовуючи означення 4.5 дихотомiї на пiв-
осях, можна дослiджувати питання iснування обмежених на всiй осi
розв’язкiв операторної системи:

∂u(x, t)

∂t
= U(t,D)u(t, x).
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Наступний приклад iлюструє цей факт.
Приклад. Розглянемо злiченну систему рiвнянь у частинних похi-

дних: {
∂ui(x,t)
∂t

− th t∂
2ui(x,t)
∂x2

= fi(x, t),
∂vi(x,t)
∂t

+ th t∂
2vi(x,t)
∂x2

= gi(x, t)
(4.44)

з крайовими умовами

ui(t, 0) = ui(t, 2π),
∂ui
∂x

(t, 0) =
∂ui
∂x

(t, 2π), ui(0, x) = φi(x), (4.45)

vi(t, 0) = vi(t, 2π),
∂vi
∂x

(t, 0) =
∂vi
∂x

(t, 2π), vi(0, x) = ψi(x), i∈N, (4.46)

де φi(x), ψi(x) — довiльнi функцiї, що розкладаються у
ряд Фур’є. Якщо розглянути вектор-функцiї Y (t, x) =

= (ui(t, x), vi(t, x))
T
i∈N, F (t, x) = (fi(t, x), gi(t, x))

T
i∈N, Ψ(x) =

= (φi(x), ψi(x))
T
i∈N, то крайову задачу (4.44)—(4.46) можна запи-

сати у виглядi

∂Y (t, x)

∂t
= B(t)

∂2Y (t, x)

∂x2
+ F (t, x), (4.47)

Y (t, 0) = Y (t, 2π),
∂Y

∂x
(t, 0) =

∂Y

∂x
(t, 2π), Y (0, x) = Ψ(x), (4.48)

де
B(t) = diag{th t,−th t, th t,−th t, ...}.

Будемо шукати розв’язок крайової задачi (4.47), (4.48) за умови, що

F (t, x) ∈ BC(R, L2([0; 2π], l2)). Це означає, що вектор-функцiя F (t, x)

належить банаховому простору обмежених на всiй осi вектор-функцiй
за змiнною t зi значеннями за змiнною x у просторi L2([0; 2π], l2). Норму
у цьому просторi визначають так:

|||F ||| = sup
t∈R

||F (t, ·)||L2([0;2π],l2) =

= sup
t∈R

(
∞∑
i=1

(||fi(t, ·)||2L2([0;2π])
+ ||gi(t, ·))||2L2([0;2π])

)
1
2 ) < +∞.

Отже, у цiй системi рiвняння не є незалежними.
Враховуючи таке означення норми у цьому просторi,

розв’язок крайової задачi (4.47), (4.48) будемо шукати у просторi
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BC1(R,W 2
2 ([0; 2π], l2)). Запишемо крайову задачу (4.47), (4.48) у

операторному виглядi:

dY (t)

dt
= A(t)Y (t) + F (t), (4.49)

Y (0) = Ψ, (4.50)

де Y (t) = Y (t, ·), F (t) = F (t, ·), Ψ = Ψ(·),

A(t) = diag{th t ∂
2

∂x2
,−th t ∂

2

∂x2
, ...},

з областю визначення

D(A(t))= {g(t, x) ∈ L2([0; 2π], l2), A(t)g(t, x) ∈ L2([0; 2π], l2) :

g(t, 0) = g(t, 2π),
∂g

∂x
(t, 0) =

∂g

∂x
(t, 2π)}.

Нехай функцiї φ(x), ψ(x) розкладено у ряди Фур’є:

φi(x) =
1√
π

+∞∑
k=1

(φk1icokx+ φk2isinkx),

ψi(x) =
1√
π

+∞∑
k=1

(ψk1icokx+ ψk2isinkx).

Тодi еволюцiйний оператор однорiдного рiвняння

dU(t)

dt
= A(t)U(t),

визначають так:
U(t)Ψ =

=


1
√
π

∑+∞
k=1

(φk
11cokx+φ

k
21sinkx)

chk2 t
0 ... 0 ...

0
1
√
π

∑+∞
k=1(ψ

k
11cokx+ ψk21sinkx)ch

k2t 0 ... ...

 ,

U(0)Ψ = Ψ;

U(t)U−1(s)Ψ =
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=


1
√
π

∑+∞
k=1

(φk
11cokx+φ

k
21sinkx)ch

k2
s

chk2 t
0 ... ...

0
1
√
π

∑+∞
k=1

(ψk
1icokx+ψ

k
2isinkx)ch

k2
t

chk2s
0 ...

 ,

i система допускає експоненцiальну дихотомiю на пiвосях з проєктора-
ми вiдповiдно

P = diag{1, 0, 1, 0, ...} та Q = diag{0, 1, 0, 1, ...}

Розкладемо функцiї fi(t, x), gi(t, x) у ряди Фур’є за змiнною x:

fi(t, x) =
1√
π

+∞∑
k=1

(f 1
ki(t)coskx+ f 2

ki(t)sinkx),

gi(t, x) =
1√
π

+∞∑
k=1

(g1ki(t)coskx+ g2ki(t)sinkx),

де
f 1
ki(t) =

=
1√
π

∫ 2π

0

fi(t, x)coskxdx, f 2
ki(t) =

1√
π

∫ 2π

0

fi(t, x)sinkxdx,

g1ki(t) =

=
1√
π

∫ 2π

0

gi(t, x)coskxdx, g2ki(t) =
1√
π

∫ 2π

0

gi(t, x)sinkxdx.

У цьому випадку оператор D = P − I +Q = 0 та проєктори PN(D) = I,
PYD = I. Тодi необхiдна та достатня умова iснування обмежених на всiй
осi розв’язкiв неоднорiдного рiвняння (4.49)∫ +∞

−∞
H(t)F (t)dt = 0

виконуватиметься, якщо виконуватиметься такий набiр рiвностей:∫ +∞

−∞

g1ki(τ)

chk2τ
dτ = 0,

∫ +∞

−∞

g2ki(τ)

chk2τ
dτ = 0, i, k ∈ N.

За виконання цих умов вiдповiдна крайова задача матиме множину
обмежених на всiй осi розв’язкiв за змiнною t, якi можна подати у ви-
глядi

Y (t) = U(t)PPN(D)Ψ+ (G[F ])(t)
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або у розгорнутому виглядi

ui(x, t) =
1√
π

+∞∑
k=1

φk1icoskx+ φk2isinkx

chk2t
+

+
1√
π

+∞∑
k=1

(

∫ t
0 f

1
ki(s)ch

k2sds

chk2t
coskx+

∫ t
0 f

2
ki(s)ch

k2sds

chk2t
sinkx),

vi(x, t) =

= − 1√
π

+∞∑
k=1

(coskx chk
2
t

∫ +∞

t

g1ki(s)

chk2s
ds+ sinkx chk

2
t

∫ +∞

t

g2ki(s)

chk2s
ds), t ≥ 0,

vi(x, t) =

=
1√
π

+∞∑
k=1

(coskx chk
2
t

∫ t

−∞

g1ki(s)

chk2s
ds+ sinkx chk

2
t

∫ t

−∞

g2ki(s)

chk2s
ds), t ≤ 0.

4.4. Крайовi задачi на всiй осi

Працi, присвяченi розвиненню методiв аналiзу крайових задач, тра-
дицiйно посiдають одне з центральних мiсць у якiснiй теорiї диферен-
цiальних рiвнянь. Крайовi задачi на всiй осi та з умовами на нескiнчен-
ностi виникають у рiзних застосуваннях — теорiї нелiнiйних коливань,
теорiї стiйкостi руху, теорiї керування та чисельних методах, у зада-
чах радiо iнженерiї, механiцi, бiологiї тощо. Цей пiдроздiл присвячено
дослiдженню лiнiйних крайових задач на всiй осi.

Постановка задачi. Розглянемо крайову задачу у просторi Бана-
ха B :

dx(t)

dt
= A(t)x(t) + f(t) , (4.51)

lx(·) = α, (4.52)

де вектор-функцiя f(t) дiє з R у простiр Банаха B,

f(t) ∈ BC(R,B) := {f(·) : R → B, |||f ||| = sup
t∈R

∥f(t)∥ <∞},

операторнозначна функцiя A(t) є сильно неперервною з вiдповiдною
нормою |||A||| = supt∈R ||A(t)|| < +∞;

BC1(R,B) := {x(·) ∈ C1(R,B), |||x||| =
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= sup
t∈R

{∥x(t)∥, ∥x′(t)∥} <∞}

є простором функцiй, неперервних i обмежених на R разом iз похiдною;
l — лiнiйний та обмежений оператор, що дiє з простору BC1(R,B) у
простiр Банаха Y.

Визначимо умови iснування обмежених на всiй осi розв’язкiв x(·) ∈
∈ BC1(R,B) крайової задачi (4.51), (4.52) за припущення, що вiдповiдне
однорiдне рiвняння

dx(t)

dt
= A(t)x(t) (4.53)

допускає експоненцiальну дихотомiю [108, 436, 475] на пiвосях R+ i R−
вiдповiдно з проєкторами P та Q i сталими k1,2 ≥ 1 та α1,2 > 0. Еволю-
цiйний оператор, нормований у нулi, позначимо U(t).

Основний результат. Покажемо, що за виконання умов теореми 4.3
крайову задачу можна розв’язати за допомогою оператора

B0 := lU(·)PPN(D) : B → Y.

Теорема 4.8. Нехай оператор

B0 : B → Y,

що дiє з простору B у простiр Банаха Y, є узагальнено-оборотним
(тобто B0 ∈ GI(B,Y)). Тодi:

(i) для того щоб розв’язки крайової задачi (4.51), (4.52) iснували
необхiдно й достатньо, щоб

PYB0
[α− l((G[f ])(·))] = 0; (4.54)

(ii) за виконання умови (4.54) розв’язки крайової задачi (4.51),
(4.52) мають вигляд

x(t, c) = U(t)PPN(D)PN(B0)c+

+U(t)PPN(D)B
−
0 [α− l(G[f ])(·)] + (G[f ])(t)

для довiльного елемента c ∈ B, де (G[f ])(·) — узагальнений оператор
Грiна, визначений у теоремi 4.1; B−

0 — узагальнено-обернений опера-
тор до B0; PN(B0) = I − B−

0 B0; PYB0
= I − B0B

−
0 — проєктор, який

проєктує B на пiдпростiр Z := Y ⊖R(B0) (Y = Z⊕R(B0)).
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Доведення. З теореми 4.1 маємо, що множина обмежених
розв’язкiв рiвняння (4.51) є такою: x(t, c) = U(t)PPN(D)c + (G[f ])(t).

Пiдставимо цi розв’язки у рiвняння (4.52):

l(U(·)PPN(D)c+ (G[f ])(·)) = α.

Оскiльки оператор l є лiнiйним, то

l(U(·)PPN(D))c+ l((G[f ])(·)) = α,

й остаточно отримаємо операторне рiвняння:

B0c = α− l((G[f ])(·)).

Оскiльки оператор B0 є узагальнено-оборотним, то для iснування
розв’язкiв крайової задачi (4.51), (4.52) необхiдно та достатньо [326],
щоб

PYB0
[α− l((G[f ])(·))] = 0.

Якщо ця умова виконується, то

c = PN(B0)c+B−
0 [α− l((G[f ])(·))] ∀ c ∈ B.

Тодi множина обмежених розв’язкiв крайової задачi (4.51), (4.52) набу-
ває вигляду:

x(t, c) = U(t)PPN(D)PN(B0)c+

+U(t)PPN(D)B
−
0 [α− l((G[f ])(·))] + (G[f ])(t).

Зауваження 4.11. Якщо Y = B×B, lx = (x(+∞), x(−∞)) = (α, α) ∈
∈ B×B, де α — положення рiвноваги (4.51), то всi обмеженi розв’язки

крайової задачi (4.51), (4.52) є «гомоклiнiчними» траєкторiями [375].
У тому випадку, коли lx = (x(+∞), x(−∞)) = (α, β) ∈ B × B, де α ̸=
̸= β — положення рiвноваги, а всi обмеженi розв’язки крайової задачi
(4.51), (4.52) є «гетероклiнiчними» траєкторiями [375].

Зауваження 4.12. Покажемо, що умова

PYB0
[α− l((G[f ])(·))] = 0

теореми еквiвалентна тому, що

PN(B∗
0 )
[α− l((G[f ])(·))] = 0.
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Введемо позначення: h = α − l((G[f ])(·)). Умова iснування розв’язку
крайової задачi (4.51), (4.52) еквiвалентна розв’язностi рiвняння

B0c = h. (4.55)

Для того щоб h ∈ R(B0) необхiдно та достатньо, щоб h /∈ Z. Ця
умова виконується тодi й тiльки тодi, коли PYB0

h = 0. Разом iз
розкладом простору

Y = Z⊕R(B0) = (Y ⊖R(B0))⊕R(B0)

маємо розклад одиницi

IY = PYB0
+ PR(B0).

Водночас рiвнiсть (4.55) виконується тодi й тiльки тодi, коли

∀ϕ ∈ Y∗ : ϕ(B0c) = ϕ(h),

яка у свою чергу може бути переписана у виглядi

(B∗
0ϕ)(c) = ϕ(h)

за визначенням спряженого оператора. Тодi умова розв’язностi рiв-
няння (4.55) є еквiвалентною тому, що

ϕ(h) = 0 ∀ϕ ∈ Y∗ : B∗
0ϕ = 0

або
ϕ(h) = 0 ∀ϕ ∈ N(B∗

0) ⊂ Y∗.

У свою чергу ця умова еквiвалентна умовi розв’язностi

PN(B∗
0 )
h = 0.

Окрiм того, ⊥N(B∗
0) = {h ∈ Y : ϕ(h) = 0, ϕ ∈ N(B∗

0)} = R(B0). Iнши-
ми словами, розв’язнiсть операторного рiвняння (4.55) еквiвалентна

умовi ортогональностi правої частини h рiвняння (4.55) до розв’язкiв

однорiдного спряженого рiвняння B∗
0φ = 0.
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Приклади. 1. Проiлюструємо твердження доведенi вище. Розгля-
немо таку крайову задачу:

dx(t)

dt
= A(t)x(t) + f(t), (4.56)

lx(·) = x(b)− x(a) = α, (4.57)

де A(t) — оператор у виглядi злiченновимiрної матрицi, що для кожного
дiйсного значення t дiє у просторi Банаха B = lp, p ∈ [1; +∞) та

x(t) = col{x1(t), x2(t), . . . xk(t), . . .} ∈ BC1(R, lp),

f(t) = col{f1(t), f2(t), . . . , fk(t), . . .} ∈ BC(R, lp)

є злiченними вектор-стовпцями; a, b ∈ R, b > 0, a < 0; α =

= col{α1, α2, . . . , αk, . . .} ∈ lp — сталий вектор (αi ∈ R, i ∈ ∈ N).
Розглянемо крайову задачу (4.56), (4.57) з оператором

A(t) =



k︷ ︸︸ ︷
th t 0 0 . . . . . .

0 th t 0 . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 th t . . . . . .

0 0 0 − th t . . .

. . . . . . . . . . . . . . .


: lp → lp. (4.58)

Еволюцiйний оператор системи (4.56), (4.58) має вигляд

U(t) =

=



k︷ ︸︸ ︷
(et + e−t)/2 0 0 . . . . . .

0 (et + e−t)/2 0 . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 (et + e−t)/2 . . . . . .

0 0 0 2/(et + e−t) . . .

. . . . . . . . . . . . . . .


,

а оператор, обернений до U(t), — вигляд

U−1(t) =
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=



k︷ ︸︸ ︷
2/(et + e−t) 0 0 . . . . . .

0 2/(et + e−t) 0 . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 2/(et + e−t) . . . . . .

0 0 0 (et + e−t)/2 . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

.


;

Тодi вiдповiдна однорiдна система експоненцiально дихотомiчна на пiв-
осях R+ та R−, з проєкторами набуває вигляду

P =



k︷ ︸︸ ︷
0 0 . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . . . .

0 0 1 . . .

0 0 0 . . .

. . . . . . . . . . . .


та Q =



k︷ ︸︸ ︷
1 0 . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

0 . . . 1 . . .

0 0 0 . . .

0 0 0 . . .

. . . . . . . . . . . .


.

Отже,

D = P − (E −Q) = 0, PN(D) = PN(D∗) = E.

Оскiльки dimR[PN(D∗)Q] = k, то оператор PN(D∗)Q є скiнченнови-
мiрним:

H(t) =



k︷ ︸︸ ︷
1 0 . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

0 . . . 1 . . .

0 0 0 . . .

0 0 0 . . .

. . . . . . . . . . . .


U−1(t) = diag{Hk(t), 0},

де

Hk(t) =

 2/(et + e−t) . . . 0
... . . . ...
0 . . . 2/(et + e−t)


є k × k-вимiрною матрицею.

Згiдно з теоремою 4.3 для iснування розв’язкiв системи (4.56), (4.58),
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обмежених на всiй осi, необхiдно й достатньо, щоб виконувались такi
умови: ∫ +∞

−∞
Hk(t)f(t)dt = 0 ⇔


∫ +∞
−∞

f1(t)
et+e−tdt = 0,

. . .∫ +∞
−∞

fk(t)
et+e−tdt = 0.

(4.59)

Тому щоб система (4.53), (4.58) мала розв’язки, обмеженi на всiй
осi, необхiдно й достатньо, щоб виконувалося рiвно k умов; iншi фун-
кцiї fi(t) для всiх i ≥ k+1 можна обрати довiльними з такого класу, щоб
f ∈ BC(R, lp). Окрiм того, система (4.53), (4.58) має нескiнченну мно-
жину обмежених розв’язкiв. Наприклад, за вектор-функцiєю f з класу
BC(R, lp) можна обрати довiльну f з першими k компонентами, що є
непарними функцiями.

Для розв’язування крайової задачi знайдемо матрицю B0:

B0 = lU(·)PPN(D) = U(b)PPN(D) − U(a)PPN(D),

остаточно

B0 =



k︷ ︸︸ ︷
0 0 . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 0 . . . . . . . . .

0 . . . 0 cha−chb
cha·chb . . . . . .

0 . . . 0 . . . cha−chb
cha·chb . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .


: lp → lp.

Оскiльки a ̸= b, то оператор PYB0
набуває вигляду

PYB0
=



k︷ ︸︸ ︷
1 0 . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 1 . . . . . . . . .

0 . . . 0 0 . . . . . .

0 . . . 0 . . . 0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .


: lq → lq (1/p+ 1/q = 1),
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тому

G[f ](b)−G[f ](a) =



−
∫ a
−∞

2f1(s)
es+e−sds−

∫ +∞
b

2f1(s)
es+e−sds

. . .

−
∫ a
−∞

2fk(s)
es+e−sds−

∫ +∞
b

2fk(s)
es+e−sds

1
2

∫ b
a
(es + e−s)fk+1(s)ds

. . .


,

PYB0
[α− l(G[f ])(·)] = 0 ⇔

⇔


∫ a
−∞

2f1(s)
es+e−sds+

∫ +∞
b

2f1(s)
es+e−sds = −α1,

. . .∫ a
−∞

2fk(s)
es+e−sds+

∫ +∞
b

2fk(s)
es+e−sds = −αk.

(4.60)

Отже, згiдно з теоремою 4.1 крайова задача (4.56)—(4.58) допускає
принаймнi один обмежений на R розв’язок тодi й тiльки тодi, коли
вектор-функцiя f задовольняє сформульованi вище умови.

2. Розглянемо одновимiрну крайову задачу:

dx(t)

dt
= −tht x(t) + f(t),

lx = (x(+∞), x(−∞)) = (α1, α2) ∈ R2. (4.61)

a) нехай f(t) = 2e−t

et+e−t та (α1, α2) = (0,−2). Множина обмежених
розв’язкiв, якi задовольняють крайову умову (4.61), має вигляд

x(t, c) =
2

et + e−t
c− 2e−t

et + e−t
+

2

et + e−t
, c ∈ R.

b) нехай f(t) = 2 tht та (α1, α2) = (2, 2). У цьому випадку рiвняння
(4.51) має точку рiвноваги — розв’язок x0(t) = 2, а множина «гомоклi-
нiчних» траєкторiй є такою:

x(t, c) =
2

et + e−t
c+ 2− 4

et + e−t
, c ∈ R.

3. Розглянемо двовимiрну крайову задачу:

dx1(t)

dt
= −tht x1(t) + f1(t),

dx2(t)

dt
= −tht x2(t) + f2(t),
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l(x1, x2) = (x1(+∞), x1(−∞), x2(+∞), x2(−∞)) = (α1, α2, α3, α4) =

= (0,−2, 2, 2), де f1(t) = 2e−t

et+e−t , f2(t) = 2 tht (прямий добуток рiвнянь з
прикладiв 2a, 2b). Ця задача має двопараметричну множину обмежених
розв’язкiв:

x1(t, c1) =
2

et+e−t c1 − 2e−t

et+e−t +
2

et+e−t ,

x2(t, c2) =
2

et+e−t c2 + 2− 4
et+e−t , c1, c2 ∈ R.

4. Розглянемо двовимiрну крайову задачу:

dx1(t)

dt
= −tht x1(t) + x2(t) + f1(t),

dx2(t)

dt
= −tht x2(t) + f2(t),

l(x1, x2) = (x1(+∞), x1(−∞), x2(+∞), x2(−∞)) = (α1, α2, α3, α4) =

(2,−4, 2, 2) ∈ R4, де f1(t) = 2e−t

et+e−t , f2(t) = 2 tht. У цьому випадку за-
дача має двопараметричну множину обмежених розв’язкiв вигляду

x1(t, c1, c2) =
c1+2c2t−4t+2et−4e−t

et+e−t ,

x2(t, c2) =
2

et+e−t c2 + 2− 4
et+e−t , c1, c2 ∈ R.

5. Розглянемо випадок, коли оператор крайових умов l дiє на обме-
женi розв’язки рiвняння (4.51) так:

lx(·) =
n∑
i=1

Aix(ti) +
m∑
i=1

Bix(ti+n) = α,

де лiнiйнi та обмеженi оператори Ai, i = 1, n, Bj, j = 1,m, дiють у про-
сторах Гiльберта B = H1,Y = H2, Ai, Bj ∈ L(H1, H2); ti > 0, i =

= 1, n; ti+n < 0, i = n + 1,m. Отримаємо багатоточкову крайову за-
дачу. Тодi оператор B0 набуде вигляду

B0 := (
n∑
i=1

AiU(ti) +
m∑
i=1

BiU(ti+n))PPN(D) : H1 → H2.

З теореми 4.8 отримаємо таке твердження.
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Теорема 4.9. Нехай

R((
n∑
i=1

AiU(ti) +
m∑
i=1

BiU(ti+n))PPN(D)) =

= R((
n∑
i=1

AiU(ti) +
m∑
i=1

BiU(ti+n))PPN(D)).

Тодi:
(i) для того, щоб розв’язки крайової задачi (4.51), (4.52) iснували,

необхiдно й достатньо, щоб

PY((
∑n

i=1
AiU(ti)+

∑m
i=1

BiU(ti+n))PPN(D))
[α− l((G[f ])(·))] = 0; (4.62)

(ii) за виконання умови (4.62) розв’язки крайової задачi (4.51),
(4.52) мають вигляд

x(t, c) = U(t)PPN(D)PN((
∑n

i=1 AiU(ti)+
∑m

i=1BiU(ti+n))PPN(D))c+

+U(t)PPN(D)((
n∑
i=1

AiU(ti)+

+
m∑
i=1

BiU(ti+n))PPN(D))
+[α− l(G[f ])(·)] + (G[f ])(t)

для довiльного елемента c ∈ B, де (G[f ])(·) — узагальне-
ний оператор Грiна, визначений у теоремi 4.1; (

∑n
i=1AiU(ti)+

+
∑m

i=1BiU(ti+n))PPN(D))
+ — псевдообернений за Муром—Пенроузом

оператор.

4.5. Апроксимацiя узагальнених обмежених
розв’язкiв для еволюцiйних рiвнянь
з необмеженим оператором

У працях [114]—[117] введено метод параметризацiї для апроксимацiї
розв’язкiв систем диференцiальних рiвнянь у скiнченновимiрних про-
сторах. У цьому пiдроздiлi обґрунтовано метод параметризацiї для ди-
ференцiального рiвняння у банаховому просторi з необмеженим опера-
торним коефiцiєнтом. У випадку iснування обмежених розв’язкiв вiд-
повiдного диференцiального рiвняння запропоновано iтерацiйний алго-
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ритм довiльного порядку точностi для знаходження узагальнених обме-
жених розв’язкiв. Здебiльшого вiн необхiдний для дослiдження поро-
джувального оператора еволюцiї, що не заданий в явному виглядi.

Постановка задачi. На осi R розглядається лiнiйне еволюцiйне рiв-
няння

dx(t)

dt
= A(t)x(t) + f(t), (4.63)

де A(t) — множина лiнiйних замкнених операторiв з незалежною вiд t

областю визначення D(A(t)) = D ⊂ B, щiльною у вихiдному банахово-
му просторi B, f ∈ BC(R, B).

Тут подано узагальнення методу параметризацiї [114], [115] на випа-
док необмежених операторiв. За цим алгоритмом можна знаходити уза-
гальненi обмеженi розв’язки диференцiального рiвняння (4.63) за умов

їх iснування (див. пiдроздiл 4.4), коли породжувальний оператор ево-
люцiї невiдомо. Для простоти викладення припускатимемо виконання
умов, за яких еволюцiйний оператор вихiдного рiвняння (4.63) є сильно

неперервним [144].
Надалi через l∞(Z, B) традицiйно [253] позначатимемо простiр не-

скiнченних послiдовностей x = {xs, s ∈ Z} зi значеннями у банаховому
просторi B, якi мають обмежену норму ||x||∞ = sups∈Z ||xs||B.

Позначимо як l∞(Z;C([(s− 1)h; sh);B)), h > 0, також простiр послi-
довностей неперервних й обмежених функцiй x(t) = (xs(t))s∈Z , xs(t) ∈
∈ B, визначених для t ∈ [(s− 1)h; sh) з нормою ||x||l∞(Z;C([(s−1)h;sh);B)) =

= sups∈Z supt∈[(s−1)h;sh) ||xs(t)||B (або для зручностi ||x||1). Викладемо
суть методу параметризацiї.

Метод параметризацiї. Для зручностi вважатимемо, що оператор-
функцiя A(t) є обмеженою. Оберемо крок h > 0 та розбиття

R = ∪+∞
s=−∞[(s− 1)h; sh).

Звуження будь-якої функцiї x(t) ∈ BC(R, B) на напiвiнтервал
[(s − 1)h; sh) позначатимемо xs(t). Тодi рiвняння (4.63) перетвориться

на багатоточкову крайову задачу:
dxs(t)

dt
= A(t)xs(t) + f(t), t ∈ [(s− 1)h; sh), (4.64)

з умовами зшивання у точках розбиття:

lim
t→sh−0

xs(t) = xs+1(sh), s ∈ Z. (4.65)
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Введемо позначення: λs = xs((s − 1)h) i на кожному напiвiнтервалi
[(s− 1)h; sh) зробимо замiну змiнних: us(t) = xs(t)− λs.

Отримаємо крайову задачу iз параметром
dus(t)

dt
= A(t)(us(t) + λs) + f(t),

us((s− 1)h) = 0, t ∈ [(s− 1)h; sh), (4.66)

lim
t→sh−0

us(t) + λs = λs+1, s ∈ Z. (4.67)

Задачi (4.64), (4.65) та (4.66), (4.67) є еквiвалентними у тому сенсi,

що якщо система функцiй (xs(t))s∈Z є розв’язком задачi (4.64), (4.65),
то система пар (λ, u(t)) = (λs, us(t))s∈Z теж є розв’язком крайової за-
дачi (4.66), (4.67). Якщо пара (λ∗, u∗(t)) ∈ l∞(Z, B) × l∞(Z;C([(s−
−1)h; sh);B)) — розв’язок задачi (4.66), (4.67), то функцiя x∗(t) =

= (λ∗s + u∗s(t))s∈Z належить класу BC1(R, B) i задовольняє диферен-
цiальне рiвняння (4.63) на D.

Задача (4.66) зручна тим, що за фiксованих значень параметра λ =

= (λs)s∈Z є задачею Кошi й має єдиний розв’язок, який можна знайти
[144] з iнтегрального рiвняння:

us(t) =

∫ t

(s−1)h

A(τ)[us(τ) + λs]dτ +

∫ t

(s−1)h

f(τ)dτ. (4.68)

Пiдставляючи us(t) у праву частину (4.68) та повторюючи цей процес
m разiв, отримуємо

us(t) = [
∫ t
(s−1)hA(τ1)dτ1 +

∫ t
(s−1)hA(τ1)

∫ τ1
(s−1)hA(τ2)dτ2dτ1 + ...+

+
∫ t
(s−1)hA(τ1)...

∫ τm−1

(s−1)hA(τm)dτm...dτ1]λs +
∫ t
(s−1)h f(τ1)dτ1 + ...+

+
∫ t
(s−1)hA(τ1)...

∫ τm−2

(s−1)hA(τm−1)
∫ τm−1

(s−1)h f(τm)dτmdτm−1...dτ1+∫ t
(s−1)hA(τ1)...

∫ τm−2

(s−1)hA(τm−1)
∫ τm−1

(s−1)hA(τm)us(τ)dτmdτm−1...dτ1.

(4.69)

Звiдси визначимо limt→sh−0 us(t) i, пiдставивши в (4.67), знайдемо

нескiнченну операторну систему рiвнянь вiдносно параметрiв λs, s ∈ Z :

[I + Pm,s(h)]λs − λs+1 = −Fm,s(h)−Rm,s(u, h), (4.70)

де I — тотожний оператор,

Pm,s(h) =

∫ sh

(s−1)h

A(τ1)dτ1+
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+

∫ sh

(s−1)h

A(τ1)

∫ τ1

(s−1)h

A(τ2)dτ2dτ1 + ...+

+

∫ sh

(s−1)h

A(τ1)...

∫ τm−1

(s−1)h

A(τm)dτm...dτ1,

Fm,s(h) =

∫ sh

(s−1)h

f(τ1)dτ1 + ...+

+

∫ sh

(s−1)h

A(τ1)...

∫ τm−2

(s−1)h

A(τm−1)

∫ τm−1

(s−1)h

f(τm)dτmdτm−1...dτ1,

Rm,s(u, h) =

∫ sh

(s−1)h

A(τ1)...

∫ τm−2

(s−1)h

A(τm−1)×

×
∫ τm−1

(s−1)h

A(τm)us(τm)dτmdτm−1...dτ1.

Позначимо через Qm,h нескiнченновимiрну операторну матрицю, яка
вiдповiдає лiвiй частинi рiвняння (4.70). У кожному блочному рядку ма-

трицi Qm,h ненульовими блоками є лише оператори I + Pm,s(h) та −I.
Ввiвши до розгляду злiченнi вектори Fm(h) = (..., Fm,s(h), Fm,s+1(h), ...)

й Rm(u, h) = (..., Rm,s(u, h), Rm,s+1(u, h), ...), отримаємо операторне рiв-
няння вигляду

Qm,hλ = −Fm(h)−Rm(u, h). (4.71)

Легко бачити, що операторна матриця

Qm,h : l∞(Z, B) → l∞(Z, B)

є обмеженим оператором, для якого справедливою оцiнка

||Qm,h||L(l∞(Z,B)) ≤ 2 +
m−1∑
j=0

1

j!
(αh)j (α = sup

t∈[(s−1)h;sh]

||A(t)||).

Розв’язок задачi (4.66), (4.67) з параметром — систему пар
(λs, us(t))s∈Z — знаходимо виходячи з наступного алгоритму:

Крок 1. Початкове наближення λ(0) параметра визначаємо з опера-
торного рiвняння

Qm,hλ = −Fm(h).

На вiдрiзках [(s − 1)h; sh), розв’язуючи задачу Кошi (4.66) при
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λs = λ
(0)
s , знаходимо u

(0)
s (t), виходячи з (4.68) за умови розв’язностi

PN(Q∗
m,h)

Fm(h) = 0. Тут PN(Q∗
m,h)

— проєктор [327] на ядро оператора
Q∗
m,h.
Крок 2. Пiдставляючи u(0)s (t) у праву частину (4.71), з рiвняння

Qm,hλ = −Fm(h)−Rm(u
0, h)

визначаємо λ(1). На вiдрiзках [(s − 1)h; sh), розв’язуючи задачу
Кошi (4.66) при λs = λ

(1)
s , знаходимо u

(1)
s (t). Далi цей процес

повторюється на кожному з вiдрiзкiв. За умови розв’язностi маємо
PN(Q∗

m,h)
{Rm(u

0, h)} = 0. Умову необхiдно перевiряти на кожному кроцi.
Тому, якщо PN(Q∗

m,h)
= 0, то умови розв’язностi виконуються автомати-

чно.
Якщо умови розв’язностi не виконуються, то алгоритм дає змогу

знаходити квазiрозв’язки.

Теорема 4.10. Нехай за деяких h > 0 i m ∈ N операторна матриця

Qm,h : l∞(Z, B) → l∞(Z, B) є узагальнено-оборотним оператором та
виконуються умови

PN(Q∗
m,h)

= 0,

||Q−
m,h|| ≤ γm(h), γm(h) = const, де Q−

m,h — узагальнено-обернений опера-
тор до

qm(h) = γm(h)[exp(αh)− 1− ...− (m!)−1(αh)m] < 1.

Тодi рiвняння (4.63) має принаймнi один обмежений розв’язок x(t) ∈
∈ BC1(R, B), для якого справедлива оцiнка:

|||x− x(k)||| ≤ γm(h)
(αh)m

m!
eαh

[qm(h)]
k

1− qm(h)
M(h, c), (4.72)

M(h, c) = [eαh − 1](h|||f |||γm(h)×

×
m−1∑
j=0

(αh)j

(j + 1)!
+ ||PN(Qm,h)c||∞) + eαh|||f |||h.

Тут x(k)(t) = u(k)(t) + λ(k).
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Доведення. Зважаючи на узагальнену оборотнiсть Qm,h, оберемо
початковий вектор λ(0) з рiвностi

λ(0) = Q−
m,h(−Fm(h)) + PN(Qm,h)c,

де c — будь-який фiксований елемент з банахового простору B;
PN(Qm,h) — проєктор на ядро оператора Qm,h. Тодi

||λ(0)||∞ = sup
s∈Z

||λ(0)s ||B ≤ ||Q−
m,h|| · ||Fm(h)||∞ + ||PN(Qm,h)c||∞.

Оскiльки

||Fm(h)||∞ ≤ h|||f |||
m−1∑
j=0

(αh)j

(j + 1)!
,

то

||λ(0)||∞ ≤ γm(h)h|||f |||
m−1∑
j=0

(αh)j

(j + 1)!
+ ||PN(Qm,h)c||∞.

Згiдно з припущеннями за такого λ(0) задача (4.66) має єдиний

розв’язок (u
(0)
s (t))s∈Z, для якого справедлива оцiнка :

||u(0)s (t)||B ≤ [eα[t−(s−1)h] − 1]||λ(0)s ||B + eα[t−(s−1)h]|||f |||h.

Тому, для u(0)(t) отримаємо оцiнку

||u(0)||1 ≤ sup
s∈Z

sup
t∈[(s−1)h;sh)

||u(0)s (t)||B ≤ [eαh − 1](h|||f |||γm(h)×

×
m−1∑
j=0

(αh)j

(j + 1)!
+ ||PN(Qm,h)c||∞) + eαh|||f |||h.

Далi за алгоритмом знаходимо вектор λ(1) = Q−
m,h[−Fm(h)−

−Rm(u
(0), h)] + PN(Qm,h)c, де фiксований елемент банахового простору

c ∈ B обирають так само, як i на попередньому кроцi. Враховуючи це,
оцiнимо рiзницю λ(1) − λ(0) за нормою

||λ(1) − λ(0)||∞ = ||Q−
m,h[−Rm(u

(0), h)]|| ≤

≤ γm(h)||Rm(u
(0), h)||∞ ≤ γm(h)||u(0)||

(αh)m

m!
.

Тодi

||λ(1) − λ(0)||∞ ≤ γm(h)
(αh)m

m!
([eαh − 1](h|||f |||γm(h)×



148

×
m−1∑
j=0

(αh)j

(j + 1)!
+ ||PN(Qm,h)c||) + eαh|||f |||h).

Продовжуючи цей iтерацiйний процес за iндукцiєю, отримуємо не-
рiвностi

||u(n+1)
s (t)− u(n)s (t)||B ≤ [eα[t−(s−1)h] − 1]||λ(n+1)

s − λ(n)s ||B. (4.73)

Визначаючи з алгоритму пару векторiв λ(n+1) й λ(n):

λ(n+1) = Q−
m,h[−Fm(h)−Rm(u

(n), h)] + PN(Qm,h)c,

λ(n) = Q−
m,h[−Fm(h)−Rm(u

(n−1), h)] + PN(Qm,h)c,

з тим самим елементом c, одержуємо, що для рiзницi λ(n+1) − λ(n) спра-
ведливим є ланцюг нерiвностей:

||λ(n+1) − λ(n)||∞ = ||Q−
m,h[Rm(u

(n−1), h)−Rm(u
(n−1), h)]||∞ ≤

≤ γm(h)||Rm(u
(n−1), h)−Rm(u

(n), h)||∞.

Пiдставляючи (4.73) та обчислюючи повторнi iнтеграли, маємо

||Rm(u
(n−1), h)−Rm(u

(n), h)||∞ ≤

≤ [eαh −
m∑
j=0

(αh)j

j!
]||λ(n) − λ(n−1)||∞.

Звiдси

||λ(n+1) − λ(n)||∞ ≤ γm(h)[e
αh −

m∑
j=0

(αh)j

j!
]||λ(n) − λ(n−1)||∞ =

= qm(h)||λ(n) − λ(n−1)||∞, n ∈ N.

Оскiльки за умов теореми qm(h) < 1, то послiдовнiсть λ(n) = (λ
(n)
s )s∈Z

є збiжною до деякого вектора λ∗ = (λ∗s)s∈Z, коли n → ∞, та для неї
виконується [128] оцiнка

||λ∗ − λ(n)||∞ ≤ (qm(h))
n

1− qm(h)
||λ(1) − λ(0)||∞ ≤

≤ (qm(h))
n

1− qm(h)
γm(h)

(αh)m

m!
M(h, c).
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Для послiдовностi u(n)(t) маємо таку оцiнку :

||u(n+1) − u(n)||1 ≤ ||Rm(u
(n−1), h)−Rm(u

(n), h)||∞,

з якої аналогiчно, як i для параметрiв λ, робиться висновок щодо збi-
жностi послiдовностi функцiй u(n)(t) до деякої функцiї u∗(t) й має мiсце
оцiнка :

||u∗ − u(n)||1 ≤ [eαh − 1]
(qm(h))

n

1− qm(h)
γm(h)

(αh)m

m!
M(h, c).

Враховуючи це, отримуємо, що функцiя u∗(t) + λ∗ є обмеженим
розв’язком вихiдної задачi, а (u(n)(t)+λ(n))n∈N — послiдовнiсть, що пря-
мує до неї, коли n→ ∞ та виконується оцiнка (4.72). Теорему доведено.

Зауваження 4.13. На вiдмiну вiд праць [114]—[117] викладений метод

апроксимацiї можна застосовувати до дослiдження диференцiальних
рiвнянь у резонансному випадку в нескiнченновимiрних просторах з не-
обмеженими операторними коефiцiєнтами, у тому числi й у випадку,
коли вiдповiдне рiвняння має неєдиний обмежений розв’язок.
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РОЗДIЛ 5

РIВНЯННЯ ШРЕДIНГЕРА У ПРОСТОРI ГIЛЬБЕРТА

Пiдходи, запропонованi у попереднiх роздiлах, використано до до-
слiдження крайових задач для еволюцiйного рiвняння Шредiнгера у
просторi Гiльберта. Вiдомо [249], [368], що такi задачi мають широке
коло застосувань у багатьох прикладних науках. Дослiджуються умови
iснування обмежених розв’язкiв й бiфуркацiї розв’язкiв крайових задач
стацiонарного та нестацiонарного лiнiйного та нелiнiйного рiвнянь у ре-
зонансних випадках. Знайдено алгоритми побудови таких розв’язкiв.
Результати продемонстровано та уточнено на двоточковiй крайовiй за-
дачi для рiвняння Шредiнгера й рiвняння Ван дер Поля у гiльбертовому
просторi.

5.1. Експоненцiальна дихотомiя та обмеженi
розв’язки рiвняння Шредiнгера

Цей пiдроздiл присвячено отриманню необхiдних та достатнiх умов
iснування обмежених на всiй осi розв’язкiв крайових задач для лiнiй-
ного та нелiнiйного рiвняння Шредiнгера у просторi Гiльберта за умов,
коли вiдповiдне однорiдне рiвняння є експоненцiально дихотомiчним на
пiвосях.

Постановка задачi (лiнiйний випадок). Розглянемо диференцiальне
рiвняння Шредiнгера [224]:

dφ(t)

dt
= −iH(t)φ(t) + f(t), t ∈ J, (5.1)

у просторi Гiльберта H, де для кожного t ∈ J ⊂ R, а необмежений
операторH(t) має виглядH(t) = H0+V (t). ТутH0 = H∗

0 є необмеженим
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самоспряженим оператором з областю визначення D = D(H0) ⊂ H;

вiдображення t → V (t) є сильно неперервним. Визначимо, як i в [224],
операторнозначну функцiю:

Ṽ (t) = eitH0V (t)e−itH0 .

У цьому випадку для Ṽ (t) справедливим є представлення Дайсона [224,
с. 311], i можна визначити еволюцiйний оператор Ũ(t, s). Тодi U(t, s) =
= e−itH0Ũ(t, s)eisH0 , а ψs(t) = U(t, s)ψ є слабким розв’язком однорiдно-
го рiвняння (5.1) з умовою ψs(s) = ψ. Це означає [224, с.311], що для

довiльного η ∈ D(H0) функцiя (η, ψs(t)) є диференцiйовною та задо-
вольняє рiвняння

d

dt
(η, ψs(t)) = −i(H0η, ψs(t))− i(V (t)η, ψs(t)), t ∈ J.

Необхiдно знайти, за яких умов на вектор-функцiю f рiвняння (5.1)

буде мати слабкi обмеженi на всiй осi розв’язки. При цьому припуска-
ється її належнiсть до простору Банаха BC(R,H) iз неперервними та
обмеженими на R вектор-функцiями зi значеннями у просторi Гiльберта
H. Для простоти викладення будемо припускати, що D є щiльною в H,
а еволюцiйний оператор U(t, s) (розширений за неперервнiстю) — обме-
женим та визначеним на всьому просторi H. Оператор U позначають
так само.

Обмеженi розв’язки. Надалi використовуватимемо поняття експо-
ненцiальної дихотомiї у тому сенсi, що i у роздiлi 4. Проаналiзуємо
рiвняння (5.1) за умов експоненцiальної дихотомiї на пiвосях R−

0 =

(−∞, 0] та R+
0 = [0;∞). (У цьому випадку проєкторнозначнi функцiї,

визначенi на пiвосях, позначатимемо P+(t) для всiх t ≥ 0 i P−(t) для
всiх t ≤ 0 вiдповiдно зi сталими M1, α1 та M2, α2, ). Основний результат
цiєї частини можна подати у такому виглядi.

Лема 5.1. Нехай {U(t, s), t ≥ s ∈ R} є сильно неперервним ево-
люцiйним оператором, асоцiйованим iз рiвнянням (5.1). Припустимо,

що виконано такi умови:
1. Оператор U(t, s) допускає експоненцiальну дихотомiю на пiвосях

R+
0 та R−

0 з проєкторнозначними оператор-функцiями вiдповiдно P+(t)
та P−(t),.

2. Оператор D = P+(0)−(I−P−(0)) має псевдообернений за Муром—
Пенроузом.
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Тодi справедливi такi твердження:
1. Iснують слабкi розв’язки рiвняння (5.1), обмеженi на всiй осi,

тодi й тiльки тодi, коли вектор-функцiя f ∈ BC(R,H) задовольняє
умову ∫ +∞

−∞
H(t)f(t)dt = 0, (5.2)

де H(t) = PN(D∗)P−(0)U(0, t).
2. За виконання умови (5.2) слабкi розв’язки рiвняння (5.1), обме-

женi на всiй осi, мають вигляд

φ0(t, c) = U(t, 0)P+(0)PN(D)c+ (G[f ])(t, 0) ∀c ∈ H, (5.3)

де
(G[f ])(t, s) =

=



∫ t
s
U(t, τ)P+(τ)f(τ)dτ −

∫ +∞
t

U(t, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ+
+U(t, s)P+(s)D

+[
∫∞
s
U(s, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ+

+
∫ s
−∞ U(s, τ)P−(τ)f(τ)dτ ], t ≥ s,∫ t

−∞ U(t, τ)P−(τ)f(τ)dτ −
∫ s
t
U(t, τ)(I − P−(τ))f(τ)dτ+

+U(t, s)(I − P−(s))D
+[
∫∞
s
U(s, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ+

+
∫ s
−∞ U(s, τ)P−(τ)f(τ)dτ ], s ≥ t,

є узагальненим оператором Грiна задачi про обмеженi на всiй осi
розв’язки:

(G[f ])(0+, 0)− (G[f ])(0−, 0) = −
∫ +∞

−∞
H(t)f(t)dt.

Цю теорему доводили так само, як i у роздiлi 4. Покажемо, що умову
2 у лемi можна прибрати, i рiвняння (5.1) буде завжди розв’язним у

певному сенсi. Нагадаємо, що обмеженi на всiй дiйснiй осi розв’язки
рiвняння (5.1) iснують тодi й тiльки тодi, коли операторне рiвняння

Dξ = g, (5.4)

g =

∫ 0

−∞
U(0, τ)P−(τ)f(τ)dτ +

∫ +∞

0

U(0, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ

є розв’язним, а їхня кiлькiсть залежить вiд розмiрностi пiдпростору
N(D).
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Згiдно з теорiєю операторних рiвнянь, побудованою у розд. 2, видi-
лимо три типи розв’язкiв рiвняння (5.4):

1) Класичнi узагальненi розв’язки. Розглянемо випадок, коли опе-
ратор D є нормально-розв’язним, тобто (R(D) = R(D)). Тодi [326], як
вiдомо, g ∈ R(D) тодi й тiльки тодi, коли PN(D∗)g = 0. У цьому випадку
iснує псевдообернений за Муром—Пенроузом оператор D+, а множину
розв’язкiв рiвняння (5.4) можна подати у такому виглядi [326]:

ξ = D+g + PN(D)c, c ∈ H.

2) Сильнi узагальненi розв’язки. Розглянемо випадок, коли R(D) ̸=
̸= R(D). Тодi iснує розширений оператор D : H → H (H — вiдпо-
вiдне поповнення простору H), який є нормально-розв’язним (згiдно з
розд. 2). Тодi множина всiх сильних узагальнених розв’язкiв рiвняння
(5.4) матиме вигляд

ξ = D
+
g + PN(D)c, c ∈ H,

де D+ є сильним псевдооберненим оператором до оператора D (озна-
чення 2.1). Цей оператор є псевдооберненим за Муром—Пенрозуом до
оператора D.

3) Узагальненi псевдорозв’язки. Коли g /∈ R(D), то умови для еле-
мента g є рiвносильними умовi PN(D∗)g ̸= 0. У цьому випадку iснують
елементи з H, що мiнiмiзують таку норму нев’язки ||Dξ−g||H для ξ ∈ H:

ξ = D
+
g + PN(D)c, c ∈ H.

Цi елементи називають узагальненими псевдорозв’язками рiвняння
(5.4).

Зауваження 5.1. Слiд пiдкреслити, що у кожному з розглянутих

випадкiв вигляд обмежених розв’язкiв (5.4) не змiнюється. Якщо по-

значити через (G[f ])(t, 0) вiдповiдне розширення узагальненого опера-
тора Грiна (G[f ])(t, 0), то у лемi 5.1 розв’язки рiвняння (5.1)завжди

iснуватимуть в одному зi сенсiв 1—3, i матимуть вигляд

φ0(t, c) = U(t, 0)P+(0)PN(D)c+ (G[f ])(t, 0) ∀c ∈ H

для кожного з випадкiв.
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Зауваження 5.2. Поєднання результатiв леми та конструкцiй 1—

3 вiдповiдних розв’язкiв свiдчить про те, що з умови експоненцiаль-
ної дихотомiї на пiвосях випливає iснування обмежених на всiй осi
розв’язкiв рiвняння (5.1).

Нелiнiйний випадок. Розглянемо у просторi Гiльберта H нелiнiйне
диференцiальне рiвняння:

dφ(t, ε)

dt
= −iH(t)φ(t, ε) + εZ(φ(t, ε), t, ε) + f(t). (5.5)

Шукатимемо обмежений розв’язок φ(t, ε) рiвняння (5.5), що перетворю-

ється на один iз розв’язкiв породжувального рiвняння (5.1) при ε = 0.

Для знаходження необхiдної умови вiд оператор-функцiї Z(φ, t, ε)
вимагатимемо неперервностi в околi породжувального розв’язку φ0(t):

Z(·, ·, ·) ∈ C[||φ− φ0|| ≤ q]×BC(R,H)× C[0, ε0],

де q – деяка додатна стала.
Покажемо, що цю проблему можна вирiшити, використовуючи опе-

раторне рiвняння для породжувальних елементiв:

F (c) =

∫ +∞

−∞
H(t)Z(φ0(t, c), t, 0)dt = 0. (5.6)

У скiнченновимiрному випадку аналогiчне рiвняння називають рiв-
нянням для породжувальних сталих.
Теорема 5.1. (необхiдна умова). Припустимо, що рiвняння (5.1) до-

пускає експоненцiальну дихотомiю на пiвосях R+
0 та R−

0 з проєктор-
нозначними оператор-функцiями вiдповiдно P+(t) та P−(t) , а нелiнiй-
не рiвняння (5.5) має обмежений розв’язок φ(·, ε), який перетворює-

ться на один iз розв’язкiв породжувального рiвняння (5.1) з елемен-

том c = c0, φ(t, 0) = φ0(t, c
0) при ε = 0. Тодi цей елемент повинен

задовольняти рiвняння для породжувальних елементiв (5.6).

Цю теорему доводять за методикою, яку запропоновано у розд. 1—4.
Для знаходження достатньої умови iснування обмежених розв’язкiв

(5.1) додатково припускатимемо, що оператор-функцiя Z(φ, t, ε) є стро-

го диференцiйовною в околi породжувального розв’язку (Z(·, t, ε) ∈
∈ C1[||φ− φ0|| ≤ q]).
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Доведемо, що цю проблему буде вирiшено з використанням опера-
тора

B0 :=

∫ +∞

−∞
H(t)A1(t)U(t, 0)P+(0)PN(D)dt : H → H,

де A1(t) = Z1(v, t, ε)|v=φ0,ε=0 (похiдна у сенсi Фреше). Застосувавши
теорему про неявну функцiю (див. роздiл 2), можна довести таке твер-
дження.
Теорема 5.2. (достатня умова). Нехай рiвняння (5.1) допускає екс-

поненцiальну дихотомiю на пiвосях R+
0 та R−

0 з проєкторнозначними
функцiями вiдповiдно P+(t) та P−(t). Припустимо, що оператор B0

задовольняє умови:
1. B0 має псевдообернений за Муром—Пенроузом;
2. PN(B∗

0 )
PN(D∗)P−(0) = 0.

Тодi для довiльного елемента c = c0 ∈ H, що задовольняє рiвнян-
ня для породжувальних елементiв (5.6), iснує обмежений на всiй осi

розв’язок. Його можна знайти за допомогою iтерацiйного процесу:

yk+1(t, ε) = εG[Z(φ0(τ, c
0 + yk, τ, ε))](t, 0),

ck = −B+
0

∫ +∞

−∞
H(τ){A1(τ)yk(τ, ε) + R(yk(τ, ε), τ, ε)}dτ,

R(yk(t, ε), t, ε) =

= Z(φ0(t, c
0) + yk(t, ε), t, ε)− Z(φ0(t, c

0), t, 0)− A1(t)yk(t, ε),

R(0, t, 0) = 0, R(1)
x (0, t, 0) = 0,

yk+1(t, ε) = U(t, 0)P+(0)PN(D)ck + yk+1(t, 0, ε),

φk(t, ε) = φ0(t, c
0) + yk(t, ε), k = 0, 1, 2, ..., y0(t, ε) = 0,

φ(t, ε) = lim
k→∞

φk(t, ε).

Зв’язок мiж необхiдною та достатньою умовами. Зв’язок мiж
необхiдною та достатньою умовами iснування обмежених на всiй осi
розв’язкiв встановлює таке твердження.

Наслiдок. Нехай оператор F (c) має похiдну Фреше F (1)(c) для ко-
жного елемента c0 простору Гiльберта H, що задовольняє рiвняння
для породжувальних елементiв (5.6). Якщо B0 має обмежений обер-

нений, то рiвняння (5.5) має єдиний обмежений розв’язок на всiй осi

для кожного c0.
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Таким чином, знову отримано модифiкацiю метода Ляпунова—
Шмiдта з дослiджень нелiнiйного рiвняння Шредiнгера. Зауважимо,
що з теорем 5.1, 5.2 випливають умови наявностi можливої складної

поведiнки динамiчної системи, що породжується рiвнянням (5.5) [350],
[438].

Пiд час дослiдження складної поведiнки рiвняння (5.6) розглядають

[350] так звану зсунуту траєкторiю φs(t) = φ(t − s). Тодi умову (5.6)

можна подати у виглядi

∆(s) =

∫ +∞

−∞
H(t− s)Z(φ0(t− s, c), t, 0)dt = 0,

або пiсля замiни t→ t+ s — у виглядi

∆(s) =

∫ +∞

−∞
H(t)Z(φ0(t, c), t+ s, 0)dt = 0. (5.7)

Ця умова означає ортогональнiсть нелiнiйностi Z до розв’язкiв одно-
рiдного спряженого до φ′(t) = −iH(t)φ(t) рiвняння (f(t) = 0). Якщо
однорiдне спряжене рiвняння має єдиний (з точнiстю до множника)
обмежений розв’язок, то умови теореми Палмера [438] (теорема 7.2
[350]) виконуються, якщо оператор

B0(s) =

∫ +∞

−∞
H(t)A1(t+ s)U(t, 0)P+(0)PN(D)dt

має обмежений обернений, тобто виконуються умови сформульованого
вище наслiдку. У скiнченновимiрному випадку ця умова еквiвалентна
умовi простоти кореня рiвняння ∆(s) = 0. Тодi оператор ∆(s) пов’язано
з вiдомою функцiєю Мельникова, яка з’являється в ходi вивчення так
званих трансверсальних траєкторiй:

∆(0) = F (c0) = 0,∆′(0) = F 1(c0) = B0,∆
′(s) = B0(s).

У випадку вихiдного рiвняння (5.5) s = 0. Тодi отриманi результати

перетворюються на стандартнi умови [181] для функцiї Мельникова,
якi гарантують наявнiсть гомоклiнiчного хаосу [282].

Зауваження 5.3. Застосовуючи розвинену вище теорiю для еволю-

цiйних рiвнянь, що мають властивiсть експоненцiальної дихотомiї на
пiвосях, можна вивчати крайовi задачi з умовами на нескiнченностi.
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Сформулюємо одну з таких задач. У просторi Гiльберта H розгля-
даємо таку крайову задачу:

dφ(t, ε)

dt
= −iH(t)φ(t, ε) + εZ(φ(t, ε), t, ε) + f(t), (5.8)

lφ(·, ε) = α + εJ(φ(·, ε), ε). (5.9)

Для рiвняння (5.8) умови, якi накладаються на вектор-функцiю f(t)

та оператор-функцiю Z(φ(t, ε), t, ε), такi самi, як i для рiвняння (5.5).

Оператор l є лiнiйним та обмеженим i дiє з простору Гiльберта H у
простiр Гiльберта H1 та може задавати умови на нескiнченностi, α
— довiльний елемент простору H1; оператор-функцiя J(φ(·, ε), ε) задо-
вольняє аналогiчнi умови, що й Z(φ(t, ε), t, ε). Для такої задачi можна
отримати необхiднi й достатнi умови iснування обмежених на всiй осi
розв’язкiв, що є аналогiчними до встановлених вище.

5.2. Бiфуркацiя розв’язкiв крайових задач
для рiвняння Шредiнгера

Дослiджуються умови бiфуркацiї розв’язкiв крайових задачi для
рiвняння Шредiнгера на скiнченному вiдрiзку.

Постановка задачi. У просторi Гiльберта H розглядають крайову
задачу для еволюцiйного рiвняння вигляду

dφ(t)

dt
= −iH(t)φ(t) + εH1(t)φ(t) + f(t), t ∈ J (5.10)

ℓφ(·) = α + εl1φ(·). (5.11)

Тут для кожного t ∈ J ⊂ R необмежений оператор H(t) має вигляд
H(t) = H0 + V (t); H1(t) — лiнiйний та обмежений для всiх t ∈ J опе-
ратор; ℓ, l1 — лiнiйнi та обмеженi оператори, що дiють з H в H1. Iншi
вимоги такi самi, як i у пiдроздiлi 5.1. Шукається сильний розв’язок
крайової задачi (5.10), (5.11) для тих правих частин f(t) рiвняння (5.10),
для яких незбурена крайова задача (ε = 0) їх не має. Зауважимо, що
асимптотичнi методи дослiдження рiвнянь розглядали у працях [326],
[478].

Лiнiйний випадок. Дослiдимо умови розв’язностi та загальний ви-
гляд розв’язкiв незбуреної крайової задачi

dφ(t)

dt
= −iH(t)φ(t) + f(t), (5.12)
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ℓφ(·) = α. (5.13)

Використовуючи теорему С.Г. Крейна [144], будь-який слабкий
розв’язок рiвняння (5.12) можна подати у виглядi

φ(t, s) = U(t, s)φ(s, s) +

∫ t

s

U(t, τ)f(τ)dτ, (5.14)

де рiвнiсть розумiється у такому сенсi:

(η, φ(t, s)) = (η, U(t, s)φ(s, s) +

∫ t

s

U(t, τ)f(τ)dτ) ∀η ∈ D(H0). (5.15)

Пiдставивши вираз (5.14) у крайову умову (5.13), отримаємо опера-
торне рiвняння вiдносно елемента φ(s, s) ∈ H:

Qφ(s, s) = α− ℓ

∫ ·

s

U(·, τ)f(τ)dτ, (5.16)

де Q = ℓU(·, s) – оператор, отриманий пiсля пiдстановки в (5.13) вiд-

повiдного еволюцiйного оператора U(t, s). Для зручностi позначимо
φ = φ(s, s), g = α − ℓ

∫ ·
s
U(·, τ)f(τ)dτ . Тодi операторне рiвняння (5.16)

запишемо у виглядi
Qφ = g. (5.17)

Так само, як i вище, можна видiляти три типи розв’язкiв рiвняння
(5.17). Позначимо Q : H → H1 розширений до Q оператор. Такий опера-

тор завжди має псевдообернений. Тодi рiвняння (5.17) матиме розв’язки

(у тому чи iншому сенсi):

φ = Q
+
g + PN(Q)c, c ∈ H,

як у випадку, коли PN(Q
∗
)g = 0, так i у випадку, коли PN(Q

∗
)g ̸= 0.

Умова PN(Q
∗
)g = 0 гарантує, що g ∈ R(Q). Якщо додатково g ∈ R(Q),

то отримаємо звичайний розв’язок (зауваження 4.8).
Об’єднуючи викладене вище, приходимо до твердження.

Теорема 5.3. Нехай задану крайову задачу (5.12), (5.13) визначено в

просторах Гiльберта.
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1. Сильнi узагальненi розв’язки iснують тодi й тiльки тодi, коли

PN(Q
∗
)α− PN(Q

∗
)ℓ

∫ ·

s

U(·, τ)f(τ)dτ = 0, (5.18)

якщо α − ℓ
∫ ·
s
U(·, τ)f(τ)dτ ∈ R(Q), то розв’язки будуть класичними

узагальненими.
2. Узагальненi квазiрозв’язки iснують тодi й тiльки тодi, коли

PN(Q
∗
)α− PN(Q

∗
)ℓ

∫ ·

s

U(·, τ)f(τ)dτ ̸= 0; (5.19)

3. За виконання умови (5.18) або (5.19) узагальненi розв’язки (силь-
нi або квазiрозв’язки) крайової задачi (5.12), (5.13) мають вигляд

φ(t, s, c) = U(t, s)PN(Q)c+ U(t, s)Q
+
α + (G[f, α])(t, s). (5.20)

Тут
(G[f, α])(t, s) = U(t, s)Q

+
α + (G[f ])(t, s),

де

(G[f ])(t, s) =

∫ t

s

U(t, τ)f(τ)dτ − U(t, s)Q
+
ℓ

∫ ·

s

U(·, τ)f(τ)dτ

є узагальненим оператором Грiна крайової задачi (5.12), (5.13); c – до-

вiльний елемент простору H.

Бiфуркацiя розв’язкiв. Припустимо, що крайова задача (5.12), (5.13)

не має сильних узагальнених розв’язкiв, тобто виконується умова (5.19).

Знайдемо умови на збурювальнi доданки H1(t), l1, за яких збурена кра-
йова задача (5.10), (5.11):

dφ(t)

dt
= −iH(t)φ(t) + εH1(t)φ(t) + f(t), t ∈ J, (5.21)

ℓφ(·) = α + εl1φ(·). (5.22)

матиме сильнi узагальненi розв’язки. Використаємо при цьому оператор

B0 = PN(Q
∗
)(l1U(·, s)− ℓ

∫ ·

s

U(·, τ)H1(τ)U(τ, s)dτ)PN(Q).
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Будемо шукати розв’язки крайової задачi (5.10), (5.11) у виглядi
ряду за степенями малого параметра ε:

φ(t, ε) =
+∞∑
i=−1

εiφi(t). (5.23)

Пiдставимо ряд (5.23) у крайову задачу (5.10), (5.11) й прирiвняємо кое-
фiцiєнти бiля вiдповiдних степенiв ε. Проблема визначення коефiцiєнта
φ−1(t) при ε−1 ряду (5.23) зводиться до крайової задачi вигляду

dφ−1(t)

dt
= −iH(t)φ−1(t), (5.24)

ℓφ−1(·) = 0. (5.25)

Множина узагальнених розв’язкiв операторної крайової задачi
(5.24), (5.25) матиме вигляд

φ−1(t, s, c−1) = U(t, s)PN(Q)c−1, t ∈ J,

для довiльного елемента c−1 ∈ H, який визначають на наступному кроцi
iтерацiйного процесу. Проблема визначення коефiцiєнта φ0(t) бiля ε0

ряду (5.23) зводиться до такої крайової задачi:

dφ0(t)

dt
= −iH(t)φ0(t) +H1(t)φ−1(t, s, c−1) + f(t), (5.26)

ℓφ0(·) = α + l1φ−1(·, s, c−1). (5.27)

З огляду на умову iснування сильного узагальненого розв’язку (5.18)

критерiй розв’язностi для задачi (5.26), (5.27) набуде вигляду

PN(Q
∗
){α + l1φ−1(·, s, c−1)−

−ℓ
∫ ·

s

U(·, τ)(H1(τ)φ−1(τ, s, c−1) + f(τ))dτ} = 0,

з якого остаточно отримаємо операторне рiвняння

B0c−1 = PN(Q
∗
)(−α + ℓ

∫ ·

s

U(·, τ)f(τ)dτ). (5.28)
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Надалi припускатимемо, що PN(B
∗
0)
PN(Q

∗
) = 0. Тодi оператор-

не рiвняння (5.28) буде розв’язним. Множина сильних узагальнених

розв’язкiв (5.28) набуде вигляду

c−1 = B
+

0 PN(Q
∗
)(−α + ℓ

∫ ·

s

U(·, τ)f(τ)dτ) + PN(B0)cρ

для довiльного елемента cρ ∈ H. Для зручностi запишемо цю рiвнiсть
так:

c−1 = c−1 + PN(B0)cρ,

де

c−1 = B
+

0 PN(Q
∗
)(−α + ℓ

∫ ·

s

U(·, τ)f(τ)dτ).

Тодi множина сильних узагальнених розв’язкiв крайової задачi (5.26),

(5.27) матиме вигляд

φ−1(t, s, cρ) = φ−1(t, s, c−1) +X−1(t, s)PN(B0)cρ,

φ−1(t, s, c−1) = U(t, s)PN(Q)c−1,

X−1(t, s) = U(t, s)PN(Q).

Використовуючи зображення (5.20) i лiнiйнiсть узагальненого опера-

тора Грiна, множину сильних узагальнених розв’язкiв крайової задачi
(5.26), (5.27) можна подати так:

φ0(t, s, c0) = U(t, s)PN(Q)c0 + U(t, s)Q
+{α + l1φ−1(·, s, c−1)}+

+G[H1(·)φ−1(·, s, c−1) + f(·)](t, s) + (U(t, s)Q
+
ℓX−1(·, s)+

+G[H1(·)X−1(·, s)](t, s))PN(B0)cρ,

де елемент c0 ∈ H визначають на наступному кроцi iтерацiйного про-
цесу.

Проблема визначення коефiцiєнта φ1(t) ряду (5.23) бiля ε1 запише-

ться у виглядi крайової задачi:

dφ1(t)

dt
= −iH(t)φ1(t) +H1(t)φ0(t, s, c0), (5.29)

ℓφ1(·) = l1φ0(·, s, c0). (5.30)

Умова розв’язностi (5.18) для задачi (5.29), (5.30) має вигляд
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PN(Q
∗
){l1φ0(·, s, c0)− ℓ

∫ ·

s

U(·, τ)H1(τ)φ0(τ, s, c0)}dτ = 0,

iз якої з огляду на розв’язнiсть знаходимо елемент c0

c0 = c0 + F0PN(B0)cρ,

де

c0 = B
+
0 PN(Q

∗
)ℓ(

∫ ·

s
U(·, τ)H1(τ)(U(τ, s)Q

+{α+ l1φ−1(·, s, c−1)}+

+G[H1(·)φ−1(·, s, c−1) + f(·)](τ, s))dτ − U(·, s)Q+{α+ l1φ−1(·, s, c−1)}−

−G[H1(·)φ−1(·, s, c−1) + f(·)](·, s)),

F0=B
+
0 PN(Q

∗
)ℓ(

∫ ·

s
U(·, τ)H1(τ){U(τ, s)Q

+
ℓU(·, s) +G[H1(·)U(·, s)]}(τ, s)dτ−

−U(·, s)Q+
ℓU(·, s)−G[H1(·)U(·, s)](·, s)) + I.

Остаточно множина сильних узагальнених розв’язкiв крайової зада-
чi (5.26), (5.27) набуде вигляду

φ0(t, s, cρ) = φ0(t, s, c0) +X0(t, s)PN(B0)cρ, для довiльного cρ ∈ H,

де

φ0(t, s, c0) = U(t, s)PN(Q)c0 + U(t, s)Q
+{α + l1φ−1(·, s, c−1)}+

+G[H1(·)φ−1(·, s, c−1) + f(·)](t, s),

X0(t, s) = U(t, s)PN(Q)F0 + U(t, s)Q
+
ℓU(·, s)PN(Q)+

+G[H1(·)U(·, s)](t, s)PN(Q).

Отже, крайова задача (5.29), (5.30) матиме сильнi узагальненi

розв’язки:
φ1(t, s, c1) = U(t, s)PN(Q)c1+

+U(t, s)Q
+
l1φ0(·, s, c0) +G[H1(·)φ0(·, s, c0)](t, s)+

+(U(t, s)Q
+
ℓX0(·, s) +G[H1(·)X0(·, s)](t, s)PN(B0))cρ,

де елемент c1 знаходять на наступному кроцi iтерацiйного процесу.
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Проблему визначення коефiцiєнта φ2(t) бiля ε2 пов’язано з
розв’язками крайової задачi вигляду

dφ2(t)

dt
= −iH(t)φ2(t) +H1(t)φ1(t, s, c1), (5.31)

ℓφ2(·) = l1φ1(·, s, c1). (5.32)

Умова розв’язностi крайової задачi (5.31), (5.32) у цьому випадку

зводиться до розв’язностi операторного рiвняння

PN(Q
∗
){l1φ1(·, s, c1)− ℓ

∫ ·

s

U(·, τ)φ1(τ, s, c1)dτ} = 0,

з якого за припущення, що PN(B
∗
0)
PN(Q

∗
) = 0 , знаходимо елемент c1:

c1 = c1 + F1PN(B0)cρ,

де
c1 = B

+

0 PN(Q
∗
)ℓ×

×(

∫ ·

s
U(·, τ){U(τ, s)Q

+
l1φ0(·, s, c0) +G[H1(·)φ0(·, s, c0)](τ, s)}dτ

−U(·, s)Q+
l1φ0(·, s, c0)−G[H1(·)φ0(·, s, c0)](·, s));

F1 = B
+

0 PN(Q
∗
)ℓ×

×(

∫ ·

s

U(·, τ){U(τ, s)Q+
lX0(·, s) +G[H1(·)X0(·, s)](τ, s)}dτ−

−U(·, s)Q+
ℓX0(·, s)−G[H1(·)X0(·, s)](t, s)) + I.

Остаточно множина сильних узагальнених розв’язкiв крайової зада-
чi (5.29), (5.30) набуде вигляду

φ1(t, s, cρ)=φ1(t,s, c1) +X1(t, s)PN(B0)cρ ∀cρ∈ H,

де
φ1(t, s, c1) = U(t, s)PN(Q)c1+

+U(t, s)Q
+
l1φ0(·, s, c0) +G[H1(·)φ0(·, s, c0)](t, s);

X1(t, s) = U(t, s)PN(Q)F1 + U(t, s)Q
+
ℓX0(·, s)+
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+G[H1(·)X0(·, s)](t, s),

а множина сильних узагальнених розв’язкiв задачi (5.31), (5.32) — ви-

гляду
φ2(t, s, c1) = U(t, s)PN(Q)c2 + U(t, s)Q

+
l1φ1(·, s, c1)+

+G[H1(·)φ1(·, s, c1)](t, s)+

+(U(t, s)Q
+
ℓX1(·, s) +G[H1(·)X1(·, s)](t, s))PN(B0)cρ,

де елемент c2 ∈ H визначають на наступному кроцi iтерацiйного про-
цесу.

Дiючи далi за iндукцiєю, неважко показати, що за виконання умови
на добуток проєкторiв: PN(B

∗
0)
PN(Q

∗
) = 0, проблема визначення коефi-

цiєнта φi(t) бiля εi ряду (5.19) зводиться до розв’язностi операторної

крайової задачi:

dφi(t)

dt
= −iH(t)φi(t) +H1(t)φi−1(t, s, ci−1), (5.33)

ℓφi(·) = l1φi−1(·, s, ci−1). (5.34)

Елемент ci знаходять так:

ci = ci + FiPN(B0)cρ,

де

ci = B
+

0 PN(Q
∗
)ℓ(

∫ ·

s

U(·, τ){U(τ, s)Q+
l1φi−1(·, s, ci−1)+

+G[H1(·)φi−1(·, s, ci−1)](τ, s)}dτ − U(·, s)Q+
l1φi−1(·, s, ci−1)−

−G[H1(·)φi−1(·, s, ci−1)](·, s));

Fi = B
+

0 PN(Q
∗
)ℓ(

∫ ·

s

U(·, τ){U(τ, s)Q+
lX i−1(·, s)+

+G[H1(·)X i−1(·, s)](τ, s)}dτ−

−U(·, s)Q+
ℓX i−1(·, s)−G[H1(·)X i−1(·, s)](t, s)) + I.

Множину сильних узагальнених розв’язкiв крайової задачi (5.33),

(5.34) можна подати у виглядi

φi(t, s, cρ)=φi(t,s, ci) +X i(t, s)PN(B0)cρ для довiльного cρ ∈ H,
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де
φi(t, s, ci) = U(t, s)PN(Q)ci + U(t, s)Q

+
l1φi−1(·, s, ci−1)+

+G[H1(·)φi−1(·, s, ci−1)](t, s);

X i(t, s) = U(t, s)PN(Q)Fi + U(t, s)Q
+
ℓX i−1(·, s)+

+G[H1(·)X i−1(·, s)](t, s).

Збiжнiсть ряду (5.19) доводять так само, як i в працi [42].

Отже, справедливою є така теорема.

Теорема 5.4. Припустимо, що виконується така умова:

PN(B
∗
0)
PN(Q

∗
) = 0.

Якщо незбурена операторна крайова задача (5.12), (5.13) не має
сильних узагальнених розв’язкiв, то операторна крайова задача (5.10),
(5.11) має ρ-параметричну множину сильних узагальнених розв’язкiв
у виглядi ряду

φ(t, s, ε, cρ) =
∞∑

i=−1

εi[φi(t, s, ci)+

+X i(t, s)PN(B0)cρ] для довiльного cρ ∈ H,

абсолютно збiжного для достатньо малого фiксованого параметра ε ∈
∈ (0, ε∗]; тут

φ−1(t, s, c−1) = U(t, s)PN(Q)c−1,

φ0(t, s, c0) = U(t, s)PN(Q)c0 + U(t, s)Q
+{α + l1φ−1(·, s, c−1)}+

+G[H1(·)φ−1(·, s, c−1) + f(·)](t, s),

φi(t, s, ci) = U(t, s)PN(Q)ci + U(t, s)Q
+
l1φi−1(·, s, ci−1)+

+G[H1(·)φi−1(·, s, ci−1)](t, s); i ∈ N.

Цiлком природно, що у випадку дослiдження умов бiфуркацiї класи-
чних розв’язкiв крайової задачi (5.10), (5.11) за умови, коли операторне

рiвняння

Qφ(s, s) = α− ℓ

∫ ·

s

U(·, τ)f(τ)dτ (5.35)

є нормально-розв’язним, справедливими будуть аналогiчнi результати
для iснування класичних розв’язкiв [327].
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5.3. Нелiнiйнi крайовi задачi для рiвняння
Шредiнгера

Знайдемо необхiдну та достатню умови iснування узагальнених
розв’язкiв нелiнiйних крайових задач для рiвняння Шредiнгера. Вста-
новимо умови нормальної та узагальненої нормальної розв’язностi.
Для подання розв’язкiв використовуватимемо узагальнений оператора
Грiна.

Постановка задачi. У просторi Гiльберта H розглядається нелiнiйне
диференцiальне рiвняння Шредiнгера:

dφ(t, ε)

dt
= −iH(t)φ(t, ε) + εZ(φ(t, ε), t, ε) + f(t), t ∈ J, (5.36)

з нелiнiйною операторною крайовою умовою вигляду

ℓφ(·, ε) = α + εJ(φ(·, ε), ε), (5.37)

де J ⊂ R — скiнченний вiдрiзок. Для кожного t необмежений опера-
тор H(t) має вигляд H(t) = H0 + V (t) зi самоспряженим оператором
H0 = H∗

0 на D = D(H0) ⊂ H та сильно неперервним вiдображенням
t → V (t). Припускається, що оператор ℓ є лiнiйним та обмеженим i
дiє з простору Гiльберта H у простiр Гiльберта H1, а α — довiльним
елементом простору H1. Необхiдно знайти такий розв’язок φ(t, ε) кра-
йової задачi (5.36), (5.37), який перетворюється на один iз розв’язкiв
породжувальної крайової задачi

dφ0(t)

dt
= −iH(t)φ0(t) + f(t), t ∈ J, (5.38)

ℓφ0(·) = α (5.39)

при ε = 0. Оператор-функцiї Z(φ(t, ε), t, ε), J(φ(t, ε), ε) задовольняють
таке обмеження в околi породжувального розв’язку φ0(t) за сукупнiстю
змiнних:

Z(·, ·, ·) ∈ C1[||φ− φ0|| ≤ q]× C(J,H)× C[0, ε0],

J(·, ·) ∈ C1[||φ− φ0|| ≤ q]× C[0, ε0],

де q — деяка додатна стала.
Необхiдна та достатня умови iснування розв’язкiв. Спочатку зна-

йдемо необхiдну умову iснування сильного узагальненого розв’язку
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φ(t, s, ε) крайової задачi (5.36), (5.37), який при ε = 0 перетворюється
на породжувальний розв’язок φ0(t, s, c) вигляду (5.20). При цьому при-
пускатимемо, що виконується умова (5.18), тобто крайова задача (5.38),
(5.39) має сильнi узагальненi розв’язки.

Теорема 5.5. (необхiдна умова). Нехай крайова задача (5.36), (5.37)
має сильний узагальнений розв’язок φ(t, s, ε), який при ε = 0 перетво-
рюється на один iз породжувальних розв’язкiв φ0(t, s, c

0) (5.20) з еле-

ментом c = c0. Тодi елемент c0 ∈ H повинен задовольняти операторне
рiвняння для породжувальних елементiв:

F (c) = PN(Q
∗
){J(φ0(·, s, c), 0)−

−ℓ
∫ ·

s

U(·, τ)Z(φ0(τ, s, c), τ, 0)dτ} = 0. (5.40)

Зауваження. У скiнченновимiрному випадку рiвняння для поро-
джувальних елементiв буде збiгатися з рiвнянням для породжуваль-
них сталих [327], а у перiодичному випадку з рiвнянням для породжу-
вальних амплiтуд [105], [169].

Доведення. Якщо крайова задача (5.36), (5.37) має сильнi узагаль-

ненi розв’язки, то згiдно з теоремою 5.3 повинна виконуватись умова

PN(Q
∗
){α + εJ(φ(·, s, ε), ε)−

−ℓ
∫ ·

s

U(·, τ)(f(τ) + εZ(φ(τ, s, ε), τ, ε))dτ} = 0. (5.41)

Оскiльки виконується умова (5.18), то пiсля спрощення (5.41) можна
записати у виглядi

PN(Q
∗
){J(φ(·, s, ε), ε)− ℓ

∫ ·

s

U(·, τ)Z(φ(τ, ε), τ, ε)dτ} = 0.

Переходячи до границi у цiй рiвностi, коли ε → 0, отримає-
мо операторне рiвняння (5.40). Зауважимо, що вiд нелiнiйностей

Z(φ(t, ε), t, ε), J(φ(t, s, ε), ε) достатньо вимагати лише неперервностi в
околi породжувального розв’язку (або iншої умови, за якої можливий
граничний перехiд за ε).

Для отримання достатньої умови iснування розв’язку виконаємо за-
мiну змiнних у крайовiй задачi (5.36), (5.37):
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φ(t, s, ε) = φ0(t, s, c
0) + ψ(t, s, ε),

де φ0(t, s, c
0) — породжувальний розв’язок (5.20) з елементом c0, який

задовольняє операторне рiвняння для породжувальних елементiв (5.40).

Сильний узагальнений розв’язок крайової задачi будемо шукати у нових
змiнних:

dψ(t, ε)

dt
= −iH(t)ψ(t, ε) + εZ(φ0(t, s, c

0) + ψ(t, ε), t, ε), (5.42)

ℓψ(·, ε) = εJ(φ0(·, s, c0) + ψ(·, ε), ε), (5.43)

який при ε = 0 перетворюється на нульовий розв’язок.
Розв’язнiсть крайової задачi (5.42), (5.43) еквiвалентна розв’язностi

крайової задачi (5.36), (5.37). Використовуючи неперервну диференцi-
йовнiсть нелiнiйностей в околi породжувального розв’язку, видiлимо лi-
нiйну частину за ψ й члени нульового порядку за ε. Маємо розклади
вигляду

Z(φ0(t, s, c
0) + ψ(t, s, ε), t, ε) = Z(φ0(t, s, c

0), t, 0)+

+A1(t)ψ(t, s, ε) + R(ψ(t, s, ε), t, ε),

J(φ0(·, s, c0) + ψ(·, s, ε), ε) =

= J(φ0(·, s, c0), 0) + l1ψ(·, s, ε) + R1(ψ(·, s, ε), ε),

де
A1(t) = A1(t, c

0) = Z(1)
φ (v, t, ε)|v=φ0(t,s,c0),ε=0, l1 = J(1)(φ0, 0),

є похiдними Фреше у точцi (φ = φ0(t, s, c
0), ε = 0), а для членiв вищого

порядку R(ψ, t, ε),R1(ψ, ε) за ψ i ε виконується спiввiдношення

R(0, t, 0) = 0,R
(1)
ψ (0, t, 0) = 0, R1(0, 0) = 0,R

(1)
1ψ (0, 0) = 0.

Ураховуючи замiну, розглянемо крайову задачу

dψ(t, ε)

dt
= −iH(t)ψ(t, ε) + ε{Z(φ0(t, s, c

0), t, 0)+

+A1(t)ψ(t, ε) + R(ψ(t, ε), t, ε)}, (5.44)

ℓψ(·, ε) = ε{J(φ0(·, s, c0), 0) + l1ψ(·, ε) + R1(ψ(·, ε), ε)}. (5.45)
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Для iснування сильного узагальненого розв’язку цiєї задачi необхiдно
та достатньо, щоб виконувалася умова

PN(Q
∗
)({J(φ0(·, s, c0), 0) + l1ψ(·, s, ε) + R1(ψ(·, s, ε), ε)}−

−ℓ
∫ ·

s

U(·, τ){Z(φ0(τ, s, c
0), τ, 0) + A1(τ)ψ(τ, s, ε)+

+R(ψ(τ, s, ε), τ, ε)}dτ) = 0.

Тодi справедливим є подання

ψ(t, s, c) = U(t, s)PN(Q)c+ ψ(t, s, ε), c ∈ H,

ψ(t, s, ε) = εU(t, s)Q
+{J(φ0(·, s, c0), 0)+

+l1ψ(·, s, ε) + R1(ψ(·, s, ε), ε)}+

+εG[Z(φ0(·, s, c0), ·, 0) + A1(·)ψ(·, s, ε) + R(ψ(·, s, ε), ·, ε)](t, s).

Пiдставляючи у лiнiйну частину вираз U(t, s)PN(Q)c + ψ(t, s, ε) за-
мiсть ψ(t, s, ε) та враховуючи виконання умови (5.40), отримуємо опе-

раторне рiвняння вiдносно c ∈ H:

B0c = PN(Q
∗
)ℓ

∫ ·

s

U(·, τ){A1(τ)ψ(τ, s, ε) + R(ψ(τ, s, ε), τ, ε)}dτ−

−PN(Q
∗
){l1ψ(·, s, ε) + R1(ψ(·, s, ε), ε)}, (5.46)

де

B0 := PN(Q
∗
)(l1U(·, s)− ℓ

∫ ·

s

U(·, τ)A1(τ)U(τ, s)dτ)PN(Q).

Для сильної узагальненої розв’язностi (5.46) згiдно з викладеним вище

необхiдно та достатньо, щоб виконувалася умова

PN(B
∗
0)
{PN(Q

∗
)ℓ

∫ ·

s

U(·, τ){A1(τ)ψ(τ, s, ε) + R(ψ(τ, s, ε), τ, ε)}dτ−

−PN(Q
∗
){l1ψ(·, s, ε) + R1(ψ(·, s, ε), ε)}} = 0,

що буде гарантовано виконуватися, якщо PN(B
∗
0)
PN(Q

∗
) = 0. Розв’язавши

(5.46) вiдносно c, одержимо операторну систему:

ψ(t, s, c) = U(t, s)PN(Q)c+ ψ(t, s, ε),
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c = B
+

0 {PN(Q
∗
)ℓ

∫ ·

s

U(·, τ){A1(τ)ψ(τ, s, ε)+

+R(ψ(τ, s, ε), τ, ε)}dτ − PN(Q
∗
){l1ψ(·, s, ε) + R1(ψ(·, s, ε), ε)}}, (5.47)

ψ(t, s, ε) = εU(t, s)Q
+
J(φ0(·, s, c0) + ψ(·, s, ε), ε)+

+εG[Z(φ0(·, s, c0) + ψ(·, s, ε), ·, ε)](t, s).

Ввiвши допомiжний вектор u = (ψ, c, ψ)T ∈ H × H × H (T озна-
чає операцiю транспонування), операторну систему (5.47) запишемо у

виглядi

u =

 0 U(t, s)PN(Q) I

0 0 L1

0 0 0

u+
 0

g1
g2

 ,

де

L1ψ = B+
0 PN(Q

∗
)(ℓ

∫ ·

s

U(·, τ)A1(τ)ψ(τ, s, ε)dτ − l1ψ(·, s, ε)),

g1 = B+
0 PN(Q

∗
){ℓ
∫ ·

s

R(ψ(τ, s, ε), τ, ε)dτ − R1(ψ(·, s, ε), ε)},

g2 = εU(t, s)Q
+
J(φ0(·, s, c0) + ψ(·, s, ε), ε)+

+εG[Z(φ0(·, s, c0) + ψ(·, s, ε), ·, ε)](t, s).

Ця операторна система еквiвалентна системi

Lu = g, (5.48)

де

L :=

 I −U(t, s)PN(Q) −I
0 I −L1

0 0 I

 , g :=

 0

g1
g2

 .

Оператор L має обмежений обернений L−1:

L−1 =

 I −U(t, s)PN(Q) −U(t, s)PN(Q)L1 + I

0 I L1

0 0 I

 .
Дiйсно, безпосередньою пiдстановкою перевiряємо, що визначений

так оператор задовольняє рiвнiсть LL−1 = L−1L = = I. Обмеженiсть
доводиться за означенням. Отже, систему (5.48) можна записати у ви-
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глядi
u = L−1g = L−1S(ε)u.

Для достатньо малого ε оператор S(ε) буде стискальним. Тодi з прин-
ципу стискальних вiдображень буде випливати, що операторна система
(5.48) має єдину нерухому точку, яка й буде давати обмежений силь-
ний узагальнений розв’язок крайової задачi (5.36), (5.37). Таким чином,
встановлюється наступне твердження.

Теорема 5.6. Нехай для оператора B0 виконується умова

PN(B
∗
0)
PN(Q

∗
) = 0.

Тодi для довiльного елемента c = c0 ∈ H, що задовольняє рiвняння
для породжувальних елементiв (5.40), iснує принаймнi один сильний
узагальнений розв’язок крайової задачi (5.36), (5.37). Цей розв’язок мо-
жна знайти за допомогою збiжного iтерацiйного процесу:

ψk+1(t, s, ε) = εU(t, s)Q
+
J(φ0(·, s, c0) + ψk(·, s, ε), ε)+

+εG[Z(φ0(·, s, c0) + ψk(·, s, ε), ·, ε)](t, s),

ck = B
+
0 {PN(Q

∗
)ℓ

∫ ·

s
U(·, τ){A1(τ)ψk(τ, s, ε) + R(ψk(τ, s, ε), τ, ε)}dτ−

−PN(Q
∗
){l1ψk(·, s, ε) + R1(ψk(·, s, ε), ε)}},

ψk+1(t, s, c) = U(t, s)PN(Q)ck + ψk+1(t, s, ε),

φk(t, s, ε) = φ0(t, s, c
0) + ψk(t, s, ε), k = 0, 1, 2, ..., ψ0(t, s, ε) = 0,

φ(t, s, ε) = lim
k→∞

φk(t, s, ε).

Зв’язок мiж необхiдною та достатньою умовами. Сформулюємо
й доведемо результат, який пов’язує мiж собою необхiдну й достатню
умови.

Наслiдок. Нехай оператор F (c) має похiдну Фреше F (1)(c) для ко-
жного елемента c0 простору Гiльберта H, що задовольняє рiвняння
для породжувальних елементiв (5.40). Якщо B0 має обмежений обер-

нений оператор, то крайова задача (5.36), (5.37) має єдиний сильний
узагальнений розв’язок для кожного такого c0.

Доведення. Доведення випливає з теореми про суперпозицiю ди-
ференцiйовних вiдображень та рiвностi

F (1)(c)[h] = PN(Q
∗
){J

(1)(v, ε)|v=φ0,ε=0[φ
(1)
0 (·, s, c)[h]]−
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−ℓ
∫ ·

s

U(·, τ)Z(1)(v, τ, ε)|v=φ0,ε=0[φ
(1)
0 (τ, s, c)[h]]dτ} = B0[h].

З огляду на оборотностi оператора F (1)(c) оператор B0 також є оборот-
ним. Згiдно з рiвнянням (5.40) крайова задача (5.36), (5.37) має єдиний
сильний узагальнений розв’язок для кожного елемента c = c0.

5.4. Двоточкова крайова задача для рiвняння
Шредiнгера з постiйним оператором

Наведенi у роздiлi 3 теореми можна застосувати та уточнити, дослi-
джуючи лiнiйну двоточкову крайову задачу для рiвняння Шредiнгера
з постiйним оператором.

Постановка задачi у лiнiйному випадку. Розглянемо крайову задачу
для еволюцiйного рiвняння Шредiнгера у просторi Гiльберта HT :

dφ(t)

dt
= −iH0φ(t) + f(t), t ∈ [0;w], (5.49)

φ(0)− φ(w) = α ∈ D, (5.50)

де HT = H ⊕ H;, H — простiр Гiльберта; вектор-функцiя f(t) є iнте-
гровною; для простоти викладення будемо вважати, що необмежений
оператор H0 для кожного t ∈ [0;w] має вигляд [224]:

H0 = i

(
0 T

−T 0

)
= i

(
T 0

0 T

)(
0 I

−I 0

)
=

= i

(
0 I

−I 0

)(
T 0

0 T

)
.

Такий оператор широко використовують у ходi дослiдження хвильових
рiвнянь [224]. У бiльш загальному випадку оператор H0 може мати ви-
гляд

H0 = iJ

(
T 0

0 T

)
= i

(
T 0

0 T

)
J, J = J∗ = J−1,

де T — додатний самоспряжений оператор у просторi Гiльберта H [142].

Надалi розглядається випадок, коли J = I (для простоти). Оскiльки
оператор T є замкненим, то область визначення D(T ) оператора T є
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простором Гiльберта вiдносно скалярного добутку (Tu, Tu). Тому опе-
ратор H0 буде самоспряженим на областi визначення D = D(T )⊕D(T )

зi скалярним добутком

(< u, v >,< u, v >)HT = (Tu, Tu)H + (Tv, Tv)H

та iнфiнiтезимальним генератором [224] сильно неперервної еволюцiйної
групи

U(t) := U(t, 0) =

(
cos tT sin tT

−sin tT cos tT

)
,

Un(t) =

(
cos ntT sin ntT

−sin ntT cos ntT

)
.

Тут ||Un(t)|| = 1, n ∈ N (нерозтягувальна група); φ(t) =

= (φ1(t), φ2(t))
T , α = (α1, α2)

T , f(t) = (f1(t), f2(t))
T .

Слабкi розв’язки рiвняння (5.49) можна подати як

φ(t) = U(t)c+

∫ t

0

U(t)U−1(τ)f(τ)dτ

з довiльним елементом c ∈ HT .
Пiдставивши цю умову в (5.50), отримаємо, що розв’язнiсть крайо-

вої задачi (5.49), (5.50) еквiвалентна розв’язностi такого операторного
рiвняння:

(I − U(w))c = g, (5.51)

де g = α + U(w)
∫ w
0
U−1(τ)f(τ)dτ.

Розглянемо випадок, коли множина значень I − U(w) є замкненою
R(I −U(w)) = R(I − U(w)). Як i для рiвняння Хiлла (3.1), розв’язнiсть

(5.51) можна встановлювати з використанням оператора

U0(w) = lim
n→∞

∑n
k=0 U

k(w)

n
= lim

n→∞

∑n
k=0 U(kw)

n
,

що є ортопроєктором простору HT на пiдпростiр 1 ∈ σ(U(w)). Рiвняння
(5.51) буде розв’язним тодi й тiльки тодi, коли

U0(w)g = 0.

У разi виконання цiєї умови розв’язки (5.51) набудуть вигляду
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c = U0(w)c+

+(
∞∑
k=0

(µ− 1)k{
∞∑
l=0

µ−l−1(U(w)− U0(w))
l}k+1 − U0(w))g

для 0 < µ− 1 < 1
||Rµ(U(w))|| та довiльного c ∈ HT .

Таким чином, отримали твердження.
Лема 5.2. Нехай оператор I − U(w) має замкнену множину зна-

чень R(I − U(w)) = R(I − U(w)).
1. Узагальненi розв’язки крайової задачi (5.49), (5.50) iснують тодi

й тiльки тодi, коли виконується умова

U0(w)(α +

∫ w

0

U−1(τ)f(τ)dτ) = 0. (5.52)

2. За виконання умови (5.52) узагальненi розв’язки (5.49), (5.50)

мають вигляд

φ(t, c) = U(t)U0(w)c+ (G[f, α])(t), (5.53)

де
(G[f, α])(t) =

= U(t)
∞∑
k=0

(µ− 1)k{
∞∑
l=0

µ−l−1(U(w)− U0(w))
l}k+1(α+

+

∫ w

0

U(w)U−1(τ)f(τ)dτ)− U(t)U0(w)(α+

+

∫ w

0

U(w)U−1(τ)f(τ)dτ) +

∫ t

0

U(t)U−1(τ)f(τ)dτ

є узагальненим оператором Грiна крайової задачi (5.49), (5.50) для 0 <

< µ− 1 < 1/||Rµ(U(w))||.
Покажемо, як можна прибрати умову R(I − U(w)) = R(I − U(w))

леми та зробити крайову задачу (5.49), (5.50) завжди розв’язною. Роз-

пишемо всi можливi випадки детально та уточнимо деякi аспекти роз-
ширень певних операторiв i просторiв.

1) Класичнi узагальненi розв’язки. Якщо R(I−U(w)) =R(I − U(w)),
то g ∈ R(I − U(w)) тодi й тiльки тодi, коли PN((I−U(w))∗)g = 0 [326], а
множина розв’язкiв (5.51) має вигляд [326] c = G[g] + U0(w)c, c ∈ HT ,
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де [319]

G[g] = (I − U(w))+g = ((I − (U(w)− U0(w))
−1 − U0(w))g

є узагальненим оператором Грiна. А у виглядi збiжного ряду:

G[g] = (
∞∑
k=0

(µ− 1)k{
∞∑
l=0

µ−l−1(U(w)− U0(w))
l}k+1 − U0(w))g.

2) Сильнi узагальненi розв’язки. Якщо R(I − U(w)) ̸= R(I − U(w)) та
g ∈ R(I − U(w)), то оператор I − U(w) можна розширити до операто-
ра I − U(w) з замкненою множиною значень, для якого завжди iснує
псевдообернений за Муром—Пенроузом оператор.

Опишемо розвинену в роздiлах 1—4 конструкцiю в термiнах роз-
глядуваних просторiв. Оскiльки оператор I − U(w) є обмеженим, то
справедливим є розклад простору HT у пряму суму:

HT = N(I − U(w))⊕X,HT = R(I − U(w))⊕ Y,

з X = N(I − U(w))⊥ = R(I − U(w)) та Y = R(I − U(w))
⊥

= N(I−
−U(w)). Покладемо як E = HT/N(I − U(w)) фактор-простiр простору
HT , PR(I−U(w)), а PN(I−U(w)) ортопроєктори, якi проєктують вiдповiдно
на R(I − U(w)) i N(I − U(w)). Тодi оператор

I− U(w) = PR(I−U(w))(I − U(w))j−1p : X →

→ R(I − U(w)) ⊂ R(I − U(w))

є лiнiйним, неперервним та iн’єктивним. Тут

p : X → E = HT/N(I − U(w)), j : HT → E

є вiдповiдно неперервними бiєкцiєю та проєкцiєю. Трiйка (HT ,E,j) —
локально тривiальне розшарування з типовим шаром H1 = PN(I−U(w))H

[299]. У цьому випадку [166, c.26,29] можна визначити сильний узагаль-
нений розв’язок рiвняння

(I− U(w))x = g, x ∈ X. (5.54)

Поповнюючи простiр X за нормою ||x||X = ||(I− U(w))x||F (F =

= R(I − U(w)) [166]), отримаємо новий простiр X. Розширений опера-
тор

I− U(w) : X → R(I − U(w)), X ⊂ X,
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здiйснює гомеоморфiзм мiж X та R(I − U(w)). Тодi рiвняння

(I− U(w))ξ = g,

має єдиний розв’язок (I− U(w))−1g, який традицiйно називатимемо
сильним узагальненим розв’язком рiвняння (5.54).

Зауваження 5.4. Iснують розширення просторiв та вiдповiдних опе-
раторiв такого вигляду:

p : X → E, j : HT → E, PX = PX : HT →

→ X, G : R(I − U(w)) → X,

де
HT = N(I − U(w))⊕X; p(x) = p(x), x ∈ X;

j(x) = j(x), x ∈ HT ;

PX(x) = PX(x), x ∈ HT (PX = P2
X = P∗

X);

G[g] = G[g], g ∈ R(I − U(w)).

Оператор I − U(w) = (I− U(w))PX : HT → HT є розширенням
I − U(w), (I − U(w))c = (I − U(w))c для довiльного c ∈ HT .

3) Сильнi псевдорозв’язки. Розглянемо елемент g /∈ R(I − U(w)).
Це рiвносильно виконанню умови PN(I−U(w))∗)g ̸= 0. Тодi iснують еле-
менти з HT , що мiнiмiзують у вiдповiдному просторi норму нев’язки
||(I − U(w))ξ − g||HT

:

ξ = (I− U(w))
−1
g + PN(I−U(w))c ∀c ∈ HT .

Цi елементи (за аналогiєю з [15],[326]) називають сильними псевдо-
розв’язками.

Сформулюємо загальну теорему розв’язностi двоточкової крайової
задачi для рiвняння Шредiнгера.

Теорема 5.7. Розглянемо крайову задачу (5.49), (5.50).
1. a) Класичнi узагальненi або сильнi узагальненi розв’язки крайової

задачi (5.49), (5.50) iснують тодi й тiльки тодi, коли
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U0(w)(α +

∫ w

0

U−1(τ)f(τ)dτ) = 0. (5.55)

Якщо (α+
∫ w
0
U−1(τ)f(τ)dτ) ∈ R(I −U(w)), то розв’язки (5.49), (5.50)

будуть класичними узагальненими.
b) За виконання умови (5.55) розв’язки (5.49), (5.50) мають вигляд

φ(t, c) = U(t)U0(w)c+ (G[f, α])(t),

де (G[f, α])(t) — розширення оператора (G[f, α])(t).
2. a) Сильнi псевдорозв’язки крайової задачi (5.49), (5.50) iснують

тодi й тiльки тодi, коли

U0(w)(α +

∫ w

0

U−1(τ)f(τ)dτ) ̸= 0. (5.56)

b) За виконання умови (5.56) сильнi псевдорозв’язки (5.49), (5.50)

мають вигляд

φ(t, c) = U(t)U0(w)c+ (G[f, α])(t),

де
(G[f, α])(t) = U(t)G[α+

+U(w)

∫ w

0

U−1(τ)f(τ)dτ ] +

∫ t

0

U(t)U−1(τ)f(τ)dτ =

= U(t)(I− U(w))
−1
(α + U(w)

∫ w

0

U−1(τ)f(τ)dτ)+

+

∫ t

0

U(t)U−1(τ)f(τ)dτ.

Нелiнiйний випадок. У просторi Гiльберта HT , означеному вище,
розглянемо крайову задачу

dφ(t, ε)

dt
= −iH0φ(t, ε) + εZ(φ(t, ε), t, ε) + f(t), (5.57)

φ(0, ε)− φ(w, ε) = α. (5.58)

Задача полягає у знаходженнi розв’язку φ(t, ε) крайової задачi
(5.57), (5.58), який перетворюється на один iз розв’язкiв породжуваль-
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ного рiвняння (5.49), (5.50) φ0(t, c) вигляду (5.53) при ε = 0. Для кра-
йової задачi (5.57), (5.58) можна застосувати та уточнити попереднi ре-
зультати.

Для знаходження необхiдної умови вiд оператор функцiї Z(φ, t, ε)
будемо вимагати неперервнiсть у околi породжувального розв’язку

Z(·, ·, ·) ∈ C[||φ− φ0|| ≤ q]× C([0;w],HT )× C[0, ε0],

де q — деяка додатна стала.
Цю проблему можна вирiшити за допомогою операторного рiвняння

для породжувальних елементiв (5.40), яке у розглянутому перiодично-

му випадку (для α = 0) називають (за аналогiєю з [169]) операторним
рiвнянням для породжувальних амплiтуд

F (c) = U0(w)

∫ w

0

U−1(τ)Z(φ0(τ, c), τ, 0)dτ = 0. (5.59)

Теорема 5.8. (необхiдна умова). Нехай нелiнiйна крайова задача

(5.57), (5.58) має розв’язок φ(·, ε), який перетворюється на один iз
розв’язкiв φ0(t, c) породжувальної задачi (5.49), (5.50) з елементом
c = c0, φ(t, 0) = φ0(t, c

0) при ε = 0. Тодi цей елемент повинен задо-
вольняти операторне рiвняння для породжувальних амплiтуд (5.59).

Доведення проводиться за схемою теореми 5.3.

Для знаходження достатньої умови iснування розв’язкiв крайової
задачi (5.57), (5.58) додатково припускатимемо, що оператор-функцiя
Z(φ, t, ε) є сильно диференцiйовною в околi породжувального розв’язку

Z(·, t, ε) ∈ C1[||φ− φ0|| ≤ q].

Цю проблему можна вирiшити за допомогою оператора

B0 =
dF (c)

dc
|c=c0 = U0(w)

∫ w

0

U−1(t)A1(t)dt : H → H,

де A1(t) = Z1(v, t, ε)|v=φ0,ε=0 (похiдна у сенсi Фреше).

Теорема 5.9. (достатня умова). Нехай оператор B0 задовольняє такi

умови:
1) B0 має псевдообернений оператор за Муром—Пенроузом;
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2) PN(B∗
0 )
U0(w) = 0.

Тодi для довiльного елемента c = c0 ∈ HT , що задовольняє опера-
торне рiвняння для породжувальних амплiтуд (5.59), iснує принаймнi

один сильний узагальнений розв’язок (5.57), (5.58).

Цей розв’язок можна знайти за допомогою iтерацiйного процесу:

vk+1(t, ε) = εG[Z(φ0(τ, c
0) + vk, τ, ε), α](t),

ck = −B+
0 U0(w)

∫ w

0

U−1(τ){A1(τ)vk(τ, ε) + R(vk(τ, ε), τ, ε)}dτ,

R(vk(t, ε), t, ε) =

= Z(φ0(t, c
0) + vk(t, ε), t, ε)− Z(φ0(t, c

0), t, 0)− A1(t)vk(t, ε),

R(0, t, 0) = 0, R1
x(0, t, 0) = 0,

vk+1(t, ε) = U(t)U0(w)ck + vk+1(t, ε),

φk(t, ε) = φ0(t, c
0) + vk(t, ε), k = 0, 1, 2, ...,

v0(t, ε) = 0, φ(t, ε) = lim
k→∞

φk(t, ε).

Доведення проводиться за тiєю самою схемою, що й теореми про
неявну функцiю.

Цiлком аналогiчно встановлюється твердження, наведене нижче, що
поєднує необхiдну та достатню умови розв’язностi.

Наслiдок. Нехай оператор F (c) має похiдну у сенсi Фреше F (1)(c)

для кожного елемента c0 простору Гiльберта H, який задовольняє
операторне рiвняння для породжувальних амплiтуд (5.59). Якщо опе-
ратор B0 має обмежений обернений, то крайова задача (5.57), (5.58)
має єдиний розв’язок для кожного c0.

5.5. Приклади крайових задач

Проiлюструємо твердження цього роздiлу.
1. Рiвняння Ван дер Поля у просторi Гiльберта. Розглянемо еволю-

цiйне диференцiальне рiвняння у сепарабельному просторi Гiльберта H:

ÿ(t) + Ty(t) = ε(1− ||y(t)||2)ẏ(t), (5.60)

y(0) = y(w), ẏ(0) = ẏ(w), (5.61)
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де T — необмежений оператор з компактним оберненим оператором
T−1. Тодi iснує ортонормований базис ei ∈ H такий, що y(t) =

=
∑∞

i=1 ci(t)ei та Ty(t) =
∑∞

i=1 λici(t)ei, λi → ∞. Операторна система
(5.57), (5.58) для крайової задачi (5.60), (5.61) еквiвалентна злiченнiй
системi звичайних диференцiальних рiвнянь (ck(t) = xk(t)) вигляду

ẋk(t) =
√
λkyk(t), k = 1, 2, ...,

ẏk(t) = −
√
λkxk(t) + ε

1√
λk

(1−
∞∑
j=1

x2j(t))yk(t), (5.62)

xk(0) = xk(w), yk(0) = yk(w). (5.63)

Будемо знаходити розв’язки цiєї системи рiвнянь у просторi
C1([0;w]), якi при ε = 0 перетворюються на один iз розв’язкiв породжу-
вального рiвняння. Розглянемо критичний випадок: λi = 4π2i2/w2, i ∈
∈ N. Нехай для простоти w = 2π. Тодi множина усiх перiодичних
розв’язкiв (5.62), (5.63) є такою:

xk(t) = cos(kt)ck1 + sin(kt)ck2,

yk(t) = −sin(kt)ck1 + cos(kt)ck2

для всiх пар сталих ck1, ck2 ∈ R, k ∈ N. У цьому випадку U0(w) = U0(2π) =

= I, а рiвняння для породжувальних амплiтуд (5.59) можна записати
у виглядi нескiнченного вектора, який складається з пар F k

1 , F
k
2 :

F (c) := (F 1
1 (c

1
1, c

1
2, c

2
1, c

2
2, ...), F

1
2 (c

1
1, c

1
2, c

2
1, c

2
2, ...),

F 2
1 (c

1
1, c

1
2, c

2
1, c

2
2, ...), F

2
2 (c

1
1, c

1
2, c

2
1, c

2
2, ...), ...)

T = 0,

де

F k
1 (c

1
1, c

1
2, c

2
1, c

2
2, ...) =

= −1

k

∫ 2π

0

sin(kτ)(1−
+∞∑
j=1

(cos(jτ)cj1 + sin(jτ)cj2)
2)×

×(−sin(kτ)ck1 + cos(kτ)ck2)dτ ;

F k
2 (c

1
1, c

1
2, c

2
1, c

2
2, ...) =
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=
1

k

∫ 2π

0

cos(kτ)(1−
+∞∑
j=1

(cos(jτ)cj1 + sin(jτ)cj2)
2)×

×(−sin(kτ)ck1 + cos(kτ)ck2)dτ.

Пiсля перетворень отримаємо, що рiвняння (5.59) є еквiвалентним
такiй злiченiй системi алгебраїчних нелiнiйних рiвнянь:

F k
1 (c

1
1, c

1
2, c

2
1, c

2
2, ...) =

= −1

k
((ck1)

3 + 2
∑

j=1,j ̸=k

(ck1(c
j
1)

2 + ck1(c
j
2)

2) + ck1(c
k
2)

2 − 4ck1) = 0,

F k
2 (c

1
1, c

1
2, c

2
1, c

2
2, ...) =

=
1

k
((ck2)

3 + 2
∑

j=1,j ̸=k

(ck2(c
j
1)

2 + ck2(c
j
2)

2) + (ck1)
2ck2 − 4ck2) = 0,

де k ∈ N. З цих рiвностей маємо, що або ck1 = 0 або

(ck1)
2 + 2

∑
j=1,j ̸=k

((cj1)
2 + (cj2)

2) + (ck2)
2 − 4 = 0.

Так само маємо, що або ck2 = 0, або

(ck2)
2 + 2

∑
j=1,j ̸=k

((cj1)
2 + (cj2)

2) + (ck1)
2 − 4 = 0, k ∈ N. (5.64)

Вiзьмемо довiльне m ̸= k. Тодi або cm1 = 0, або cm2 = 0, або

(cm1 )
2 + 2

∑
j=1,j ̸=m

((cj1)
2 + (cj2)

2) + (cm2 )
2 − 4 = 0. (5.65)

Розглянувши рiзницю (5.64) та (5.65), отримаємо, що

(cm1 )
2 + (cm2 )

2 = (ck1)
2 + (ck2)

2. (5.66)

Позначимо (cm1 )
2 + (cm2 )

2 = a2. Тодi з рiвняння (5.64) випливає, що
для того, щоб ряд у лiвiй частинi збiгався необхiдно, щоб лише скiн-
ченна кiлькiсть компонент (ck1, c

k
2)k∈N була ненульовою (iнакше ряд, що

складається з однакових чисел, буде нескiнченним). Нехай (cki1 , c
ki
2 ) ̸=

̸= 0, i = 1, N (або одна з компонент цiєї пара є ненульовою). Тодi вико-
ристовуючи (5.64)—(5.66), отримуємо, що
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a2 + 2(N − 1)a2 = (2N − 1)a2 = 4.

Звiдси остаточно

(cki1 )
2 + (cki2 )

2 = (
2√

2N − 1
)2, i = 1, N.

Зауважимо, що задача про перiодичнi розв’язки рiвняння Ван дер
Поля дає можливiсть сказати, що цi сталi (cki1 , c

ki
2 ), i = 1, N , є амплiту-

дами перiодичних розв’язкiв вихiдного рiвняння Ван дер Поля. Таким
чином, отримали твердження.

Теорема 5.10. (необхiдна умова розв’язностi рiвняння Ван дер По-

ля). Нехай крайова задача (5.62), (5.63) має розв’язок φ(·, ε), який пе-
ретворюється на один iз розв’язкiв породжувального рiвняння з на-
бором пар сталих (ck1, c

k
2), k ∈ N. Тодi серед них може бути не бiль-

ше нiж скiнченна кiлькiсть ненульових сталих. Окрiм того, якщо
(cki1 , c

ki
2 ) ̸= (0, 0), i = 1, N, то цi сталi знаходяться на N-вимiрному

торi скiнченновимiрного пiдпростору сталих:

(cki1 )
2 + (cki2 )

2 = (
2√

2N − 1
)2, i = 1, N. (5.67)

Зауважимо, що отриманi многовиди (5.67) визначаються з оператор-
ного рiвняння для породжувальних амплiтуд (5.59).

2. Абстрактне гiперболiчне рiвняння. Знайдемо умови бiфуркацiї
розв’язкiв перiодичної крайової задачi для абстрактного гiперболiчного
рiвняння у сепарабельному просторi Гiльберта H:

y′′(t, ε) + Ty(t, ε) = εA1(t)y(t, ε) + f(t), (5.68)

y(0, ε) = y(w, ε), y′(0, ε) = y′(w, ε), (5.69)

де T — необмежений оператор iз компактним оберненим T−1; лiнiй-
ний обмежений оператор A1(t) пiдлягає визначенню. Тодi iснує орто-
нормований базис ei ∈ H такий, що y(t) =

∑∞
i=1 ci(t)ei, Ty(t) =

=
∑∞

i=1 λici(t)ei, λi → ∞. У цьому випадку крайова задача (5.68), (5.69)

еквiвалентна такiй злiченнiй системi звичайних диференцiальних рiв-
нянь:

x′k(t) =
√
λkyk(t),

y′k(t) = −
√
λkxk(t) +

1√
λk

(εakk(t)xk(t) + fk(t)), (5.70)
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xk(0) = xk(w), yk(0) = yk(w), (5.71)

де ck(t) = xk(t);x
′
k(t) = yk(t). Тут за подання оператора A(t) обирається

дiагональна матриця diag{aii(t)}i∈N.
Розглянемо резонансний випадок, коли λk =

4π2k2

w2 . Припустимо, що
w = 2π (для спрощення). Спочатку знайдемо умови розв’язностi поро-
джувальної (ε = 0) крайової задачi

x′k(t) =
√
λkyk(t), y

′
k(t) = −

√
λkxk(t) +

1√
λk
fk(t), (5.72)

xk(0) = xk(w), yk(0) = yk(w). (5.73)

Неважко побачити, що така породжувальна (ε = 0) крайова задача
є розв’язною тодi й тiльки тодi, коли∫ 2π

0

sin(kτ)fk(τ)dτ = 0, (5.74)

∫ 2π

0

cos(kτ)fk(τ)dτ = 0, k ∈ N. (5.75)

За виконання умов (5.74), (5.75) породжувальна крайова задача

(5.72), (5.73) має перiодичну множину розв’язкiв у виглядi(
xk(t, c

k
1, c

k
2)

yk(t, c
k
1, c

k
2)

)
=

=

(
cos kt sin kt

−sin kt cos kt

)(
ck1
ck2

)
+

1

k

( ∫ t
0
sin k(t− τ)fk(τ)dτ∫ t

0
cos k(t− τ)fk(τ)dτ

)
.

Припустимо, що akk(t) = akk ̸= 0 та∫ 2π

0

sin (kτ)fk(τ)dτ ̸= 0, (5.76)

∫ 2π

0

cos (kτ)fk(τ)dτ ̸= 0, k ∈ N, (5.77)

тобто породжувальна крайова задача не має розв’язкiв.
Розв’язок збуреної задачi (5.70), (5.71) знайдемо у виглядi ряду за

степенями малого параметра ε:

x(t, ε) =
x−1(t)

ε
+ x0(t) + εx1(t) + ... (5.78)
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При ε−1 отримаємо крайову задачу для знаходження коефiцiєнта
x−1(t) = (xk−1(t), y

k
−1(t))

T
k∈N бiля ε0:

dxk−1(t)

dt
= kyk−1(t), xk−1(0) = xk−1(2π),

dyk−1(t)

dt
= −kxk−1(t), yk−1(0) = yk−1(2π).

Множина розв’язкiв такої задачi має вигляд

xk−1(t, c−1) = cos kt c1k−1 + sin kt c2k−1,

yk−1(t, c−1) = − sin kt c1k−1 + cos kt c2k−1.

Довiльний елемент c−1 = (c1k−1, c
2k
−1)

T
k∈N визначається умовою

розв’язностi матричної крайової задачi для знаходження коефiцiєнта
x0(t) = = (xk0(t), y

k
0(t))

T
k∈N:

dxk0(t)

dt
= kyk0(t), xk0(0) = xk0(2π),

dyk0(t)

dt
= −kxk0(t) +

1

k
akkx

k
−1(t, c−1) +

1

k
fk(t), yk0(0) = yk0(2π).

Множина розв’язкiв xk0(t), yk0(t) такої задачi має вигляд

xk0(t, c0) = cos ktc1k0 + sin ktc2k0 +

+
1

k

∫ t

0

sin k(t− τ)(akkx
k
−1(τ, c−1) + fk(τ))dτ,

yk0(t, c0) = −sinktc1k0 + cos ktc2k0 +

+
1

k

∫ t

0

cos k(t− τ)(akkx
k
−1(τ, c−1) + fk(τ))dτ,

за виконання умови
B0c−1 = g,

де B0 — блоково-дiагональна матриця з двовимiрними блоками на дiа-
гоналi:

B0 = block
(

0 −πakk
πakk 0

)
k∈N

;

g = (

∫ 2π

0

sin kτfk(τ)dτ,−
∫ 2π

0

cos kτfk(τ)dτ)
T
k∈N.
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Тодi сталi c1k−1, c
2k
−1 мають вигляд

c1k−1 =
−
∫ 2π

0
cos kτfk(τ)dτ

πakk
, c2k−1 =

−
∫ 2π

0
sin kτfk(τ)dτ

πakk
.

Остаточно отримуємо, що

xk0(t, c0) = cos ktc1k0 + sin ktc2k0 +
1

k
g1k0 (t).

Тут

g1k0 (t) =

∫ 2π

0

K1(t, τ)fk(τ)dτ +

∫ t

0

sin k(t− τ)fk(τ)dτ ;

K1(t, τ) =
1

2πk
(ktsin k(t− τ)− sin kt sin kτ);

yk0(t, c0) = −sin ktc1k0 + cos ktc2k0 +
1

k
g2k0 (t),

де

g2k0 (t) =

∫ 2π

0

K2(t, τ)fk(τ)dτ +

∫ t

0

cos k(t− τ)fk(τ)dτ ;

K2(t, τ) = − 1

2πk
(ktcos k(t− τ) + sin ktcos kτ).

Довiльний елемент ci−1 визначається умовою розв’язностi неодно-
рiдної крайової задачi для знаходження коефiцiєнта xi(t) бiля εi ряду
(5.78):

dxki (t)

dt
= kyki (t), x

k
i (0) = xki (2π), (5.79)

dyki (t)

dt
= −kxki (t) +

1

k
akkx

k
i−1(t, ci−1), y

k
i (0) = yki (2π). (5.80)

Множина розв’язкiв має вигляд

xki (t, ci) = cos ktc1ki + sin ktc2ki +
1

k
g1ki (t),

yki (t, ci) = −sin ktc1ki + cos ktc2ki +
1

k
g2ki (t),

де

g1ki (t)=−akk
∫ 2π

0

K1(t, τ)g
1k
i−1(τ)dτ − akk

∫ t

0

sin k(t− τ)g1ki−1(τ)dτ ;
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g2ki (t) = akk

∫ 2π

0

K2(t, τ)g
1k
i−1(τ)dτ + akk

∫ t

0

cos k(t− τ)g1ki−1(τ)dτ ;

c1ki−1 = − 1

π

∫ 2π

0

cos kτg1ki−1(τ)dτ ;

c2ki−1 = − 1

π

∫ 2π

0

sin kτg1ki−1(τ)dτ.

3. Двоточкова крайова задача. Розглянемо дiйснозначну злiченну
систему диференцiальних рiвнянь:

x′(t) = H(t)x(t) + f(t)

у просторi нескiнченних послiдовностей l2 з необмеженим оператором
H(t), вектор-функцiєю f(t) у виглядi

H(t) = diag{2, 4, 8, 16, . . . , 2n, . . .},

f(t) = col(f1(t), f2(t), . . . , fn(t), . . .)

i крайовою умовою вигляду ℓx(·) =Mx(0)−Nx(1) = α, де

M = diag{3, 1, 3, 1, . . . , 3, 1, . . .};

N = diag
{
e−2, e−4, e−8, e−16, . . . , e−2n , . . .

}
,

α = col{α1, α2, . . . , αn, . . .} ∈ ℓ2; αi = const , i = 1,∞.

Легко переконатися, що так визначений оператор дiйсно є необме-
женим. Як область визначення оператора A розглянемо таку множину
неперервних вектор-функцiй:

D(A) = {x(t) = (x1(t), x2(t), ..., xn(t), ...) ∈ l2, t ∈ [0, 1] :

sup
t∈[0,1]

+∞∑
i=1

e4
i

x2i (t) <∞}.

Ця множина є щiльною в C([0, 1]; l2) (оскiльки мiстить довiльнi
вектор-функцiї, що мають скiнченну кiлькiсть ненульових коорди-
нат). Розв’язок цiєї задачi будемо шукати у виглядi злiченновимiрного
вектор-стовпчика x(t) = col {x1(t), x2(t), . . . , xn(t), . . .} ∈ C ([0; 1], ℓ2) .

Еволюцiйний оператор задачi має вигляд

U(t, 0) = diag
{
e2t, e4t, e8t, e16t, . . . , e2

nt, . . .
}
.
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Оберненим до U(t, 0) є оператор

U−1(t, 0) = diag
{
e−2t, e−4t, e−8t, e−16t, . . . , e−2nt, . . .

}
.

Тодi оператор Q та його узагальнено-обернений оператор Q− набу-
вають вигляду

Q =M −NU(1, 0) = diag{2, 0, 2, 0, . . . , 2, 0, . . .},

Q− =
1

2
· diag{1, 0, 1, 0, . . . , 1, 0, . . .}.

Проєктори на ядро та коядро оператора Q вiдповiдно є такими:

PN(Q) = I −Q−Q = diag{0, 1, 0, 1, . . . , 0, 1, . . .},

PN(Q∗) = I −QQ− = diag{0, 1, 0, 1, . . . , 0, 1, . . .}.

Запишемо умови (5.18) розв’язностi для цiєї задачi:



α2 =
∫ 1

0
e4f2(τ)
e4τ

dτ,

α4 =
∫ 1

0
e16f4(τ)
e16τ

dτ,

. . .

α2k =
∫ 1

0
e2kf2k(τ)
e2kτ

dτ,

. . .

За вiдомих α2, α4, . . . , α2k, . . . (k ∈ N) i довiльних α1, α3, . . . ,

α2k+1, . . . (k ∈ N) та f(t) ∈ C ([0; 1], ℓ2) задача має злiченну кiлькiсть
розв’язкiв у виглядi

x(t, 0, c) = diag{0, e4t, 0, e16t, ..., 0, e22kt,...}c+

+
1

2
diag{e2t, 0, e8t, 0, ..., e22k−1t, 0, ...}α + (G[f ])(t, 0) ∀c ∈ l2,

або
x(t, 0, c) = diag{0, e4t, 0, e16t, ..., 0, e22kt,...}c+

+
1

2
diag{e2t, 0, e8t, 0, ..., e22k−1t, 0, ...}α + col(

∫ t

0

e2tf1(τ)dτ

e2τ
,∫ t

0

e4tf2(τ)dτ

e4τ
,

∫ t

0

e8tf3(τ)dτ

e8τ
,

∫ t

0

e16tf4(τ)dτ

e16τ
, ...,∫ t

0

e2
ktfk(τ)dτ

e2kτ
, ...) + col(

∫ 1

0

e2tf1(τ)dτ

2e2τ
, 0,
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∫ 1

0

e4tf1(τ)dτ

2e2τ
, 0, ...,

∫ 1

0

e2
2k−1tfk(τ)dτ

2e22k−1τ
, 0, ...),

де k ∈ N.
4. Зведення хiмiчних та бiологiчних задач. Наведемо приклади пра-

ктичних задач, якi моделюються нелiнiйною автономною операторно-
диференцiальною крайовою задачею

dz(t, ε)

dt
= A(t)z(t, ε) + εR(z(t, ε)) + f(t), t ∈ J, (5.81)

lz(·, ε) = α. (5.82)

У загальному випадку оператор-функцiя A(t) є необмеженим (за-
мкненим) оператором зi щiльною областю визначення, що не залежить
вiд часу t : D(A(t)) = D ⊂ H, H — гiльбертiв простiр, J ⊂ R; l — лiнiй-
ний та обмежений оператор, що переводить розв’язок (5.81) у простiр

Гiльберта H1; α ∈ H1; R — достатньо гладка нелiнiйнiсть (додатко-
вi умови наведено нижче); вектор-функцiя f(t) ∈ F(J,H), F(J,H) —
певний функцiональний простiр.

1. Схеми каталiтичних реакцiй. Нехай, наприклад [219], маємо схему

A+X → 2X, (k1),

X + Y → 2Y, (k2),

Y → E, (k3).

Концентрацiя вихiдної речовини та кiнцевого продукту є постiйними
за часом.

Цю модель також широко використовують в екологiї. ТутX означає,
наприклад, кiлькiсть рослиноїдних, що живляться субстратом, A, Y —
хижакiв, що живляться рослиноїдними X. Таку модель в лiтературних
джерелах пов’язують iз моделлю Лотки—Вольтера. Система рiвнянь
швидкостей реакцiї має вигляд [219]

dX

dt
= k1AX − k2XY,

dY

dt
= k2XY − k3Y.

2. У виглядi (5.81) можна подати модель, яка задається системою
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диференцiальних рiвнянь [219, c.135]:

dXi

dt
= KXi

(
N +

∑
k

RkSki −Xi

)
− dXi,

де Rk — коефiцiєнт пропорцiйностi.
3. Ще одним прикладом задачi (5.81) є модель нерiвноважних фазо-

вих переходiв для такого ланцюга хiмiчних реакцiй [219]:

A+ 2X ⇆k1
k2

3X,X ⇆k3
k4
B.

Макроскопiчне кiнетичне рiвняння набуде вигляду

dX

dt
= −k2X3 + k1AX

2 − k3X + k4B.

Якщо перепозначити коефiцiєнти, то його можна записати у виглядi
феноменологiчного рiвняння

dx

dt
= −x3 + γx2 − x.

Вiдомо також модель брюсселятора, що вiдповiдає схемi реакцiї
[219]:

A→ X,

2X + Y → 3X,

B +X → Y +D,

X → E.

Покладаючи сталi швидкостей такими, що дорiвнюють одиницi, отри-
маємо систему рiвнянь:

dX

dt
= A+X2Y −BX −X,

dY

dt
= BX −X2Y.

4. Обмiн речовиною мiж двома об’ємами належить до типу задач
(5.81) i має вигляд системи рiвнянь:

dX1

dt
= A+X2

1Y1 −BX1 −X1 +DX(X2 −X1),
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dY1
dt

= BX1 −X2
1Y1 +DY (Y2 − Y1),

dX2

dt
= A+X2

2Y2 −BX2 −X2 +DX(X1 −X2),

dY2
dt

= BX2 −X2
2Y2 +DY (Y1 − Y2).

Якщо враховувати дифузiю, то математичне формулювання про-
блем, якi пов’язанi з дисипативними структурами, потребує вивчення
диференцiальних рiвнянь у частинних похiдних.

У такому випадку еволюцiя концентрацiй компонент Xi визначає-
ться системою рiвнянь [219]

∂Xi

∂t
= v(X1, X2, ...) +Di

∂2Xi

∂r2
,

де перший член вiдповiдає внеску хiмiчних реакцiй у змiну концентрацiї
Xi та зазвичай має простий полiномiальний вигляд, а другий — дифузiї
вздовж осi r. У таких системах далеко вiд рiвноваги виникають нестiй-
костi, якi зручно вивчати методами теорiї бiфуркацiй. Якщо включити
дифузiю, то рiвняння для брюсселятора набудуть такого вигляду:

∂X

∂t
= A+X2Y −BX −X +DX

∂2X

∂r2
, (5.83)

∂Y

∂t
= BX −X2Y +DY

∂2Y

∂r2
. (5.84)

Зауважимо, що втрата стiйкости може вiдбуватися по-рiзному. Якщо
дисперсiйне рiвняння має два комплексно-спряжених коренi, дiйснi час-
тини яких у деякiй точцi перетворюються на нуль, то це зумовлює вини-
кнення граничного циклу. У лiтературних джерелах її часто називають
бiфуркацiєю Хопфа. Якщо маємо два дiйсних коренi, один з яких у
деякiй критичнiй точцi стає додатним, то у такiй ситуацiї виникають
неоднорiднi стацiонарнi стани. Її називають бiфуркацiєю Тьюрiнга. У
загальному виглядi це може бути система диференцiальних рiвнянь у
частинних похiдних вигляду

∂X

∂t
= v(X, Y ) +DX

∂2X

∂r2
, (5.85)

∂Y

∂t
= −v(X, Y ) +DY

∂2Y

∂r2
. (5.86)
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Згiдно з розробленою вище теорiєю умова (5.82) дає можливiсть до-
слiджувати досить загальнi крайовi задачi. Покажемо на прикладi од-
нiєї системи дифузiйних рiвнянь, як її записати в операторному виглядi,
до якого можна застосовувати отриманi теореми.

5. Нехай маємо систему рiвнянь типу (5.83), (5.84) вигляду

∂x(t, r)

∂t
= (Dx

∂2

∂r2
− 1)x(t, r), (5.87)

∂y(t, r)

∂t
= Dy

∂2

∂r2
y(t, r) + εx2(t, r)y(t, r), (5.88)

x(t, 0) = x(t, 2π), xt(t, 0) = xt(t, 2π),

y(t, 0) = y(t, 2π), yt(t, 0) = yt(t, 2π), (5.89)

l1x(·, r) = x(1, r)− x(0, r) = α1(r),

l2y(·, r) = y(1, r)− y(0, r) = α2(r). (5.90)

Вводячи вектор z = (x, y)T , задачу можна записати у виглядi (5.81),

(5.82):
dz(t, ε)

dt
= Az(t, ε) + εR(z(t, ε))

lz(·) = α,

де крайова умова (5.82) є такою:

lz(·) = (l1x(·), l2y(·)), α = (α1, α2),

а оператор A:

A =

(
Dx

∂2

∂r2
− 1 0

0 Dy
∂2

∂r2

)
визначається разом iз крайовими умовами (5.89). Для нього вiдомо ево-

люцiйний оператор, i можна повнiстю дослiдити розв’язнiсть такої кра-
йової задачi у вiдповiдних просторах за запропонованою вище схемою.
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