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ÀÍÎÒÀÖIß

Îñèï÷óê Ì.Ì. Ñèìåòðè÷íi ñòiéêi âèïàäêîâi ïðîöåñè òà ¨õ ïåðåòâî-

ðåííÿ. � Ðóêîïèñ.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ äîêòîðà ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ

íàóê çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.01.05 � �Òåîðiÿ éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íà ñòà-

òèñòèêà�, 111 � �Ìàòåìàòèêà�. � ÄÂÍÇ �Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíi-

âåðñèòåò iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà�, Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, � Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè

ÍÀÍ Óêðà¨íè, Êè¨â, 2019.

Äèñåðòàöiþ ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ ñèìåòðè÷íèõ α-ñòiéêèõ âèïàäêîâèõ

ïðîöåñiâ â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði òà ïîâ'ÿçàíèõ ç íèìè ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü ïàðàáîëi÷íîãî òèïó. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ, â îñíîâíîìó, âèïàäîê 1 < α < 2.

Òàêi ïðîöåñè ¹ ïðîöåñàìè Ìàðêîâà i âiäïîâiäíå ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíå ðiâ-

íÿííÿ ¹ ëiíiéíèì òà ìiñòèòü îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó çà

÷àñîâîþ çìiííîþ òà ãåíåðàòîð (òâiðíèé îïåðàòîð) ñèìåòðè÷íîãî α-ñòiéêîãî

âèïàäêîâîãî ïðîöåñó, ùî ¹ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèì îïåðàòîðîì ïîðÿäêó α çà

ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ. Ïðè α = 2 ñèìåòðè÷íèé α-ñòiéêèé âèïàäêîâèé ïðîöåñ

¹ ïðîöåñîì áðîóíiâñüêîãî ðóõó. Ðîçâ'ÿçàíi òàêîæ äåÿêi çàäà÷i äëÿ ïðîöåñó

áðîóíiâñüêîãî ðóõó òà äëÿ ïîâ'ÿçàíèõ ç íèì äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ.

Îñíîâíà ÷àñòèíà äèñåðòàöi¨ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, ï'ÿòè ðîçäiëiâ, âèñíîâ-

êiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë òà äîäàòêó çi ñïèñêîì ïóáëiêàöié àâòîðà çà

òåìîþ äèñåðòàöi¨ òà âiäîìîñòÿìè ïðî àïðîáàöiþ ¨¨ ðåçóëüòàòiâ.

Ïåðøèé ðîçäië äèñåðòàöi¨ òðàäèöiéíî ïðèñâÿ÷åíèé îãëÿäó âiäîìèõ ðåçóëü-

òàòiâ, ùî ñòîñóþòüñÿ ¨¨ òåìàòèêè. Òóò æå ââåäåíi îñíîâíi ïîíÿòòÿ òà äîâåäåíî

êiëüêà äîïîìiæíèõ òâåðäæåíü.

Â äðóãîìó ðîçäiëi äëÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïàðàáîëi÷íîãî òè-

ïó ïîâ'ÿçàíèõ iç ñèìåòðè÷íèìè α-ñòiéêèìè âèïàäêîâèìè ïðîöåñàìè ïîáóäî-

âàíî äåÿêó âåðñiþ òåîði¨ ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó. Öåíòðàëüíîþ òî÷êîþ

öi¹¨ òåîði¨ ¹ àíàëîã êëàñè÷íî¨ òåîðåìè ïðî ñòðèáîê êîíîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨
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ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó. Àíàëîãîì ãðàäi¹íòà â öié òåîði¨ âèñòóïà¹ äåÿêèé

âåêòîðíîçíà÷íèé ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð ïîðÿäêó α− 1 (äðîáîâèé

ãðàäi¹íò). Âií ïîâ'ÿçàíèé ç ãåíåðàòîðîì âiäïîâiäíîãî α-ñòiéêîãî âèïàäêîâîãî

ïðîöåñó òàêèì æå ÷èíîì, ÿê â êëàñè÷íié òåîði¨ ãðàäi¹íò ïîâ'ÿçàíèé ç îïåðà-

òîðîì Ëàïëàñà. Çîêðåìà âñòàíîâëåíî, ùî ó âèïàäêó, êîëè íîñié ïîòåíöiàëó

¹ ãiïåðïëîùèíîþ ÷è îáìåæåíîþ çàìêíåíîþ ïîâåðõíåþ ç ãåëüäåðîâîþ íîðìà-

ëëþ, à ãóñòèíà éîãî ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ, àáñîëþòíî îáìåæåíîþ çâåðõó

ôóíêöi¹þ Ct−β çi ñòàëèìè C > 0, β < 1, ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó iñíó¹, ¹

íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ òà çàäîâîëüíÿ¹ çãàäàíå ðiâíÿííÿ â êîæíié îáëàñòi, ùî

íå ìiñòèòü òî÷îê ïîâåðõíi-íîñiÿ. Ïðîåêöiÿ íà íîðìàëü äî ïîâåðõíi ðåçóëüòàòó

äi¨ äðîáîâîãî ãðàäi¹íòà çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ ìà¹ ðîçðèâ òèïó ñòðèáêà ó

âiäïîâiäíié òî÷öi ïîâåðõíi. Âåëè÷èíà öüîãî ñòðèáêà âèçíà÷à¹òüñÿ çíà÷åííÿì

ãóñòèíè ïîòåíöiàëó â öié òî÷öi. Ïðÿìå çíà÷åííÿ ïðîåêöi¨ íà íîðìàëü äî ïî-

âåðõíi ðåçóëüòàòó äi¨ äðîáîâîãî ãðàäi¹íòà çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ â òî÷êàõ

ïîâåðõíi iñíó¹, ïðè÷îìó, ó âèïàäêó ãiïåðïëîùèíè, òîòîæíî ðiâíå íóëþ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðiþ ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó, ïîáóäîâàíi ôóíäàìåí-

òàëüíi ðîçâ'ÿçêè äðóãî¨ òà òðåòüî¨ ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ïñåâäîäè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïàðàáîëi÷íîãî òèïó ïîâ'ÿçàíèõ iç ñèìåòðè÷íèìè α-

ñòiéêèìè âèïàäêîâèìè ïðîöåñàìè. Ãðàíè÷íi óìîâè â öèõ çàäà÷àõ ñòàâëÿòüñÿ

íà äåÿêié ïîâåðõíi (ãiïåðïëîùèíà àáî æ îáìåæåíà çàìêíåíà ïîâåðõíÿ ç ãåëü-

äåðîâîþ íîðìàëëþ). Öi óìîâè ïîâ'ÿçóþòü çíà÷åííÿ îäíîñòîðîííiõ ãðàíèöü

ïðîåêöi¨ íà íîðìàëü äî ïîâåðõíi ðåçóëüòàòó äi¨ äðîáîâîãî ãðàäi¹íòà çà ïðîñòî-

ðîâîþ çìiííîþ íà ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ òà, ó âèïàäêó òðåòüî¨ çàäà÷i, çíà÷åííÿ

öüîãî ðîçâ'ÿçêó â äàíié òî÷öi ïîâåðõíi. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî â îêðåìèõ âèïàä-

êàõ öi ôóíäàìåíòàëüíi ðîçâ'ÿçêè ¹ íåâiä'¹ìíèìè i âèçíà÷àþòü äåÿêi ïðîöåñè

Ìàðêîâà � ïåâíi ïåðåòâîðåííÿ ïî÷àòêîâîãî α-ñòiéêîãî ïðîöåñó. Íàïðèêëàä,

âèïàäêîâèé ïðîöåñ â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði ïîáóäîâàíèé òàêèì ÷èíîì, ùî âií

îïèñó¹ α-ñòiéêèé ðóõ ó öüîìó ïðîñòîði ç ëèïêîþ ìåìáðàíîþ, ðîçòàøîâàíîþ

íà äàíié ïîâåðõíi. Â iíøèõ ñèòóàöiÿõ ïîáóäîâàíi ôóíäàìåíòàëüíi ðîçâ'ÿçêè,
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÷åðåç ¨õ ìîæëèâi âiä'¹ìíi çíà÷åííÿ, íå âèçíà÷àþòü æîäíîãî âèïàäêîâîãî ïðî-

öåñó, à ëèøå �ïñåâäîïðîöåñè�.

Çàâåðøóþòü öåé ðîçäië ðåçóëüòàòè äëÿ ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà çà ÷àñîâîþ

çìiííîþ ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó ç îáìåæåíîþ ãóñòèíîþ. À ñàìå, âñòàíîâ-

ëåíî âëàñòèâîñòi òàêîãî ïåðåòâîðåííÿ àíàëîãi÷íi âëàñòèâîñòÿì ñàìîãî ïîòåí-

öiàëó: çîáðàæåííÿ ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ; çàäî-

âîëüíÿ¹ âiäïîâiäíå ðiâíÿííÿ äëÿ ïåðåòâîðåíü Ëàïëàñà çà ÷àñîâîþ çìiííîþ;

ñïðàâäæó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ òåîðåìè ïðî ñòðèáîê. Âèêîðèñòîâóþ÷è öi ðåçóëü-

òàòè, ç äîïîìîãîþ äåÿêî¨ âèïàäêîâî¨ çàìiíè ÷àñó ïîáóäîâàíî ïðîöåñ Ìàðêîâà,

ÿêèé ìîäåëþ¹ âïëèâ ëèïó÷î¨ ìåìáðàíè íà ñèìåòðè÷íèé α-ñòiéêèé âèïàäêî-

âèé ïðîöåñ.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi ãåíåðàòîð α-ñòiéêîãî ïðîöåñó àäèòèâíî çáóðþ¹òüñÿ

äðîáîâèì ãðàäi¹íòîì, ïîìíîæåíèì íà çàäàíå âåêòîðíå ïîëå, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ

äåÿêîþ âèìiðíîþ ôóíêöi¹þ. Ðîçãëÿíóòî âèïàäêè, êîëè öÿ ôóíêöiÿ iíòåãðîâ-

íà â äåÿêîìó äîñèòü âåëèêîìó ñòåïåíi, àáî îáìåæåíà, àáî æ óçàãàëüíåíà òèïó

äåëüòà-ôóíêöi¨ íà ïîâåðõíi. Â îñòàííüîìó âèïàäêó ïîâåðõíÿ ìîæå áóòè àáî

ãiïåðïëîùèíîþ, àáî æ îáìåæåíîþ çàìêíåíîþ ïîâåðõíåþ ç ãåëüäåðîâîþ íîð-

ìàëëþ. Ïîáóäîâàíî âiäïîâiäíi íàïiâãðóïè îïåðàòîðiâ íà ïðîñòîði íåïåðåðâ-

íèõ îáìåæåíèõ ôóíêöié, ÿêi, ìiæ iíøèì, íå âèçíà÷àþòü æîäíîãî ïðîöåñó

Ìàðêîâà, îñêiëüêè íå çáåðiãàþòü iíâàðiàíòíèì êîíóñ íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié. Ó

âèïàäêó ñòàëîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ çíàéäåíî ÿâíèé âèãëÿä (ç òî÷íiñòþ äî ií-

òåãðàëó) ÿäðà öi¹¨ íàïiâãðóïè. Öå äàëî çìîãó ïîáà÷èòè ìîæëèâiñòü âiä'¹ìíèõ

çíà÷åíü ó ÿäðà íàïiâãðóïè. Ñëiä çàóâàæèòè, ùî â ãðàíè÷íîìó âèïàäêó, α = 2,

äåÿêi ç öèõ ïåðåòâîðåíü ïðèâîäÿòü äî ïðîöåñiâ Ìàðêîâà, íàïðèêëàä, àñèìå-

òðè÷íîãî âiíåðîâîãî ïðîöåñó (êîñîãî áðîóíiâñüêîãî ðóõó) íà äiéñíié ïðÿìié i

äåÿêèõ éîãî áàãàòîâèìiðíèõ àíàëîãiâ.

×åòâåðòèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé äîñëiäæåííþ äåÿêèõ îäíîâèìiðíèõ ïðîöå-

ñiâ Ìàðêîâà, ïîâ'ÿçàíèõ iç ñèìåòðè÷íèì α-ñòiéêèì ïðîöåñîì x(t). Ìîâà éäå

ïðî ïðîöåñè óòâîðåíi ç α-ñòiéêîãî ïðîöåñó óáèâàííÿì éîãî â ìîìåíòè ïåð-
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øîãî âèõîäó çi ñòàðòîâî¨ ïiâîñi òà â ìîìåíò ïåðøîãî ïîïàäàííÿ â ïî÷àòîê

êîîðäèíàò. Ó âèïàäêó α = 2 òàêi ïðîöåñè îäíàêîâi i ìàþòü ùiëüíiñòü éìîâið-

íîñòi ïåðåõîäó, ùî çàäà¹òüñÿ âèðàçîì òèïó g(t, x, y)−g(t,−|x|, |y|), äå ôóíêöiÿ

g ¹ ùiëüíiñòþ éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó ñèìåòðè÷íîãî α-ñòiéêîãî ïðîöåñó. Òàêà

ôóíêöiÿ i ó âèïàäêó 1 < α < 2 çàäà¹ äåÿêèé ïðîöåñ Ìàðêîâà x∗(t). Ïðî-

òå, öåé ïðîöåñ íå çáiãà¹òüñÿ iç îïèñàíèìè âèùå òà i öi ïðîöåñè ¹ ðiçíèìè. Â

öüîìó ðîçäiëi îäåðæàíî ðÿä öiêàâèõ ðåçóëüòàòiâ, çîêðåìà, îäåðæàíà ôîðìóëà

äëÿ çîáðàæåííÿ (ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà çà ÷àñîâîþ çìiííîþ) ÿäðà íàïiâãðó-

ïè îïåðàòîðiâ íà ìíîæèíi íåïåðåðâíèõ îáìåæåíèõ ôóíêöié, ùî îäåðæàíà

ïåðåòâîðåííÿì Ôåéíìàíà-Êàöà íàïiâãðóïè ñèìåòðè÷íîãî α-ñòiéêîãî ïðîöåñó

ç ôóíêöiîíàëîì òèïó ëîêàëüíîãî ÷àñó â ïî÷àòêó êîîðäèíàò; çíàéäåíî ïåðå-

òâîðåííÿ Ëàïëàñà ìîìåíòó ïåðøîãî ïîòðàïëÿííÿ ñèìåòðè÷íîãî α-ñòiéêîãî

ïðîöåñó â ïî÷àòîê êîîðäèíàò òà ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó öüîãî ìîìåíòà; çíàéäå-

íà ùiëüíiñòü éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó ïðîöåñó óòâîðåíîãî iç ñèìåòðè÷íîãî α-

ñòiéêîãî ïðîöåñó óáèâàííÿì éîãî â ìîìåíò ïåðøîãî ïîòðàïëÿííÿ â ïî÷àòîê

êîîðäèíàò; çíàéäåíi ôîðìóëè äëÿ ÿäåð ïîòåíöiàëiâ öüîãî ïðîöåñà òà ïðîöå-

ñà x∗(t); âñòàíîâëåíî ðîçïîäië ÷àñó iñíóâàííÿ ïðîöåñó x∗(t); âñòàíîâëåíî, ùî

ïðîöåñè x(t) òà x∗(t) ïðè α = 2 ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ ïåðåòâîðåííÿì òèïó

Ôåéíìàíà-Êàöà, ïðàâäà ç äåÿêîþ óçàãàëüíåíîþ ôóíêöi¹þ, à ïðè 1 < α < 2

¨õ çâ'ÿçîê äåùî ñêëàäíiøèé; çíàéäåíî êîìïåíñàòîð äëÿ ïðîöåñó î÷iêóâàííÿ

çíèêíåííÿ ïðîöåñó x∗(t).

Îñòàííié, ï'ÿòèé, ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé ïåâíèì çàäà÷àì äëÿ âiíåðîâîãî ïðî-

öåñó (âèïàäîê α = 2) àáî äëÿ áiëüø çàãàëüíèõ äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ.

Ïåðøèé òèï öèõ çàäà÷ ñòîñó¹òüñÿ ãðàíè÷íî¨ ïîâåäiíêè ïîñëiäîâíîñòi îäíî-

âèìiðíèõ äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ ç ëîêàëüíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè: êîåôiöi¹íòà-

ïìè ïåðåíîñó an(x) = na(nx) òà äèôóçi¨ bn(x) = b(nx) ç äåÿêèìè çàäàíèìè

ôóíêöiÿìè a i b. Ïðè öüîìó ëîêàëüíi õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåñiâ ðîçãëÿíóòèõ

ïîñëiäîâíîñòåé íå çáiãàþòüñÿ äî âiäïîâiäíèõ õàðàêòåðèñòèê ãðàíè÷íèõ ïðî-

öåñiâ. Çîêðåìà, çíàéäåíî ãðàíè÷íèé ðîçïîäië ëîêàëüíèõ ÷àñiâ â ïî÷àòêó êî-
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îðäèíàò öèõ ïðîöåñiâ; ðîçâ'ÿçàíà çàäà÷à ïðî ãðàíè÷íèé ðîçïîäië êiëüêîñòåé

ïåðåòèíó ïåâíîãî ðiâíÿ öi¹þ ïîñëiäîâíiñòþ äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ ïðè äîäàêó-

îâié óìîâi ïåðiîäè÷íîñòi ôóíêöié a i b.

Iíøèé êëàñ çàäà÷, ðîçãëÿíóòèõ â öüîìó ðîçäiëi, ñòîñó¹òüñÿ äåÿêèõ åêñòðå-

ìàëüíèõ çàäà÷ äëÿ îäíîâèìiðíîãî âiíåðîâîãî ïðîöåñó. À ñàìå, ðîçâ'ÿçàíi åêñ-

òðåìàëüíi çàäà÷i, ùî ïîëÿãàþòü ó ïîáóäîâi ïåðåíîñiâ (ñòðàòåãié) äëÿ äàíîãî

âiíåðîâîãî ïðîöåñó, çà óìîâè ìàêñèìiçàöi¨ (â ïåâíîìó ðîçóìiííi) ëîêàëüíîãî

÷àñó â ïî÷àòêó êîîðäèíàò ÷è ìiíiìiçàöi¨ ÷àñó ïåðøîãî ïîòðàïëÿííÿ â ïî÷àòîê

êîîðäèíàò. Êîæíîãî ðàçó ðîçãëÿäàþòüñÿ ïåðåòâîðåííÿ Ãiðñàíîâà ïî÷àòêîâî¨

éìîâiðíiñíî¨ ìiðè, ÿêi ïðèâîäÿòü äî ïðîöåñiâ, ùî ìàêñèìiçóþòü (÷è ìiíiìi-

çóþòü) âiäïîâiäíi öiëüîâi ôóíêiîíàëè. Âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ íåìàðêiâñüêî¨

îïòèìàëüíî¨ ñòðàòåãi¨ â çàäà÷i ìàêñèìiçàöi¨ ëîêàëüíîãî ÷àñó. Ðîçãëÿíóòî äå-

ÿêi ìàðêiâñüêi ñòðàòåãi¨ áëèçüêi äî îïòèìàëüíî¨. Â çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨ ÷àñó

ïåðøîãî ïîòðàïëÿííÿ â ïî÷àòîê êîîðäèíàò çíàéäåíî ëîêàëüíó îïòèìàëüíó

ñòðàòåãiþ òà ãëîáàëüíó ε-îïòèìàëüíó ñòðàòåãiþ.

Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ìàþòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Âîíè ìî-

æóòü çíàéòè ñâî¹ çàñòîñóâàííÿ â òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ, â òåîði¨ ïñåâ-

äîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, â äîñëiäæåííÿõ ñòîõàñòè÷íèõ ìîäåëåé ïðèðî-

äíè÷èõ òà ñîöiàëüíî-åêîíîìi÷íèõ ÿâèù. Çîêðåìà, ðîçðîáëåíà òåîðiÿ ïîòåí-

öiàëiâ ïðîñòîãî øàðó äîçâîëÿ¹ ðîçâ'ÿçóâàòè äåÿêi ïî÷àòêîâî-êðàéîâi çàäà÷i

äëÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïàðàáîëi÷íîãî òèïó; ðåçóëüòàòè çáóðåíü

ñèìåòðè÷èõ α-ñòiéêèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ñïîíóêàþòü äî äîñëiäæåíü òàêèõ

îá'¹êòiâ, ÿê �ïñåâäîïðîöåñè�.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ñèìåòðè÷íèé α-ñòiéêèé âèïàäêîâèé ïðîöåñ, âiíåðiâ ïðî-

öåñ, äèôóçiéíèé ïðîöåñ, iíôiíiòåçèìàëüíèé îïåðàòîð, ðåçîëüâåíòà, ëîêàëü-

íèé ÷àñ, ôîðìóëà Ôåéíìàíà-Êàöà, ðiâíÿííÿ çáóðåííÿ, âèïàäêîâà çàìiíà ÷àñó,

ïñåâäîïðîöåñ, ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð, ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíå ðiâ-

íÿííÿ ïàðàáîëi÷íîãî òèïó, ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó, çàäà÷à Êîøi, ïî÷àòêîâî-

êðàéîâà çàäà÷à.
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ABSTRACT

Osypchuk M.M. Symmetric stable stochastic processes and their trans-

formations. � Manuscript.

Thesis for a Doctor Degree in Physical and Mathematical Sciences on Speciali-

ty 01.01.05 � �Probability theory and mathematical statistics�, 111 � �Mathemati-

cs�. � Vasyl Stefanyk Precarpathian National University, Ivano-Frankivsk, � Insti-

tute of Mathematics of National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2019.

The thesis is devoted to investigating symmetric α-stable stochastic processes

in Euclidean space associated with some class of pseudo-di�erential equations of

parabolic type. Mainly, the case of 1 < α < 2 is considered. Such processes are

Markov processes and the corresponding pseudo-di�erential equations are linear

and contain the �rst-order di�erential operator with respect to the time variable

and the generator of the symmetric α-stable stochastic process that is a pseudo-

di�erential operator of the order α with respect to the spatial variable. For α = 2,

a symmetric α-stable stochastic process is a Brownian motion. Some problems for

the Brownian motion and related di�usion processes are also solved.

The main part of the thesis consists of an introduction, �ve chapters, conclusi-

ons, and a list of references. They are followed by an appendix which lists the

author's publications and information about the approbation of thesis results.

The �rst chapter of the thesis is traditionally devoted to the review of well-

known results relating to its subject matter. Here the basic concepts are introduced

and several assertions are proved.

In the second chapter, a version of the theory of single-layer potential is

constructed for pseudo-di�erential equations of a parabolic type related to symmetric

α-stable stochastic processes. The central point of that theory is the result bei-

ng an analogy to the classical theorem on the jump of the conormal derivative

of a single-layer potential. An analog of the gradient in this theory is a certain

vector-valued pseudo-di�erential operator of the order α−1 (fractional gradient).
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It is connected with the generator of a corresponding α-stable stochastic process

in the same way as the gradient is associated with the Laplace operator in the

classical theory. In particular, it has been found that in the case when the potenti-

al carrier is a hyperplane or a bounded closed surface with a H�older continuous

normal vector and its density is a continuous function that is absolutely bounded

above by the function Ct−β with some constants C > 0, β < 1, the single-layer

potential exists, it is a continuous function and satis�es the above equation in each

region that does not contain points of the potential carrier surface. A projection

of the action result of a fractional gradient with respect to the spatial variable on

a surface normal vector has a gap of a jump type at the corresponding point of

the surface. The value of this jump is determined by the value of the density of

the potential at this point. The direct value of the projection of the action result

of a fractional gradient with respect to the spatial variable on a surface normal

vector at the surface points exists, and, in the case of a hyperplane, it identically

equals to zero.

Making use the theory of single-layer potential, fundamental solutions of the

second and the third initial boundary-value problems for the pseudo-di�erential

equations of a parabolic type associated with the symmetric α-stable stochastic

processes are constructed. The boundary conditions in these problems are formulated

on some surface (an hyperplane or a bounded closed surface with a H�older conti-

nuous normal vector). These conditions associate the values of the one-sided limits

of the projection of the action result of a fractional gradient with respect to the

spatial variable on a surface normal vector on the solution of the equation and,

in the case of the third problem, the value of this solution at this point of the

surface.

It turns out that in some cases those fundamental solutions are non-negative

and they determine some Markov processes being certain transformations of a

starting α-stable process. For example, the fundamental solution of a symmetric

third initial boundary-value problem is transition probability density of a Markov
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process created by the Feynman-Kac transformation. In others situations the

constructed fundamental solutions do not determine any stochastic process but

only �pseudo-process�, because they have negative values.

This chapter concludes the results for the Laplace transform with respect to

the time variable of the single-layer potential with a bounded density. Namely, the

properties of such transformation are similar to those of the very potential: the

Laplace transform of the single-layer potential is a continuous function; it satis�es

the corresponding equation for Laplace transforms with respect to a time variable;

the assertion of the jump theorem is true. Using these results, with the help of

some random time replacement, a Markov process is constructed that simulates

the e�ect of a sticky membrane on a symmetric α-stable stochastic process.

In the third chapter, the generator of an α-stable process is perturbed addi-

tively with a fractional gradient multiplied by a given vector �eld determined by

some measurable function. Cases are considered when this function is integrable

in some su�ciently high degree or bounded or even a generalized function of

delta function type on the surface. In the latter case, the surface may be either a

hyperplane or a bounded closed surface with a H�older continuous normal vector.

The corresponding semigroups of operators on the space of continuous bounded

functions are constructed, which, incidentally, do not de�ne any Markov process,

since they do not preserve the cone of non-negative functions by invariant. In the

case of a constant vector �eld, an explicit (up to integral) representation of this

semigroup's kernel has been found. This enabled us to see the presence of negative

values in the semigroup's kernel. It should be remarked that in the limit case of

α = 2, some of those transformations lead us to Markov processes, for example, a

skew Brownian motion on a real line and some multidimensional analogues of it.

The fourth chapter is devoted to the study of some one-dimensional Markov

processes associated with a symmetric α-stable process x(t). These are processes

formed from the α-stable process by killing it at the moments of the �rst exit

from the starting half-axis and at the moment of the �rst hit at the origin. In
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the case of α = 2, these processes are identical and they have the transition

probability density given by the expression g(t, x, y) − g(t,−|x|, |y|), where the

function g is the transition probability density of the symmetric α-stable process.

This function speci�es some Markov process x∗(t) in the case 1 < α < 2 as

well. However, this process does not coincide with the ones described above and

those processes are di�erent. A series of interesting results has been obtained in

this chapter, in particular: the formula for the Laplace transform with respect

to time variable has been obtained for the semigroup of operators on the set of

continuous bounded functions constructed by the Feynman-Kac transformation

of a symmetric α-stable process with functional of a local time type at the origin;

the Laplace transform of the �rst hit at the origin time of a symmetric α-stable

process and the distribution density of this time have been found; the transition

probability density of the process formed from the symmetric α-stable process by

killing it at the moment of the �rst hit at the origin has been found; formulas for

the potentials kernel of this process and of the process x∗(t) have been established;

the distribution of the life time of the process x∗(t) has been found; it is established

that the processes x(t) and x∗(t) for α = 2 are connected by a Feynman-Kac

type transformation, with some generalized function, and for 1 < α < 2 their

connection is somewhat more complex; a compensator for the process of waiting

for the disappearance of the process x∗(t) has been found.

The last, �fth, chapter is devoted to some problems for Brownian motion (the

case of α = 2) or more general di�usion processes. The �rst type of these problems

relates to the boundary behavior of the sequence of one-dimensional di�usion

processes with local characteristics: the drift coe�cients an(x) = na(nx) and the

di�usion coe�cients bn(x) = b(nx) with some given functions a and b. In this

case, the local characteristics of the processes of the considered sequences do not

converge to the corresponding characteristics of the limit process. In particular,

the limit distribution of local time at the origin of these processes has been found;

the problem of the limit behavior of the crossings number of a �xed level by this
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sequence of di�usion processes has been solved with the additional condition for

the periodicity of the functions a and b.

Another class of problems considered in this chapter relates to some extremum

problems for a one-dimensional Brownian motion. Namely, the extremum problems

which consist in constructing of drifts (strategies) for a given Brownian motion

have been solved, subject to the maximization (in a certain sense) of the local time

at the origin or minimization of the time of the �rst hit at the origin. Each time

we consider the Girsanov transforms of the initial probability measure, which lead

to process that maximizes (or minimizes) the corresponding target function. The

existence of a non-Markov optimal strategy in the problem of maximizing local

time has been established. Some Markov strategies neared to optimal one have

been considered. The local optimal strategy and the global ε-optimal strategy

have been found in the problem of minimizing of the time of the �rst hit at the

origin.

Thesis is a theoretical investigation. Its results and the method for the obtaini-

ng of these results can be used in the theory of stochastic processes, in the theory

of pseudo-di�erential equations, the stochastic models studying of natural and

socioeconomic phenomena. In particular, the constructed theory of single-layer

potentials allows us to solve some initial-boundary value problems for pseudo-

di�erential equations of a parabolic type; the results of perturbations of symmetric

α-stable stochastic processes are induced to investigate such objects as �pseudo-

processes�.

Keywords : symmetric α-stable stochastic process, Wiener process, di�usion

process, generator, resolvent, local time, Feynman-Kac formula, perturbation equa-

tions, random change of time, pseudo-process, pseudo-di�erential operator, pseudo-

di�erential parabolic type equation, simple-layer potential, Cauchy problem, initial-

boundary value problem.
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Âñòóï

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ðîçðîáëåíî òåîðiþ ïîòåíöià-

ëiâ ïðîñòîãî øàðó äëÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïàðàáîëi÷íîãî òèïó

àñîöiéîâàíèõ iç ñèìåòðè÷íèìè ñòiéêèìè âèïàäêîâèìè ïðîöåñàìè. Ñèìåòðè÷íi

ñòiéêi âèïàäêîâi ïðîöåñè â òåîði¨ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïàðàáîëi-

÷íîãî òèïó âiäiãðàþòü òó æ ðîëü, ùî âiíåðiâ ïðîöåñ ÷è ïðîöåñ áðîóíiâñüêîãî

ðóõó â êëàñè÷íié òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè

ïàðàáîëi÷íîãî òèïó òà òåîði¨ ïîòåíöiàëiâ äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü. Ó çâ'ÿçêó ç öèì

âèâ÷åííÿ ñèìåòðè÷íèõ ñòiéêèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ¹ äîñèòü âàæëèâîþ çà-

äà÷åþ.

Â òåîði¨ äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ ïåðåòâîðåííÿ âiíåðîâîãî ïðîöåñó (÷è áiëüø

çàãàëüíîãî ïðîöåñó) ç äîïîìîãîþ, â ïåðøó ÷åðãó, çáóðåíü éîãî îïåðàòîðîì

ãðàäi¹íòà äîìíîæåíîãî íà äåÿêå âåêòîðíå ïîëå äîçâîëÿ¹ áóäóâàòè ìîäåëi ïðî-

öåñiâ, ùî ïåðåáóâàþòü ïiä âïëèâîì òàêèõ ïîëiâ. Òîìó çáóðåííÿ ñèìåòðè÷íîãî

ñòiéêîãî ïðîöåñó îïåðàòîðîì, ÿêèé âiäiãðà¹ ðîëü ãðàäi¹íòà â êëàñè÷íié òåî-

ði¨, âiäêðèâà¹ íîâi ìîæëèâîñòi äëÿ çàñòîñóâàííÿ âiäïîâiäíèõ ðåçóëüòàòiâ äî

ïîáóäîâè ðîç'ÿçêiâ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïàðàáîëi÷íîãî òèïó. Äî-

ñëiäæåííÿ ðåçóëüòàòiâ òàêèõ çáóðåíü ç îãëÿäó íà ¨õ âiäìiííiñòü âiä êëàñè÷íèõ

âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ¹ àêòóàëüíèì çàâäàííÿì.

Íå äèâëÿ÷èñü íà äîñèòü äîâãó iñòîðiþ äîñëiäæåíü ñòiéêèõ âèïàäêîâèõ

ïðîöåñiâ çàëèøà¹òüñÿ ùå áàãàòî ïèòàíü ñòîñîâíî ¨õ âëàñòèâîñòåé, îñîáëèâî,

¨õ âiäìiííiñòü âiä âiíåðîâîãî ïðîöåñó, ùî ¹ ñèìåòðè÷íèì ñòiéêèì ïðîöåñîì ç

ãðàíè÷íî ìîæëèâèì çíà÷åííÿì ïîêàçíèêà òàêîãî ïðîöåñó.

Âñi öi ïèòàííÿ òi¹þ ÷è iíøîþ ìiðîþ ðîçãëÿíóòi â äèñåðòàöi¨.
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Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Äîñëi-

äæåííÿ, ùî ñêëàäàþòü îñíîâó äèñåðòàöi¨, ïðîâîäèëèñü íà êàôåäðàõ ñòàòèñòè-

êè i âèùî¨ ìàòåìàòèêè òà ìàòåìàòè÷íîãî i ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó ÄÂÍÇ

�Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà� â ðàì-

êàõ íàóêîâî-äîñëiäíèõ òåì �Éìîâiðíiñíi òà ñòàòèñòè÷íi ìåòîäè äîñëiäæåíü�

(íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0109U008940), �Àíàëiòè÷íi òà ñòàòèñòè÷íi ìåòîäè

â ìîäåëþâàííi ïðîöåñiâ i ñèñòåì� (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0115U007236).

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ äîñëi-

äæåííÿ ñèìåòðè÷íèõ ñòiéêèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ó ¨õ çâ'ÿçêó ç ïñåâäîäèôå-

ðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè ïàðàáîëi÷íîãî òèïó òà âëàñòèâîñòåé ïåðåòâîðåíü

òàêèõ ïðîöåñiâ.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ñèìåòðè÷íi ñòiéêi âèïàäêîâi ïðîöåñè òà ïñåâäî-

äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ïàðàáîëi÷íîãî òèïó.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ âëàñòèâîñòi ñèìåòðè÷íèõ ñòiéêèõ âèïàäêîâèõ

ïðîöåñiâ òà ¨õ ïåðåòâîðåíü, ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ

ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïàðàáîëi÷íîãî òèïó.

Çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ ïîëÿãàþòü ó ðîçâèíåííi òåîði¨ ïîòåíöiàëiâ äëÿ ïñåâ-

äîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïàðàáîëi÷íîãî òèïó, àñîöiéîâàíèõ iç ñèìåòðè÷íè-

ìè ñòiéêèìè âèïàäêîâèìè ïðîöåñàìè, ïîáóäîâi ïåðåòâîðåíü ñèìåòðè÷íèõ ñòié-

êèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ïîâ'ÿçàíèõ iç çáóðåííÿì ¨õ iíôiíiòåçèìàëüíèõ îïå-

ðàòîðiâ, âèâ÷åííi âëàñòèâîñòåé ñèìåòðè÷íèõ ñòiéêèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ïîñòàâëåíèõ çàäà÷ â äèñåðòàöi¨

âèêîðèñòîâóþòüñÿ ìåòîäè òåîði¨ éìîâiðíîñòåé, òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ,

òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ìàòåìàòè÷íîãî i ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó,

òåîði¨ ìiðè.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Óñi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨,

ÿêi âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, ¹ íîâèìè. Ó ðîáîòi âïåðøå îòðèìàíî íàñòóïíi ðå-

çóëüòàòè:
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� ïîáóäîâàíî òåîðiþ ïîòåíöiàëiâ ïðîñòîãî øàðó äëÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü ïàðàáîëi÷íîãî òèïó, ïîâ'ÿçàíèõ iç ñèìåòðè÷íèìè α-ñòiéêèìè

(1 < α < 2) âèïàäêîâèìè ïðîöåñàìè, çîêðåìà, äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi

ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó, öåíòðàëüíîþ ç ÿêèõ ¹ òåîðåìà ïðî ñòðèáîê

éîãî êîíîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ ïîðÿäêó α − 1 çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ â

òî÷êàõ ïîâåðõíi-íîñiÿ ïîòåíöiàëó;

� ïîáóäîâàíi ôóíäàìåíòàëüíi ðîçâ'ÿçêè äðóãî¨ òà òðåòüî¨ ïî÷àòêîâî-êðà-

éîâèõ çàäà÷ äëÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïàðàáîëi÷íîãî òèïó,

ïîâ'ÿçàíîãî iç ñèìåòðè÷íèì α-ñòiéêèì âèïàäêîâèì ïðîöåñîì;

� ïîáóäîâàíî àäèòèâíi çáóðåííÿ ãåíåðàòîðà ñèìåòðè÷íîãî α-ñòiéêîãî ïðî-

öåñó ç äîïîìîãîþ îïåðàòîðà ãðàäi¹íòà ïîðÿäêó α− 1 ç ìíîæíèêîì, ùî

¹ âåêòîðíèì ïîëåì, ÿêå çàäà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ ÷è îáìåæåíîþ, ÷è iíòå-

ãðîâíîþ â äåÿêîìó ñòåïåíi, ÷è óçàãàëüíåíîþ òèïó äåëüòà-ôóíêöi¨, òà

äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi âiäïîâiäíèõ íàïiâãðóï ëiíiéíèõ îáìåæåíèõ îïå-

ðàòîðiâ íà ïðîñòîði íåïåðåðâíèõ îáìåæåíèõ ôóíêöié;

� äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi ìîìåíòó ïåðøîãî ïîòðàïëÿííÿ â ïî÷àòîê êîîð-

äèíàò îäíîâèìiðíèì α-ñòiéêèì âèïàäêîâèì ïðîöåñîì òà âèõîäó çi ñòàð-

òîâî¨ ïiâîñi, à òàêîæ äîñëiäæåíî ïðîöåñ, ÿêèé ïðè α = 2 çáiãà¹òüñÿ iç

ñèìåòðè÷íèì α-ñòiéêèì ïðîöåñîì, îáiðâàíèì ó öi ìîìåíòè ÷àñó;

� äîâåäåíî ãðàíè÷íi òåîðåìè äëÿ ðîçïîäiëiâ ëîêàëüíèõ ÷àñiâ â íóëi òà

êiëüêîñòi ïåðåòèíiâ äîâiëüíîãî ðiâíÿ äåÿêîþ ñëàáêî çáiæíîþ ïîñëiäîâ-

íîñòþ äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ;

� ðîçâ'ÿçàíi çàäà÷i ìàêñèìiçàöi¨ ëîêàëüíîãî ÷àñó â íóëi òà ìiíiìiçàöi¨ ÷àñó

ïîòðàïëÿííÿ â íóëü âiíåðîâîãî ïðîöåñó ç ïåðåíîñîì.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöié-

íî¨ ðîáîòè ìàþòü çäåáiëüøîãî òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Âîíè ìîæóòü áóòè âè-

êîðèñòàíi ó òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ, òåîði¨ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
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íÿíü, â äîñëiäæåííÿõ ñòîõàñòè÷íèõ ìîäåëåé ïðèðîäíè÷èõ òà ñîöiàëüíî-åêî-

íîìi÷íèõ ÿâèù, à òàêîæ â ïåäàãîãi÷íié ïðàêòèöi ïðè ïiäãîòîâöi ôàõiâöiâ çà

ñïåöiàëüíîñòÿìè ãàëóçi çíàíü ìàòåìàòèêà òà ñòàòèñòèêà.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Âñi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨, ÿêi âèíîñÿòüñÿ

íà çàõèñò, îäåðæàíi àâòîðîì ñàìîñòiéíî. Ç ðåçóëüòàòiâ ðîáiò, ùî âèêîíàíi ó

ñïiâàâòîðñòâi, íà çàõèñò âèíîñÿòüñÿ ëèøå ïîëîæåííÿ, ùî îäåðæàíi àâòîðîì

äèñåðòàöi¨.

Â ðîáîòàõ (äèâ. Äîäàòîê À) [1, 5, 6, 8, 11, 12, 15�17] Ì.I. Ïîðòåíêó íàëå-

æèòü ïîñòàíîâêà äåÿêèõ ïðîáëåì òà ÷àñòêîâèé àíàëiç îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Â ðîáîòi [2] Ì.I. Ïîðòåíêó íàëåæèòü iäåÿ çàñòîñóâàííÿ ôîðìóëè Ðîãîçiíà-

Ñïiöåðà. Â ðîáîòi [10] Ã.Ñ. Áiãóí ïîáóäóâàëà ãðàôiêè ùiëüíîñòi, ùî âiäïî-

âiäà¹ çáóðåíié íàïiâãðóïi îïåðàòîðiâ. Âêëàä ñïiâàâòîðiâ â ðåøòè ñïiëüíèõ ç

àâòîðîì äèñåðòàöi¨ ðîáîòàõ ïðèáëèçíî ðiâíîçíà÷íèé. Ðåçóëüòàòè òà îñíîâíi

ïîëîæåííÿ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè â îïóáëiêîâàíèõ ðîáîòàõ âèêëàäåíi â ïîâíî-

ìó îáñÿçi.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ äîïîâiäàëèñü

òà îáãîâîðþâàëèñü íà:

� íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ:

Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨ éìîâiðíî-

ñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó� (Âîðîõòà, 2010 � 2018); Çàñiäàííÿ âiä-

äiëåííÿ ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, 2011); Âñåóêðà-

¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Ïðèêëàäíi çàäà÷i ìàòåìàòèêè�(ßðåì÷å,

2011); Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Àëãåáðà, òîïîëîãiÿ, àíàëiç,

ñòîõàñòèêà�(Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, 2012); Íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ ïðèñâÿ÷åíà

100-ði÷÷þ âiä äíÿ íàðîäæåííÿ Ê. Ì. Ôiøìàíà òà Ì. Ê. Ôàãå (×åðíiâ-

öi, 2015); Stochastic Processes in Abstract Spaces International Conference

(Kyiv, 2015); International V. Skorobohatko mathematical conference (Dro-

gobych, 2015); International Conference on Di�erential Equations, Mathe-
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matical Physics and Applications (Cherkasy, 2017); Modern Stochastics:

Theory and Applications. IV (Kyiv, 2018); International Conference ¾Sto-

chastic Equations, Limit Theorems and Statistics of Stochastic Processes¿,

dedicated to the 100th anniversary of I.I.Gikhman (Kyiv, 2018); VI Âñå-

óêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ iìåíi Á.Â. Âàñèëèøèíà �Íåëiíiéíi ïðî-

áëåìè àíàëiçó� (Iâàíî-Ôðàíêiâñüê � Ìèêóëè÷èí, 2018); Ñó÷àñíi ïðî-

áëåìè ìàòåìàòèêè òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ â ïðèðîäíè÷èõ íàóêàõ i iíôîð-

ìàöiéíèõ òåõíîëîãiÿõ: Ìàòåìàòè÷íà ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ,

ïðèñâÿ÷åíà 50-ði÷÷þ ôàêóëüòåòó ìàòåìàòèêè òà iíôîðìàòèêè ×åðíiâå-

öüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à (×åðíiâöi,

2018); çâiòíi êîíôåðåíöi¨ Ïðèêàðïàòñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó

(2006 � 2018);

� íàóêîâèõ ñåìiíàðàõ:

�×èñëåííÿ Ìàëëÿâåíà� (Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, âiääië òåî-

ði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ, êåðiâíèê Äîðîãîâöåâ À.À.) 5 ÷åðâíÿ 2018, 4 âå-

ðåñíÿ 2018; �Òåîðiÿ éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íà ñòàòèñòèêà� (Êè¨â-

ñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà, êàôåäðà òåî-

ði¨ éìîâiðíîñòåé, ñòàòèñòèêè òà àêòóàðíî¨ ìàòåìàòèêè, êåðiâíèê Ìiøó-

ðà Þ.Ñ.) 24 âåðåñíÿ 2018; ìiæêàôåäðàëüíîìó ñåìiíàði ôàêóëüòåòó ìà-

òåìàòèêè òà iíôîðìàòèêè (Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò

iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà, êåðiâíèê Çàãîðîäíþê À.Â.) 23 òðàâíÿ 2018.

Ïóáëiêàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ âèñâiòëåíi â 21 ñòàòòi, îïóáëiêîâàíèõ â

íàóêîâèõ ïåðiîäè÷íèõ âèäàííÿõ, ç ÿêèõ (äèâ. Äîäàòîê À):

� çàðóáiæíi (ìiæíàðîäíi) âèäàííÿ, âíåñåíi äî íàóêîìåòðè÷íèõ áàç Scopus

i Web of Science � 2 ñòàòòi [1, 2];

� çàðóáiæíi (ìiæíàðîäíi) âèäàííÿ, âíåñåíi äî íàóêîìåòðè÷íî¨ áàçè Scopus

� 2 ñòàòòi [6, 15];
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� âèäàííÿ Óêðà¨íè, âíåñåíi äî íàóêîìåòðè÷íèõ áàç Scopus i Web of Science

� 4 ñòàòòi [5, 8, 18,20];

� âèäàííÿ Óêðà¨íè, âíåñåíi äî íàóêîìåòðè÷íî¨ áàçè Scopus � 3 ñòàòòi

[7, 11,12];

� âèäàííÿ Óêðà¨íè, âíåñåíi äî íàóêîìåòðè÷íî¨ áàçè Web of Science � 1

ñòàòòÿ [3];

� iíøi ôàõîâi âèäàííÿ Óêðà¨íè � 9 ñòàòåé [4, 9, 10,13,14,16,17,19,21];

à òàêîæ â 21 òåçàõ äîïîâiäåé íà íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ òà ñåìiíàðàõ [22�42].

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã ðîáîòè. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç àíîòàöi¨, âñòó-

ïó, ï'ÿòè ðîçäiëiâ, ðîçáèòèõ íà ïiäðîçäiëè, ïóíêòè òà ïiäïóíêòè, âèñíîâêiâ,

ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë, ÿêèé ìiñòèòü 107 íàéìåíóâàíü. Ïîâíèé îáñÿã

ðîáîòè � 329 ñòîðiíîê, â òîìó ÷èñëi 286 ñòîðiíîê îñíîâíîãî òåêñòó.
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Ðîçäië 1

Âèõiäíi ïîëîæåííÿ, îãëÿä ëiòåðàòóðè òà

îñíîâíi íàïðÿìêè äîñëiäæåííÿ.

1.1 Îãëÿä âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ, ÿêi âiäíîñÿòüñÿ äî

òåìàòèêè äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ.

1.1.1 Ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ïîâ'ÿçàíi iç

ñèìåòðè÷íèìè ñòiéêèìè âèïàäêîâèìè ïðîöåñàìè.

Ñèìåòðè÷íîìó α-ñòiéêîìó âèïàäêîâîìó ïðîöåñó (α ∈ (0, 2]) â ñêií÷åííîâè-

ìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rd, ÿê ïðîöåñó Ìàðêîâà âiäïîâiäà¹ ïñåâäîäè-

ôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ïàðàáîëi÷íîãî òèïó
∂

∂t
u = Au ç îïåðàòîðîì A, ùî ¹

ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèì îïåðàòîðîì ïîðÿäêó α çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ. Öåé

îïåðàòîð ¹ ãåíåðàòîðîì âiäïîâiäíî¨ íàïiâãðóïè ëiíiéíèõ îáìåæåíèõ îïåðàòî-

ðiâ â ïðîñòîði íåïåðåðâíèõ îáìåæåíèõ ôóíêöié. Îïåðàòîð A ìà¹ îäíîðiäíèé

ñèìâîë ïîðÿäêó α. Òàêi ðiâíÿííÿ ïðè α ≥ 1 ðîçãëÿäàëèñÿ áàãàòüìà àâòî-

ðàìè. Â ïåðøó ÷åðãó ñëiä çãàäàòè ìîíîãðàôiþ [17], äå ðîçãëÿäàþòüñÿ ìåòî-

äè ðîçâ'ÿçàííÿ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ òà ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ïàðàáîëi÷íîãî òèïó äîñèòü çàãàëüíîãî âèäó. Òàì, çîêðåìà, ïîáóäîâàíi ôóí-

äàìåíòàëüíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ Êîøi äëÿ ïåâíîãî êëàñó ïàðàáîëi÷íèõ ïñåâäî-

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêèé âêëþ÷à¹ â ñåáå íàïèñàíå âèùå ðiâíÿííÿ. Äî-

ñëiäæåíi ïèòàííÿ iñíóâàííÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó, éîãî íåâiä'¹ìíiñòü
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òà äåÿêi iíøi âëàñòèâîñòi. Ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì ïàðàáîëi÷íîãî

òèïó, ùî âiäïîâiäàþòü ïåâíèì êëàñàì âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ïðèñâÿ÷åíî òðè-

òîìíèê [25].

Ïðè ðîçâ'ÿçàííi ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ äðóãîãî ïîðÿäêó ïàðàáîëi÷íîãî òèïó âèðiøàëüíå çíà÷å-

ííÿ ìà¹ òåîðiÿ ïîòåíöiàëiâ. ×iëüíå ìiñöå â íié çàéìàþòü ïîòåíöiàëè ïðîñòîãî

øàðó òà òåîðåìà ïðî ñòðèáîê (êî-)íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ ïîòåíöiàëó ïðîñòî-

ãî øàðó â òî÷êàõ ïîâåðõíi-íîñiÿ ïîòåíöiàëó. Ñàìå âîíà äà¹ çìîãó áóäóâàòè

ðîçâ'ÿçêè ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷ òèïó Íåéìàíà ÷è òðåòüî¨ (çìiøàíî¨) êðà-

éîâî¨ çàäà÷i (äèâ., íàïðèêëàä, [20, 37]). Ñèìåòðè÷íi ñòiéêi âèïàäêîâi ïðîöåñè

âiäiãðàþòü òàêó æ ðîëü â òåîði¨ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïàðàáîëi÷íî-

ãî òèïó òà âiäïîâiäíié òåîði¨ ïîòåíöiàëiâ, ÿê âiíåðiâ ïðîöåñ â òåîði¨ ïàðàáîëi-

÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ äðóãîãî ïîðÿäêó.

1.1.2 Àäèòèâíi çáóðåííÿ iíôiíiòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà

ñèìåòðè÷íîãî ñòiéêîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó

Ïiä àäèòèâíèì çáóðåííÿì iíôiíiòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà ïðîöåñó Ìàðêîâà

ðîçóìi¹ìî äîäàâàííÿ äî íüîãî äåÿêîãî îïåðàòîðà òà ïîáóäîâó âiäïîâiäíî¨ íà-

ïiâãðóïè îïåðàòîðiâ.

Â ëiòåðàòóði çäåáiëüøîãî ðîçãëÿäàþòüñÿ àäèòèâíi çáóðåííÿ îïåðàòîðà A

(iíôiíiòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà ñèìåòðè÷íîãî α-ñòiéêîãî âèïàäêîâîãî ïðîöå-

ñó) ç äîïîìîãîþ îïåðàòîðà âèäó (a(·),∇), äå a � äåÿêà ôóíêöiÿ çi çíà÷åííÿìè

â Rd. Ê. Áîãäàí (K. Bogdan) i Ò. ßêóáîâñüêèé (T. Jakubowski) [12] òà Ò. ßêó-

áîâñüêèé [26] ðîçãëÿäàëè òàêå çáóðåííÿ ç ôóíêöi¹þ, ùî íàëåæèòü äî êëàñó

Êàòî Kα−1
d , Ñ.I. Ïîäîëèííèé i Ì.I. Ïîðòåíêî [91] òà Ì.I. Ïîðòåíêî [93,96,97]

äîñëiäèëè öå çáóðåííÿ ç ôóíêöi¹þ iç Lp. Î.Ì. Êóëèê òà Â.Ï. Êíîïîâà [28]

ïîáóäóâàëè ùiëüíiñòü éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó ïðîöåñó Ìàðêîâà çi çáóðåíèì ãå-

íåðàòîðîì ó âèïàäêó îáìåæåíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ a ïðè 1 < α < 2 òà â

iíøèõ âèïàäêàõ ïðè âèêîíàííi äåÿêèõ äîäàòêîâèõ óìîâ ãëàäêîñòi ôóíêöi¨ a.

É.-Ó. Ëüîáóñ (J.-U.Loebus) i Ì.I. Ïîðòåíêî [42] çáóðþâàëè iíôiíiòåçèìàëü-
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íèé îïåðàòîð îäíîâèìiðíîãî ñèìåòðè÷íîãî α-ñòiéêîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó ç

äîïîìîãîþ äåÿêîãî îïåðàòîðà äèôåðåíöiþâàííÿ ïîðÿäêó α−1 ç êîåôiöi¹íòîì

äåëüòà-ôóíêöi¹þ Äiðàêà ïîìíîæåíîþ íà äåÿêå äiéñíå ÷èñëî. Òàê ïîáóäîâà-

íà íàïiâãðóïà îïåðàòîðiâ âèÿâèëàñü òàêîþ, ùî íå çáåðiãà¹ êîíóñ íåâiä'¹ìíèõ

ôóíêöié. Òîìó ¨é âiäïîâiäà¹ òiëüêè �ïñåâäîïðîöåñ�. Ïñåâäîïðîöåñè ïîâ'ÿçàíi

ç ðiâíÿííÿìè òèïó òåïëîïðîâiäíîñòi äîñëiäæóâàëèñü â ðîáîòàõ Þ.Ë. Äà-

ëåöüêîãî [14], Þ.Ë. Äàëåöüêîãî òà Ñ.Â. Ôîìiíà [15], Ì. Ìiÿìîòî (M. Mi-

yamoto) [45]. Å. Îðñiíãåð (E. Orsingher) òà Ë. Áåãií (L. Beghin) [5] çíàéøëè

ðîçïîäië ëîêàëüíîãî ÷àñó ïñåâäîïðîöåñó ïîâ'ÿçàíîãî ç òåïëîâèì äèôåðåíöi-

àëüíèì ðiâíÿííÿì ïîðÿäêó íå ìåíøîãî, íiæ 2.

1.1.3 Äîñëiäæåííÿ îäíîâèìiðíîãî ñèìåòðè÷íîãî ñòiéêîãî

âèïàäêîâîãî ïðîöåñó.

Â öié ðîáîòi ðîçãëÿäàþòüñÿ çàäà÷i ïîâ'ÿçàíi ç ìîìåíòàìè ïåðøîãî ïîïàäà-

ííÿ â ïî÷àòîê êîîðäèíàò, çìiíè ïiâîñi îäíîâèìiðíèì ñèìåòðè÷íèì ñòiéêèì

âèïàäêîâèì ïðîöåñîì. Ã.Ï. Ìàêêií (H.P. McKean) [44] âñòàíîâèâ, ùî ìîìåíò

ïåðøîãî ïîïàäàííÿ öüîãî ïðîöåñó â íóëü ó âèïàäêó 1 < α ≤ 2 ñêií÷åííèé

ç éìîâiðíiñòþ 1. Âàðòî çàóâàæèòè, ùî öåé ìîìåíò çóïèíêè ñèìåòðè÷íîãî

ñòiéêîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó ñëóãóâàâ îá'¹êòîì äîñëiäæåíü â áàãàòüîõ ðîáî-

òàõ (äèâ., íàïðèêëàä, [6, 36, 38, 90, 103, 107]). Ðîçïîäië ìîìåíòó ÷àñó ïåðøîãî

ïîïàäàííÿ ïðîöåñó â ïî÷àòîê êîîðäèíàò âèÿâèâñÿ ïîâ'ÿçàíèì ç ëîêàëüíèì

÷àñîì òàêîãî ïðîöåñó â íóëi. Íåîáõiäíi òà äîñòàòi óìîâè íåïåðåðâíîñòi ëî-

êàëüíîãî ÷àñó â íóëi ñèìåòðè÷íîãî ñòiéêîãî ïðîöåñó îäåðæàâ Ì.Ò. Áàðëîó

(M.T. Barlow) [4].
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1.2 Òåðìiíîëîãiÿ òà äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè.

1.2.1 Îñíîâíi ïîíÿòòÿ òà ïîçíà÷åííÿ.

Íåõàé Rd ïîçíà÷àòèìå d-âèìiðíèé (d ≥ 1) äiéñíèé åâêëiäiâ ïðîñòið çi ñêàëÿð-

íèì äîáóòêîì (·, ·) òà âiäïîâiäíîþ íîðìîþ | · |. Ó âèïàäêó d = 1 ìè ïîçíà÷à-

òèìåìî éîãî ÷åðåç R òà ìàòèìåìî î÷åâèäíi âiäïîâiäíèêè ñêàëÿðíîãî äîáóòêó

òà íîðìè.

Ïîçíà÷åííÿ (f(x))x∈D îçíà÷àòèìå ôóíêöiþ çàäàíó íà ìíîæèíi D. Ìíî-

æèíà çíà÷åíü òàêî¨ ôóíêöi¨ êîæíîãî ðàçó áóäå çàçíà÷àòèñÿ.

Ñåðåä ôóíêöiîíàëüíèõ ìíîæèí ìè ðåãóëÿðíî ìàòèìåìî ñïðàâó ç ìíîæè-

íîþ îáìåæåíèõ íåïåðåðâíèìè äiéñíîçíà÷íèõ ôóíêöié (f(x))x∈Rd, ÿêà ðàçîì

ç íîðìîþ ‖f‖ = sup
x∈Rd
|f(x)| óòâîðþ¹ áàíàõiâ ïðîñòið Cb(Rd). ×åðåç C0(Rd) ïî-

çíà÷àòèìåòüñÿ ïiäïðîñòið Cb(Rd) ñêëàäåíèé ç òèõ ôóíêöié ϕ ∈ Cb(Rd), äëÿ

ÿêèõ ïðè äîâiëüíîìó ε > 0 ìíîæèíà {x ∈ Rd : |ϕ(x)| ≥ ε} ¹ êîìïàêòîì â Rd.

Äëÿ îïåðàòîðiâ, çàäàíèõ íà äåÿêié ôóíêöiîíàëüíié ìíîæèíi F(D), ìè âè-

êîðèñòîâóâàòèìåìî ïîçíà÷åííÿ A,. . . , i (Af(x))x∈D,. . . � äëÿ ðåçóëüòàòó ¨õ

äi¨ íà ôóíêöiþ f ∈ F(D). Iíîäi, êîëè ôóíêöiÿ f çàëåæèòü ùå i âiä ïàðàìå-

òðiâ ÷è êiëüêîõ àðãóìåíòiâ, ïèñàòèìåìî Af(·, y)(x), âêàçóþ÷è öèì çà ÿêîþ

çìiííîþ äi¹ îïåðàòîð A.

Íåõàé F(Rd) ìíîæèíà äiéñíîçíà÷íèõ ôóíêöié çàäàíèõ íà Rd, ùî ¹ ïåðå-

òâîðåííÿìè Ôóð'¹. Òîáòî ϕ ∈ F(Rd), ÿêùî ϕ(x) =

∫
Rd

ei(ξ,x)Φ(ξ) dξ, x ∈ Rd

ç äåÿêîþ ôóíêöi¹þ (Φ(ξ))ξ∈Rd. Ñèìâîëîì îïåðàòîðà A, çàäàíîãî íà äåÿêié

ïiäìíîæèíi F(Rd), íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ (κ(x, ξ))x∈Rd,ξ∈Rd, ÿêùî Aϕ(x) =∫
Rd

ei(ξ,x)κ(x, ξ)Φ(ξ) dξ.

Íåõàé Fγ(Rd) (γ > 0) îçíà÷à¹ êëàñ ôóíêöié ϕ ∈ F(Rd) òàêèõ, ùî ôóíêöiÿ

|λ|γΦ(λ) ¹ àáñîëþòíî iíòåãðîâíîþ íà Rd.
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1.2.2 Ñèìåòðè÷íèé α-ñòiéêèé ðîçïîäië òà éîãî âëàñòèâîñòi.

Çàôiêñó¹ìî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ c > 0, α ∈ (0, 2] òà äåÿêå çíà÷åííÿ d ∈ N
(N � ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë).

1.2.2.1 Ôóíêöiÿ ñèìåòðè÷íîãî ñòiéêîãî ðîçïîäiëó.

Îçíà÷åííÿ. Äëÿ x ∈ Rd ïîêëàäåìî

hc,αd (x) = (2π)−d
∫
Rd

exp{−i(x, ξ)− c|ξ|α} dξ. (1.1)

Âiäîìå íàñòóïíå çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ hc,αd (äèâ., íàïðèêëàä, [10])

hc,αd (x) = (2π)−d/2|x|−d/2+1

∞∫
0

ρd/2e−cρ
α

Jd/2−1(ρ|x|) dρ, x ∈ Rd, (1.2)

äå Jµ îçíà÷à¹ áåñåëåâó ôóíêöiþ, òîáòî,

Jµ(z) =
(z/2)µ√

πΓ(µ+ 1/2)

1∫
−1

(1− u2)µ−1/2 cos(zu) du

ïðè Reµ > −1/2 òà J−1/2(z) =

√
2

πz
cos z.

Äëÿ ïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ (e−c|ξ|
α

)ξ∈Rd ¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ

ôóíêöi¹þ äåÿêîãî ðîçïîäiëó â Rd ïðè α ∈ (0, 2] i íå ¹ òàêîþ ïðè α > 2.

Öåé ðîçïîäië íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íèì α-ñòiéêèì ðîçïîäiëîì. Òîìó ìè çî-

ñåðåäæó¹ìî ñâîþ óâàãó ñàìå íà ïåðøîìó âèïàäêó, â ÿêîìó ôóíêöiÿ hc,αd ¹

ùiëüíiñòþ öüîãî ðîçïîäiëó.

Çàóâàæåííÿ 1.1. Ïðè d ≥ 2 ïðàâèëüíiøå áóëî á íàçèâàòè öåé ðîçïîäië ðîòà-

öiéíî iíâàðiàíòíèì α-ñòiéêèì ðîçïîäiëîì. Ïîíÿòòÿ ñèìåòðè÷íîãî ðîçïîäiëó

¹ âóæ÷èì â öüîìó âèïàäêó íà âiäìiíó âiä âèïàäêó d = 1. Ïðîòå, ñëiäóþ÷è

òðàäèöi¨, ìè äàëi íàçèâàòèìåìî îïèñàíèé ðîçïîäië ñèìåòðè÷íèì α-ñòiéêèì

ðîçïîäiëîì ïðè âñiõ d ≥ 1.
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Çâiäñè çîêðåìà ìà¹ìî, ùî hc,αd (x) ≥ 0 ïðè âñiõ x ∈ Rd. Íàñòóïíi ìiðêóâà-

ííÿ ïîêàçóþòü, ùî òóò ìà¹ ìiñöå ñòðîãà íåðiâíiñòü.

Íåõàé ïiäïðîñòið L ïðîñòîðó Rd ¹ òàêèì, ùî dimL = m, 1 ≤ m < d. Òîäi

dimL⊥ = d−m i ç (1.1) âèïëèâà¹, ùî∫
Rd

hc,αd (x)ei(ξ,x) dx = e−c(|ξ̃|
2+|ξ̂|2)α/2, ξ ∈ Rd,

äå ξ̃ òà ξ̂ îðòîãîíàëüíi ïðîåêöi¨ ξ ∈ Rd íà L òà L⊥, âiäïîâiäíî. Àëå ÿêùî

ξ ∈ L, òî
∫
Rd

hc,αd (x)ei(ξ,x) dx = e−c|ξ|
α

. À öå îçíà÷à¹, ùî

∫
L⊥

hc,αd (x) dx̂ = hc,αm (x̃), x̃ ∈ L.

Çîêðåìà, ïðè m = 1 ìà¹ìî â ïðàâié ÷àñòèíi öi¹¨ ðiâíîñòi ùiëüíiñòü îäíîâè-

ìiðíîãî ñèìåòðè÷íîãî ñòiéêîãî ðîçïîäiëó ç òèìè æ ïàðàìåòðàìè.

Ôîðìóëà (1.2) ìà¹ ñâî¨ì íàñëiäêîì íàñòóïíå òâåðäæåííÿ, ùî õàðàêòåðèçó¹

ïîâåäiíêó hc,αd ïðè âåëèêèõ |x| (äèâ. [10]):

lim
|x|→∞

|x|d+αhc,αd (x) = α c 2α−1π−d/2−1 sin
πα

2
Γ

(
d+ α

2

)
Γ
(α

2

)
(1.3)

Çàóâàæèìî, ùî ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (1.3) äîäàòíà i ìà¹ìî∫
Rd

|x|βhc,αd (x) dx <∞

ïðè êîæíîìó β < α.

Äîáðå âiäîìî, ùî hc,α1 ¹ îäíîâåðøèííîþ ôóíêöi¹þ (äèâ. [23]). Çâiäñè âè-

ïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ hc,αd îäíîâåðøèííà ïðè êîæíîìó d ≥ 1.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ òà íàñëiäîê ç íüîãî áóäóòü àêòèâíî âèêîðèñòîâóâà-

òèñü â ïîäàëüøèõ ðîçäiëàõ äèñåðòàöi¨.

Ëåìà 1.1. Íåõàé d ≥ 2, ν � ôiêñîâàíèé îðò â Rd, à x̃ � äîâiëüíèé âåêòîð
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â Rd îðòîãîíàëüíèé äî ν. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ξ ∈ R âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü∫
R

eiλξhc,αd (λν + x̃) dλ =

= (2π)−
d−1
2 |x̃|−

d−3
2

∞∫
0

exp
{
−c(ξ2 + ρ2)α/2

}
ρ
d−1
2 Jd−3

2
(ρ|x̃|) dρ.

(1.4)

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî iíòåãðàë â ëiâié ÷àñòèíi (1.4) ÷åðåç I. Ç ôîðìóëè (1.2)

âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

I =
2

(2π)d/2

∞∫
0

ρd/2e−cρ
α

dρ

∞∫
0

Jd/2−1

(
ρ
√
λ2 + b2

)
(λ2 + b2)−

d−2
4 cos(λξ) dλ,

äå b = |x̃|. Âíóòðiøíié iíòåãðàë â öié ôîðìóëi îá÷èñëþ¹òüñÿ (äèâ. [11, ãë. III,
�16]), à ñàìå

∞∫
0

Jd/2−1

(
ρ
√
λ2 + b2

)
(λ2 + b2)−

d−2
4 cos(λξ) dλ =

=


0, ÿêùî |ξ| > ρ√

π
2ρ
−d−22 Jd−3

2

(
b
√
ρ2 − ξ2

)(√
ρ2−ξ2
b

)d−3
2

, ÿêùî |ξ| < ρ.

Òîìó I = (2π)−
d−1
2 b−

d−3
2

∞∫
|ξ|

e−cρ
α

ρ Jd−3
2

(
b
√
ρ2 − ξ2

)(√
ρ2 − ξ2

)d−3
2

dρ. Çðî-

áèâøè òóò ïiäñòàíîâêó ρ′ =
√
ρ2 − ξ2, ïðèéäåìî äî ôîðìóëè (1.4).

Íàñëiäîê 1.1.1. Íåõàé L � ïiäïðîñòið Rd, dimL = k, 1 ≤ k < d. Äëÿ

äîâiëüíèõ ξ ∈ L òà x̃ ∈ L⊥ ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü∫
L

ei(x,ξ)hc,αd (x+ x̃) dx =

= (2π)−
d−k
2 |x̃|−

d−k−2
2

∞∫
0

ρ
d−k
2 exp

{
−c(|ξ|2 + ρ2)α/2

}
Jd−k−2

2
(ρ|x̃|) dρ.

35



Çîêðåìà, ÿêùî ν � ôiêñîâàíèé îðò â Rd, S =
{
x ∈ Rd : (x, ν) = 0

}
, òî äëÿ

ξ ∈ S òà λ ∈ R ñïðàâåäëèâèì ¹ òàêå ñïiââiäíîøåííÿ∫
S

ei(x,ξ)hc,αd (x+ λν) dx =
1

π

∞∫
0

e−c(|ξ|
2+ρ2)α/2 cos(ρλ) dρ. (1.5)

Îöiíêè. Ïðè α ∈ (0, 2) ç ïîïåðåäíüîãî, çîêðåìà ç (1.3), ëåãêî âèâåñòè iñíó-

âàííÿ òàêèõ äîäàòíèõ ñòàëèõ N1 òà N2, ùî

N1

(1 + |x|)d+α
≤ hc,αd (x) ≤ N2

(1 + |x|)d+α
, x ∈ Rd. (1.6)

Îöiíêè (1.6) áóëè îòðèìàíi â [17, Ch. 4].

Äàëi íàì çíàäîáëÿòüñÿ òàêi ôàêòè ñòîñîâíî ôóíêöi¨ hc,αd . Ïî ïåðøå, î÷åâè-

äíî, ùî
∫
Rd

hc,αd (x) dx = 1 òà hc1,αd ∗ hc2,αd = hc1+c2,α
d . Ç îöiíîê (1.6) äëÿ êîæíîãî

ε > 0 âèïëèâà¹ ñïðàâåäëèâiñòü òàêèõ íåðiâíîñòåé

N1ωd
d+ α− 1

εd−1

(ε+ 1)d+α−1
≤
∫
|x|≥ε

hc,αd (x) dx ≤ N2ωd
αεα

, (1.7)

äå ωd =
dπd/2

Γ(d/2 + 1)
� ïëîùà (d−1)-âèìiðíî¨ ñôåðè îäèíè÷íîãî ðàäióñà â Rd.

×àñòêîâi âèïàäêè.

Ãàóñiâ ðîçïîäië. Ïðè α = 2 î÷åâèäíî ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

hc,2d (x) =
1√
4πc

exp

{
−x

2

4c

}
.

Ðîçïîäië Êîøi. ßêùî æ α = 1, òî ç (1.1) îäåðæó¹ìî

hc,1d =
Γ((d+ 1)/2)

π(d+1)/2

c

(c2 + |x|2)(d+1)/2
.

1.2.2.2 Ùiëüíiñòü éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó ñèìåòðè÷íîãî α-ñòiéêîãî

âèïàäêîâîãî ïðîöåñó.

Îçíà÷åííÿ 1.1. Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ (g(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd ðiâíiñòþ

g(t, x, y) = t−d/αhc,αd

(
(x− y)t−1/α

)
= hct,αd (x− y) . (1.8)
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Âðàõîâóþ÷è (1.1), îäåðæó¹ìî, ùî öÿ ðiâíiñòü ìîæå áóòè çàïèñàíà i íàñòó-

ïíèì ÷èíîì

g(t, x, y) =
1

(2π)d

∫
Rd

exp{i(x− y, ξ)− ct|ξ|α} dξ. (1.9)

Ç íåðiâíîñòåé (1.6) ëåãêî âèïëèâàþòü íàñòóïíi íåðiâíîñòi, ÿêi ìè ðåãóëÿðíî

âèêîðèñòîâóâàòèìåìî âïðîäîâæ âñi¹¨ ðîáîòè. À ñàìå ïðè âñiõ t > 0, x ∈ Rd

òà y ∈ Rd

N1
t

(t1/α + |x− y|)d+α
≤ g(t, x, y) ≤ N2

t

(t1/α + |x− y|)d+α
, (1.10)

äå N1, N2 � äåÿêi äîäàòíi ñòàëi.

Ôóíêöiÿ g íåïåðåðâíà â îáëàñòi, ùî çàäà¹òüñÿ óìîâàìè t > 0, x ∈ Rd

òà y ∈ Rd. Áiëüøå òîãî, âîíà ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà â êîæíié îáëàñòi âèäó

(t, x, y) ∈ [τ,∞) × Rd × Rd äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî τ > 0. ßê âèïëèâà¹

ç [10] (äèâ., òàêîæ, [17, Ch. 4]), âîíà òà ¨¨ ïîõiäíi çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

(òóò Dk îçíà÷à¹ äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð k-ãî ïîðÿäêó, k = 0, 1, 2, . . . )

|Dkg(t, ·, y)(x)| ≤ Nk
t

(t1/α + |y − x|)d+α+k
, t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd, (1.11)

äå Nk äåÿêi äîäàòíi ñòàëi. Äëÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðàDκ ç îäíî-

ðiäíèì ñèìâîëîì (Qκ(ξ))ξ∈Rd ïîðÿäêó κ ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

|Dκg(t, ·, y)(x)| ≤ Ñκ
1

(t1/α + |y − x|)d+κ , t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd (1.12)

ç äåÿêîþ ñòàëîþ Ñκ > 0, ÿêùî ôóíêöiÿ Qκ ïðè ξ 6= 0 ìà¹ âñi ïîõiäíi ïîðÿäêó

l ≤M ç äåÿêèì M ≥ 2d+ κ + α+ 1 i |DlQκ(ξ)| ≤ CM |ξ|κ−l|, |ξ| 6= 0, CM > 0

(äèâ. [17, 29]).

Òâåðäæåííÿ 1.2. Ôóíêöiÿ g çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi

1. g(t, x, y) > 0 ïðè âñiõ t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd;

2.
∫
Rd

g(t, x, z)g(s, z, y) dz = g(s + t, x, y) ïðè âñiõ s > 0, t > 0, x ∈ Rd,

y ∈ Rd (ðiâíÿííÿ Êîëìîãîðîâà-×åïìåíà);
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3.
∫
Rd

g(t, x, y) dy = 1 ïðè âñiõ t > 0, x ∈ Rd;

4. äëÿ êîæíîãî êîìïàêòà Γ ⊂ Rd òà ïðè âñiõ T > 0 ñïðàâäæó¹òüñÿ

lim
x→∞

sup
t≤T

∫
Γ

g(t, x, y) dy = 0;

5. äëÿ êîæíîãî ε > 0 âèêîíó¹òüñÿ lim
t→0+

sup
x∈Rd

∫
|x−y|>ε

g(t, x, y) dy = 0.

Äîâåäåííÿ. Ïåðøèé òà òðåòié ïóíêòè òâåðäæåííÿ ¹ î÷åâèäíèìè íàñëiäêàìè

îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ g òà âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ hc,αd .

Ðiâíiñòü Êîëìîãîðîâà-×åïìåíà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ôóíêöi¨ g, îñêiëüêè äëÿ

êîæíèõ s > 0, t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd∫
Rd

g(t, x, z)g(s, z, y) dz = (hct,αd ∗ hcs,αd )(x− y) = h
c(t+s),α
d (x− y).

Ç íåðiâíîñòåé (1.10) âèïëèâà¹ îöiíêà
∫
Γ

g(t, x, y) dy ≤ KT (ρ(x,Γ))−d−α

ïðàâèëüíà äëÿ êîæíèõ x /∈ Γ òà t ≤ T , äå ρ(x,Γ) � âiäñòàíü âiä òî÷êè x äî

ìíîæèíè Γ, àK � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà. Öå i äîâîäèòü òâåðäæåííÿ ÷åòâåðíîãî

ïóíêòó.

Îñòàííÿ âëàñòèâiñòü âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî äëÿ êîæíîãî ε > 0, âðàõîâóþ÷è

(1.7), ìîæåìî çàïèñàòè
∫

|x−y|>ε

g(t, x, y) dy =

∫
|z|>εt−1/α

hc,αd (z) dz ≤ N2ωd
αεα

t, äå

ωd � ÿê i âèùå, ïëîùà (d− 1)-âèìiðíî¨ ñôåðè îäèíè÷íîãî ðàäióñà â Rd.

Íàñëiäêîì öüîãî òâåðäæåííÿ, ÿê âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ Òåîðåìè 3.6 ìî-

íîãðàôi¨ [16], ¹ iñíóâàííÿ ïðîöåñó Ìàðêîâà â Rd, äëÿ ÿêîãî g ¹ ùiëüíiñòþ

(âiäíîñíî ëåáåãîâî¨ ìiðè â Rd) éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó. Áiëüøå òîãî, öåé ïðîöåñ

ìîæíà âèáðàòè òàê, ùîá éîãî òðà¹êòîði¨ áóëè íåïåðåðâíèìè ñïðàâà i íå ìàëè

ðîçðèâiâ äðóãîãî ðîäó. Ñàìå öåé ïðîöåñ íàçèâàòèìåìî ñèìåòðè÷íèì (ðîòà-

öiéíî iíâàðiàíòíèì) α-ñòiéêèì âèïàäêîâèì ïðîöåñîì â Rd (ç ïàðàìåòðàìè c

òà α).
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1.2.2.3 Ïîâåðõíi êëàñó H1+γ.

Íåõàé â Rd, d ≥ 2 çàäàíà äåÿêà îáìåæåíà çàìêíåíà ïîâåðõíÿ S, ÿêà ðîçäiëÿ¹

ìíîæèíó Rd \ S íà äâi âiäêðèòi ïiäìíîæèíè: âíóòðiøíþ � D òà çîâíiøíþ �

Rd \ D̄ (÷åðåç Γ̄ ïîçíà÷à¹òüñÿ çàìêíåííÿ ìíîæèíè Γ ⊂ Rd).

Áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî â êîæíié òî÷öi x ∈ S iñíó¹ äîòè÷íà äî S ãiïåð-

ïëîùèíà. ×åðåç ν(x) ïîçíà÷àòèìåòüñÿ îäèíè÷íèé âåêòîð çîâíiøíüî¨ íîðìàëi

äî S â òî÷öi x ∈ S. Ëîêàëüíîþ ñèñòåìîþ êîîðäèíàò â òî÷öi x ∈ S çâåòüñÿ

òàêà îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà êîîðäèíàò (y1, y2, . . . , yd) ç ïî÷àòêîì â òî÷öi x,

ùî yd = (ν(x), y). Ïðèïóñêàòèìåòüñÿ, ùî iñíó¹ òàêå r0 > 0, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨

òî÷êè x ∈ S ÷àñòèíà ïîâåðõíi Sr0(x) = S ∩Br0(x) (òóò i äàëi ÷åðåç Bδ(z) ïî-

çíà÷à¹òüñÿ çàìêíåíà êóëÿ â Rd ðàäióñà δ > 0 ç öåíòðîì â òî÷öi z ∈ Rd) ìîæå

áóòè çàäàíîþ â ëîêàëüíié ñèñòåìi êîîðäèíàò (ç ïî÷àòêîì â òî÷öi x) ðiâíÿí-

íÿì yd = Fx(y
1, y2, . . . , yd−1), äå Fx � äåÿêà îäíîçíà÷íà ôóíêöiÿ. Íàãàäà¹ìî,

ùî S çâåòüñÿ ïîâåðõíåþ êëàñó H1+γ äëÿ äåÿêîãî γ ∈ (0, 1) (äèâ., íàïðè-

êëàä, [20, Ãë. III, �8], äå òàêi ïîâåðõíi íàçèâàþòüñÿ ïîâåðõíÿìè êëàñó C1+γ),

ÿêùî äëÿ êîæíîãî x ∈ S âiäïîâiäíà ôóíêöiÿ Fx â îáëàñòi
d−1∑
k=1

(yk)2 ≤ r2
0/4 ìà¹

íåïåðåðâíi ÷àñòèííi ïîõiäíi ∂Fx
∂yk

, k = 1, 2, . . . , d − 1, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü â öié

îáëàñòi óìîâó Ãåëüäåðà ç ïîêàçíèêîì γ i ç êîíñòàíòîþ, ùî íå çàëåæèòü âiä

x.

Ç âëàñòèâîñòåé îáìåæåíî¨ çàìêíåíî¨ ïîâåðõíi êëàñó H1+γ ìè ðåãóëÿð-

íî áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òå, ùî iñíóþòü äîäàòíå ÷èñëî δ0 òà íàòóðàëü-

íå ÷èñëî m òàêi, ùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ S iñíó¹ ñêií÷åííèé íàáið òî÷îê

{x1, x2, . . . , xl} íà ïîâåðõíi S, äëÿ ÿêèõ ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ S\Sr0/2(x) ⊂
l⋃

k=1

Sr0/2(xk) ç äåÿêèì l ≤ m i ïðè öüîìó min
1≤k≤l

inf
y∈Sr0/2(xk)

|y − x| ≥ δ0.

1.2.2.4 Äåÿêi äîïîìiæíi íåðiâíîñòi.

Äàëi íåîäíîðàçîâî íàì çíàäîáèòüñÿ îöiíêà ç íàñòóïíî¨ ëåìè.
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Ëåìà 1.3. Íåõàé S � äåÿêà îáìåæåíà çàìêíåíà ïîâåðõíÿ êëàñó H1+γ ç

äåÿêèì γ ∈ (0, 1) â Rd, d ≥ 2. Äëÿ êîæíèõ t > 0, x ∈ Rd òà θ > −1

ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∫
S

dσy
(t1/α + |y − x|)d+θ

≤ C · t−
1
α (θ+1) (1.13)

ç äåÿêîþ ñòàëîþ C > 0.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èâøè ÷åðåç I iíòåãðàë â ëiâié ÷àñòèíi íåðiâíîñòi (1.13),

ïðè t ≥ 1, î÷åâèäíî, ìîæíà çàïèñàòè (îñêiëüêè d ≥ 2) I ≤ |S| · t− 1
α (d+θ) ≤

|S| · t− 1
α (θ+1), äå |S| � ïëîùà ïîâåðõíi S.

ßêùî æ 0 < t < 1 i ρ(x, S) = infy∈S |y − x| ≥ ρ0 ç äåÿêîþ ñòàëîþ ρ0 > 0,

òî I ≤ |S| · ρ−d−θ0 < |S| · ρ−d−θ0 t−
1
α (θ+1). Âèáåðåìî òåïåð ρ0 > 0 äîñèòü ìàëèì i

ðîçãëÿíåìî âèïàäîê x ∈ Rd ç ρ(x, S) < ρ0. Íåõàé x̃ ∈ S çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü

ρ(x, S) = |x− x̃|. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ỹ ïðîåêöiþ òî÷êè y ∈ S íà ãiïåðïëîùèíó

äîòè÷íó äî S â òî÷öi x̃. Ðîçiá'¹ìî ïîâåðõíþ S íà äâi ÷àñòèíè: Sr0/2(x̃) òà

S \ Sr0/2(x̃). Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ïîâåðõíi S (äèâ. ï. 1.2.2.3), ìîæåìî

çàïèñàòè

I ≤
∫

Sr0/2(x̃)

dσy
(t1/α + |ỹ − x̃|)d+θ

+
l∑

k=1

∫
Sr0/2(xk)

dσy
(t1/α + |y − x̃| − |x− x̃|)d+θ

=

= I ′ + I ′′.

Äëÿ I ′ ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

I ′ ≤ const

r0/2∫
0

ξd−2 dξ

(t1/α + ξ)d+θ
= const

r0
2 t
−1/α∫

0

ξd−2 dξ

(1 + ξ)d+θ
· t−

1
α (θ+1) ≤

≤ const

∞∫
0

ξd−2 dξ

(1 + ξ)d+θ
· t−

1
α (θ+1) ≤ const · t−

1
α (θ+1),

äå const îçíà÷à¹ äåÿêó äîäàòíó ñòàëó, çíà÷åííÿ ÿêî¨ äëÿ íàñ íåâàæëèâå.

Âèáðàâøè òåïåð ρ0 < δ0 (÷èñëî δ0 îçíà÷åíî â ïóíêòi 1.2.2.3), ìàòèìåìî

|y − x̃| − |x− x̃| > δ0 − ρ0 > 0 i òîìó

I ′′ ≤ m|S|(δ0 − ρ0)
−d−θ < m|S|(δ0 − ρ0)

−d−θt−
1
α (θ+1).
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Öèì i çàâåðøó¹òüñÿ äîâåäåííÿ ëåìè.

Çàóâàæèìî, ùî ñòàëà â íåðiâíîñòi (1.13) çàëåæèòü òiëüêè âiä d, θ i ïîâåðõíi

S.

Äîâåäåíà íåðiâíiñòü ðàçîì ç (1.10) ïðèâîäèòü äî îöiíêè∫
S

g(t, x, y) dσy ≤ K t−1/α, (1.14)

ùî ñïðàâåäëèâà äëÿ êîæíî¨ ïîâåðõíi S, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè Ëåìè 1.3, ïðè

âñiõ t > 0 òà x ∈ Rd ç äåÿêîþ ñòàëîþ K > 0.

Â íàñòóïíié ëåìi äîâîäèòüñÿ íåðiâíiñòü, ïîäiáíà äî òèõ, ùî ðîçãëÿäàëèñÿ

À. Í. Êî÷óáå¹ì (äèâ. [17, Ch. 4]). Ìè âèêîðèñòà¹ìî çàïðîïîíîâàíèé òàì ìåòîä

äîâåäåííÿ.

Ëåìà 1.4. Íåõàé S � äåÿêà îáìåæåíà çàìêíåíà ïîâåðõíÿ êëàñó H1+γ ç

äåÿêèì γ ∈ (0, 1) â Rd, d ≥ 2. Äëÿ êîæíèõ k > −1, l > −1, κ > k − α + 1,

λ > l − α + 1 i äëÿ âñiõ t > 0, x ∈ Rd òà y ∈ Rd ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

t∫
0

dτ

∫
S

(t− τ)κ/α

((t− τ)1/α + |z − x|)d+k

τλ/α

(τ 1/α + |y − z|)d+l
dσz ≤

≤ K ·

(
B

(
1 +

1

α
(κ − k − 1), 1 +

λ

α

)
t1+ 1

α (κ+λ−k−1)

(t1/α + |y − x|)d+l
+

+B

(
1 +

1

α
(λ− l − 1), 1 +

κ
α

)
t1+ 1

α (κ+λ−l−1)

(t1/α + |y − x|)d+k

)
(1.15)

ç äåÿêîþ ñòàëîþ K > 0, ùî çàëåæèòü òiëüêè âiä d, l, k òà ïîâåðõíi S, äå

B(·, ·) � áåòà-ôóíêöiÿ Åéëåðà.

Äîâåäåííÿ. Ðîçiá'¹ìî ìíîæèíó iíòåãðóâàííÿ â ëiâié ÷àñòèíi íåðiâíîñòi, ùî

äîâîäèòüñÿ, íà ÷àñòèíè (t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd ôiêñîâàíi):

Π1 = {(τ, z) : τ ∈ (0, t/2] , z ∈ S} , Π2 = {(τ, z) : τ ∈ (t/2, t] , z ∈ S} ,

à ¨õ â ñâîþ ÷åðãó � íà òàêi ÷àñòèíè:

Π11 =

{
(τ, z) ∈ Π1 : (t− τ)1/α + |z − x| ≤ 1

2
(t1/α + |y − x|)

}
, Π12 = Π1 \ Π11;
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Π21 =

{
(τ, z) ∈ Π2 : τ 1/α + |y − z| ≤ 1

2
(t1/α + |y − x|)

}
, Π22 = Π2 \ Π21.

Ñêîðèñòàâøèñü î÷åâèäíèìè íåðiâíîñòÿìè (u−v)ρ ≥ uρ−vρ ïðè 0 < v < u
2 ,

0 < ρ < 1 òà |y − x| ≤ |y − z|+ |z − x|, ìîæåìî çàïèñàòè:

τ 1/α+|y−z| ≥ t1/α−(t−τ)1/α+|y−x|−|z−x| ≥ 1

2
(t1/α+|y−x|) ïðè (τ, z) ∈ Π11;

(t−τ)1/α+|z−x| ≥ t1/α−τ 1/α+|y−x|−|y−z| ≥ 1

2
(t1/α+|y−x|) ïðè (τ, z) ∈ Π21.

Êðiì òîãî, î÷åâèäíî, ùî

(t− τ)1/α + |z − x| > 1

2
(t1/α + |y − x|) ïðè (τ, z) ∈ Π12;

τ 1/α + |y − z| > 1

2
(t1/α + |y − x|) ïðè (τ, z) ∈ Π22.

Òîìó äëÿ ëiâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíîñòi (1.15) (ïîçíà÷èìî ¨¨ ÷åðåç I) âèêîíó¹-

òüñÿ

I ≤ 2d+l

(t1/α + |y − x|)d+l

∫
Π11∪Π22

(t− τ)κ/ατλ/α

((t− τ)1/α + |z − x|)d+k
dτdσz+

+
2d+k

(t1/α + |y − x|)d+k

∫
Π12∪Π21

(t− τ)κ/ατλ/α

(τ 1/α + |y − z|)d+l
dτdσz ≤

≤ 2d+l

(t1/α + |y − x|)d+l

t∫
0

dτ

∫
S

(t− τ)κ/ατλ/α

((t− τ)1/α + |z − x|)d+k
dσz+

+
2d+k

(t1/α + |y − x|)d+k

t∫
0

dτ

∫
S

(t− τ)κ/ατλ/α

(τ 1/α + |y − z|)d+l
dσz.
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Íåðiâíiñòü (1.13) äîçâîëÿ¹ òåïåð çàïèñàòè

I ≤ K

 1

(t1/α + |y − x|)d+l

t∫
0

(t− τ)
1
α (κ−k−1)τλ/α dτ+

+
1

(t1/α + |y − x|)d+k

t∫
0

(t− τ)κ/ατ
1
α (λ−l−1) dτ

 =

= K

(
B

(
1 +

1

α
(κ − k − 1), 1 +

λ

α

)
t1+ 1

α (κ+λ−k−1)

(t1/α + |y − x|)d+l

+B

(
1 +

1

α
(λ− l − 1), 1 +

κ
α

)
t1+ 1

α (κ+λ−l−1)

(t1/α + |y − x|)d+k

)
,

äå K � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà, ùî çàëåæèòü òiëüêè âiä d, l, k òà ïîâåðõíi S.

1.2.2.5 Îïåðàòîð A.

Âèçíà÷èìî îïåðàòîð A éîãî ñèìâîëîì: (−c|ξ|α)ξ∈Rd. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äî-

ñòàòíüî ãëàäêî¨ (ïðèíàéìíi ç ëiïøèöåâèì ãðàäi¹íòîì) òà îáìåæåíî¨ ðàçîì çi

ñâî¨ìè ïîõiäíèìè ôóíêöi¨ (ϕ(x))x∈Rd ìîæëèâå iíøå çîáðàæåííÿ äi¨ îïåðàòîðà

A íà òàêó ôóíêöiþ, à ñàìå

Aϕ(x) = cqα

∫
Rd

(ϕ(x+ z)− ϕ(x)− (z,∇ϕ(x)))
dz

|z|d+α
, x ∈ Rd (1.16)

Â öié ôîðìóëi ñòàëà qα =
αΓ ((3− α)/2) Γ ((d+ α)/2)

π(d+1)/2Γ(2− α)
çàëåæèòü ëèøå âiä α i

ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðó d. Ùîá âñòàíîâèòè âèãëÿä ñòàëî¨ qα äîñèòü îá÷èñëèòè

iíòåãðàë

I =

∫
Rd

[
ei(ξ,y) − 1− i(ξ, y)

]
|y|−d−α dy

ç äåÿêèì ξ ∈ Rd. Ïåðåéøîâøè äî ñôåðè÷íî¨ â Rd ñèñòåìè êîîðäèíàò, äëÿ ÿêî¨

ÿêîáiàí ïåðåõîäó ìà¹ âèãëÿä J(ω, r) = rd−1j(ω), îäåðæèìî

I =

∫
Ω

j(ω) dω

∞∫
0

[
ei(ξ,ỹ)r − 1− i(ξ, ỹ)r

] dr

r1+α
,
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äå ω = (ω1, ω2, . . . , ωd−1) � âåêòîð êóòîâèõ êîîðäèíàò, Ω = [0, π]d−2 × [0, 2π),

j(ω) = sind−2 ω1 sind−3 ω2 · · · · · sinωd−2, ỹ = ỹ(ω) � ïðîåêöiÿ òî÷êè y ∈ Rd íà

îäèíè÷íó ñôåðó ç öåíòðîì â ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Âíóòðiøíié iíòåãðàë ìîæíà

îá÷èñëèòè i îäåðæàòè

I =
Γ(2− α)

α(α− 1)
cos
(πα

2

)
|ξ|α

∫
Ω

|(ξ̂, ỹ)|αj(ω) dω =
Γ(2− α)

α(α− 1)
cos
(πα

2

)
|ξ|αI∗,

äå ξ̂ =
1

|ξ|
ξ. Çðîçóìiëî, ùî iíòåãðàë I∗, ÿêèé ùå çàëèøèëîñü îá÷èñëèòè íå

çàëåæèòü âiä ξ̂ i, îòæå, ìîæåìî âçÿòè ξ̂ = (1, 0, . . . , 0). Òîäi

I∗ =

π∫
0

| cosω1|α sind−2 ω1 dω1

π∫
0

sind−3 ω2 dω2· · ·
π∫

0

sinωd−2 dωd−2

2π∫
0

dωd−1.

Îñêiëüêè

π∫
0

sink θ dθ =

√
πΓ
(

1+k
2

)
Γ
(
1 + k

2

) äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî k, à

π∫
0

| cos θ|α sind−2 θ dθ =
Γ
(
d−1

2

)
Γ
(
α+1

2

)
Γ
(
d+α

2

) ,

òî I∗ = 2 (
√
π)

d−1 Γ
(
α+1

2

)
Γ
(
d+α

2

) i, îòæå,
I = 2π

d−1
2

Γ(2− α)

α(α− 1)

Γ
(
α+1

2

)
Γ
(
d+α

2

) cos
(πα

2

)
|ξ|α.

Âðàõîâóþ÷è, ùî −c|ξ|α = cqαI, îäåðæèìî

qα = − α(α− 1)Γ((d+ α)/2)

2π(d−1)/2Γ(2− α)Γ((α + 1)/2) cos(πα/2)
=

=
αΓ ((3− α)/2) Γ ((d+ α)/2)

π(d+1)/2Γ(2− α)
,

äå âðàõîâàíà âiäîìà ôîðìóëà äîïîâíåííÿ Γ

(
1

2
+ z

)
Γ

(
1

2
− z
)

=
π

cos πz
.
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1.2.2.6 Çàäà÷à Êîøi.

Äëÿ íåïåðåðâíî¨ îáìåæåíî¨ ôóíêöi¨ (ϕ(x))x∈Rd ç äiéñíèìè çíà÷åííÿìè ïîêëà-

äåìî

u(t, x, ϕ) =

∫
Rd

g(t, x, y)ϕ(y) dy, t > 0, x ∈ Rd. (1.17)

Öÿ ôóíêöiÿ ¹ ðîçâ'ÿçêîì òàêî¨ çàäà÷i Êîøi (äèâ. [17, Ch. 4]):

∂u(t, x)

∂t
= Au(t, ·)(x), t > 0, x ∈ Rd; (1.18)

lim
t→0+

u(t, x) = ϕ(x), x ∈ Rd. (1.19)

Äîâåñòè öå ìîæíà íàñòóïíèì ÷èíîì. Çãiäíî îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà A ïðè

âñiõ t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd ìà¹ìî

Ag(t, ·, y)(x) =
1

(2π)d

∫
Rd

ei(ξ,x−y)−ct|ξ|α(−c|ξ|α) dξ.

Òàê ñàìî
∂

∂t
g(t, x, y) =

1

(2π)d

∫
Rd

ei(ξ,x−y)−ct|ξ|α(−c|ξ|α) dξ.

Ç íåðiâíîñòi (1.12) âèïëèâà¹, ùî

|Ag(t, ·, y)(x)| ≤ Ñα

(t1/α + |y − x|)d+α
, t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd.

Ïðàâà ÷àñòèíà öi¹¨ íåðiâíîñòi ïðè ôiêñîâàíèõ (t, x) ∈ (0,∞)×Rd iíòåãðîâíà

ïî y íà âñüîìó Rd. Ïðè÷îìó çáiæíiñòü âiäïîâiäíîãî iíòåãðàëà ¹ ëîêàëüíî

ðiâíîìiðíîþ ïî t > 0.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ C(Rd) ïðè âñiõ t > 0, x ∈ Rd

ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Au(t, ·, ϕ)(x) =

∫
Rd

Ag(t, ·, y)(x)ϕ(y) dy =

=

∫
Rd

∂

∂t
g(t, x, y)ϕ(y) dy =

∂

∂t
u(t, x, ϕ).
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Âèêîíàííÿ ïî÷àòêîâî¨ óìîâè âèïëèâà¹ ç íàñòóïíèõ ïðîñòèõ îá÷èñëåíü.∫
Rd

g(t, x, y)ϕ(y) dy = t−d/α
∫
Rd

g(1, 0, (y − x)t−1/α)ϕ(y) dy =

=

∫
Rd

g(1, 0, z)ϕ(x+ zt1/α) dz → ϕ(x), t→ 0+

ïðè âñiõ x ∈ Rd.

Íåâàæêî çðîçóìiòè, ùî ïðè âñiõ t > 0 ôóíêöiÿ u(t, ·, ϕ), âèçíà÷åíà iíòå-

ãðàëîì (1.17), ¹ ôóíêöi¹þ ç C0(Rd), ÿêùî òàêîþ ¹ ôóíêöiÿ ϕ.

Ç ïðèíöèïó ìàêñèìóìó äëÿ ðiâíÿííÿ (1.18) (äèâ. [17, Lemma 4.7]) âèïëè-

âà¹, ùî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (1.18) � (1.19) ¹äèíèé â êëàñi C0(Rd).

Ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêîæ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ (äèâ., íàïðèêëàä, [17, 29]).

Íåõàé ϕ ∈ Cb(Rd) i (f(t, x))t≥0,x∈Rd ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ, îáìåæåíîþ íà

êîæíié ìíîæèíi âèäó DT = [0, T ]×Rd äëÿ T <∞. Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ

f íåïåðåðâíà çà Ãåëüäåðîì (ç ïîêàçíèêîì ç iíòåðâàëó (0, 1)) çà àðãóìåíòîì

x ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî ïî t. Òîäi ¹äèíèé îáìåæåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi
∂u(t, x)

∂t
= Au(t, ·)(x) + f(t, x), t > 0, x ∈ Rd,

lim
t→0+

u(t, x) = ϕ(x), x ∈ Rd
(1.20)

ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä

u(t, x) =

∫
Rd

g(t, x, y)ϕ(y) dy +

t∫
0

dτ

∫
Rd

g(t− τ, x, z)f(τ, z) dz.

1.2.3 Îïåðàòîð B.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç B îïåðàòîð, ñèìâîëîì ÿêîãî ¹ âåêòîðíîçíà÷íà ôóíêöiÿ

(i|ξ|α−2ξ)ξ∈Rd, äå i � óÿâíà îäèíèöÿ. Öå îçíà÷à¹, ùî äiÿ îïåðàòîðà B íà ôóí-

êöiþ φ(x) =

∫
Rd

ei(x,ξ)Φ(ξ) dξ, x ∈ Rd, âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

Bφ(x) = i

∫
Rd

ξ|ξ|α−2ei(x,ξ)Φ(ξ) dξ, x ∈ Rd,
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â ïðèïóùåííi, ùî öåé iíòåãðàë ¹ äîáðå âèçíà÷åíèì.

Iíøà ôîðìóëà äëÿ ðåçóëüòàòó äi¨ îïåðàòîðà B íà îáìåæåíó Ëiïøèöåâó

ôóíêöiþ (φ(x))x∈Rd ìà¹ âèãëÿä

Bφ(x) =
qα
α

∫
Rd

φ(x+ y)− φ(x)

|y|d+α
y dy, x ∈ Rd,

äå qα � ñòàëà, âèçíà÷åíà âèùå (äèâ. ïóíêò 1.2.2.5).

Îïåðàòîð B áóäå âiäiãðàâàòè ðîëü, ïîäiáíó äî ðîëi ãðàäi¹íòà â êëàñè÷íié

(ïðè α = 2) òåîði¨. Çàóâàæèìî, ùî A = c · divB, äå div îçíà÷à¹ îïåðàòîð

äiâåðãåíöi¨.

Äëÿ ôiêñîâàíîãî îðòà ν ∈ Rd ÷åðåç Bν ïîçíà÷à¹ìî îïåðàòîð, ùî âèçíà÷à-

¹òüñÿ ñèìâîëîì (i|ξ|α−2(ξ, 2cν))ξ∈Rd. Öåé îïåðàòîð ¹ àíàëîãîì ïîìíîæåíîãî

íà 2c îïåðàòîðà äèôåðåíöiþâàííÿ â íàïðÿìêó ν.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç gν(t, x, y) ðåçóëüòàò äi¨ îïåðàòîðà Bν íà ôóíêöiþ g, ÿê

ôóíêöiþ ñåðåäíüîãî àðãóìåíòà gν(t, x, y) = Bνg(t, ·, y)(x), t > 0, x ∈ Rd,

y ∈ Rd. Ç ôîðìóëè (1.9) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

gν(t, x, y) =
2ic

(2π)d

∫
Rd

exp{i(x− y, ξ)− ct|ξ|α}|ξ|α−2(ξ, ν) dξ,

ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðè t > 0, x ∈ Rd òà y ∈ Rd. Ïîâåðíóâøè ñèñòåìó êîîð-

äèíàò òàê, ùîá âåêòîð ν ñòàâ îðòîì ¨¨ îäíi¹¨ ç îñåé (íåõàé îñòàííüî¨), çàñòî-

ñóâàâøè iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè òà âèêîíàâøè çâîðîòíié ïîâîðîò ñèñòåìè

êîîðäèíàò, îäåðæèìî

gν(t, x, y) =
2ic

(2π)d

∫
Rd−1

dη<d>
∞∫

−∞

exp{i(x̂− ŷ, η)− ct|η|α}|η|α−2ηd dηd =

=
2ic

(2π)d

∫
Rd−1

dη<d>
(
− 1

ctα
exp{i(x̂− ŷ, η)− ct|η|α}

∣∣∣∞
−∞

+

+
i

ctα

∞∫
−∞

exp{i(x̂− ŷ, η)− ct|η|α}(x̂d − ŷd) dηd

 =

=
2(y − x, ν)

tα

1

(2π)d

∫
Rd

exp{i(x− y, ξ)− ct|ξ|α} dξ,
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ùî îçíà÷à¹

gν(t, x, y) =
2

α

(y − x, ν)

t
g(t, x, y). (1.21)

Öÿ ôîðìóëà öiëêîì ïîäiáíà äî ïîõiäíî¨ â íàïðÿìêó ν ùiëüíîñòi éìîâiðíîñòi

ïåðåõîäó âiíåðîâîãî ïðîöåñó (îñòàííÿ îòðèìó¹òüñÿ ç ôîðìóëè (1.9), ÿêùî òàì

ïîêëàñòè α = 2 òà c = 1/2).

1.2.4 Ôîðìóëà Ôåéíìàíà-Êàöà.

Íåõàé (x(t),Mt, ζ,Px) ïðîãðåñèâíî-âèìiðíèé ïðîöåñ Ìàðêîâà ó ôàçîâîìó

ïðîñòîði (X,B). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç P (t, x,Γ) ïðè t > 0, x ∈ X òà Γ ∈ B ïåðå-

õiäíó éìîâiðíiñòü öüîãî ïðîöåñó P (t, x,Γ) = Px({x(t) ∈ Γ} ∩ {ζ > t}). Äëÿ
çàäàíî¨ âèìiðíî¨ îáìåæåíî¨ ôóíêöi¨ (v(x))x∈X ç êîìïëåêñíèìè çíà÷åííÿìè,

ïîêëàäåìî

P •(t, x,Γ) = Ex

1IΓ(x(t)) exp


t∫

0

v(x(s)) ds


 , (1.22)

äå t > 0, x ∈ X òà Γ ∈ B. Öÿ ôóíêöiÿ ¹ êîìïëåêñíîçíà÷íîþ ìiðîþ íà (X,B)

ïðè ôiêñîâàíèõ t > 0 òà x ∈ X, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ Êîëìîãîðîâà-

×åïìåíà P •(s+ t, x,Γ) =

∫
X

P •(s, x, dy)P •(t, y,Γ) ïðè âñiõ s > 0, t > 0, x ∈ X

òà Γ ∈ B. Ôóíêöi¨ P òà P • ïîâ'ÿçàíi íàñòóïíîþ ïàðîþ ðiâíÿíü

P •(t, x,Γ) = P (t, x,Γ) +

t∫
0

ds

∫
X

P (s, x, dy)v(y)P •(t− s, y,Γ),

P •(t, x,Γ) = P (t, x,Γ) +

t∫
0

ds

∫
X

P •(s, x, dy)v(y)P (t− s, y,Γ).

Ïåðøå ðiâíÿííÿ ¹ ïðîñòèì íàñëiäêîì òîòîæíîñòi

exp


t∫

0

v(x(s)) ds

 = 1 +

t∫
0

v(x(s)) exp


t∫

s

v(x(s′)) ds′

 ds
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à äðóãå ëåãêî âèïëèâà¹ ç íàñòóïíîãî ñïiââiäíîøåííÿ

exp


t∫

0

v(x(s)) ds

 = 1 +

t∫
0

v(x(s)) exp


s∫

0

v(x(s′)) ds′

 ds.

ßêùî ÿêàñü iç ôóíêöié P òà P • àáñîëþòíî íåïåðåðâíà âiäíîñíî äåÿêî¨

ôiêñîâàíî¨ ìiðè l íà (X,B), òî òàêîþ ¹ é iíøà òà âiäïîâiäíi ùiëüíîñòi G i G•

ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ íàñòóïíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè

G•(t, x, y) = G(t, x, y) +

t∫
0

ds

∫
X

G(s, x, z)v(z)G•(t− s, z, y) l(dz), (1.23)

G•(t, x, y) = G(t, x, y) +

t∫
0

ds

∫
X

G•(s, x, z)v(z)G(t− s, z, y) l(dz). (1.24)

Çàóâàæåííÿ 1.2. Öi ðiâíîñòi ïîâèííi ñïðàâäæóâàòèñÿ ïðè âñiõ t > 0, x ∈ X
òà ìàéæå âñiõ y ∈ X âiäíîñíî ìiðè l. Ïðîòå, â ñèòóàöiÿõ, ÿêi ìè áóäåìî

ðîçãëÿäàòè, G òà G• áóäóòü íåïåðåðâíèìè çà âñiìà ñâî¨ìè àðãóìåíòàìè i

ðiâíîñòi (1.23) òà (1.24) áóäóòü âiðíèìè ïðè âñiõ y ∈ X.

Ðiâíÿííÿ (1.23) òà (1.24) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ôîðìóëè çáóðåíü â ñèòóàöi¨

êîëè ãåíåðàòîð íàïiâãðóïè çáóðþ¹òüñÿ ç äîïîìîãîþ îïåðàòîðà, ÷èÿ äiÿ íà

ôóíêöiþ ïîëÿãà¹ ó ìíîæåííi ¨¨ íà äàíó ôóíêöiþ (v(x))x∈X (äèâ. [27]).

Ñòàðòóþ÷è ç ìíîæèíè âèìiðíèõ îáìåæåíèõ ôóíêöié v òà âèêîðèñòîâóþ÷è

ãðàíè÷íèé ïåðåõiä, ìîæíà ðîçïîâñþäèòè ðiâíÿííÿ (1.23), (1.24) òà ñïiââiäíî-

øåííÿ (1.22) íà ôóíêöi¨ v, ùî ¹ ëîêàëüíî íåîáìåæåíèìè òà íàâiòü óçàãàëü-

íåíèìè.

1.2.5 W-ôóíêöiîíàëè âiä ïðîöåñiâ Ìàðêîâà.

Çàâåðøèìî ïåðøèé ðîçäië íàãàäóâàííÿì äåÿêèõ ôàêòiâ ç òåîði¨ W-ôóíêöi-

îíàëiâ âiä ïðîöåñiâ Ìàðêîâà (äèâ. [16, Ch. 6, �6]). Òàê íàçèâàþòüñÿ àäèòèâ-

íi îäíîðiäíi íåïåðåðâíi íåâiä'¹ìíi ôóíêöiîíàëè (ηt)t≥0 âiä ïðîöåñó Ìàðêîâà

(x(t),Mt, ζ,Px) â (X,B) òàêi, ùî sup
x∈X

Exηt <∞ äëÿ êîæíîãî t > 0. Äîâåäåíî,
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ùî W-ôóíêöiîíàë (ηt)t≥0 îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ôóíêöi¹þ Ft(x) = Exηt,
t ≥ 0, x ∈ X, ùî íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòèêîþ W-ôóíêöiîíàëà (ηt)t≥0. Öÿ

ôóíêöiÿ âèìiðíà âiäíîñíî x ∈ X ïðè ôiêñîâàíîìó t ≥ 0, çðîñòàþ÷à âiäíîñíî

t ≥ 0 ïðè ôiêñîâàíîìó x ∈ X (F0(x) ≡ 0) òà çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíó ðiâíiñòü∫
X

Ft(y)P (s, x, dy) = Fs+t(x)− Fs(x)

ïðè âñiõ s > 0, t > 0 òà x ∈ X.

Êîæíà ôóíêöiÿ (Ht(x))t≥0,x∈X , ùî çàäîâîëüíÿ¹ öi âëàñòèâîñòi, íàçèâà¹-

òüñÿ W-ôóíêöi¹þ i âàæëèâèì ¹ ïèòàííÿ êîëè äàíà W-ôóíêöiÿ ¹ õàðàêòåðè-

ñòèêîþ äåÿêîãî W-ôóíêöiîíàëà. Âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ ñòâåðäíà, ÿêùî äà-

íà W-ôóíêöiÿ (Ht(x))t≥0,x∈X çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó sup
x∈X

Ht(x)→ 0, ïðè t→ 0+.

Öÿ óìîâà äîñòàòíÿ, àëå íå íåîáõiäíà. Ó íàñ áóäå ìîæëèâiñòü íèæ÷å ðîçãëÿ-

íóòè W-ôóíêöiîíàë, õàðàêòåðèñòèêà ÿêîãî íå çàäîâîëüíÿ¹ öþ óìîâó.

1.3 Çàãàëüíà õàðàêòåðèñòèêà ðîáîòè òà îñíîâíi

ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ.

Â öüîìó ïàðàãðàôi êîðîòêî, íàñêiëüêè öå ìîæëèâî, îïèøåìî ñòðóêòóðó äè-

ñåðòàöi¨ òà ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ.

Ïðè öüìó çáåðåæåìî íóìåðàöiþ òâåðäæåíü.

Ó âñòóïi âèñâiòëåíî àêòóàëüíiñòü äîñëiäæåííÿ, çâ'ÿçîê äèñåðòàöiéíî¨ ðî-

áîòè ç íàóêîâî-äîñëiäíèìè òåìàìè, ñôîðìóëüîâàíî ìåòó i çàâäàííÿ äîñëi-

äæåííÿ, âiäçíà÷åíî íàóêîâó íîâèçíó îäåðæàíèõ ó äèñåðòàöi¨ ðåçóëüòàòiâ, âè-

îêðåìëåíî îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à òà âêàçàíî óñòàíîâè é îðãàíiçàöi¨, äå

äîïîâiäàëèñü òà îáãîâîðþâàëèñü ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ ïîäàíî êîðîòêèé îãëÿä âiäîìèõ ðåçóëüòà-

òiâ, ùî ñòîñóþòüñÿ òåìàòèêè ðîáîòè. Âií äîçâîëèòü äàòè óÿâëåííÿ ïðî ñó÷à-

ñíèé ñòàí äîñëiäæåíü ç äàíî¨ òåìàòèêè òà ïðî ìiñöå ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöiéíî¨

ðîáîòè ó ðîçâ'ÿçàííi ïîñòàâëåíî¨ ïðîáëåìè. Êðiì òîãî, òóò ââåäåíî íåîáõiäíi

òåðìiíè, ñôîðìóëüîâàíî ïîïåðåäíi âiäîìîñòi òà ðåçóëüòàòè, äîâåäåíî äåÿêi
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äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ, ÿêi ïîòðiáíi äëÿ ðîçóìiííÿ ðîáîòè, çðîáëåíî êîðî-

òêèé îãëÿä äèñåðòàöi¨.

Äðóãèé ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíèé ïîáóäîâi òåîði¨ ïîòåíöiàëó ïðî-

ñòîãî øàðó äëÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïàðàáîëi÷íîãî òèïó, ïîâ'ÿçà-

íèõ iç ñèìåòðè÷íèìè ñòiéêèìè âèïàäêîâèìè ïðîöåñàìè â Rd, d ≥ 1. ßê i â

êëàñè÷íié òåîði¨ ïîòåíöiàëó äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó, çãà-

äàíi ïîòåíöiàëè âèêîðèñòàíi äëÿ ïîáóäîâè ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ äðó-

ãî¨ (òèïó Íåéìàíà) òà òðåòüî¨ (çìiøàíî¨) ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷, à òàêîæ

äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ äåÿêèõ iíøèõ çàäà÷ äëÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíîãî ðiâ-

íÿííÿ ïàðàáîëi÷íîãî òèïó.

Ó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi ââåäåíî ïîíÿòòÿ ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó äëÿ

ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïàðàáîëi÷íîãî òèïó âèäó

∂

∂t
u(t, x) = Au(t, ·)(x), (1.25)

äå A � ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð, ñèìâîë ÿêîãî çàäà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ

(−c|ξ|α)ξ∈Rd ç äåÿêèìè ñòàëèìè c > 0 òà α ∈ (1, 2). Öåé îïåðàòîð ¹ iíôiíiòå-

çèìàëüíèì îïåðàòîðîì ñòàíäàðòíîãî ïðîöåñó Ìàðêîâà (x(t),Mt,Px), t ≥ 0,

x ∈ Rd, ùî çâåòüñÿ ñèìåòðè÷íèì α-ñòiéêèì âèïàäêîâèì ïðîöåñîì.

Íåõàé S � äåÿêà äâîñòîðîííÿ âèìiðíà ïîâåðõíÿ. Ïîòåíöiàëîì ïðîñòîãî

øàðó ç ãóñòèíîþ (ψ(t, x))t>0,x∈S íà ïîâåðõíi S íàçèâàòèìåìî ôóíêöiþ

v(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, y)ψ(τ, y) dσy, t > 0, x ∈ Rd,

äå ôóíêöiÿ (g(t, x, y))t>0,x∈Rd,x∈Rd � ùiëüíiñòü éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó ïðîöåñó

(x(t))t≥0, à âíóòðiøíié iíòåãðàë ¹ ïîâåðõíåâèì iíòåãðàëîì ïåðøîãî ðîäó.

Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ðîçãëÿäàþòüñÿ äâi îñíîâíi ñèòóàöi¨: ïåðøà, êîëè

d ≥ 2 i ïîâåðõíÿ S ¹ îáìåæåíîþ çàìêíåíîþ ïîâåðõíåþ êëàñó H1+γ ç äåÿêèì

γ ∈ (0, 1); äðóãà, êîëè íîñié ïîòåíöiàëó � ãiïåðïëîùèíà (âêëþ÷íî ç òî÷êîþ

ó âèïàäêó d = 1).

Iñíóâàííÿ ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó çàáåçïå÷ó¹ âèêîíàííÿ ùîäî éîãî ãó-

ñòèíè óìîâè |ψ(t, x)| ≤ C t−β ç äåÿêèìè ñòàëèìè C > 0 òà β < 1.
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Äîâåäåíi íàñòóïíi âëàñòèâîñòi òàêîãî ïîòåíöiàëó. Ôóíêöiÿ v ¹ íåïåðåðâ-

íîþ íà (t, x) ∈ (0,∞) × Rd; â îáëàñòi (t, x) ∈ (0,∞) × (Rd \ S) öÿ ôóíêöiÿ

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (1.25). Öåíòðàëüíèì ìiñöåì â òåîði¨ ïîòåíöiàëó ïðî-

ñòîãî øàðó ¹, òàê çâàíà, òåîðåìà ïðî ñòðèáîê éîãî êîíîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ (â

íàøîìó âèïàäêó ïîðÿäêó α− 1) â òî÷êàõ ïîâåðõíi S.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç (gν(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd ðåçóëüòàò äi¨ íà ôóíêöiþ g(t, x, y)

çà àðãóìåíòîì x îïåðàòîðà Bν, ùî çàäà¹òüñÿ ñèìâîëîì (i|ξ|α−2(ξ, 2cν))ξ∈Rd.

Öåé îïåðàòîð ¹ àíàëîãîì êîíîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ â êëàñè÷íié òåîði¨ (ïðè α =

2). Òàê ìè éîãî i áóäåìî íàçèâàòè.

Òåîðåìà 2.2. ßêùî S � çàìêíåíà îáìåæåíà ïîâåðõíÿ â Rd êëàñó H1+γ,

ùî ðîçäiëÿ¹ ìíîæèíó Rd \ S íà äâi âiäêðèòi ïiäìíîæèíè D i Rd \ D̄, à
(ψ(t, x))t>0,x∈S � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ ç äiéñíèìè çíà÷åííÿìè, ùî çàäîâîëü-

íÿ¹ óìîâó |ψ(t, x)| ≤ C t−β ç äåÿêèìè ñòàëèìè C > 0 òà β < 1, òî ïðè

ôiêñîâàíèõ t > 0 òà x0 ∈ S ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
x→x0±

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x0)(t− τ, x, y)ψ(τ, y) dσy =

=∓ ψ(t, x0) +

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x0)(t− τ, x0, y)ψ(τ, y) dσy,

(1.26)

äå ν(x0) � îäèíè÷íèé âåêòîð çîâíiøíüî¨ íîðìàëi äî ïîâåðõíi S â òî÷öi x0,

à x → x0+ (âiäïîâiäíî x0−) îçíà÷à¹, ùî x íàáëèæà¹òüñÿ äî x0 âçäîâæ

äîâiëüíî¨ êðèâî¨, ðîçòàøîâàíî¨ â äåÿêîìó çàìêíåíîìó îáìåæåíîìó êîíóñi

K â Rd ç âåðøèíîþ â òî÷öi x0, òàêîìó, ùî K ⊂ (Rd \ D̄)∪ {x0} (âiäïîâiäíî
K ⊂ D ∪ {x0}).

Iíòåãðàë â ïðàâié ÷àñòèíi ôîðìóëè (1.26) çâåòüñÿ ïðÿìèì çíà÷åííÿì ðå-

çóëüòàòó äi¨ îïåðàòîðà Bν(x0) íà ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó â òî÷öi x0 ∈ S.

Àíàëîã öi¹¨ òåîðåìè äëÿ ãiïåðïëîùèíè ôîðìóëþ¹òüñÿ òàê.

Òåîðåìà 2.3. Íåõàé S = {x ∈ Rd : (x, ν) = 0} ç äåÿêèì îäèíè÷íèì âåêòî-

ðîì ν ∈ Rd, à (ψ(t, x))t>0,x∈S � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ ç äiéñíèìè çíà÷åííÿìè,
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ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó |ψ(t, x)| ≤ C t−β ç äåÿêèìè ñòàëèìè C > 0 òà β < 1.

Òîäi ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
z→x±

t∫
0

dτ

∫
S

gν(t− τ, z, y)ψ(τ, y) dσy = ∓ψ(t, x) (1.27)

äëÿ âñiõ t > 0 òà x ∈ S, äå z → x+ (âiäïîâiäíî, z → x−) îçíà÷à¹, ùî
z íàáëèæà¹òüñÿ äî x âçäîâæ äîâiëüíî¨ êðèâî¨, ùî ëåæèòü â ñêií÷åííîìó

çàìêíåíîìó êîíóñi K â Rd ç âåðøèíîþ â òî÷öi x òàêîìó, ùî K ⊂ {z ∈ Rd :

(z, ν) > 0} ∪ {x} (âiäïîâiäíî, K ⊂ {z ∈ Rd : (z, ν) < 0} ∪ {x}).

Âiäñóòíiñòü â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (1.27) ïðÿìîãî çíà÷åííÿ ðåçóëüòàòó

äi¨ îïåðàòîðà Bν íà ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó â òî÷öi x ∈ S ¹ íàñëiäêîì

ðiâíîñòi

gν(t, x, y) =
2

α

(y − x, ν)

t
g(t, x, y),

ÿêà ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðè âñiõ t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd.

Â äðóãîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿíóòi ïî÷àòêîâî-êðàéîâi çàäà÷i äëÿ ïñåâäîäè-

ôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (1.25) òà éìîâiðíiñíi ïðåäñòàâëåííÿ ¨õ ðîçâ'ÿçêiâ.

Íåõàé S � äåÿêà ãëàäêà ïîâåðõíÿ â Rd, ÿêà äiëèòü ìíîæèíó Rd íà äâi

÷àñòèíè D+ òà D− òàê, ùî Rd = D+ ∪ S ∪ D−, à ν(x) � îðò íîðìàëi äî S

â òî÷öi x ∈ S íàïðàâëåíî¨ â ñòîðîíó D+. Ðîçãëÿäà¹ìî äâi ñèòóàöi¨: ïåðøà,

êîëè S ¹ îáìåæåíîþ çàìêíåíîþ ïîâåðõíåþ êëàñó H1+γ ç äåÿêèì γ ∈ (0, 1), à

äðóãà, êîëè S � ãiïåðïëîùèíà, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò (ùî

íåñóòò¹âî) îðòîãîíàëüíî äî äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî îäèíè÷íîãî âåêòîðà ν (òîäi

ν(x) = ν ïðè âñiõ x ∈ S).

Çàäàâøè íà S äåÿêi íåïåðåðâíi äiéñíîçíà÷íi ôóíêöi¨ (q(x))x∈S òà (r(x))x∈S

(r(x) ≥ 0, x ∈ S), à òàêîæ, çàôiêñóâàâøè äåÿêó ôóíêöiþ ϕ ∈ Cb(Rd) (òàê

ïîçíà÷à¹ìî ìíîæèíó îáìåæåíèõ íåïåðåðâíèõ äiéñíîçíà÷íèõ ôóíêöié íà Rd),

ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïîáóäîâè íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ (u(t, x, ϕ))t>0,x∈Rd, ÿêà çà-

äîâîëüíÿ¹:
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(i) ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ:

∂u(t, x, ϕ)

∂t
= Au(t, ·, ϕ)(x), t > 0, x ∈ Rd \ S;

(ii) ïî÷àòêîâó óìîâó: u(0+, x, ϕ) = ϕ(x), x ∈ Rd;

(iii) ãðàíè÷íó óìîâó: ïðè t > 0, x ∈ S

1 + q(x)

2
Bν(x)u(t, ·, ϕ)(x+)− 1− q(x)

2
Bν(x)u(t, ·, ϕ)(x−) = r(x)u(t, x, ϕ).

ßê i âèùå, â óìîâi (iii) ïiä çàïèñîì f(x+) (âiäïîâiäíî f(x−)) ðîçóìi¹ìî ãðà-

íèöþ ôóíêöi¨ (f(y))y∈Rd â òî÷öi x ∈ S, ÿêùî y íàáëèæà¹òüñÿ äî x âçäîâæ

äîâiëüíî¨ êðèâî¨, ðîçòàøîâàíî¨ â äåÿêîìó çàìêíåíîìó îáìåæåíîìó êîíóñi K â

Rd ç âåðøèíîþ â òî÷öi x òàêîìó, ùî K ⊂ D+∪{x} (âiäïîâiäíî K ⊂ D−∪{x}).
Òàêó çàäà÷ó ìè íàçèâà¹ìî òðåòüîþ ïî÷àòêîâî-êðàéîâîþ çàäà÷åþ äëÿ ïñåâäî-

äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (1.25). Ïðè r(x) ≡ 0 âîíà ñòà¹ äðóãîþ ïî÷àòêîâî-

êðàéîâîþ çàäà÷åþ.

Ñôîðìóëüîâàíó çàäà÷ó ðîçâ'ÿçó¹ìî ç âèêîðèñòàííÿì ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî

øàðó òà òåîðåìè ïðî ñòðèáîê êîíîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ ïîðÿäêó α− 1 îñòàííüî-

ãî. Ïðè öüîìó ðîçãëÿäà¹òüñÿ îêðåìî âèïàäîê q(x) ≡ 0, öå � òàê çâàíà ñèìå-

òðè÷íà ïî÷àòêîâî-êðàéîâà çàäà÷à, òà âèïàäîê r(x) ≡ 0 � äðóãà ïî÷àòêîâî-

êðàéîâà çàäà÷à. Êîæíîãî ðàçó íàñ öiêàâèòèìå ïèòàííÿ ïðî éìîâiðíiñíi ñåíñ

òà ïðåäñòàâëåííÿ âiäïîâiäíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Â ïåðøîìó ïóíêòi öüîãî ïiäðîçäiëó ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ äðóãà ïî÷àòêîâî-êðàéîâà

çàäà÷à. Ãðàíè÷íà óìîâà â íié âèãëÿäà¹ òàê

(iv) (1 + q(x))Bν(x)u(t, ·)(x+)− (1− q(x))Bν(x)u(t, ·)(x−) = 0

ïðè âñiõ t > 0, x ∈ S.

Ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i øóêà¹ìî ó âèãëÿäi

ũ(t, x) =

∫
Rd

g(t, x, y)ϕ(y) dy +

t∫
0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, y)q(y)ψ(τ, y) dσy, (1.28)
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äå ôóíêöiÿ (ψ(t, x))t>0,x∈Rd ïîòðåáó¹ âèçíà÷åííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâî-

ñòi ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó (â òîìó ÷èñëi i òåîðåìó ïðî ñòðèáîê), ïðèõîäèìî

äî âèñíîâêó, ùî ôóíêöiÿ (ψ(t, x))t>0,x∈Rd çàäîâîëüíÿ¹ iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ

ψ(t, x) =

∫
Rd

gν(x)(t, x, y)ϕ(y) dy+

+

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x)(t− τ, x, y)q(y)ψ(τ, y) dσy, t > 0, x ∈ S,

ÿêå ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ìåòîäîì ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü. Íåõàé

ψ0(t, x) =

∫
Rd

gν(x)(t, x, y)ϕ(y) dy, t > 0, x ∈ S, (1.29)

à äëÿ n ≥ 1

ψn(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x)(t− τ, x, y)q(y)ψn−1(τ, y) dσy, t > 0, x ∈ S. (1.30)

Òåîðåìà 2.6. ßêùî S � ïîâåðõíÿ â Rd, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè Òåîðåìè 2.2,

(q(x))x∈S � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ ç äiéñíèìè çíà÷åííÿìè, à ϕ ∈ Cb(Rd), òî

ïî÷àòêîâî-êðàéîâà çàäà÷à (i), (ii), (iv) ìà¹ òàêèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé çîáðàæà¹-

òüñÿ ôîðìóëîþ (1.28) ç ôóíêöi¹þ ψ, âèçíà÷åíîþ ç äîïîìîãîþ ðÿäó ψ(t, x) =
∞∑
n=0

ψn(t, x), ÷ëåíè ÿêîãî çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ (1.29), (1.30).

Àíàëîãi÷íî, â äðóãîìó ïóíêòi ïîáóäîâàíî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çà-

äà÷i (i), (ii), (iv).

Òåîðåìà 2.7. Ôóíêöiÿ (g̃(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd, çàäàíà ðiâíiñòþ

g̃(t, x, y) = g(t, x, y) +

t∫
0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, z)w(τ, z, y)q(z) dσz,

äå (w(t, x, y))t>0,x∈S,y∈Rd çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (t > 0, x ∈ S, y ∈ Rd)

w(t, x, y) = gν(x)(t, x, y) +

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x)(t− τ, x, z)w(τ, z, y)q(z) dσz,

¹ ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (i), (ii), (iv).
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Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ g̃ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ Êîëìîãîðîâà-×åïìåíà

g̃(s+ t, x, y) =

∫
Rd

g̃(s, x, z)g̃(t, z, y) dz

äëÿ âñiõ s > 0, t > 0, x ∈ Rd òà y ∈ Rd, i, êðiì òîãî, ñïðàâäæó¹òüñÿ òîòî-

æíiñòü
∫
Rd

g̃(t, x, y) dy ≡ 1. Àëå êðiì äîäàòíiõ çíà÷åíü âîíà ìîæå ïðèéìàòè i

âiä'¹ìíi. Òàêèì ÷èíîì, ñòâåðäæóâàòè ïðî iñíóâàííÿ òàêîãî ïðîöåñó Ìàðêî-

âà, äëÿ ÿêîãî ïîáóäîâàíèé â Òåîðåìi 2.7 ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê áóâ áè

ùiëüíiñòþ éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó, ìè íå ìîæåìî. Òóò ìîæíà ãîâîðèòè òiëüêè

ïðî �ïñåâäîïðîöåñ�.

Äëÿ äðóãî¨ ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çàäà÷i ó âèïàäêó ãðàíè÷íî¨ óìîâè íà ãi-

ïåðïëîùèíi ìà¹ìî òàêi æ ðåçóëüòàòè.

Â òðåòüîìó ïóíêòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íà òðåòÿ ïî÷àòêîâî-êðàéîâà

çàäà÷à ç îáìåæåíîþ çàìêíåíîþ ïîâåðõíåþ êëàñó H1+γ, γ ∈ (0, 1) â ÿêîñòi

ãðàíèöi. Ãðàíè÷íà óìîâà â öié çàäà÷i ìà¹ âèãëÿä

(v)
1

2
Bν(x)u(t, ·, ϕ)(x+)− 1

2
Bν(x)u(t, ·, ϕ)(x−) = r(x)u(t, x, ϕ),

ïðè t > 0, x ∈ S.

Çáóðþþ÷è iíôiíiòåçèìàëüíèé îïåðàòîð ñèìåòðè÷íîãî α-ñòiéêîãî âèïàäêî-

âîãî ïðîöåñó îïåðàòîðîì ìíîæåííÿ íà ôóíêöiþ r(·)δS, â ÿêié δS ¹ óçàãàëüíå-
íîþ ôóíêöiþ � äåëüòà-ôóíêöi¹þ íà ïîâåðõíi S, îäåðæó¹ìî ïðîöåñ Ìàðêîâà

(x̂(t))t≥0, óòâîðåíèé ç (x(t))t≥0 óáèâàííÿì ç iíòåíñèâíiñòþ (r(x))x∈S îñòàí-

íüîãî íà ïîâåðõíi S. Ùiëüíiñòü éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó (ĝ(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd

òàêîãî ïðîöåñó çàäîâîëüíÿ¹ iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ (ðiâíÿííÿ çáóðåííÿ)

ĝ(t, x, y) = g(t, x, y)−
t∫

0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, z)ĝ(τ, z, y)r(z) dσz. (1.31)

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.31) áóäó¹òüñÿ ìåòîäîì ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü. Êðiì

òîãî, äëÿ êîæíî¨ íåïåðåðâíî¨ îáìåæåíî¨ ôóíêöi¨ (ϕ(x))x∈Rd ïðè âñiõ t > 0,
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x ∈ Rd âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü∫
Rd

ĝ(t, x, y)ϕ(y) dy = Exϕ(x(t))e−ηt(r), (1.32)

äå (ηt(r))t≥0 � W-ôóíêöiîíàë ç õàðàêòåðèñòèêîþ

ft(x) =

t∫
0

dτ

∫
S

g(τ, x, y)r(y) dσy.

Öå íàñëiäîê ôîðìóëè Ôåéíìàíà-Êàöà òà äîâåäåíî¨ íàñòóïíî¨ àïðîêñèìàöié-

íî¨ ëåìè. Äëÿ âèìiðíî¨ êîìïëåêñíîçíà÷íî¨ ôóíêöi¨ (ψ(t, x))t≥0,x∈Rd òàêî¨, ùî

ïðè êîæíîìó T > 0 âèêîíó¹òüñÿ sup
0≤t≤T,x∈Rd

|ψ(t, x)| < ∞, ðîçãëÿíåìî ¨¨ ïåðå-

òâîðåííÿ

ψh(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
Rd

g(t− τ, x, y)ψ(τ, y)vh(y) dy, t > 0, x ∈ Rd, h > 0, (1.33)

â ÿêîìó vh(x) =

∫
S

g(h, x, y)r(y) dσy.

Ëåìà 2.8. Äëÿ äàíèõ ÷èñåë ε > 0, L > 0 òà T > 0 iñíó¹ òàêå ÷èñëî

δ > 0, ùî íåðiâíiñòü |ψh(t′, x′) − ψh(t, x)| < ε âèêîíó¹òüñÿ ïðè âñiõ h > 0,

t′ ∈ (0, T ], t ∈ (0, T ], x′ ∈ Rd, x ∈ Rd i äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ (ψ(t, x))t≥0,x∈Rd ç

âëàñòèâiñòþ sup
0≤t≤T,x∈Rd

|ψ(t, x)| < L, ÿêùî òiëüêè |t′ − t|+ |x′ − x| < δ.

Òåîðåìà 2.9. Ïîáóäîâàíà âèùå ôóíêöiÿ (ĝ(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd ¹ ôóíäàìåí-

òàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (i), (ii), (v).

Ñèìåòðè÷íà òðåòÿ ïî÷àòêîâî-êðàéîâà çàäà÷à ç ãðàíè÷íîþ óìîâîþ íà ãi-

ïåðïëîùèíi ðîçãëÿäà¹òüñÿ â ÷åòâåðòîìó ïóíêòi öüîãî ïiäðîçäiëó. �äèíà âiä-

ìiííiñòü öi¹¨ ñèòóàöi¨ âiä ïîïåðåäíüî¨ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âiäïîâiäíà àïðîêñè-

ìàöiéíà ëåìà ó âèïàäêó d ≥ 2 ñòâåðäæó¹ òiëüêè ëîêàëüíó ïî ïðîñòîðîâié

çìiííié êîìïàêòíiñòü ïåðåòâîðåííÿ òèïó (1.33).

Ïîçíà÷èìî BR = {y ∈ Rd : |y| ≤ R} äëÿ R > 0 òà BC
R = Rd \BR.
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Ëåìà 2.11. ßêùî d ≥ 2, òî äëÿ çàäàíèõ ÷èñåë ε > 0, L > 0, T > 0 òà

R > 0 iñíó¹ ÷èñëî δ > 0 òàêå, ùî íåðiâíiñòü |ψh(t′, x′)− ψh(t, x)| < ε ñïðàâ-

äæó¹òüñÿ ïðè âñiõ h > 0, t ∈ [0, T ], t′ ∈ [0, T ], x ∈ BR, x′ ∈ BR òà âñiõ

âèìiðíèõ ôóíêöiÿõ (ψ(t, x))t≥0,x∈Rd, ùî âîëîäiþòü âëàñòèâiñòþ

sup
(t,x)∈[0,T ]×Rd

|ψ(t, x)| ≤ L,

ÿêùî òiëüêè âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |t′ − t|+ |x′ − x| < δ.

Ï'ÿòèé ïóíêò ïðèñâÿ÷åíèé çàãàëüíié òðåòié ïî÷àòêîâî-êðàéîâié çàäà÷i

(i) � (iii) ç ãðàíè÷íîþ óìîâîþ íà îáìåæåíié çàìêíåíié ïîâåðõíi êëàñó H1+γ,

γ ∈ (0, 1).

Ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i áóäó¹òüñÿ ÿê ñïiëüíèé ðîçâ'ÿçîê

ïàðè ðiâíÿíü (t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd)

g∗(t, x, y) = g̃(t, x, y)−
t∫

0

dτ

∫
S

g̃(t− τ, x, z)g∗(τ, z, y)r(z) dσz, (1.34)

g∗(t, x, y) = g̃(t, x, y)−
t∫

0

dτ

∫
S

g∗(t− τ, x, z)g̃(τ, z, y)r(z) dσz, (1.35)

â ÿêèõ ôóíêöiÿ (g̃(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd � òà æ, ùî ¨¨ âèçíà÷åíî âèùå (ôóíäà-

ìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äðóãî¨ ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çàäà÷i).

Ñïiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿíü (1.34), (1.35) øóêà¹ìî ó âèãëÿäi ñóìè ðÿäó

g∗(t, x, y) =
∞∑
k=0

(−1)kg∗k(t, x, y), (1.36)

äå g∗0(t, x, y) = g̃(t, x, y), à ïðè k ≥ 1

g∗k(t, x, y) =

t∫
0

dτ

∫
S

g̃(t− τ, x, z)g∗k−1(τ, z, y)r(z) dσz =

=

t∫
0

dτ

∫
S

g∗k−1(t− τ, x, z)g̃(τ, z, y)r(z) dσz.
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Òåîðåìà 2.15. Ôóíêöiÿ (g∗(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd, çàäàíà ðiâíiñòþ (1.36), ¹

ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (i) � (iii).

ßê óæå çàçíà÷àëîñü, ôóíêöiÿ g̃ íå ìîæå áóòè ùiëüíiñòþ éìîâiðíîñòi ïå-

ðåõîäó æîäíîãî ïðîöåñó Ìàðêîâà. Àëå ¨¨ ìîæíà ðîçãëÿäàòè òàêîþ äëÿ ïñåâ-

äîïðîöåñó (y(t))t≥0 i, òîìó, ôóíêöiÿ g∗ ïîâèííà áóòè ïîâ'ÿçàíà ç öèì ïñåâäî-

ïðîöåñîì çà àíàëîãi¹þ ç (1.32) òàê, ùî∫
Rd

g∗(t, x, y)ϕ(y) dy = E∗xϕ(y(t))e−η
∗
t (r), t > 0, x ∈ Rd,

äå E∗x ïîçíà÷à¹ �ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ� âiäíîñíî ïñåâäîïðîöåñó (y(t))t≥0 à

(η∗t (r))t≥0 � äåÿêèé �àäèòèâíèé ôóíêöiîíàë âiä íüîãî�.

Ñèòóàöiÿ ó âèïàäêó ãiïåðïëîùèíè íi÷èì íå âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä öi¹¨, ÿê âèäíî

ç øîñòîãî ïóíêòó.

Â òðåòüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à ïîáóäîâè ëèïó÷î¨ ìåìáðà-

íè äëÿ ñèìåòðè÷íîãî α-ñòiéêîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó (x(t),Mt,Px), t ≥ 0,

x ∈ Rd, ÿê íà ãiïåðïëîùèíi, òàê i íà êðèâié ïîâåðõíi. Òóò ç äîïîìîãîþ âè-

ïàäêîâî¨ çàìiíè ÷àñó ïîáóäîâàíî âèïàäêîâèé ïðîöåñ (x̂(t),M̂t,Px), t ≥ 0,

x ∈ Rd, ðåçóëüòàò äi¨ ðåçîëüâåíòíîãî îïåðàòîðà ÿêîãî Û(λ, x, ϕ) = R̂λϕ(x) =
∞∫

0

e−λtExϕ(x̂(t)) dt íà êîæíó îáìåæåíó ãåëüäåðîâó ôóíêöiþ (ϕ(x))x∈Rd, çàäî-

âîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

(I) λÛ(λ, x, ϕ)− ϕ(x) = AÛ(λ, ·, ϕ)(x) ïðè âñiõ λ > 0, x ∈ Rd \ S;

(II) λÛ(λ, x, ϕ)− ϕ(x) =
1

2p(x)

[
Bν(x)Û(λ, ·, ϕ)(x+)−Bν(x)Û(λ, ·, ϕ)(x−)

]
ïðè âñiõ λ > 0, x ∈ S,

äå (p(x))x∈S � äåÿêà äîäàòíà ôóíêöiÿ.

Öåé ôàêò ìîæíà ðîçóìiòè, ÿê òå, ùî ïðîöåñ (x̂(t))t≥0 ïðîâîäèòü íà ïî-

âåðõíi S íåíóëüîâèé ÷àñ.

Â ïåðøîìó ïóíêòi öüîãî ïiäðîçäiëó ðîçãëÿäàþòüñÿ ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà
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ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó

V (λ, x, ψ) =

∞∫
0

e−λtv(t, x, ψ) dt =

∫
S

G(λ, x, y)Ψ(λ, y) dσy,

äå G(λ, x, y) =

∞∫
0

e−λtg(t, x, t) dt, Ψ(λ, x) =

∞∫
0

e−λtψ(t, x) dt, òà éîãî âëàñòèâî-

ñòi. Çîêðåìà, ôóíêöiÿ (V (λ, x, ψ))λ>0,x∈Rd íåïåðåðâíà òà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿ-

ííÿ AV (λ, ·, ψ)(x) = λV (λ, x, ψ), λ > 0, x ∈ Rd \ S. Âiäïîâiäíèê òåîðåìè

ïðî ñòðèáîê äëÿ îáìåæåíî¨ çàìêíåíî¨ ïîâåðõíi êëàñóH1+γ ç äåÿêèì γ ∈ (0, 1)

ôîðìóëþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì.

Òåîðåìà 2.17. Íåõàé îáìåæåíà çàìêíåíà ïîâåðõíÿ S íàëåæèòü äî êëàñó

H1+γ ç äåÿêèì γ ∈ (0, 1), à ôóíêöiÿ (ψ(t, x))t≥0,x∈S � îáìåæåíà i íåïåðåðâ-

íà íà âñié îáëàñòi âèçíà÷åííÿ. Òîäi äëÿ êîæíîãî x ∈ S ñïðàâäæóþòüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿ

Bν(x)V (λ, ·, ψ)(x±) =

∫
S

Gν(x)(λ, x, y)Ψ(λ, y) dσy ∓Ψ(λ, x),

ïðè âñiõ λ > 0.

ßêùî S � ãiïåðïëîùèíà, òî ïðè d ≥ 2 ìà¹ìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ

Òåîðåìà 2.18. ßêùî ôóíêöiÿ (ψ(t, x))t≥0,x∈S � îáìåæåíà i íåïåðåðâíà íà

âñié îáëàñòi âèçíà÷åííÿ. Òîäi äëÿ êîæíîãî x ∈ S ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiä-

íîøåííÿ BνV (λ, ·, ψ)(x±) = ∓Ψ(λ, x), ïðè âñiõ λ > 0.

Ïî ñóòi òå æ ñàìå òâåðäæåííÿ ìà¹ìî i äëÿ d = 1. Â öüîìó âèïàäêó S = {0}
i ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

v(t, x, ψ) =

t∫
0

g(t− τ, x, 0)ψ(τ) dτ, t > 0, x ∈ R,

â ÿêié (ψ(t))t>0 � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü |ψ(t)| ≤
Ct−β ç äåÿêèìè ñòàëèìè C > 0, β < 1.
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Òåîðåìà 2.19. ßêùî ôóíêöiÿ (ψ(t))t≥0 îáìåæåíà i íåïåðåðâíà íà [0,∞), òî

ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
x→0±

2c

∞∫
0

e−λtBv(t, ·, ψ)(x) dt = ∓
∞∫

0

e−λtψ(t) dt.

ïðè êîæíîìó λ > 0.

Îñòàííi äâà ïóíêòè öüîãî ïiäðîçäiëó ïðèñâÿ÷åíi âèâ÷åííþ W-ôóíêöiîíà-

ëó (ηt(p))t≥0 ç õàðàêòåðèñòèêîþ ft(x) =

t∫
0

dτ

∫
S

g(τ, x, y)p(y) dσy, t ≥ 0, x ∈

Rd, äå (p(x))x∈S � äåÿêà äîäàòíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ (äîäàòêîâî îáìåæåíà

ó âèïàäêó ãiïåðïëîùèíè), òà ïîáóäîâi ïðîöåñó (x̂(t),M̂t,Px), äå x̂(t) = x(ζt),

M̂t =Mζt, à ζt = inf{s ≥ 0 : s+ ηs(p) ≥ t}.

Òåîðåìà 2.21. Ó âèïàäêó d ≥ 2 äëÿ êîæíî¨ îáìåæåíî¨ ãåëüäåðîâî¨ ôóí-

êöi¨ (ϕ(x))x∈Rd ôóíêöiÿ Û(λ, x, ϕ) =

∞∫
0

e−λtExϕ(x̂(t)) dt, λ > 0, x ∈ Rd, ¹

ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (I), (II).

ßêùî d = 1, òî ìà¹ìî S = {0}, p(x) ≡ p ∈ (0,∞) i

ft(x) = p

t∫
0

g(τ, x, 0) dτ, t > 0, x ∈ R.

Òîäi ôóíêöiîíàë (ηt(p))t≥0 ¹ äîìíîæåíèì íà p ëîêàëüíèì ÷àñîì ïðîöåñó

(x(t))t≥0 â íóëi (ïî÷àòêó êîîðäèíàò). Òâåðäæåííÿ îñòàííüî¨ òåîðåìè çàëè-

øà¹òüñÿ áåç çìií.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ àäèòèâíi çáóðåííÿ iíôiíiòåçèìàëü-

íîãî îïåðàòîðà ñèìåòðè÷íîãî α-ñòiéêîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó ç äîïîìîãîþ

îïåðàòîðà (a(·),B), äå âåêòîðíèé îïåðàòîð B âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ì ñèìâîëîì

(i|ξ|α−2ξ)ξ∈Rd òà (a(x))x∈Rd � äåÿêà Rd-çíà÷íà ôóíêöiÿ.

Ç òî÷êè çîðó òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïîòðiáíî ðîçãëÿíóòè çàäà÷ó

Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ

∂u(t, x)

∂t
= Au(t, ·)(x) + (a(x),Bu(t, ·)(x)) (1.37)
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â îáëàñòi t > 0, x ∈ Rd.

Ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê òàêî¨ çàäà÷i øóêà¹òüñÿ ÿê ñïiëüíèé ðîçâ'ÿçîê

íàñòóïíî¨ ïàðè ðiâíÿíü (ðiâíÿííÿ çáóðåííÿ)

ĝ(t, x, y) = g(t, x, y) +

t∫
0

dτ

∫
Rd

g(t− τ, x, z)(a(z),Bĝ(τ, ·, y)(z)) dz,

ĝ(t, x, y) = g(t, x, y) +

t∫
0

dτ

∫
Rd

ĝ(t− τ, x, z)(a(z),Bg(τ, ·, y)(z)) dz.

(1.38)

Â ïåðøîìó ïiäðîçäiëi ïîáóäîâàíî çáóðåííÿ ç êîåôiöi¹íòîì (a(x))x∈Rd �

ôóíêöi¹þ ç Lp(Rd).

Òåîðåìà 3.1. Íåõàé ôóíêöiÿ (a(x))x∈Rd çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó: a ∈ Lp(Rd) ç

äåÿêèì p > d+ α (ìîæëèâî, p =∞).

Çáóðåííÿ (ĝ(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd iñíó¹ òà ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

� çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ Êîëìîãîðîâà-×åïìåíà∫
Rd

ĝ(t, x, z)ĝ(s, z, y) dz = ĝ(t+ s, x, y), t > 0, s > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd;

� ÿê ôóíêöiÿ òðåòüîãî àðãóìåíòà (ïðè ôiêñîâàíèõ ïåðøèõ äâîõ) ¹ àá-

ñîëþòíî iíòåãðîâíèì i
∫
Rd

ĝ(t, x, y) dy ≡ 1.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äîçâîëÿ¹ ñêîíñòðóþâàòè óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê

çãàäàíî¨ âèùå çàäà÷i Êîøi.

Òåîðåìà 3.3. Íåõàé çàäàíi ôóíêöi¨ â òà ã, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè Òå-

îðåìè 3.1. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ĝ òà g̃ ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü òèïó (1.38), â ÿêèõ

ôóíêöiÿ a çàìiíåíà íà â òà ã, âiäïîâiäíî. Òîäi ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|ĝ(t, x, y)− g̃(t, x, y)| ≤ HT‖â− ã‖p
t1−

d
αp

(t
1
α + |y − x|)d+α−1

,
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ÿêùî p > d+ α ñêií÷åííå, ÷è

|ĝ(t, x, y)− g̃(t, x, y)| ≤ HT‖â− ã‖∞
t

(t
1
α + |y − x|)d+α−1

,

ÿêùî p = ∞, íà ìíîæèíi (0, T ] × Rd × Rd äëÿ êîæíîãî T > 0, äå äîäàòíà

ñòàëà HT çàëåæèòü òiëüêè âiä c, α, ‖â‖p, ‖ã‖p, T .

Íàñëiäîê 3.3.1. Íåõàé ϕ ∈ Cb(Rd) òà ĝ, g̃ òàêi æ, ÿê â Òåîðåìi 3.1. Ïî-

êëàäåìî û(t, x) =

∫
Rd

ĝ(t, x, y)ϕ(y) dy, ũ(t, x) =

∫
Rd

g̃(t, x, y)ϕ(y) dy. Òîäi ñïðàâ-

äæó¹òüñÿ íàñòóïíà íåðiâíiñòü (âêëþ÷íî ç p =∞)

|û(t, x)− ũ(t, x)| ≤ LT sup
y∈Rd
|ϕ(y)|‖â− ã‖p

ïðè x ∈ Rd, 0 < t ≤ T äëÿ êîæíîãî T > 0. Òóò LT � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà,

ùî ìîæëèâî çàëåæèòü âiä T .

Íåõàé Rd-çíà÷íà ôóíêöiÿ (a(x))Rd çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ‖a‖p < ∞ äëÿ äå-

ÿêîãî p > d + α. Òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié an ∈ C∞0 (Rd) òàêà, ùî

‖an − a‖p → 0, ÿêùî n → ∞. Âiäïîâiäíî äî òâåðäæåííÿ Íàñëiäêó 3.3.1 ìî-

æåìî âèçíà÷èòè ôóíêöiþ û(t, x) ðiâíiñòþ û(t, x) = lim
n→∞

ûn(t, x), äå ûn(t, x) ¹

ðîçâ'ÿçêîì ññôîðìóëüîâàíî¨ âèùå çàäà÷i Êîøi ç ôóíêöi¹þ an â êîåôiöi¹íòi.

Òâåðäæåííÿ Òåîðåìè 3.3 îçíà÷à¹, ùî

û(t, x) =

∫
Rd

ĝ(t, x, y)ϕ(y) dy,

äå ĝ(t, x, y) ¹ çáóðåííÿì (ç ôóíêöi¹þ a) ùiëüíîñòi éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó ñèìå-

òðè÷íîãî α-ñòiéêîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó. Ñàìå â öüîìó ñåíñi ìè ãîâîðèìî,

ùî ôóíêöiÿ û(t, x) ¹ óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì ñôîðìóëüîâàíî¨ âèùå çàäà÷i

Êîøi.

Â äðóãîìó ïiäðîçäiëi áóäó¹òüñÿ çáóðåííÿ çi ñòàëèì êîåôiöi¹íòîì a(x) ≡ a.

Òåîðåìà 3.6. Ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.37) çi ñòàëîþ ôóí-

êöi¹þ a(x) = a ∈ Rd çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

ĝ(t, x, y) =
1

(2π)d

∫
Rd

exp
{
i(|λ|α−2t a+ x− y, λ)− c t|λ|α

}
dλ,
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ïðè t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd.

Òðåòié ïiäðîçäië öüîãî ðîçäiëó ïðèñâÿ÷åíî ïîáóäîâi çáóðåííÿ ç êîåôiöi-

¹íòîì òèïó äåëüòà-ôóíêöi¨ íà ïîâåðõíi.

Íåõàé â ïðîñòîði Rd (d ≥ 2) çàäàíà äåÿêà îáìåæåíà çàìêíåíà ïîâåðõíÿ

S êëàñó H1+γ ç äåÿêèì γ ∈ (0, 1). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ν(x) îäèíè÷íèé âåêòîð

çîâíiøíüî¨ íîðìàëi äî ïîâåðõíi S â ¨¨ òî÷öi x. Íåõàé (q(x))x∈S � äåÿêà íåïå-

ðåðâíà äiéñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ.

Çàäàâøè ôóíêöiþ (ĝ(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd ðiâíiñòþ

ĝ(t, x, y) = g(t, x, y) +

t∫
0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, z)w(τ, z, y)q(z) dσz,

äå ôóíêöiÿ (w(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

w(t, x, y) = gν(x)(t, x, y) +

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x)(t− τ, x, z)w(τ, z, y)q(z) dσz,

â ÿêîìó gν(x)(t, x, y) = Bν(x)g(t, ·, y)(x) =
(y − x, ν(x))

cαt
g(t, x, y), âèçíà÷èìî

ñiì'þ îïåðàòîðiâ (T̂t)t>0 çàäàíèõ íà îáìåæåíèõ íåïåðåðâíèõ äiéñíîçíà÷íèõ

ôóíêöiÿõ ϕ íà Rd ðiâíiñòþ

T̂tϕ(x) =

∫
Rd

ĝ(t, x, y)ϕ(y) dy, t > 0, x ∈ Rd. (1.39)

Òåîðåìà 3.7. Äëÿ êîæíîãî t > 0, îïåðàòîð T̂t âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ (1.39)

¹ ëiíiéíèì îáìåæåíèì îïåðàòîðîì íà Cb(Rd) òà ¨õ ñóêóïíiñòü (T̂t)t>0 óòâî-

ðþ¹ íàïiâãðóïó.

Íåõàé δS � äåëüòà-ôóíêöiÿ çîñåðåäæåíà íà ïîâåðõíi S. Ïðè÷îìó ââàæà-

òèìåìî, ùî óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ δS ñèìåòðè÷íà â òîìó ñåíñi, ùî ¨¨ äiÿ ïîøè-

ðþ¹òüñÿ íà ôóíêöiþ ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì (ψ(x))x∈Rd, ÿêà ìà¹ ðîçðèâè òèïó

ñòðèáêiâ íà ïîâåðõíi S, çà ïðàâèëîì

〈δS, ψ〉 =
1

2

∫
S

(ψ(x+) + ψ(x−)) dσ.
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Òåîðåìà 3.9. Îïåðàòîð A + q(·)δSBν(·) ¹ ñëàáêèì ãåíåðàòîðîì íàïiâãðóïè

(T̂t)t>0.

Ñèòóàöiÿ ç ãiïåðïëîùèíîþ, ÿê íîñi¹ì äåëüòà-ôóíêöi¨, íi÷èì íå âiäðiçíÿ¹-

òüñÿ âiä îïèñàíî¨, çâè÷àéíî, êðiì äåÿêèõ ìîìåíòiâ â äîâåäåííÿõ âiäïîâiäíèõ

òâåðäæåíü.

×åòâåðòèé ðîçäië äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ìiñòèòü ðåçóëüòàòè äîñëiäæåíü

îäíîâèìiðíèõ ñèìåòðè÷íèõ α-ñòiéêèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ.

Â ïåðøîìó ïiäðîçäiëi ôîðìóþòüñÿ îñíîâíi îá'¹êòè äîñëiäæåííÿ ïîâ'ÿçàíi

ç ðîçãëÿäóâàíèì ïðîöåñîì.

ßê i âèùå, ïîçíà÷èìî ÷åðåç (x(t),Mt,Px) ñèìåòðè÷íèé α-ñòiéêèé âèïàä-

êîâèé ïðîöåñ ç ïîêàçíèêîì α. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi ìîìåíòè çóïèíêè öüîãî

âèïàäêîâîãî ïðîöåñó:

τ 0 = inf{s ≥ 0 : x(s) = 0} � ìîìåíò ïåðøîãî ïîòðàïëÿííÿ â 0 ,

σ = inf{s ≥ 0 : x(s) · x(0) ≤ 0} � ìîìåíò ïåðøîãî âèõîäó ç ïiâîñi .

Îäíî÷àñíî ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ g∗(t, x, y) = g(t, x, y) − g(t,−|x|, |y|), çàäàíó
ïðè t > 0, x 6= 0 òà y 6= 0. Öå ùiëüíiñòü éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó ïðîöåñó Ìàðêîâà

(x∗(t),M∗
t , τ
∗,P∗x) ó ôàçîâîìó ïðîñòîði R0 = {x ∈ R : x 6= 0} iç σ-àëãåáðîþ

B(R0) âñiõ áîðåëåâèõ ïiäìíîæèí R0. Òóò τ ∗ ¹ ÷àñîì iñíóâàííÿ âèïàäêîâîãî

ïðîöåñó (x∗(t))t≥0 àáî ìîìåíòîì ÷àñó, êîëè öåé ïðîöåñ çíèêà¹ ç ïðîñòîðó R0.

Äîáðå âiäîìî, ùî ó âèïàäêó α = 2 ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü τ 0 = σ Px-ì.í.
äëÿ êîæíîãî x ∈ R, òà ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

Px ({x(t) ∈ Γ} ∩ {σ > t}) = Px
(
{x(t) ∈ Γ} ∩ {τ 0 > t}

)
=

=

∫
Γ

g∗(t, x, y) dy
(1.40)

äëÿ âñiõ t > 0, x ∈ R0 òà Γ ∈ B(R0). ßêùî α < 2, òî τ 0 òà σ ñòàþòü ðiçíèìè,

à ôóíêöiÿ g∗ íå ïîâ'ÿçàíà ñïiââiäíîøåííÿìè (1.40) íi ç τ 0, íi ç σ.

Â äðóãîìó ïiäðîçäiëi îáãîâîðþþòüñÿ ïèòàííÿ ïîâ'ÿçàíi ç ëîêàëüíèì ÷àñîì

â íóëi îäíîâèìiðíîãî ñèìåòðè÷íîãî α-ñòiéêîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó. Ïîçíà-

÷èìî éîãî ÷åðåç (ηt)t≥0.
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Íåõàé ôóíêöiÿ (g(µ)(t, x, y))t>0,x∈R,y∈R äëÿ êîæíîãî µ > 0 òàêà, ùî äëÿ

êîæíî¨ íåïåðåðâíî¨ îáìåæåíî¨ ôóíêöi¨ (ϕ(x))x∈R âèêîíó¹òüñÿ∫
R

g(µ)(t, x, y)ϕ(y) dy = Exϕ(x(t))e−µηt, t > 0, x ∈ R.

Ïîêëàäåìî ïðè âñiõ λ > 0, x ∈ R òà y ∈ R

G(λ, x, y) =

∞∫
0

e−λtg(t, x, y) dt, G(µ)(λ, x, y) =

∞∫
0

e−λtg(µ)(t, x, y) dt.

Âñòàíîâëåíà íàñòóïíà ðiâíiñòü,

G(µ)(λ, x, y) = G(λ, x, y)− µ

1 + µG(λ, 0, 0)
G(λ, x, 0)G(λ, 0, y),

ÿêà âèÿâèëàñü êîðèñíîþ â äîâåäåííi áàãàòüîõ òâåðäæåíü öüîãî ðîçäiëó.

Â òðåòüîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåíi çàãàëüíi âëàñòèâîñòi ñèìåòðè÷íîãî α-

ñòiéêîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó, çîêðåìà, àñèìïòîòè-

÷íà ôîðìóëà äëÿ ùiëüíîñòi éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó öüîãî ïðîöåñó òà ôîðìóëà

Ðîãîçiíà-Ñïiöåðà.

×åòâåðòèé ïiäðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé âèâ÷åííþ ìîìåíòó ïåðøîãî ïîòðàïëÿ-

ííÿ ñèìåòðè÷íîãî α-ñòiéêîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó â ïî÷àòîê êîîðäèíàò.

Òåîðåìà 4.1. Ïðè âñiõ λ > 0 òà x ∈ R ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Exe−λτ
0

= κλ1−1/αG(λ, x, 0),

â ÿêié κ = c1/αα sin
π

α
.

Íàñëiäîê 4.1.1. Äëÿ êîæíîãî x ∈ R0 ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè τ 0 ìà¹

ùiëüíiñòü âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà f 0(t, x) = κD1−1/α
t g(t, x, 0).

Ïîçíà÷èìî éìîâiðíiñòü ïåðåõîäó ïðîöåñó (x0(t))t≥0 ÷åðåç P 0(t, x,Γ) äëÿ

t > 0, x ∈ R0 òà Γ ∈ B(R0).
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Òåîðåìà 4.2. Ðiâíiñòü P 0(t, x,Γ) =

∫
Γ

g0(t, x, y) dy ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ t >

0, x ∈ R0 òà Γ ∈ B(R0), äå g0 çàäà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè

g0(t, x, y) = g(t, x, y)−
t∫

0

f 0(s, x)g(t− s, 0, y) ds =

= g(t, x, y)−
t∫

0

g(s, x, 0)f 0(t− s, y) ds

äëÿ t > 0, x ∈ R0 òà y ∈ R0.

Òåîðåìà 4.3. Ñïðàâäæó¹òüñÿ íàñòóïíà ôîðìóëà äëÿ ÿäðà ïîòåíöiàëó ïðî-

öåñó (x0(t))t≥0

∞∫
0

g0(t, x, y) dt =
Γ(2− α)

πc(α− 1)
sin

πα

2

(
|x|α−1 + |y|α−1 − |y − x|α−1

)
ïðè x ∈ R0 òà y ∈ R0.

Ïîêëàäåìî βt = max{s ≥ 0 : ηs = t}, t ≥ 0.

Òåîðåìà 4.4. Äëÿ λ > 0, t > 0 òà x ∈ R ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Exe−λβt = κλ1−1/αG(λ, x, 0) exp
{
−κλ1−1/αt

}
.

Çîêðåìà, E0e
−λβt = exp

{
−κλ1−1/αt

}
, λ > 0, t > 0. Iíøèìè ñëîâàìè, (βt)t≥0 ¹

îäíîâèìiðíèì ñòiéêèì ïðîöåñîì ç ïîêàçíèêîì 1− 1

α
çà óìîâè, ùî x(0) = 0.

Â ï'ÿòîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäêîâèé ïðîöåñ (x∗(t))t≥0. Ðîçïî-

äië ÷àñó iñíóâàííÿ öüîãî ïðîöåñó çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ ç íàñòóïíîãî òâåðäæåí-

íÿ.

Òåîðåìà 4.5. Äëÿ t > 0 òà x ∈ R0 ìà¹ìî P∗x(τ ∗ ≤ t) =

t∫
0

2|x|
αs

g(s, x, 0) ds.

Äàëi îá ðóíòîâó¹òüñÿ âiäìiííiñòü ðîçïîäiëiâ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí σ òà τ ∗

ó âèïàäêó 1 < α < 2.
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Òåîðåìà 4.6. Ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó âèïàäêîâèõ âåëè÷èí σ òà τ ∗ ðiçíi, ÿêùî

1 < α < 2.

Íåõàé (f ∗(t, x))t>0 ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó x ∈ R0 îçíà÷à¹ ùiëüíiñòü

ðîçïîäiëó âiäíîñíî ìiðè P∗x âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè τ ∗. Íàñòóïíi äâà òâåðäæåííÿ
ïîêàçóþòü ïðèíöèïîâó âiäìiííiñòü âèïàäêiâ 1 < α < 2 òà α = 2.

Òåîðåìà 4.7. ßêùî 1 < α < 2, òî ïðåäñòàâëåííÿ

f ∗(t, x) =

∫
R0

g∗(t, x, y)v(y) dy, t > 0, x ∈ R0, (1.41)

ñïðàâäæó¹òüñÿ ç ôóíêöi¹þ v(x) =
2c

π
Γ(α) sin

πα

2
|x|−α, x ∈ R0.

Òåîðåìà 4.8. ßêùî α = 2, òî ôóíêöiÿ v â (1.41) ¹ óçàãàëüíåíîþ ôóíêöi¹þ,

÷èÿ äiÿ íà îñíîâíó ôóíêöiþ (ϕ(x))x∈R0
, ÿêà ¹ äîñòàòíüî ãëàäêîþ, òàêîþ, ùî

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ϕ(0−) = ϕ(0+) = 0 òà ãðàíèöi ϕ′(0−) i ϕ′(0+) iñíóþòü,

âiäïîâiäíî äî íàñòóïíîãî ïðàâèëà 〈v, ϕ〉 = c (ϕ′(0+)− ϕ′(0−)) .

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ôóíêöiþ

F ∗t (x) =

t∫
0

f ∗(s, x) ds, t ≥ 0, x ∈ R0. (1.42)

Öÿ ôóíêöiÿ ¹ W-ôóíêöi¹þ äëÿ ïðîöåñó (x∗(t))t≥0 ïðè êîæíîìó α ∈ (1, 2]. Àëå

sup
x∈R0

F ∗t (x) = 1, t > 0.

Ïðè 1 < α < 2 ìà¹ìî

E∗x

t∫
0

v(x∗(s)) ds =

t∫
0

f ∗(s, x) ds = F ∗t (x), t > 0, x ∈ R0,

i, îòæå, â öüîìó âèïàäêó iñíó¹ W-ôóíêöiîíàë (ζt)t≥0 âiä ïðîöåñó (x∗(t))t≥0 ç

õàðàêòåðèñòèêîþ (1.42).

Òåîðåìà 4.10. Ó âèïàäêó α = 2 íå iñíó¹ W-ôóíêöiîíàëà (ζt)t≥0 âiä ïðîöåñó

(x∗(t))t≥0 òàêîãî, ùî

E∗xζt = F ∗t (x) =

t∫
0

|x|
2
√
cπs3

e−x
2/4cs ds, t > 0, x ∈ R0.
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ßê ïîêàçó¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ, ó âèïàäêó α = 2 ôóíêöiÿ g òà g∗

ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ ïåðåòâîðåííÿì Ôåéíìàíà-Êàöà ç óçàãàëüíåíîþ ôóíêöi-

¹þ (v(x))x∈R0
âèçíà÷åíîþ â Òåîðåìi 4.8, õî÷à â ñòðîãîìó ñåíñi öå íå òàê, ÿê

âèïëèâà¹ ç ïîïåðåäíüîãî.

Òåîðåìà 4.11. Ó âèïàäêó α = 2 ôóíêöi¨ g òà g∗ ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿìè

g∗(t, x, y) = g(t, x, y)−
t∫

0

ds

∫
R0

g(s, x, z)g∗(t− s, z, y)v(z) dz,

g∗(t, x, y) = g(t, x, y)−
t∫

0

ds

∫
R0

g∗(s, x, z)g(t− s, z, y)v(z) dz

ç óçàãàëüíåíîþ ôóíêöi¹þ (v(x))x∈R0
âèçíà÷åíîþ â Òåîðåìi 4.8.

Ïîêëàäåìî m(t) = 1I{τ∗≤t}−ζt äëÿ t ≥ 0, äå ζt =

t∫
0

v(x∗(s)) ds.

Òåîðåìà 4.12. ßêùî 1 < α < 2, òî ïðîöåñ (m(t))t≥0 ¹ (M∗
t ,P∗x)-ìàðòèíãà-

ëîì äëÿ êîæíîãî x ∈ R0.

Iíøèìè ñëîâàìè, W-ôóíêöiîíàë (ζt)t≥0 ñëóãó¹ êîìïåíñàòîðîì äëÿ òî÷êî-

âîãî ïðîöåñó (1I{τ∗≤t})t≥0.

Ó âèïàäêó 1 < α < 2 ôóíêöi¨ g òà g∗ íå ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ ïåðåòâîðåí-

íÿì Ôåéíìàíà-Êàöà. ßê ïîêàçó¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ, çâ'ÿçîê òóò íàáàãàòî

ñêëàäíiøèé. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Π(dx) ìiðó Ëåâi ïðîöåñó (x(t))t≥0. Äîáðå âiäî-

ìî, ùî Π(dx) =
c

π
Γ(α + 1) sin

πα

2
|x|−α−1 dx.

Íåõàé L îçíà÷à¹ îïåðàòîð, ùî äi¹ íà ôóíêöiþ ϕ ∈ C2
b(R) (äâi÷i íåïåðåðâ-

íî äèôåðåíöiéîâíó òà îáìåæåíó ðàçîì çi ñâî¨ìè ïîõiäíèìè) âiäïîâiäíî äî

ôîðìóëè

Lϕ(x) = v(x)ϕ(x)+

+

∫
R

[
ϕ(x+ y)− ϕ(x)− yϕ′(x)− ϕ(y − |x| sign y) 1I{|y|>|x|}

]
Π(dy),

äå (v(x))x∈R0
âèçíà÷åíà â Òåîðåìi 4.7.
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Òåîðåìà 4.13. Äëÿ êîæíèõ ϕ ∈ C2
b(R) òà x ∈ R0 ïðîöåñ

ϕ(x∗(t))− ϕ(x∗(0))−
t∫

0

Lϕ(x∗(s)) ds, t ≥ 0,

¹ (M∗
t ,P∗x)-ìàðòèíãàëîì.

Çàâåðøó¹ öåé ïiäðîçäië ôîðìóëà, ÿêà ïðåäñòàâëÿ¹ ÿäðî ïîòåíöiàëó äëÿ

ïðîöåñó (x∗(t))t≥0:
∞∫

0

g∗(t, x, y) dt =
Γ(2− α)

πc(α− 1)
sin

πα

2
1I{x·y>0}

(
|x+ y|α−1 − |x− y|α−1

)
.

Ï'ÿòèé ðîçäië äèñåðòàöi¨ çà ñâî¹þ òåìàòèêîþ çíàõîäèòüñÿ äåùî îñòî-

ðîíü îñíîâíî¨ ¨¨ ëiíi¨. Â öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ îäíîâèìiðíèé âiíåðiâ

ïðîöåñ, ùî ¹ ñèìåòðè÷íèì α-ñòiéêèì âèïàäêîâèì ïðîöåñîì ïîðÿäêó α = 2.

Âiíåðiâ ïðîöåñ ¹ äæåðåëîì áàãàòüîõ äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ.

Â ïåðøîìó ïiäðîçäiëi ï'ÿòîãî ðîçäiëó ðîçãëÿäàþòüñÿ äåÿêi ãðàíè÷íi òå-

îðåìè äëÿ îäíi¹¨ ñëàáêî çáiæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ. Íåõàé

çàäàíi îáìåæåíi äiéñíîçíà÷íi ôóíêöi¨ (a(x))x∈R i (b(x))x∈R, ÿêi çàäîâîëüíÿ-

þòü íàñòóïíi óìîâè:

1. |a(x) − a(y)| + |b(x) − b(y)| ≤ L|x − y|γ äëÿ âñiõ x, y ∈ R ç äåÿêèìè

ñòàëèìè L > 0, 0 < γ < 1;

2. inf
x∈R

b(x) > 0;

3. ôóíêöiÿ A(x) =

∫ x

0

a(y)

b(y)
dy, x ∈ R, îáìåæåíà íà âñié îáëàñòi âèçíà÷å-

ííÿ.

Ðàçîì ç ôóíêöi¹þ (A(x))x∈R ðîçãëÿíåìî òàêi âèçíà÷åíi íà R ôóíêöi¨:

F (x) =

∫ x

0

e−2A(y)dy, H(x) =

∫ x

0

e2A(y) dy

b(y)
.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç (xn(t))t≥0, n ∈ N ïîñëiäîâíiñòü äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ ç

êîåôiöi¹íòàìè ïåðåíîñó an(x) = na(nx), x ∈ R òà äèôóçi¨ bn(x) = b(nx),

x ∈ R, âiäïîâiäíî.
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Ùiëüíiñòü éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó (g(t, x, y))t>0,x∈R,y∈R äèôóçiéíîãî ïðîöåñó

(x1(t))t≥0 çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi∣∣∣∣ ∂j∂tj ∂k∂xkg(t, x, y)

∣∣∣∣ ≤ Kt−
k+1
2 −j exp

{
−µ(y − x)2

t

}
, (1.43)

ùî ìàþòü ìiñöå ïðè k = 0, 1 òà j = 0, 1 äëÿ âñiõ x ∈ R, y ∈ R òà t ∈ (0;T ],

ÿêèì áè íå áóëî T > 0, ç äåÿêîþ ñòàëîþ µ > 0 òà ñòàëîþ K > 0, ÿêà ìîæå

çàëåæàòè âiä T .

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì äðóãîãî ïóíêòó öüîãî ïiäðîçäiëó ¹ òâåðäæåííÿ ïðî

ãðàíè÷íèé ðîçïîäië ïîñëiäîâíîñòi ëîêàëüíèõ ÷àñiâ â íóëi äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ

(xn(t))t≥0, n ∈ N.

Òåîðåìà 5.3. Íåõàé ôóíêöi¨ (a(x))x∈R òà (b(x))x∈R çi çíà÷åííÿìè â R òà

R+, âiäïîâiäíî, îáìåæåíi ãåëüäåðîâi òà inf
x∈R

b(x) > 0. Ïðèïóñòèìî, ùî ôóí-

êöiÿ A(x) =

x∫
0

a(y)

b(y)
dy îáìåæåíà íà R òà iñíóþòü ãðàíèöi

lim
x→±∞

1

x

x∫
0

e−2A(y)dy = κ±F , lim
x→±∞

1

x

x∫
0

e2A(y) dy

b(y)
= κ±H .

Êðiì òîãî, íåõàé ôóíêöi¨ (a(x))x∈R òà (b(x))x∈R íàñòiëüêè ãëàäêi, ùî íå-

ðiâíîñòi (1.43) ñïðàâäæóþòüñÿ ïðè âñiõ t > 0, x ∈ R, y ∈ R ç k + j ≤ 1.

Òîäi ïîñëiäîâíiñòü ëîêàëüíèõ ÷àñiâ â íóëi äî ìîìåíòó ÷àñó t äèôóçiéíèõ

ïðîöåñiâ íà R ç êîåôiöi¹íòàìè ïåðåíîñó na(nx) òà äèôóçi¨ b(nx), ÿêi ñòàð-

òóþòü â òî÷öi x, çáiãà¹òüñÿ çà ðîçïîäiëîì ïðè n→∞, äëÿ êîæíèõ t > 0

òà x ∈ R, äî âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, ðîçïîäië ÿêî¨ çàäà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ

Ft,x(y) = 1IR+(y)
2√
2πt

y
β b(0)+|x|

√
κ(x)∫

0

e−
z2

2t dz,

äå β =
2
√

κ−Fκ
+
F√

κ−Fκ
+
H +

√
κ+
Fκ
−
H

, à κ(x) = κ−Fκ
−
H + 1IR+(x)(κ+

Fκ
+
H − κ−Fκ

−
H).
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Ðîçãëÿíóòî òàêîæ äåÿêi ÷àñòêîâi âèïàäêè.

Â òðåòüîìó ïóíêòi ïåðøîãî ïiäðîçäiëó ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à ïðî ãðàíè-

÷íèé ðîçïîäië êiëüêîñòi ïåðåòèíiâ ôiêñîâàíîãî ðiâíÿ ïîñëiäîâíiñòþ äèôó-

çiéíèõ ïðîöåñiâ (xn(t))t≥0, n ∈ N ç ïåðiîäè÷íèìè êîåôiöi¹íòàìè. Äîäàòêîâî

äî ñôîðìóëüîâàíèõ óìîâ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ôóíêöi¨ (a(x))x∈R òà (b(x))x∈R,

ïðèïóñòèìî, ùî öi ôóíêöi¨ ïåðiîäè÷íi çi ñïiëüíèì ïåðiîäîì l > 0.

Òîäi ñïðàâäæó¹òüñÿ íàñòóïíå:
1

x
F (x)→ κF ,

1

x
H(x)→ κH , êîëè x→ ±∞,

äå κF =
1

l

l∫
0

e−2A(y) dy, κH =
1

l

l∫
0

e2A(y) dy

b(y)
. Î÷åâèäíî, κF > 0 òà κH > 0.

Ïîçíà÷àòèìåìî ¨õ äîáóòîê ÷åðåç κ.
Ôiêñó¹ìî òåïåð äåÿêå r ∈ R i ïîçíà÷èìî ÷åðåç ξ(n,m)

k äëÿ íàòóðàëüíèõ k,

m òà n âèïàäêîâó âåëè÷èíó, ÿêà ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ 1 ó ðàçi, ÿêùî âèïàäêîâi

âåëè÷èíè xn
(
k−1
m

)
òà xn

(
k
m

)
ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ ïî ðiçíi áîêè âiä òî÷êè r

íà äiéñíié îñi, i çíà÷åííÿ 0 â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó:

ξ
(n,m)
k =

1, ÿêùî
(
xn
(
k−1
m − r

)) (
xn
(
k
m − r

))
< 0;

0, ÿêùî
(
xn
(
k−1
m − r

)) (
xn
(
k
m − r

))
≥ 0.

Òîäi âèïàäêîâà âåëè÷èíà ν
(n,m)
N =

N∑
k=1

ξ
(n,m)
k ïðè íàòóðàëüíèõ N âèçíà÷à¹

êiëüêiñòü ïåðåòèíiâ ðiâíÿ r ïîñëiäîâíiñòþ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí xn(0), xn
(

1
m

)
,

. . . , xn
(
N
m

)
.

Âèÿâèëîñü, ùî ñëiä ðîçðiçíÿòè äâà âèïàäêè:

à) iñíóþòü òàêi öiëi ÷èñëà p òà q (¨õ ìîæíà ââàæàòè âçà¹ìíî ïðîñòèìè, ïðè-

÷îìó q > 0), ùî r = p
q l;

á) ÷èñëî r
l ¹ iððàöiîíàëüíèì.

Ó ïåðøîìó âèïàäêó ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ðîçáèâà¹òüñÿ íà q ïiä-

ïîñëiäîâíîñòåé (n
(i)
k )k≥1 , i = 0, 1, ..., q − 1, òàêèõ, ùî äëÿ êîæíîãî òàêîãî i

ìà¹ìî rn(i)
k =

(
i
q +m(i,k)

)
l, äå m(i,k) � öiëå ÷èñëî. Ïî êîæíié ç òàêèõ ïiä-

ïîñëiäîâíîñòåé âåëè÷èíè ν(n,m)
N (N òà m ïîâ'ÿçàíi ç n) ç ïåâíèì íîðìóþ÷èì
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ìíîæíèêîì ìàþòü ãðàíè÷íi ðîçïîäiëè. Âñi öi ðîçïîäiëè � îäíîãî òèïó, àëå

ìàþòü ïàðàìåòðè, ùî âiäðiçíÿþòüñÿ â ðiçíèõ ðîçïîäiëiâ. Ó âèïàäêó á) äëÿ êî-

æíîãî β ∈ [0; l) iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü (nk(β))k≥1 ïîñëiäîâíîñòi íàòóðàëüíèõ

÷èñåë, äëÿ ÿêî¨ {rlnk(β)}l → β ïðè k → ∞, äå {x} îçíà÷à¹ äðîáîâó ÷àñòè-

íó ÷èñëà x ∈ R. I çíîâó êîæíà òàêà ïiäïîñëiäîâíiñòü âèçíà÷à¹ ãðàíè÷íèé

ðîçïîäië, ïîäiáíèé äî òèõ, ùî çãàäàíî âèùå.

Òåîðåìà 5.8. Ïðèïóñòèìî ùî ïiäïîñëiäîâíîñòi (nk)k≥1 òà (mk)k≥1 ïîñëi-

äîâíîñòi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë âèáðàíi òàê, ùî n2k
mk
→ τ , à βnk =

{
r
lnk
}
l → β

ïðè k → ∞ äëÿ äåÿêèõ τ ∈ (0;∞) òà β ∈ [0; l). Òîäi ïðè âñiõ t > 0, x ∈ R
òà y ∈ R ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
k→∞

Px
(
n−1
k ν

(nk,mk)
[mkt]

< y
)

= 1I(0,∞)(y)
2√
2πt

yγ−1+d(x)∫
0

e−
z2

2t dz,

äå ïîêëàäåíî γ =
δ(β, τ)

τ

√
κF
κH

, d(x) = |x− r|
√
κ,

δ(β, τ) =

β∫
−∞

 ∞∫
β

g(τ, y, z) dz

 dH(y) +

∞∫
β

 β∫
−∞

g(τ, y, z) dz

 dH(y).

Â äðóãîìó ïiäðîçäiëi ï'ÿòîãî ðîçäiëó ðîçãëÿäàþòüñÿ äåÿêi åêñòðåìàëüíi

çàäà÷i äëÿ îäíîâèìiðíîãî âiíåðîâîãî ïðîöåñó.

Çàäàâøè íà äåÿêîìó éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði îäíîâèìiðíèé âiíåðiâ ïðîöåñ

(w(t),Mt,Px), t ≥ 0, x ∈ R, ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó âñiõ éìîâiðíiñíèõ ìið

íà òîìó æ ïðîñòîði, êîæíà ç ÿêèõ ¹ ðåçóëüòàòîì ïåðåòâîðåííÿ Ãiðñàíîâà

ïî÷àòêîâî¨ ìiðè.

Â ïåðøîìó ïóíêòi áóäó¹ìî îäíó ç òàêèõ ìið, ÿêà ìàêñèìiçó¹ âiäïîâiäíèì

÷èíîì íîðìîâàíèé ëîêàëüíèé ÷àñ ïðîöåñó â íóëi äî äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî ìî-

ìåíòó ÷àñó t > 0.

Ïðîãðåñèâíî âèìiðíèé ïðîöåñ (ω(s))s∈[0,t] (âiäíîñíî ôiëüòðàöi¨ (Ms)s∈[0,t])

íàçèâàòèìåòüñÿ äîïóñòèìîþ ñòðàòåãi¹þ, ÿêùî P

( t∫
0

ω2(s)ds < ∞

)
= 1 i
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EE0
t (ω) = 1, E[E0

t (ω)]2 <∞, äå

E0
s (ω) = exp

{ s∫
0

ω(τ)dw(τ)− 1

2

s∫
0

ω2(τ)dτ

}

äëÿ s ∈ [0, t] (òóò ïåðøèé iíòåãðàë ¹ iíòåãðàëîì Iòî).

Íåõàé (ηt)t≥0 � ëîêàëüíèé ÷àñ â íóëi âiíåðîâîãî ïðîöåñó. Âèçíà÷èìî öiëüî-

âó ôóíêöiþ ðiâíiñòþ Φt(ω) =
E
[
E0
t (ω)ηt

]
(E[E0

t (ω)]2)1/2
äëÿ äåÿêî¨ äîïóñòèìî¨ ñòðàòåãi¨

ω. Çàäà÷à ïîëÿãà¹ ó ïîáóäîâi òàêî¨ äîïóñòèìî¨ ñòðàòåãi¨, ÿêà á ìàêñèìiçóâàëà

çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Φt.

Òåîðåìà 5.11. Äîïóñòèìà ñòðàòåãiÿ (ω
(t)
∗ (s))s∈[0,t] çàäàíà ðiâíiñòþ

ω(t)
∗ (s) = h′x(t− s, w(s))

√2t

π
+

s∫
0

h′x(t− τ, w(τ))dw(τ)

−1

,

äå h(t, x) =

t∫
0

exp

{
−x

2

2s

}
ds√
2πs

, t ≥ 0, x ∈ R, ìàêñèìiçó¹ öiëüîâó ôóíêöiþ

Φt(ω) =
E[ηtE0

t (ω)]

(E[E0
t (ω)]2)

1/2
.

Çàóâàæèìî, ùî ïîáóäîâàíà â Òåîðåìi 5.11 îïòèìàëüíà ñòðàòåãiÿ íå ¹ ìàð-

êiâñüêîþ. Ïðèêëàäàìè ìàðêiâñüêèõ ñòðàòåãié äîñèòü áëèçüêèõ äî îïòèìàëü-

íî¨ ¹ ïðîöåñè âèäó ωρ(s) = −ρw(s) ÷è ωρ(s) = −ρ signw(s) ç äåÿêèìè ρ > 0.

Äðóãèé ïóíêò öüîãî ïiäðîçäiëó ïðèñâÿ÷åíèé çàäà÷i çíàõîäæåííÿ êîåôi-

öi¹íòó ïåðåíîñó, ÿêèé çàáåçïå÷èâ áè, â ïåâíîìó ðîçóìiííi, ìiíiìàëüíå çíà-

÷åííÿ ìîìåíòó ÷àñó τ = inf{s ≥ 0 : w(s) = 0} ïåðøîãî äîñÿãíåííÿ âi-

íåðîâèì ïðîöåñîì ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Êîåôiöi¹íò ïåðåíîñó âèáèðàòèìåìî

íà ìíîæèíi V ïðîãðåñèâíî âèìiðíèõ ïðîöåñiâ (ω(t),Mt)t≥0 â R, äëÿ ÿêèõ

Px

 τ∫
0

ω2(s) ds <∞

 = 1 òà ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè ExE0
τ (ω) = 1,

Ex[E0
τ (ω)]2 < ∞, äå E0

τ (ω) = exp


τ∫

0

ω(s) dw(s)− 1

2

τ∫
0

ω2(s) ds

 . Åëåìåíòè

ìíîæèíè V íàçèâàòèìåìî äîïóñòèìèìè ñòðàòåãiÿìè.
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Íåõàé ôóíêöiÿ (f(t))t≥0 äîäàòíà íåïåðåðâíà ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à òà îáìå-

æåíà. Öiëüîâîþ ôóíêöi¹þ áóäåìî íàçèâàòè ôóíêöiîíàë

Φ(ω) = Exf(τ)E0
τ (ω) (1.44)

çàäàíèé íà ìíîæèíi V äîïóñòèìèõ ñòðàòåãié.

Òåîðåìà 5.12. Íåõàé äîäàòíà íåïåðåðâíà ñòðîãî ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à òà

îáìåæåíà ôóíêöiÿ (f(t))t≥0 òàêà, ùî iñíóþòü ñòàëi u > 0 òà r ∈
(

1
2 , 1
]
i

ôóíêöiÿ (ρ(t))t>0, äëÿ ÿêèõ ïðè âñiõ 0 < t < u, s > 0 âèêîíó¹òüñÿ f(s+ t)−
f(s) ≤ ρ(s)tr, ïðè÷îìó ôóíêöiÿ ρ êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíà â äåÿêîìó îêîëi

íóëÿ òà îáìåæåíà ïîçà íèì.

Òîäi iñíó¹ äîïóñòèìà ñòðàòåãiÿ ω∗(t) =
h′x(t, w(t))

h(t, w(t))
, íà ÿêié ôóíêöiîíàë

Φ äîñÿãà¹ ñâîãî ìiíiìóìó íà ìíîæèíi W = {ω ∈ V : Ex(E0
τ (ω))2 < K}. Òóò

K =
Dxf(τ)

(C − Exf(τ))2
+1, h(t, x) = C−Exf(t+τ), t ≥ 0, x ∈ R, à C = sup

t≥0
f(t).

Öiêàâèì ¹ íàñòóïíèé ïðèêëàä, â ÿêîìó âäà¹òüñÿ çíàéòè â ÿâíîìó âè-

ãëÿäi îïòèìàëüíó ñòðàòåãiþ ç Òåîðåìè 5.12. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàë (1.44)

ç ôóíêöi¹þ f(t) = 1 − e−mt, äå m > 0 � äåÿêà ñòàëà. Îñêiëüêè ïðè âñiõ

s > 0, t > 0 ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü e−ms(1 − e−mt) ≤ me−mst, òî óìî-

âè Òåîðåìè 5.12 âèêîíàíi i, îòæå, iñíó¹ äîïóñòèìà ñòðàòåãiÿ, ÿêà ìiíiìiçó¹

ôóíêöiîíàë (1.44) íà ìíîæèíi W . Ìíîæèíà äîïóñòèìèõ ñòðàòåãié çàäà¹-

òüñÿ íåðiâíiñòþ Ex[E0
τ (ω)]2 ≤ e2(

√
2−1)

√
m|x|. Îïòèìàëüíà ñòðàòåãiÿ ìà¹ âèãëÿä

ω∗(t) = −
√

2m sign(w(t)).

Ïîñòàâèìî ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ îïòèìàëüíî¨ ñòðàòåãi¨, â ñåíñi ìiíiìiçà-

öi¨ çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëó Φ, íà âñié ìíîæèíi äîïóñòèìèõ ñòðàòåãié V . Ïîêà-

çàíî, ùî ìîæíà îäåðæàòè ÿê çàâãîäíî ìàëå äîäàòíå çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëó

Φ íà V .

Ìíîæèíó Vε ⊂ V , ε > 0 íàçâåìî ε-îïòèìàëüíîþ ñòðàòåãi¹þ äëÿ çàäà÷i

ìiíiìiçàöi¨ íåâiä'¹ìíîãî ôóíêöiîíàëó Φ íà ìíîæèíi äîïóñòèìèõ ñòðàòåãié V ,

ÿêùî iñíó¹ òàêà äîïóñòèìà ñòðàòåãiÿ ω∗ ∈ Vε, ùî Φ(ω∗) ≤ inf
ω∈V

Φ(ω) + ε.
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Òåîðåìà 5.13. Íåõàé ôóíêöiÿ (f(t))t≥0 çi çíà÷åííÿì f(0) = 0 íåïåðåðâíà òà

íåâiä'¹ìíà. Íåõàé iñíó¹ ñêií÷åííå Exf(τ), äå τ � ìîìåíò ïåðøîãî äîñÿãíå-

ííÿ âiíåðîâèì ïðîöåñîì (w(t))t≥0 ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Òîäi äëÿ çàäà÷i ìiíi-

ìiçàöi¨ ôóíêöiîíàëó Φ, ùî çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ (1.44), iñíó¹ ε-îïòèìàëüíà

ñòðàòåãiÿ. Åëåìåíòè öi¹¨ ñòðàòåãi¨ óòâîðþþòü îäíîïàðàìåòðè÷íó ìíî-

æèíó (ïðè λ > 0) i çàäàþòüñÿ ðiâíîñòÿìè ωλ(t) = −
√

2λ sign(w(t)), t > 0.

76



Ðîçäië 2

Áàãàòîâèìiðíi ñèìåòðè÷íi α-ñòiéêi

âèïàäêîâi ïðîöåñè òà äåÿêi ïî÷àòêîâî-

êðàéîâi çàäà÷i äëÿ âiäïîâiäíèõ

ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

2.1 Ïîòåíöiàëè ïðîñòîãî øàðó òà òåîðåìà ïðî ñòðèáîê.

Îäíèì ç íàéâàæëèâiøèõ ïîíÿòü â òåîði¨ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ïà-

ðàáîëi÷íîãî òà åëiïòè÷íîãî òèïiâ ¹ ïîíÿòòÿ ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó. Òåî-

ðåìà ïðî ñòðèáîê (êî-) íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ òàêîãî ïîòåíöiàëó ¹ âèçíà÷íèì

ðåçóëüòàòîì êëàñè÷íîãî àíàëiçó. Çîêðåìà, ñàìå öÿ òåîðåìà äîçâîëÿ¹ áóäó-

âàòè ðîçâ'ÿçêè äðóãî¨ ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ âiäïîâiäíîãî ðiâíÿííÿ

(äèâ. [20, Ãë. V], à òàêîæ âiäïîâiäíi áiáëiîãðàôi÷íi çàóâàæåííÿ).

2.1.1 Îáìåæåíà çàìêíåíà ïîâåðõíÿ, ÿê íîñié ïîòåíöiàëó.

Â öüîìó ïóíêòi ïðèïóñêàòèìåìî, ùî S � îáìåæåíà çàìêíåíà ïîâåðõíÿ â d-

âèìiðíîìó (d ≥ 2) åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rd, ÿêà íàëåæèòü äî êëàñó H1+γ

(äèâ. ï. 1.2.2.3) ç äåÿêèì γ ∈ (0, 1).
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2.1.1.1 Ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó.

Íåõàé íà ìíîæèíi (0,∞)×S çàäàíà íåïåðåðâíà äiéñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ ψ, ÿêà

çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü |ψ(t, x)| ≤ C t−β ïðè âñiõ (t, x) ∈ (0,∞)×S ç äåÿêèìè

ñòàëèìè C > 0 òà β < 1. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ v àðãóìåíòiâ t > 0 òà x ∈ Rd,

ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

v(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, y)ψ(τ, y) dσy. (2.1)

Íåâàæêî áà÷èòè, ùî öÿ ôóíêöiÿ ¹ íåïåðåðâíîþ çà ñóêóïíiñòþ àðãóìåíòiâ

â îáëàñòi (t, x) ∈ (0,∞)× Rd, òà çàäîâîëüíÿ¹ òàêó íåðiâíiñòü

|v(t, x)| ≤ C K
Γ(1− β)Γ(1− 1/α)

Γ(2− β − 1/α)
t1−β−1/α, (2.2)

äå K � ñòàëà ç (1.14). Öÿ ôóíêöiÿ çâåòüñÿ ïîòåíöiàëîì ïðîñòîãî øàðó (ç

ãóñòèíîþ ψ �ìàñè�, ðîçïîäiëåíî¨ ïî ïîâåðõíi S â êîæåí ç ìîìåíòiâ ÷àñó, ùî

ðîçãëÿäàþòüñÿ).

Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ v çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

∂

∂t
v(t, x) = Av(t, ·)(x) (2.3)

â îáëàñòi (t, x) ∈ (0,∞)× (Rd \ S). Äëÿ öüîãî äîâåäåìî ìîæëèâiñòü âíåñåííÿ

îïåðàòîðà A ïiä çíàê iíòåãðàëiâ â (2.1). Çàóâàæèìî ñïî÷àòêó, ùî ç íåðiâíî-

ñòåé (1.11) âèïëèâà¹ äèôåðåíöiéîâíiñòü äîâiëüíó êiëüêiñòü ðàç ôóíêöi¨ v(t, ·)
äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî t > 0 íà ìíîæèíi Rd \ S. Çàôiêñóâàâøè äîâiëüíó

òî÷êó (t, x) ∈ (0,∞)× (Rd \ S), âèêîðèñòà¹ìî ïðåäñòàâëåííÿ (1.16).

Av(t, ·)(x) = c · qα
∫
Rd

(v(t, x+ u)− v(t, x)− (u,∇v(t, ·)(x)))
du

|u|d+α
=

= c · qα
∫
Rd

du

|u|d+α

t∫
0

dτ

∫
S

(g(t− τ, x+ u, y)− g(t− τ, x, y)−

−(u,∇g(t− τ, ·, y)(x))) dσy = I1 + I2,
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äå I1 òà I2 iíòåãðàëè âiä òi¹¨ æ ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ ïî (u, τ, y) íà ìíî-

æèíàõ Bδ(0) × (0, t) × S òà Bδ(0)C × (0, t) × S, âiäïîâiäíî. Òóò Bδ(0)C �

äîïîâíåííÿ â Rd äî êóëi ðàäióñà δ ç öåíòðîì â ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

Âðàõîâóþ÷è íåðiâíîñòi (1.11), ïiäiíòåãðàëüíó ôóíêöiþ â I1 îöiíèìî çâåðõó

çà àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ âèðàçîì

1

|u|d+α−2

1

2

d∑
k,l=1

∣∣∣∣ ∂2

∂xk∂xl
g(t− τ, x, y)

∣∣
x=x̂

∣∣∣∣ |ψ(τ, y)| ≤

≤ C

|u|d+α−2

(t− τ)τ−β

((t− τ)1/α + |y − x̂|)d+α+2

ç äåÿêîþ äîäàòíîþ ñòàëîþ C òà òî÷êîþ x̂ = x + θu (θ = θ(t− τ, y) ∈ (0, 1)).

Âèáðàâøè δ < ρ(x, S) (ρ(x, S) � âiäñòàíü âiä òî÷êè x äî ïîâåðõíi S), îäåð-

æèìî ìàæîðàíòó

C

|u|d+α−2

(t− τ)τ−β

((t− τ)1/α + ρ(x, S)− δ)d+α+2
≤ Ĉ(t− τ)τ−β

|u|d+α−2
,

ÿêà iíòåãðîâíà íà âñié ìíîæèíi iíòåãðóâàííÿ iíòåãðàëà I1. Îòæå, â öüîìó

iíòåãðàëi ìîæëèâà äîâiëüíà çìiíà ïîðÿäêó iíòåãðóâàííÿ.

Ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ â iíòåãðàëi I2 îöiíþ¹òüñÿ íàñòóïíèì âèðàçîì

1

|u|d+α
(|g(t− τ, x+ u, y)|+ |g(t− τ, x, y)|+ |u||∇g(t− τ, ·, y)(x)|)|ψ(τ, y)| ≤

≤ Cτ−β(t− τ)

|u|d+α

(
1

((t− τ)1/α + |y − x− u|)d+α
+

1

((t− τ)1/α + |y − x|)d+α
+

+
|u|

((t− τ)1/α + |y − x|)d+α+1

)
≤

≤ Cτ−β(t− τ)

|u|d+α

(
1

((t− τ)1/α + |y − x− u|)d+α
+

1

((t− τ)1/α + ρ(x, S))d+α
+

+
|u|

((t− τ)1/α + ρ(x, S))d+α+1

)
Ìà¹ìî ñóìó òðüîõ ôóíêöié, â ÿêié îñòàííi äâi, î÷åâèäíî, iíòåãðîâíi çà (u, τ, y)

íà Bδ(0)C × (0, t) × S. Ðîçãëÿíåìî iíòåãðàë âiä ïåðøîãî äîäàíêà (çìiíèâøè

ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ). Çðîáèâøè â íüîìó çàìiíó çìiííî¨ u çà ôîðìóëîþ (t−
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τ)1/αv = y − x− u, îäåðæèìî

t∫
0

dτ

∫
S

dσy

∫
Bδ(0)C

Cτ−β(t− τ)

|u|d+α

1

((t− τ)1/α + |y − x− u|)d+α
du =

=

t∫
0

dτ

∫
S

dσy

∫
D(τ,y)

Cτ−β

|y − x− (t− τ)1/αv|d+α

1

(1 + |v|)d+α
dv <∞,

äå D(τ, y) = {v ∈ Rd : |y − x− (t− τ)1/αv| > δ}. Òàêèì ÷èíîì, â iíòåãðàëi I2

ìîæëèâà äîâiëüíà çìiíà ïîðÿäêó iíòåãðóâàííÿ.

Îòæå,

Av(t, ·)(x) =

t∫
0

dτ

∫
S

Ag(t− τ, ·, y)(x)ψ(τ, y) dσy, t > 0, x ∈ Rd \ S.

Îñêiëüêè g(t − τ, x, y), ÿê ôóíêöiÿ àðãóìåíòiâ (t, x) ∈ (τ,∞) × Rd, çà-

äîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (2.3) ïðè ôiêñîâàíèõ τ > 0 òà y ∈ Rd, òî çàëèøà¹òüñÿ

äîâåñòè, ùî ïðè ôiêñîâàíèõ x /∈ S òà t > 0

lim
ε→0+

∫
S

g(ε, x, y)ψ(t, y) dσy = 0.

Àëå öå âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi (1.10):∫
S

g(ε, x, y)|ψ(t, y)| dσy ≤ C N |S| t−β ε

(ε1/α + d(x, S))d+α
.

Òàêèì ÷èíîì, ðiâíiñòü (2.3) ñïðàâäæó¹òüñÿ â îáëàñòi (t, x) ∈ (0,∞)×(Rd\S).

Öåé ðåçóëüòàò êîðåñïîíäó¹òüñÿ ç âiäïîâiäíèì êëàñè÷íèì ðåçóëüòàòîì: ïî-

çà ïîâåðõíåþ-íîñi¹ì ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó âií ¹ ðîçâ'ÿçêîì âiäïîâiäíîãî

ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ (äèâ. [20, Ãë. V]).

2.1.1.2 Òåîðåìà ïðî ñòðèáîê.

Íåõàé S, ÿê i âèùå, ¹ çàäàíîþ îáìåæåíîþ çàìêíåíîþ ïîâåðõíåþ â Rd, ùî

íàëåæèòü êëàñó H1+γ. Ôiêñó¹ìî òî÷êó x0 ∈ S i ïîêàæåìî, ùî ïðè 0 < τ < t
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iñíó¹ iíòåãðàë
∫
S

gν(x0)(t − τ, x0, y)ψ(τ, y) dσy, äå ψ � ôóíêöiÿ íà (0,∞) × S,

ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ïóíêòó 2.1.1.1, à gν(x)(t, x, y) = Bν(x)g(t, ·, y)(x), ÿê i

âèùå. Ïîçíà÷èâøè öåé iíòåãðàë ÷åðåç I i âðàõóâàâøè (1.21), ìîæåìî çàïèñàòè

I =
2

α(t− τ)

∫
S

(y − x0, ν(x0))g(t− τ, x0, y)ψ(τ, y) dσy = I ′ + I ′′,

äå I ′ âiäïîâiäà¹ iíòåãðàëó ïî Sr0/2(x0), à I ′′ � ïî S \ Sr0/2(x0).

Äëÿ y ∈ Sr0/2(x0), âèêîðèñòîâóþ÷è ëîêàëüíó ñèñòåìó êîîðäèíàò (äèâ.

ïóíêò 1.2.2.3), áóäåìî ìàòè |(y, ν(x0))| ≤ const |y|1+γ (òóò const íå çàëåæèòü

âiä x0). Îöiíêà (1.10) äîçâîëÿ¹ òåïåð òâåðäèòè, ùî

|I ′| ≤ const τ−β
∫

Sr0/2(x0)

|y|1+γ dσy
((t− τ)1/α + |y|)d+α

≤ const τ−β(t− τ)−1+γ/α.

Äàëi, iñíóþòü äîäàòíå ÷èñëî δ0 i ñêií÷åííà êiëüêiñòü òî÷îê x1, x2,..., xm0

íà ïîâåðõíi S, òàêèõ, ùî S \ Sr0/2(x0) ⊆
⋃m0

k=1 Sr0/2(xk) i ïðè öüîìó

inf
y∈Sr0/2(xk)

|y − x0| ≥ δ0 ïðè âñiõ k = 1, 2, . . . ,m0.

Àëå òîäi |I ′′| ≤ const τ−β((t− τ)1/α + δ0)
−d−α.

Ç íåðiâíîñòåé äëÿ I ′ òà I ′′ âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 2.1. ßêùî S � çàìêíåíà îáìåæåíà ïîâåðõíÿ êëàñó H1+γ, ùî ðîçäiëÿ¹

ìíîæèíó Rd\S íà äâi âiäêðèòi ïiäìíîæèíè, à (ψ(t, x))t>0,x∈S � íåïåðåðâíà

ôóíêöiÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó |ψ(t, x)| ≤ C t−β, t > 0, x ∈ S ç äåÿêèìè

ñòàëèìè C > 0 òà β < 1, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî T > 0 iñíó¹ òàêà ñòàëà

CT > 0, ùî ïðè (t, x) ∈ (0, T ]× S ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà∣∣∣∣∣∣
t∫

0

dτ

∫
S

gν(x)(t− τ, x, y)ψ(τ, y) dσy

∣∣∣∣∣∣ ≤ CT t
−β+γ/α. (2.4)

Iíòåãðàë â ëiâié ÷àñòèíi (2.4) çâåòüñÿ ïðÿìèì çíà÷åííÿì äi¨ îïåðàòîðà

Bν(x), x ∈ S, íà ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó v(t, x) çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ
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â òî÷öi x ∈ S. Ëåìà 2.1 â êëàñè÷íié òåîði¨ çâó÷èòü òàê: ïðÿìå çíà÷åííÿ

(êî)íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó

iñíó¹.

Çàóâàæåííÿ 2.1. Ìiðêóâàííÿ, ïîäiáíi äî òèõ, ùî äîâîäÿòü Ëåìó 1 �3 ãëàâè I

êíèãè [20], äîçâîëÿþòü òâåðäèòè, ùî ïðÿìå çíà÷åííÿì äi¨ îïåðàòîðàBν(x), x ∈
S, íà ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ àðãóìåíòiâ (t, x) ∈
(0,∞)× S.

Íåõàé ïîâåðõíÿ S òà ôóíêöiÿ ψ íà (0,∞)×S çàäîâîëüíÿþòü óìîâè Ëåìè

2.1. Çíîâó ôiêñó¹ìî òî÷êó x0 ∈ S i äëÿ t > 0 òà x /∈ S ðîçãëÿíåìî iíòåãðàë

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x0)(t− τ, x, y)ψ(τ, y) dσy. (2.5)

Éîãî iñíóâàííÿ âèïëèâà¹ ç íàñòóïíèõ ìiðêóâàíü∣∣∣∣∣∣
∫
S

gν(x0)(t− τ, x, y)ψ(τ, y) dσy

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2

α
N C τ−β

∫
S

|y − x| dσy
((t− τ)1/α + |y − x|)d+α

≤

≤ 2

α
N C τ−β

∫
S

dσy
((t− τ)1/α + |y − x|)d+α−1

≤

≤ 2

α
N C |S| τ−β((t− τ)1/α + d(x, S))−d−α+1,

çâiäêè
t∫

0

dτ

∫
S

|gν(x0)(t− τ, x, y)ψ(τ, y)| dσy ≤

≤ 2

α
N C |S|

t∫
0

τ−β((t− τ)1/α + d(x, S))−d−α+1 dτ,

i ïðàâà ÷àñòèíà òóò ñêií÷åííà ïðè t > 0.

Iíòåãðàë (2.5) ¹ ðåçóëüòàòîì çàñòîñóâàííÿ îïåðàòîðà Bν(x0), x0 ∈ S, äî

ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó

v(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, y)ψ(τ, y) dσy
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â òî÷öi (t, x) ∈ (0,∞) × (Rd \ S). Ïîçíà÷èìî iíòåãðàë (2.5) ÷åðåç vν(x0)(t, x).

Íàøèì çàâäàííÿì òåïåð áóäå äîñëiäèòè ïîâåäiíêó ôóíêöi¨ vν(x0)(t, x) ïðè x→
x0. ßê i â êëàñèöi, ôóíêöiÿ vν(x0) ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç ïîâåðõíþ ðîáèòü ñòðèáîê.

Òî÷íiøå, ñïðàâåäëèâå òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.2. ßêùî S � çàìêíåíà îáìåæåíà ïîâåðõíÿ â Rd êëàñó H1+γ, ùî

ðîçäiëÿ¹ ìíîæèíó Rd \ S íà äâi âiäêðèòi ïiäìíîæèíè, à (ψ(t, x))t>0,x∈S �

íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ ç äiéñíèìè çíà÷åííÿìè, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

|ψ(t, x)| ≤ C t−β

ç äåÿêèìè ñòàëèìè C > 0 òà β < 1, òî ïðè ôiêñîâàíèõ t > 0 òà x0 ∈ S
ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
x→x0±

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x0)(t− τ, x, y)ψ(τ, y) dσy =

=∓ ψ(t, x0) +

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x0)(t− τ, x0, y)ψ(τ, y) dσy,

(2.6)

äå x → x0+ (âiäïîâiäíî x0−) îçíà÷à¹, ùî x íàáëèæà¹òüñÿ äî x0 âçäîâæ

äîâiëüíî¨ êðèâî¨, ðîçòàøîâàíî¨ â äåÿêîìó çàìêíåíîìó îáìåæåíîìó êîíóñi

K â Rd ç âåðøèíîþ â òî÷öi x0, òàêîìó, ùî (äèâ. ïîçíà÷åííÿ â ï. 1.2.2.3)

K ⊂ (Rd \ D̄) ∪ {x0} (âiäïîâiäíî K ⊂ D ∪ {x0}).

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè áàãàòî â ÷îìó ïîâòîðþ¹ äîâåäåííÿ êëà-

ñè÷íîãî ðåçóëüòàòó, õî÷à ¹ i ïåâíi âiäìiííîñòi. Çîêðåìà, äîñèòü ðîçãëÿíó-

òè ëèøå âèïàäîê, êîëè x íàáëèæà¹òüñÿ äî x0 âçäîâæ íîðìàëi ν(x0), òîáòî,

x = x0 + δν(x0), äå δ ∈ R i δ → 0. Òîäi

vν(x0)(t, x) =
2

α

t∫
0

dτ

t− τ

∫
S

(y − x0, ν(x0))g(t− τ, x, y)ψ(τ, y) dσy−

− 2

α
δ

t∫
0

dτ

t− τ

∫
S

g(t− τ, x, y)ψ(τ, y) dσy = J1 + J2.
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Ïîçíà÷èìî iíòåãðàë â ëiâié ÷àñòèíi (2.4) ÷åðåç V (t, x), t > 0, x ∈ S.

Äîäàíîê J1 â ïîïåðåäíié ôîðìóëi ìîæíà çàïèñàòè òàê:

J1 = V (t, x0)+

+
2

α

t∫
0

dτ

t− τ

∫
S

(y − x0, ν(x0))ψ(τ, y)(g(t− τ, x, y)− g(t− τ, x0, y)) dσy =

= V (t, x0) + J ′1.

Äîâåäåìî, ùî lim
δ→0

J ′1 = 0. Äëÿ öüîãî ïîäàìî J ′1 ó âèãëÿäi ñóìè iíòåãðàëiâ

(ïîìíîæåíèõ íà 2
α) âiä òi¹¨ æ ôóíêöi¨, ïî ìíîæèíàõ:

(0, t− ρ)× S, (t− ρ, t)× Sr0/2(x0), (t− ρ, t)× S \ Sr0/2(x0),

ç äåÿêèì 0 < ρ < t (t > 0 ôiêñîâàíå). Íàçèâàòèìåìî ¨õ ïåðøèì, äðóãèì òà

òðåòiì, âiäïîâiäíî. Ïî÷íåìî ç îöiíþâàííÿ äðóãîãî òà òðåòüîãî iíòåãðàëiâ.∣∣∣∣∣∣∣
t∫

t−ρ

dτ

t− τ

∫
Sr0/2(x0)

(y − x0, ν(x0))ψ(τ, y)(g(t− τ, x, y)− g(t− τ, x0, y)) dσy

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ C

t∫
t−ρ

dτ

τβ

∫
Sr0/2(x0)

|y − x0|1+γ

((t− τ)1/α + |y − x|)d+α
dσy+

+C

t∫
t−ρ

dτ

τβ

∫
Sr0/2(x0)

|y − x0|1+γ

((t− τ)1/α + |y − x0|)d+α
dσy = I2,

äå C > 0 äåÿêà ñòàëà.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ỹ îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ y ∈ Sr0/2(x0) íà ïëîùèíó, äî-

òè÷íó äî S â òî÷öi x0. Î÷åâèäíî, |y−x| ≥ |ỹ−x0|. Ç iíøîãî áîêó, âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü 0 < const1 ≤
|y − z|
|ỹ − z|

≤ const2 äëÿ y ∈ Sr0/2(x0) òà z = x0 + ζν(x0)

ïðè ζ ∈ [−|δ|, |δ|] (öå äîâåäåíî â �1 ãëàâè V êíèãè [20]). Òîìó, ïåðåõîäÿ÷è äî

ëîêàëüíèõ êîîðäèíàò ç ïî÷àòêîì â òî÷öi x0, çàïèøåìî íåðiâíiñòü (÷åðåç ∆x0
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ïîçíà÷åíî äåÿêó îáëàñòü â Rd−1, à C̃ òà Ĉ äåÿêi äîäàòíi ñòàëi)

I2 ≤ C̃

t∫
t−ρ

dτ

τβ

∫
∆x0

|ỹ|1+γ dỹ

((t− τ)1/α + |ỹ|)d+α
≤

≤ C̃

(t− ρ)β

t∫
t−ρ

dτ

∫
Rd−1

|ỹ|1+γ dỹ

((t− τ)1/α + |ỹ|)d+α
=

Ĉ

(t− ρ)β
ρ
γ
α

Òîìó äðóãèé iíòåãðàë ðîáèòüñÿ ÿê çàâãîäíî ìàëèì âèáîðîì ìàëîãî ρ.

Òðåòié iíòåãðàë îöiíþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì.∣∣∣∣∣∣∣
t∫

t−ρ

dτ

t− τ

∫
S\Sr0/2(x0)

(y − x0, ν(x0))ψ(τ, y)(g(t− τ, x, y)− g(t− τ, x0, y)) dσy

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ C

t∫
t−ρ

dτ

τβ

∫
S\Sr0/2(x0)

|y − x0|
((t− τ)1/α + |y − x|)d+α

dσy+

+C

t∫
t−ρ

dτ

τβ

∫
Sr0/2(x0)

|y − x0|
((t− τ)1/α + |y − x0|)d+α

dσy = I3

Âðàõó¹ìî âèìiðíiñòü òà îáìåæåíiñòü ïîâåðõíi S, à òàêîæ íåðiâíîñòi

|y − x0| ≥ δ0, |y − x| ≥ |y − x0| − |δ| ≥ δ0 − |δ|,

ùî ñïðàâäæóþòüñÿ ïðè âñiõ y ∈ S \Sr0/2(x0). Òîäi, âçÿâøè |δ| < δ0 ìàòèìåìî

I3 ≤ C̃(δ0 − |δ|)−d−α(t1−β − (t− ρ)1−β),

ùî ìîæå áóòè çðîáëåíî ÿê çàâãîäíî ìàëèì âèáîðîì ìàëîãî ρ.

Òåïåð çàôiêñó¹ìî òàêå ρ > 0, ùîá ñóìà äðóãîãî òà òðåòüîãî iíòåãðàëiâ

áóëà äîñèòü ìàëîþ, i ðîçãëÿíåìî ïåðøèé iíòåãðàë

t−ρ∫
0

dτ

t− τ

∫
S

(y − x0, ν(x0))ψ(τ, y)(g(t− τ, x, y)− g(t− τ, x0, y)) dσy.

Ïîçíà÷èâøè öåé iíòåãðàë ÷åðåç Q, çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ g(t− τ, x, y) ðiâ-

íîìiðíî íåïåðåðâíà íà ìíîæèíàõ (τ, x, y) ∈ [0, t−ρ]×K1×K2, äå K1 òà K2 �
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äîâiëüíi êîìïàêòè â Rd. Òîìó lim
δ→0

Q = 0 (íàãàäà¹ìî, ùî x = x0 +δν(x0)). Öèì

çàâåðøó¹òüñÿ äîâåäåííÿ ñïiââiäíîøåííÿ: lim
δ→0

J ′1 = 0. Îòæå,

lim
δ→0

J1 = V (t, x0). (2.7)

Çàëèøà¹òüñÿ äîñëiäèòè ïîâåäiíêó J2 ïðè δ → 0. Çàäàìî J2 ó âèãëÿäi ñóìè

J2 =
4∑

k=1

J
(k)
2 , äå

J
(1)
2 = −2δ

α
ψ(t, x0)

t∫
t−ρ

dτ

t− τ

∫
Sε(x0)

g(t− τ, x, y) dσy,

J
(2)
2 =

2δ

α

t∫
t−ρ

dτ

t− τ

∫
Sε(x0)

g(t− τ, x, y)(ψ(t, x0)− ψ(τ, y)) dσy,

J
(3)
2 = −2δ

α

t−ρ∫
0

dτ

t− τ

∫
Sε(x0)

g(t− τ, x, y)ψ(τ, y) dσy,

J
(4)
2 = −2δ

α

t∫
0

dτ

t− τ

∫
S\Sε(x0)

g(t− τ, x, y)ψ(τ, y) dσy.

Äëÿ îöiíêè J
(4)
2 ïðè ôiêñîâàíîìó ε > 0 âèêîðèñòà¹ìî ìiðêóâàííÿ, ïîäiáíi

äî òèõ, ùî äîâîäÿòü Ëåìó 2.1 (äèâ. îöiíþâàííÿ òàì âåëè÷èíè I ′′), à ñàìå,

iñíóþòü òàêi òî÷êè xk ∈ S \ Sε(x0), k = 1, 2, . . . , l0, òà òàêå ÷èñëî p0 > 0, ùî

S \ Sε(x0) ⊆
⋃l0
k=1 Sr0/2(xk) i ïðè öüîìó inf

|ζ|≤|δ|
inf

y∈Sr0/2(xk)
|y − x0 − ζν(x0)| ≥ p0

ïðè âñiõ k = 1, 2, . . . , l0 (÷èñëà l0 òà p0 çàëåæàòü âiä ε). Òîìó äëÿ ôiêñîâàíîãî

ε > 0 ìà¹ìî

|J (4)
2 | ≤

2

α
l0N C |δ|

t∫
0

τ−β((t− τ)1/α + p0)
−d−α dτ → 0,

êîëè δ → 0.

Äàëi, ïðè ôiêñîâàíîìó ρ > 0, ìà¹ìî îöiíêó

|J (3)
2 | ≤

2

α(1− β)
N C |S| ρ−

d+α
α |δ| → 0,
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êîëè δ → 0.

ßêùî òåïåð äîâåñòè, ùî iñíó¹ lim
δ→0

J
(1)
2 ïðè ôiêñîâàíèõ ρ > 0 òà ε > 0, òî

çâiäñè áóäå âèïëèâàòè, ùî lim
δ→0
|J (2)

2 | ìîæå áóòè çðîáëåíà ÿê çàâãîäíî ìàëîþ

âèáîðîì ρ òà ε âíàñëiäîê òîãî, ùî ôóíêöiÿ ψ íåïåðåðâíà â òî÷öi (t, x0).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Πx0 ãiïåðïëîùèíó â Rd, äîòè÷íó äî S â òî÷öi x0 i îá÷è-

ñëèìî ãðàíèöþ iíòåãðàëà

R =
2δ

α

t∫
t−ρ

dτ

t− τ

∫
Πx0

g(t− τ, x0 + δν(x0), y) dσy,

êîëè δ → 0. Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (1.5), ìîæåìî çàïèñàòè

R =
2δ

πα

t∫
t−ρ

dτ

t− τ

∞∫
0

e−c(t−τ)rα cos(rδ) dr.

Iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè ó âíóòðiøíüîìó iíòåãðàëi ïðèâîäèòü äî âèðàçó

R =
2c

π

t∫
t−ρ

dτ

∞∫
0

e−c(t−τ)rαrα
sin(rδ)

r
dr.

Òàê çâàíà äðóãà òåîðåìà ïðî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ â iíòåãðàëüíîìó ÷èñëåííi äî-

çâîëÿ¹ òóò çìiíèòè ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ (äèâ., íàïðèêëàä, [11, c. 18], [19, ò.

2, ñ. 117, 600]). Òîìó

R = sign δ − 2

π

∞∫
0

e−cρr
α sin(rδ)

r
dr,

çâiäêè lim
δ→0±

R = ±1.

Òåïåð íåâàæêî çðîçóìiòè, ùî

lim
δ→0±

J
(1)
2 = ∓ψ(t, x0) +R1(ε, ρ),

äå ε > 0 òà ρ > 0 âèáðàíi äîñèòü ìàëèìè, à (íàãàäà¹ìî, ùî x = x0 + δν(x0))

R1(ε, ρ) = lim
δ→0±

2

α
δψ(t, x0)

ρ∫
0

dτ

τ

 ∫
Sε(x0)

−
∫

Πx0

 g(τ, x, z) dσz.
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Ðîçãëÿíåìî

δ

ρ∫
0

dτ

τ

 ∫
Sε(x0)

−
∫

Πx0

 g(τ, x, z) dσz =

= δ

ρ∫
0

dτ

τ

 ∫
Sε(x0)

−
∫

Πε(x0)

 g(τ, x, z) dσz−δ
ρ∫

0

dτ

τ

∫
Πx0
\Πε(x0)

g(τ, x, z) dσz =

= J ′ − J ′′,

äå Πε(x0) îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ Sε(x0) íà Πx0.

Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ïîâåðõíi S, ëåãêî çðîçóìiòè, ùî iñíó¹ òàêà ñòàëà

θ > 0, ùî äëÿ êîæíîãî z ∈ Πx0 \ Πε(x0) âèêîíó¹òüñÿ |z| ≥ θ. Òîìó

|J ′′| ≤ C|δ|ρ
∞∫
θ

rd−2 dr

(δ2 + r2)(d+α)/2
= Cρ

∞∫
θ/|δ|

rd−2 dr

(1 + r2)(d+α)/2

1

|δ|α

ç äåÿêîþ ñòàëîþ C > 0. Çâiäñè, êîðèñòóþ÷èñü ïðàâèëîì Ëîïiòàëÿ, îäåðæó¹-

ìî, ùî J ′′ → 0 ïðè δ → 0.

Äëÿ îöiíêè J ′ ïåðåéäåìî äî ëîêàëüíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò ç ïî÷àòêîì â

òî÷öi x0 òà îðòîì îñòàííüî¨ îñi ν(x0). Îñêiëüêè

Sε(x0) = {u ∈ Rd : ud = Fx0(u
<d>), u<d> ∈ Dx0 ⊂ Rd−1},

Πε(x0) = {u ∈ Rd : ud = 0, u<d> ∈ Dx0 ⊂ Rd−1},

äå Dx0 � äåÿêà îáìåæåíà çàìêíåíà ìíîæèíà, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä îñî-

áëèâîñòåé ïîâåðõíi S i ÷åðåç u<d> ïîçíà÷åíî âåêòîð (u1, u2, . . . ud−1), òî, ïå-
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ðåòâîðþþ÷è ïîâåðõíåâi iíòåãðàëè íà êðàòíi, îäåðæó¹ìî∫
Sε(x0)

g(τ, x, z) dσz −
∫

Πε(x0)

g(τ, x, z) dσz =

=

∫
Dx0

g(τ, (0<d>, δ), (u<d>, Fx0(u
<d>)))

(√
1 + (∇Fx0(u<d>))2 − 1

)
du<d>+

+

∫
Dx0

(
g(τ, (0<d>, δ), (u<d>, Fx0(u

<d>)))− g(τ, (0<d>, δ), (u<d>, 0))
)
du<d> =

= Q1 +Q2

Äàëi âðàõó¹ìî, ùî ïîâåðõíÿ S íàëåæèòü äî êëàñó H1+γ. Öå ïðèâîäèòü äî

íåðiâíîñòåé√
1 + (∇Fx0(u<d>))2 − 1 ≤ (∇Fx0(u<d>))2 ≤ C|u<d>|2γ,

|Fx0(u<d>)| ≤ C|u<d>|1+γ,

ùî ñïðàâäæóþòüñÿ ïðè u<d> ∈ Dx0 ç äåÿêîþ ñòàëîþ C > 0. Òîäi, âèêîðèñòî-

âóþ÷è âëàñòèâîñòi ïîâåðõíi S òà íåðiâíiñòü (1.10), îäåðæèìî

|Q1| ≤ K

∫
Dx0

τ |v|2γ dv(
τ 1/α +

√
|v|2 + (Fx0(v)− δ)2

)d+α
≤

≤ K

∫
Dx0

τ |v|2γ dv(
τ 1/α + k1

√
|v|2 + δ2

)d+α

|Q2| ≤ K

∫
Dx0

τ |v|1+γ dv(
τ 1/α +

√
|v|2 + (θFx0(v)− δ)2

)d+α+1
≤

≤ K

∫
Dx0

τ |v|γ dv(
τ 1/α + k2

√
|v|2 + δ2

)d+α
,

äå K > 0, k1 > 0, k2 > 0 äåÿêi ñòàëi, θ = θτ,δ ∈ (0, 1).
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Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî∣∣∣∣∣∣∣δ
ρ∫

0

dτ

τ

 ∫
Sε(x0)

−
∫

Πx0

 g(τ, x, z) dσz

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ K|δ|

ρ∫
0

dτ

τ

∫
Dx0

τ |v|γ(1 + |v|γ) dv(
τ 1/α + k

√
|v|2 + δ2

)d+α
≤

≤ K̂|δ|
ρ∫

0

dτ

ε0∫
0

rd−2+γ dr(
τ 1/α + k

√
r2 + δ2

)d+α
= J,

äå K̂ > 0, ε0 > 0 äåÿêi ñòàëi, k = min(k1, k2). Ìiíÿþ÷è ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ

òà âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü

∞∫
0

dτ

(τ 1/α + a)d+α
= αB(d, α)a−d, ùî ïðàâèëüíà ïðè

êîæíîìó a > 0, îäåðæó¹ìî îöiíêó

J ≤ K̃|δ|
ε0∫

0

rd−2+γ dr(√
r2 + δ2

)d ≤ K̃

∞∫
0

rd−2+γ dr(√
r2 + 1

)d |δ|γ
ç äåÿêîþ ñòàëîþ K̃ > 0. Òîìó J ′ → 0 ïðè δ → 0.

Öèì çàâåðøó¹òüñÿ äîâåäåííÿ ôàêòó lim
δ→0±

J2 = ∓ψ(t, x0), ÿêèé ðàçîì ç

(2.7) i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ Òåîðåìè 2.2.

2.1.2 Ãiïåðïëîùèíà, ÿê íîñié ïîòåíöiàëó.

Íåõàé S = {x ∈ Rd : (x, ν) = 0} ãiïåðïëîùèíà â Rd (çîñåðåäèìîñü íà âèïàäêó

d ≥ 2) îðòîãîíàëüíà äî çàäàíîãî îäèíè÷íîãî âåêòîðà ν ∈ Rd. Ç (1.5) âèïëèâà¹

ðiâíiñòü

∫
S

ei(ξ,y)g(t, x, y) dσy = ei(x̃,ξ)
1

π

∞∫
0

e−ct(|ξ|
2+ρ2)α/2 cos(ρ(x, ν)) dρ (2.8)

ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðè âñiõ t > 0, x ∈ Rd, ξ ∈ S, äå x̃� îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ

òî÷êè x íà ãiïåðïëîùèíó S. Êîìáiíóþ÷è (1.10) òà (2.8) ç ξ = 0, îäåðæèìî
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îöiíêó ∫
S

g(t, x, y) dσy ≤ N
t

(t1/α + |(x, ν)|)1+α
(2.9)

ïðàâèëüíó ïðè âñiõ t > 0 òà x ∈ Rd ç äåÿêîþ ñòàëîþ N > 0. Äiéñíî, äîñèòü

çàóâàæèòè, ùî ïðè ξ = 0 ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (2.8) ¹ çíà÷åííÿì â òî÷öi

(t, 0, (x, ν)) ùiëüíîñòi éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó îäíîâèìiðíîãî ñèìåòðè÷íîãî α-

ñòiéêîãî ïðîöåñó ç òèì æå ïàðàìåòðîì c, ùî i â ïðîöåñó ÿêèé ðîçãëÿäà¹òüñÿ.

Íåõàé çàäàíî äåÿêó íåïåðåðâíó äiéñíîçíà÷íó ôóíêöiþ (ψ(t, x))t>0,x∈S òà-

êó, ùî íåðiâíiñòü |ψ(t, x)| ≤ Ct−β âèêîíó¹òüñÿ t > 0 òà x ∈ S ç äåÿêèìè

ñòàëèìè C > 0 òà β < 1. ßê i ðàíiøå âèçíà÷èìî ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó

(v(t, x))t>0,x∈Rd, ïîêëàâøè

v(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, y)ψ(τ, y) dσy. (2.10)

Ç íåðiâíîñòi (2.9) âèïëèâà¹ íàñòóïíà îöiíêà äëÿ v

|v(t, x)| ≤ CN
Γ(1− β)Γ

(
1− 1

α

)
)

Γ
(
2− 1

α − β
) t1−β−

1
α , t > 0, x ∈ Rd. (2.11)

Âîíà äîçâîëÿ¹ ñòâåðäæóâàòè, ùî ôóíêöiÿ v ¹ íå òiëüêè äîáðå âèçíà÷åíîþ, à

i íåïåðåðâíîþ âiäíîñíî àðãóìåíòiâ t > 0 òà x ∈ Rd.

Ïîêàæåìî, ùî, ÿê i ó âèïàäêó îáìåæåíî¨ çàìêíåíî¨ ïîâåðõíi, ôóíêöiÿ v

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

∂

∂t
v(t, x) = Av(t, ·)(x) (2.12)

â îáëàñòi (t, x) ∈ (0,∞) × (Rd \ S). Äëÿ öüîãî äîâåäåìî ìîæëèâiñòü âíå-

ñåííÿ îïåðàòîðà A ïiä çíàê iíòåãðàëiâ â (2.10). Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó òî÷êó

(t, x) ∈ (0,∞)× (Rd \ S) òà âèêîðèñòà¹ìî ïðåäñòàâëåííÿ (1.16). Ìîæëèâiñòü
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âèêîðèñòàííÿ öüîãî çîáðàæåííÿ ïðè x ∈ Rd \ S âèïëèâà¹ ç îöiíîê (1.11)

Av(t, ·)(x) = c · qα
∫
Rd

(v(t, x+ u)− v(t, x)− (u,∇v(t, ·)(x)))
du

|u|d+α
=

= c · qα
∫
Rd

du

|u|d+α

t∫
0

dτ

∫
S

(g(t− τ, x+ u, y)− g(t− τ, x, y)−

−(u,∇g(t− τ, ·, y)(x))) dσy = I1 + I2,

äå I1 òà I2 iíòåãðàëè âiä òi¹¨ æ ôóíêöi¨ íà ìíîæèíàõ Bδ × (0, t)× S òà BC
δ ×

(0, t) × S, âiäïîâiäíî. Òóò BC
δ � äîïîâíåííÿ â Rd äî êóëi Bδ ðàäióñà δ ç

öåíòðîì â ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

Âðàõîâóþ÷è íåðiâíîñòi (1.11), ïiäiíòåãðàëüíó ôóíêöiþ â I1 îöiíèìî çâåðõó

çà àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ âèðàçîì

1

|u|d+α−2

1

2

d∑
k,l=1

∣∣∣∣ ∂2

∂xk∂xl
g(t− τ, x, y)

∣∣
x=x̂

∣∣∣∣ |ψ(τ, y)| ≤

≤ C

|u|d+α−2

τ−β

((t− τ)1/α + |y − x̂|)d+α

ç äåÿêîþ äîäàòíîþ ñòàëîþ C òà òî÷êîþ x̂ = x+θu (θ = θ(t−τ, y) ∈ (0, 1)). Âè-

áðàâøè 0 < δ < 1
2 |(x, ν)| òà çàóâàæèâøè, ùî äëÿ êîæíîãî y ∈ S âèêîíóþòüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿ |y− x̂| ≥ |y−x| − δ > 1
2 |y−x| òà |y−x| =

√
|y − x̃|2 + (x, ν)2

ç x̃ = x− (x, ν)ν, îäåðæèìî ìàæîðàíòó

C

|u|d+α−2

τ−β

(|y − x̃|2 + (x, ν)2)(d+α)/2
,

ÿêà iíòåãðîâíà íà âñié ìíîæèíi iíòåãðóâàííÿ iíòåãðàëà I1. Îòæå, â öüîìó

iíòåãðàëi ìîæëèâà äîâiëüíà çìiíà ïîðÿäêó iíòåãðóâàííÿ.
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Ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ â iíòåãðàëi I2 îöiíþ¹òüñÿ íàñòóïíèì âèðàçîì

1

|u|d+α
(|g(t− τ, x+ u, y)|+ |g(t− τ, x, y)|+ |u||∇g(t− τ, ·, y)(x)|)|ψ(τ, y)| ≤

≤ Cτ−β(t− τ)

|u|d+α

(
1

((t− τ)1/α + |y − x− u|)d+α
+

1

((t− τ)1/α + |y − x|)d+α
+

+
|u|

((t− τ)1/α + |y − x|)d+α+1

)
≤

≤ Cτ−β(t− τ)

|u|d+α

(
1

((t− τ)1/α + |y − x− u|)d+α
+

1

(|y − x̃|2 + (x, ν)2)(d+α)/2
+

+
|u|

(|y − x̃|2 + (x, ν)2)(d+α+1)/2

)
Ìà¹ìî ñóìó òðüîõ ôóíêöié, â ÿêié îñòàííi äâi, î÷åâèäíî, iíòåãðîâíi çà (u, τ, y)

íàBC
δ ×(0, t)×S. Ðîçãëÿíåìî iíòåãðàë âiä ïåðøîãî äîäàíêà òà çìiíèìî â íüîìó

ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ. Çðîáèâøè â îäåðæàíîìó iíòåãðàëi çàìiíó çìiííî¨ u çà

ôîðìóëîþ (t− τ)1/αv = y − x− u, ìàòèìåìî
t∫

0

dτ

∫
S

dσy

∫
Bδ(0)C

Cτ−β(t− τ)

|u|d+α

1

((t− τ)1/α + |y − x− u|)d+α
du =

=

t∫
0

dτ

∫
S

dσy

∫
D(τ,y)

Cτ−β

|y − x− (t− τ)1/αv|d+α

1

(1 + |v|)d+α
dv <∞,

äå D(τ, y) = {v ∈ Rd : |y − x− (t− τ)1/αv| > δ}. Òàêèì ÷èíîì, â iíòåãðàëi I2

ìîæëèâà äîâiëüíà çìiíà ïîðÿäêó iíòåãðóâàííÿ.

Îòæå,

Av(t, ·)(x) =

t∫
0

dτ

∫
S

Ag(t− τ, ·, y)(x)ψ(τ, y) dσy, t > 0, x ∈ Rd \ S.

Îñêiëüêè g(t − τ, x, y), ÿê ôóíêöiÿ àðãóìåíòiâ (t, x) ∈ (τ,∞) × Rd, çàäî-

âîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (2.12) ïðè ôiêñîâàíèõ τ > 0 òà y ∈ Rd, òî çàëèøà¹òüñÿ

äîâåñòè, ùî ïðè ôiêñîâàíèõ x /∈ S òà t > 0

lim
ε→0+

∫
S

g(ε, x, y)ψ(t, y) dσy = 0.
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Àëå öå âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi (2.9). Äiéñíî∫
S

g(ε, x, y)|ψ(t, y)| dσy ≤ Ct−β
∫
S

g(ε, x, y) dσy ≤ NCt−β
ε

(ε1/α + |(x, ν)|)1+α
.

Òàêèì ÷èíîì, ðiâíiñòü (2.12) ñïðàâäæó¹òüñÿ â îáëàñòi

(t, x) ∈ (0,∞)× (Rd \ S).

2.1.2.1 Ôóíêöiÿ Bνv.

Äîâåäåìî ñïiââiäíîøåííÿ

Bνv(t, ·)(x) =

t∫
0

dτ

∫
S

gν(t− τ, x, y)ψ(τ, y) dσy, (2.13)

ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ t > 0 òà x /∈ S.
Ïåðø çà âñå çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (2.13) (ïî-

çíà÷èìî ¨¨ ÷åðåç vν(t, x) äëÿ t > 0 òà x ∈ Rd) äîáðå âèçíà÷åíà. Çðîçóìiëî, ùî

vν(t, x) = 0 äëÿ t > 0 òà x ∈ S, îñêiëüêè gν(t− τ, x, y) = 0 äëÿ x ∈ S òà y ∈ S
âiäïîâiäíî äî (1.21). ßêùî x /∈ S, òî (1.21) òà (1.10) ïðèâîäÿòü äî íåðiâíîñòi

|gν(t− τ, x, y)| ≤ 2

α
N

|(x, ν)|
[(t− τ)1/α + ((x, ν)2 + |y − x̃|2)1/2]d+α

, y ∈ S,

äå x̃ = x− ν(x, ν) (x̃ � îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ x íà S). Òàêèì ÷èíîì,

|vν(t, x)| ≤

≤ 2

α
CN

t∫
0

τ−β dτ

∫
S

dσy
[(t− τ)1/α + ((x, ν)2 + |y − x̃|2)1/2]d+α−1

≤

≤ 2

α(1− β)
CN |(x, ν)|−αt1−β

∫
Rd−1

dz

(1 + |z|2)(d+α−1)/2

i ôóíêöiÿ vν êîðåêòíî âèçíà÷åíà ïðè t > 0, x /∈ S.
Öå äîçâîëÿ¹ ïîêàçàòè, ùî ïðè êîæíèõ t > 0, x /∈ S ôóíêöiÿ(

v(t, x+ y)− v(t, x)

|y|d+α
(y, ν)

)
y∈Rd
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iíòåãðîâíà íà Rd i ùî Bνv(t, ·)(x) = vν(t, x) äëÿ t > 0 òà x /∈ S. Âçÿâøè

äî óâàãè îöiíêó (2.11), ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî äîñèòü ïåðåêîíàòèñü â

ñêií÷åííîñòi iíòåãðàëó (âèêîðèñòîâó¹ìî ïîçíà÷åííÿ Bδ = {y ∈ Rd : |y| ≤ δ})∫
Bδ

|v(t, x+ y)− v(t, x)||y|−d−α+1dy, x /∈ S, (2.14)

äëÿ äîäàòíèõ äîñèòü ìàëèõ δ.

Âèáåðåìî 0 < δ < 1
2 |(x, ν)| (x /∈ S � ôiêñîâàíà òî÷êà). Çà òåîðåìîþ

Ëàïëàñà ïðî ñêií÷åííi ïðèðîñòè

g(t− τ, x+ y, z)− g(t− τ, x, z) = (∇g(t− τ, ·, z)(x∗), y),

äå x∗ = x+ θy ïðè äåÿêîìó θ = θ(t− τ, z) ∈ (0, 1).

Âiäïîâiäíî äî íåðiâíîñòi Êî÷óáåÿ (äèâ. [17, Ëåìà 4.1])

|∇g(t− τ, ·, z)(x∗)| ≤ N
t− τ

[(t− τ)1/α + |z − x∗|]d+α+1
.

Îñêiëüêè |z − x∗| > 1

2
|z − x| = 1

2

(
|z − x̃|2 + (x, ν)2

)1/2
äëÿ z ∈ S òà

∫
S

|∇g(t− τ, ·, z)(x∗)| dσz ≤N(t− τ)

∫
Rd−1

2d+α+1 dz

(|z|2 + (x, ν)2)(d+α+1)/2
=

=const · (t− τ)|(x, ν)|−α−2,

òî ñïðàâäæó¹òüñÿ íàñòóïíà îöiíêà∫
Bδ

|v(t, x+ y)− v(t, x)||y|−d−α|(y, ν)| dy ≤

≤const · |(x, ν)|−α−2

t∫
0

τ−β(t− τ) dτ

∫
Bδ

|y|−d−α+2dy.

Öÿ íåðiâíiñòü ïîêàçó¹, ùî iíòåãðàë (2.14) ñêií÷åííèé. Êðiì òîãî, ìîæëèâà

çìiíà ïîðÿäêó iíòåãðóâàííÿ â iíòåãðàëi, ÿêèé çàäà¹Bνv(t, ·)(x). Öå i çàâåðøó¹

äîâåäåííÿ ðiâíîñòi (2.13).
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2.1.2.2 Ñòðèáîê ôóíêöi¨ Bνv â òî÷êàõ íîñiÿ ïîòåíöiàëó.

Ôóíêöiÿ vν âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ (2.13) íåïåðåðâíà âiäíîñíî t > 0 òà x /∈ S òà

ìà¹ ñòðèáêè â òî÷êàõ ãiïåðïëîùèíè S îïèñàíi íàñòóïíèì âàðiàíòîì òåîðåìè

ïðî ñòðèáîê (äèâ. Òåîðåìà 2.2).

Òåîðåìà 2.3. Ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
z→x±

t∫
0

dτ

∫
S

gν(t− τ, z, y)ψ(τ, y) dσy = ∓ψ(t, x) (2.15)

äëÿ âñiõ t > 0 òà x ∈ S, äå z → x+ (âiäïîâiäíî, z → x−) îçíà÷à¹, ùî
z íàáëèæà¹òüñÿ äî x âçäîâæ äîâiëüíî¨ êðèâî¨, ùî ëåæèòü â ñêií÷åííîìó

çàìêíåíîìó êîíóñi K â Rd ç âåðøèíîþ â òî÷öi x òàêîìó, ùî K ⊂ {z ∈ Rd :

(z, ν) > 0} ∪ {x} (âiäïîâiäíî, K ⊂ {z ∈ Rd : (z, ν) < 0} ∪ {x}).

Òàê çâàíå ïðÿìå çíà÷åííÿ Bνv(t, ·)(x) äëÿ t > 0 òà x ∈ S îáíóëÿ¹òüñÿ â

(2.15), îñêiëüêè ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü gν(t, x, y) = 0 äëÿ t > 0, x ∈ S òà

y ∈ S (äèâ. (1.21)). Äóàëüíå ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ (2.15) òàêå:

lim
z→y±

t∫
0

dτ

∫
S

ψ(t− τ, x)gν(τ, x, z) dσx = ±ψ(t, y) (2.16)

äëÿ t > 0 òà y ∈ S.
Ñïðàâåäëèâiñòü ñïiââiäíîøåíü (2.15) âèïëèâà¹ ç ìiðêóâàíü ïîäiáíèõ äî

òèõ, ùî âèêëàäåíi â äîâåäåííi Òåîðåìè 2.2. Àëå ñïî÷àòêó äîâåäåìî äåÿêå

äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 2.4. Ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

t∫
0

dτ

∫
S

gν(τ, z, y) dσy = − sign(z, ν) +
2

π

∞∫
0

e−ctξ
α sin(ξ(z, ν))

ξ
dξ

ïðè âñiõ t > 0, z /∈ S.
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Äîâåäåííÿ. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

I(t, z) =

t∫
0

dτ

∫
S

gν(τ, z, y) dσy, t > 0, z /∈ S.

Âiäïîâiäíî äî (2.8), ìà¹ìî

I(t, z) = −2(z, ν)

πα

t∫
0

dτ

τ

∞∫
0

e−cτξ
α

cos(ξ(z, ν)) dξ.

Iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè, îäåðæèìî äëÿ t > 0 òà z /∈ S

I(t, z) = −2c

π

t∫
0

dτ

∞∫
0

ξαe−cτξ
α sin(ξ(z, ν))

ξ
dξ =

= − lim
δ→0+

2

π

∞∫
0

e−cδξ
α sin(ξ(z, ν))

ξ
dξ +

2

π

∞∫
0

e−ctξ
α sin(ξ(z, ν))

ξ
dξ.

Òàêèì ÷èíîì, ñïðàâäæó¹òüñÿ íàñòóïíà ðiâíiñòü

I(t, z) = − sign(z, ν) +
2

π

∞∫
0

e−ctξ
α sin(ξ(z, ν))

ξ
dξ

äëÿ âñiõ t > 0 òà z /∈ S.

Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 2.3. Âèáåðåìî äåÿêi ε > 0 òà 0 < ρ < t (t > 0 ôiêñîâàíå)

i ïîäàìî iíòåãðàë ç ëiâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (2.15) ó âèãëÿäi ñóìè
4∑

k=1

Jk, â ÿêié

J1 = −2δ

α
ψ(t, x)

t∫
t−ρ

dτ

t− τ

∫
Sε

g(t− τ, z, y) dσy,

J2 =
2δ

α

t∫
t−ρ

dτ

t− τ

∫
Sε

g(t− τ, z, y)(ψ(t, x)− ψ(τ, y)) dσy,

J3 = −2δ

α

t−ρ∫
0

dτ

t− τ

∫
Sε

g(t− τ, z, y)ψ(τ, y) dσy,

J4 = −2δ

α

t∫
0

dτ

t− τ

∫
S\Sε

g(t− τ, z, y)ψ(τ, y) dσy,
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à Sε = {y ∈ S : |y − x| < ε}. Äîäàíîê J1 çàïèøåìî ó âèãëÿäi J1 = −ψ(t, x)I,

äå

I =
2δ

α

t∫
t−ρ

dτ

t− τ

∫
Sε

g(t− τ, z, y) dσy =

=
2δ

α

ρ∫
0

dτ

τ

∫
S

g(τ, z, y) dσy −
2δ

α

ρ∫
0

dτ

τ

∫
S\Sε

g(τ, z, y) dσy =

= I ′ − I ′′.

Âðàõîâóþ÷è îöiíêè, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ôóíêöi¨ g òà ψ, îäåðæó¹ìî íàñòó-

ïíå (C, C̃ � äåÿêi äîäàòíi ñòàëi).

|J4| ≤ C|δ|
t∫

0

dτ

τβ

∫
S\Sε

dσy

((t− τ)1/α +
√
δ2 + |y − x|2)d+α

≤

≤ C̃|δ|
t∫

0

dτ

τβ

∞∫
ε

rd−2dr

((t− τ)1/α + r)d+α
≤ C̃|δ|

t∫
0

dτ

τβ

∞∫
ε

dr

r2+α
→ 0, δ → 0;

|J3| ≤ C|δ|
t−ρ∫
0

dτ

τβ

∫
Sε

dσy

((t− τ)1/α +
√
δ2 + |y − x|2)d+α

≤

≤ C̃|δ|
t−ρ∫
0

dτ

τβ

ε∫
0

rd−2dr

((t− τ)1/α + r)d+α
≤

≤ C̃|δ|
t−ρ∫
0

dτ

τβ

ε∫
0

rd−2dr

(ρ1/α + r)d+α
→ 0, δ → 0;

|I ′′| ≤ C|δ|
ρ∫

0

dτ

∫
S\Sε

dσy

(τ 1/α +
√
δ2 + |y − x|2)d+α

≤

≤ C̃|δ|
ρ∫

0

dτ

∞∫
ε

rd−2dr

(τ 1/α + r)d+α
≤ C̃|δ|

ρ∫
0

dτ

∞∫
ε

dr

r2+α
→ 0, δ → 0.

Ñêîðèñòà¹ìîñü òåïåð òâåðäæåííÿì äîâåäåíî¨ âèùå Ëåìè 2.4, çàóâàæèâøè,
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ùî I ′ = I(ρ, x+ δν). Òîìó, îñêiëüêè

2

π

∞∫
0

e−cρξ
α sin(ξδ)

ξ
dξ → 0, δ → 0,

ìà¹ìî lim
δ→0±

I ′ = ±1 i, îòæå, lim
δ→0±

J2 = ∓ψ(t, x).

Âðàõîâóþ÷è íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ ψ òà iñíóâàííÿ ãðàíèöi J1 ïðè δ → 0,

ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî J2 ìîæå áóòè çðîáëåíî ÿê çàâãîäíî ìàëèì âèáîðîì

ρ òà ε. Öèì i çàâåðøó¹òüñÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

2.1.2.3 Îäíîâèìiðíèé âèïàäîê.

Â ïîïåðåäíié ÷àñòèíi ïóíêòó 2.1.2 ðîçãëÿäàëàñÿ ñèòóàöiÿ d ≥ 2. Íåõàé òåïåð

d = 1. Òîäi ãiïåðïëîùèíà S = {0} i ñëiä ðîçóìiòè
∫
S

f(x) dσx = f(0). Òàêèì

÷èíîì, çàäàâøè äåÿêó íåïåðåðâíó ôóíêöiþ (ψ(t))t>0, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâ-

íiñòü |ψ(t)| ≤ Ct−β ç äåÿêèìè C > 0 òà β < 1, âèçíà÷èìî ïîòåíöiàë ïðîñòîãî

øàðó ôîðìóëîþ

v(t, x) =

t∫
0

g(t− τ, x, 0)ψ(τ) dτ, t > 0, x ∈ R.

Âñi ìiðêóâàííÿ ùîäî êîðåêòíîñòi òàêîãî âèçíà÷åííÿ, îöiíîê òà âëàñòèâîñòåé

ôóíêöi¨ (v(t, x))t>0,x∈R, íàâåäåíi âèùå â ïóíêòi 2.1.2, çàëèøàþòüñÿ â ñèëi.

Ñôîðìóëþ¹ìî îêðåìi ç íèõ.

Ïî ïåðøå, ôóíêöiÿ (v(t, x))t>0,x∈R íåïåðåðâíà íà ñâî¨é îáëàñòi âèçíà÷åííÿ

òà ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|v(t, x)| ≤ Kt1−β−1/α, t > 0, x ∈ R. (2.17)

Íàñòóïíå, ôóíêöiÿ (v(t, x))t>0,x∈R çàäîâîëüíÿ¹ â îáëàñòi (t, x) ∈ (0,∞)× (R \
{0}) ðiâíÿííÿ

∂v(t, x)

∂t
= Av(t, ·)(x).

99



Êðiì òîãî, ïðè âñiõ t > 0 òà x ∈ R âîíà äîïóñêà¹ çàñòîñóâàííÿ îïåðàòîðà B

çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ ïiä çíàêîì iíòåãðàëà, òîáòî,

Bv(t, ·) =

t∫
0

Bg(t− τ, ·, 0)(x)ψ(τ) dτ.

Îñêiëüêè ïðè t > 0 òà x 6= 0 ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü (äèâ. òâåðäæåííÿ Ëå-

ìè 2.4)

2c

t∫
0

Bg(τ, ·, 0) dτ = − signx+
2

π

∞∫
0

e−ctξ
α sin(ξx)

ξ
dξ, (2.18)

òî àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ òåîðåìè ïðî ñòðèáîê (Òåîðåìà 2.3) áåç áóäü-ÿêèõ

îñîáëèâîñòåé (íàâiòü ç äåÿêèì ñïðîùåííÿì) äîâîäèòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
x→0±

2cBv(t, ·)(x) = ∓ψ(t), t > 0.

2.2 Ïî÷àòêîâî-êðàéîâi çàäà÷i òà éìîâiðíiñíi

ïðåäñòàâëåííÿ ¨õ ðîçâ'ÿçêiâ.

Êðàéîâi ÷è ïî÷àòêîâî-êðàéîâi çàäà÷i ïîñiäàþòü âàæëèâå ìiñöå â òåîði¨ äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè. Äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ïàðàáîëi÷íîãî òà åëiïòè÷íîãî òèïó óçàãàëüíåíi ðîçâ'ÿçêè çãàäàíèõ çàäà÷ ìà-

þòü ÿâíi éìîâiðíiñíi ïðåäñòàâëåííÿ (äèâ., íàïðèêëàä, [16, ñ. 4�7]). Ìè ðîç-

ãëÿäàòèìåìî ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ïàðàáîëi÷íîãî òèïó âèäó

∂u(t, x)

∂t
= Au(t, ·)(x), t > 0, x ∈ Rd. (2.19)

Íåõàé S � äåÿêà ãëàäêà ïîâåðõíÿ â Rd, ÿêà äiëèòü ìíîæèíó Rd íà äâi

÷àñòèíèD+ òàD− òàê, ùî Rd = D+∪S∪D−, à ν(x) � îðò íîðìàëi äî S â òî÷öi

x ∈ S íàïðàâëåíî¨ â ñòîðîíó D+. Äàëi ðîçãëÿäàòèìåìî äâi ñèòóàöi¨: ïåðøà,

êîëè S ¹ îáìåæåíîþ çàìêíåíîþ ïîâåðõíåþ êëàñó H1+γ ç äåÿêèì γ ∈ (0, 1), à

äðóãà, êîëè S � ãiïåðïëîùèíà, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò (ùî

íåñóòò¹âî) îðòîãîíàëüíî äî äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî îäèíè÷íîãî âåêòîðà ν (òîäi

ν(x) = ν ïðè âñiõ x ∈ S).
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Çàäàâøè íà S äåÿêi íåïåðåðâíi äiéñíîçíà÷íi ôóíêöi¨ (q(x))x∈S òà (r(x))x∈S

(äðóãà ç íèõ ââàæàòèìåòüñÿ íåâiä'¹ìíîþ), à òàêîæ, çàôiêñóâàâøè äåÿêó ôóí-

êöiþ ϕ ∈ Cb(Rd), ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó (äàëi â öüîìó ïóíêòi � îñíîâíà çàäà÷à)

ïîáóäîâè íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ (u(t, x, ϕ))t>0,x∈Rd, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹:

(i) ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ:

∂u(t, x, ϕ)

∂t
= Au(t, ·, ϕ)(x), t > 0, x ∈ Rd \ S;

(ii) ïî÷àòêîâó óìîâó: u(0+, x, ϕ) = ϕ(x), x ∈ Rd;

(iii) ãðàíè÷íó óìîâó: ïðè t > 0, x ∈ S

1 + q(x)

2
Bν(x)u(t, ·, ϕ)(x+)− 1− q(x)

2
Bν(x)u(t, ·, ϕ)(x−) = r(x)u(t, x, ϕ).

ßê i âèùå, â óìîâi (iii) ïiä çàïèñîì f(x+) (âiäïîâiäíî f(x−)) ðîçóìi¹ìî ãðà-

íèöþ ôóíêöi¨ (f(y))y∈Rd â òî÷öi x ∈ S, ÿêùî y íàáëèæà¹òüñÿ äî x âçäîâæ

äîâiëüíî¨ êðèâî¨, ðîçòàøîâàíî¨ â äåÿêîìó çàìêíåíîìó îáìåæåíîìó êîíóñi K â

Rd ç âåðøèíîþ â òî÷öi x òàêîìó, ùî K ⊂ D+∪{x} (âiäïîâiäíî K ⊂ D−∪{x}).
Òàêó çàäà÷ó ìè íàçèâà¹ìî òðåòüîþ ïî÷àòêîâî-êðàéîâîþ çàäà÷åþ äëÿ ïñåâäî-

äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (2.19). Ïðè r(x) ≡ 0 âîíà ñòà¹ äðóãîþ ïî÷àòêîâî-

êðàéîâîþ çàäà÷åþ.

ßê i â êëàñè÷íié òåîði¨, ñôîðìóëüîâàíó çàäà÷ó ìè áóäåìî ðîçâ'ÿçóâàòè ç

âèêîðèñòàííÿì ïîòåíöiàëiâ ïðîñòîãî øàðó òà òåîðåìè ïðî ñòðèáîê êîíîð-

ìàëüíî¨, â íàøîìó âèïàäêó, ïîõiäíî¨ ïîðÿäêó α − 1 îñòàííiõ. Ïðè öüîìó

îêðåìî ðîçãëÿíåìî âèïàäîê q(x) ≡ 0, öå � òàê çâàíà ñèìåòðè÷íà ïî÷àòêîâî-

êðàéîâà çàäà÷à, òà âèïàäîê r(x) ≡ 0 � äðóãà ïî÷àòêîâî-êðàéîâà çàäà÷à.

Ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèìåòðè÷íî¨ äðóãî¨ ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çàäà÷i

¹, î÷åâèäíî, ôóíêöiÿ g. Òîìó öåé âèïàäîê íå ïîòðåáó¹ äîäàòêîâîãî ðîçãëÿäó.

Êîæíîãî ðàçó íàñ öiêàâèòèìå ïèòàííÿ ïðî éìîâiðíiñíi ñåíñ òà ïðåäñòàâëåííÿ

âiäïîâiäíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Íåîáìåæåíiñòü ãiïåðïëîùèíè íà âiäìiíó âiä îáìåæåíî¨ çàìêíåíî¨ ïîâåðõíi

êëàñó H1+γ òà äåÿêà âiäìiííiñòü òåîðåì ïðî ñòðèáîê â öèõ âèïàäêàõ ñïîíóêà-
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þòü ðîçãëÿäàòè ¨õ îêðåìî. Êðiì òîãî, ñèòóàöiÿ ç ãiïåðïëîùèíîþ ïîøèðþ¹òüñÿ

íà âèïàäîê ç d = 1, ùî ìè ðåãóëÿðíî ðîáèòèìåìî.

ßêùî α = 2 (òà c = 1
2), òî (x(t))t≥0 ¹ âiíåðîâèì ïðîöåñîì. Äåÿêi ðåçóëüòàòè

ñòîñîâíî ñôîðìóëüîâàíî¨ çàäà÷i â öüîìó âèïàäêó ìîæíà çíàéòè, çîêðåìà, â

êíèãàõ [16,21] ÷è ñòàòòi [2].

Çàóâàæåííÿ 2.2. Â äåÿêèõ âèïàäêàõ óìîâè íà ãóñòèíó ïîòåíöiàëó ïðîñòî-

ãî øàðó âèÿâëÿþòüñÿ çàíàäòî îáìåæëèâèìè. Òâåðäæåííÿ Òåîðåì 2.2 òà 2.3

ñïðàâäæóþòüñÿ i ïðè íàñòóïíèõ óìîâàõ íà ôóíêöiþ (ψ(t, x))t>0,x∈S.

Ãîâîðèòèìåìî, ùî ôóíêöiÿ (ψ(t, x))t>0,x∈S íàëåæèòü äî êëàñó U, ÿêùî
âîíà íåïåðåðâíà òà äëÿ êîæíîãî T > 0 iñíó¹ òàêà ñòàëà CT > 0, ùî ïðè âñiõ

t ∈ (0, T ], x ∈ S âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |ψ(t, x)| ≤ CT t
−β ç äåÿêîþ ñòàëîþ

β < 1.

2.2.1 Äðóãà ïî÷àòêîâî-êðàéîâà çàäà÷à ç ãðàíè÷íîþ óìîâîþ íà

îáìåæåíié çàìêíåíié ïîâåðõíi.

2.2.1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷i òà ¨¨ ðîçâ'ÿçîê.

Íåõàé ïîâåðõíÿ S â Rd îáìåæåíà çàìêíåíà òà íàëåæèòü êëàñó H1+γ ç äåÿêèì

γ ∈ (0, 1).

Çàäà÷à ïîëÿãà¹ â ïîáóäîâi òàêî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ (u(t, x))t>0,x∈Rd, ÿêà

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (i), (ii) òà ãðàíè÷íó óìîâó âèäó

(iv) (1 + q(x))Bν(x)u(t, ·)(x+)− (1− q(x))Bν(x)u(t, ·)(x−) = 0

ïðè âñiõ t > 0, x ∈ S.

Ïîêëàäåìî äëÿ t > 0 òà x ∈ Rd

ũ(t, x) =

∫
Rd

g(t, x, y)ϕ(y) dy +

t∫
0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, y)q(y)ψ(τ, y) dσy, (2.20)

äå (ψ(t, x))t>0,x∈Rd � íåâiäîìà ôóíêöiÿ. Íàøèì çàâäàííÿì òåïåð áóäå ïîáó-

äóâàòè ôóíêöiþ ψ òàê, ùîá äëÿ ũ âèêîíóâàëèñü óìîâè (i), (ii), (iv)
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Ç Òåîðåìè 2.2 âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (äëÿ t > 0 òà x ∈ S)

Bν(x)ũ(t, ·)(x±) =

∫
Rd

gν(x)(t, x, y)ϕ(y) dy ∓ q(x)ψ(t, x)+

+

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x)(t− τ, x, y)q(y)ψ(τ, y) dσy,

(2.21)

ÿêùî òiëüêè ôóíêöiÿ ψ íåïåðåðâíà ïðè (t, x) ∈ (0,∞) × S òà âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü |ψ(t, x)| ≤ Ct−β ïðè âñiõ t ∈ (0, T ]), x ∈ S äëÿ êîæíîãî T > 0 ç

äåÿêèìè ñòàëèìè C > 0 (ìîæëèâî çàëåæèòü âiä T ), β ∈ (0, 1).

Ïîêëàâøè ψ(t, x) = 1
2(Bν(x)ũ(t, ·)(x+) + Bν(x)ũ(t, ·)(x−)), t > 0, x ∈ S,

äiñòàíåìî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöi¨ ψ:

ψ(t, x) =

∫
Rd

gν(x)(t, x, y)ϕ(y) dy+

+

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x)(t− τ, x, y)q(y)ψ(τ, y) dσy,

(2.22)

äå t > 0, x ∈ S. Öå ðiâíÿííÿ ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ìåòîäîì ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü,

à ñàìå, ïîêëàäåìî

ψ0(t, x) =

∫
Rd

gν(x)(t, x, y)ϕ(y) dy, t > 0, x ∈ S,

à äëÿ n ≥ 1

ψn(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x)(t− τ, x, y)q(y)ψn−1(τ, y) dσy, t > 0, x ∈ S.

Îöiíèìî ψ0, âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (1.21) (íàãàäà¹ìî, ùî ‖ϕ‖ =

sup
x∈Rd
|ϕ(x)|).

|ψ0(t, x)| ≤ ‖ϕ‖ 2

α

∫
Rd

|y− x|g(t, x, y) dy = L ‖ϕ‖ t−1+1/α, t > 0, x ∈ S, (2.23)
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äå ñòàëà L âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ L =
2

α

∫
Rd

|z|hd(z) dz (öåé iíòåãðàë îá÷è-

ñëþ¹òüñÿ, àëå äëÿ íàñ çàðàç éîãî òî÷íå çíà÷åííÿ íåâàæëèâå). Ôiêñó¹ìî òåïåð

äîâiëüíå T ∈ (0,∞) i çàóâàæèìî, ùî ç äîâåäåííÿ Ëåìè 2.1 âèïëèâà¹ òàêà

íåðiâíiñòü ∫
S

|gν(x)(t− τ, x, y)| dσy ≤ KT (t− τ)−1+ γ
α , (2.24)

ñïðàâåäëèâà ïðè âñiõ (t, x) ∈ (0, T ] × S ç äåÿêîþ ñòàëîþ KT > 0. Äîñèòü â

Ëåìi 2.1 ïîêëàñòè ψ(t, x) ≡ 1, òîäi β = 0.

Iíäóêöi¹þ ïî n äiñòà¹ìî îöiíêè (‖q‖ = max
x∈S
|q(x)|)

|ψn(t, x)| ≤ LΓ(1/α)‖ϕ‖ (KT‖q‖Γ(γ/α))n
t−1+ 1

α+nγ
α

Γ
(

1+nγ
α

) , (2.25)

ñïðàâåäëèâi ïðè âñiõ t ∈ (0, T ], x ∈ S òà n = 0, 1, . . . . Ïðè n = 0 íåðiâíiñòü

(2.25) äîâåäåíà âèùå. Íåõàé âîíà ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðè äåÿêîìó n ≥ 0. Òîäi

|ψn+1(t, x)| ≤ LΓ(1/α)‖ϕ‖ (KT‖q‖Γ(γ/α))n
‖q‖

Γ
(

1+nγ
α

) t∫
0

τ−1+ 1
α+nγ

α dτ∫
S

|gν(x)(t− τ, x, y)| dσy ≤

≤ LΓ(1/α)‖ϕ‖ (KT‖q‖Γ(γ/α))n
‖q‖KT

Γ
(

1+nγ
α

) t∫
0

τ−1+ 1
α+nγ

α (t− τ)−1+ γ
α dτ,=

= LΓ(1/α)‖ϕ‖ (KT‖q‖Γ(γ/α))n+1 t
−1+ 1

α+ (n+1)γ
α

Γ
(

1+(n+1)γ
α

) .
Öå i äîâîäèòü (2.25).

Î÷åâèäíî, ùî ðÿä

ψ(t, x) =
∞∑
n=0

ψn(t, x) (2.26)

çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié ìíîæèíi (t, x) ∈ (0, T ] × S i, îòæå, ¹ íà öié

ìíîæèíi íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (2.22), à òàêîæ
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óìîâó |ψ(t, x)| ≤ NT t
−1+1/α, t ∈ (0, T ], x ∈ S, äå NT > 0 � äåÿêà ñòàëà, ùî,

ìîæëèâî, çàëåæèòü âiä T .

Ïiäñòàâëÿþ÷è ïîáóäîâàíó ôóíêöiþ ψ ó ôîðìóëó (2.20), äiñòà¹ìî ôóíêöiþ

ũ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (i), ùî âèïëèâà¹ ç ðåçóëüòàòiâ ïóíêòiâ 1.2.2.6 òà

2.1.1.1. Ç (2.21) òà (2.22) âèïëèâàþòü ðiâíîñòi

Bν(x)ũ(t, ·)(x±) = (1∓ q(x))ψ(t, x), t > 0, x ∈ S,

ÿêi ìàþòü ñâî¨ì íàñëiäêîì ôàêò, ùî ôóíêöiÿ ũ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (iv). Ùîá

äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ ũ çàäîâîëüíÿ¹ òàêîæ óìîâó (ii), òðåáà ïîêàçàòè, ùî

äðóãèé äîäàíîê â ïðàâié ÷àñòèíi (2.20) ïðÿìó¹ äî íóëÿ, êîëè t → 0+, ïðè

êîæíîìó x ∈ Rd. Öå áóäå âèïëèâàòè ç òàêîãî òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 2.5. Íåõàé ϕ ∈ Cb(Rd). Äëÿ êîæíîãî ε > 0 iñíó¹ òàêå t0 > 0, ùî ïðè

τ ∈ (0, t0) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∣∣∣∣∣∣
∫
Rd

gν(x)(τ, x, y)ϕ(y) dy

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε τ−1+1/α, x ∈ S. (2.27)

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî
∫
Rd

gν(x)(τ, x, y) dy = Bν(x)1 = 0 ïðè âñiõ τ > 0 òà

x ∈ S. Òîìó∫
Rd

gν(x)(τ, x, y)ϕ(y) dy =

∫
Rd

gν(x)(τ, x, y)(ϕ(y)− ϕ(x)) dy.

Íåõàé çàäàíî ε > 0. Âèáåðåìî r > 0 òàê, ùîá

sup
x∈S

sup
y∈Br(x)

|ϕ(y)− ϕ(x)| < ε

2L
,

äå L � ñòàëà ç íåðiâíîñòi äëÿ ψ0. Òîäi∣∣∣∣∣∣∣
∫

Br(x)

gν(x)(τ, x, y)(ϕ(y)− ϕ(x)) dy

∣∣∣∣∣∣∣ <
ε

2
τ−1+1/α
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ïðè âñiõ τ > 0 òà x ∈ S. Iíòåãðàë ïî Rd \ Br(x) = Br(x)C ïðè ôiêñîâàíîìó

r > 0 îöiíèìî òàê ∣∣∣∣∣∣∣
∫

Br(x)C

gν(x)(τ, x, y)(ϕ(y)− ϕ(x)) dy

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ 4

α
‖ϕ‖ τ−1

∫
Br(x)C

|y − x|g(τ, x, y) dy ≤

≤ 4

α
‖ϕ‖ τ−1r−β0

∫
Rd

|y − x|1+β0g(τ, x, y) dy ≤

≤ 4

αrβ0
‖ϕ‖ τ−1+(1+β0)/α

∫
Rd

|z|1+β0hd(z) dz,

äå β0 ∈ (0, α − 1), òàê ùî îñòàííié iíòåãðàë ñêií÷åííèé. Çâiäñè âèäíî, ùî

ïðè τ ∈ (0, t0) öåé âèðàç áóäå ìåíøèì, íiæ ε
2 τ
−1+1/α, ÿêùî òiëüêè t0 âèáðàíå

äîñèòü ìàëèì. Ëåìó äîâåäåíî.

Òåïåð ìîæåìî ñôîðìóëþâàòè îñíîâíå òâåðäæåííÿ öüîãî ïóíêòó.

Òåîðåìà 2.6. ßêùî S � ïîâåðõíÿ â Rd, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè Òåîðåìè 2.2,

(q(x))x∈S � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ ç äiéñíèìè çíà÷åííÿìè, à ϕ ∈ Cb(Rd), òî

ïî÷àòêîâî-êðàéîâà çàäà÷à (i), (ii), (iv) ìà¹ òàêèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé çîáðàæà-

¹òüñÿ ôîðìóëîþ (2.20) ç ôóíêöi¹þ ψ, âèçíà÷åíîþ ç äîïîìîãîþ ðÿäó (2.26).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé çàäàíî ε > 0 i íåõàé t0 âèáðàíî òàê, ùî âèêîíó¹òüñÿ (2.27).

Àíàëîãi÷íî äî òîãî, ÿê ç äîïîìîãîþ (2.23) òà (2.24) áóëî îäåðæàíî íåðiâ-

íîñòi (2.25), âèêîðèñòîâóþ÷è (2.27) òà òó æ (2.24), çíàõîäèìî îöiíêó

|ψn(t, x)| ≤ εΓ(1/α) (KT‖q‖Γ(γ/α))n
t−1+ 1

α+nγ
α

Γ
(

1+nγ
α

) , (2.28)

ñïðàâåäëèâó ïðè âñiõ t ∈ (0, T ], x ∈ S òà n = 0, 1, . . . . Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

ñóìà ðÿäó (2.26) áóäå çàäîâîëüíÿòè íåðiâíiñòü |ψ(τ, x)| ≤ ε ÑT τ
−1+1/α ïðè

τ ∈ (0, t0), x ∈ S, äå ÑT � äåÿêà ñòàëà. Òåïåð, âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü (1.14),
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äiñòà¹ìî òàêó îöiíêó äëÿ äðóãîãî äîäàíêà â ïðàâié ÷àñòèíi (2.20)∣∣∣∣∣∣
t∫

0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, y)q(y)ψ(τ, y) dσy

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε ÑT‖q‖K
t∫

0

τ−1+1/α(t− τ)−1/α dτ =

= ε ÑT‖q‖K Γ(1/α)Γ(1− 1/α),

ÿêùî òiëüêè t ∈ (0, t0). Öèì çàâåðøó¹òüñÿ äîâåäåííÿ Òåîðåìè 2.6.

2.2.1.2 Ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê.

Â ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi ïîáóäîâàíî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (i), (ii), (iv). Òóò ìè áó-

äó¹ìî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i.

Çàäàìî ôóíêöiþ (g̃(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd ðiâíiñòþ

g̃(t, x, y) = g(t, x, y) +

t∫
0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, z)w(τ, z, y)q(z) dσz (2.29)

ç äåÿêîþ íåâiäîìîþ ôóíêöi¹þ (w(t, x, y))t>0,x∈S,y∈Rd.

Íàøîþ ìåòîþ â öüîìó ïóíêòi ¹ ïîáóäîâà òàêî¨ ôóíêöi¨ w, ùîá äëÿ êîæíî¨

ϕ ∈ Cb(Rd) ôóíêöiÿ

ũ(t, x, ϕ) =

∫
Rd

g̃(t, x, y)ϕ(y) dy, t > 0, x ∈ Rd (2.30)

çàäîâîëüíÿëà óìîâè (i), (ii), (iv). Öå i îçíà÷àòèìå, ùî ôóíêöiÿ g̃ ¹ ôóíäàìåí-

òàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì äðóãî¨ ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çàäà÷i (i), (ii), (iv). Î÷åâèäíî,

ùî äëÿ âèêîíàííÿ óìîâ (i), (ii) äîñèòü, ùîá ïðè êîæíié ϕ ∈ Cb(Rd) ôóíêöiÿ

v(t, x, ϕ) =

∫
Rd

w(t, x, y)ϕ(y) dy, t > 0, x ∈ S (2.31)

íàëåæàëà äî êëàñó U (äèâ. Çàóâàæåííÿ 2.2). Öå âèïëèâàòèìå ç âëàñòèâîñòåé

ôóíêöi¨ g òà ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó

t∫
0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, z)w(τ, z, ϕ)q(z) dσz,

ÿêi áóëè ñôîðìóëüîâàíi â ïóíêòàõ 2.2.3 òà 2.1.1.2, âiäïîâiäíî.
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Òåîðåìà ïðî ñòðèáîê (äèâ. ï. 2.1.1.2) ïðèâîäèòü íàñ äî âèñíîâêó, ùî óìîâà

(iv) áóäå âèêîíóâàòèñü, ÿêùî ôóíêöiÿ w çàäîâîëüíÿòèìå ðiâíÿííÿ (t > 0,

x ∈ S, y ∈ Rd)

w(t, x, y) = gν(x)(t, x, y) +

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x)(t− τ, x, z)w(τ, z, y)q(z) dσz. (2.32)

Ñïî÷àòêó îöiíèìî ôóíêöiþ (gν(x)(t, x, y))t>0,x∈S,y∈Rd, äëÿ ÿêî¨ ñïðàâäæó¹-

òüñÿ ïðåäñòàâëåííÿ (äèâ. (1.21))

gν(x)(t, x, y) =
2

α

(y − x, ν(x))

t
g(t, x, y), t > 0, x ∈ S, y ∈ Rd (2.33)

Âðàõîâóþ÷è îöiíêó (1.10) òà âëàñòèâîñòi ïîâåðõíi S (äèâ. ï. 1.2.2.3), îäåðæó-

¹ìî ïðè t > 0, x ∈ S, y ∈ S îöiíêó

|gν(x)(t, x, y)| ≤ C

(t1/α + |y − x|)d+α−1−γ , (2.34)

ç äåÿêîþ ñòàëîþ C > 0. Äiéñíî ç (1.10) òà (2.33) âèïëèâà¹

|gν(x)(t, x, y)| ≤ 2

α

N |(y − x, ν(x))|
(t1/α + |y − x|)d+α

. (2.35)

Äëÿ y ∈ Sr0/2(x) â ëîêàëüíié ñèñòåìi êîîðäèíàò ïîâ'ÿçàíié ç òî÷êîþ x ìîæåìî

çàïèñàòè (u<d> = (u1, u2, . . . , ud−1), K > 0 � äåÿêà ñòàëà)

(y − x, ν(x)) = Fx(u
<d>), |Fx(u<d>)| ≤ K|u<d>|1+γ.

Àëå îñêiëüêè |u<d>|2 = |y− x|2− (y− x, ν(x))2 ≤ |y− x|2, äëÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè
M íåðiâíîñòi (2.35) âèêîíó¹òüñÿ (C > 0 � äåÿêà ñòàëà)

M =
2

α

N |Fx(u<d>)|
(t1/α + |y − x|)d+α

≤ C|y − x|1+γ

(t1/α + |y − x|)d+α
.

Äëÿ y ∈ S \ Sr0/2(x), âðàõîâóþ÷è, ùî |y − x| ≥ δ0, çàïèøåìî

M ≤ 2

α

N

(t1/α + |y − x|)d+α−1
≤ 2

α

Nδ−γ0

(t1/α + |y − x|)d+α−1−γ

Íåðiâíiñòü (2.34) äîâåäåíà.
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ßêùî æ t > 0, x ∈ S, y ∈ Rd \ S, òî ìîæåìî çàïèñàòè, ùî

|gν(x)(t, x, y)| ≤ C

(ρ(y, S))d+α−1
, (2.36)

äå ρ(y, S) = inf
x∈S
|y − x|, C > 0 � äåÿêà ñòàëà.

Äàëi, ðîçâ'ÿçóâàòèìåìî ðiâíÿííÿ (2.32) ïðè t > 0, x ∈ S, y ∈ S ìåòî-

äîì ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü. Ïîêëàäåìî ïðè t > 0, x ∈ S, y ∈ S íóëüîâå

íàáëèæåííÿ w0(t, x, y) = gν(x)(t, x, y) òà äëÿ k ≥ 1

wk(t, x, y) =

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x)(t− τ, x, z)wk−1(τ, z, y)q(z) dσz. (2.37)

Iíäóêöi¹þ ïî k, âèêîðèñòîâóþ÷è òâåðäæåííÿ Ëåìè 1.4, äîâîäèìî, ùî ïðè

âñiõ t > 0, x ∈ S, y ∈ S òà k ≥ 0 âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

|wk(t, x, y)| ≤ Rk
tkγ/α

(t1/α + |y − x|)d+α−1−γ , (2.38)

äå ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü {Rk : k ≥ 0} âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè

R0 = C òà Rk = C‖q‖K
(
α

kγ
+B

(γ
α
, 1 + (k − 1)

γ

α

))
Rk−1 ïðè k ≥ 1,

â ÿêèõ C > 0, K > 0 � äåÿêi ñòàëi. Äiéñíî, îöiíêà äëÿ w0 çáiãà¹òüñÿ ç (2.34).

ßêùî íåðiâíiñòü (2.38) ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðè äåÿêîìó k ≥ 0, òî ìà¹ìî (K �

ñòàëà ç Ëåìè 1.4)

|wk+1(t, x, y)| ≤

≤ RkC‖q‖
t∫

0

dτ

∫
S

1

((t− τ)1/α + |z − x|)d+α−1−γ
tkγ/α

(t1/α + |y − x|)d+α−1−γ dσz ≤

≤ RkC‖q‖K
(

α

(k + 1)γ
+B

(γ
α
, 1 + k

γ

α

)) t(k+1)γ/α

(t1/α + |y − x|)d+α−1−γ .

Îäåðæàíi îöiíêè ôóíêöié (wk(t, x, y))t>0,x∈S,y∈S äîçâîëÿþòü ñòâåðäæóâà-

òè, ùî ðÿä
∞∑
k=0

wk(t, x, y) çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî ïðè (t, x, y) ∈ (0,∞) × S × S

òà ðiâíîìiðíî ïî (x, y) ∈ S × S i ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî ïî t > 0. Éîãî ñóìà
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(w(t, x, y))t>0,x∈S,y∈S ¹ íåïåðåðâíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (2.32) i äëÿ êîæíî-

ãî T > 0 iñíó¹ òàêà ñòàëà CT > 0, ùî ïðè âñiõ t ∈ (0, T ], x ∈ S, y ∈ S

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|w(t, x, y)| ≤ CT
1

(t1/α + |y − x|)d+α−1−γ . (2.39)

Êðiì òîãî, ôóíêöiÿ w çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (t > 0, x ∈ S, y ∈ S)

w(t, x, y) = gν(x)(t, x, y) +

t∫
0

dτ

∫
S

w(t− τ, x, z)gν(z)(τ, z, y)q(z) dσz. (2.40)

Îñòàíí¹ âèïëèâà¹ iç ñïiââiäíîøåíü (t > 0, x ∈ S, y ∈ S)

wk(t, x, y) =

t∫
0

dτ

∫
S

wk−1(t− τ, x, z)gν(z)(τ, z, y)q(z) dσz, k ≥ 1, (2.41)

ÿêi ëåãêî äîâîäÿòüñÿ ç äîïîìîãîþ iíäóêöi¨ ïî k òà íåðiâíîñòåé (2.34) i (2.38).

À ñàìå, ïðè k = 1 öÿ ðiâíiñòü ïîâòîðþ¹ (2.37) ïðè k = 1. ßêùî âîíà ñïðàâ-

äæó¹òüñÿ ïðè äåÿêîìó k ≥ 1, òî ç (2.37) òà (2.41) ìà¹ìî

wk+1(t, x, y) =

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x)(t− τ, x, z)

τ∫
0

dξ

∫
S

wk−1(τ − ξ, z, u)gν(u)(ξ, u, y)q(u) dσuq(z) dσz.

Íåðiâíîñòi (2.34) i (2.38) äîçâîëÿþòü çìiíèòè òóò ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ òà
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îäåðæàòè

wk+1(t, x, y) =

t∫
0

dξ

∫
S

gν(u)(ξ, u, y)q(u)

t∫
ξ

dτ

∫
S

gν(x)(t− τ, x, z)wk−1(τ − ξ, z, u)q(z) dσz dσu =

=

t∫
0

dξ

∫
S

gν(u)(ξ, u, y)q(u)

t−ξ∫
0

dτ

∫
S

gν(x)(t− ξ − τ, x, z)wk−1(τ, z, u)q(z) dσz dσu =

=

t∫
0

dξ

∫
S

gν(u)(ξ, u, y)q(u)wk(t− ξ, z, u) dσu,

äå îñòàííÿ ðiâíiñòü ïðàâèëüíà çãiäíî (2.37). Îòæå, (2.41) äîâåäåíî.

Ñïiââiäíîøåííÿ (2.40) ïðîäîâæó¹ ôóíêöiþ w íà ìíîæèíó

(t, x, y) ∈ (0,∞)× S × Rd.

Ïiäñòàâèâøè îäåðæàíó ôóíêöiþ w â ïðàâó ÷àñòèíó (2.32) òà ìiíÿþ÷è ïîðÿäîê

iíòåãðóâàííÿ ç âðàõóâàííÿì îöiíîê (2.34) i (2.39), äîâîäèìî, ùî ïîáóäîâàíà

ôóíêöiÿ (w(t, x, y))t>0,x∈S,y∈Rd çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (2.32).

Îöiíêè (2.36) òà (2.39) ðàçîì ç íåðiâíiñòþ (1.13) äîçâîëÿþòü çàïèñàòè

|w(t, x, y)| ≤ CT
1

(ρ(y, S))d+α−1
(2.42)

ïðè t ∈ (0, T ], x ∈ S òà y ∈ Rd \ S äëÿ êîæíîãî T > 0 ç äåÿêîþ ñòàëîþ

CT > 0.

Âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü (1.10) òà ñïiââiäíîøåííÿ (2.33), ìîæåìî çàïèñàòè

îöiíêó

|gν(x)(t, x, y)| ≤ 2N

α

1

(t1/α + |y − x|)d+α−1
, t > 0, x ∈ S, y ∈ Rd.
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Òîìó, äîìíîæèâøè îáèäâi ÷àñòèíè ñïiââiäíîøåííÿ (2.40) íà ϕ(y) òà ïðîiíòå-

ãðóâàâøè éîãî ïî y ∈ Rd (òóò âðàõîâó¹ìî íåðiâíiñòü (2.42)), äëÿ ôóíêöi¨

(w(t, x, y))t>0,x∈S, çàäàíî¨ ðiâíiñòþ (2.31), îäåðæó¹ìî, ùî äëÿ êîæíî¨ ϕ ∈
Cb(Rd), ïðè êîæíîìó T > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |v(t, x, ϕ)| ≤ CT t

−1+1/α,

t ∈ (0, T ], x ∈ S ç äåÿêîþ ñòàëîþ CT > 0.

Îòæå, ôóíêöiÿ (v(t, x, ϕ))t>0,x∈S íàëåæèòü äî êëàñó U.

Ñôîðìóëþ¹ìî òåïåð îäåðæàíèé îñíîâíèé ðåçóëüòàò öüîãî ïóíêòó ó âè-

ãëÿäi òåîðåìè.

Òåîðåìà 2.7. Ôóíêöiÿ (g̃(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd, çàäàíà ðiâíiñòþ (2.29), äå

(w(t, x, y))t>0,x∈S,y∈Rd çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (2.32), ¹ ôóíäàìåíòàëüíèì ðîç-

â'ÿçêîì çàäà÷i (i), (ii), (iv).

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ôóíêöi¨ g̃ ìîæíà çàïðîïîíóâàòè äåÿêå iíøå çîáðàæå-

ííÿ. À ñàìå, ïîêëàäåìî äëÿ t > 0, x ∈ Rd òà y ∈ S

w̃(t, x, y) = g(t, x, y) +

t∫
0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, z)w(τ, z, y)q(z) dσz.

Âèêîðèñòîâóþ÷è çîáðàæåííÿ w(τ, z, y) ïðè τ > 0, z ∈ S, y ∈ S ó âèãëÿäi ðÿäó
∞∑
k=0

wk(τ, z, y) òà âðàõîâóþ÷è (2.41), îäåðæó¹ìî, ùî w̃ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

w̃(t, x, y) = g(t, x, y) +

t∫
0

dτ

∫
S

w̃(t− τ, x, z)gν(z)(τ, z, y)q(z) dσz

ïðè t > 0, x ∈ Rd òà y ∈ S. ßê íàñëiäîê, âðàõîâóþ÷è (2.29), ìà¹ìî íàñòóïíå,
äóàëüíå äî (2.29), çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ g̃

g̃(t, x, y) = g(t, x, y) +

t∫
0

dτ

∫
S

w̃(t− τ, x, z)gν(z)(τ, z, y)q(z) dσz,

ïðàâèëüíå ïðè âñiõ t > 0, x ∈ Rd òà y ∈ Rd \ S.
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Çâiäñè ëåãêî äiñòàòè ôîðìóëè g̃(t, x, y±) = (1±q(y))w̃(t, x, y), ñïðàâåäëèâi

ïðè t > 0, x ∈ Rd òà y ∈ S. Äiéñíî, ç òåîðåìè ïðî ñòðèáîê (Òåîðåìà 2.2) ìà¹ìî

g̃(t, x, y±) = g(t, x, y)+

+

t∫
0

dτ

∫
S

w̃(t− τ, x, z)gν(z)(τ, z, y)q(z) dσz ± q(y)w̃(t, x, y) =

= (1± q(y))w̃(t, x, y).

Òîìó öiëêîì ïðèðîäíî ïîêëàñòè äëÿ t > 0, x ∈ Rd òà y ∈ S

g̃(t, x, y) =
1

2
[g̃(t, x, y+) + g̃(t, x, y−)] = w̃(t, x, y).

Çàóâàæèìî, ùî ç ðiâíîñòi (2.29) ïðè t > 0, x ∈ S òà y ∈ Rd âèïëèâàþòü

ñïiââiäíîøåííÿ Bν(x)g̃(t, ·, y)(x±) = (1∓ q(x))w(t, x, y).

2.2.2 Äðóãà ïî÷àòêîâî-êðàéîâà çàäà÷à ç ãðàíè÷íîþ óìîâîþ íà

ãiïåðïëîùèíi.

Íåõàé S = {x ∈ Rd : (x, ν) = 0}, äå ν ∈ Rd � ôiêñîâàíèé îðò. Âðàõîâóþ÷è

íåñêií÷åííiñòü ïîâåðõíi S, âèìàãàòèìåìî äîäàòêîâî, ùîá q áóëà îáìåæåíîþ

ôóíêöi¹þ.

2.2.2.1 Ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê.

ßê i âèùå ïîáóäó¹ìî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (i), (ii), (iv), âèêîðè-

ñòîâóþ÷è Òåîðåìó 2.3.

Ïîêëàäåìî äëÿ t > 0, x ∈ Rd òà y ∈ Rd

g̃(t, x, y) = g(t, x, y) +

t∫
0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, z)gν(τ, z, y)q(z) dσz (2.43)

òà ïåðø çà âñå ïîêàæåìî, ùî iíòåãðàë â (2.43) äîáðå âèçíà÷åíèé. Öå î÷åâèäíî

äëÿ y ∈ S îñêiëüêè ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü gν(τ, z, y) = 0 äëÿ z ∈ S òà y ∈ S
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(äèâ. (1.21)); îòæå, ìà¹ìî g̃(t, x, y) = g(t, x, y) äëÿ t > 0, x ∈ Rd òà y ∈ S.

Äàëi, ÿê âèïëèâà¹ ç (1.21) òà (1.10), ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

|gν(τ, z, y)| ≤ 2

α
N

|(y, ν)|
(τ 1/α + |y − z|)d+α

äëÿ τ > 0, z ∈ S òà y ∈ Rd. Îñêiëüêè |y−z| = (|ỹ−z|2+(y, ν)2)1/2 ≥ |(y, ν)| äëÿ
z ∈ S òà y ∈ Rd (íàãàäà¹ìî, ùî ỹ = y−ν(y, ν) äëÿ y ∈ Rd), òî ñïðàâäæó¹òüñÿ

îöiíêà |gν(τ, z, y)| ≤ 2

α
N |(y, ν)|−d−α+1 ïðè τ > 0, z ∈ S òà y ∈ Rd \ S. Öå ìà¹

ñâî¨ì íàñëiäêîì íåðiâíîñòi∣∣∣∣∣∣
∫
S

g(t− τ, x, z)gν(τ, z, y)q(z) dσz

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ 2

α
‖q‖N |(y, ν)|−d−α+1

∫
S

g(t− τ, x, z) dσz ≤

≤ 2

α
‖q‖N 2|(y, ν)|−d−α+1(t− τ)−1/α

ùî ñïðàâäæóþòüñÿ ïðè 0 < τ < t, x ∈ Rd òà y ∈ Rd \ S, äå ‖q‖ = sup
x∈S
|q(x)|

òà âèêîðèñòàíî î÷åâèäíèé íàñëiäîê ç (2.9)∫
S

g(t− τ, x, z) dσz ≤ N(t− τ)−1/α.

Òàêèì ÷èíîì, âñòàíîâëåíî, ùî ôóíêöiÿ g̃ êîðåêòíî âèçíà÷åíà. Áiëüøå

òîãî, âîíà ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ t > 0, x ∈ Rd òà y ∈
Rd \ S.

Îñêiëüêè, âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü (1.21) òà òîé î÷åâèäíèé ôàêò, ùî g(t, x, y) =

g(t, y, x) ïðè âñiõ t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd, ìîæåìî çàïèñàòè

g̃(t, x, y) = g(t, x, y) +

t∫
0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, z)gν(τ, z, y)q(z) dσz =

= g(t, x, y)−
t∫

0

dτ

∫
S

gν(τ, y, z)g(t− τ, z, x)q(z) dσz,
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òî íåâàæêî âèâåñòè ç Òåîðåìè 2.3, ùî

g̃(t, x, y±) = (1± q(y))g(t, x, y), t > 0, x ∈ Rd, y ∈ S, (2.44)

òîáòî ïðè ôiêñîâàíèõ (t, x) ôóíêöiÿ g̃, ÿê ôóíêöiÿ òðåòüîãî àðãóìåíòà, ìà¹

â òî÷êàõ y ∈ S ñòðèáêè.

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî ïðè êîæíèõ (t, x) ôóíêöiÿ (g̃(t, x, y))y∈Rd ¹ àáñîëþòíî

iíòåãðîâíîþ íà Rd. Äåÿêi äîñèòü ïðîñòi îá÷èñëåííÿ äîçâîëÿþòü íàïèñàòè

ôîðìóëó∫
Rd

|(y, ν)|g(τ, z, y) dy =
2c1/α

π
Γ

(
1− 1

α

)
τ 1/α, τ > 0, z ∈ S,

òà íåðiâíiñòü (áiëüø òî÷íó, íiæ íàïèñàíà âèùå)∫
S

g(t− τ, x, z) dσz ≤
Γ(1/α)

παc1/α
(t− τ)−1/α, 0 < τ < t, x ∈ Rd.

Îòæå,∫
Rd

|g̃(t, x, y)| dy ≤

≤ 1 +
4c1/α‖q‖
πα

Γ

(
1− 1

α

) t∫
0

τ
1
α−1 dτ

∫
S

g(t− τ, x, z) dσz ≤ 1 +
4‖q‖

α2 sin2 π
α

,

ùî îçíà÷à¹ áàæàíó iíòåãðîâàíiñòü.

ßê íàñëiäîê, ìà¹ìî íåðiâíiñòü∣∣∣∣∣∣
∫
Rd

g̃(t, x, y)ϕ(y) dy

∣∣∣∣∣∣ ≤
(

1 +
4‖q‖

α2 sin2 π
α

)
‖ϕ‖ (2.45)

ïðè âñiõ t > 0, x ∈ Rd òà ϕ ∈ Cb(Rd).

Îñêiëüêè
∫
Rd

gν(t, x, y) dy ≡ 0, òî ñïðàâäæó¹òüñÿ òîòîæíiñòü

∫
Rd

g̃(t, x, y) dy ≡ 1. (2.46)
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Êðiì òîãî, ôóíêöiÿ g̃ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

g̃(s+ t, x, y) =

∫
Rd

g̃(s, x, z)g̃(t, z, y) dz (2.47)

äëÿ âñiõ s > 0, t > 0, x ∈ Rd òà y ∈ Rd. Äîâåäåííÿ öi¹¨ ðiâíîñòi áàçó¹òüñÿ íà

ôîðìóëi (s > 0, t > 0, x ∈ Rd òà y ∈ Rd)∫
Rd

gν(s, x, z)g(t, z, y) dz = gν(s+ t, x, y),

ñïðàâåäëèâiñòü ÿêî¨ ëåãêî ïåðåâiðèòè áåçïîñåðåäíüî.

Â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ g̃ çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ (äèâ. [42])

g̃(t, x, y) = g(t, x, y) +
2qy

α

t∫
0

g(t− τ, x, 0)g(τ, 0, y)
dτ

τ
(2.48)

äëÿ âñiõ t > 0, x ∈ R òà y ∈ R. ßê áóëî ïîêàçàíî â [42], öÿ ôóíêöiÿ ïðèéìà¹

íå òiëüêè íåâiä'¹ìíi çíà÷åííÿ, à é ìà¹ âiä'¹ìíi çíà÷åííÿ (ÿêùî q 6= 0). Òå

ñàìå ñòîñó¹òüñÿ i ôóíêöi¨ g̃ ó âèïàäêó d ≥ 2 (òà q(x) ≡/ 0).

Òåïåð ìîæíà äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ g̃ ¹ ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

(i), (ii), (iv). Ïî ïåðøå, äëÿ ôiêñîâàíîãî y /∈ S âîíà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

(2.19) â îáëàñòi (t, x) ∈ (0,∞)× (Rd \S). ßêùî y ∈ S, òî g̃(t, x, y) = g(t, x, y) i

îòæå, öå ðiâíÿííÿ çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ ôóíêöi¹þ (g̃(t, x, y))t>0,x∈Rd ó âñié îáëàñòi

(t, x) ∈ (0,∞)× Rd.

Ïî äðóãå, äëÿ äàíî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ Cb(Rd), ïîêëàäåìî

ũ(t, x, ϕ) =

∫
Rd

ϕ(y)g̃(t, x, y) dy, t > 0, x ∈ Rd.

Öÿ ôóíêöiÿ ìîæå áóòè çàïèñàíà íàñòóïíèì ÷èíîì

ũ(t, x, ϕ) = u(t, x, ϕ) +

t∫
0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, y)uν(τ, y, ϕ)q(y) dσy, (2.49)

äå

uν(τ, y, ϕ) =

∫
Rd

gν(τ, y, z)ϕ(z) dz = Bνu(τ, ·, ϕ)(y), τ > 0, y ∈ S,
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à ôóíêöiÿ u âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

u(t, x, ϕ) =

∫
Rd

g(t, x, y)ϕ(y) dy, t > 0, x ∈ Rd. (2.50)

ßê âèïëèâà¹ ç ðåçóëüòàòiâ ïóíêòó 2.1.2, ôóíêöiÿ ũ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

(i) òà (ii). Çàñòîñîâóþ÷è òåïåð îïåðàòîð Bν äî îáîõ ñòîðií ðiâíîñòi (2.49) òà

âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (2.15), ïðèõîäèìî äî íàñòóïíèõ ðiâíîñòåé

Bνũ(t, ·, ϕ)(x±) = (1∓ q(x))uν(t, x, ϕ), t > 0, x ∈ S.

Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ ũ çàäîâîëüíÿ¹ ãðàíè÷íó óìîâó (iv).

2.2.3 Ñèìåòðè÷íà òðåòÿ ïî÷àòêîâî-êðàéîâà çàäà÷à ç ãðàíè÷íîþ

óìîâîþ íà îáìåæåíié çàìêíåíié ïîâåðõíi.

2.2.3.1 Ïðîöåñ ç óáèâàííÿì íà ïîâåðõíi.

Íåõàé (x(t),Mt,Px) � ñòàíäàðòíèé ïðîöåñ Ìàðêîâà â Rd, ùiëüíiñòü éìîâið-

íîñòi ïåðåõîäó ÿêîãî çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ (1.9), òîáòî ñèìåòðè÷íèé α-ñòiéêèé

âèïàäêîâèé ïðîöåñ.

×åðåç S ïîçíà÷èìî äåÿêó îáìåæåíó çàìêíåíó ïîâåðõíþ êëàñó H1+γ ç äå-

ÿêèì γ ∈ (0, 1).

Ðiâíÿííÿ çáóðåííÿ. Äëÿ çàäàíî¨ íåïåðåðâíî¨ íåâiä'¹ìíî¨ ôóíêöi¨ (r(x))x∈S

ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ (ĝ(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd, ùî ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

ĝ(t, x, y) = g(t, x, y)−
t∫

0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, z)ĝ(τ, z, y)r(z) dσz. (2.51)

Äëÿ ïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî ðiâíÿííÿ (2.51) ìîæå áóòè ðîçâ'ÿçàíå ìåòî-

äîì ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü. À ñàìå, øóêàòèìåìî ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ

ó âèãëÿäi

ĝ(t, x, y) =
∞∑
k=0

(−1)kgk(t, x, y), (2.52)
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äå ïðè âñiõ t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd

g0(t, x, y) = g(t, x, y)

òà äëÿ k = 1, 2, . . .

gk(t, x, y) =

t∫
0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, z)gk−1(τ, z, y)r(z) dσz. (2.53)

Äëÿ îöiíþâàííÿ ÷ëåíiâ ðÿäó â (2.52) ñêîðèñòà¹ìîñü íåðiâíiñòþ (1.10) (ÿêó

äëÿ çðó÷íîñòi ÷èòàííÿ âèïèøåìî ùå ðàç òóò)

g(t, x, y) ≤ N
t

(t1/α + |y − x|)d+α
, t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd (2.54)

ç äåÿêîþ ñòàëîþ N > 0 òà òâåðäæåííÿìè äîâåäåíèõ âèùå Ëåì 1.3 òà 1.4.

Çàéìåìîñü òåïåð îöiíþâàííÿì ÷ëåíiâ ðÿäó ç ðiâíîñòi (2.52). Iç ñïiââiäíî-

øåíü (2.53) òà íåðiâíîñòi (2.54) îäåðæó¹ìî, ùî

0 < gk(t, x, y) ≤ N‖r‖
t∫

0

dτ

∫
S

τ

(τ 1/α + |z − x|)d+α
gk−1(t− τ, z, y) dσz

ïðè âñiõ t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd òà k = 1, 2, . . . , äå ‖r‖ = sup
x∈S

r(x).

Iíäóêöi¹þ ïî k ç äîïîìîãîþ Ëåìè 1.4 äîâîäèìî, ùî ïðè âñiõ t > 0, x ∈ Rd,

y ∈ Rd òà k = 0, 1, 2, . . . ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

gk(t, x, y) ≤ Rk
t1+k(1−1/α)

(t1/α + |y − x|)d+α
, (2.55)

äå ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü {Rk : k ≥ 0} çàäîâîëüíÿ¹ ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåí-
íÿ (ïðè k ≥ 1)

Rk = Rk−1NK‖r‖ (B(1− 1/α, 2 + (k − 1)(1− 1/α)) +B(2, k(1− 1/α)))

ç R0 = N , äå N > 0 � ñòàëà ç íåðiâíîñòi (2.54), à K > 0 � ç (1.15).

Òàêèì ÷èíîì, ðÿä â ðiâíîñòi (2.52) çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî ïðè âñiõ t > 0,

x ∈ Rd, y ∈ Rd òà ðiâíîìiðíî íà ìíîæèíi (t, x, y) ∈ (0, T ] × Rd × Rd äëÿ
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êîæíîãî T > 0. Çâiäñè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî éîãî ñóìà (ĝ(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd

¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (2.51), ïðè÷îìó äëÿ êî-

æíîãî T > 0 iñíó¹ ñòàëà CT > 0 òàêà, ùî ïðè âñiõ t ∈ (0, T ], x ∈ Rd, y ∈ Rd

ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|ĝ(t, x, y)| ≤ CT
t

(t1/α + |y − x|)d+α
. (2.56)

Çàóâàæåííÿ 1. Ôóíêöiÿ (ĝ(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd çàäîâîëüíÿ¹ òàêîæ i ðiâíÿííÿ

ĝ(t, x, y) = g(t, x, y)−
t∫

0

dτ

∫
S

ĝ(t− τ, x, z)g(τ, z, y)r(z) dσz. (2.57)

Öå ñòà¹ çðîçóìiëèì, ÿêùî äîâåñòè, íàïðèêëàä, çà iíäóêöi¹þ ïî k ñïiââiäíî-

øåííÿ

gk(t, x, y) =

t∫
0

dτ

∫
S

gk−1(t− τ, x, z)g(τ, z, y)r(z) dσz

äëÿ âñiõ t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd òà k = 1, 2, . . . .

Çàóâàæèìî, ùî ðîçâ'ÿçêè êîæíîãî ç ðiâíÿíü (2.51) òà (2.57) ¹äèíi â êëàñi

ôóíêöié, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü (2.56). Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî îöiíêà

(2.55) ïðè âñiõ k ≥ 1 ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ ðiçíèöi êîæíèõ äâîõ ðîçâ'ÿçêiâ

êîæíîãî iç çãàäàíèõ ðiâíÿíü.

Â íàñòóïíîìó ïóíêòi ìè âñòàíîâèìî, ùî ôóíêöiÿ (ĝ(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd ¹

ùiëüíiñòþ éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó ïðîöåñó Ìàðêîâà, ÿêèé óòâîðþ¹òüñÿ ç ïðî-

öåñó (x(t))t≥0 îáðèâîì (ç iíòåíñèâíiñòþ (r(x))x∈S) â òî÷êàõ ïîâåðõíi S.

Ôîðìóëà Ôåéíìàíà-Êàöà òà àïðîêñèìàöiéíà ïðîöåäóðà. Ïðè êî-

æíîìó t > 0 ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ (ft(x))x∈Rd, ùî çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

ft(x) =

t∫
0

dτ

∫
S

g(τ, x, y)r(y) dσy, (2.58)

â ÿêié ôóíêöiÿ (r(x))x∈S òà æ, ùî i â ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi.
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Ïåðåâiðèìî, ùî ôóíêöiÿ (2.58) ¹ W-ôóíêöi¹þ äëÿ ïðîöåñó (x(t))t≥0 (äèâ.

[16, Ch. 6, �3]). Î÷åâèäíèì ¹ òå, ùî ïðè êîæíîìó t ≥ 0 ôóíêöiÿ (ft(x))x∈Rd

âèìiðíà, à ïðè êîæíîìó x ∈ Rd ôóíêöiÿ (ft(x))t≥0 çðîñòàþ÷à òà f0(x) ≡ 0.

Êîðèñòóþ÷èñü ðiâíiñòþ Êîëìîãîðîâà-×åïìåíà, îäåðæó¹ìî

Exft(x(s)) =

∫
Rd

g(s, x, z) dz

t∫
0

dτ

∫
S

g(τ, z, y)r(y) dσy =

=

t∫
0

dτ

∫
S

r(y)

∫
Rd

g(s, x, z)g(τ, z, y) dz dσy =

=

t∫
0

dτ

∫
S

g(s+ τ, x, y)r(y) dσy =

s+t∫
s

dτ

∫
S

g(τ, x, y)r(y) dσy =

= fs+t(x)− fs(x).

Êðiì òîãî, ÿê ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó ç îáìåæåíîþ îäíîðiäíîþ â ÷àñi

ãóñòèíîþ, ôóíêöiÿ (ft(x))t≥0,x∈Rd çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü (äèâ. (2.2))

ft(x) ≤ Ct1−1/α (2.59)

ïðè âñiõ t ≥ 0 òà x ∈ Rd ç äåÿêîþ ñòàëîþ C > 0. Îòæå, sup
x∈Rd

ft(x) → 0 ïðè

t → 0+. Òîìó, âiäïîâiäíî äî òâåðäæåííÿ Òåîðåìè 6.6 ç [16], iñíó¹ òàêèé W-

ôóíêöiîíàë (ηt(r))t≥0 âiä ïðîöåñó (x(t))t≥0, ùî Exηt(r) = ft(x) ïðè âñiõ t ≥ 0

òà x ∈ Rd, äå Ex îçíà÷à¹ óìîâíå ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ïðè óìîâi x(0) = x

(òîáòî, ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ çà ìiðîþ Px).
Íàøîþ ìåòîþ â öüîìó ïóíêòi ¹ ïîêàçàòè, ùî ïðè âñiõ t > 0, x ∈ Rd òà

ϕ ∈ Cb(Rd) ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

Exϕ(x(t))e−ηt =

∫
Rd

ĝ(t, x, y)ϕ(y) dy, (2.60)

â ÿêîìó (ĝ(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd ïîáóäîâàíèé â ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi ðîçâ'ÿçîê

ðiâíÿíü (2.51) òà (2.57).

Äëÿ ïî÷àòêó àïðîêñèìó¹ìî ôóíêöiîíàë ηt äåÿêèìè ïðîñòiøèìè ôóíêöiî-
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íàëàìè âiä ïðîöåñó (x(t))t≥0. Äëÿ êîæíèõ h > 0 òà x ∈ Rd ïîêëàäåìî

vh(x) =

∫
S

g(h, x, y)r(y) dσy.

Ïðè ôiêñîâàíîìó h > 0 öÿ ôóíêöiÿ ¹ íåïåðåðâíîþ òà îáìåæåíîþ íà Rd.

Âèçíà÷èìî (äëÿ ôiêñîâàíîãî h > 0) àäèòèâíèé ôóíêöiîíàë (η
(h)
t )t≥0 âiä ïðî-

öåñó (x(t))t≥0 ç äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåííÿ η
(h)
t =

t∫
0

vh(x(τ)) dτ . Öå � W-

ôóíêöiîíàë ç õàðàêòåðèñòèêîþ

Exη(h)
t =

t∫
0

dτ

∫
Rd

g(τ, x, y)vh(y) dy =

t∫
0

dτ

∫
S

g(τ + h, x, y)r(y) dσy.

Ïiñëÿ íåñêëàäíèõ ïåðåòâîðåíü îäåðæó¹ìî, ùî

Exη(h)
t − Exηt =

t+h∫
t

dτ

∫
S

g(τ, x, y)r(y) dσy −
h∫

0

dτ

∫
S

g(τ, x, y)r(y) dσy.

Ç íåðiâíîñòi (2.54) òà òâåðäæåííÿ Ëåìè 1.3 ïðè θ = α âèïëèâà¹, ùî äëÿ

êîæíîãî T > 0 ïðè âñiõ t ∈ (0, T ], x ∈ Rd òà h > 0 ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|Exη(h)
t − Exηt| ≤ CT

α

α− 1

(
(t+ h)1−1/α − t1−1/α + h1−1/α

)
,

äå CT > 0 � äåÿêà ñòàëà. Òåîðåìà 6.4 ç [16] äîçâîëÿ¹ ñòâåðäæóâàòè, ùî

η
(h)
t → ηt ïðè h → 0+ â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó ïðè êîæíîìó t > 0.

Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî äëÿ êîæíî¨ ϕ ∈ Cb(Rd) ìiæ ôóíêöiÿìè (t > 0, x ∈ Rd)

u(h)(t, x, ϕ) = Exϕ(x(t))e−η
(h)
t òà û(t, x, ϕ) = Exϕ(x(t))e−ηt

ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ lim
h→0+

u(h)(t, x, ϕ) = û(t, x, ϕ) â ñåíñi ïîòî÷êîâî¨

çáiæíîñòi.

Ïðè êîæíîìó h > 0 ôóíêöiÿ (u(h)(t, x, ϕ))t>0,x∈Rd ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

u(h)(t, x, ϕ)) = u(t, x, ϕ))−
t∫

0

dτ

∫
Rd

g(t− τ, x, y)u(h)(τ, y, ϕ))vh(y) dy, (2.61)
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â ÿêîìó

u(t, x, ϕ)) =

∫
Rd

g(t, x, y)ϕ(y) dy. (2.62)

Ïåðåéäåìî òåïåð äî ãðàíèöi ïðè h→ 0+ â ðiâíÿííi (2.61). Çðîáèòè öå íàì

äîïîìîæå äîâåäåíà íèæ÷å ëåìà.

Äëÿ âèìiðíî¨ êîìïëåêñíîçíà÷íî¨ ôóíêöi¨ (ψ(t, x))t≥0,x∈Rd òàêî¨, ùî ïðè

êîæíîìó T > 0 âèêîíó¹òüñÿ sup
0≤t≤T,x∈Rd

|ψ(t, x)| < ∞, ðîçãëÿíåìî ¨¨ ïåðåòâî-

ðåííÿ

ψh(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
Rd

g(t− τ, x, y)ψ(τ, y)vh(y) dy, t > 0, x ∈ Rd, h > 0.

Ëåìà 2.8. Äëÿ äàíèõ ÷èñåë ε > 0, L > 0 òà T > 0 iñíó¹ òàêå ÷èñëî

δ > 0, ùî íåðiâíiñòü |ψh(t′, x′) − ψh(t, x)| < ε âèêîíó¹òüñÿ ïðè âñiõ h > 0,

t′ ∈ (0, T ], t ∈ (0, T ], x′ ∈ Rd, x ∈ Rd i äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ (ψ(t, x))t≥0,x∈Rd ç

âëàñòèâiñòþ sup
0≤t≤T,x∈Rd

|ψ(t, x)| < L, ÿêùî òiëüêè |t′ − t|+ |x′ − x| < δ.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïðè 0 < t < t′ ≤ T òà x′ ∈ Rd, x ∈ Rd ðiçíèöþ

ψh(t
′, x′)− ψh(t, x), ïîäàâøè ¨¨ ó âèãëÿäi ñóìè äâîõ äîäàíêiâ

I1 =

t∫
0

dτ

∫
Rd

[g(t′ − τ, x′, y)− g(t− τ, x, y)]ψ(τ, y)vh(y) dy,

I2 =

t′∫
t

dτ

∫
Rd

g(t′ − τ, x′, y)ψ(τ, y)vh(y) dy.

Îñêiëüêè ç íåðiâíîñòåé (2.54) òà (1.13) ïðè θ = α âèïëèâà¹ îöiíêà∫
Rd

g(t, x, y)vh(y) dy =

∫
S

g(h+ t, x, z)r(z) dσz ≤ ‖r‖C(t+ h)−1/α ≤ ‖r‖Ct−1/α

ç äåÿêîþ ñòàëîþ C > 0, òî |I2| ≤ const(t′ − t)1−1/α. Öå îçíà÷à¹, ùî I2 ìîæå

áóòè çðîáëåíèé ÿê çàâãîäíî ìàëèì, ÿêùî òiëüêè ìàëèì âèáðàòè t′ − t.
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Âiçüìåìî òåïåð äåÿêå ÷èñëî ρ ∈ (0, t) i ïîäàìî I1 ó âèãëÿäi ñóìè äâîõ

iíòåãðàëiâ çà çìiííèìè (τ, y) âiä òi¹¨ æ ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨: ïåðøèé, I ′1,

ïî ìíîæèíi (0, t− ρ)× Rd, à äðóãèé, I ′′1 , ïî (t− ρ, t)× Rd.

Âðàõîâóþ÷è äîâåäåíó âèùå íåðiâíiñòü, çàïèøåìî

|I ′′1 | ≤

≤ L

t∫
t−ρ

dτ

∫
Rd

g(t′ − τ, x′, y)vh(y) dy + L

t∫
t−ρ

dτ

∫
Rd

g(t− τ, x, y)vh(y) dy ≤

≤ L‖r‖C
t∫

t−ρ

[
(t′ − τ)−1/α + (t− τ)−1/α

]
dτ =

= L‖r‖C α

α− 1

[
(t′ − t+ ρ)1−1/α − (t′ − t)1−1/α + ρ1−1/α

]
.

Öå äîçâîëÿ¹ âèáðàòè ρ òàêèì, ùîá I ′′1 ñòàëî äîñòàòíüî ìàëèì ðiâíîìiðíî âiä-

íîñíî t ∈ (0;T ], t′ ∈ (0;T ] (t < t′), x ∈ Rd, x′ ∈ Rd.

ßêùî òåïåð âðàõóâàòè, ùî ôóíêöiÿ g ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà íà ìíîæèíi

[ρ,∞)× Rd × Rd äëÿ êîæíîãî ρ > 0, òî äëÿ äîâåäåííÿ òîãî, ùî I ′1 ìîæíà

çðîáèòè ìàëèì ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ t′ − t òà |x′ − x|, äîñèòü äîâåñòè, ùî

sup
h>0

∫
Rd

vh(y) dy <∞. Àëå, îñêiëüêè

∫
Rd

vh(y) dy =

∫
S

r(z) dσz ≤ ‖r‖|S| <∞,

òî ëåìà äîâåäåíà.

Ç âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ g, ÿê ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi

äëÿ ðiâíÿííÿ (2.19), âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

lim
h→0+

∫
Rd

ϕ(x)vh(x) dx =

∫
S

ϕ(x)r(x) dσ, (2.63)

ñïðàâåäëèâà äëÿ áóäü-ÿêî¨ ϕ ∈ Cb(Rd).

Òâåðäæåííÿ Ëåìè 2.8 äîçâîëÿ¹ âèáðàòè ïîñëiäîâíiñòü hn → 0+, n → ∞
òàêó, ùî äëÿ êîæíî¨ ϕ ∈ Cb(Rd) âèêîíó¹òüñÿ lim

n→∞
u(hn)(t, x, ϕ) = û(t, x, ϕ)

ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî ïî t ≥ 0 òà ðiâíîìiðíî ïî x ∈ Rd.

123



Ç ðiâíîñòi (2.63), âèêîðèñòîâóþ÷è òâåðäæåííÿ Ëåìè 2.8, îäåðæó¹ìî

lim
n→∞

t∫
0

dτ

∫
Rd

g(t− τ, x, y)u(hn)(τ, y, ϕ)vhn(y) dy =

=

t∫
0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, y)û(τ, y, ϕ)r(y) dσy.

Ïåðåõiä äî ãðàíèöi â (2.61) ïî ïîñëiäîâíîñòi hn ïðè n→∞ ïðèâîäèòü íàñ

äî íàñòóïíîãî ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöi¨ û

û(t, x, ϕ) = u(t, x, ϕ)−
t∫

0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, y)û(τ, y, ϕ)r(y) dσy. (2.64)

Öå æ ðiâíÿííÿ îäåðæèòüñÿ, ÿêùî äîìíîæèòè îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ (2.51)

íà ϕ(y) òà ïðîiíòåãðóâàòè ¨õ ïî y ∈ Rd. Îñêiëüêè îáìåæåíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâ-

íÿííÿ (2.64) ¹äèíèé, òî

û(t, x, ϕ) =

∫
Rd

ĝ(t, x, y)ϕ(y) dy (2.65)

i ðiâíiñòü (2.60) äîâåäåíà.

2.2.3.2 Ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê.

Â öüîìó ïóíêòi ðîçãëÿäàòèìåìî çàäà÷ó (i) � (iii) â ÷àñòêîâîìó âèïàäêó, êîëè

q(x) ≡ 0. Òîäi óìîâà (iii) ìàòèìå âèãëÿä

(v)
1

2
Bν(x)u(t, ·, ϕ)(x+)− 1

2
Bν(x)u(t, ·, ϕ)(x−) = r(x)u(t, x, ϕ),

ïðè t > 0, x ∈ S.

Òåîðåìà 2.9. Ïîáóäîâàíà âèùå ôóíêöiÿ (ĝ(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd ¹ ôóíäàìåí-

òàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (i), (ii), (v).

Äîâåäåííÿ. Âiçüìåìî äîâiëüíó ôóíêöiþ ϕ ∈ Cb(Rd) i äîâåäåìî, ùî ôóíêöiÿ

(2.65), ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (2.64), çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè çàäà÷i (i), (ii), (v).
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Ó ïóíêòi 2.2.3 âæå çãàäóâàëîñü, ùî ôóíêöiÿ g ¹ ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿç-

êîì çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ (2.19). Òîìó ôóíêöiÿ (u(t, x, ϕ))t>0,x∈Rd, çàäàíà

ðiâíiñòþ (2.62), çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ ç óìîâè (i) â îáëàñòi (t, x) ∈ (0,∞)×Rd

òà ïî÷àòêîâó óìîâó (ii) iç çàäàíîþ ôóíêöi¹þ ϕ.

Íåñêëàäíî çðîçóìiòè, ùî ôóíêöiÿ

Q(t, x, ϕ) =

t∫
0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, y)û(τ, y, ϕ)r(y) dσy,

âèçíà÷åíà äëÿ (t, x) ∈ (0,∞)×Rd, ¹ ïîòåíöiàëîì ïðîñòîãî øàðó. Ç éîãî âëà-

ñòèâîñòåé (äèâ. ï. 1.2.2.3) ìà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ (Q(t, x, ϕ))t>0,x∈Rd ïðè êîæíié

ϕ ∈ Cb(Rd) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (i) òà ïðè âñiõ t > 0, x ∈ S ðiâíiñòü

Bν(x)Q(t, ·, ϕ)(x±) = ∓r(x)û(t, x, ϕ)+

+

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x)(t− τ, x, y)û(τ, y, ϕ)r(y) dσy.

Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî ôóíêöiÿ (û(t, x, ϕ))t>0,x∈Rd, âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ (2.65),

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (v). Î÷åâèäíà òîòîæíiñòü Q(0+, x, ϕ) ≡ 0 çàâåðøó¹ äîâå-

äåííÿ òåîðåìè.

2.2.4 Ñèìåòðè÷íà òðåòÿ ïî÷àòêîâî-êðàéîâà çàäà÷à ç ãðàíè÷íîþ

óìîâîþ íà ãiïåðïëîùèíi.

Â öüîìó ïóíêòi ôóíêöiÿ S = {x ∈ Rd : (x, ν) = 0} ç äåÿêèì îðòîì ν ∈ Rd,

ôóíêöiÿ q òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëþ òà çàäàíà îáìåæåíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ

(r(x))x∈S ç íåâiä'¹ìíèìè çíà÷åííÿìè. Íàøèì çàâäàííÿì ¹ ïîáóäîâà ôóíäà-

ìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (i) � (iii) â öüîìó âèïàäêó.
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2.2.4.1 Ðiâíÿííÿ çáóðåííÿ.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ϕ ∈ Cb(Rd) ôóíêöiÿ (u(t, x, ϕ))t>0,x∈Rd âèçíà-

÷åíà ðiâíiñòþ

u(t, x, ϕ) =

∫
Rd

g(t, x, y)ϕ(y) dy, t > 0, x ∈ Rd. (2.66)

ìà¹ âëàñòèâiñòü íàïiâãðóïè

u(s+ t, x, ϕ) = u(s, x, u(t, ·, ϕ)), s > 0, t > 0, x ∈ Rd,

ç îïåðàòîðîì A â ÿêîñòi ¨¨ ãåíåðàòîðà.

Íàãàäà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ g ¹ ùiëüíiñòþ éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó ñèìåòðè÷íî-

ãî α-ñòiéêîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó. Ïîçíà÷èìî éîãî (x(t),Mt,Px) àáî áiëüø
êîðîòêî (x(t))t≥0.

Íåâàæêî çäîãàäàòèñÿ, ùî äëÿ îòðèìàííÿ íàïiâãðóïè, ïîâ'ÿçàíî¨ iç çàäà-

÷åþ (i), (ii), (v), ìè ïîâèííi àäèòèâíî çáóðèòè ãåíåðàòîð A îïåðàòîðîì, ÷èÿ

äiÿ íà äàíó ôóíêöiþ ïîëÿãà¹ ó ìíîæåííi ¨¨ íà ôóíêöiþ (r(x)δS(x))x∈Rd, äå δS

¹ óçàãàëüíåíîþ ôóíêöi¹þ íà Rd, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

〈δS, ψ〉 =

∫
S

ψ(x) dσ, (2.67)

ÿêå ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ êîæíî¨ ïðîáíî¨ ôóíêöi¨ (ψ(x))x∈Rd. Âiäïîâiäíî äî

òåîði¨ çáóðåíü (äèâ. [27]), òàêà çáóðåíà íàïiâãðóïà áóäå âèçíà÷àòèñÿ ÿäðîì

ĝ(t, x, y), t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd, ùî çàäîâîëüíÿ¹ êîæíå ç íàñòóïíî¨ ïàðè

ðiâíÿíü

ĝ(t, x, y) = g(t, x, y)−
t∫

0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, z)ĝ(τ, z, y)r(z) dσz,

ĝ(t, x, y) = g(t, x, y)−
t∫

0

dτ

∫
S

ĝ(t− τ, x, z)g(τ, z, y)r(z) dσz.

(2.68)

Ïîáóäó¹ìî òåïåð ðîçâ'ÿçîê öèõ ðiâíÿíü. Äåÿêà àïðîêñèìàöiéíà ïðîöåäóðà

áóäå îïèñàíà ïiñëÿ öüîãî.
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Çàñòîñó¹ìî ìåòîä ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿíü

(2.68). Äëÿ t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd òà n = 1, 2, . . . ïîêëàäåìî

gn(t, x, y) =

t∫
0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, z)gn−1(τ, z, y)r(z) dσz, à g0(t, x, y) = g(t, x, y).

Çà iíäóêöi¹þ ïî n ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî

gn(t, x, y) =

t∫
0

dτ

∫
S

gn−1(t− τ, x, z)g(τ, z, y)r(z) dσz.

Ïåðø çà âñå, îäåðæèìî îöiíêè äëÿ gn, äëÿ òîãî, ùîá ñòâåðäæóâàòè, ùî ñóìà

ðÿäó

ĝ(t, x, y) =
∞∑
n=0

(−1)ngn(t, x, y) (2.69)

¹ ðîçâ'ÿçêîì êîæíîãî ç ðiâíÿíü (2.68).

Íàø ïëàí ¹ òàêèì. Ìè âñòàíîâèìî áàæàíi îöiíêè â îáëàñòi t > 0, x ∈ S
òà y ∈ S i òîäi, ìàòèìåìî ðîçâ'ÿçîê (2.68) â öié îáëàñòi. ßê âèïëèâà¹ ç öèõ

ðiâíÿíü, ôóíêöiÿ ĝ îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ìè çíà÷åííÿìè â îáëàñòi

t > 0, x ∈ S òà y ∈ S (íàâiòü òiëüêè â îáëàñòi t > 0, x ∈ S+ òà y ∈ S+, äå

S+ = {z ∈ S : r(x) > 0}).
Âèïàäîê d = 1 ðîçãëÿíåìî îêðåìî, à òåïåð íåõàé d ≥ 2.

Ëåìà 2.10. ßêùî d ≥ 2, òî ñïðàâäæó¹òüñÿ íàñòóïíà îöiíêà

gn(t, x, y) ≤ (4C)n(Γ(θ))nNn+1‖r‖n

Γ(2 + nθ)

tnθ+1

(t1/α + |y − x|)d+α
(2.70)

äëÿ âñiõ t > 0, x ∈ S, y ∈ S òà n = 0, 1, 2, . . . , äå N ñòàëà ç (1.10), θ = 1− 1
α,

‖r‖ = sup
x∈S

r(x), C = 2d+α

∫
Rd−1

dz

(1 + |z|)d+α
.

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñó¹ìî ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïî n. Íåðiâíiñòü (2.70)

äëÿ n = 0 çáiãà¹òüñÿ ç (1.10) i ¹ ïðàâèëüíîþ. Ïðèïóñòèìî, ùî âîíà ïðàâèëüíà

äëÿ äåÿêîãî n ≥ 0. Îöiíèìî íàñòóïíèé iíòåãðàë äëÿ t > 0, x ∈ S òà y ∈ S

I =

t∫
0

dτ

∫
S

t− τ
[(t− τ)1/α + |z − x|]d+α

τnθ+1

[τ 1/α + |y − z|]d+α
dσz, (2.71)
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âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü (1.15) äîâåäåíó â Ëåìi 1.4.

Âçÿâøè â Ëåìi 1.4 κ = α, k = α, λ = (nθ+1)α, l = α, áà÷èìî, ùî ¨¨ óìîâè

âèêîíóþòüñÿ, i òîìó ç íåðiâíîñòi (1.15) ìà¹ìî

I ≤ K (B (θ, 2 + nθ) +B ((n+ 1)θ, 2))
t(n+1)θ+1

(t1/α + |y − x|)d+α
.

Âçÿâøè äî óâàãè î÷åâèäíó íåðiâíiñòü B(θ, 2 + nθ) ≥ B((n + 1)θ, 2), ùî

ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðè âñiõ n = 0, 1, 2, . . . òà 0 < θ < 1, ïðèõîäèìî äî îöiíêè

I ≤ 4Ct(n+1)θ+1

(t1/α + |y − x|)d+α
B(2 + nθ, θ),

ç ÿêî¨ âèïëèâà¹ (2.70). Ëåìà äîâåäåíà.

ßê âèïëèâà¹ ç òiëüêè ùî äîâåäåíî¨ ëåìè, ñóìà ðÿäó (2.69) â îáëàñòi t > 0,

x ∈ S òà y ∈ S ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ ĝ(t, x, y), ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

(2.68) â öié îáëàñòi. Áiëüøå òîãî, äëÿ êîæíîãî T > 0 iñíó¹ äîäàòíà ñòàëà LT

òàêà, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

ĝ(t, x, y) ≤ LT
t

(t1/α + |y − x|)d+α
(2.72)

äëÿ âñiõ t ∈ (0, T ], x ∈ S òà y ∈ S. Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé ðåçóëüòàò òà äðóãå

ðiâíÿííÿ â (2.68), ìîæåìî ðîçïîâñþäèòè ôóíêöiþ ĝ íà îáëàñòü t > 0, x ∈ S
òà y ∈ Rd. Òîé ôàêò, ùî öÿ ðîçïîâñþäæåíà ôóíêöiÿ âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ

(2.72), âèïëèâà¹ ç îöiíîê ïîäiáíèõ íà òi, ùî äîâîäÿòü Ëåìó 2.10 (äëÿ n = 0).

Ïiñëÿ öüîãî, ç äîïîìîãîþ ïåðøîãî ðiâíÿííÿ â (2.68), ôóíêöiÿ ĝ ìîæå áóòè

ðîçïîâñþäæåíà íà âñþ îáëàñòü t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd i îäåðæàíà ôóíêöiÿ

ĝ çàäîâîëüíÿòèìå íåðiâíiñòü (2.72) äëÿ âñiõ t ∈ (0, T ], x ∈ Rd òà y ∈ Rd ç

äåÿêîþ äîäàòíîþ ñòàëîþ LT ñêií÷åííîþ ïðè T > 0.

Çàóâàæèìî, ùî ðîçâ'ÿçîê êîæíîãî ç ðiâíÿíü (2.68), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹

(2.72), ¹äèíèé. Öå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç Ëåìè 2.10, îñêiëüêè îöiíêà (2.70)

ïðè âñiõ n = 0, 1, 2 . . . ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ ðiçíèöi ìiæ êîæíèìè äâîìà òàêèìè

ðîçâ'ÿçêàìè.
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Ôóíêöiÿ ĝ ¹ ùiëüíiñòþ éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó ïðîöåñó Ìàðêîâà (x̂(t))t≥0,

óòâîðåíîãî ç ïðîöåñó (x(t))t≥0 óáèâàííÿì â äåÿêèé ìîìåíò çóïèíêè ζ. ßñíî,

ùî

Px({ζ > t}) =

∫
Rd

ĝ(t, x, y) dy, t > 0, x ∈ Rd.

Ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ â (2.68) îäåðæó¹ìî

Px({ζ > t}) = 1−
t∫

0

dτ

∫
S

g(τ, x, y)r(y) dσy.

Òîìó, ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó ζ çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

− d
dt
Px({ζ > t}) =

∫
S

g(t, x, y)r(y) dσy

Âèïàäîê d = 1. Â öüîìó âèïàäêó ðiâíÿííÿ (2.68) ìîæóòü áóòè ïåðåïèñàíi

íàñòóïíèì ÷èíîì

ĝ(t, x, y) = g(t, x, y)− r
t∫

0

g(t− τ, x, 0)ĝ(τ, 0, y) dτ,

ĝ(t, x, y) = g(t, x, y)− r
t∫

0

ĝ(t− τ, x, 0)g(τ, 0, y) dτ,

(2.73)

äå r äåÿêå íåâiä'¹ìíå ÷èñëî. Iíäóêöi¹þ ïî n, îäåðæó¹ìî (θ = 1− 1
α)

gn(t, 0, 0) =
(αc1/α sin π

α)−n−1

Γ((n+ 1)θ)
t−

1
α+nθ, t > 0, n = 0, 1, . . .

Îòæå,

ĝ(t, 0, 0) =
∞∑
n=0

(−r)n
(αc1/α sin π

α)−n−1

Γ((n+ 1)θ)
t−

1
α+nθ.

Ìàþ÷è ĝ(t, 0, 0), çíàõîäèìî ĝ(t, x, 0) ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ â (2.73)

ĝ(t, x, 0) = g(t, x, 0)− r
t∫

0

g(t− τ, x, 0)ĝ(τ, 0, 0) dτ
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i ïiñëÿ öüîãî, ôóíêöiÿ ĝ(t, x, y) âèðàæà¹òüñÿ ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ â (2.73)

ĝ(t, x, y) = g(t, x, y)− r
t∫

0

ĝ(t− τ, x, 0)g(τ, 0, y) dτ.

ßêùî ïîêëàñòè

G(λ, x, y) =

∞∫
0

e−λtg(t, x, y) dt, Ĝ(λ, x, y) =

∞∫
0

e−λtĝ(t, x, y) dt

äëÿ λ > 0, x ∈ R òà y ∈ R, òî ïðèéäåìî äî ôîðìóëè

Ĝ(λ, x, y) = G(λ, x, y)− G(λ, x, 0)G(λ, 0, y)

Ĝ(λ, 0, 0)
+

+
1

1 + rG(λ, 0, 0)

G(λ, x, 0)G(λ, 0, y)

Ĝ(λ, 0, 0)
.

(2.74)

Äåÿêi öiêàâi íàñëiäêè öi¹¨ ôîðìóëè ìîæíà áóäå çíàéòè â ðîçäiëi 4.

ßê i â áàãàòîâèìiðíîìó âèïàäêó, ôóíêöiÿ ĝ ¹ ùiëüíiñòþ éìîâiðíîñòi ïå-

ðåõîäó ïðîöåñó Ìàðêîâà (x̂(t))t≥0, óòâîðåíîãî ç ïðîöåñó (x(t))t≥0 óáèâàííÿì

â ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Ôîðìóëà (2.74) çàäà¹ ðåçîëüâåíòíå ÿäðî öüîãî ïðîöåñó.

2.2.4.2 Àïðîêñèìàöiéíà ïðîöåäóðà.

Àïðîêñèìó¹ìî òåïåð óçàãàëüíåíó ôóíêöiþ (r(x)δS(x))x∈Rd ðåãóëÿðíèìè ôóí-

êöiÿìè (vh(x))x∈Rd ïðè h→ 0+, çàäàâøè

vh(x) =

∫
S

g(h, x, y)r(y) dσy, x ∈ Rd, h > 0.

Äîñèòü ïðîñòî ïåðåâiðèòè ïðàâèëüíiñòü ñïiââiäíîøåííÿ

lim
h→0+

∫
Rd

vh(x)ϕ(x) dx =

∫
S

r(x)ϕ(x) dσ (2.75)

äëÿ êîæíî¨ íåïåðåðâíî¨ ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì ôóíêöi¨ ϕ. Iíøèìè ñëîâàìè

lim
h→0+

vh(x) = r(x)δS(x).
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Íåõàé u(h)(t, x, ϕ), h > 0, t > 0, x ∈ Rd, ϕ ∈ Cb(Rd) ¹ ðîçâ'ÿçêîì íàñòóïíî¨

çàäà÷i 
∂u(h)

∂t
= Au(h) − vh(x)u(h), t > 0, x ∈ Rd,

u(h)(0+, x, ϕ) = ϕ(x), x ∈ Rd.

(2.76)

ßê âèïëèâà¹ ç îñíîâíèõ ïîëîæåíü òåîði¨ çáóðåíü, ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i ïîâè-

íåí çàäîâîëüíÿòè iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ

u(h)(t, x, ϕ) = u(t, x, ϕ)−
t∫

0

dτ

∫
Rd

g(t− τ, x, y)u(h)(τ, y, ϕ)vh(y) dy, (2.77)

â ÿêîìó ôóíêöiÿ u âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (2.66).

Ìåòîä ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü äîçâîëÿ¹ ïîáóäóâàòè ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâ-

íÿííÿ. Ïîêëàäåìî u(h)
0 (t, x, ϕ) = u(t, x, ϕ) i äëÿ k ≥ 1

u
(h)
k (t, x, ϕ) =

t∫
0

dτ

∫
Rd

g(t− τ, x, y)u
(h)
k−1(τ, y, ϕ)vh(y) dy.

ßê âèïëèâà¹ ç (2.9),∫
Rd

g(t− τ, x, y)vh(y) dy =

∫
S

g(t− τ + h, x, z)r(z) dσz ≤

≤ ‖r‖N(t− τ + h)−1/α ≤ ‖r‖N(t− τ)−1/α.

(2.78)

Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ îöiíêó, ç äîïîìîãîþ iíäóêöi¨ ïî k îäåðæó¹ìî íàñòóïíó

íåðiâíiñòü

|u(h)
k (t, x, ϕ)| ≤ ‖ϕ‖(N‖r‖Γ(θ))k

Γ(kθ + 1)
tkθ, t > 0, x ∈ Rd, h > 0, k = 0, 1, . . . ,

äå θ = 1− 1
α , ÿê i âèùå. Òîìó, ñóìà ðÿäó

u(h)(t, x, ϕ) =
∞∑
k=0

(−1)ku
(h)
k (t, x, ϕ)

¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (2.77), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

sup
(t,x)∈[0,T ]×Rd

|u(h)(t, x, ϕ)| <∞
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äëÿ âñiõ T > 0. Òàêèé ðîçâ'ÿçîê ¹äèíèé.

Ïðèíöèï ìàêñèìóìó äëÿ ðiâíÿííÿ â (2.76) äîçâîëÿ¹ ñòâåðäæóâàòè, ùî

çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ u(h) ¹ íåâiä'¹ìíèìè, ÿêùî òiëüêè òàêèìè ¹ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨

ϕ.

Òåïåð ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi ïðè h → 0+ ó ðiâíÿííi (2.77). Ùîá çðîáèòè

öå íàì çíàäîáèòüñÿ äåÿêå äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ.

Íåõàé âèìiðíà êîìïëåêñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ (ψ(t, x))t≥0,x∈Rd òàêà, ùî

sup
(t,x)∈[0,T ]×Rd

|ψ(t, x)| <∞

äëÿ âñiõ T > 0. Ðîçãëÿíåìî ¨¨ ïåðåòâîðåííÿ ψh äëÿ h > 0, ùî çàäà¹òüñÿ

ðiâíiñòþ

ψh(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
Rd

g(t− τ, x, y)ψ(τ, y)vh(y) dy, t > 0, x ∈ Rd.

Íàñòóïíi ëåìè ñòâåðäæóþòü, ùî öå ïåðåòâîðåííÿ â äåÿêîìó ðîçóìiííi êîìïà-

êòíå. Ðîçãëÿíåìî îêðåìî âèïàäêè d ≥ 2 i d = 1. ßê i âèùå, áóäåìî ïîçíà÷àòè

BR = {y ∈ Rd : |y| ≤ R} äëÿ R > 0 òà BC
R = Rd \BR.

Ëåìà 2.11. ßêùî d ≥ 2, òî äëÿ çàäàíèõ ÷èñåë ε > 0, L > 0, T > 0 òà

R > 0 iñíó¹ ÷èñëî δ > 0 òàêå, ùî íåðiâíiñòü

|ψh(t′, x′)− ψh(t, x)| < ε

ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðè âñiõ h > 0, t ∈ [0, T ], t′ ∈ [0, T ], x ∈ BR, x′ ∈ BR òà âñiõ

âèìiðíèõ ôóíêöiÿõ (ψ(t, x))t≥0,x∈Rd, ùî âîëîäiþòü âëàñòèâiñòþ

sup
(t,x)∈[0,T ]×Rd

|ψ(t, x)| ≤ L,

ÿêùî òiëüêè âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |t′ − t|+ |x′ − x| < δ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíèõ t < t′, x ∈ Rd òà x′ ∈ Rd ïðåäñòàâèìî ðiçíèöþ

ψh(t
′, x′)− ψh(t, x) ó âèãëÿäi ñóìè äâîõ äîäàíêiâ I1 òà I2, äå

I1 =

t∫
0

dτ

∫
Rd

[g(t′ − τ, x′, y)− g(t− τ, x, y)]ψ(τ, y)vh(y) dy,
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I2 =

t′∫
t

dτ

∫
Rd

g(t′ − τ, x′, y)ψ(τ, y)vh(y) dy.

Íåðiâíiñòü (2.78) ïðèâîäèòü äî îöiíêè (íàãàäà¹ìî, ùî ‖r‖ = sup
x∈S

r(x))

|I2| ≤ L

t′∫
t

dτ

∫
Rd

g(t′ − τ, x′, y)vh(y) dy ≤ L‖r‖N
θ

(t′ − t)θ

i òîìó I2 → 0 ðiâíîìiðíî âiäíîñíî h > 0 òà x′ ∈ Rd, ÿêùî t′ − t→ 0.

Iíòåãðàë I1 ïîäàìî ó âèãëÿäi ñóìè I1 = I ′1 + I ′′1 , äå

I ′1 = 1I{t>γ}

t−γ∫
0

dτ

∫
Rd

[g(t′ − τ, x′, y)− g(t− τ, x, y)]ψ(τ, y)vh(y) dy.

Îñêiëüêè ïðè 0 < γ < t < t′ ≤ T òà x′ ∈ Rd∣∣∣∣∣∣
t∫

t−γ

dτ

∫
Rd

g(t′ − τ, x′, y)ψ(τ, y)vh(y) dy

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ L‖r‖

γ∫
0

dτ

∫
S

g(t′ − t+ τ + h, x′, y) dσy ≤ L‖r‖Nγθ

θ
,

òî |I ′′1 | ≤ const[(t′− t)θ + γθ] (ñòàëà const çàëåæèòü òiëüêè âiä L, N , ‖r‖, c òà
α). Îòæå, I ′′1 ñòà¹ äîñòàòíüî ìàëèì, ÿêùî t′ − t òà γ > 0 âèáðàòè ìàëèìè.

Äëÿ îöiíþâàííÿ I ′1 ïðè ôiêñîâàíîìó γ > 0, âèêîðèñòà¹ìî ðiâíîìiðíó íå-

ïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ g, âiäíîñíî àðãóìåíòiâ (t, x, y) ∈ [γ,∞) × Rd × Rd äëÿ

êîæíîãî γ > 0. Òðåáà ëèøå âðàõîâóâàòè, ùî ôóíêöiÿ vh ìîæå áóòè íå iíòå-

ãðîâíîþ â öiëîìó Rd (òàê áóäå ó âèïàäêó, ÿêùî ôóíêöiÿ (r(y))y∈S íåiíòåãðîâ-

íà ïî S).

Îòæå, ïîêëàäåìî

J
(h)
Q (τ, x) =

∫
BCQ

g(τ, x, y)vh(y) dy
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ïðè h > 0, Q > 0, τ ∈ (0, T ] òà x ∈ Rd. Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü (1.10),

ìîæåìî çàïèñàòè ïðè x ∈ BR òà Q > R

J
(h)
Q (τ, x) ≤N

∫
BCQ

τ

(τ 1/α + |y − x|)d+α
vh(y) dy ≤

≤N
∫
Rd

τ

(τ 1/α + |y − x|/2 + (Q−R)/2)d+α
vh(y) dy.

Âiäïîâiäíî äî (2.9) ìà¹ìî

vh(y) ≤ N‖r‖ h

(h1/α + |(y, ν)|)α+1
, y ∈ Rd. (2.79)

Îòæå,

J
(h)
Q (τ, x) ≤

≤ N 2‖r‖
∞∫

−∞

h dρ

(h1/α + |ρ|)α+1

∫
{(y,ν)=ρ}

τ dσy
(τ 1/α + |y − x|/2 + (Q−R)/2)d+α

.

Âçÿâøè äî óâàãè, ùî ïðè y ∈ {z ∈ Rd : (z, ν) = ρ} òà x ∈ Rd ñïðàâäæó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü |y − x| ≥ |ỹ − x̃| (íàãàäà¹ìî, ùî z̃ îçíà÷à¹ îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ
z íà S), ïðèõîäèìî äî íåðiâíîñòåé

J
(h)
Q (τ, x) ≤

≤ N 2‖r‖
∞∫

−∞

dρ

(1 + |ρ|)α+1

∫
Rd−1

τ dz

(τ 1/α + |z|/2 + (Q−R)/2)d+α
≤

≤ 2d+α+1

α
N 2‖r‖τ(Q−R)−α−1

∫
Rd−1

dz

(1 + |z|)d+α
.

Òàêèì ÷èíîì, ìè äîâåëè, ùî ðiâíîìiðíî âiäíîñíî h > 0 òà (t, x) ∈ [0, T ]×BR,

âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

t∫
0

J
(h)
Q (τ, x) dτ → 0, ïðè Q→∞.
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Çàëèøà¹òüñÿ òåïåð ïîêàçàòè, ùî äëÿ ôiêñîâàíèõ γ > 0 òà Q > 0 iíòåãðàë

1I{t>γ}

t−γ∫
0

dτ

∫
BQ

[g(t′ − τ, x′, y)− g(t− τ, x, y)]ψ(τ, y)vh(y) dy

ñòà¹ äîñòàòíüî ìàëèì, ÿêùî òî÷êè (t′, x′) ∈ [0, T ] × BR, (t, x) ∈ [0, T ] × BR

âèáðàíi äîñòàòíüî áëèçüêèìè îäíà äî îäíî¨. Âèùå áóëî çàçíà÷åíî, ùî ôóí-

êöiÿ g ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà íà ìíîæèíi [γ,∞) × Rd × Rd, îòæå, áàæàíå

òâåðäæåííÿ áóäå äîâåäåíî, ÿêùî ìè ïîêàæåìî, ùî

sup
h>0

∫
BQ

vh(y) dy <∞

ïðè ôiêñîâàíîìó Q > 0. Âèêîðèñòîâóþ÷è (2.79), ìîæåìî íàïèñàòè íåðiâíiñòü

∫
BQ

vh(y) dy ≤ N‖r‖
Q∫

−Q

h dρ

(h1/α + |ρ|)α+1

∫
BQ∩{(y,ν)=ρ}

dσy.

ßñíî, ùî ∫
BQ∩{(y,ν)=ρ}

dσy ≤
π(d−1)/2

Γ((d+ 1)/2)
Qd−1,

Q∫
−Q

h dρ

(h1/α + |ρ|)α+1
=

2

α

(
1−

(
1 +Qh−

1
α

)−α)
.

Îòæå, ∫
BQ

vh(y) dy ≤ 2π(d−1)/2

αΓ((d+ 1)/2)
N‖r‖Qd−1. (2.80)

Öèì çàêií÷ó¹òüñÿ äîâåäåííÿ ëåìè.

Ó âèïàäêó d = 1 ìîæå áóòè âñòàíîâëåíèé íàñòóïíèé ïîñèëåíèé âàðiàíò

Ëåìè 2.11.

Ëåìà 2.12. ßêùî d = 1, òîäi äëÿ çàäàíèõ ÷èñåë ε > 0, L > 0 òà T > 0

iñíó¹ ÷èñëî δ > 0 òàêå, ùî íåðiâíiñòü

|ψh(t′, x′)− ψh(t, x)| < ε
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âèêîíó¹òüñÿ ïðè âñiõ h > 0, t ∈ [0, T ], t′ ∈ [0, T ], x ∈ R, x′ ∈ R òà âñiõ

âèìiðíèõ ôóíêöiÿõ (ψ(t, x))t≥0,x∈R, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü

sup
(t,x)∈[0,T ]×R

|ψ(t, x)| ≤ L,

ÿêùî òiëüêè ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |t′ − t|+ |x′ − x| < δ.

Äîâåäåííÿ. Â äàíié ñèòóàöi¨ ìà¹ìî vh(y) = r·g(h, y, 0) ïðè y ∈ R (äèâ. ïîïåðå-

äíi ìiðêóâàííÿ äî Ëåìè 2.10). Òîìó âèêîðèñòîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ ç äîâåäåííÿ

Ëåìè 2.11, ìîæåìî çàïèñàòè

|I2| ≤ L

t′∫
t

dτ

∫
R

g(t′ − τ, x′, y)vh(y) dy = Lr

t′∫
t

g(t′ + h− τ, x′, 0) dτ ≤

≤ LrN

t′∫
t

(t′ + h− τ)−1/α dτ ≤ LrN

t′∫
t

(t′ − τ)−1/α dτ ≤ LrN

θ
(t′ − t)θ.

Àíàëîãi÷íî

|I ′′1 | ≤ L

t∫
t−γ

dτ

∫
R

(g(t′ − τ, x′, y) + g(t− τ, x, y))vh(y) dy =

= Lr

t∫
t−γ

(g(t′ + h− τ, x′, 0) + g(t+ h− τ, x, 0)) dτ ≤

≤ LrN

t∫
t−γ

(
(t′ + h− τ)−1/α + (t+ h− τ)−1/α

)
dτ ≤

≤ LrN

t∫
t−γ

(
(t′ − τ)−1/α + (t− τ)−1/α

)
dτ ≤

≤ LrN

θ

(
(t′ − t+ γ)θ − (t′ − t)θ + γθ

)
.

Âèáîðîì ìàëèõ γ > 0 i t′− t ìîæíà çðîáîòè ÿê çàâãîäíî ìàëèìè I2 òà I ′′1 . Ïðè

âæå âèáðàíîìó γ, âðàõîâóþ÷è, ùî
∫
R

vh(y) dy = r òà ðiâíîìiðíó íåïåðåðâíiñòü

ôóíêöi¨ g íà ìíîæèíàõ âèäó [γ,∞)×R×R, îäåðæó¹ìî, ùî ìàëèì áóäå i âèðàç

I ′1. Ëåìà äîâåäåíà.
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Òåïåð ìîæåìî ïåðåéòè äî ãðàíèöi ïðè h → 0+ â ðiâíÿííi (2.77). Ïåðø

çà âñå, âèêîðèñòîâóþ÷è äiàãîíàëüíèé ìåòîä, ìîæåìî âèáðàòè ïîñëiäîâíiñòü

hn → 0+ òàêèì ÷èíîì, ùî u(hn)(t, x, ϕ) çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ u(t, x, ϕ) ëî-

êàëüíî ðiâíîìiðíî âiäíîñíî t ≥ 0 òà x ∈ Rd. Òîäi ç (2.75) âèïëèâà¹ ðiâíÿííÿ

äëÿ ãðàíè÷íî¨ ôóíêöi¨ û

û(t, x, ϕ) = u(t, x, ϕ)−
t∫

0

∫
S

g(t− τ, x, y)û(τ, y, ϕ)r(y) dσy. (2.81)

Çàóâàæèìî, ùî îöiíêè äëÿ u(h)
k , k = 0, 1, 2, . . . , ðiâíîìiðíi âiäíîñíî h > 0.

Òîìó ãðàíè÷íå ðiâíÿííÿ (2.81) ìîæå áóòè ðîçâ'ÿçàíå òàê ñàìî, ÿê i ðiâíÿííÿ

äëÿ u(h). Âiäïîâiäíî, ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.81),

ÿêèé ìà¹ íàñòóïíó âëàñòèâiñòü sup
(t,x)∈[0,T ]×Rd

|û(t, x, ϕ)| < ∞ ïðè âñiõ T > 0,

¹äèíèé. Öå îçíà÷à¹, ïî ïåðøå, ùî lim
h→0+

u(h)(t, x, ϕ) = û(t, x, ϕ) òà, ïî äðóãå,

ùî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ (û(t, x, ϕ))t≥0,x∈Rd íåâiä'¹ìíi, ÿêùî òiëüêè ϕ(x) ≥ 0 ïðè

âñiõ x ∈ Rd.

Òåïåð çàóâàæèìî, ùî ðiâíÿííÿ (2.81) ìîæå áóòè îäåðæàíå ìíîæåííÿì

ïåðøîãî ç ðiâíÿíü (2.68) íà ϕ(y) (ϕ ∈ Cb(Rd)) òà iíòåãðóâàííÿì îáîõ ÷àñòèí

éîãî ïî y ∈ Rd. Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ ϕ ∈ Cb(Rd)

û(t, x, ϕ) =

∫
Rd

ĝ(t, x, y)ϕ(y) dy, t > 0, x ∈ Rd. (2.82)

ßê íàñëiäîê, ìà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ ĝ ïðèéìà¹ òiëüêè íåâiä'¹ìíi çíà÷åííÿ.

Ç òî÷êè çîðó òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ôóíêöiÿ ft(x), t ≥ 0, x ∈ Rd, ùî

âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

ft(x) =

t∫
0

dτ

∫
S

g(τ, x, y)r(y) dσy,

¹ W-ôóíêöi¹þ äëÿ öüîãî ïðîöåñó, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó sup
x∈Rd

ft(x)→ 0, ïðè

t → 0+ (äèâ. (2.9)). Âiäïîâiäíî äî Òåîðåìè 6.6 ç [16], iñíó¹ W-ôóíêöiîíàë

(ηt(r))t≥0 âiä ïðîöåñó (x(t))t≥0 òàêèé, ùî ft(x) = Exηt(r) ïðè âñiõ t > 0 òà
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x ∈ Rd. Ïðè r0(x) ≡ 1 ïîçíà÷èìî ηt = ηt(r0), t ≥ 0. Ôóíêöiîíàë (ηt)t≥0

íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíèì ÷àñîì íà ïîâåðõíi S ïðîöåñó (x(t))t≥0. ßñíî, ùî

ηt(r) =

t∫
0

r(x(s)) dηs, t ≥ 0.

Äëÿ h > 0, ïîêëàäåìî

η
(h)
t (r) =

t∫
0

vh(x(s)) ds, t ≥ 0,

äå vh âèçíà÷åíà â ïiäïóíêòi 2.2.4.2. Äîñèòü ïðîñòi âèêëàäêè ïîêàçóþòü, ùî

Exη(h)
t (r) =

t+h∫
h

dτ

∫
S

g(τ, x, y)r(y) dσy, t ≥ 0, h > 0, x ∈ Rd.

Öå ïðèâîäèòü äî îöiíêè∣∣∣Exη(h)
t (r)− Exηt(r)

∣∣∣ ≤ ‖r‖N [(t+ h)1−1/α − t1−1/α + h1−1/α
]
,

ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðè âñiõ t ≥ 0, x ∈ Rd, h > 0. Çàñòîñîâóþ÷è Òåîðåìó 6.4

ç [16], îäåðæó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

lim
h→0+

η
(h)
t (r) = ηt(r) (2.83)

â ñåíñi ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íî¨ çáiæíîñòi. Ôóíêöi¨ û òà u(h) ââåäåíi â ïóíêòi

2.2.4 ìàþòü íàñòóïíèé éìîâiðíiñíèé çìiñò

u(h)(t, x, ϕ) = Ex
(
ϕ(x(t))e−η

(h)
t (r)

)
, û(t, x, ϕ) = Ex

(
ϕ(x(t))e−ηt(r)

)
.

Ñïiââiäíîøåííÿ (2.83) ïðèâîäèòü äî ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi

û(t, x, ϕ) = lim
h→0+

u(h)(t, x, ϕ). (2.84)

Òîé ôàêò, ùî ôóíêöiÿ u(h) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (2.77), ¹ íàñëiäêîì ôîðìó-

ëè Ôåéíìàíà-Êàöà. Ëåìà 2.11 äîçâîëÿ¹ ñòâåðäæóâàòè, ùî çáiæíiñòü â (2.84)

ëîêàëüíî ðiâíîìiðíà âiäíîñíî t ≥ 0 òà x ∈ Rd (ÿêùî d = 1 öÿ çáiæíiñòü
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ðiâíîìiðíà âiäíîñíî x ∈ R çãiäíî òâåðäæåííÿ Ëåìè 2.12). Îñòàòî÷íî, ìà¹ìî

íàñòóïíå éìîâiðíiñíå ïðåäñòàâëåííÿ ôóíêöi¨ û

û(t, x, ϕ) =

∫
Rd

ĝ(t, x, y)ϕ(y) dy = Ex
(
ϕ(x(t))e−ηt(r)

)
, (2.85)

ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðè t > 0, x ∈ Rd òà ϕ ∈ Cb(Rd).

Ç ðiâíÿííÿ (2.81) òà ïiäïóíêòiâ 2.1.2.1, 2.1.2.2 âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíî¨

ϕ ∈ Cb(Rd) ôóíêöiÿ (û(t, x, ϕ))t>0,x∈Rd çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (i) òà (ii). Êðiì

òîãî, ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi

Bνû(t, ·, ϕ)(x±) = uν(t, x, ϕ)± r(x)û(t, x, ϕ)

ïðè âñiõ t > 0 òà x ∈ S. Òîäi

1

2
Bνû(t, ·, ϕ)(x+)− 1

2
Bνû(t, ·, ϕ)(x−) = r(x)û(t, x, ϕ), t > 0, x ∈ S,

òîáòî ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà (v).

Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.13. Ôóíêöiÿ ĝ, ùî ¹ ñóìîþ ðÿäó (2.69), ¹ ôóíäàìåíòàëüíèì

ðîçâ'ÿçêîì ñèìåòðè÷íî¨ ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çàäà÷i (i), (ii), (v).

2.2.5 Çàãàëüíà òðåòÿ ïî÷àòêîâî-êðàéîâà çàäà÷à ç ãðàíè÷íîþ

óìîâîþ íà îáìåæåíié çàìêíåíié ïîâåðõíi.

Â öüîìó ïóíêòi ðîçãëÿíåìî çàãàëüíó òðåòþ ïî÷àòêîâî-êðàéîâó çàäà÷ó (i) �

(iii) ñôîðìóëüîâàíó âèùå. Ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i áóäóâàòè-

ìåìî ÿê ñïiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ïàðè ðiâíÿíü (t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd)

g∗(t, x, y) = g̃(t, x, y)−
t∫

0

dτ

∫
S

g̃(t− τ, x, z)g∗(τ, z, y)r(z) dσz, (2.86)

g∗(t, x, y) = g̃(t, x, y)−
t∫

0

dτ

∫
S

g∗(t− τ, x, z)g̃(τ, z, y)r(z) dσz, (2.87)
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â ÿêèõ ôóíêöiÿ (g̃(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd � òà æ, ùî ¨¨ âèçíà÷åíî â ïóíêòi 2.2.1.2.

Çàóâàæèìî, ùî ðiâíÿííÿ (2.86), (2.87) äîñèòü ðîçâ'ÿçóâàòè íà ìíîæèíi

(t, x, y) ∈ (0,∞)× S × S. Òîäi ñïiââiäíîøåííÿ (2.87) ïðîäîâæèòü îäåðæàíèé
ðîçâ'ÿçîê íà ìíîæèíó (t, x, y) ∈ (0,∞) × S × Rd, à (2.86) � íà ìíîæèíó

(t, x, y) ∈ (0,∞)× Rd × Rd

Ñïiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿíü (2.86), (2.87) øóêà¹ìî ó âèãëÿäi ñóìè ðÿäó

g∗(t, x, y) =
∞∑
k=0

(−1)kg∗k(t, x, y), (2.88)

äå g∗0(t, x, y) = g̃(t, x, y), à ïðè k ≥ 1

g∗k(t, x, y) =

t∫
0

dτ

∫
S

g̃(t− τ, x, z)g∗k−1(τ, z, y)r(z) dσz =

=

t∫
0

dτ

∫
S

g∗k−1(t− τ, x, z)g̃(τ, z, y)r(z) dσz.

Çàóâàæåííÿ 2. Ñïðàâåäëèâiñòü äðóãî¨ ðiâíîñòi äîâîäèòüñÿ iíäóêöi¹þ ïî k ç

äîïîìîãîþ äîâåäåíèõ íèæ÷å îöiíîê.

Ñïiââiäíîøåííÿ (2.29), íåðiâíîñòi (2.54), (2.39) òà òâåðäæåííÿ Ëåìè 1.4

ïðèâîäÿòü íàñ äî îöiíêè

|g̃(t, x, y)| ≤ CT
t1−1/α

(t1/α + |y − x|)d+α−1
,

ÿêà ïðàâèëüíà ïðè âñiõ t ∈ (0, T ], x ∈ S, y ∈ S äëÿ êîæíîãî T > 0 ç äåÿêîþ

ñòàëîþ CT > 0.

Ç äîïîìîãîþ iíäóêöi¨ ïî k âñòàíîâëþ¹ìî ñïðàâåäëèâiñòü íåðiâíîñòåé äëÿ

êîæíèõ k ≥ 0, T > 0

|g∗k(t, x, y)| ≤ Rk
t(k+1)(1−1/α)

(t1/α + |y − x|)d+α−1
, t ∈ (0, T ], x ∈ S, y ∈ S, (2.89)

äå ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü {Rk : k ≥ 0} çàäà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè R0 = CT

òà ïðè k ≥ 1 Rk = K
(
B
(
1− 1

α , 1 + k
(
1− 1

α

))
+B

(
2− 1

α , k
(
1− 1

α

)))
Rk−1, â

ÿêèõ CT > 0, K > 0 � äåÿêi ñòàëi (ïåðøà ìîæëèâî çàëåæèòü âiä T ).
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Ç îöiíîê (2.89) âèïëèâà¹, ùî ðÿä ó ñïiââiäíîøåííi (2.88) çáiãà¹òüñÿ àáñî-

ëþòíî ïðè (t, x, y) ∈ (0,∞)×S×S òà ðiâíîìiðíî ïî (x, y) ∈ S×S i ëîêàëüíî

ðiâíîìiðíî ïî t > 0. Éîãî ñóìà (g∗(t, x, y))t>0,x∈S,y∈S çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

(2.86), (2.87) íà ìíîæèíi (t, x, y) ∈ (0,∞)× S × S. Êðiì òîãî, ñïðàâäæó¹òüñÿ

îöiíêà

|g∗(t, x, y)| ≤ CT
t1−1/α

(t1/α + |y − x|)d+α−1
(2.90)

ïðè âñiõ t ∈ (0, T ], x ∈ S, y ∈ S äëÿ êîæíîãî T > 0 ç äåÿêîþ ñòàëîþ

CT > 0. Ðiâíîñòi (2.86), (2.87) ïðîäîâæóþòü ôóíêöiþ g∗ íà ìíîæèíó (t, x, y) ∈
(0,∞)×Rd ×Rd çi çáåðåæåííÿì ñïðàâåäëèâîñòi íåðiâíîñòi (2.90). Òóò çíîâó

íàì ñòàëà â íàãîäi Ëåìà 1.4.

Äëÿ êîæíî¨ ϕ ∈ Cb(Rd) ïîêëàäåìî

u∗(t, x, ϕ) =

∫
Rd

g∗(t, x, y)ϕ(y) dy, t > 0, x ∈ Rd. (2.91)

Ç ðiâíÿííÿ (2.86) âèïëèâà¹ ñïiââiäíîøåííÿ

u∗(t, x, ϕ) =ũ(t, x, ϕ)−

−
t∫

0

dτ

∫
S

g̃(t− τ, x, z)u∗(τ, z, ϕ)r(z) dσz, t > 0, x ∈ Rd,
(2.92)

äå ũ(t, x, ϕ) =

∫
Rd

g̃(t, x, y)ϕ(y) dy, t > 0, x ∈ Rd.

Ôóíêöiÿ ũ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (i), (ii) òà óìîâó (iii) ç ôóíêöi¹þ r(x) ≡ 0.

Ïîçíà÷èìî iíòåãðàë â ïðàâié ÷àñòèíi (2.92) ÷åðåç (K(t, x))t>0,x∈Rd. Äëÿ

íüîãî ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðåäñòàâëåííÿ

K(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, z)k(τ, z, ϕ) dσz,

â ÿêîìó

k(t, x, ϕ) = r(x)u∗(t, x, ϕ) + q(x)

t∫
0

dτ

∫
S

w(τ, x, z)u∗(t− τ, z, ϕ)r(z) dσz,

äå ôóíêöiÿ w âèçíà÷åíà â 2.2.1.2
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Ëåìà 2.14. Ôóíêöiÿ (k(t, x, ϕ))t>0,x∈S ïðè êîæíié ϕ ∈ Cb(Rd) íàëåæèòü äî

êëàñó U.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, ç äîïîìîãîþ ðiâíîñòi (2.91) òà áåçïîñåðåäíiõ îá÷èñëåíü

ïðèõîäèìî äî íåðiâíîñòi

|u∗(t, x, ϕ)| ≤ ‖ϕ‖CT
∫
Rd

t1−1/α

(t1/α + |y − x|)d+α−1
dy ≤ ĈT ,

à âæå çâiäñè âèïëèâà¹, ùî |r(x)u∗(t, x, ϕ)| ≤ ĈT‖r‖, òà âíàñëiäîê Ëåìè 1.3

ïðè θ = α− 1− γ

∣∣∣∣∣∣q(x)

t∫
0

dτ

∫
S

w(τ, x, z)u∗(t− τ, z, ϕ) r(z) dσz| ≤

≤ ‖q‖‖r‖ĈT

t∫
0

dτ

∫
S

dσz
(τ 1/α + |z − x|)d+α−1−γ ≤ C̃T t

γ/α

ïðè âñiõ t ∈ (0, T ], x ∈ S äëÿ êîæíîãî T > 0 ç äåÿêèìè ñòàëèìè ĈT > 0,

C̃T > 0. Íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ k íà (0,∞)× S î÷åâèäíà.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òâåðäæåííÿ òåîðåìè ïðî ñòðèáîê, îäåðæó¹ìî

Bν(x)K(t, ·)(x±) =

= ∓r(x)u∗(t, x, ϕ)∓ q(x)

t∫
0

dτ

∫
S

w(τ, x, z)u∗(t− τ, z, ϕ)r(z) dσz+

+

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x)(t− τ, x, z)k(τ, z, ϕ) dσz.
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Òîìó, âðàõîâóþ÷è (2.32), ïðèõîäèìî äî ñïiââiäíîøåííÿ (ïðè âñiõ t > 0, x ∈ S)

1 + q(x)

2
Bν(x)K(t, ·)(x+)− 1− q(x)

2
Bν(x)K(t, ·)(x−) =

= −r(x)u∗(t, x, ϕ)− q(x)

t∫
0

dτ

∫
S

w(τ, x, z)u∗(t− τ, z, ϕ)r(z) dσz+

+q(x)

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x)(t− τ, x, z)k(τ, z, ϕ) dσz =

= −r(x)u∗(t, x, ϕ) + q(x)

t∫
0

dτ

∫
S

u∗(t− τ, z, ϕ)r(z)h(τ, x, z) dσz =

= −r(x)u∗(t, x, ϕ),

äå h(τ, x, z) = −w(τ, x, z) + gν(x)(τ, x, z)+

+

τ∫
0

dρ

∫
S

gν(x)(τ − ρ, x, y)w(ρ, y, z)q(y) dσy ≡ 0.

Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ (u∗(t, x, ϕ))t>0,x∈Rd, çàäàíà ñïiââiäíîøåííÿì (2.91),

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (iii). Ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó K çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (i)

òà íóëüîâó ïî÷àòêîâó óìîâó. Îòæå, ìè îäåðæàëè íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.15. Ôóíêöiÿ (g∗(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd, çàäàíà ðiâíiñòþ (2.88), ¹

ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (i) � (iii).

2.2.6 Çàãàëüíà òðåòÿ ïî÷àòêîâî-êðàéîâà çàäà÷à ç ãðàíè÷íîþ

óìîâîþ íà ãiïåðïëîùèíi.

Íåõàé òåïåð S � ãiïåðïëîùèíà, ùî çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì (x, ν) = 0 ç äåÿêèì

îðòîì ν ∈ Rd.

2.2.6.1 Ðiâíÿííÿ çáóðåííÿ.

Ôóíêöiÿ g̃(t, x, y), t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd ïîáóäîâàíà â ïóíêòi 2.2.2.1. Çà

àíàëîãi¹þ äî ðiâíÿíü (2.68) çàïèøåìî öi ðiâíÿííÿ, çàìiíèâøè ôóíêöiþ g íà
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g̃. Ôóíêöiþ, ÿêà áóäå øóêàòèñÿ, ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç g∗. Âçÿâøè äî óâàãè

ñïiââiäíîøåííÿ (2.44) òà òîé ôàêò, ùî

lim
h→0+

∫
Rd

g̃(t, x, y)vh(y) dy =

∫
S

g(t, x, y)r(y) dσy,

äå, ÿê i âèùå, vh(x) =

∫
S

g(h, x, y)r(y) dσy, x ∈ Rd, îäåðæèìî íàñòóïíó ïàðó

ðiâíÿíü

g∗(t, x, y) = g̃(t, x, y)−
t∫

0

dτ

∫
S

g̃(t− τ, x, z)g∗(τ, z, y)r(z) dσz,

g∗(t, x, y) = g̃(t, x, y)−
t∫

0

dτ

∫
S

g∗(t− τ, x, z)g̃(τ, z, y)r(z) dσz.

(2.93)

Ïðè t > 0, x ∈ Rd òà y ∈ S, ÿê äîâåäåíî â ïóíêòi 2.2.2.1, ìà¹ìî g̃(t, x, y) =

g(t, x, y), i ïåðøå ðiâíÿííÿ â öüîìó âèïàäêó ìîæå áóòè çàïèñàíå íàñòóïíèì

÷èíîì

g∗(t, x, y) = g(t, x, y)−
t∫

0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, z)g∗(τ, z, y)r(z) dσz. (2.94)

Öå ïðèâîäèòü äî ðiâíîñòi g∗(t, x, y) = ĝ(t, x, y) ïðè t > 0, x ∈ Rd òà y ∈ S.
Ôóíêöiÿ ĝ ïîáóäîâàíà â ïóíêòi 2.2.4.1. Ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ îäåðæó¹ìî íàñòó-

ïíó ôîðìóëó äëÿ g∗

g∗(t, x, y) = g̃(t, x, y)−
t∫

0

dτ

∫
S

ĝ(t− τ, x, z)g̃(τ, z, y)r(z) dσz, (2.95)

ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðè âñiõ t > 0, x ∈ Rd òà y ∈ Rd. Âîíà äà¹ ïðåäñòàâëåííÿ

äëÿ ôóíêöi¨ g∗ ÷åðåç g̃ òà, ïîáóäîâàíó âèùå, ôóíêöiþ ĝ. Äóàëüíå ïðåäñòàâ-

ëåííÿ ìîæå áóòè îäåðæàíå ç (2.95) òà äðóãîãî ðiâíÿííÿ â (2.68):

g∗(t, x, y) = ĝ(t, x, y) +

t∫
0

dτ

∫
S

ĝ(t− τ, x, z)gν(τ, z, y)q(z) dσz. (2.96)
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Íàñëiäêîì (2.96) ¹ ðiâíiñòü g∗(t, x, y±) = (1 ± q(y))ĝ(t, x, y) ïðàâèëüíà ïðè

âñiõ t > 0, x ∈ Rd òà y ∈ S.
Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ g̃ íå ìîæå áóòè ùiëüíiñòþ éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó

æîäíîãî ïðîöåñó Ìàðêîâà, îñêiëüêè ¨¨ çíà÷åííÿ íå ¹ íåâiä'¹ìíèìè ïðè âñiõ

çíà÷åííÿõ ¨¨ àðãóìåíòiâ. Àëå ¨¨ ìîæíà ðîçãëÿäàòè òàêîþ äëÿ ïñåâäîïðîöåñó

(y(t))t≥0 â ðîçóìiííi [5] i, òîìó, ôóíêöiÿ g∗ ïîâèííà áóòè ïîâ'ÿçàíà ç öèì

ïñåâäîïðîöåñîì çà àíàëîãi¹þ ç (2.85) òàê, ùî

u∗(t, x, ϕ) =

∫
Rd

g∗(t, x, y)ϕ(y) dy = E∗x
(
ϕ(y(t))e−η

∗
t (r)
)
, t > 0, x ∈ Rd,

äå E∗x ïîçíà÷à¹ �ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ� âiäíîñíî ïñåâäîïðîöåñó òà (η∗t (r))t≥0

ïîçíà÷à¹ äåÿêèé �àäèòèâíèé ôóíêöiîíàë âiä ïñåâäîïðîöåñó (y(t))t≥0�. Çîêðå-

ìà,

E∗xe−η
∗
t (r) =

∫
Rd

g∗(t, x, y) dy = 1−
t∫

0

dτ

∫
S

ĝ(τ, x, z)r(z) dσz,

ÿê âèïëèâà¹ ç (2.95). Iíøèìè ñëîâàìè, �ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó� âåëè÷èíè η∗t (r) ¹

òàêîþ æ ÿê i ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó âåëè÷èíè ηt(r) (äèâ. ï. 2.2.4.2, ñ. 137).

2.2.6.2 Ïî÷àòêîâî-êðàéîâà çàäà÷à.

Äëÿ t > 0, x ∈ Rd òà çàäàíî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ Cb(Rd) ïîêëàäåìî

u∗(t, x, ϕ) =

∫
Rd

g∗(t, x, y)ϕ(y) dy.

Òåîðåìà 2.16. Ôóíêöiÿ u∗ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çàäà÷i (i) �

(iii).

Äîâåäåííÿ. Äîìíîæèâøè îáèäâi ñòîðîíè ðiâíîñòi (2.94) íà ϕ(y) òà çiíòåãðó-

âàâøè âiäíîñíî y ∈ Rd, îäåðæèìî íàñòóïíå ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöi¨ u∗

u∗(t, x, ϕ) = ũ(t, x, ϕ)−
t∫

0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, z)u∗(τ, z, ϕ)r(z) dσz. (2.97)
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ßê áóëî âñòàíîâëåíî ó ïóíêòi 2.2.2.1, ôóíêöiÿ ũ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (i),

(ii) òà ãðàíè÷íó óìîâó (iii) ç r(x) ≡ 0. Ïîêëàäåìî äëÿ t > 0 òà x ∈ Rd

v(t, x, ϕ) =

t∫
0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, z)u∗(τ, z, ϕ)r(z) dσz.

Öå ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó. Âií çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (i) òà ïî÷àòêîâó óìîâó

v(0+, x, ϕ) ≡ 0. Ðåçóëüòàòè ïóíêòó 2.1.2.2 äîçâîëÿþòü ñòâåðäæóâàòè, ùî v

ìà¹ âëàñòèâiñòü

Bνv(t, ·, ϕ)(x±) = ∓r(x)u∗(t, x, ϕ)

ïðè âñiõ t > 0 òà x ∈ S. Öèì i çàâåðøó¹òüñÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Çàóâàæåííÿ 2.3. Ôóíêöiÿ g∗, âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ (2.95) àáî (2.96), ¹ ôóíäà-

ìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (i) � (iii).

2.3 Ñèìåòðè÷íi α-ñòiéêi âèïàäêîâi ïðîöåñè ç ëèïó÷îþ

ìåìáðàíîþ íà ïîâåðõíi.

Íåõàé (x(t),Mt,Px) ñòàíäàðòíèé ïðîöåñ Ìàðêîâà â d-âèìiðíîìó åâêëiäîâîìó

ïðîñòîði Rd, ÷èÿ ùiëüíiñòü éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó g (âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà â

Rd) çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ (1.9) äå c > 0 òà α ∈ (1, 2) ôiêñîâàíi ïàðàìåòðè.

Íåõàé S � çàäàíà ïîâåðõíÿ â Rd îäíîãî ç âèäiâ: îáìåæåíà çàìêíåíà ïî-

âåðõíÿ ïîâåðõíÿ, ùî íàëåæèòü äî êëàñó H1+γ ç äåÿêîþ ñòàëîþ γ ∈ (0, 1)

àáî ãiïåðïëîùèíà. Îäèíè÷íèé âåêòîð çîâíiøíüî¨ íîðìàëi äî S â òî÷öi x ∈ S
ïîçíà÷àòèìåòüñÿ ν(x) (ó âèïàäêó ãiïåðïëîùèíè ν(x) = ν � öå îäèíè÷íèé

âåêòîð íîðìàëi äî îäíi¹¨ ç ¨¨ ñòîðií).

Íåõàé çàäàíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ (p(x))x∈S ç äîäàòíèìè çíà÷åííÿìè.

Íàãàäà¹ìî, ùî Cb(Rd) îçíà÷à¹ áàíàõiâ ïðîñòið âñiõ íåïåðåðâíèõ îáìåæå-

íèõ äiéñíîçíà÷íèõ ôóíêöié íà Rd ç íîðìîþ ‖ϕ‖ = sup
x∈Rd
|ϕ(x)|. Íåõàé Hb(Rd)

îçíà÷à¹ ïiäìíîæèíó Cb(Rd), ùî ìiñòèòü ãåëüäåðîâi ôóíêöi¨ ç ÿêèì-íåáóäü

ïîðÿäêîì 0 < θ < 1.
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Äëÿ äàíî¨ ϕ ∈ Hb(Rd) ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïîáóäîâè íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨

(u(t, x))t>0,x∈Rd òàêî¨, ùî çàäîâîëüíÿ¹

(i) ðiâíÿííÿ
∂u(t, x)

∂t
= Au(t, ·)(x) â îáëàñòi t > 0, x ∈ Rd \ S;

(ii) ïî÷àòêîâó óìîâó u(0+, x) = ϕ(x) äëÿ âñiõ x ∈ Rd;

(iii) ãðàíè÷íó óìîâó (ðiâíÿííÿ íà ãðàíèöi)

∂u(t, x)

∂t
=

1

2p(x)

[
Bν(x)u(t, ·)(x+)−Bν(x)u(t, ·)(x−)

]
ïðè âñiõ t > 0 òà x ∈ S.

Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ ôóíêöi¨ (f(y))y∈Rd ñèìâîë f(x+) (âiäïîâiäíî, f(x−)) äëÿ

x ∈ S îçíà÷à¹ ãðàíèöþ çíà÷åíü f(y), ÿêùî y íàáëèæà¹òüñÿ äî x âçäîâæ

äîâiëüíî¨ êðèâî¨, ùî ëåæèòü â äîâiëüíîìó êîíóñi K â Rd ç âåðøèíîþ x òàêîìó,

ùî K ⊂ {y ∈ Rd : (y, ν(x)) > 0} ∪ {x} (âiäïîâiäíî, K ⊂ {y ∈ Rd : (y, ν(x)) <

0} ∪ {x}).
Â ãðàíè÷íîìó âèïàäêó α = 2 (òà c = 1

2), íàø ïðîöåñ ¹ ñòàíäàðòíèì áðîó-

íiâñüêèì ðóõîì, îïåðàòîð A çáiãà¹òüñÿ ç 1
2∆ (∆ îïåðàòîð Ëàïëàñà), à Bl � ç

∂
∂l (ïîõiäíà â íàïðÿìi l). Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (i) � (iii), äîáðå âiäîìèé (äåÿêi ðå-

çóëüòàòè òàêîãî òèïó ìîæíà çíàéòè â êíèãàõ [16,21], à òàêîæ â ðîáîòàõ [2,3,31]

òà áàãàòüîõ iíøèõ).

Äîäàòêîâî ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïîáóäîâè òàêî¨ ôóíêöi¨ (U(λ, x, ϕ))λ>0,x∈Rd,

ÿêà ¹ íåïåðåðâíîþ òà çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi ðiâíîñòi

(I) λU(λ, x, ϕ)− ϕ(x) = AU(λ, ·, ϕ)(x) äëÿ âñiõ λ > 0, x ∈ Rd \ S;

(II) λU(λ, x, ϕ)− ϕ(x) =
1

2p(x)

[
Bν(x)U(λ, ·, ϕ)(x+)−Bν(x)U(λ, ·, ϕ)(x−)

]
äëÿ âñiõ λ > 0, x ∈ S.

Ñïðàâåäëèâiñòü ñïiââiäíîøåíü (I) òà (II) ìîæå ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê ïiäòâåð-

äæåííÿ òîãî, ùî ôóíêöiÿ (u(t, x, ϕ))t>0,x∈Rd, äëÿ ÿêî¨

U(λ, x, ϕ) =

∞∫
0

e−λtu(t, x, ϕ) dt, λ > 0, x ∈ Rd,
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¹ ðîçâ'ÿçêîì (â äåÿêîìó ñåíñi) çàäà÷i (i) � (iii).

2.3.1 Ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó.

Íàãàäà¹ìî äåÿêi ðàíiøå äîâåäåíi ôàêòè, ÿêi áóäóòü íàì ïîòðiáíi â öüîìó

ïóíêòi. À òàêîæ äîâåäåìî êiëüêà íîâèõ òâåðäæåíü.

2.3.1.1 Ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó òà éîãî âëàñòèâîñòi.

Ââåäåìî äåÿêi ïîçíà÷åííÿ äëÿ öüîãî ïóíêòó. Äëÿ êîæíî¨ ϕ ∈ Cb(Rd) ïîçíà-

÷èìî

u(t, x, ϕ)
def
=

∫
Rd

g(t, x, y)ϕ(y) dy, t ≥ 0, x ∈ Rd.

Äëÿ êîæíî¨ íåïåðåðâíî¨ äiéñíîçíà÷íî¨ ôóíêöi¨ (ψ(t, x))t>0,x∈S, ùî çàäîâîëü-

íÿ¹ íåðiâíiñòü

|ψ(t, x)| ≤ Ct−β (2.98)

ïðè âñiõ t > 0 òà x ∈ S ç äåÿêèìè ñòàëèìè C > 0 òà β < 1, ïîêëàäåìî

v(t, x, ψ)
def
=

t∫
0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, y)ψ(τ, y) dσy, t > 0, x ∈ Rd.

Íàñòóïíi âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ v äîâåäåíi â ïóíêòàõ 2.1.1 i 2.1.2.

1. Ôóíêöiÿ v íåïåðåðâíà â îáëàñòi t > 0, x ∈ Rd i çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

|v(t, x, ψ)| ≤ Ct1−β−1/α (2.99)

ïðè âñiõ t > 0, x ∈ Rd ç äåÿêîþ ñòàëîþ C > 0.

2. Ôóíêöiÿ v çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

∂v(t, x, ψ)

∂t
= Av(t, ·, ψ)(x)

â îáëàñòi t > 0 òà x ∈ Rd \ S.
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3. Âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ

Bν(x)v(t, ·, ψ)(x±) = B
(d.v.)
ν(x) v(t, ·, ψ)(x)∓ ψ(t, x) (2.100)

ïðè âñiõ t > 0 òà x ∈ S, äå ïîçíà÷åíî

B
(d.v.)
ν(x) v(t, ·, ψ)(x)

def
=

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x)(t− τ, x, y)ψ(τ, y) dσy.

òà, ÿê i ðàíiøå, gν(x)(t, x, y) = Bν(x)g(t, ·, y)(x).

Çàóâàæèìî, ùî ïðè âñiõ t > 0, x ∈ S ñïðàâäæó¹òüñÿ íàñòóïíà îöiíêà∣∣∣B(d.v.)
ν(x) v(t, ·, ψ)(x)

∣∣∣ ≤ Ct−β+γ/α(1 ∨ t1−γ/α) (2.101)

ç äåÿêîþ ñòàëîþ C > 0. Íàñïðàâäi, âîíà âñòàíîâëåíà â äîâåäåííi Ëå-

ìè 2.1.

Ó âèïàäêó, êîëè S � ãiïåðïëîùèíà ðiâíiñòü (2.100) ìà¹ äåùî ïðîñòiøèé

âèãëÿä: Bν(x)v(t, ·, ψ)(x±) = ∓ψ(t, x).

2.3.1.2 Ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà.

Ðåçîëüâåíòà ïðîöåñó x(t). Íåõàé ϕ ∈ Hb(Rd). Äîâåäåìî, ùî ôóíêöiÿ

U(λ, x, ϕ)
def
=

∞∫
0

e−λtu(t, x, ϕ) dt, λ > 0, x ∈ Rd (2.102)

âèçíà÷åíà òà çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíå ðiâíÿííÿ

λU(λ, x, ϕ)− ϕ(x) = AU(λ, ·, ϕ)(x), λ > 0, x ∈ Rd. (2.103)

Êîðåêòíiñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ (2.102) âèïëèâà¹ ç î÷åâèäíî¨ íåðiâíîñòi

|u(t, x, ϕ)| ≤ ‖ϕ‖, t > 0, x ∈ Rd. Çâiäñè æ îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü

U(λ, x, ϕ) =

∫
Rd

G(λ, x, y)ϕ(y) dy,
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ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðè âñiõ λ > 0, x ∈ Rd, äå

G(λ, x, y) =

∞∫
0

e−λtg(t, x, y) dt, λ > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd.

Íàãàäà¹ìî, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ (äèâ. ïóíêò 1.2.2.6) ðiâíiñòü

Au(t, ·, ϕ)(x) =

∫
Rd

Ag(t, ·, y)(x)ϕ(y) dy, t > 0, x ∈ Rd

ïðè âñiõ ϕ ∈ Cb(Rd).

Äàëi çàóâàæèìî, ùî∫
Rd

Ag(t, ·, y)(x)ϕ(x) dy = ϕ(x)A

∫
Rd

g(t, ·, y) dy (x) = ϕ(x)A1 = 0.

Òîäi âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü (1.11) òà òîé ôàêò, ùî ϕ ∈ Hb(Rd), îäåðæó¹ìî

(áåç âðàõóâàííÿ âèäó äîäàòíèõ ìóëüòèïëiêàòèâíèõ ñòàëèõ)

|Au(t, ·, ϕ)(x)| ≤
∫
Rd

|Ag(t, ·, y)(x)||ϕ(y)− ϕ(x)| dy ≤

≤ const

∫
Rd

|y − x|θ

(t1/α + |y − x|)d+α
dy =

= const

∞∫
0

rd−1+θ

(t1/α + r)d+α
dr = const

∞∫
0

rd−1+θ

(1 + r)d+α
dr · t

1
α (θ−α) =

= C · t−1+θ/α, t > 0, x ∈ Rd

ç äåÿêîþ ñòàëîþ C > 0, äå θ ∈ (0, 1) ïîðÿäîê ãåëüäåðîâîñòi ôóíêöi¨ ϕ. Öå

îçíà÷à¹, ùî iíòåãðàë

∞∫
0

e−λtAu(t, ·, ϕ)(x) dt âèçíà÷åíèé ïðè âñiõ λ > 0, x ∈

Rd.

Âçÿâøè äî óâàãè ïðåäñòàâëåííÿ (1.16) îïåðàòîðà A òà íåðiâíiñòü (1.11)

îäåðæó¹ìî, ùî ìîæëèâà äîâiëüíà çìiíà ïîðÿäêó iíòåãðóâàííÿ â ïðàâié ÷à-
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ñòèíi íàñòóïíî¨ ðiâíîñòi

∞∫
0

e−λtAu(t, ·, ϕ)(x) dt =

= cqα

∞∫
0

e−λt dt

∫
Rd

(ϕ(y)− ϕ(x)) dy

∫
Rd

(g(t, x+ z, y)− g(t, x, y)− (z,∇g(t, ·, y)(x)))
dz

|z|d+α

(2.104)

Äiéñíî, âèáåðåìî äåÿêå ε > 0 i ðîçãëÿíåìî iíòåãðàë â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíî-

ñòi (2.104), çâóçèâøè îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ äî ìíîæèíè (t, y, z) ∈ [0,∞) ×
Bε(x)C × Rd, äå Bε(x)C = {y ∈ Rd : |y − x| ≥ ε}. Ïðè ε → 0+ òàêèé iíòå-

ãðàë çáiãà¹òüñÿ äî iíòåãðàëà ç (2.104). Çàôiêñó¹ìî äåÿêi ε > 0 òà δ ∈ (0, ε) òà

ðîçãëÿíåìî iíòåãðàëè

I1 =

∞∫
0

e−λt dt

∫
Bε(x)C

(ϕ(y)− ϕ(x)) dy

∫
Bδ(0)

(g(t, x+ z, y)− g(t, x, y)− (z,∇g(t, ·, y)(x)))
dz

|z|d+α
,

I2 =

∞∫
0

e−λt dt

∫
Bε(x)C

(ϕ(y)− ϕ(x)) dy

∫
Bδ(0)C

(g(t, x+ z, y)− g(t, x, y)− (z,∇g(t, ·, y)(x)))
dz

|z|d+α
.

Â iíòåãðàëi I1 ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ îöiíþ¹òüñÿ âèðàçîì (áåç âðàõóâàííÿ

äîäàòíîãî ñòàëîãî ìíîæíèêà)

e−λt
t

(t1/α + |y − x̂|)d+α+2

1

|z|d+α−2
,

äå x̂ = x + κz, à κ = κt,y ∈ (0, 1). Îñêiëüêè |y − x̂| > |y − x| − δ > ε − δ, òî
ïðîäîâæó¹ìî îöiíêó âèðàçîì

e−λt
t

(|y − x| − δ)d+α+2

1

|z|d+α−2
.
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Öÿ ôóíêöiÿ iíòåãðîâíà íà ìíîæèíi iíòåãðóâàííÿ iíòåãðàëó I1.

Ðîçãëÿíåìî iíòåãðàë I2. Ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ îöiíþ¹òüñÿ íàñòóïíèì

âèðàçîì (áåç âðàõóâàííÿ äîäàòíîãî ñòàëîãî ìíîæíèêà)(
t

(t1/α + |y − x− z|)d+α
+

t

(t1/α + |y − x|)d+α
+

t|z|
(t1/α + |y − x|)d+α+1

)
×

× e−λt

|z|d+α
= J1 + J2 + J3.

Ïðè (t, y, z) ∈ [0,∞)×Bε(x)C ×Bδ(0)C ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi

J2 ≤
1

|y − x|d+α

te−λt

|z|d+α
, J3 ≤

1

|y − x|d+α+1

te−λt

|z|d+α−1
,

ïðàâi ÷àñòèíè ÿêèõ iíòåãðîâíi íà çãàäàíié ìíîæèíi. Iíòåãðàë ïî öié ìíîæèíi

âiä J1 ìîæå áóòè çàïèñàíèé íàñòóïíèì ÷èíîì

∞∫
0

te−λt dt

∫
Bε(x)C

dy

∫
Bδ(0)C

1

(t1/α + |y − x− z|)d+α

dz

|z|d+α
.

Çäiéñíèâøè â íüîìó çàìiíó çìiííèõ, ïîêëàâøè z = y−x− t1/αv òà y−x = w,

îäåðæèìî iíòåãðàë

∞∫
0

e−λt dt

∫
Bε(0)C

dw

∫
D

1

(w − t1/αv)d+α

dv

(1 + |v|)d+α
,

â ÿêîìó D = {v ∈ Rd : |w − t1/αv| ≥ δ}. À âií, î÷åâèäíî, çáiæíèé.

Òàêèì ÷èíîì â iíòåãðàëi

∞∫
0

e−λt dt

∫
Bε(x)C

(ϕ(y)− ϕ(x)) dy

∫
Rd

(g(t, x+ z, y)− g(t, x, y)− (z,∇g(t, ·, y)(x)))
dz

|z|d+α

ìîæëèâà äîâiëüíà çìiíà ïîðÿäêó iíòåãðóâàííÿ. Ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi ïðè

ε→ 0+, òå æ ñàìå îäåðæèìî äëÿ iíòåãðàëà â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (2.104).
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Îòæå, ðiâíiñòü

AU(λ, ·, ϕ)(x) =

∞∫
0

e−λtAu(t, ·, ϕ)(x) dt

ïðàâèëüíà ïðè âñiõ λ > 0, x ∈ Rd òà äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ Hb(Rd).

Òàêèì ÷èíîì, ñïðàâäæó¹òüñÿ âëàñòèâiñòü (2.103) ôóíêöi¨ U , ÿê íàñëiäîê

òâåðäæåíü íàâåäåíèõ â 1.2.2.6.

Ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó íà îáìåæåíié çàìêíåíié ïîâåðõíi êëàñó

H1+γ. Ç íåðiâíîñòåé (2.99), (2.101) îäåðæó¹ìî, ùî ôóíêöi¨ (v(t, x, ψ))t≥0,x∈Rd

òà (B
(d.v.)
ν(x) v(t, ·, ψ)(x))t>0,x∈S, äîïóñêàþòü ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà çà çìiííîþ t.

Ç íåðiâíîñòåé (1.11) òà (2.98) âèïëèâà¹ îöiíêà

∣∣e−λtg(t− τ, x, y)ψ(τ, y)
∣∣ ≤ CN0e

−λt (t− τ)τ−β

((t− τ)1/α + |y − x|)d+α

äëÿ âñiõ t > 0, 0 < τ < t, y ∈ S. Ïðàâà ÷àñòèíà öi¹¨ íåðiâíîñòi iíòåãðîâíà,

îñêiëüêè çãiäíî Ëåìè 1.3

∞∫
0

e−λt dt

t∫
0

(t− τ)τ−β dτ

∫
S

1

((t− τ)1/α + |y − x|)d+α
dσy ≤

≤ C

∞∫
0

e−λt dt

t∫
0

(t− τ)−1/ατ−β dτ <∞.

Òàê ñàìî (äëÿ âñiõ t > 0, 0 < τ < t, y ∈ S)∣∣∣∣e−λt (y − x, ν(x))

t− τ
g(t− τ, x, y)ψ(τ, y)

∣∣∣∣ ≤ CN0e
−λt |(y − x, ν(x))|τ−β

((t− τ)1/α + |y − x|)d+α
,

äå ïðàâà ÷àñòèíà iíòåãðîâíà, îñêiëüêè

∞∫
0

e−λt dt

t∫
0

τ−β dτ

∫
S

|(y − x, ν(x))|
((t− τ)1/α + |y − x|)d+α

dσy ≤

≤ C

∞∫
0

e−λt dt

t∫
0

(t− τ)−1+γ/ατ−β dτ <∞.
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Îòæå, ìiíÿþ÷è ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ ó âèðàçàõ äëÿ

∞∫
0

e−λtv(t, x, ψ) dt òà

∞∫
0

e−λtB
(d.v.)
ν(x) v(t, ·, ψ)(x) dt, ìîæåìî çàïèñàòè íàñòóïíi ðiâíîñòi (λ > 0, x ∈ Rd)

V (λ, x, ψ)
def
=

∞∫
0

e−λtv(t, x, ψ) dt =

∫
S

G(λ, x, y)Ψ(λ, y) dσy,

B
(d.v.)
ν(x) V (λ, ·, ψ)(x)

def
=

∞∫
0

e−λtB
(d.v.)
ν(x) v(t, ·, ψ)(x) dt =

=

∫
S

Gν(x)(λ, x, y)Ψ(λ, y) dσy,

äå Ψ(λ, x) =

∞∫
0

e−λtψ(t, x) dt òà Gν(x)(λ, x, y) =

∞∫
0

e−λtgν(x)(t, x, y) dt.

Çàñòîñîâóþ÷è òåïåð ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà äî îáîõ ÷àñòèí ðiâíîñòi ç 2

ïóíêòó 2.3.1.1, îäåðæèìî

AV (λ, ·, ψ)(x) = λV (λ, x, ψ), λ > 0, x ∈ Rd \ S. (2.105)

Âëàñòèâiñòü, àíàëîãi÷íó äî ñôîðìóëüîâàíî¨ â 3 ïóíêòó 2.3.1.1, äîâåäåìî

îêðåìî. Ìåòîä äîâåäåííÿ ïîäiáíèé äî òîãî, ÿêèé áóëî çàñòîñîâàíî â äîâå-

äåííi Òåîðåìè 2.6. Àëå â öié ñèòóàöi¨ íàêëàäàòèìåìî äîäàòêîâi îáìåæåííÿ

íà ãóñòèíó ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó. À ñàìå, áóäåìî ïðèïóñêàòè äîäàòêîâî,

ùî ôóíêöiÿ (ψ(t, x))t>0,x∈S äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî x ∈ S ìà¹ ñêií÷åííó

ãðàíèöþ ïðè t → 0+. Ç âðàõóâàííÿì êîìïàêòíîñòi ïîâåðõíi S öå äîçâîëÿ¹

ñòâåðäæóâàòè, ùî ïðîäîâæåííÿ ôóíêöi¨ ψ çà íåïåðåðâíiñòþ íà êîæíó ìíî-

æèíó (t, x) ∈ [0, R]× S ç R > 0 ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèì.

Òåîðåìà 2.17. Íåõàé îáìåæåíà çàìêíåíà ïîâåðõíÿ S íàëåæèòü äî êëàñó

H1+γ ç äåÿêèì γ ∈ (0, 1), à ôóíêöiÿ (ψ(t, x))t≥0,x∈S � îáìåæåíà i íåïåðåðâ-

íà íà âñié îáëàñòi âèçíà÷åííÿ. Òîäi äëÿ êîæíîãî x ∈ S ñïðàâäæóþòüñÿ

154



ñïiââiäíîøåííÿ

Bν(x)V (λ, ·, ψ)(x±) =

∫
S

Gν(x)(λ, x, y)Ψ(λ, y) dσy ∓Ψ(λ, x), (2.106)

ïðè âñiõ λ > 0.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñóâàâøè äåÿêi äîâiëüíi λ > 0 òà x ∈ S, âiçüìåìî, ÿê i â

äîâåäåííi Òåîðåìè 2.6, y = x+ δν(x) ç äåÿêèì äîñèòü ìàëèì δ ∈ R.
Ðiâíîñòi (2.106) ìîæíà çàïèñàòè íàñòóïíèì ÷èíîì

lim
y→x±

∞∫
0

e−λt dt

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x)(t− τ, y, z)ψ(τ, z) dσz =

=

∞∫
0

e−λt dt

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x)(t− τ, x, z)ψ(τ, z) dσz ∓
∞∫

0

e−λtψ(t, x) dt

Âiçüìåìî äåÿêå R > 0 i ðîçãëÿíåìî iíòåãðàëè

I1 =

∞∫
R

e−λt dt

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x)(t− τ, y, z)ψ(τ, z) dσz,

I2 =

∞∫
R

e−λt dt

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x)(t− τ, x, z)ψ(τ, z) dσz,

I3 =

∞∫
R

e−λtψ(t, x) dt.

Ïîêàæåìî, ùî âèáîðîì R > 0 öi iíòåãðàëè ìîæíà çðîáèòè ÿê çàâãîäíî ìàëè-

ìè, ïðè÷îìó, I1 îäíî÷àñíî äëÿ âñiõ äîñèòü ìàëèõ δ ∈ R.
Iñíóâàííÿ ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà ïî t ôóíêöié (ψ(t, x))t>0,x∈S òà

(B
(d.v.)
ν(x) v(t, ·, ψ)(x))t>0,x∈S äîâîäèòü öå äëÿ iíòåãðàëiâ I2, I3.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð

I1 =
2

α

∞∫
R

e−λt dt

t∫
0

dτ

t− τ

∫
S

(z − y, ν(x))g(t− τ, y, z)ψ(τ, z) dσz =

155



=
2

α

∞∫
R

e−λt dt

t∫
0

dτ

t− τ

∫
S

(z − x, ν(x))g(t− τ, x, z)ψ(τ, z) dσz+

+
2

α

∞∫
R

e−λt dt

t∫
0

dτ

t− τ

∫
S

(z − x, ν(x))(g(t− τ, y, z)− g(t− τ, x, z))ψ(τ, z) dσz−

− 2

α
δ

∞∫
R

e−λt dt

t∫
0

dτ

t− τ

∫
S

g(t− τ, y, z)ψ(τ, z) dσz = I ′1 + I ′′1 + I ′′′1 .

Íåðiâíiñòü (2.101) ïîêàçó¹, ùî I ′1 =

∞∫
R

e−λtB
(d.v.)
ν(x) v(t, ·, ψ)(x) dt ìîæíà çðî-

áèòè ÿê çàâãîäíî ìàëèì âèáîðîì R > 0.

ßê i äîâåäåííi Òåîðåìè 2.2 çàïèøåìî iíòåãðàë I ′′1 ó âèãëÿäi ñóìè

I ′′1 =
2

α

∞∫
R

e−λt dt

 t−ρ∫
0

dτ

∫
S

dσz +

t∫
t−ρ

dτ

∫
Sr0/2(x)

dσz +

t∫
t−ρ

dτ

∫
S\Sr0/2(x)

dσz

×
× 1

t− τ
(z − x, ν(x)) (g(t− τ, y, z)− g(t− τ, x, z))ψ(τ, z) = J1 + J2 + J3

ç äåÿêèì 0 < ρ < R.

Âèêëàäêè, çðîáëåíi ó çãàäàíîìó äîâåäåííi (äèâ. ñ. 83), äîçâîëÿþòü çàïè-

ñàòè, ùî (çà âèêîíàííÿ óìîâ òåîðåìè, ùî äîâîäèòüñÿ, β = 0)

|J2| ≤Me−λR, |J3| ≤Me−λR

ç äåÿêîþ ñòàëîþ M > 0. Òóò âèáðàíî |δ| < 1

2
δ0, äå δ0 � ñòàëà ç âëàñòèâîñòåé

ïîâåðõíi S (äèâ. ïóíêò 1.2.2.3). Òàêèì ÷èíîì J2 òà J3 ìîæóòü áóòè çðîáëåíi

ÿê çàâãîäíî ìàëèìè âèáîðîì R > 0.

Âðàõîâóþ÷è ðiâíîìiðíó íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ (g(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd íà

ìíîæèíàõ âèäó (t, x, y) ∈ [t0,∞)×K1 ×K2, äå K1 i K2 � äîâiëüíi êîìïàêòè

â Rd, à t0 > 0 � äîâiëüíà ñòàëà, ìîæåìî çàïèñàòè, ùî

|J1| ≤M

∞∫
R

e−λt(t− ρ) dt
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ïðè âñiõ δ òàêèõ, ùî |δ| ≤ δ̂ ç äåÿêèì δ̂ > 0. Òàêèì ÷èíîì, i J1 ìîæíà çðîáèòè

ÿê çàâãîäíî ìàëèì âèáîðîì R > 0 âiäðàçó ïðè âñiõ äîñèòü ìàëèõ δ ∈ R.

Îòæå, I ′′1 âèáîðîì R > 0 ðîáèòüñÿ ÿê çàâãîäíî ìàëèì ðiâíîìiðíî ïî δ ç

äåÿêîãî îêîëó íóëÿ.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð I ′′′1 , çàïèñàâøè íåðiâíiñòü (âðàõîâó¹ìî, ùî |ψ(t, x)| ≤ C

ç äåÿêèì C > 0)

|I ′′′1 | ≤
2C|δ|
α

∞∫
R

e−λt dt

t∫
0

dτ

t− τ

∫
S

g(t− τ, y, z) dσz =
2C|δ|
α

(J1 + J2 + J3) ,

äå

J1 =

∞∫
R

e−λt dt

t∫
t−ρ

dτ

t− τ

∫
Sr0/2(x)

g(t− τ, y, z) dσz,

J2 =

∞∫
R

e−λt dt

t−ρ∫
0

dτ

t− τ

∫
Sr0/2(x)

g(t− τ, y, z) dσz,

J3 =

∞∫
R

e−λt dt

t∫
0

dτ

t− τ

∫
S\Sr0/2(x)

g(t− τ, y, z) dσz

ç äåÿêèì 0 < ρ < R.

Àíàëîãi÷íi, íàâåäåíèì â äîâåäåííi Tåîðåìè 2.2 (äèâ. ñ. 86), âèêëàäêè äî-

çâîëÿþòü çàïèñàòè

J1 ≤M

∞∫
R

e−λtdt, J2 ≤M

∞∫
R

(t− ρ)e−λtdt, J3 ≤M

∞∫
R

te−λtdt.

Îòæå, I ′′′1 òàêîæ ìîæíà çðîáèòè ÿê çàâãîäíî ìàëèì âèáîðîì R > 0 îäíî÷àñíî

ïðè âñiõ δ ç äåÿêîãî îêîëó íóëÿ.

Äëÿ äîâåäåííÿ ñïiââiäíîøåíü (2.106) äîñèòü òåïåð äîâåñòè, ùî ñïðàâäæó-
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¹òüñÿ

lim
y→x±

R∫
0

e−λt dt

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x)(t− τ, y, z)ψ(τ, z) dσz =

=

R∫
0

e−λt dt

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x)(t− τ, x, z)ψ(τ, z) dσz ∓
R∫

0

e−λtψ(t, x) dt,

(2.107)

äå, ÿê i âèùå, ðîçóìi¹ìî y → x± ÿê y = x+ δν(x) i δ → 0±.

Ïîçíà÷èâøè ÷åðåç VR(λ, x, ψ) =

R∫
0

e−λtv(t, x, ψ) dt, ìîæåìî çàïèñàòè

Bν(x)VR(λ, ·, ψ)(y) = B
(d.v.)
ν(x) VR(λ, ·, ψ)(x)+

+
2

α

R∫
0

e−λt dt

t∫
0

dτ

t− τ

∫
S

(z − x, ν(x))(g(t− τ, y, z)− g(t− τ, x, z))ψ(τ, z) dσz−

− 2

α
δ

R∫
0

e−λt dt

t∫
0

dτ

t− τ

∫
S

g(t− τ, y, z)ψ(τ, z) dσz =

= B
(d.v.)
ν(x) VR(λ, ·, ψ)(x) + I1 − I2

ïðè êîæíîìó R > 0.

Çíàéäåìî îêðåìî ãðàíèöi I1 òà I2 ïðè δ → 0±.
Ïî÷íåìî ç I1. Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü (1.11), îäåðæó¹ìî îöiíêó (ç äå-

ÿêîþ ñòàëîþ C > 0)

|I1| ≤ C

R∫
0

e−λt dt

t∫
0

dτ

t− τ

∫
S

|z − x|×

×
(

t− τ
((t− τ)1/α + |z − y|)d+α

+
t− τ

((t− τ)1/α + |z − x|)d+α

)
dσz.

Iíòåãðàë â ïðàâié ÷àñòèíi îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi ïîäàìî ó âèãëÿäi ñóìè iíòå-

ãðàëiâ I ′1 òà I
′′
1 âiä òi¹¨ æ ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨, ïåðøèé ïî ìíîæèíi

{(t, τ, z) : t ∈ [0, R], τ ∈ (0, t), z ∈ Sr0/2(x)},
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à äðóãèé � ïî ìíîæèíi

{(t, τ, z) : t ∈ [0, R], τ ∈ (0, t), z ∈ (S \ Sr0/2(x))}

(Sr0/2(x) âèçíà÷åíî â ïóíêòi 1.2.2.3).

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ êîæíîãî z ∈ Sr0/2(x) ïðè äîñèòü ìàëèõ r0 òà |δ| âè-
êîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi |z − y| ≥ |z̃ − x| òà |z̃ − x| ≤ |z − x| ≤ K|z̃ − x|, äå
z̃ îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ òî÷êè z íà äîòè÷íó ãiïåðïëîùèíó äî ïîâåðõíi S â

òî÷öi x, K > 1 äåÿêà ñòàëà. Òîäi

I ′1 ≤ K

R∫
0

e−λt dt

t∫
0

dτ

∫
Sr0/2(x)

|z̃ − x|
((t− τ)1/α + |z̃ − x|)d+α

dσz.

Ïåðåòâîðèìî âíóòðiøíié iíòåãðàë ç ïðàâî¨ ÷àñòèíè öi¹¨ íåðiâíîñòi, ïåðåéøîâ-

øè äî ëîêàëüíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò ç ïî÷àòêîì â òî÷öi x òà âåêòîðîì ν(x)

â ÿêîñòi îðòà îñòàííüî¨ îñi. Òàêèì ÷èíîì, îäåðæó¹ìî îöiíêó (K̃ òà K̂ äåÿêi

äîäàòíi ñòàëi)

I ′1 ≤ K̃

R∫
0

e−λt dt

t∫
0

dτ

∫
Rd−1

|u|1+γdu

((t− τ)1/α + |u|)d+α
=

= K̂

R∫
0

e−λt dt

t∫
0

dτ

(t− τ)1−γ/α = K̂

R∫
0

tγ/αe−λt dt,

ÿêà îçíà÷à¹, ùî I ′1 ìîæå áóòè çðîáëåíî ÿê çàâãîäíî ìàëèì âèáîðîì R.

Íåõàé òåïåð |δ| < δ0 (÷èñëî δ0 âèçíà÷à¹òüñÿ ïîâåðõíåþ S). Òîäi ïðè âñiõ

z ∈ S \ Sr0/2(x), î÷åâèäíî, âèêîíó¹òüñÿ |z − y| ≥ |z − x| − |y − x| ≥ δ0 − |δ|,
áî δ0 ≤ |z − x| ≤ max

z∈S
|z − x| <∞, i òîìó (M > 0 äåÿêà ñòàëà)

I ′′1 ≤M

R∫
0

e−λtt dt→ 0, R→ 0 + .

Îòæå, âèáåðåìî R > 0 òàêèì, ùîá I1 ñòàâ äîñèòü ìàëèì.

Äàëi äëÿ ôiêñîâàíîãî x ∈ S, êîæíîãî 0 ≤ t ≤ R òà íàïåðåä çàäàíîãî

ε > 0 âèáåðåìî κ ∈ (0, r0/2) i 0 < ρ < R òàêi, ùî ïðè âñiõ max(0, t − ρ) <
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τ < t, z ∈ Sκ(x) ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |ψ(τ, z) − ψ(t, x)| < ε. Öå ìîæíà

çðîáèòè, îñêiëüêè ôóíêöiÿ (ψ(t, x))t≥0,x∈S, ÿê çàçíà÷àëîñÿ âèùå, ðiâíîìiðíî

íåïåðåðâíà íà ìíîæèíi (t, x) ∈ [0, R]× S ç R > 0 òàêèì, ùî âèêîíóþòüñÿ âñi

çãàäàíi âèùå óìîâè ìàëîñòi íàçâàíèõ âåëè÷èí.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèðàç

I2 =
2

α
δ

R∫
0

e−λt dt

t∫
0

dτ

t− τ

∫
S

g(t− τ, y, z)ψ(τ, z) dσz,

ïîäàâøè éîãî ó âèãëÿäi ñóìè: I2 =
4∑

k=1

I
(k)
2 , äå (a+ = max(0, a))

I
(1)
2 =

2

α
δ

R∫
0

e−λtψ(t, x) dt

t∫
(t−ρ)+

dτ

t− τ

∫
Sκ(x)

g(t− τ, y, z) dσz;

I
(2)
2 =

2

α
δ

R∫
0

e−λt dt

t∫
(t−ρ)+

dτ

t− τ

∫
Sκ(x)

g(t− τ, y, z)(ψ(τ, z)− ψ(t, x)) dσz;

I
(3)
2 =

2

α
δ

R∫
0

e−λt dt

(t−ρ)+∫
0

dτ

t− τ

∫
Sκ(x)

g(t− τ, y, z)ψ(τ, z) dσz =

=
2

α
δ

R∫
ρ

e−λt dt

t−ρ∫
0

dτ

t− τ

∫
Sκ(x)

g(t− τ, y, z)ψ(τ, z) dσz;

I
(4)
2 =

2

α
δ

R∫
0

e−λt dt

t∫
0

dτ

t− τ

∫
S\Sκ(x)

g(t− τ, y, z)ψ(τ, z) dσz.

Äîñëiäèìî êîæåí ç öèõ äîäàíêiâ.

Ïðè äîñèòü ìàëîìó δ, ïðèíàéìíi |δ| < κ̂ = min(κ, δ0), ìà¹ìî (C > 0,
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C̃ > 0 äåÿêi ñòàëi)

|I(4)
2 | ≤ C|δ|

R∫
0

e−λt dt

t∫
0

dτ

∫
S\Sκ(x)

1

((t− τ)1/α + |z − y|)d+α
dσz ≤

≤ C̃
|δ|

(κ̂ − |δ|)d+α

R∫
0

e−λtt dt.

Òîìó I(4)
2 → 0, δ → 0.

Îñêiëüêè

|I(3)
2 | ≤ C|δ|

R∫
ρ

e−λt dt

t−ρ∫
0

dτ

∫
Sκ(x)

1

((t− τ)1/α + |z − y|)d+α
dσz ≤

≤ C̃|δ|
R∫
ρ

e−λt(t− ρ) dt,

òî I(3)
2 → 0, δ → 0.

Ðîçãëÿíåìî íàéáiëüø öiêàâèé äîäàíîê

I
(1)
2 =

2

α
δ

R∫
0

e−λtψ(t, x) dt

t∫
(t−ρ)+

dτ

t− τ

∫
Πx

g(t− τ, y, z) dσz+

+
2

α
δ

R∫
0

e−λtψ(t, x) dt

t∫
(t−ρ)+

dτ

t− τ

 ∫
Sκ(x)

dσz −
∫
Πx

dσz

 g(t− τ, y, z) =

= J ′ + J ′′,

äå Πx � ãiïåðïëîùèíà äîòè÷íà äî ïîâåðõíi S â òî÷öi x.

Âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü (1.5), îäåðæó¹ìî

J ′ =
2

α
δ

R∫
0

e−λtψ(t, x) dt

t∫
(t−ρ)+

dτ

t− τ
1

π

∞∫
0

e−c(t−τ)rα cos(rδ) dr
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Iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè òà ìiíÿþ÷è ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ, çíàõîäèìî

1

π

t∫
(t−ρ)+

dτ

t− τ

∞∫
0

e−c(t−τ)rα cos(rδ) dr =

=
cα

πδ

t∫
(t−ρ)+

dτ

∞∫
0

e−c(t−τ)rαrα−1 sin(rδ) dr =

=
α

πδ

∞∫
0

(
1− e−c(t−(t−ρ)+)rα

)sin(rδ)

r
dr =

=
α

πδ

π
2

sign δ −
∞∫

0

e−c(t−(t−ρ)+)rα sin(rδ)

r
dr

 .

Òîìó

J ′ =
2

π

R∫
0

e−λtψ(t, x) dt

π
2

sign δ −
∞∫

0

e−c(t−(t−ρ)+)rα sin(rδ)

r
dr

 =

= ΨR(λ, x) sign δ − 2

π

R∫
0

e−λtψ(t, x) dt

∞∫
0

e−c(t−(t−ρ)+)rα sin(rδ)

r
dr,

äå ΨR(λ, x) =

R∫
0

e−λtψ(t, x) dt.

Îñêiëüêè

R∫
0

e−λtψ(t, x) dt

∞∫
0

e−c(t−(t−ρ)+)rα sin(rδ)

r
dr → 0 ïðè δ → 0, òî

J ′ → ±ΨR(λ, x) ïðè δ → 0±.

Äîâåäåìî òåïåð, ùî J ′′ ìîæíà çðîáèòè ÿê çàâãîäíî ìàëèì âèáîðîì δ. Äëÿ
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ïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî

δ

t−(t−ρ)+∫
0

dτ

τ

 ∫
Sκ(x)

dσz −
∫
Πx

dσz

 g(τ, y, z) =

= δ

t−(t−ρ)+∫
0

dτ

τ

 ∫
Sκ(x)

dσz −
∫

Πκ(x)

dσz

 g(τ, y, z)−

−δ
t−(t−ρ)+∫

0

dτ

τ

∫
Πx\Πκ(x)

g(τ, y, z) dσz = J ′′1 − J ′′2 ,

äå Πκ(x) îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ Sκ(x) íà Πx.

Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ïîâåðõíi S, ëåãêî çðîçóìiòè, ùî iñíó¹ òàêà ñòàëà

θ > 0, ùî äëÿ êîæíîãî z ∈ Πx\Πκ(x) âèêîíó¹òüñÿ |z| ≥ θ. Òîìó (C > 0 äåÿêà

ñòàëà)

|J ′′2 | ≤ C|δ|
∞∫
θ

rd−2 dr

(δ2 + r2)(d+α)/2
= C

∞∫
θ/|δ|

rd−2 dr

(1 + r2)(d+α)/2

1

|δ|α

Çâiäñè, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðàâèëî Ëîïiòàëÿ, îäåðæó¹ìî, ùî J ′′2 → 0 ïðè δ → 0.

Äëÿ îöiíêè J ′2 ïåðåéäåìî äî ëîêàëüíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò ç ïî÷àòêîì â

òî÷öi x òà îðòîì îñòàííüî¨ îñi ν(x). Îñêiëüêè

Sκ(x) = {u ∈ Rd : ud = Fx(u
<d>), u<d> ∈ Dx ⊂ Rd−1},

Πκ(x) = {u ∈ Rd : ud = 0, u<d> ∈ Dx ⊂ Rd−1},

äå Dx äåÿêà îáìåæåíà çàìêíåíà ìíîæèíà, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä îñîáëèâî-

ñòåé ïîâåðõíi S, òî, ïåðåòâîðþþ÷è ïîâåðõíåâi iíòåãðàëè íà êðàòíi, îäåðæó¹ìî∫
Sκ(x)

g(τ, y, z) dσz −
∫

Πκ(x)

g(τ, y, z) dσz =

=

∫
Dx

g(τ, (0<d>, δ), (u<d>, Fx(u
<d>)))

(√
1 + (∇Fx(u<d>))2 − 1

)
du<d>+
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+

∫
Dx

(
g(τ, (0<d>, δ), (u<d>, Fx(u

<d>)))− g(τ, (0<d>, δ), (u<d>, 0))
)
du<d> =

= Q1 +Q2.

Äàëi âðàõó¹ìî íàëåæíiñòü ïîâåðõíi S äî êëàñó H1+γ, ùî ïðèâîäèòü äî íåðiâ-

íîñòåé √
1 + (∇Fx(u<d>))2 − 1 ≤ (∇Fx(u<d>))2 ≤ C|u<d>|2γ,

|Fx(u<d>)| ≤ C|u<d>|1+γ,

ùî ñïðàâäæóþòüñÿ ïðè u<d> ∈ Dx ç äåÿêîþ ñòàëîþ C > 0. Òîäi, âèêîðèñòî-

âóþ÷è âëàñòèâîñòi ïîâåðõíi S òà íåðiâíiñòü (1.10), îäåðæèìî

|Q1| ≤ K

∫
Dx

τ |v|2γ dv(
τ 1/α +

√
|v|2 + (Fx(v)− δ)2

)d+α
≤

≤ K

∫
Dx

τ |v|2γ dv(
τ 1/α + k1

√
|v|2 + δ2

)d+α
,

|Q2| ≤ K

∫
Dx

τ |v|1+γ dv(
τ 1/α +

√
|v|2 + (θFx(v)− δ)2

)d+α+1
≤

≤ K

∫
Dx

τ |v|γ dv(
τ 1/α + k2

√
|v|2 + δ2

)d+α
,

äå K > 0, k1 > 0, k2 > 0 äåÿêi ñòàëi, θ = θτ,δ ∈ (0, 1).

Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî∣∣∣∣∣∣∣δ
t−(t−ρ)+∫

0

dτ

τ

 ∫
Sκ(x)

dσz −
∫
Πx

dσz

 g(τ, y, z)

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ K|δ|

t−(t−ρ)+∫
0

dτ

τ

∫
Dx

τ |v|γ(1 + |v|γ) dv(
τ 1/α + k

√
|v|2 + δ2

)d+α
≤

≤ K̂|δ|
ρ∫

0

dτ

ε∫
0

rd−2+γ dr(
τ 1/α + k

√
r2 + δ2

)d+α
= J,
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äå K̂ > 0, ε > 0 äåÿêi ñòàëi, k = min(k1, k2). Ìiíÿþ÷è ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ

òà çàóâàæóþ÷è, ùî ïðè êîæíîìó a > 0 ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

∞∫
0

dτ

(τ 1/α + a)d+α
= αB(d, α)a−d,

îäåðæó¹ìî îöiíêó

J ≤ K̃|δ|
ε∫

0

rd−2+γ dr(√
r2 + δ2

)d ≤ K̃

∞∫
0

rd−2+γ dr(√
r2 + 1

)d |δ|γ
ç äåÿêîþ ñòàëîþ K̃ > 0.

Îòæå, J → 0, à ðàçîì ç íèì i J ′′1 → 0 ïðè δ → 0. Öå äà¹ íàì çìîãó

ñòâåðäæóâàòè, ùî lim
δ→0±

I
(1)
2 = ±ΨR(λ, x).

Iñíóâàííÿ ãðàíèöü lim
δ→0±

I
(1)
2 òà ðiâíîìiðíà íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ ψ ïðèâî-

äèòü äî òîãî ôàêòó, ùî I(2)
2 → 0 ïðè δ → 0.

Îñòàòî÷íî ñïiââiäíîøåííÿ (2.107) äîâåäåíi, à ðàçîì ç íèìè i (2.106).

Ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó íà ãiïåðïëîøèíi. Íåõàé â öüîìó ïóíêòi S �

ãiïåðïëîùèíà â Rd, ÿêà çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì (x, ν) = 0, x ∈ Rd ç äåÿêèì

îðòîì ν ∈ Rd. Âèáåðåìî îäíó iç ñòîðií S çîâíiøíüîþ.

Ðîçãëÿíåìî ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó

v(t, x, ψ) =

t∫
0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, y)ψ(τ, y) dσy

ç íåïåðåðâíîþ îáìåæåíîþ ãóñòèíîþ (ψ(t, x))t≥0,x∈S.

Â äàíîìó âèïàäêó îäèíè÷íèé âåêòîð (çîâíiøíüî¨) íîðìàëi äî ïîâåðõíi S

ñòàëèé i çáiãà¹òüñÿ ç âåêòîðîì ν. Ïðè âñiõ t > 0, x ∈ Rd \ S ñïðàâäæó¹òüñÿ

ðiâíiñòü

Bνv(t, ·, ψ)(x) =

t∫
0

dτ

∫
S

gν(t− τ, x, y)ψ(τ, y) dσy,
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â ÿêié gν(t, x, y) = Bνg(t, ·, y)(x).

Ïðÿìå çíà÷åííÿ äi¨ îïåðàòîðà Bν íà ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó v çà àðãó-

ìåíòîì x â òî÷êàõ ïîâåðõíi S iñíó¹ i äîðiâíþ¹

B(d.v.)
ν v(t, ·, ψ)(x) = 0, t > 0, x ∈ S

Íàãàäà¹ìî, ùî öå íàñëiäîê ðiâíîñòi gν(t, x, y) =
2

α

(y − x, ν)

t
g(t, x, y), ÿêà

ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðè âñiõ t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd.

Çàéìåìîñü òåïåð äîâåäåííÿì ñïiââiäíîøåíü àíàëîãi÷íèõ (2.106) äëÿ ãiïåð-

ïëîùèíè. Íåõàé òåïåð d ≥ 2. Âèïàäîê d = 1 áóäå ðîçãëÿíóòî äàëi.

Òåîðåìà 2.18. ßêùî ôóíêöiÿ (ψ(t, x))t≥0,x∈S � îáìåæåíà i íåïåðåðâíà íà

âñié îáëàñòi âèçíà÷åííÿ. Òîäi äëÿ êîæíîãî x ∈ S ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiä-

íîøåííÿ

BνV (λ, ·, ψ)(x±) = ∓Ψ(λ, x), (2.108)

ïðè âñiõ λ > 0, x ∈ S.

Äîâåäåííÿ. Àíàëîãi÷íî äî òîãî, ÿê äîâîäèëàñü Òåîðåìà 2.17, ñïî÷àòêó ðîç-

ãëÿíåìî ïðè äåÿêîìó R > 0 òà ôiêñîâàíèõ λ > 0, x ∈ S âèðàçè I1 =
∞∫
R

e−λtψ(t, x) dt òà I2 =

∞∫
R

e−λtBνv(t, ·, ψ)(y) dt ç y = x+ δν.

Çðîçóìiëî, ùî I1 ìîæíà çðîáèòè ÿê çàâãîäíî ìàëèì âèáîðîì R. Ðîçãëÿ-

äàþ÷è I2, çàïèøåìî éîãî ó âèãëÿäi

I2 = −2δ

α

∞∫
R

e−λt dt

t∫
0

dτ

t− τ

∫
S

g(t− τ, y, z)ψ(τ, z) dσz.

Âiçüìåìî äåÿêå ρ < R i ðîçãëÿíåìî âèðàçè

I ′2 = −2δ

α

∞∫
R

e−λt dt

t−ρ∫
0

dτ

t− τ

∫
S

g(t− τ, y, z)ψ(τ, z) dσz;

I ′′2 = −2δ

α

∞∫
R

e−λt dt

t∫
t−ρ

dτ

t− τ

∫
S

g(t− τ, y, z)ψ(τ, z) dσz.
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Òîäi, âðàõîâóþ÷è îöiíêè (1.10) òà îáìåæåíiñòü ôóíêöi¨ ψ, çàïèøåìî

|I ′2| ≤
2C|δ|
α

∞∫
R

e−λt dt

t−ρ∫
0

dτ

∫
S

dσz
((t− τ)1/α + (|z − x|2 + δ2)1/2)d+α

≤

≤ 2C|δ|
α

∞∫
R

e−λt dt

t−ρ∫
0

dτ

∫
S

dσz
(ρ1/α + |z − x|)d+α

≤ ρ−1−1/α2Ĉ|δ|
α

∞∫
R

e−λt(t− ρ) dt.

Îòæå, I ′2 âèáîðîì R ìîæíà çðîáèòè ÿê çàâãîäíî ìàëèì.

Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü (1.5), ìîæåìî çàïèñàòè

|I ′′2 | ≤
2C|δ|
α

∞∫
R

e−λt dt

t∫
t−ρ

dτ

t− τ
1

π

∞∫
0

e−c(t−τ)rα cos(rδ) dr =

=
2Cc

π

∞∫
R

e−λt dt

t∫
t−ρ

dτ

∞∫
0

rαe−c(t−τ)rα sin(r|δ|)
r

dr =

=
2C

π

∞∫
R

e−λt

π
2
−
∞∫

0

e−cρr
α sin(r|δ|)

r
dr

 dt.

Òîáòî I ′′2 âèáîðîì R ìîæíà çðîáèòè ÿê çàâãîäíî ìàëèì.

Òîìó äëÿ äîâåäåííÿ (2.108) äîñèòü äîâåñòè, ùî ïðè êîæíîìó R > 0 ñïðàâ-

äæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
δ→0±

R∫
0

e−λt dt

t∫
0

dτ

∫
S

gν(t− τ, x+ δν, y)ψ(τ, y) dσy =

= ±
R∫

0

e−λtψ(t, x) dt.

(2.109)

Çàïèøåìî iíòåãðàë ç ëiâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (2.109) äëÿ ôiêñîâàíèõ λ > 0,

x ∈ S òà δ ∈ R ó âèãëÿäi ñóìè
4∑

k=1

Jk, â ÿêié

J1 = −2δ

α

R∫
0

e−λtψ(t, x) dt

t∫
(t−ρ)+

dτ

t− τ

∫
Sκ

g(t− τ, x+ δν, y) dσy,
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J2 =
2δ

α

R∫
0

e−λt dt

t∫
(t−ρ)+

dτ

t− τ

∫
Sκ

g(t− τ, x+ δν, y)(ψ(t, x)− ψ(τ, y)) dσy,

J3 = −2δ

α

R∫
0

e−λt dt

(t−ρ)+∫
0

dτ

t− τ

∫
Sκ

g(t− τ, x+ δν, y)ψ(τ, y) dσy,

J4 = −2δ

α

R∫
0

e−λt dt

t∫
0

dτ

t− τ

∫
S\Sκ

g(t− τ, x+ δν, y)ψ(τ, y) dσy,

à a+ = max(0, a), Sκ = {y ∈ S : |y − x| < κ} ç äåÿêèìè κ > 0 òà ρ > 0.

Çàôiêñóâàâøè äåÿêå äîñèòü ìàëå ε > 0, âèáåðåìî κ > 0 òà ρ > 0 òàêèìè,

ùîá ïðè âñiõ (τ, y) òàêèõ, ùî |t − τ | < ρ (ÿêå á íå áóëî t ∈ [0, R]), y ∈ Sκ,

âèêîíóâàëîñü |ψ(τ, y)− ψ(t, x)| < ε.

Ç îöiíîê, îäåðæàíèõ ïðè äîâåäåííi Òåîðåìè 2.3 (äèâ. ñ. 98 i äàëi) âèïëèâà¹

íàñòóïíå:

|J4| ≤M |δ|
R∫

0

e−λtt dt→ 0, |J3| ≤M |δ|
R∫

0

e−λt(t− ρ)+ dt→ 0

ïðè δ → 0±. Êðiì òîãî I1 = −
R∫

0

e−λtψ(t, x)(I ′ − I ′′) dt, äå

I ′ =
2δ

α

t∧ρ∫
0

dτ

τ

∫
S

g(τ, x+ δν, y) dσy, I ′′ =
2δ

α

t∧ρ∫
0

dτ

τ

∫
S\Sκ

g(τ, x+ δν, y) dσy.

Îñêiëüêè (äèâ. òàì æå)

|I ′′| ≤M |δ|(t ∧ ρ) òa I ′ = sign δ − 2

π

∞∫
0

e−c(t∧ρ)rα sin(rδ)

r
dr,

òî lim
δ→0±

I1 = ∓
R∫

0

e−λtψ(t, x) dt. À çâiäñè âæå âèïëèâà¹, ùî I2 ìîæíà çðîáèòè

ÿê çàâãîäíî ìàëèì âèáîðîì κ > 0, ρ > 0 òà δ ç äåÿêîãî îêîëà íóëÿ.

Òàêèì ÷èíîì ðiâíiñòü (2.109) äîâåäåíà.

168



Íåõàé òåïåð d = 1. Â ïóíêòi 2.1.2.3 ñôîðìóëüîâàíi âëàñòèâîñòi ïîòåíöiàëó

ïðîñòîãî øàðó ó âèïàäêó d = 1 i, îòæå, S = {0}. Âií çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

v(t, x, ψ) =

t∫
0

g(t− τ, x, 0)ψ(τ) dτ, t > 0, x ∈ R,

â ÿêié ãóñòèíà ïîòåíöiàëó (ψ(t))t>0 � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹

íåðiâíiñòü |ψ(t)| ≤ Ct−β ç äåÿêèìè C > 0, β < 1.

Íåðiâíiñòü (2.17) ïîêàçó¹, ùî ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó äîïóñêà¹ ïåðåòâî-

ðåííÿ Ëàïëàñà çà çìiííîþ t. Êðiì òîãî, îñêiëüêè

|Bv(t, ·, ψ)(x)| ≤ 2NC

α
|x|

t∫
0

dτ

((t− τ)1/α + |x|)1+α
≤ 2NC

α

∞∫
0

dτ

(1 + τ 1/α)1+α
,

òî ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó x 6= 0 ôóíêöiÿ (Bv(t, ·, ψ)(x))t>0 äîïóñêà¹ ïå-

ðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà.

Òåîðåìà 2.19. ßêùî ôóíêöiÿ (ψ(t))t≥0 îáìåæåíà i íåïåðåðâíà íà [0,∞), òî

ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
x→0±

2c

∞∫
0

e−λtBv(t, ·, ψ)(x) dt = ∓
∞∫

0

e−λtψ(t) dt. (2.110)

ïðè êîæíîìó λ > 0.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî ñïî÷àòêó, ùî ïðè ôiêñîâàíîìó λ > 0 âèáîðîì R > 0

ìîæíà çðîáèòè ÿê çàâãîäíî ìàëèìè âåëè÷èíè

2c

∞∫
R

e−λtBv(t, ·, ψ)(x) dt,

∞∫
R

e−λtψ(t) dt,

ïðè÷îìó â ïåðøîìó âèïàäêó ðiâíîìiðíî ïî x. Òîìó äîñèòü äîâåñòè ñïiââiä-

íîøåííÿ

lim
x→0±

2c

R∫
0

e−λtBv(t, ·, ψ)(x) dt = ∓
R∫

0

e−λtψ(t) dt (2.111)

169



ïðè äîâiëüíîìó R > 0.

Çàïèøåìî iíòåãðàë ç ëiâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (2.111) ïðè ôiêñîâàíèõ λ > 0

òà x 6= 0 ó âèãëÿäi ñóìè
3∑

k=1

Jk, äå

J1 = −2x

α

R∫
0

e−λtψ(t) dt

t∫
(t−ρ)+

g(t− τ, x, 0)
dτ

t− τ
,

J2 = −2x

α

R∫
0

e−λt dt

t∫
(t−ρ)+

g(t− τ, x, 0)(ψ(τ)− ψ(t))
dτ

t− τ
,

J3 = −2x

α

R∫
0

e−λt dt

(t−ρ)+∫
0

g(t− τ, x, 0)ψ(τ)
dτ

t− τ
,

ç äåÿêèì 0 < ρ < R.

Íåõàé âèáðàíî äîñèòü ìàëå ε > 0. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ ψ ðiâíîìiðíî íåïå-

ðåðâíà íà êîæíîìó âiäðiçêó [0, R], òî äëÿ çàäàíîãî R > 0 iñíó¹ òàêå 0 < δ <

R, ùî |ψ(τ)− ψ(t)| < ε, ÿêùî òiëüêè âèêîíó¹òüñÿ (t− ρ)+ ≤ τ ≤ t ≤ R.

Äàëi äîñëiäæó¹ìî âèðàçè Jk, k = 1, 2, 3.

|J3| ≤
2NC

α
|x|

R∫
ρ

e−λt dt

t−ρ∫
0

dτ

((t− τ)1/α + |x|)1+α
≤

≤ 2NC|x|
R∫
ρ

e−λt(ρ−1/α − t−1/α) dt→ 0, |x| → 0.

Âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü (2.18), çàïèøåìî

J1 = 2c

R∫
0

e−λtψ(t) dt

(t∧ρ)∫
0

Bg(τ, ·, 0)(x) dτ =

=

R∫
0

e−λtψ(t)

− signx+
2

π

∞∫
0

e−c(t∧ρ)ξα sin ξx

ξ
dξ

 dt.
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Òîìó iñíó¹ lim
x→0±

I1 = ∓
R∫

0

e−λtψ(t) dt. À çâiäñè âæå âèïëèâà¹, ùî I2 ìîæíà

çðîáèòè ÿê çàâãîäíî ìàëèì âèáîðîì ρ òà x.

Îòæå, ðiâíiñòü (2.111) äîâåäåíà, à ðàçîì ç íåþ äîâåäåíî i òâåðäæåííÿ

òåîðåìè.

2.3.2 W-ôóíêöiîíàë òèïó ëîêàëüíîãî ÷àñó íà ïîâåðõíi.

Íåõàé â Rd (d ≥ 2) çàäàíà ïîâåðõíÿ S � ãiïåðïëîùèíà, àáî îáìåæåíà çàìêíå-

íà ïîâåðõíÿ êëàñó H1+γ, à (p(x))x∈S äîäàòíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ (äîäàòêîâî

îáìåæåíà ó âèïàäêó ãiïåðïëîùèíè). Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

ft(x) =

t∫
0

dτ

∫
S

g(τ, x, y)p(y) dσy (2.112)

çàäàíó ïðè âñiõ t ≥ 0 òà x ∈ Rd.

ßê ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó ç îáìåæåíîþ îäíîðiäíîþ â ÷àñi ãóñòèíîþ,

ôóíêöiÿ (ft(x))t≥0,x∈Rd çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü (äèâ. (2.99))

ft(x) ≤ Ct1−1/α (2.113)

ïðè âñiõ t ≥ 0 òà x ∈ Rd ç äåÿêîþ ñòàëîþ C > 0.

Â ïóíêòi 2.2.3.1 ìè ìàëè íàãîäó äîâåñòè, ùî iñíó¹ W-ôóíêöiîíàë (ηt(p))t≥0

âiä ïðîöåñó (x(t))t≥0 òàêèé, ùî Exηt(p) = ft(x).

Ôóíêöiîíàë ηt(p̂) ç p̂(x) ≡ 1 íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíèì ÷àñîì íà S ïðîöåñó

(x(t))t≥0. Î÷åâèäíî, ùî ηt(p) =

t∫
0

p(x(s)) dηs(p̂).

Àïðîêñèìó¹ìî òåïåð ôóíêöiîíàë (ηt(p))t≥0 äåÿêèìè ïðîñòiøèìè ôóíêöiî-

íàëàìè. Äëÿ êîæíîãî h > 0 âèçíà÷èìî ôóíêöiþ (vh(x))x∈Rd, ïîêëàâøè

vh(x) =

∫
S

g(h, x, y)p(y) dσy, x ∈ Rd,

òà çàäàìî ôóíêöiîíàëè (η
(h)
t (p))t≥0 ðiâíiñòþ η

(h)
t (p) =

t∫
0

vh(x(s)) ds, t ≥ 0.

171



Ôóíêöiÿ vh ïðè ôiêñîâàíîìó h > 0 íåïåðåðâíà òà îáìåæåíà, îòæå âèçíà-

÷åíèé W-ôóíêöiîíàë (η
(h)
t (p))t≥0. Éîãî õàðàêòåðèñòèêà çàäà¹òüñÿ âèðàçîì

f
(h)
t (x) = Exη(h)

t (p) =

t∫
0

dτ

∫
Rd

g(τ, x, y)vh(y) dy =

=

h+t∫
h

dτ

∫
S

g(τ, x, y)p(y) dσy.

(2.114)

Äëÿ ôiêñîâàíèõ h > 0, λ > 0, ϕ ∈ Cb(Rd) òà äëÿ âñiõ t > 0, x ∈ Rd ïîêëàäåìî

Q
(h)
λ (t, x, ϕ) = Ex(ϕ(x(t)) exp{−λη(h)

t (p)}),

Qλ(t, x, ϕ) = Ex(ϕ(x(t)) exp{−ληt(p)}).

Ëåìà 2.20. Ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ lim
h→0+

Q
(h)
λ (t, x, ϕ) = Qλ(t, x, ϕ)

ðiâíîìiðíî âiäíîñíî x ∈ Rd òà ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî âiäíîñíî t ∈ [0,∞) òà

λ > 0.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðîñòó íåðiâíiñòü |e−a−e−b| ≤ |a−b|, ùî ñïðàâ-
äæó¹òüñÿ ïðè âñiõ a > 0 òà b > 0, ìîæåìî çàïèñàòè íàñòóïíèé ëàíöþæîê

íåðiâíîñòåé

|Q(h)
λ (t, x, ϕ)−Qλ(t, x, ϕ)| ≤ λ‖ϕ‖Ex|η(h)

t (p)− ηt(p)| ≤

≤ λ‖ϕ‖
(
Ex(η(h)

t (p)− ηt(p))2
)1/2

.

Âçÿâøè äî óâàãè ðiâíîñòi (2.112) òà (2.114), îäåðæó¹ìî íàñòóïíå ñïiââiä-

íîøåííÿ

Ex(η(h)
t (p)− ηt(p)) =

t+h∫
t

dτ

∫
S

g(τ, x, y)p(y) dσy −
h∫

0

dτ

∫
S

g(τ, x, y)p(y) dσy.

Îòæå, âèêîðèñòîâóþ÷è îöiíêó (2.113), ìîæåìî çàïèñàòè íåðiâíiñòü

sup
0≤t≤T

sup
x∈Rd
|Ex(η(h)

t (p)− ηt(p))| ≤

≤ C

[
h1−1/α + sup

0≤t≤T

(
(t+ h)1−1/α − t1−1/α

)]
,
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ùî ïðàâèëüíà ïðè âñiõ T > 0 òà h > 0. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç qT (h) âèðàç â ïðàâié

÷àñòèíi öi¹¨ íåðiâíîñòi.

Âiäïîâiäíî äî òâåðäæåííÿ Ëåìè 6.5 ç [16], ñïðàâäæó¹òüñÿ íàñòóïíà íåðiâ-

íiñòü

Ex(η(h)
t (p)− ηt(p))2 ≤ 2(f

(h)
t (x) + ft(x))qT (h)

ïðè âñiõ t ∈ [0, T ] òà x ∈ Rd. Îñêiëüêè äëÿ òàêèõ (t, x) ìà¹ìî

f
(h)
t (x) ≤ C(T + h)1−1/α òà ft(x) ≤ CT 1−1/α,

ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî

Ex(η(h)
t (p)− ηt(p))2 ≤ 4C(T + h0)

1−1/αqT (h)

ïðè âñiõ t ∈ [0, T ], x ∈ Rd òà h ∈ (0, h0] (ç äîâiëüíèìè ôiêñîâàíèìè T > 0 òà

h0 > 0).

Îñêiëüêè qT (h)→ 0, ïðè h→ 0+, äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî T > 0, òî

sup
0<λ≤Λ

sup
0≤t≤T

sup
x∈Rd
|Q(h)

λ (t, x, ϕ)−Qλ(t, x, ϕ)| → 0,

ïðè h→ 0+, äëÿ êîæíèõ T > 0 òà Λ > 0.

Ôîðìóëà Ôåéíìàíà-Êàöà äîçâîëÿ¹ íàì çàïèñàòè íàñòóïíå iíòåãðàëüíå

ðiâíÿííÿ äëÿ Q(h)
λ

Q
(h)
λ (t, x, ϕ) =

∫
Rd

g(t, x, y)ϕ(y) dy−

−λ
t∫

0

dτ

∫
Rd

g(t− τ, x, y)Q
(h)
λ (τ, y, ϕ)vh(y) dy,

(2.115)

äå t > 0, x ∈ Rd.

Ïåðåâiðèìî, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
h→0+

∫
Rd

ψ(y)vh(y) dy =

∫
S

ψ(y)p(y) dσy
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äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ ψ ∈ Cb(Rd). Äiéñíî, ìiíÿþ÷è ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ, îäåð-

æó¹ìî ðiâíiñòü ∫
Rd

ψ(z)vh(z) dz =

∫
Rd

ψ(z)

∫
S

g(h, z, y)p(y) dσy dz =

=

∫
S

p(y)

∫
Rd

ψ(z)g(h, z, y) dz dσy =

∫
S

p(y)

∫
Rd

ψ(z)g(h, y, z) dz dσy.

Àëå æ lim
h→0+

∫
Rd

ψ(z)g(h, y, z) dz = ψ(y) ðiâíîìiðíî ïî y ∈ S. Òîìó ïîòðiáíà

ðiâíiñòü âñòàíîâëåíà.

Ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi (äèâ. äîâåäåíó âèùå ëåìó) ïðè h→ 0+ â ðiâíÿííi

(2.115), îäåðæèìî íàñòóïíå ðiâíÿííi äëÿ Qλ(t, x, ϕ) (t > 0, x ∈ Rd)

Qλ(t, x, ϕ) =

∫
Rd

g(t, x, y)ϕ(y) dy−

−λ
t∫

0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, y)Qλ(τ, y, ϕ)p(y) dσy.

(2.116)

Âèïàäîê d = 1 ìàéæå íi÷èì íå âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ðîçãëÿíóòîãî âèùå. Ëèøå

òðåáà âðàõóâàòè, ùî S = {0}, p(x) ≡ p ∈ (0,∞) i

ft(x) = p

t∫
0

g(τ, x, 0) dτ, t > 0, x ∈ R.

Òîäi ôóíêöiîíàë (ηt(p))t≥0 ¹ äîìíîæåíèì íà p ëîêàëüíèì ÷àñîì ïðîöåñó

(x(t))t≥0 â íóëi (ïî÷àòêó êîîðäèíàò).

Äëÿ ôóíêöi¨

Qλ(t, x, ϕ) = Ex(ϕ(x(t)) exp{−ληt(p)}),

äå λ > 0, ϕ ∈ Cb(R), çàäàíî¨ ïðè âñiõ t > 0, x ∈ Rd, ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiä-

íîøåííÿ

Qλ(t, x, ϕ) =

∫
R

g(t, x, y)ϕ(y) dy − λp
t∫

0

g(t− τ, x, 0)Qλ(τ, 0, ϕ) dτ (2.117)
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2.3.3 Ïðîöåñ ç ëèïó÷îþ ìåìáðàíîþ.

Ðîçãëÿíåìî (x̂(t),M̂t,Px) � ñòàíäàðòíèé ïðîöåñ Ìàðêîâà â Rd, äå x̂(t) =

x(ζt), M̂t =Mζt, à ζt = inf{s ≥ 0 : s+ ηs(p) ≥ t}.

Òåîðåìà 2.21. Äëÿ êîæíî¨ ϕ ∈ Hb(Rd) (d ≥ 2) ôóíêöiÿ

Û(λ, x, ϕ) =

∞∫
0

e−λtExϕ(x̂(t)) dt, λ > 0, x ∈ Rd,

¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (I), (II).

Äîâåäåííÿ. Çîñåðåäèìîñü íà âèïàäêó îáìåæåíî¨ çàìêíåíî¨ ïîâåðõíi êëàñó

H1+γ. Äëÿ ãiïåðïëîùèíè äîâåäåííÿ íi÷èì íå âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä íàâåäåíîãî

íèæ÷å.

Äiþ ðåçîëüâåíòíîãî îïåðàòîðà ïðîöåñó (x̂(t))t≥0 ìîæíà îá÷èñëèòè íàñòó-

ïíèì ÷èíîì (äèâ. [21, Ãë. II, �6])

Ex

∞∫
0

e−λtϕ(x̂(t)) dt = Ex

∞∫
0

e−λtϕ(x(ζt)) dt =

= Ex

∞∫
0

e−λ(t+ηt(p))ϕ(x(t)) dt+ Ex

∞∫
0

e−λ(t+ηt(p))ϕ(x(t)) dηt(p),

(2.118)

äå x ∈ Rd, λ > 0, ϕ ∈ Cb(Rd).

Ïåðøèé äîäàíîê â ïðàâié ÷àñòèíi (2.118) ìîæíà çíàéòè ç ðiâíÿííÿ (2.116).

Äîìíîæèâøè îáèäâi ÷àñòèíè öüîãî ðiâíÿííÿ íà e−λt òà çiíòåãðóâàâøè âiäíî-

ñíî t ïî (0,∞), îäåðæèìî ðiâíÿííÿ

U1(λ, x, ϕ) =

∫
Rd

G(λ, x, y)ϕ(y) dy − λ
∫
S

G(λ, x, y)U1(λ, y, ϕ)p(y) dσy, (2.119)

äå G(λ, x, y) =

∞∫
0

g(t, x, y)e−λt dt òà

U1(λ, x, ϕ) =

∞∫
0

Qλ(t, x, ϕ)e−λt dt = Ex

∞∫
0

e−λ(t+ηt(p))ϕ(x(t)) dt.
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Ùîá îá÷èñëèòè äðóãèé äîäàíîê â ïðàâié ÷àñòèíi (2.118), çàóâàæèìî, ùî

Ex

∞∫
0

e−λ(t+ηt(p))ϕ(x(t)) dηt(p) = lim
h→0+

Ex

∞∫
0

e−λ(t+ηt(p))ϕ(x(t))vh(x(t)) dt,

äå vh(x) =

∫
S

g(h, x, y)p(y) dσy, h > 0, x ∈ Rd, ÿê i âèùå.

Îñêiëüêè

Ex

∞∫
0

e−λ(t+ηt(p))ϕ(x(t))vh(x(t)) dt = U1(λ, x, ϕ · vh),

òî ç (2.119) ìà¹ìî íàñòóïíå ðiâíÿííÿ äëÿ U2(λ, x, ϕ) = lim
h→0+

U1(λ, x, ϕ · vh)

U2(λ, x, ϕ) =

∫
S

G(λ, x, y)ϕ(y)p(y) dσy − λ
∫
S

G(λ, x, y)U2(λ, y, ϕ)p(y) dσy.

(2.120)

Ïîêëàäåìî òåïåð Û(λ, x, ϕ) = U1(λ, x, ϕ) + U2(λ, x, ϕ). Òîäi

Ex

∞∫
0

e−λtϕ(x̂(t)) dt = Û(λ, x, ϕ).

Ç ðiâíÿíü (2.119), (2.120) (äèâ., òàêîæ, ïiäïóíêò 2.3.1.2) âèïëèâà¹ òå, ùî ôóí-

êöiÿ Û çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ AÛ(λ, ·, ϕ)(x) = λÛ(λ, x, ϕ) − ϕ(x) â îáëàñòi

x ∈ Rd \ S äëÿ êîæíîãî λ > 0. Öå çáiãà¹òüñÿ ç (I).

ßê íàñëiäîê ç ïiäïóíêòó 2.3.1.2 (äèâ. Òåîðåìó 2.17), ìà¹ìî íàñòóïíi ñïiâ-

âiäíîøåííÿ (x ∈ S, λ > 0)

Bν(x)U1(λ, ·, ϕ)(x±) =

∫
Rd

Gν(x)(λ, x, y)ϕ(y) dy−

− λ
∫
S

Gν(x)(λ, x, y)U1(λ, y, ϕ)p(y) dσy ± λp(x)U1(λ, x, ϕ),

Bν(x)U2(λ, ·, ϕ)(x±) =

∫
S

Gν(x)(λ, x, y)ϕ(y)p(y) dy ∓ p(x)ϕ(x)−

− λ
∫
S

Gν(x)(λ, x, y)U2(λ, y, ϕ)p(y) dσy ± λp(x)U2(λ, x, ϕ).
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Òîäi ôóíêöiÿ Û çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (λ > 0, x ∈ S)

Bν(x)Û(λ, ·, ϕ)(x+)−Bν(x)Û(λ, ·, ϕ)(x−) = 2p(x)(λÛ(λ, x, ϕ)− ϕ(x)),

òîáòî óìîâó (II). Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ó âèïàäêó d = 1 â äîâåäåííi òåîðåìè òðåáà áóëî á ïèñàòè:

U1(λ, x, ϕ) =

∫
R

G(λ, x, y)ϕ(y) dy − λpG(λ, x, 0)U1(λ, 0, ϕ);

U2(λ, x, ϕ) = G(λ, x, 0)ϕ(0)− λpG(λ, x, 0)U2(λ, 0, ϕ).

Òîäi

2cBU1(λ, ·, ϕ)(0±) = 2c

∫
R

BG(λ, ·, y)(0)ϕ(y) dy ± λpU1(λ, 0, ϕ);

2cBU2(λ, ·, ϕ)(0±) = ∓pϕ(0)± λpU2(λ, 0, ϕ).

Îòæå, äëÿ Û = U1 + U2 ìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

λÛ(λ, 0, ϕ)− ϕ(0) =
1

2p
2c
[
BÛ(λ, ·, ϕ)(0+)−BÛ(λ, ·, ϕ)(0−)

]
,

ÿêå çáiãà¹òüñÿ ç óìîâîþ (II) ó âèïàäêó d = 1 i S = {0}.

2.3.4 Äåÿêi ïðèêiíöåâi çàóâàæåííÿ.

Ëåãêî çðîçóìiòè, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ (äèâ. ïîçíà÷å-

ííÿ â 2.3.1.2)

Û(λ, x, ϕ) = U(λ, x, ϕ) + λV (λ, x, ϕ · p)− λV (λ, x, û · p)

ïðè âñiõ λ > 0, x ∈ Rd òà êîæíié ôóíêöi¨ ϕ ∈ Hb(Rd). Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöi¨

(ϕ(x))x∈Rd, (ϕ(x)p(x))x∈S òà (û(t, x, ϕ)p(x))t>0,x∈S îáìåæåíi íà ñâî¨õ îáëàñòÿõ

âèçíà÷åííÿ.
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Îñêiëüêè ïðè t > 0, x ∈ Rd \ S âèêîíó¹òüñÿ

∂

∂t
Av(t, ·, ψ)(x) =

∫
S

Ag(0+,·, y)(x)ψ(t, y) dσy+

+

t∫
0

dτ

∫
S

A2g(t− τ, ·, y)(x)ψ(τ, y) dσy,

äëÿ êîæíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ ψ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2.98), âèêîðèñòî-

âóþ÷è íåðiâíîñòi (1.11) òà (1.12), ìîæíà îäåðæàòè íàñòóïíó îöiíêó∣∣∣∣ ∂∂tAv(t, ·, ψ)(x)

∣∣∣∣ ≤ Ct−β(1 + t), t > 0, x ∈ Rd \ S.

Òîäi ôóíêöiÿ

(
∂

∂t
Av(t, ·, ψ)(x)

)
t>0,x∈Rd\S

äîïóñêà¹ ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà çà

çìiííîþ t. Òåïåð âæå ÿñíî, ùî ôóíêöi¨

(λAV (λ, ·, ϕ · p)(x))λ>0 , (λAV (λ, ·, û · p)(x))λ>0

i, îòæå, (AÛ(λ, x, ϕ))λ>0 ¹ ïåðåòâîðåííÿìè Ëàïëàñà ïðè êîæíîìó x ∈ Rd \S.
Âçÿâøè äî óâàãè ñïiââiäíîøåííÿ (I), ÿêå ôóíêöiÿ Û çàäîâîëüíÿ¹, ïðèõî-

äèìî äî òâåðäæåííÿ, ùî ôóíêöiÿ (λÛ(λ, x, ϕ) − ϕ(x))λ>0 ¹ ïåðåòâîðåííÿì

Ëàïëàñà ïðè êîæíîìó x ∈ Rd \ S. Öå îçíà÷à¹, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà (i).

Óìîâà (ii), î÷åâèäíî, òàêîæ ñïðàâäæó¹òüñÿ.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2.

Â öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ ïîòåíöiàëè ïðîñòîãî øàäó äëÿ ïñåâäîäèôå-

ðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ, ïîâ'ÿçàíîãî iç ñèìåòðè÷íèì ñòiéêèì âèïàäêîâèì ïðî-

öåñîì. Íîñi¹ì ïîòåíöiàëó âèñòóïà¹ îáìåæåíà çàìêíåíà äîñèòü ãëàäêà ïîâåðõ-

íÿ àáî æ ãiïåðïëîùèíà.

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì öüîãî ðîçäiëó ¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî ñòðèáîê

ðåçóëüòàòó äi¨ îïåðàòîðà B íà ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó â íàïðÿìi êîíîðìàëi

äî ïîâåðõíi-íîñiÿ â òî÷êàõ öi¹¨ ïîâåðõíi. Äîñëiäæåíi âëàñòèâîñòi ïîòåíöià-

ëó ïðîñòîãî øàðó i íàçâàíà òåîðåìà äîçâîëèëè ïîáóäóâàòè ôóíäàìåíòàëüíi
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ðîçâ'ÿçêè äðóãî¨ òà òðåòüî¨ ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷. Ðîçâ'ÿçêè ðîçãëÿíóòèõ

çàäà÷ ¹ îáìåæåíèìè ïðè îáìåæåíèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ òà ìàþòü íàïiâãðó-

ïîâó âëàñòèâiñòü. Ïðîòå, òiëüêè ó âèïàäêó ñèìåòðè÷íî¨ òðåòüî¨ ïî÷àòêîâî-

êðàéîâî¨ çàäà÷i, ¨¨ ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ¹ ùiëüíiñòþ éìîâiðíîñòi ïå-

ðåõîäó äåÿêîãî ïðîöåñó Ìàðêîâà. Öåé ïðîöåñ óòâîðþ¹òüñÿ ç âèõiäíîãî ñèìå-

òðè÷íîãî ñòiéêîãî ïðîöåñó óáèâàííÿì îñòàííüîãî ç ïåâíîþ iíòåíñèâíiñòþ íà

ãðàíè÷íié ïîâåðõíi.

Êðiì òîãî, â öüîìó ðîçäiëi äîâåäåíî iñíóâàííÿ ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà çà

çìiííîþ ÷àñó ïîòåíöiàëà ïðîñòîãî øàðó òà äîñëiäæåíi âëàñòèâîñòi òàêîãî ïå-

ðåòâîðåííÿ. Çîêðåìà, âñòàíîâëåíà òåîðåìà ïðî ñòðèáîê ðåçóëüòàòó äi¨ îïå-

ðàòîðà B íà çîáðàæåííÿ ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó â íàïðÿìi êîíîðìàëi äî

ïîâåðõíi-íîñiÿ â òî÷êàõ öi¹¨ ïîâåðõíi çà óìîâè îáìåæåíî¨ íåïåðåðâíî¨ ãóñòèíè

ïîòåíöiàëó. Öå äàëî çìîãó ïîáóäóâàòè âèïàäêîâèé ïðîöåñ, ÿêèé ìîäåëþ¹ ëè-

ïó÷iñòü äàíî¨ ïîâåðõíi. Òàêèé ïðîöåñ ïîáóäîâàíî ç äîïîìîãîþ äåÿêî¨ âèïàä-

êîâî¨ çàìiíè ÷àñó â ñèìåòðè÷íîìó ñòiéêîìó âèïàäêîâîìó ïðîöåñi ç äîïîìîãîþ

ôóíêöiîíàëó òèïó ëîêàëüíîãî ÷àñó íà ïîâåðõíi.

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 2 îïóáëiêîâàíî â [61, 63�65, 68] òà àíîíñîâàíî â [80,

82,84�89].
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Ðîçäië 3

Àäèòèâíå çáóðåííÿ ñèìåòðè÷íèõ

α-ñòiéêèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ.

Â öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàòèìåìî çáóðåííÿ iíôiíiòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà A

ñèìåòðè÷íîãî α-ñòiéêîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó ç äîïîìîãîþ äîäàâàííÿ äî íüî-

ãî îïåðàòîðà âèäó (a(·),B), äå a � äåÿêà âèìiðíà Rd-çíà÷íà ôóíêöiÿ íà Rd

(ìîæëèâî i óçàãàëüíåíà). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ba îïåðàòîð (a,B) ç äåÿêèì íå-

íóëüîâèì âåêòîðîì a ∈ Rd. Çàóâàæèìî, ùî â ðîçäiëi 2 ÷åðåç Bν ïîçíà÷àâñÿ

îïåðàòîð (2cν,B).

Òàêèì ÷èíîì, íàñ öiêàâèòü ïîáóäîâà íàïiâãðóïè ïåðåòâîðåíü ïðîñòîðó

Cb(Rd), äëÿ ÿêî¨ äiÿ ¨¨ iíôiíiòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà íà ôóíêöiþ ϕ çâîäèëàñü

áè äî ñóìèAϕ+(a(·),Bϕ). Ç òî÷êè çîðó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü öå îçíà÷à¹,

ùî ìè ìà¹ìî âiä çàäà÷i Êîøi

∂u(t, x)

∂t
=Au(t, ·)(x), t > 0, x ∈ Rd;

u(0+, x) =ϕ(x), x ∈ Rd,

ðîçâ'ÿçêîì ÿêî¨ ¹ íàïiâãðóïà u(t, ·, ϕ) =

∫
Rd

g(t, ·, y)ϕ(y) dy, t > 0, ïåðåéòè äî

íàñòóïíî¨ çàäà÷i. Äëÿ çàäàíî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ Cb(Rd) ðîçøóêó¹òüñÿ òàêà ôóíêöiÿ

(û(t, x))t>0,x∈Rd, ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

∂û(t, x)

∂t
= Aû(t, ·)(x) + (a(x),Bû(t, ·)(x))
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â îáëàñòi t > 0, x ∈ Rd òà çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâó óìîâó

û(0+, x) = ϕ(x)

ïðè âñiõ x ∈ Rd.

ßêùî ïðèïóñòèòè iñíóâàííÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i, òîá-

òî, òàêî¨ ôóíêöi¨ (ĝ(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd, ùî

û(t, x) =

∫
Rd

ĝ(t, x, y)ϕ(y) dy

ïðè âñiõ t > 0, x ∈ Rd i öå äëÿ êîæíî¨ ϕ ∈ Cb(Rd), òî ìà¹ìî, òàê çâàíi,

ðiâíÿííÿ çáóðåííÿ

ĝ(t, x, y) = g(t, x, y) +

t∫
0

dτ

∫
Rd

g(t− τ, x, z)(a(z),Bĝ(τ, ·, y)(z)) dz,

ĝ(t, x, y) = g(t, x, y) +

t∫
0

dτ

∫
Rd

ĝ(t− τ, x, z)(a(z),Bg(τ, ·, y)(z)) dz.

(3.1)

Íàïiâãðóïó ïåðåòâîðåíü ïðîñòîðó Cb(Rd), ÿêà á âiäïîâiäàëà îïåðàòîðîâi

Aϕ+(a(·),Bϕ) â òàêèé æå ñïîñiá, ÿê íàïiâãðóïà u(t, ·, ϕ)t>0 âiäïîâiäà¹ îïåðà-

òîðîâi A, ìîæíà áóäóâàòè íàñòóïíèì ÷èíîì. Ñïî÷àòêó äîâîäèìî ôàêò iñíó-

âàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿíü çáóðåííÿ. Ïiñëÿ öüîãî ñëiä ïåðåâiðèòè,

ùî öåé ðîçâ'ÿçîê çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ Êîëìîãîðîâà-×åïìåíà (äèâ. Òâåð-

äæåííÿ 1.2). ßêùî âèÿâèòüñÿ, ùî ôóíêöiÿ ĝ ïðèéìà¹ ëèøå íåâiä'¹ìíi çíà÷å-

ííÿ i
∫
Rd

ĝ(t, x, y) dy ≤ 1 ïðè âñiõ t > 0 òà x ∈ Rd, òî âîíà ìîæå ðîçãëÿäàòèñü,

ÿê ùiëüíiñòü éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó äåÿêîãî ïðîöåñó Ìàðêîâà â Rd (ìîæëèâî

îáðèâíîãî). ßêùî æ ôóíêöiÿ ĝ íå ¹ íåâiä'¹ìíîþ, àëå
∫
Rd

ĝ(t, x, y) dy ≡ 1, òî

âîíà ïîðîäæó¹ ëèøå ïñåâäîïðîöåñ (â ñåíñi ðîáiò [5, 14, 15, 45]), íà ÿêèé ìî-

æóòü áóòè ïåðåíåñåíi äåÿêi ïîíÿòòÿ òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ, íàïðèêëàä,

ïîíÿòòÿ ëîêàëüíîãî ÷àñó. Â íàñòóïíèõ ïóíêòàõ öüîãî ðîçäiëó ñëiäóâàòèìåìî

îïèñàíîìó ïëàíó.
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Ñèìåòðè÷íi ñòiéêi âèïàäêîâi ïðîöåñè (òà äåÿêi áiëüø çàãàëüíi ïðîöåñè)

çáóðþâàëèñÿ îïåðàòîðîì âèäó (a(x),∇) ç áiëüø ÷è ìåíø ñèíãóëÿðíîþ ôóí-

êöi¹þ (a(x))x∈Rd â áàãàòüîõ ïóáëiêàöiÿõ òàêèõ, ÿê, íàïðèêëàä, [12, 25, 30, 35,

91,93,105]. Îñîáëèâiñòþ ðåçóëüòàòiâ, ùî ïðåäñòàâëÿþòüñÿ òóò, ¹ âèêîðèñòàííÿ

îïåðàòîðà B çàìiñòü ∇, ÿê éîãî àíàëîãà äëÿ âñiõ α ∈ (1, 2).

3.1 Çáóðåííÿ ç êîåôiöi¹íòîì iç Lp.

3.1.1 Ðiâíÿííÿ çáóðåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî ïåðøå ç ðiâíÿíü (3.1). Øóêàòèìåìî éîãî ðîçâ'ÿçîê ó âèãëÿäi

ĝ(t, x, y) = g(t, x, y) +

t∫
0

dτ

∫
Rd

g(t− τ, x, z)V (τ, z, y)|a(z)| dz, (3.2)

äå ôóíêöiÿ V (t, x, y) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

V (t, x, y) = V0(t, x, y) +

t∫
0

dτ

∫
Rd

V0(t− τ, x, z)V (τ, z, y)|a(z)| dz, (3.3)

â ÿêîìó

V0(t, x, y) = (Bg(t, ·, y)(x), e(x)) =
1

c α

(y − x, e(x))

t
g(t, x, y). (3.4)

Òóò ôóíêöiÿ (e(x))x∈Rd âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ e(x) =
1

|a(x)|
a(x) äëÿ x ∈ Rd

òàêèõ, ùî |a(x)| 6= 0 i äîâiëüíèì ÷èíîì (çi çáåðåæåííÿì âèìiðíîñòi) â iíøîìó

âèïàäêó.

Ðiâíÿííÿ (3.3) ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ìåòîäîì ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü, òîáòî éîãî

ðîçâ'ÿçîê ìîæå áóòè çíàéäåíèé ó âèãëÿäi

V (t, x, y) =
∞∑
k=0

Vk(t, x, y), (3.5)

äå V0(t, x, y) âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (3.4), à äëÿ k ≥ 1 ñïðàâäæó¹òüñÿ íàñòóïíå
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ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ

Vk(t, x, y) =

t∫
0

dτ

∫
Rd

V0(t− τ, x, z)Vk−1(τ, z, y)|a(z)| dz.

Äîâåäåìî iñíóâàííÿ òà äîñëiäèìî äåÿêi âëàñòèâîñòi çáóðåííÿ (ðîçâ'ÿçêó

ðiâíÿíü (3.1)) ç ôóíêöi¹þ a, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ïåâíó óìîâó iíòåãðîâíîñòi. Íà-

ãàäà¹ìî äåÿêi íåðiâíîñòi, ùî áóäóòü íàì ïîòðiáíi äàëi.

Ïåðøà ç íèõ âæå íåîäíîðàçîâî âèêîðèñòîâóâàëàñü i âèãëÿäà¹ íàñòóïíèì

÷èíîì

g(t, x, y) ≤ N
t

(t1/α + |y − x|)d+α
, (3.6)

äå N > 0 äåÿêà ñòàëà, t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd. Â ðîáîòi [29] äîâåäåíî, ùî

t∫
0

dτ

∫
Rd

(t− τ)β/α

((t− τ)1/α + |z − x|)d+α+k

τ γ/α

(τ 1/α + |y − z|)d+α+l
dz ≤

≤ C

[
B

(
β − k
α

, 1 +
γ

α

)
t
β+γ−k
α

1

(t1/α + |y − x|)d+α+l
+

+ B

(
1 +

β

α
,
γ − l
α

)
t
β+γ−l
α

1

(t1/α + |y − x|)d+α+k

]
,

(3.7)

äëÿ äåÿêèõ ñòàëèõ β, γ, k, l, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi: −α < k < β,

−α < l < γ, ç äåÿêîþ ñòàëîþ C > 0, ùî çàëåæèòü ëèøå âiä d, α, k òà l. Òóò

B(·, ·) ¹ áåòà-ôóíêöi¹þ Åéëåðà.

Êðiì òîãî âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ñòàíäàðòíi ïîçíà÷åííÿ

‖a‖p =

∫
Rd

|a(x)|p dx

1/p

, ‖a‖∞ = max
x∈Rd
|a(x)|.

Òåîðåìà 3.1. Íåõàé ôóíêöiÿ (a(x))x∈Rd çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó: a ∈ Lp(Rd) ç

äåÿêèì p > d+ α (ìîæëèâî, p =∞).

Çáóðåííÿ (ĝ(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd iñíó¹ òà ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

� çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ Êîëìîãîðîâà-×åïìåíà∫
Rd

ĝ(t, x, z)ĝ(s, z, y) dz = ĝ(t+ s, x, y), t > 0, s > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd;
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� ÿê ôóíêöiÿ òðåòüîãî àðãóìåíòà (ïðè ôiêñîâàíèõ ïåðøèõ äâîõ) ¹ àá-

ñîëþòíî iíòåãðîâíèì i
∫
Rd

ĝ(t, x, y) dy ≡ 1.

Ïåðø, íiæ äîâîäèòü öþ òåîðåìó, äîâåäåìî äåÿêå äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 3.2. Ñïðàâäæó¹òüñÿ íàñòóïíà ðiâíiñòü

B

 t∫
0

dτ

∫
Rd

g(t− τ, ·, z)V (τ, z, y)|a(z)| dz

 (x) =

=

t∫
0

dτ

∫
Rd

Bg(t− τ, ·, z)(x)V (τ, z, y)|a(z)| dz.

Äîâåäåííÿ. Ïðèãàäà¹ìî íàñòóïíå ïðåäñòàâëåííÿ äi¨ îïåðàòîðà B íà îáìåæå-

íó ëiïøèöåâó ôóíêöiþ (ϕ(x))x∈Rd:

Bφ(x) =
qα
α

∫
Rd

φ(x+ u)− φ(x)

|u|d+α
u du, x ∈ Rd,

äå qα =
Γ(α + 1)Γ((d+ α)/2) sin(πα/2)

π(d+1)/2Γ((α + 1)/2)
.

Ïîðÿä ç îïåðàòîðîì B ðîçãëÿíåìî ñiì'þ îïåðàòîðiâ {B(ε) : ε > 0}, ùî
äiþòü íà ëiïøèöåâó îáìåæåíó ôóíêöiþ (ϕ(x))x∈Rd âiäïîâiäíî äî òàêîãî ïðà-

âèëà

B(ε)ϕ(x) =
qα
α

∫
|u|≥ε

ϕ(x+ u)− ϕ(x)

|u|d+α
u du.

ßñíî, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ lim
ε→0+

B(ε)ϕ(x) = Bϕ(x), x ∈ Rd äëÿ

âñiõ îïèñàíèõ âèùå ôóíêöié ϕ.

Íåðiâíîñòi (3.6), (3.10) äîçâîëÿþòü ñòâåðäæóâàòè, ùî äëÿ êîæíîãî T > 0

ïðè âñiõ 0 < τ < t ≤ T , x ∈ Rd, y ∈ Rd, z ∈ Rd, u ∈ Rd ñïðàâäæó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü

|(g(t− τ, x+ u, z)− g(t− τ, x, z))V (τ, z, y)|a(z)|| ≤

≤ NCT |a(z)|
|u|d+α−1

(
t− τ

((t− τ)1/α + |z − x− u|)d+α
+

t− τ
((t− τ)1/α + |z − x|)d+α

)
×

× 1

(τ 1/α + |y − z|)d+α−1
.
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Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê ñêií÷åííîãî p. Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíîñòi Ãå-

ëüäåðà òà Ìiíêîâñüêîãî, ïðè êîæíèõ 0 < t ≤ T , x ∈ Rd, y ∈ Rd, u ∈ Rd

ìîæåìî çàïèñàòè íåðiâíiñòü

I =

∫ t

0

dτ

∫
Rd

|(g(t− τ, x+ u, z)− g(t− τ, x, z))V (τ, z, y)|a(z)|| dz ≤

≤ CTN‖a‖pT 1/p×

×


 t∫

0

dτ

∫
Rd

(t− τ)q

((t− τ)1/α + |z − x− u|)(d+α)q

1

(τ 1/α + |y − z|)(d+α−1)q
dz

1/q

+

+

 t∫
0

dτ

∫
Rd

(t− τ)q

((t− τ)1/α + |z − x|)(d+α)q

1

(τ 1/α + |y − z|)(d+α−1)q
dz

1/q
 ,

â ÿêié ÷èñëî q âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì
1

p
+

1

q
= 1. Ëåãêî áà÷èòè, ùî

iíòåãðàëè â ïðàâié ÷àñòèíi öi¹¨ íåðiâíîñòi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè çàñòîñóâàííÿ

íåðiâíîñòi (3.7). Òîìó çãiäíî ç íåþ ìà¹ìî, ùî

I ≤ KT

(
t1−

d+α
αp

(t1/α + |y − x− u|)d+α−1
+

t1−
d+α
αp + 1

α

(t1/α + |y − x− u|)d+α
+

+
t1−

d+α
αp

(t1/α + |y − x|)d+α−1
+

t1−
d+α
αp + 1

α

(t1/α + |y − x|)d+α

)
≤

≤ K̃T t
1−d+ααp

(
1

(t1/α + |y − x− u|)d+α−1
+

1

(t1/α + |y − x|)d+α−1

)
,

äå KT > 0 i K̃T > 0 � äåÿêi ñòàëi.

ßêùî æ p =∞, òî ìà¹ìî∣∣∣∣ u

|u|d+α
(g(t− τ, x+ u, z)− g(t− τ, x, z))V (τ, z, y)|a(z)|

∣∣∣∣
≤ N‖a‖∞
|u|d+α−1

(
t− τ

((t− τ)1/α + |z − x− u|)d+α
+

t− τ
((t− τ)1/α + |z − x|)d+α

)
1

(τ 1/α + |y − z|)d+α−1
.
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Òîìó, âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü (3.7), îäåðæèìî

I ≤ KT

(
t

(t1/α + |y − x− u|)d+α−1
+

t1+ 1
α

(t1/α + |y − x− u|)d+α
+

+
t

(t1/α + |y − x|)d+α−1
+

t1+ 1
α

(t1/α + |y − x|)d+α

)
≤

≤ K̃T t

(
1

(t1/α + |y − x− u|)d+α−1
+

1

(t1/α + |y − x|)d+α−1

)
ç äåÿêèìè ñòàëèìè KT > 0 i K̃T > 0.

Çâiäñè ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî ïðè êîæíèõ ôiêñîâàíèõ t > 0, x ∈ Rd,

y ∈ Rd ôóíêöiÿ(
g(t− τ, x+ u, z)− g(t− τ, x, z))V (τ, z, y)|a(z)| u

|u|d+α

)
u∈Rd,τ∈(0,t),z∈Rd

iíòåãðîâíà íà êîæíié ìíîæèíi (u, τ, z) ∈ {|u| ≥ ε} × (0; t)× Rd ç ε > 0.

Òàêèì ÷èíîì, âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó Ôóáiíi, îäåðæó¹ìî ïðè êîæíîìó

ε > 0 íàñòóïíó ðiâíiñòü

B(ε)

 t∫
0

dτ

∫
Rd

g(t− τ, ·, z)V (τ, z, y)|a(z)| dz

 (x) =

=

t∫
0

dτ

∫
Rd

B(ε)g(t− τ, ·, z)(x)V (τ, z, y)|a(z)| dz.

(3.8)

Íåðiâíîñòi (3.6), (3.7) òà |Bg(t, ·, y)(x)| ≤ const

(t1/α + |y − x|)d+α−1
ç âðàõóâà-

ííÿì (3.7) ïîêàçóþòü, ùî iíòåãðàë

t∫
0

dτ

∫
Rd

Bg(t− τ, ·, z)(x)V (τ, z, y)|a(z)| dz

iñíó¹. Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ ëåìè äîñèòü òåïåð ïåðåéòè äî ãðàíèöi ïðè

ε→ 0+ â ðiâíîñòi (3.8).

Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 3.1. Ôîðìóëè (3.4), (3.6) òà (3.7) äîçâîëÿþòü íàì çàïè-

ñàòè íåðiâíiñòü

|V0(t, x, y)| ≤ N

cα

1

(t1/α + |y − x|)d+α−1
. (3.9)
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Òîäi äëÿ âñiõ k ∈ N òà t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd ñïðàâäæó¹òüñÿ íàñòóïíà îöiíêà

|Vk(t, x, y)| ≤ N

cα

t∫
0

dτ

∫
Rd

1

((t− τ)1/α + |z − x|)d+α−1
|Vk−1(τ, z, y)||a(z)| dz.

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü (3.7) ìîæíà ïîêàçàòè çà iíäóêöi¹þ ïî k, ùî ôóí-

êöi¨ Vk äëÿ k = 0, 1, 2, . . . çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi (p ñêií÷åííå)

|Vk(t, x, y)| ≤ ‖a‖kp
(
N

cα

)k+1

CkνRk
tk

ρ
α

(t1/α + |y − x|)d+α−1
≤

≤ ‖a‖kp
(
N

cα

)k+1

CkνRk t
(kρ−d+1) 1

α−1,

äå ν = 1 − 1
p , ρ = 1 − d

p , à ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü {Rk : k ≥ 0} âèçíà÷à¹òüñÿ
ðåêóðåíòíèì ñïiââiäíîøåííÿì

Rk = Rk−1

(
B

(
p− d− α
α(p− 1)

, 1 + (k − 1)
p− d

α(p− 1)

)
+

+B

(
1,
p− d− α
α(p− 1)

+ (k − 1)
p− d

α(p− 1)

))1− 1
p

ç R0 = 1.

ßêùî æ p =∞, òî

|Vk(t, x, y)| ≤ Qk
tk/α

(t1/α + |y − x|)d+α−1
,

äå Q0 =
N

cα
, à ïðè k ≥ 1 âèêîíó¹òüñÿ

Qk =
NC‖a‖∞

cα
Qk−1

[
B

(
1

α
, 1 +

k − 1

α

)
+B

(
1,
k

α

)]
.

Òàêèì ÷èíîì, ðÿä â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (3.5) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî ïî

x ∈ Rd, y ∈ Rd òà ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî ïî t > 0. Îòæå, ôóíêöiÿ V çàäàíà öi¹þ

ðiâíiñòþ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (3.3). Äîäàòêîâî îäåðæó¹ìî, ùî öåé ðîçâ'ÿçîê

çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

|V (t, x, y)| ≤ CT
1

(t1/α + |y − x|)d+α−1
(3.10)

ïðè âñiõ x ∈ Rd, y ∈ Rd òà 0 < t ≤ T , äå CT � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà, ÿêà

ìîæëèâî çàëåæèòü âiä T > 0.
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Çàóâàæåííÿ 3.1. Ôóíêöiÿ V (t, x, y) ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (3.3) â êëà-

ñi ôóíêöié, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü (3.10).

Îñòàòî÷íî, îñêiëüêè ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(Bĝ(t, ·, y)(x), e(x)) = V (t, x, y),

òî ôóíêöiÿ

ĝ(t, x, y) = g(t, x, y) +

t∫
0

dτ

∫
Rd

g(t− τ, x, z)V (τ, z, y)|a(z)| dz, (3.11)

¹ çáóðåííÿì ùiëüíîñòi éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó ñèìåòðè÷íîãî α-ñòiéêîãî âèïàä-

êîâîãî ïðîöåñó.

Äîâåäåìî, ùî ôóíêöiÿ ĝ(t, x, y) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ Êîëìîãîðîâà-×åï-

ìåíà

ĝ(t+ s, x, y) =

∫
Rd

ĝ(s, x, z)ĝ(t, z, y) dz (3.12)

äëÿ âñiõ s > 0, t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd. Ïåðø çà âñå çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ

g(t, x, y) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (3.12).

Ïîêëàäåìî ïðè âñiõ t > 0, x ∈ Rd

û(t, x, ϕ) =

∫
Rd

ĝ(t, x, y)ϕ(y) dy, u(t, x, ϕ) =

∫
Rd

g(t, x, y)ϕ(y) dy,

W (t, x, ϕ) =

∫
Rd

V (t, x, y)ϕ(y) dy,

äå ϕ ∈ Cb(Rd).

Âiäçíà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ W (t, x, ϕ) ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì íàñòóïíîãî ðiâ-

íÿííÿ

W (t, x, ϕ) = W0(t, x, ϕ) +

t∫
0

dτ

∫
Rd

V0(t− τ, x, z)W (τ, z, ϕ)|a(z)| dz, (3.13)

äå W0(s, x, ϕ) =

∫
Rd

V0(s, x, y)ϕ(y) dy.
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Òîäi ôóíêöiÿ û(t, x, ϕ) ìîæå áóòè çàäàíà ðiâíiñòþ (äèâ. (3.11))

û(t, x, ϕ) = u(t, x, ϕ) +

t∫
0

dτ

∫
Rd

g(t− τ, x, z)W (τ, z, ϕ)|a(z)| dz.

Çâiäñè îäåðæó¹ìî

û(t+ s, x, ϕ) = u(t+ s, x, ϕ) +

t+s∫
0

dτ

∫
Rd

g(t+ s− τ, x, z)W (τ, z, ϕ)|a(z)| dz =

=

∫
Rd

g(s, x, y)u(t, y, ϕ) dy+

+

∫
Rd

g(s, x, y) dy

t∫
0

dτ

∫
Rd

g(t− τ, y, z)W (τ, z, ϕ)|a(z)| dz+

+

s+t∫
t

dτ

∫
Rd

g(t+ s− τ, x, z)W (τ, z, ϕ)|a(z)| dz =

=

∫
Rd

g(s, x, y)û(t, y, ϕ) dy +

s∫
0

dτ

∫
Rd

g(s− τ, x, z)W (t+ τ, z, ϕ)|a(z)| dz.

Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ (Wt(s, x, ϕ))s>0,x∈Rd, ÿêà ïðè êîæíîìó çíà÷åííi ïà-

ðàìåòðà t > 0 òà êîæíié ôóíêöi¨ ϕ ∈ Cb(Rd) çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ Wt(s, x, ϕ) =

W (t + s, x, ϕ), çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (3.13), â ÿêîìó ôóíêöiÿ ϕ çàìiíåíà íà

û(t, ·, ϕ). Òîäi W (t + s, x, ϕ) = W (s, x, û(t, ·, ϕ)) i ìè ïðèõîäèìî äî ðiâíîñòi

û(t+ s, x, ϕ) = û(s, x, û(t, ·, ϕ)) àáî, ùî òå æ ñàìå,∫
Rd

ĝ(t+ s, x, y)ϕ(y) dy =

∫
Rd

ĝ(s, x, z)

∫
Rd

ĝ(t, z, y)ϕ(y) dy dz =

=

∫
Rd

ϕ(y) dy

∫
Rd

ĝ(s, x, z)ĝ(t, z, y) dz.

Îòæå, ñïiââiäíîøåííÿ (3.12) äîâåäåíî, îñêiëüêè ôóíêöiÿ ϕ ¹ äîâiëüíîþ îáìå-

æåíîþ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ.

Äàëi, îäåðæó¹ìî, ùî
∫
Rd

ĝ(t, x, y) dy ≡ 1 ç ðiâíîñòåé (3.2) òà (3.3), îñêiëüêè,
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î÷åâèäíî, ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ∫
Rd

g(t, x, y) dy = 1 òà
∫
Rd

V0(t, x, y) dy =

B

∫
Rd

g(t, ·, y) dy (x), e(x)

 = 0

ïðè âñiõ t > 0, x ∈ Rd, òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (3.3) ïðèâîäèòü äî

òîòîæíîñòi
∫
Rd

V (t, x, y) dy ≡ 0. Öèì i çàâåðøó¹òüñÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Çàóâàæåííÿ 3.2. Ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ (Tt)t>0 âèçíà÷åíèõ íà êîæíié îáìåæåíié

íåïåðåðâíié ôóíêöi¨ ϕ, çàäàíié íà Rd, ðiâíiñòþ Ttϕ(x) =

∫
Rd

ĝ(t, x, y)ϕ(y) dy,

t > 0, x ∈ Rd, ¹ íàïiâãðóïîþ îïåðàòîðiâ ç ãåíåðàòîðîì A + (a(x),B). Àëå,

íå iñíó¹ æîäíîãî ïðîöåñó Ìàðêîâà â Rd, ÿêèé âiäïîâiäàâ áè öié íàïiâãðóïi,

îñêiëüêè âîíà íå çàëèøà¹ iíâàðiàíòíîþ ìíîæèíó ôóíêöié ç íåâiä'¹ìíèìè

çíà÷åííÿìè (äèâ. äàëi ïóíêò 3.2).

3.1.2 Çàäà÷à Êîøi.

Ñïî÷àòêó äîäàòêîâî ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ a ¹ äîñòàòíüî ãëàäêîþ. Äëÿ

ñïðîùåííÿ ââàæàòèìåìî, ùî a ∈ C∞0 (Rd) (öå ïðîñòið âñiõ Rd-çíà÷íèõ íåñêií-

÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ íà Rd ôóíêöié ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì). Òîäi ôóíêöiÿ

û(t, x) =

∫
Rd

ϕ(y)ĝ(t, x, y) dy =

=

∫
Rd

ϕ(y)g(t, x, y) dy +

t∫
0

dτ

∫
Rd

g(t− τ, x, y)

∫
Rd

V (τ, y, z)ϕ(z) dz|a(y)| dy

¹ ¹äèíèì (â êëàñi ôóíêöié, ùî ïðÿìóþòü äî íóëÿ íà íåñêií÷åííîñòi) ðîçâ'ÿç-

êîì çàäà÷i Êîøi (1.20) ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ f(t, x) = |a(x)|
∫
Rd

V (t, x, z)ϕ(z) dz

(äèâ. [17, ï. 4.2] àáî [29]).

Çàóâàæèìî, ùî V (t, x, y) = (Bĝ(t, ·, y)(x), e(x)). Òîäi

f(t, x) =

∫
Rd

(Bĝ(t, ·, z)(x), a(x))ϕ(z) dz = (a(x),Bû(t, ·)(x))
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i ôóíêöiÿ û(t, x) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi
∂u(t, x)

∂t
= Au(t, ·)(x) + (a(x),Bu(t, ·)(x)), t > 0, x ∈ Rd,

lim
t→0+

u(t, x) = ϕ(x), x ∈ Rd
(3.14)

äëÿ äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨ îáìåæåíî¨ ôóíêöi¨ (ϕ(x))x∈Rd.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äîçâîëÿ¹ íàì ñêîíñòðóþâàòè óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿ-

çîê öi¹¨ çàäà÷i.

Òåîðåìà 3.3. Íåõàé çàäàíi ôóíêöi¨ â òà ã, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òå-

îðåìè 3.1. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ĝ òà g̃ ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü òèïó (3.1), â ÿêèõ

ôóíêöiÿ a çàìiíåíà íà â òà ã, âiäïîâiäíî. Òîäi ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|ĝ(t, x, y)− g̃(t, x, y)| ≤ HT‖â− ã‖p
t1−

d
αp

(t
1
α + |y − x|)d+α−1

,

ÿêùî p > d+ α ñêií÷åííå, ÷è

|ĝ(t, x, y)− g̃(t, x, y)| ≤ HT‖â− ã‖∞
t

(t
1
α + |y − x|)d+α−1

,

ÿêùî p = ∞, íà ìíîæèíi (0, T ] × Rd × Rd äëÿ êîæíîãî T > 0, äå äîäàòíà

ñòàëà HT çàëåæèòü òiëüêè âiä c, α, ‖â‖p, ‖ã‖p, T .

Äîâåäåííÿ. Ç (3.1) ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî

ĝ(t, x, y)− g̃(t, x, y) =

t∫
0

dτ

∫
Rd

g(t− τ, x, z)W (τ, z, y) dz, (3.15)

äåW (τ, z, y) = V̂ (τ, z, y)|â(z)|−Ṽ (τ, z, y)|ã(z)| òà ôóíêöi¨ V̂ i Ṽ ¹ ðîçâ'ÿçêàìè

ðiâíÿííÿ (3.3) ç ôóíêöiÿìè â òà ã, âiäïîâiäíî. Âçÿâøè äî óâàãè (3.3), äëÿ

ôóíêöi¨ W ìîæåìî íàïèñàòè íàñòóïíó ðiâíiñòü

W (t, x, y) = W0(t, x, y) + |â(x)|
t∫

0

dτ

∫
Rd

V̂0(t− τ, x, z)W (τ, z, y) dz+

+

t∫
0

dτ

∫
Rd

W0(t− τ, x, z)Ṽ (τ, z, y)|ã(z)| dz,

(3.16)
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äå W0(t, x, y) = (Bg(t, ·, y)(x), a(x)− ã(x)).

Îöiíèìî ïåðøèé òà òðåòié äîäàíêè â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (3.16). Ïðî-

ñòèì íàñëiäêîì ôîðìóë (3.4) òà (3.9) ¹ íàñòóïíà íåðiâíiñòü

|W0(t, x, y)| ≤ |Bg(t, ·, y)(x)||â(x)− ã(x)| ≤ N

cα

|â(x)− ã(x)|
(t1/α + |y − x|)d+α−1

äëÿ x ∈ Rd, y ∈ Rd, t > 0. Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíîñòi (3.7), (3.10) òà ïîïå-

ðåäíþ íåðiâíiñòü ìîæíà ïîêàçàòè, ùî äëÿ x ∈ Rd, y ∈ Rd, t ∈ (0, T ] òà âñiõ

T > 0 ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∣∣∣∣∣∣
t∫

0

dτ

∫
Rd

W0(t− τ, x, z)Ṽ (τ, z, y)|ã(z)| dz

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ KT |â(x)− ã(x)| t1/α

(t1/α + |y − x|)d+α−1
,

äå KT � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà, ùî ìîæëèâî çàëåæèòü âiä T .

Îòæå, ìîæåìî çàïèñàòè íàñòóïíó íåðiâíiñòü

|W (t, x, y)| ≤ QT
|â(x)− ã(x)|

(t1/α + |y − x|)d+α−1
+

+
N

cα

t∫
0

dτ

∫
Rd

|W (τ, z, y)|
((t− τ)1/α + |z − x|)d+α−1

dz,

(3.17)

ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðè x ∈ Rd, y ∈ Rd, t ∈ (0, T ] äëÿ êîæíîãî T > 0, äå

QT > 0 äåÿêà ñòàëà, ìîæëèâî çàëåæíà âiä T .

Iòåðóþ÷è íåðiâíiñòü (3.17) îäåðæèìî ïðè x ∈ Rd, y ∈ Rd, t ∈ (0, T ] äëÿ

êîæíîãî T > 0

|W (t, x, y)| ≤
∞∑
k=0

Rk(t, x, y), (3.18)

äå R0(t, x, y) = QT
|â(x)− ã(x)|

(t1/α + |y − x|)d+α−1
òà äëÿ k ≥ 1 âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíå

ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ

Rk(t, x, y) =
N

cα

t∫
0

dτ

∫
Rd

Rk−1(τ, z, y)

((t− τ)1/α + |z − x|)d+α−1
dz.
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Ó âèïàäêó ñêií÷åííîãî p, âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà òà íåðiâ-

íiñòü (3.7), iíäóêöi¹þ ïî k ìîæåìî ïîêàçàòè, ùî ôóíêöi¨ Rk ïðè k = 1, 2, . . .

çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

0 ≤ Rk(t, x, y) ≤ QT

(
N

cα

)k
Ck−1/p

(
2B

(
1,
p− d− α
α(p− 1)

))1−1/p

×

×
(
B

(
1

α
, 1 +

p− d
αp

)
+B

(
1, 1 +

2p− d
αp

))
× . . .

×
(
B

(
1

α
, 1 +

(k − 1)p− d
αp

)
+B

(
1, 1 +

kp− d
αp

))
×

× t(kp−d)/(αp)

(t1/α + |y − x|)d+α−1
‖â− ã‖p.

ßêùî æ p =∞, òî ìà¹ìî

0 ≤ Rk(t, x, y) ≤ QT

(
N

cα

)k
Ck

(
2B

(
1,

1

α

))
×

×
(
B

(
1

α
, 1 +

1

α

)
+B

(
1, 1 +

2

α

))
× . . .

×
(
B

(
1

α
, 1 +

k − 1

α

)
+B

(
1, 1 +

k

α

))
×

× tk/α

(t1/α + |y − x|)d+α−1
‖â− ã‖∞.

Îòæå, ìè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ðÿä â íåðiâíîñòi (3.18) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìið-

íî ïî x ∈ Rd, y ∈ Rd òà ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî ïî t > 0. Òîìó ñïðàâäæó¹òüñÿ

íàñòóïíà íåðiâíiñòü

|W (t, x, y)| ≤MT
‖â− ã‖p

(t1/α + |y − x|)d+α−1
t
p−d
αp +QT

|â(x)− ã(x)|
(t1/α + |y − x|)d+α−1

≤

≤ M̃T
‖â− ã‖p + |â(x)− ã(x)|

(t1/α + |y − x|)d+α−1

(ó âèïàäêó ñêií÷åííîãî p), ÷è, ÿêùî p =∞,

|W (t, x, y)| ≤MT
‖â− ã‖∞

(t1/α + |y − x|)d+α−1
t1/α +QT

|â(x)− ã(x)|
(t1/α + |y − x|)d+α−1

≤

≤ M̃T
‖â− ã‖∞

(t1/α + |y − x|)d+α−1
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ïðè x ∈ Rd, y ∈ Rd, t ∈ (0, T ] äëÿ êîæíîãî T > 0, äå MT , QT , M̃T äåÿêi

äîäàòíi ñòàëi, ùî ìîæëèâî çàëåæàòü âiä T .

Äàëi íåñêëàäíi îá÷èñëåííÿ ç âèêîðèñòàííÿì ôîðìóë (3.6),(3.7), (3.15) òà

íåðiâíîñòi Ãåëüäåðà (äëÿ âèïàäêó ñêií÷åííîãî p) ïðèâîäÿòü äî òâåðäæåííÿ

òåîðåìè.

Íàñëiäîê 3.3.1. Íåõàé ϕ ∈ Cb(Rd) òà ĝ, g̃ òàêi æ, ÿê â Òåîðåìi 3.1. Ïî-

êëàäåìî

û(t, x) =

∫
Rd

ĝ(t, x, y)ϕ(y) dy, ũ(t, x) =

∫
Rd

g̃(t, x, y)ϕ(y) dy.

Òîäi ñïðàâäæó¹òüñÿ íàñòóïíà íåðiâíiñòü (p > d+ α âêëþ÷íî ç p =∞)

|û(t, x)− ũ(t, x)| ≤ LT sup
y∈Rd
|ϕ(y)|‖â− ã‖p

ïðè x ∈ Rd, 0 < t ≤ T äëÿ êîæíîãî T > 0. Òóò LT äåÿêà äîäàòíà ñòàëà,

ùî ìîæëèâî çàëåæèòü âiä T .

Òåïåð âiäìîâèìîñü âiä äîäàòêîâîãî îáìåæåííÿ íà ôóíêöiþ a. Íåõàé çà-

äàíà Rd-çíà÷íà ôóíêöiÿ (a(x))Rd, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ‖a‖p < ∞ äëÿ äå-

ÿêîãî p > d + α. Òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié an ∈ C∞0 (Rd) òàêà, ùî

‖an − a‖p → 0, ÿêùî n → ∞. Âiäïîâiäíî äî òâåðäæåííÿ Íàñëiäêó 3.3.1, ìî-

æåìî âèçíà÷èòè ôóíêöiþ û(t, x) ðiâíiñòþ û(t, x) = lim
n→∞

ûn(t, x), äå ûn(t, x) ¹

ïîáóäîâàíèì âèùå ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi (3.14) ç ôóíêöi¹þ an â êîåôiöi¹íòi.

Òâåðäæåííÿ Òåîðåìè 3.3 îçíà÷à¹, ùî

û(t, x) =

∫
Rd

ĝ(t, x, y)ϕ(y) dy,

äå ĝ(t, x, y) ¹ çáóðåííÿì (ç ôóíêöi¹þ a) ùiëüíîñòi éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó ñè-

ìåòðè÷íîãî α-ñòiéêîãî ïðîöåñó. Ñàìå â öüîìó ñåíñi ìè ãîâîðèìî, ùî ôóíêöiÿ

û(t, x) ¹ óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi (3.14).
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3.2 Çáóðåííÿ çi ñòàëèì êîåôiöi¹íòîì.

Â ïóíêòi 3.1 ïîáóäîâàíî ôóíêöiþ (ĝ(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd, ùî ¹ óçàãàëüíåíèì

ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

∂u(t, x)

∂t
= Au(t, ·)(x) + (a(x),Bu(t, ·)(x)), (3.19)

äå ôóíêöiÿ (a(x))x∈Rd âèìiðíà i îáìåæåíà. Ñåðåä éîãî âëàñòèâîñòåé ñëiä âiä-

çíà÷èòè âèêîíàííÿ ðiâíîñòi Êîëìîãîðîâà-×åïìåíà (s > 0, t > 0, x ∈ Rd,

y ∈ Rd)

ĝ(s+ t, x, y) =

∫
Rd

ĝ(s, x, z)ĝ(t, z, y) dz (3.20)

òà ïðàâèëüíó ïðè âñiõ t > 0, x ∈ Rd ðiâíiñòü∫
Rd

ĝ(t, x, y) dy = 1. (3.21)

Âiäêðèòèì çàëèøàëîñü ïèòàííÿ ïðî íåâiä'¹ìíiñòü ôóíêöi¨ ĝ(t, x, y). Â äàíîìó

ïóíêòi äàìî äåÿêó âiäïîâiäü íà íüîãî.

Íèæ÷å ìè ïîáóäó¹ìî ó ÿâíîìó âèãëÿäi ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ (3.19) ó âèïàäêó ñòàëî¨ ôóíêöi¨ a, ïîêàæåìî, ùî â öié

ñèòóàöi¨ âií íå ¹ íåâiä'¹ìíèì ïðè α 6= 2.

3.2.1 Ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i Êîøi.

ßê i â ïóíêòi 3.1 ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ (ĝ(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd, ÿêà çàäà¹òüñÿ

ðiâíiñòþ

ĝ(t, x, y) = g(t, x, y) + |a|
t∫

0

dτ

∫
Rd

g(t− τ, x, z)V (τ, z, y) dz, (3.22)

äå a ∈ Rd äîâiëüíèé (âiäìiííèé âiä íóëüîâîãî) ñòàëèé âåêòîð, à ôóíêöiÿ

(V (t, x, y)t>0,x∈Rd,y∈Rd ¹ ñóìîþ ðÿäó

V (t, x, y) =
∞∑
k=0

Vk(t, x, y), (3.23)
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äå (â =
1

|a|
a � îðò âåêòîðà a)

V0(t, x, y) = (Bg(t, ·, y)(x), â), (3.24)

à ïðè k ≥ 1

Vk(t, x, y) = |a|
t∫

0

dτ

∫
Rd

V0(t− τ, x, z)Vk−1(τ, z, y) dz (3.25)

Â ïóíêòi 3.1 äîâåäåíî, ùî ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

|V0(t, x, y)| ≤ N

(t1/α + |y − x|)d+α−1
, (3.26)

|Vk(t, x, y)| ≤M
Nk

k!

tk/α

(t1/α + |y − x|)d+α−1

k−1∏
n=1

(
1 +

n

α
B

(
1

α
,
n

α

))
, (3.27)

äå N i M äåÿêi äîäàòíi ñòàëi, i ðÿä (3.23) çáiãà¹òüñÿ ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî

ïî t > 0 òà ðiâíîìiðíî ïî (x, y) ∈ Rd × Rd. Êðiì òîãî, ôóíêöiÿ (3.22) ¹

ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (3.19) i âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi (3.20),

(3.21).

Äàëi íàì áóäóòü ïîòðiáíi íàñòóïíi äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 3.4. Íåõàé ϕ ∈ Fα−1(Rd) (äèâ. ïóíêò 1.2.1). Òîäi äëÿ ôóíêöi¨ f(x, y) =

ϕ(x− y) ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü Bf(·, y)(x) = −Bf(x, ·)(y).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïðè ôiêñîâàíîìó x ∈ Rd ôóíêöiþ fx(y) = f(x, y) òà

ïðè ôiêñîâàíîìó y ∈ Rd ôóíêöiþ fy(x) = f(x, y).

Çàóâàæèìî, ùî öi ôóíêöi¨ íàëåæàòü äî êëàñó Fα−1(Rd). Äiéñíî,

fx(y) =

∫
Rd

ei(y,λ)Φ(−λ)e−i(x,λ) dλ

i ïðè ôiêñîâàíîìó x ∈ Rd ôóíêöiÿ |λ|α−1|Φ(−λ)e−i(x,λ)| = |λ|α−1|Φ(−λ)| iíòå-
ãðîâíà íà Rd. Àíàëîãi÷íî äëÿ ôóíêöi¨ fy(x).
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Òîäi çà îçíà÷åííÿì îïåðàòîðà B ìàòèìåìî

Bf(·, y)(x) = Bfy(x) =

∫
Rd

i|λ|α−2λei(x−y,λ)Φ(λ) dλ,

Byf(x, ·)(y) = Bfx(y) =

∫
Rd

i|λ|α−2λei(y−x,λ)Φ(−λ) dλ.

Çðîáèâøè çàìiíó çìiííî¨ λ = −µ â iíòåãðàëi äðóãî¨ ðiâíîñòi, îäåðæèìî òâåð-

äæåííÿ ëåìè.

Çàóâàæåííÿ 3.3. Ôóíêöiÿ g(t, x, y) ÿê ôóíêöiÿ âiä (x, y) ïðè ôiêñîâàíîìó

t > 0 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ëåìè 3.4. Êðiì òîãî, g(t, x, y) = gt(x − y), ïðè÷îìó

gt ∈ Fk(α−1) ç äîâiëüíèì k ∈ N.

Ëåìà 3.5. Íåõàé ϕ ∈ Fm(α−1)(Rd) ç äåÿêèìm ∈ N. Òîäi äëÿ ôóíêöi¨ f(x, y) =

ϕ(x− y) ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi (íàãàäà¹ìî, ùî Ba = (a,B))

Bk
a(B

l
af(·, ·)(y))(x) = Bl

a(B
k
af(·, ·)(x))(y) = (−1)lBk+l

a f(·, y)(x),

ïðè âñiõ k ∈ N, l ∈ N òàêèõ, ùî k + l ≤ m.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî x ∈ Rd i ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

f(x, y) =

∫
Rd

ei(y,λ)Φ(−λ)e−i(x,λ) dλ.

Òîäi

Bl
af(x, ·)(y) =

∫
Rd

(i|λ|α−1(λ, a))lei(y−x,λ)Φ(−λ) dλ =

= (−1)l
∫
Rd

(i|λ|α−1(λ, a))lei(x,λ)Φ(λ)e−i(y,λ) dλ.

Çàôiêñóâàâøè òåïåð y ∈ Rd, îäåðæèìî

Bk
a(B

l
af(·, ·)(y))(x) =

= (−1)l
∫
Rd

(i|λ|α−1(λ, a))k(i|λ|α−1(λ, a))lei(y−x,λ)Φ(−λ) dλ =

= (−1)l
∫
Rd

(i|λ|α−1(λ, a))k+lei(x−y,λ)Φ(λ) dλ = (−1)lBk+l
a f(·, y)(x).
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Àíàëîãi÷íî îäåðæó¹ìî òàêèé æå âèðàç i äëÿ Bl
a(B

k
af(·, ·)(x))(y). Ëåìó äîâå-

äåíî.

Çàóâàæåííÿ 3.4. Äî ôóíêöi¨ g(t, x, y) ìîæíà çàñòîñîâóâàòè îïåðàòîð Ba ïî

êîæíié iç çìiííèõ x òà y äîâiëüíó ñêií÷åííó êiëüêiñòü ðàç â áóäü-ÿêîìó ïî-

ðÿäêó áåç çìiíè ðåçóëüòàòó.

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò öüîãî ïóíêòó ìiñòèòüñÿ â íàñòóïíîìó òâåðäæåííi.

Òåîðåìà 3.6. Ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (3.19) çi ñòàëîþ ôóí-

êöi¹þ a(x) = a ∈ Rd çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

ĝ(t, x, y) =
1

(2π)d

∫
Rd

exp
{
i(|λ|α−2t a+ x− y, λ)− c t|λ|α

}
dλ,

ïðè t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd.

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñü çîáðàæåííÿìè (3.22) i (3.23).

Äîâåäåìî, çà iíäóêöi¹þ, ùî äëÿ âñiõ k ∈ N ∪ {0}, t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd

ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Vk(t, x, y) = (−1)k+1|a|k t
k

k!
Bk+1
â g(t, x, ·)(y), (3.28)

äå â = 1
|a| a.

Ïðè k = 0 ðiâíiñòü (3.28) ïðàâèëüíà (äèâ. òàêîæ (3.24)).

Íåõàé âîíà ïðàâèëüíà ïðè äåÿêîìó k ∈ N ∪ {0}. Òîäi, âðàõîâóþ÷è (3.25),
ìà¹ìî

Vk+1(t, x, y) = |a|
t∫

0

dτ

∫
Rd

V0(t− τ, x, z)Vk(τ, z, y) dz.

Íåðiâíîñòi (3.26) i (3.27) äîçâîëÿþòü ñòâåðäæóâàòè, ùî iíòåãðàë∫
Rd

V0(t− τ, x, z)Vk(τ, z, y) dz (3.29)

çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî ïðè âñiõ t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd òà k ∈ N ∪ {0}. Òàêèì
÷èíîì, ìà¹ìî ðiâíiñòü

Vk+1(t, x, y) =
(−|a|)k+1

k!

t∫
0

τ k dτ

∫
Rd

Bâg(t− τ, ·, z)(x)Bk+1
â g(τ, z, ·)(y) dz.
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Äàëi äëÿ çðó÷íîñòi ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

4u
xϕ(x)

def
= ϕ(x+ u)− ϕ(x), �u

xϕ(x)
def
= |ϕ(x+ u)|+ |ϕ(x)|.

Òîäi ìîæåìî çàïèñàòè, ïîêëàâøè K =
1

κα
,

Bk+1
â g(τ, z, ·)(y) = Kk+1

∫
Rd

· · ·
∫
Rd

k+1∏
j=1

(uj, â)

|uj|d+α
4uj
y g(τ, z, y) du1 . . . duk+1,

Bâg(t− τ, ·, z)(x) = K

∫
Rd

(u0, â)

|u0|d+α
4u0
x g(t− τ, x, z) du0.

Îòæå,

Vk+1(t, x, y) =

= Kk+2 (−|a|)k+1

k!

t∫
0

τ k dτ

∫
Rd

dz

∫
Rd

(u0, â)

|u0|d+α
4u0
x g(t− τ, x, z) du0

∫
Rd

· · ·
∫
Rd

k+1∏
j=1

(uj, â)

|uj|d+α
4uj
y g(τ, z, y) du1 . . . duk+1

(3.30)

Ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ â îñòàííié ôîðìóëi ìîæå áóòè îöiíåíà çâåðõó çà àá-

ñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ âèðàçîì

τ k
1

|u0|d+α−1
�u0
x

t− τ
((t− τ)1/α + |z − x|)d+α−1

×

×
k+1∏
j=1

1

|uj|d+α−1
�uj
y

τ

(τ 1/α + |y − z|)d+α−1

Iíòåãðàë âiä íüîãî çà (τ, z) ïî (0, t)× Rd íå ïåðåâèùó¹ (äèâ. [29, Ëåìà 5])

const · tk+2+1/α 1

|u0|d+α−1

k+1∏
j=1

1

|uj|d+α−1
×

k+1∑
j=1

∑
C∈C(k+1,j)

(
t1/α +

∣∣∣∣∣y +
∑
l∈C

ul − x− u0

∣∣∣∣∣
)−d−α+1

,

(3.31)
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äå C(k + 1, j) ìíîæèíà êîìáiíàöié ç k + 1 ïåðøèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ïî

j. Òàêà ôóíêöiÿ iíòåãðîâíà çà (u0, u1, . . . , uk+1) ïî Dε =
k+1∏
j=0

{|uj| ≥ ε} äëÿ

êîæíîãî ε > 0 ïðè ôiêñîâàíèõ t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd.

Çáiæíiñòü iíòåãðàëà (3.29) äîçâîëÿ¹ ïåðåéòè â iíòåãðàëi (3.31) ïî Dε äî

ãðàíèöi ïðè ε → 0+. Ïðè÷îìó, ìè ìîæåìî ïîïåðåäíüî çìiíèòè ïîòðiáíèì

÷èíîì ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ.

Îòæå, â iíòåãðàëi ç ðiâíîñòi (3.30) ìîæíà çìiíèòè ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ

i, âðàõîâóþ÷è ëiíiéíiñòü ðiçíèöåâèõ îïåðàòîðiâ 4u, îäåðæàòè ðiâíiñòü

Vk+1(t, x, y) =

=
(−|a|)k+1

k!

t∫
0

τ k dτBâ

Bk+1
â

∫
Rd

g(t− τ, ·, z)g(τ, z, ·) dz (y)

 (x) =

=
(−|a|)k+1

(k + 1)!
tk+1Bâ(B

k+1
â g(t, ·, ·)(y))(x).

Ç âðàõóâàííÿì òâåðäæåíü Ëåì 3.4 i 3.5 ìà¹ìî

Vk+1(t, x, y) = (−1)k+2 |a|k+1

(k + 1)!
tk+1Bk+2

â g(t, x, ·)(y).

Öèì i çàâåðøó¹òüñÿ äîâåäåííÿ ðiâíîñòåé (3.28). Êðiì òîãî, ç Ëåìè 3.4 îäåð-

æó¹ìî, ùî ïðè âñiõ k ∈ N ∪ {0} òà t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd

Vk(t, x, y) =
(|a|t)k

k!
Bk+1
â g(t, ·, y)(x).

Òîäi V (t, x, y) =
∞∑
k=0

(|a|t)k

k!
Bk+1
â g(t, ·, y)(x) i

ĝ(t, x, y) =g(t, x, y)+

+|a|
t∫

0

dτ

∫
Rd

g(t− τ, x, z)
∞∑
k=0

(|a|t)k

k!
Bk+1
â g(t, ·, y)(z) dz.

(3.32)

Ðÿä â ðiâíîñòi (3.32) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî ïî z ∈ Rd i ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî

ïî τ > 0. Òîìó ìîæëèâå ïî÷ëåííå iíòåãðóâàííÿ öüîãî ðÿäó, ïiñëÿ ÷îãî äðóãèé
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äîäàíîê ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (3.32) ïðèéìå âèãëÿä

∞∑
k=0

|a|k+1

k!

t∫
0

τ k dτ

∫
Rd

g(t− τ, x, z)Bk+1
â g(τ, ·, y)(z) dz =

=
∞∑
k=0

(−|a|)k+1

k!

t∫
0

τ k dτ

∫
Rd

g(t− τ, x, z)Bk+1
â g(τ, z, ·)(y) dz,

äå âðàõîâàíî òâåðäæåííÿ Ëåìè 3.4.

Àíàëîãi÷íi äî íàâåäåíèõ âèùå âèêëàäêè äîçâîëÿþòü âèíåñòè îïåðàòîð

Bk+1
â ïî çìiííié y ç-ïiä iíòåãðàëà ïî z i îäåðæàòè

ĝ(t, x, y) = g(t, x, y) +
∞∑
k=0

(−|a|)k+1

(k + 1)!
tk+1Bk+1

â g(t, x, ·)(y) =

=
∞∑
k=0

tk

k!
Bk
ag(t, ·, y)(x).

(3.33)

Âðàõóâàâøè âèãëÿä ôóíêöi¨ g, ìîæåìî çàïèñàòè

Bk
ag(t, ·, y)(x) =

1

(2π)d

∫
Rd

(i|λ|α−2(λ, a))k exp{i(x− y, λ)− c t|λ|α} dλ

Îòæå,

ĝ(t, x, y) =
1

(2π)d

∞∑
k=0

1

k!

∫
Rd

(i|λ|α−2t(λ, a))k exp{i(x− y, λ)− c t|λ|α} dλ (3.34)

Çàóâàæèìî, ùî ðÿä
∞∑
k=0

1
k!(i|λ|

α−2t(λ, a))k çáiãà¹òüñÿ ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî

ïî λ íà Rd. Òîìó äëÿ êîæíîãî r > 0 i Ur = {λ ∈ Rd : |λ| ≤ r}∫
Ur

∞∑
k=0

1

k!
(i|λ|α−2t(λ, a))k exp{i(x− y, λ)− c t|λ|α} dλ =

=
∞∑
k=0

1

k!

∫
Ur

(i|λ|α−2t(λ, a))k exp{i(x− y, λ)− c t|λ|α} dλ
(3.35)
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Îñêiëüêè∣∣∣∣∣∣ 1

k!

∫
Ur

(i|λ|α−2t(λ, a))k exp{i(x− y, λ)− c t|λ|α} dλ

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ (t|a|)k

k!

∫
Rd

|λ|k(α−1) exp{−c t|λ|α} dλ = Rk,

à îñòàííié iíòåãðàë ìîæíà ëåãêî îá÷èñëèòè i îäåðæàòè

Rk =
(t|a|)k

k!

Sd
α

(c t)−
d+k(α−1)

α Γ

(
d+ k(α− 1)

α

)
,

äå Sd ïëîùà d-âèìiðíî¨ îäèíè÷íî¨ ñôåðè, òî ðÿä â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi

(3.35) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî ïî r íà (0,∞), áî

Rk+1

Rk
=
|a|t
k + 1

(c t)1/α−1
Γ
(
d+(k+1)(α−1)

α

)
Γ
(
d+k(α−1)

α

) → 0, k →∞.

Ïåðåéøîâøè â ðiâíîñòi (3.35) äî ãðàíèöi ïðè r →∞, ç âðàõóâàííÿì (3.34),

îäåðæèìî

ĝ(t, x, y) =
1

(2π)d

∫
Rd

∞∑
k=0

1

k!
(i|λ|α−2t(λ, a))k exp{i(x− y, λ)− c t|λ|α} dλ =

=
1

(2π)d

∫
Rd

exp{i(|λ|α−2t a+ x− y, λ)− c t|λ|α} dλ.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

3.2.2 Íåâiä'¹ìíiñòü ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó.

ßâíà ôîðìóëà äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíîãî ðiâ-

íÿííÿ (3.19) çi ñòàëîþ ôóíêöi¹þ a(x) = a ∈ Rd äîçâîëÿ¹ çðîáèòè äåÿêi âè-

ñíîâêè ïðî éîãî íåâiä'¹ìíiñòü.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê d = 1. Çàäàâøè äåÿêi êîíêðåòíi çíà÷åííÿ c > 0,

t > 0, x ∈ R, a ∈ R, ìîæåìî ïîáóäóâàòè ãðàôiêè ôóíêöié ĝ(t, x, y), ÿê

ôóíêöié âiä y ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ α ∈ (1, 2]. Íà Ðèñóíêó 3.1 çîáðàæåíî
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Ðèñ. 3.1: Ãðàôiêè ôóíêöi¨ ĝ(t, x, y) ïðè ôiêñîâàíèõ (t, x).

òàêi ãðàôiêè îäåðæàíi ç äîïîìîãîþ ïðîãðàìíîãî ñåðåäîâèùà R (äèâ. [101]).

Ìè âçÿëè c = 1/2, t = 1, x = 0, a = 2.

Âèäíî, ùî ôóíêöiÿ ĝ(t, x, y) ïðèéìà¹ âiä'¹ìíi çíà÷åííÿ ïðè α ∈ (1, 2) i

òiëüêè ïðè α = 2 ìà¹ìî ĝ(t, x, y) > 0. Îñòàííié âèïàäîê âiäïîâiäà¹ äèôó-

çiéíîìó ïðîöåñó çi ñòàëèì âåêòîðîì ïåðåíîñó òà îäèíè÷íîþ äèôóçi¹þ. Òà-

êèé ïðîöåñ óòâîðþ¹òüñÿ àäèòèâíèì çáóðåííÿì âiíåðîâîãî ïðîöåñó îïåðàòî-

ðîì (a,∇), ùî ÿê âèùå çàçíà÷àëîñü ¹ îïåðàòîðîì (a,B) ïðè α = 2.

3.3 Çáóðåííÿ ç êîåôiöi¹íòîì òèïó äåëüòà-ôóíêöi¨ íà

ïîâåðõíi.

3.3.1 Çáóðåííÿ ç êîåôiöi¹íòîì òèïó äåëüòà-ôóíêöi¨ íà

îáìåæåíié çàìêíåíié ïîâåðõíi.

Íåõàé â ïðîñòîði Rd (d ≥ 2) çàäàíà äåÿêà îáìåæåíà çàìêíåíà ïîâåðõíÿ S

êëàñó H1+γ ç äåÿêèì γ ∈ (0, 1). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ν(x) îäèíè÷íèé âåêòîð

çîâíiøíüî¨ íîðìàëi äî ïîâåðõíi S â ¨¨ òî÷öi x. Íåõàé (q(x))x∈S � äåÿêà íåïå-
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ðåðâíà äiéñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ.

3.3.1.1 Çáóðåííÿ ùiëüíîñòi éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó.

Çàäàìî ôóíêöiþ (ĝ(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd ðiâíiñòþ

ĝ(t, x, y) = g(t, x, y) +

t∫
0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, z)w(τ, z, y)q(z) dσz, (3.36)

äå ôóíêöiÿ (w(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

w(t, x, y) = gν(x)(t, x, y) +

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x)(t− τ, x, z)w(τ, z, y)q(z) dσz, (3.37)

â ÿêîìó

gν(x)(t, x, y) = Bν(x)g(t, ·, y)(x) =
(y − x, ν(x))

cαt
g(t, x, y). (3.38)

Â ïóíêòi 2.2.1 ðiâíÿííÿ (3.37) ðîçâ'ÿçàíå ó âèãëÿäi ñóìè ðÿäó i éîãî ðîçâ'ÿ-

çîê äëÿ êîæíîãî T > 0 ïðè âñiõ t ∈ (0, T ], x ∈ S, y ∈ S çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó

|w(t, x, y)| ≤ CT
(t1/α + |y − x|)d+α−1−γ ç äåÿêîþ ñòàëîþ CT > 0. Ïðè (t, x, y) ∈

(0, T ]× S × (Rd \ S) âèêîíó¹òüñÿ |w(t, x, y)| ≤ CT
(ρ(y, S))d+α−1

. Òóò, ÿê i âèùå,

ρ(y, S) � âiäñòàíü âiä òî÷êè y äî ïîâåðõíi S. Êðiì òîãî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

(3.37) ¹äèíèé â êëàñi ôóíêöié, ùî çàäîâîëüíÿþòü îñòàííþ îöiíêó.

Òàêèì ÷èíîì ôóíêöiÿ (ĝ(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd ðiâíiñòþ (3.36) âèçíà÷åíà êî-

ðåêòíî i ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè (äëÿ êîæíîãî T > 0)

|ĝ(t, x, y)| ≤ CT

(
t1/α

(t1/α + |y − x|)1+γ
+ 1

)
t1−1/α

(t1/α + |y − x|)d+α−1−γ

ïðè t ∈ (0, T ], x ∈ Rd, y ∈ S;

|ĝ(t, x, y)| ≤ Nt

(t1/α + |y − x|)d+α
+

CT t
1−1/α

(ρ(y, S))d+α−1

ïðè t ∈ (0, T ], x ∈ Rd, y ∈ Rd \ S ç äåÿêèìè ñòàëèìè CT > 0, N > 0.
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Êðiì òîãî, ôóíêöiÿ w̃(t, x, 1) =

∫
Rd

w(t, x, y) dy ≡ 0, ùî âèïëèâà¹ ç ðiâíÿí-

íÿ

w̃(t, x, 1) =

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x)(t− τ, x, z)w̃(τ, z, 1)q(z) dσz,

ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ öÿ ôóíêöiÿ. Òóò ìè âðàõóâàëè, ùî∫
Rd

gν(x)(t, x, y) dy = Bν(x)

∫
Rd

g(t, ·, y)(x) dy = Bν(x)1 ≡ 0.

Îòæå, ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü
∫
Rd

ĝ(t, x, y) dy = 1 ïðè âñiõ t > 0, x ∈ Rd.

Çàóâàæåííÿ 3.5. Ôóíêöiþ (ĝ(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd ìîæíà áóëî îäåðæàòè ÿê

ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd)

ĝ(t, x, y) = g(t, x, y) +

t∫
0

dτ

∫
S

ĝ(t− τ, x, z)Bν(z)g(τ, z, y)q(z) dσz.

Òîäi, âðàõîâóþ÷è òâåðäæåííÿ Òåîðåìè 2.2, ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî ôóí-

êöiÿ ĝ(t, x, y) ïðè ôiêñîâàíèõ (t, x) ìà¹ ñòðèáêè â êîæíié òî÷öi y ∈ S. À

ñàìå

ĝ(t, x, y±) =

= g(t, x, y) +

t∫
0

dτ

∫
S

ĝ(t− τ, x, z)Bν(z)g(τ, z, y)q(z) dσz ± ĝ(t, x, y)q(y) =

= ĝ(t, x, y)(1± q(y)), t > 0, x ∈ Rd, y ∈ S.

3.3.1.2 Íàïiâãðóïà îïåðàòîðiâ.

Âèçíà÷èìî ñiì'þ îïåðàòîðiâ (T̂t)t>0 çàäàíèõ íà îáìåæåíèõ íåïåðåðâíèõ äié-

ñíîçíà÷íèõ ôóíêöiÿõ ϕ íà Rd ðiâíiñòþ

T̂tϕ(x) =

∫
Rd

ĝ(t, x, y)ϕ(y) dy, t > 0, x ∈ Rd. (3.39)
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Ïîêàæåìî, ùî öÿ ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ óòâîðþ¹ íàïiâãðóïó ç ãåíåðàòîðîì (â ïåâ-

íîìó ðîçóìiííi) A + q(·)δSBν(·), äå (δS(x))x∈Rd óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ, ùî íà

ìíîæèíi íåïåðåðâíèõ ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì ôóíêöié ψ íà Rd âèçíà÷à¹òüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿì

〈δS, ϕ〉 =

∫
S

ψ(x) dσ.

Ïðè÷îìó ââàæàòèìåìî, ùî óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ δS ñèìåòðè÷íà â òîìó ñåíñi,

ùî ¨¨ äiÿ ïîøèðþ¹òüñÿ íà ôóíêöiþ ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì (ψ(x))x∈Rd, ÿêà ìà¹

ðîçðèâè òèïó ñòðèáêiâ íà ïîâåðõíi S, çà ïðàâèëîì

〈δS, ψ〉 =
1

2

∫
S

(ψ(x+) + ψ(x−)) dσ.

Òåîðåìà 3.7. Äëÿ êîæíîãî t > 0, îïåðàòîð T̂t âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ (3.39)

¹ ëiíiéíèì îáìåæåíèì îïåðàòîðîì íà Cb(Rd) òà ¨õ ñóêóïíiñòü (T̂t)t>0 óòâî-

ðþ¹ íàïiâãðóïó.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî

u(t, x, ϕ) =

∫
Rd

g(t, x, y)ϕ(y) dy òà û(t, x, ϕ) =

∫
Rd

ĝ(t, x, y)ϕ(y) dy.

Î÷åâèäíî, ùî |u(t, x, ϕ)| ≤ ‖ϕ‖ ïðè âñiõ t > 0, x ∈ Rd.

Ç ðiâíîñòi (3.36) âèïëèâà¹, ùî

û(t, x, ϕ) = u(t, x, ϕ) +

t∫
0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, z)w̃(τ, z, ϕ)q(z) dσz,

äå w̃(t, x, ϕ) =

∫
Rd

w(t, x, y)ϕ(y) dy, t > 0, x ∈ S.

Ç (3.37) ìà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ w̃ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

w̃(t, x, ϕ) = Bν(x)u(t, x, ϕ) +

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x)(t− τ, x, z)w̃(τ, z, ϕ)q(z) dσz, (3.40)
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Ç Òåîðåìè 2.2 ñëiäó¹, ùî ïðè âñiõ t > 0, x ∈ S

Bν(x)û(t, ·, ϕ)(x±) = Bν(x)u(t, ·, ϕ)(x)∓ w̃(t, x, ϕ)q(x)+

+

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x)(t− τ, x, z)w̃(τ, z, ϕ)q(z) dσz.

À öå ìà¹ ñâî¨ì íàñëiäêîì ðiâíiñòü

1

2

[
Bν(x)û(t, ·, ϕ)(x+) + Bν(x)û(t, ·, ϕ)(x−)

]
=

= Bν(x)u(t, ·, ϕ)(x) +

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x)(t− τ, x, z)w̃(τ, z, ϕ)q(z) dσz.

Òîìó ïðè âñiõ t > 0, x ∈ S

w̃(t, x, ϕ) =
1

2

[
Bν(x)û(t, ·, ϕ)(x+) + Bν(x)û(t, ·, ϕ)(x−)

]
(3.41)

Ðiâíÿííÿ (3.40) ìîæå áóòè ðîçâ'ÿçàíå ìåòîäîì ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü:

w̃(t, x, ϕ) =
∞∑
k=0

w̃k(t, x, ϕ), t > 0, x ∈ S,

äå w̃0(t, x, ϕ) = Bν(x)u(t, x, ϕ), à ïðè k ≥ 1

w̃k(t, x, ϕ) =

t∫
0

dτ

∫
S

gν(x)(t− τ, x, z)w̃k−1(τ, z, ϕ)q(z) dσz.

Âñòàíîâèòè öåé ôàêò äîçâîëÿþòü íàñòóïíi îöiíêè (k = 0, 1, 2, . . . )

|w̃k(t, x, ϕ)| ≤ ‖ϕ‖Rk t
−1+1/α+kγ/α, t > 0, x ∈ S,

äå R0 = 1 i Rk = Rk−1CB

(
1

α
+ (k − 1)

γ

α
,
γ

α

)
ïðè k ≥ 1, à C > 0 � äåÿêà

ñòàëà. Ùîá îäåðæàòè öi îöiíêè äîñèòü âèêîðèñòàòè ðiâíiñòü (3.38), îöiíêó

ôóíêöi¨ g (äèâ. íåðiâíîñòi (1.10)) òà òâåðäæåííÿ Ëåìè 1.4.

Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ êîæíîãî T > 0 iñíó¹ ñòàëà CT > 0 òàêà, ùî

|w̃(t, x, ϕ)| ≤ CT‖ϕ‖t−1+1/α, t ∈ (0, T ], x ∈ S. (3.42)
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Êðiì òîãî, ëåãêî çðîçóìiòè, ùî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (3.40) ¹äèíèé â êëàñi ôóí-

êöié, ùî çàäîâîëüíÿþòü îöiíêó (3.42).

Òîìó ïðè âñiõ t ∈ (0, T ], x ∈ Rd

|û(t, x, ϕ)| ≤ ‖ϕ‖

1 + CT‖q‖
t∫

0

τ−1+1/αdτ

∫
S

g(t− τ, x, z) dσz

 ≤
≤ ‖ϕ‖

1 + CTC‖q‖
t∫

0

τ−1+1/α(t− τ)−1/αdτ

 =

= ‖ϕ‖
(

1 + CTC‖q‖B
(

1

α
, 1− 1

α

))
,

äå C > 0 � äåÿêà ñòàëà.

Òàêèì ÷èíîì, îáìåæåíiñòü îïåðàòîðà T̂t ïðè ôiêñîâàíîìó t > 0 äîâåäåíà.

Ïåðåâiðèìî íàïiâãðóïîâó âëàñòèâiñòü ñiì'¨ îïåðàòîðiâ (T̂t)t>0. Äëÿ öüîãî

âiçüìåìî äîâiëüíi s > 0, t > 0, ôóíêöiþ ϕ ∈ Cb(Rd) i ðîçãëÿíåìî ïðè ôiêñî-

âàíîìó x ∈ Rd

T̂s+tϕ(x) = u(s+ t, x, ϕ) +

s+t∫
0

dτ

∫
S

g(s+ t− τ, x, z)w̃(τ, z, ϕ)q(z) dσz =

=

∫
Rd

g(s, x, y)u(t, y, ϕ) dy+

+

∫
Rd

g(s, x, y)

t∫
0

dτ

∫
S

g(t− τ, y, z)w̃(τ, z, ϕ)q(z) dσz+

+

s+t∫
t

dτ

∫
S

g(s+ t− τ, x, z)w̃(τ, z, ϕ)q(z) dσz =

=

∫
Rd

g(s, x, y)û(t, y, ϕ) dy +

s∫
0

dτ

∫
S

g(s− τ, x, z)w̃(t+ τ, z, ϕ)q(z) dσz.

Çâiäñè ìà¹ìî, ùî ïðè ôiêñîâàíîìó t > 0 ôóíêöiÿ w̃t(s, x, ϕ) = w̃(t + s, x, ϕ),
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s > 0, x ∈ S çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

w̃t(s, x, ϕ) = Bν(x)u(s, ·, û(t, ·, ϕ))(x)+

+

s∫
0

dτ

∫
S

gν(x)(s− τ, x, z)w̃t(τ, z, ϕ)q(z) dσz,

ùî ¹ ðiâíÿííÿì (3.40), â ÿêîìó çàìiñòü ôóíêöi¨ ϕ âçÿòà ôóíêöiÿ û(t, ·, ϕ).

×åðåç ¹äèíiñòü â êëàñi ôóíêöié, ùî çàäîâîëüíÿþòü îöiíêó (3.42), ðîçâ'ÿçêó

ðiâíÿííÿ (3.40) ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî w̃t(s, x, ϕ) = w̃(s, x, û(t, ·, ϕ)). Òî-

ìó T̂s+tϕ(x) = T̂s(T̂tϕ)(x) i íàïiâãðóïîâà âëàñòèâiñòü ñiì'¨ îïåðàòîðiâ (T̂t)t>0

äîâåäåíà.

3.3.1.3 Ãåíåðàòîð íàïiâãðóïè.

Âiäîìî (äèâ. ï. 1.2.2.6), ùî ôóíêöiÿ (u(t, x, ϕ))t>0,x∈Rd ç äîâiëüíîþ ôóíêöi¹þ

ϕ ∈ Cb(Rd) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

∂u(t, x, ϕ)

∂t
= Au(t, ·, ϕ)(x), t > 0, x ∈ Rd (3.43)

òà ïî÷àòêîâó óìîâó u(0+, x, ϕ) = ϕ(x), x ∈ Rd.

Ïîêëàäåìî äëÿ t > 0, x ∈ Rd òà ϕ ∈ Cb(Rd)

v(t, x, ϕ) =

t∫
0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, z)w̃(τ, z, ϕ)q(z) dσz. (3.44)

Âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü (3.42) òà âëàñòèâîñòi ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó, ìî-

æåìî ñôîðìóëþâàòè íàñòóïíå.

Òâåðäæåííÿ 3.8. 1. Äëÿ t > 0 òà x ∈ Rd \S ôóíêöiÿ (3.44) çàäîâîëüíÿ¹

ðiâíÿííÿ ç (3.43) òà íóëüîâó ïî÷àòêîâó óìîâó.

2. Äëÿ t > 0 òà x ∈ S âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

Bν(x)v(t, ·, ϕ)(x±) = ∓ 1

2c
q(x)w̃(t, x, ϕ)+

+

t∫
0

dτ

∫
S

Bν(x)g(t− τ, ·, z)(x)w̃(τ, z, ϕ)q(z) dσz.
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Äëÿ êîæíî¨ íåïåðåðâíî¨ ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì ôóíêöi¨ (ψ(x))x∈Rd ðîçãëÿ-

íåìî∫
Rd

ψ(x)
∂

∂t
v(t, x, ϕ) dx =

=

∫
Rd

ψ(x) dx

t∫
0

dτ

∫
S

Ag(t− τ, ·, z)(x)w̃(τ, z, ϕ)q(z) dσz+

+ lim
ε→0+

∫
Rd

ψ(x) dx

∫
S

g(ε, x, z)(x)w̃(τ, z, ϕ)q(z) dσz =

=

∫
Rd

ψ(x)A

 t∫
0

dτ

∫
S

g(t− τ, ·, z)w̃(τ, z, ϕ)q(z) dσz

 (x) dx+

+

∫
S

ψ(z)w̃(t, z, ϕ)q(z) dσz.

Îñòàííÿ ðiâíiñòü òóò ¹ íàñëiäêîì ìîæëèâîñòi çàíåñòè îïåðàòîð A ïiä çíàêè

iíòåãðàëiâ â ïîòåíöiàëi ïðîñòîãî øàðó i òîãî, ùî ïðè âñiõ x ∈ Rd âèêîíó¹òüñÿ∫
Rd

g(ε, x, z)ϕ(z) dz → ϕ(x) ïðè ε → 0+ äëÿ êîæíî¨ îáìåæåíî¨ íåïåðåðâíî¨

ôóíêöi¨ ϕ.

Öå îçíà÷à¹, ùî

∂

∂t
v(t, x, ϕ) = Av(t, ·, ϕ)(x) + q(x)δS(x)w̃(t, x, ϕ). (3.45)

À âðàõîâóþ÷è (3.41), ðiâíiñòü (3.45) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

∂

∂t
v(t, x, ϕ) = Av(t, ·, ϕ)(x) + (q(x)δS(x)ν(x),Bû(t, ·, ϕ)(x)).

Îñêiëüêè û(t, x, ϕ) = u(t, x, ϕ) + v(t, x, ϕ) ïðè âñiõ t > 0, x ∈ Rd, ϕ ∈ Cb(Rd),

òî ìà¹ìî

∂

∂t
û(t, x, ϕ) = Aû(t, ·, ϕ)(x) + (q(x)δS(x)ν(x),Bû(t, ·, ϕ)(x)).

Òàêèì ÷èíîì ñïðàâäæó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ íàñòóïíî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 3.9. Îïåðàòîð A + q(·)δSBν(·) ¹ ñëàáêèì ãåíåðàòîðîì íàïiâãðóïè

(T̂t)t>0.
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3.3.2 Çáóðåííÿ ç êîåôiöi¹íòîì òèïó äåëüòà-ôóíêöi¨ íà

ãiïåðïëîùèíi.

Íåõàé ν ∈ Rd � äåÿêèé îäèíè÷íèé âåêòîð, à S � ãiïåðïëîùèíà îðòîãîíàëüíà

äî ν. Íåõàé (q(x))x∈S � äåÿêà îáìåæåíà íåïåðåðâíà äiéñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ.

3.3.2.1 Çáóðåííÿ òà éîãî âëàñòèâîñòi.

Çàäàìî ôóíêöiþ (ĝ(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd ðiâíiñòþ

ĝ(t, x, y) = g(t, x, y) +

t∫
0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, z)gν(τ, z, y)q(z) dσz, (3.46)

äå

gν(τ, z, y) = Bνg(τ, ·, y)(z) =
1

cα

(y − z, ν)

τ
g(τ, z, y). (3.47)

Îñòàííÿ ðiâíiñòü òóò àíàëîãi÷íà äî (1.21).

Çàóâàæåííÿ 3.6. Ôóíêöiÿ ĝ ðîçãëÿäàëàñÿ â ïóíêòi 2.2.2.1. Òàì äîâåäåíî, ùî

âîíà ¹ ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì äåÿêî¨ ïî÷àòêîâî êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ

ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ
∂u(t, x)

∂t
= Au(t, ·)(x)

Çàóâàæåííÿ 3.7. Ïðè α = 2 ôóíêöiÿ g ¹ ùiëüíiñòþ éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó

âèïàäêîâîãî ïðîöåñó 2cw(t), t ≥ 0, äå w � âiíåðiâ ïðîöåñ â Rd. Òîäi, ïðè äî-

äàòêîâîìó îáìåæåííi |q(x)| ≤ 1 äëÿ âñiõ x ∈ S, ôóíêöiÿ ĝ âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ
(3.46) ¹ ùiëüíiñòþ éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó ïðîöåñó Ìàðêîâà, òðà¹êòîði¨ ÿêîãî

çàäîâîëüíÿþòü ñòîõàñòè÷íå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ (äèâ. [94])

dx(t) = νq(x(t))δS(x(t))dt+ 2cdw(t).

Ó âèïàäêó d = 1 i S = {0}, q(0) = q ∈ [−1, 1] òà äîäàòêîâî c = 1/2,

ôóíêöiÿ ĝ ¹ ùiëüíiñòþ éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó, òàê çâàíîãî, àñèìåòðè÷íîãî âi-

íåðîâîãî ïðîöåñó ÷è êîñîãî áðîóíiâñüêîãî ðóõó (skew Brownian motion)

ĝ(t, x, y) = (2πt)−1/2

[
exp

{
−(y − x)2

2t

}
+ q sign y exp

{
−(|y|+ |x|)2

2t

}]
,

t > 0, x ∈ R1 òà y ∈ R1 (äèâ. [22], [94]).
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Ðîçãëÿíåìî íàø îñíîâíèé âèïàäîê α ∈ (1, 2). Ïåðø çà âñå ïåðåâiðèìî,

ùî ôóíêöiÿ ĝ âèçíà÷åíà êîðåêòíî ôîðìóëîþ (3.46). Äëÿ öüîãî ïîêàæåìî, ùî

iíòåãðàë â ïðàâié ÷àñòèíi ôîðìóëè (3.46) iñíó¹.

Çàóâàæèìî, ùî, ÿê âèïëèâà¹ ç (3.47), gν(t, z, y) = 0, ÿêùî z ∈ S òà y ∈ S
i iíòåãðàë â ïðàâié ÷àñòèíi (3.46) çíèêà¹. Òàêèì ÷èíîì äîñèòü ðîçãëÿäàòè

âèïàäîê (y, ν) 6= 0.

Äëÿ âåêòîðà x ∈ Rd, ïîçíà÷èìî ÷åðåç x̃ éîãî îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ íà

S: x̃ = x− ν(x, ν). Îñêiëüêè ïðè âñiõ t > 0, x ∈ Rd, ξ ∈ Rd

∫
S

g(t, x, z)ei(z,ξ) dσz =

∫
S

hct,αd (x̃− z + (x, ν)ν)ei(z,ξ̃) dz =

= ei(x̃,ξ̃)
∫
S

hct,αd (y + (x, ν)ν)e−i(y,ξ̃) dy,

òî âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (1.5) îäåðæèìî

∫
S

g(t, x, z)ei(z,ξ) dσz =

=
1

2π
ei(x,ξ̃)

∫
R1

exp
{
−iρ(x, ν)− ct(ρ2 + |ξ̃|2)α/2

}
dρ

(3.48)

ïðè x ∈ Rd, ξ ∈ Rd òà t > 0. Ç äîïîìîãîþ ôîðìóëè (3.47) òà ïðåäñòàâëåííÿ

(1.9) ôóíêöi¨ g, îäåðæó¹ìî íàñòóïíå

∫
S

g(t− τ, x, z)gν(τ, z, y) dσz =
(y, ν)

cατ

∫
S

g(t− τ, x, z)g(τ, z, y) dσz =

=
(y, ν)

cατ(2π)d

∫
Rd

e−i(y,λ)−cτ |λ|α dλ

∫
S

g(t− τ, x, z)ei(z,λ) dσz.

Ââiâøè ïîçíà÷åííÿ η = λ̃, r = (ν, λ) òà âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü (3.48) ìàòè-
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ìåìî ∫
S

g(t− τ, x, z)gν(τ, z, y) dσz =

=
(y, ν)

cατ(2π)d+1

∫
Rd−1

dη

∫
R1

dr

∫
R1

exp {−i(ỹ − x̃, η)− iρ(x, ν)− ir(y, ν)−

−caτ,t(ρ, r, η)} dρ,

(3.49)

äå aτ,t(ρ, r, η) = τ(r2 + |η|2)α2 + (t − τ)(ρ2 + |η|2)α2 äëÿ âñiõ r ∈ R1, ρ ∈ R1,

η ∈ Rd−1 òà 0 < τ < t.

Äëÿ ôiêñîâàíèõ τ > 0 òà t > τ , ôóíêöiÿ aτ,t àðãóìåíòiâ (ρ, r, η) ∈ R1 ×
R1 × Rd−1 ¹ îäíîðiäíîþ ïîðÿäêó α. ßê ëåãêî áà÷èòè, ¨¨ ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ

íà ñôåði

{(ρ, r, η) : ρ2 + r2 + |η|2 = 1}

äîðiâíþ¹ τ ∧ (t− τ). Ïðèïóñòèâøè, ùî τ ∈ (0, t/2) òà âèêîðèñòîâóþ÷è çàìiíó

η = τ−1/αξ, ρ = τ−1/αθ òà r = τ−1/αλ, ìîæåìî ïåðåïèñàòè ïðàâó ÷àñòèíó

ðiâíîñòi (3.49) íàñòóïíèì ÷èíîì

(y, ν)τ−1−d+1
α

cα(2π)d+1

∫
Rd−1

dξ

∫
R1

dλ

∫
R1

exp
{
−iτ−1/α[λ(y, ν) + θ(x, ν) + (ỹ − x̃, ξ)]−

− câτ,t(θ, λ, ξ)
}
dθ,

äå âτ,t(θ, λ, ξ) =
t− τ
τ

(θ2 + |ξ|2)α/2 + (λ2 + |ξ|2)α/2. Îñêiëüêè t− τ
τ
≥ 1 ïðè

τ ∈ (0, t/2), òî inf âτ,t(θ, λ, ξ) = 1, äå iíôiìóì áåðåòüñÿ ïî îïèñàíié âèùå

ñôåði. Òîìó ìè ìîæåìî çàñòîñóâàòè äî îñòàííüîãî iíòåãðàëó Ëåìó 4.1 ç [17]

òà îäåðæàòè îöiíêó∫
S

g(t− τ, x, z)|gν(τ, z, y)| dσz ≤
N |(y, ν)|

[τ 1/α + ((x, ν)2 + (y, ν)2 + |ỹ − x̃|2)1/2]d+α+1

ïðè âñiõ τ ∈ (0, t/2), x ∈ Rd òà y ∈ Rd, äåN äåÿêà äîäàòíà ñòàëà, ùî çàëåæèòü

òiëüêè âiä c òà α. Ïîäiáíi ìiðêóâàííÿ äëÿ âèïàäêó τ ∈ (t/2, t) äîçâîëÿþòü
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çàïèñàòè íåðiâíiñòü∫
S

g(t− τ, x, z)|gν(τ, z, y)| dσz ≤

≤ N |(y, ν)|
[(t− τ)1/α + ((x, ν)2 + (y, ν)2 + |ỹ − x̃|2)1/2]d+α+1

ïðè âñiõ τ ∈ (t/2, t), x ∈ Rd òà y ∈ Rd. Òàêèì ÷èíîì îäåðæó¹ìî îöiíêó∣∣∣∣∣∣
t∫

0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, z)gν(τ, z, y)q(z) dσz

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ 2N‖q‖|(y, ν)|

t/2∫
0

[
τ 1/α + ((x, ν)2 + (y, ν)2 + |ỹ − x̃|2)1/2

]−d−α−1

dτ,

(3.50)

äå ‖q‖ = sup
z∈S
|q(z)|. ßêùî (y, ν) 6= 0, òî îñòàííié iíòåãðàë ñêií÷åííèé i ôóí-

êöiÿ ĝ êîðåêòíî âèçíà÷åíà.

Îñêiëüêè
∫
Rd

gν(t, x, y) dy = 0, t > 0, x ∈ Rd, òî

∫
Rd

ĝ(t, x, y) dy = 1, t > 0, x ∈ Rd.

Çàóâàæåííÿ 3.8. Ç Òåîðåìè 2.3 âèïëèâà¹ ñïiââiäíîøåííÿ (ñèìâîë ŷ → y±
îçíà÷à¹, ùî ŷ = y ± δν äëÿ y ∈ S òà δ → 0+)

lim
ŷ→y±

t∫
0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, z)gν(τ, z, ŷ)q(z) dσz = ± 1

2c
q(y)g(t, x, y)

äëÿ t > 0, x ∈ Rd òà y ∈ S. Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî

ĝ(t, x, y±) =

(
1± 1

2c
q(y)

)
g(t, x, y)

ïðè âñiõ t > 0, x ∈ Rd òà y ∈ S.
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3.3.2.2 Íàïiâãðóïà îïåðàòîðiâ.

Âèçíà÷èìî ñiì'þ îïåðàòîðiâ (T̂t)t>0 çàäàíèõ íà îáìåæåíèõ íåïåðåðâíèõ ôóí-

êöiÿõ ϕ íà Rd ðiâíiñòþ

T̂tϕ(x) =

∫
Rd

ĝ(t, x, y)ϕ(y) dy, t > 0, x ∈ Rd. (3.51)

Ïîêàæåìî, ùî öÿ ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ óòâîðþ¹ íàïiâãðóïó ç ãåíåðàòîðîì (â ïåâ-

íîìó ðîçóìiííi) A + q(·)δSBν. Ïðè÷îìó ââàæàòèìåìî, ùî óçàãàëüíåíà ôóí-

êöiÿ δS ñèìåòðè÷íà â òîìó ñåíñi, ùî ¨¨ äiÿ ïîøèðþ¹òüñÿ íà ôóíêöiþ ç êîì-

ïàêòíèì íîñi¹ì (ψ(x))x∈Rd, ÿêà ìà¹ ðîçðèâè òèïó ñòðèáêiâ íà ïîâåðõíi S, çà

ïðàâèëîì

〈δS, ψ〉 =
1

2

∫
S

(ψ(x+) + ψ(x−)) dσ.

Ðîçãëÿäàòèìåìî âèïàäîê d ≥ 2. Âèïàäîê d = 1 áóâ ðîçãëÿíóòèé â [42].

Òåîðåìà 3.10. Äëÿ êîæíîãî t > 0, îïåðàòîð T̂t âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ (3.51)

¹ ëiíiéíèì îáìåæåíèì îïåðàòîðîì íà Cb(Rd) òà ¨õ ñóêóïíiñòü (T̂t)t>0 óòâî-

ðþ¹ íàïiâãðóïó.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî

u(t, x, ϕ) =

∫
Rd

g(t, x, y)ϕ(y) dy

òà

uν(t, x, ϕ) =

∫
Rd

gν(t, x, y)ϕ(y) dy

äëÿ t > 0, x ∈ Rd òà ϕ ∈ Cb(Rd). Îñêiëüêè g ¹ ùiëüíiñòþ éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó,

òî

|u(t, x, ϕ)| ≤ ‖ϕ‖

ïðè âñiõ t > 0, x ∈ Rd. Ôóíêöiÿ uν(τ, z, ϕ) äëÿ τ > 0, z ∈ S òà ϕ ∈ Cb(Rd)

ìîæå áóòè îöiíåíà íàñòóïíèì ÷èíîì (òóò âèêîðèñòîâó¹ìî ôîðìóëó (3.47) òà
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ïðåäñòàâëåííÿ (1.8))

|uν(τ, z, ϕ)| ≤ 1

cατ
‖ϕ‖

∫
Rd

|(y, ν)|g(τ, z, y) dy =
‖ϕ‖

cατ 1−1/α

∫
Rd

|(y, ν)|hc,αd (y) dy.

Äîáðå âiäîìî, ùî ïåðøèé àáñîëþòíèé ìîìåíò ðîçïîäiëó hc,αd ñêií÷åííèé. Îò-

æå, iñíó¹ ñòàëà K > 0 òàêà, ùî

|uν(τ, z, ϕ)| ≤ K‖ϕ‖τ−1+1/α (3.52)

ïðè âñiõ τ > 0, z ∈ S òà ϕ ∈ Cb(Rd). Êðiì òîãî, iñíó¹ òàêà ñòàëà (çíîâó

ïîçíà÷èìî ¨¨ ÷åðåç K), ùî∫
S

g(t− τ, x, z) dσz ≤ K(t− τ)−1/α. (3.53)

ßê íàñëiäîê ç (3.52) òà (3.53), îäåðæó¹ìî íàñòóïíó íåðiâíiñòü (t > 0, x ∈ Rd,

ϕ ∈ Cb(Rd)) ∣∣∣∣∣∣
t∫

0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, z)uν(τ, z, ϕ)q(z) dσz

∣∣∣∣∣∣ ≤ K‖ϕ‖‖q‖

äå K äîäàòíà ñòàëà (ìè ìîæåìî ¨¨ âèáðàòè òàêîþ æ, ÿê â (3.52) òà (3.53)).

Îñêiëüêè

T̂tϕ(x) = u(t, x, ϕ) +

t∫
0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, z)uν(τ, z, ϕ)q(z) dσz,

òî îáìåæåíiñòü îïåðàòîðà T̂t äëÿ ôiêñîâàíîãî t > 0 äîâåäåíà.

Ïåðåâiðèìî íàïiâãðóïîâó âëàñòèâiñòü ñiì'¨ îïåðàòîðiâ (T̂t)t>0. Äëÿ öüîãî

âiçüìåìî äîâiëüíi t > 0, s > 0, ôóíêöiþ ϕ ∈ Cb(Rd) i ðîçãëÿíåìî ïðè ôiêñî-

âàíîìó x ∈ Rd

T̂s+tϕ(x) = u(s+ t, x, ϕ) +

s+t∫
0

dτ

∫
S

g(t+ s− τ, x, z)uν(τ, z, ϕ)q(z) dσz =
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=

∫
Rd

g(s, x, y)u(t, y, ϕ) dy+

+

∫
Rd

g(s, x, y) dy

t∫
0

dτ

∫
S

g(t− τ, y, z)uν(τ, z, ϕ)q(z) dσz+

+

s+t∫
t

dτ

∫
S

g(t+ s− τ, x, z)uν(τ, z, ϕ)q(z) dσz =

=

∫
Rd

g(s, x, y)û(t, y, ϕ) dy +

s∫
0

dτ

∫
S

g(s− τ, x, z)uν(t+ τ, z, ϕ)q(z) dσz

Çàëèøèëîñü, òàêèì ÷èíîì, äîâåñòè, ùî ïðè âñiõ τ > 0, t > 0, z ∈ S ñïðàâ-

äæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

uν(t+ τ, z, ϕ) = uν(τ, z, û(t, ·, ϕ)). (3.54)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ Êîëìîãîðîâà-×åïìåíà, îäåðæó¹ìî

uν(t+ τ, z, ϕ) = Bν

∫
Rd

ϕ(y) dy

∫
Rd

g(τ, ·, x)g(t, x, y) dx

 (z) =

= Bν

∫
Rd

g(τ, ·, x)u(t, x, ϕ) dx

 (z) = uν(τ, z, u(t, ·, ϕ)).

Àëå, îñêiëüêè gν(t, z, y) = 0 ïðè âñiõ t > 0, y ∈ S, z ∈ S i, òîìó,

uν(τ, z, û(t, ·, ϕ))− uν(τ, z, u(t, ·, ϕ)) = uν(τ, z, û(t, ·, ϕ)− u(t, ·, ϕ)) =

= Bν

∫
Rd

g(τ, ·, x) dx

t∫
0

dρ

∫
S

g(t− ρ, x, y)uν(ρ, y, ϕ)q(y) dσy

 (z) =

= Bν

 t∫
0

dρ

∫
S

g(t+ τ − ρ, ·, y)uν(ρ, y, ϕ)q(y) dσy

 (z) =

=

t∫
0

dρ

∫
S

gν(t+ τ − ρ, z, y)uν(ρ, y, ϕ)q(y) dσy = 0,

òî ðiâíiñòü (3.54) äîâåäåíà, à ðàçîì ç íåþ äîâåäåíà i íàïiâãðóïîâà âëàñòèâiñòü

ñiì'¨ îïåðàòîðiâ (T̂t)t>0.
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Íàñëiäîê 3.10.1. Ôóíêöiÿ (ĝ(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ Êîë-

ìîãîðîâà-×åïìåíà.

3.3.2.3 Ãåíåðàòîð íàïiâãðóïè.

Äîáðå âiäîìî, ùî ôóíêöiÿ u(t, x, ϕ) (äèâ. äîâåäåííÿ Òâåðäæåííÿ 3.10) çàäî-

âîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

∂u(t, x, ϕ)

∂t
= Au(t, ·, ϕ)(x), t > 0, x ∈ Rd (3.55)

òà ïî÷àòêîâó óìîâó

u(0+, x, ϕ) = ϕ(x), x ∈ Rd.

Ïîêëàäåìî òåïåð äëÿ t > 0, x ∈ Rd òà ϕ ∈ Cb(Rd)

v(t, x, ϕ) =

t∫
0

dτ

∫
S

g(t− τ, x, z)uν(τ, z, ϕ)q(z) dσz.

Ïðîñòèì íàñëiäêîì íåðiâíîñòi (3.52) òà âëàñòèâîñòåé ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî

øàðó ¹ íàñòóïíà ïàðà òâåðäæåíü.

Òâåðäæåííÿ. Ñïðàâäæó¹òüñÿ íàñòóïíå:

1. Äëÿ t > 0 òà x ∈ Rd \ S ôóíêöiÿ v çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (3.55) òà

íóëüîâó ïî÷àòêîâó óìîâó.

2. Äëÿ t > 0 òà x ∈ S âèêîíó¹òüñÿ

vν(t, x±, ϕ) = ∓ 1

2c
q(x)uν(t, x, ϕ),

äå vν(t, x±, ϕ) = lim
ε→0+

vν(t, x± εν, ϕ) òà vν(t, z, ϕ) = Bνv(t, ·, ϕ)(z).

Çàóâàæåííÿ 3.9. Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ íåïåðåðâíî¨ ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì

ôóíêöi¨ (ψ(x))x∈Rd ñïðàâäæó¹òüñÿ íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ

lim
ε→0+

∫
Rd

ψ(x) dx

∫
S

g(ε, x, z)uν(t, z, ϕ)q(z) dσz =

∫
S

ψ(z)uν(t, z, ϕ)q(z) dσz.
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Öå îçíà÷à¹, ùî

∂v(t, x, ϕ)

∂t
= Av(t, ·, ϕ)(x) + q(x)δS(x)uν(t, x, ϕ).

Äiéñíî, äëÿ êîæíî¨ íåïåðåðâíî¨ ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì ôóíêöi¨ (ψ(x))x∈Rd âè-

êîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü∫
Rd

ψ(x)
∂

∂t
v(t, x, ϕ) dx =

=

∫
Rd

ψ(x) dx

t∫
0

dτ

∫
S

Ag(t− τ, ·, z)(x)uν(τ, z, ϕ)q(z) dσz+

+ lim
ε→0+

∫
Rd

ψ(x) dx

∫
S

g(ε, x, z)uν(t, z, ϕ)q(z) dσz =

=

∫
Rd

ψ(x)A

 t∫
0

dτ

∫
S

g(t− τ, ·, z)uν(τ, z, ϕ)q(z) dσz

 (x) dx+

+

∫
S

ψ(z)uν(t, z, ϕ)q(z) dσz.

Òåïåð çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ δS ¹ ñèìåòðè÷íîþ i, òîìó,

δS(x)vν(t, x, ϕ) = 0, x ∈ Rd.

Öå îçíà÷à¹, ùî ôóíêöiÿ

û(t, x, ϕ) = u(t, x, ϕ) + v(t, x, ϕ), t > 0, x ∈ Rd,

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

∂û(t, x, ϕ)

∂t
= Aû(t, ·, ϕ)(x) + q(x)δS(x)Bνû(t, ·, ϕ)(x), t > 0, x ∈ Rd

òà ïî÷àòêîâó óìîâó

û(0+, x, ϕ) = ϕ(x), x ∈ Rd.

Iíàêøå êàæó÷è, îïåðàòîð A + q(·)δSBν ¹ ãåíåðàòîðîì íàïiâãðóïè (T̂t)t>0.
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3.

Àäèòèâíi çáóðåííÿ iíôiíiòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà ñèìåòðè÷íîãî α-ñòiéêîãî

âèïàäêîâîãî ïðîöåñó ç äîïîìîãîþ îïåðàòîðà (a(·),B), äå âåêòîðíèé îïåðàòîð

B âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ì ñèìâîëîì (i|ξ|α−2ξ)ξ∈Rd à (a(x))x∈Rd � äåÿêà Rd-çíà÷íà

ôóíêöiÿ, ïðèâîäÿòü äî "ïñåâäîïðîöåñiâ". Âiäïîâiäíà íàïiâãðóïà îïåðàòîðiâ

íå çàëèøà¹ iíâàðiàíòíèì êîíóñ íåâiä'¹ìíìõ ôóíêöié. Iíôiíiòåçèìàëüíèé îïå-

ðàòîð çáóðåíî¨ íàïiâãðóïè ìà¹ âèãëÿä A + (a(·)B). Çîêðåìà, öå âñòàíîâëåíî

ó âèïàäêàõ îáìåæåíî¨ (â òîìó ÷èñëi ñòàëî¨), iíòåãðîâíî¨ â äåÿêîìó ñòåïåíi

p > d + α, óçàãàëüíåíî¨ âèäó q(·)ν(·)δS ôóíêöi¨ a(·). Ñàìå â öèõ âèïàäêàõ

äîâåäåíî iñíóâàííÿ òàêîãî çáóðåííÿ òà âiäïîâiäíî¨ íàïiâãðóïè ëiíiéíèõ îáìå-

æåíèõ îïåðàòîðiâ íà ïðîñòîði îáìåæåíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié. Ó âèïàäêó

ñòàëî¨ ôóíêöi¨ a(·) çíàéäåíî ÿâíèé âèãëÿä (ç òî÷íiñòþ äî êâàäðàòóð) ôóí-

êöi¨ çáóðåííÿ òà ïîêàçàíî, ùî ïðè 1 < α < 2 âîíà ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ ðiçíèõ

çíàêiâ.

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 3 îïóáëiêîâàíi â [8,59,60,62] òà àíîíñîâàíi â [78�81].

Äëÿ ¨õ îáãðóíòóâàííÿ ñóòò¹âî âèêîðèñòàíî iäå¨ òà ìåòîäè ç ðîáiò [47�50]
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Ðîçäië 4

Îäíîâèìiðíi ñèìåòðè÷íi α-ñòiéêi

âèïàäêîâi ïðîöåñè.

4.1 Îñíîâíi ïîíÿòòÿ òà äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè

4.1.1 Äåÿêi ìîìåíòè çóïèíêè.

Â öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹ìî îäíîâèìiðíi ñèìåòðè÷íi α-ñòiéêi âèïàäêîâi ïðî-

öåñè. Òîáòî d = 1 i ôóíêöiÿ g àðãóìåíòiâ t > 0, x ∈ R òà y ∈ R çàäà¹òüñÿ

ðiâíiñòþ

g(t, x, y) =
1

π

∞∫
0

e−ctξ
α

cos ξ(y − x) dξ. (4.1)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç (x(t),Mt,Px) ñòàíäàðòíèé ïðîöåñ Ìàðêîâà (äèâ. [16, Òå-

îðåìà 3.14]) â R òàêèé, ùî Px(x(t) ∈ Γ) =

∫
Γ

g(t, x, y) dy äëÿ âñiõ t > 0,

x ∈ R, Γ ∈ B(R) (öå ïîçíà÷åííÿ ñiì'¨ áîðåëåâèõ ïiäìíîæèí R). Öåé ïðîöåñ

¹ îäíîâèìiðíèì ñèìåòðè÷íèì α-ñòiéêèì ïðîöåñîì ç ïîêàçíèêîì α. Â ÷àñòêî-

âîìó âèïàäêó α = 2 ìà¹ìî áðîóíiâñüêèé ðóõ, à äîäàòêîâî áåðó÷è c = 1/2 �

ñòàíäàðòíèé áðîóíiâñüêèé ðóõ ÷è âiíåðiâ ïðîöåñ.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi ìîìåíòè çóïèíêè öüîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó

τ 0 = inf{s ≥ 0 : x(s) = 0}, σ = inf{s ≥ 0 : x(s) · x(0) ≤ 0}

(ÿê çàçâè÷àé, ìè ââàæà¹ìî, ùî inf{∅} =∞). Îäíî÷àñíî ðîçãëÿíåìî íàñòóï-
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íó ôóíêöiþ

g∗(t, x, y) = g(t, x, y)− g(t,−|x|, |y|) (4.2)

çàäàíó ïðè t > 0, x 6= 0 òà y 6= 0. Öå ùiëüíiñòü éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó ïðîöåñó

Ìàðêîâà (x∗(t),M∗
t , τ
∗,P∗x) ó ôàçîâîìó ïðîñòîði R0 = {x ∈ R : x 6= 0} iç

σ-àëãåáðîþ B(R0) âñiõ áîðåëåâèõ ïiäìíîæèí R0. Òóò τ ∗ ¹ ÷àñîì iñíóâàííÿ

âèïàäêîâîãî ïðîöåñó (x∗(t))t≥0 àáî ìîìåíòîì ÷àñó, êîëè öåé ïðîöåñ çíèêà¹ ç

ïðîñòîðó R0.

Òîé ôàêò, ùî P∗x(τ ∗ < ∞) = 1 ïðè âñiõ x ∈ R0, âèïëèâà¹ ç ðåçóëüòàòiâ

íàñòóïíèõ îá÷èñëåíü

P∗x(τ ∗ ≤ t) = 1−
∫
R

g∗(t, x, y) dy = 2

∞∫
0

g(t,−|x|, y) dy = 2P0(x(t) > |x|) ≥

≥ P0

(
sup

0≤τ≤t
x(τ) > |x|

)
ïðè êîæíîìó t > 0. Îñòàííþ íåðiâíiñòü òóò ìîæíà çíàéòè â [21, Ãë. IV, �1].

Äîñèòü òåïåð ñïðÿìóâàòè t äî íåñêií÷åííîñòi òà ñêîðèñòàòèñü íåïåðåðâíiñòþ

éìîâiðíîñòi.

Äîáðå âiäîìî, ùî ó âèïàäêó α = 2 ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíiñòü τ 0 = σ Px-ì.í.
äëÿ êîæíîãî x ∈ R, òà ñïiââiäíîøåííÿ

Px ({x(t) ∈ Γ} ∩ {σ > t}) = Px
(
{x(t) ∈ Γ} ∩ {τ 0 > t}

)
=

=

∫
Γ

g∗(t, x, y) dy
(4.3)

äëÿ âñiõ t > 0, x ∈ R0 òà Γ ∈ B(R0).

4.1.2 Ëîêàëüíèé ÷àñ ñèìåòðè÷íîãî ñòiéêîãî ïðîöåñó.

Ïîâåðíåìîñü äî ñèìåòðè÷íîãî α-ñòiéêîãî ïðîöåñó (x(t))t≥0 â (R,B(R)). Éîãî

ùiëüíiñòü éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó g âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà íà R çàäà¹òüñÿ ðiâíi-

ñòþ (4.1).

222



Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ Ft(x) =

t∫
0

g(s, x, 0) ds, t ≥ 0, x ∈ R. Iñíóâàííÿ

iíòåãðàëó òóò âèïëèâà¹ ç îöiíêè (1.10). Öÿ ôóíêöiÿ ¹ W-ôóíêöi¹þ, ùî çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâó sup
x∈R

Ft(x) → 0 ïðè t → 0+. Òåîðåìà 6.6 ç [16] ñòâåðäæó¹, ùî

â öüîìó âèïàäêó iñíó¹ W-ôóíêöiîíàë (ηt)t≥0 âiä ïðîöåñó (x(t))t≥0 òàêèé, ùî

Exηt = Ft(x) äëÿ âñiõ t ≥ 0 òà x ∈ R. Öåé ôóíêöiîíàë íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíèì
÷àñîì (â íóëi) ñèìåòðè÷íîãî α-ñòiéêîãî ïðîöåñó (íàãàäà¹ìî, ùî α ∈ (1, 2]).

Äëÿ êîæíîãî h > 0 ïîêëàäåìî vh(x) = g(h, x, 0), x ∈ R i ðîçãëÿíåìî íà-

ñòóïíi ôóíêöiîíàëè η
(h)
t =

t∫
0

vh(x(s)) ds, t ≥ 0. Ôóíêöiîíàë (ηt)t≥0 ìîæíà

íàáëèçèòè ôóíêöiîíàëàìè η(h)
t , ïðè h → 0+, â ñåðåäíüî êâàäðàòè÷íîìó ðî-

çóìiííi, òîáòî Ex(η(h)
t − ηt)2 → 0, ÿêùî h→ 0+, äëÿ âñiõ t ≥ 0 òà x ∈ R. Öåé

ôàêò âèïëèâà¹ ç òàêî¨ î÷åâèäíî¨ íåðiâíîñòi

|Exη(h)
t − Exηt| =

∣∣∣∣∣∣
t+h∫
t

g(s, x, 0) ds−
h∫

0

g(s, x, 0) ds

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ α

α− 1
N
[
(t+ h)1− 1

α − t1−
1
α + h1− 1

α

]
òà Òåîðåìè 6.4 ç [16].

Äëÿ çàäàíèõ ïàðàìåòðiâ h > 0, µ ≥ 0 òà ôóíêöi¨ ϕ ∈ Cb(R) ïîêëàäåìî

u
(µ)
h (t, x, ϕ) = Ex

[
ϕ(x(t))e−µη

(h)
t

]
, t ≥ 0, x ∈ R. Ç ðiâíÿííÿ (1.23) âèïëèâà¹

íàñòóïíå ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöi¨ u(µ)
h :

u
(µ)
h (t, x, ϕ) =

∫
R

g(t, x, y)ϕ(y) dy −

−µ
t∫

0

ds

∫
R

g(s, x, y)u
(µ)
h (t− s, y, ϕ)vh(y) dy. (4.4)

Î÷åâèäíî, ùî

lim
h→0+

u
(µ)
h (t, x, ϕ) = Ex

[
ϕ(x(t))e−µηt

]
. (4.5)

Ùîá ïåðåéòè äî ãðàíèöi â (4.4) ïðè h → 0+, íàì áóäå ïîòðiáåí íàñòóïíèé

äîïîìiæíèé ðåçóëüòàò.
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Íåõàé (ψ(t, x))t≥0,x∈R âèìiðíà êîìïëåêñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ, ÿêà çàäîâîëü-

íÿ¹ óìîâó sup
(t,x)∈[0,T ]×R

|ψ(t, x)| <∞ äëÿ êîæíîãî T > 0. Ðîçãëÿíåìî ¨¨ ïåðåòâî-

ðåííÿ ψh, ùî çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ ψh(t, x) =

t∫
0

ds

∫
R

g(s, x, y)ψ(t−s, y)vh(y) dy,

h > 0, t ≥ 0, x ∈ R.
Ëåìà 2.12 ñòâåðäæó¹, ùî öå ïåðåòâîðåííÿ êîìïàêòíå â íàñòóïíîìó ðîçó-

ìiííi. Äëÿ çàäàíèõ ÷èñåë ε > 0, L > 0 òà T > 0 iñíó¹ òàêå ÷èñëî δ > 0,

ùî |ψh(t′, x′) − ψh(t, x)| < ε äëÿ âñiõ h > 0, t ∈ [0, T ], t′ ∈ [0, T ], x ∈ R,
x′ ∈ R òà âñiõ (ψ(t, x))t≥0,x∈R ç âëàñòèâiñòþ sup

(t,x)∈[0,T ]×R
|ψ(t, x)| ≤ L, ÿêùî

òiëüêè ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |t′ − t|+ |x′ − x| < δ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öå ìîæíà ëåãêî ïåðåéòè äî ãðàíèöi â (4.4) òà îäåðæà-

òè ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöi¨ u(µ)(t, x, ϕ), ùî ïðåäñòàâëÿ¹ ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíîñòi

(4.5)

u(µ)(t, x, ϕ) =

∫
R

g(t, x, y)ϕ(y) dy − µ
t∫

0

g(s, x, 0)u(µ)(t− s, 0, ϕ) ds.

ßñíî, ùî u(µ)(t, x, ϕ) =

∫
R

g(µ)(t, x, y)ϕ(y) dy äëÿ t > 0, x ∈ R òà ϕ ∈ Cb(R),

äå g(µ) ¹ ðîçâ'ÿçêîì íàñòóïíîãî ðiâíÿííÿ

g(µ)(t, x, y) = g(t, x, y)− µ
t∫

0

g(s, x, 0)g(µ)(t− s, 0, y) ds. (4.6)

Ìîæíà çðîçóìiòè, ùî öå íàñïðàâäi ¹ ðiâíÿííÿì (1.23), â ÿêîìó v(x) = −µδ(x),

x ∈ R (δ(·) ¹ äåëüòà-ôóíêöi¹þ Äiðàêà).

Çàñòîñóâàâøè ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà äî (4.6) òà ïîêëàâøè

G(λ, x, y) =

∞∫
0

e−λtg(t, x, y) dt, G(µ)(λ, x, y) =

∞∫
0

e−λtg(µ)(t, x, y) dt,

îäåðæèìî G(µ)(λ, x, y) = G(λ, x, y) − µG(λ, x, 0)G(µ)(λ, 0, y) ïðè âñiõ λ > 0,

x ∈ R, y ∈ R. Çâiäñè ìà¹ìî, ùî ïðè λ > 0, y ∈ R âèêîíó¹òüñÿ G(µ)(λ, 0, y) =
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G(λ, 0, y) − µG(λ, 0, 0)G(µ)(λ, 0, y) àáî G(µ)(λ, 0, y) =
G(λ, 0, y)

1 + µG(λ, 0, 0)
. Òîìó

G(µ)(λ, x, y) = G(λ, x, y)− µG(λ, x, 0)G(λ, 0, y)

1 + µG(λ, 0, 0)
àáî

G(µ)(λ, x, y) = G(λ, x, y)− G(λ, x, 0)G(λ, 0, y)

G(λ, 0, 0)
+

+ [1 + µG(λ, 0, 0)]−1 G(λ, x, 0)G(λ, 0, y)

G(λ, 0, 0)
.

(4.7)

Çàóâàæèìî, ùî öÿ ôîðìóëà ïðèâîäèòü äî íàñòóïíî¨ âëàñòèâîñòi ëîêàëüíîãî

÷àñó (ηt)t≥0

P0(ηt > 0) = 1, t > 0. (4.8)

Ùîá äîâåñòè öå, ñïî÷àòêó âðàõó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ∫
R

G(µ)(λ, x, y) dy = U (µ)(λ, x, 1) =

∞∫
0

e−λtExe−µηt dt

òà ∫
R

G(λ, x, y) dy = 1/λ.

Ïîêëàäåìî x = 0 â (4.7) òà ïðîiíòåãðó¹ìî îáèäâi ÷àñòèíè éîãî ïî y. Òîäi

îäåðæèìî ðiâíiñòü
∞∫

0

e−λtE0e
−µηt dt =

1

λ(1 + µG(λ, 0, 0))
.

Âiäïðàâèâøè µ→∞ òà âèêîðèñòàâøè ëåìó Ôàòó, ìàòèìåìî
∞∫

0

e−λtP0({ηt = 0}) dt = 0

i (4.8) äîâåäåíà.

Iíøèì ïðîñòèì íàñëiäêîì ç (4.7) ¹ íàñòóïíà ôîðìóëà

E0(ηt)
k =

k!

κkΓ(k(1− 1/α) + 1)
tk(1−1/α),

ÿêà ïðàâèëüíà äëÿ t > 0 òà k = 0, 1, 2, . . . , äå κ êîíñòàíòà, ùî çàëåæèòü ëèøå

âiä c > 0 òà α ∈ (1, 2]; ¨ ¨ òî÷íå çíà÷åííÿ íàâåäåíî â ïóíêòi 4.1.1.

225



4.1.3 Çàãàëüíi âëàñòèâîñòi ñèìåòðè÷íîãî ñòiéêîãî

ïðîöåñó.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi îñíîâíi âëàñòèâîñòi ñèìåòðè÷íîãî ñòiéêîãî ïðîöåñó. Äåÿêi

ç íèõ, çðåøòîþ, ¹ ïåðåôîðìóëþâàííÿìè íà âèïàäîê d = 1 âiäïîâiäíèõ ôà-

êòiâ äëÿ òàêîãî ïðîöåñó â Rd. Àëå ùîá ìàòè àêòóàëüíi äëÿ íàøîãî âèïàäêó

ôîðìóëè, êîðîòêî íà íèõ çóïèíåìîñü.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç A ãåíåðàòîð ïðîöåñó (x(t))t≥0, ùî çàäà¹òüñÿ ùiëüíiñòþ

éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó (4.1). Äîáðå âiäîìî, ùî öåé îïåðàòîð äi¹ íà äîñòàòíüî

ãëàäêó òà îáìåæåíó ðàçîì çi ñâî¨ìè ïîõiäíèìè ôóíêöiþ (ϕ(x))x∈R âiäïîâiäíî

äî íàñòóïíî¨ ôîðìóëè

Aϕ(x) = cqα

∫
R

ϕ(x+ y)− ϕ(x)− ϕ′(x)y

|y|α+1
dy, x ∈ R,

äå qα =
1

π
Γ(α+ 1) sin

πα

2
. Òóò äîñèòü ùîá ôóíêöiÿ ϕ áóëà ñêðiçü äèôåðåíöi-

éîâíîþ i ¨¨ ïîõiäíà çàäîâîëüíÿëà óìîâó Ëiïøèöÿ.

Iíøà õàðàêòåðèçàöiÿ A òàêà: âií ¹ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèì îïåðàòîðîì,

÷èé ñèìâîë çàäà¹òüñÿ âèðàçîì (−c|ξ|α)ξ∈R.

Äàëi ìè âèêîðèñòîâóâàòèìåìî íàñòóïíó ôàêòîðèçàöiéíó âëàñòèâiñòü öüî-

ãî îïåðàòîðàA = cBD = cDB, äåD ¹ äèôåðåíöiàëüíèì îïåðàòîðîì ïåðøîãî

ïîðÿäêó(éîãî ñèìâîë (iξ)ξ∈R) òà B, ùî ¹ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèì îïåðàòîðîì

ç ñèìâîëîì (i|ξ|α−1 sign ξ)ξ∈R. Íàñòóïíà ôîðìóëà

Bϕ(x) =
qα
α

∫
R

ϕ(x+ y)− ϕ(x)

|y|α
sign y dy, x ∈ R,

ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ êîæíî¨ îáìåæåíî¨ ëiïøèöåâî¨ ôóíêöi¨ ϕ íà R.
Íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, ùî äiÿ îïåðàòîðà B íà ôóíêöiþ (g(t, x, y))x∈R äëÿ

ôiêñîâàíèõ t > 0 òà y ∈ R çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

Bg(t, ·, y)(x) =
1

cα

y − x
t

g(t, x, y). (4.9)

Íàñòóïíà ôîðìóëà ìîæå áóòè îòðèìàíà ç ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè [10] ïðè âñiõ
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α ∈ (0, 2]

lim
t→0+

t−1g(t, x, 0) =
c

π
Γ(α + 1) sin

πα

2
|x|−α−1, x 6= 0. (4.10)

Ùå îäíà ôîðìóëà (ôîðìóëà Ðîãîçiíà-Ñïiöåðà) âñòàíîâëþ¹ çâ'ÿçîê ìiæ

ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè sup
0≤s≤t

x(s) òà ôóíêöi¹þ g (äèâ. [102]

òà [21, Ãë. IV]):

λ

∞∫
0

e−λt

 ∞∫
0

eiξy dP0

({
sup

0≤s≤t
x(s) < y

}) dt =

= exp


∞∫

0

(eiξy − 1)

∞∫
0

t−1g(t, 0, y)e−λt dt dy

 , λ > 0, ξ ∈ R.

(4.11)

Êðiì òîãî çðîçóìiëèìè ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

P0

({
sup

0≤s≤t
x(s) < y

})
= P−y

({
sup

0≤s≤t
x(s) < 0

})
=

= P−y ({σ > t}) = Py ({σ > t})

äëÿ y > 0 òà t > 0.

4.2 Ìîìåíò ïåðøîãî äîñÿãíåííÿ íóëÿ.

Ìè âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ïîíÿòòÿ ëîêàëüíîãî ÷àñó ïðîöåñó (x(t))t≥0 (äèâ.,

íàïðèêëàä, [4,18]), ùîá çíàéòè ôóíêöiþ ðîçïîäiëó τ 0. ×åðåç öå îáìåæó¹ìîñÿ

âèïàäêîì 1 < α ≤ 2. Òîé ôàêò, ùî â öüîìó âèïàäêó Px(τ 0 < ∞) ≡ 1 äîáðå

âiäîìèé (äèâ. [44]).

Ñïî÷àòêó äîâåäåìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4.1. Ïðè âñiõ λ > 0 òà x ∈ R ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Exe−λτ
0

= κλ1−1/αG(λ, x, 0) = κλ1−1/αG(λ, 0, x), (4.12)

â ÿêié κ = c1/αα sin π
α.
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Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî

G(λ, 0, 0) =
1

π

∞∫
0

(λ+ cξα)−1 dξ = κ−1λ1/α−1, λ > 0,

äå κ =

1

π

∞∫
0

(1 + cξα)−1 dξ

−1

= c1/αα sin
π

α
> 0 ïðè α ∈ (1, 2].

Ïðîiíòåãðó¹ìî îáèäâi ñòîðîíè ðiâíîñòi (4.7) çà çìiííîþ y. Â ðåçóëüòàòi

îäåðæèìî

lim
µ→∞

∞∫
0

e−λtEx
[
e−µηt

]
dt =

1

λ

[
1− κλ1−1/αG(λ, x, 0)

]
. (4.13)

Îñêiëüêè {τ 0 ≥ t} = {ηt = 0}, áî ηt � ëîêàëüíèé ÷àñ â íóëi ïðîöåñó (x(t))t≥0,

òî î÷åâèäíî, ùî lim
µ→∞

Ex [e−µηt] = Px(τ 0 ≥ t) äëÿ âñiõ t > 0 òà x ∈ R. Òîäi ëiâà
÷àñòèíà (4.13) ìîæå áóòè çàïèñàíà íàñòóïíèì ÷èíîì

∞∫
0

e−λtPx(τ 0 ≥ t) dt = −1

λ
e−λtPx(τ 0 ≥ t)

∣∣∣∞
0

+
1

λ

∞∫
0

e−λt dtPx(τ 0 ≥ t) =

=
1

λ

(
1− Exe−λτ

0
)
.

Öå äîâîäèòü ôîðìóëó (4.12). Äðóãà ðiâíiñòü â (4.12) íàñëiäîê ñèìåòðè÷íî-

ñòi ïðîöåñó (x(t))t≥0.

Çàóâàæèìî, ùî ôîðìóëà ïîäiáíà äî (4.12) ìîæå áóòè çíàéäåíà â ëiòåðà-

òóði (äèâ., íàïðèêëàä, [6, Cor. II.18 òà Th. II.19], [38], [103, Th. 43.3]). Ïåðå-

òâîðåííÿ Ìåëëiíà äëÿ τ 0 îòðèìàíî â [36].

Ç (4.12) âèïëèâà¹, ùî äëÿ (f 0(t, x))t>0 � ùiëüíîñòi Px-ðîçïîäiëó (x ∈ R0)

âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè τ 0 ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêà ðiâíiñòü

f 0(t, x) =
d

dt
Px(τ 0 ≤ t) = κD1− 1

αg(·, x, 0)(t), (4.14)

äå κ = c
1
αα sin π

α òà Dβ îçíà÷à¹ äðîáîâó ïîõiäíó ïîðÿäêó 0 < β < 1. Òóò äî-

ñèòü çãàäàòè, ùî äëÿ ÷èñëà β ∈ (0, 1) äðîáîâà ïîõiäíà ïîðÿäêó β âiä ôóíêöi¨
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(f(t))t≥0 âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

Dβf(t) =
1

Γ(1− β)

d

dt

t∫
0

(t− s)−βf(s) ds, t > 0.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç F (λ) äëÿ λ > 0 ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà ôóíêöi¨ f : F (λ) =
∞∫

0

e−λtf(t) dt. Òîäi çà óìîâè f(0+) = 0 ìàòèìåìî

∞∫
0

e−λt[Dβf(t)] dt = λβF (λ),

λ > 0. Îñêiëüêè D1−1/αg(·, x, 0)(t) ïðè âñiõ t > 0 òà x 6= 0 iñíó¹ i g(0+, x, 0) =

0 ïðè x 6= 0, òî ìîæåìî çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó τ 0 ìà¹

ùiëüíiñòü âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà i

f 0(t, x) = κD1−1/αg(·, x, 0)(t),

à öå i ¹ ôîðìóëà (4.14).

Ïîçíà÷èìî éìîâiðíiñòü ïåðåõîäó ïðîöåñó (x0(t))t≥0 ÷åðåç P 0(t, x,Γ) äëÿ

t > 0, x ∈ R0 òà Γ ∈ B(R0).

Òåîðåìà 4.2. Ðiâíiñòü P 0(t, x,Γ) =

∫
Γ

g0(t, x, y) dy ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ âñiõ

t > 0, x ∈ R0 òà Γ ∈ B(R0), äå g0 çàäà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè

g0(t, x, y) = g(t, x, y)−
t∫

0

f 0(s, x)g(t− s, 0, y) ds =

= g(t, x, y)−
t∫

0

g(s, x, 0)f 0(t− s, y) ds

(4.15)

äëÿ t > 0, x ∈ R0 òà y ∈ R0.

Äîâåäåííÿ. Äîìíîæèìî îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi (4.7) íà ϕ(y) (ϕ ∈ Cb(R)) òà

ïðîiíòåãðó¹ìî ¨õ çà çìiííîþ y ïî R. Îäåðæèìî

lim
µ→∞

∫
R

G(µ)(λ, x, y)ϕ(y) dy =

=

∫
R

ϕ(y)
[
G(λ, x, y)− κλ1−1/αG(λ, x, 0)G(λ, 0, y)

]
dy.
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Ëiâà ÷àñòèíà öi¹¨ ðiâíîñòi ìîæå áóòè çàïèñàíà íàñòóïíèì ÷èíîì

lim
µ→∞

∫
R

G(µ)(λ, x, y)ϕ(y) dy = lim
µ→∞

∞∫
0

e−λtExϕ(x(t))e−µηt dt =

=

∞∫
0

e−λtExϕ(x(t)) 1I{ τ
0 > t} dt =

=

∞∫
0

e−λt

∫
R

ϕ(y)Px({x(t) ∈ dy} ∩ {τ 0 > t})

 dt.

Òîäi ðiâíiñòü

∞∫
0

e−λtP 0(t, x,Γ) dt =

∫
Γ

[
G(λ, x, y)− κλ1−1/αG(λ, x, 0)G(λ, 0, y)

]
dy

ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ âñiõ λ > 0, x ∈ R0 òà Γ ∈ B(R0). Öå îçíà÷à¹, ùî ðåçîëü-

âåíòíå ÿäðî ïðîöåñó (x0(t))t≥0 çàäà¹òüñÿ âèðàçîì

G(λ, x, y)− κλ1−1/αG(λ, x, 0)G(λ, 0, y)

äëÿ âñiõ λ > 0, x ∈ R0 òà y ∈ R0, i öå ¹ ïåðåòâîðåííÿì Ëàïëàñà ôóíêöi¨ g0

çàäàíî¨ ôîðìóëîþ (4.15). Òåîðåìà äîâåäåíà.

Äåÿêi ðåçóëüòàòè ñòîñîâíî ïðîöåñó àíàëîãi÷íîãî äî (x0(t))t≥0 ìîæíà çíà-

éòè â [90,107].

Òåîðåìà 4.3. Ñïðàâäæó¹òüñÿ íàñòóïíà ôîðìóëà äëÿ ÿäðà ïîòåíöiàëó ïðî-

öåñó (x0(t))t≥0

∞∫
0

g0(t, x, y) dt =
Γ(2− α)

πc(α− 1)
sin

πα

2

(
|x|α−1 + |y|α−1 − |y − x|α−1

)
(4.16)

ïðè x ∈ R0 òà y ∈ R0.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî
∞∫

0

g0(t, x, y) dt = lim
λ→0+

∞∫
0

e−λtg0(t, x, y) dt, x ∈ R0, y ∈ R0.
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Òîäi, âðàõîâóþ÷è, ùî

G(λ, x, y) =
1

κλ1−1/α
− 1

π

∞∫
0

1− cos ξ(y − x)

λ+ cξα
dξ

äëÿ λ > 0, x ∈ R0 òà y ∈ R0, ìà¹ìî

∞∫
0

e−λtg0(t, x, y) dt = G(λ, x, y)− κλ1−1/αG(λ, x, 0)G(λ, 0, y) =

=
1

κλ1−1/α
− 1

π

∞∫
0

1− cos ξ(y − x)

λ+ cξα
dξ−

−κλ1−1/α

 1

κλ1−1/α
− 1

π

∞∫
0

1− cos ξx

λ+ cξα
dξ

 1

κλ1−1/α
− 1

π

∞∫
0

1− cos ξy

λ+ cξα
dξ

 =

=
1

π

∞∫
0

1− cos ξx

λ+ cξα
dξ +

1

π

∞∫
0

1− cos ξy

λ+ cξα
dξ − 1

π

∞∫
0

1− cos ξ(y − x)

λ+ cξα
dξ−

−κλ
1−1/α

π2

∞∫
0

1− cos ξx

λ+ cξα
dξ

∞∫
0

1− cos ξy

λ+ cξα
dξ.

Îòæå,

∞∫
0

g0(t, x, y) dt =
1

πc

∞∫
0

1− cos ξx

ξα
dξ +

1

πc

∞∫
0

1− cos ξy

ξα
dξ−

− 1

πc

∞∫
0

1− cos ξ(y − x)

ξα
dξ

i äîâåäåííÿ çàâåðøó¹òüñÿ îá÷èñëåííÿì iíòåãðàëó

∞∫
0

1− cos ξz

ξα
dξ = |z|α−1 1

α− 1
Γ(2− α) sin

πα

2
, z ∈ R.

Íà çàâåðøåííÿ öüîãî ïóíêòó ñôîðìóëþ¹ìî ùå îäèí íàñëiäîê ç (4.7) âiäíî-

ñíî âèïàäêîâî¨ ôóíêöi¨ (βt)t≥0, ùî ¹ îáåðíåíîþ ôóíêöi¹þ äî ôóíêöi¨ (ηt)t≥0.
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Öåé ðåçóëüòàò âiäîìèé (äèâ. [106], à òàêîæ, [9, Th. 3.17]) i íàâîäèòüñÿ òóò ÿê

îäèí ç ïðèêëàäiâ çàñòîñóâàííÿ ôîðìóëè (4.7).

Ïîêëàäåìî βt = max{s ≥ 0 : ηs = t}, t ≥ 0.

Òåîðåìà 4.4. Äëÿ λ > 0, t > 0 òà x ∈ R ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Exe−λβt = κλ1−1/αG(λ, x, 0) exp
{
−κλ1−1/αt

}
.

Çîêðåìà, E0e
−λβt = exp

{
−κλ1−1/αt

}
, λ > 0, t > 0. Iíøèìè ñëîâàìè, (βt)t≥0 ¹

îäíîâèìiðíèì ñòiéêèì ïðîöåñîì ç ïîêàçíèêîì 1− 1

α
çà óìîâè, ùî x(0) = 0.

Äîâåäåííÿ. ßê âèïëèâà¹ ç ðåçóëüòàòiâ ïóíêòó 4.1.2, ðiâíiñòü

Ex

∞∫
0

e−λte−µηtϕ(x(t)) dt =

∫
R

G(µ)(λ, x, y)ϕ(y) dy

ïðàâèëüíà äëÿ êîæíî¨ ϕ ∈ Cb(R). Ïîêëàäåìî òóò ϕ(y) = vh(y) = g(h, y, 0)

ïðè y ∈ R òà h > 0 i îòðèìà¹ìî

Ex

∞∫
0

e−λt−µηt dη
(h)
t =

∫
R

G(µ)(λ, x, y)vh(y) dy. (4.17)

Âðàõîâóþ÷è, ùî∫
R

G(λ, x, y)g(h, y, 0) dy =

∞∫
0

e−λt
∫
R

g(t, x, y)g(h, y, 0) dy dt =

=

∞∫
0

e−λtg(t+ h, x, y) dt→ G(λ, x, 0) h→ 0+

òà ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi ïðè h→ 0+ â ðiâíîñòi (4.17), îäåðæèìî ðiâíiñòü

Ex

∞∫
0

e−λt−µηt dηt =
G(λ, x, 0)

1 + µG(λ, 0, 0)

ÿêà (ÿêùî çãàäàòè, ùî G(λ, 0, 0) = κ−1λ1/α−1) ìîæå áóòè ïåðåïèñàíà íàñòó-

ïíèì ÷èíîì
∞∫

0

e−µtExe−λβt dt = κλ1−1/αG(λ, x, 0)
[
κλ1−1/α + µ

]−1

.
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Ïåðåéøîâøè â öié ðiâíîñòi äî îðèãiíàëiâ, ìàòèìåìî òâåðäæåííÿ, ùî äîâîäè-

òüñÿ.

4.3 Ïðîöåñ (x∗(t))t≥0.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ g∗ âèçíà÷åíó ðiâíiñòþ (4.2). Äîâåäåìî, ùî ôóíêöiÿ g∗

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ Êîëìîãîðîâà-×åðìåíà òà ¨¨ çíà÷åííÿ íåâiä'¹ìíi.

Äðóãå ¹ ïðîñòèì íàñëiäêîì îäíîâåðøèííîñòi òà ñèìåòðè÷íîñòi âiäíîñíî

òî÷êè x ôóíêöi¨ (g(t, x, y))y∈R ïðè ôiêñîâàíèõ t > 0 òà x ∈ R.

Äëÿ äîâåäåííÿ ïåðøîãî çàóâàæèìî, ùî ïðîöåñ (x(t))t≥0 ìà¹ âëàñòèâiñòü

ñèìåòðè÷íîñòi: g(t, x, y) = g(t,−x,−y) ïðè âñiõ t > 0, x ∈ R, y ∈ R. Çâiäñè
âiäðàçó âèïëèâà¹, ùî g∗(t, x, y) = 0 ïðè âñiõ t > 0 i òàêèõ x ∈ R, y ∈ R, ùî
x · y < 0. À îòæå, â îñòàííüîìó âèïàäêó ìà¹ìî

∫
R

g∗(s, x, z)g∗(t, z, y) dz = 0 =

g∗(s + t, x, y) ÿêèì áè íå áóëî s > 0. ßêùî æ x > 0, y > 0, òî, âðàõîâóþ÷è

âëàñòèâiñòü ñèìåòðè÷íîñòi, çàïèøåìî

∫
R

g∗(s, x, z)g∗(t, z, y) dz =

∞∫
0

g∗(s, x, z)g∗(t, z, y) dz =

=

∞∫
0

g(s, x, z)g(t, z, y) dz −
∞∫

0

g(s, x, z)g(t,−z, y) dz−

−
∞∫

0

g(s,−x, z)g(t, z, y) dz +

∞∫
0

g(s,−x, z)g(t,−z, y) dz

=

∞∫
0

g(s, x, z)g(t, z, y) dz −
∞∫

0

g(s, x, z)g(t, z,−y) dz−

−
0∫

−∞

g(s, x, z)g(t, z,−y) dz +

0∫
−∞

g(s, x, z)g(t, z, y) dz =

= g(s+ t, x, y)− g(s+ t,−x, y) = g∗(s+ t, x, y).

Âèïàäîê x < 0, y < 0 àíàëîãi÷íèé ðîçãëÿíóòîìó.
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Âðàõîâóþ÷è ïðåäñòàâëåííÿ (4.1), îäåðæó¹ìî

g∗(t, x, y) = 1I{x·y>0}
2

π

∞∫
0

e−ctξ
α

sin ξx sin ξy dξ, (4.18)

t > 0, x ∈ R0 òà y ∈ R0.

Ïîçíà÷èìî (x∗(t),M∗
t , τ
∗,P∗x) ñòàíäàðòíèé ïðîöåñ Ìàðêîâà â (R0,B(R0))

çi ùiëüíiñòþ éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó g∗.

Òåîðåìà 4.5. Äëÿ t > 0 òà x ∈ R0 ìà¹ìî

P∗x(τ ∗ ≤ t) =

t∫
0

2|x|
αs

g(s, x, 0) ds.

Äîâåäåííÿ. Òîé ôàêò, ùî iíòåãðàë ó ôîðìóëi, ÿêà äîâîäèòüñÿ, iñíó¹, âèïëèâà¹

ç (4.10).

Î÷åâèäíî, ùî ïðè t > 0 òà x ∈ R0 ñïðàâäæó¹òüñÿ

P∗x(τ ∗ > t) =

∫
R0

g∗(t, x, y) dy = 2

|x|∫
0

g(t, z, 0) dz. (4.19)

Äiéñíî, âðàõîâóþ÷è îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ g∗ òà ñèìåòðè÷íiñòü ïðîöåñó (x(t))t≥0,

ìà¹ìî ∫
R0

g∗(t, x, y) dy =

∫
R0

g(t, x, y) dy −
∫
R0

g(t,−|x|, |y|) dy =

= 1−
0∫

−∞

g(t,−|x|,−y) dy −
∞∫

0

g(t,−|x|, y) dy =

= 1− 2

∞∫
0

g(t,−|x|, y) dy = 1− 2

∞∫
0

g(t, y + |x|, 0) dy =

= 1− 2

∞∫
|x|

g(t, z, 0) dy =

|x|∫
−∞

g(t, z, 0) dy −
∞∫
|x|

g(t, z, 0) dy =
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=

−|x|∫
−∞

g(t, z, 0) dy +

|x|∫
−|x|

g(t, z, 0) dy −
∞∫
|x|

g(t, z, 0) dy = 2

|x|∫
0

g(t, z, 0) dy.

Òîäi − ∂
∂t

P∗x(τ ∗ > t) = −2

|x|∫
0

∂

∂t
g(t, z, 0) dz = −2

|x|∫
0

Ag(t, ·, 0)(z) dz, îñêiëüêè

∂

∂t
g(t, z, 0) = Ag(t, ·, 0)(z) äëÿ t > 0 òà z ∈ R. Òåïåð âèêîðèñòà¹ìî ôà-

êòîðèçàöiéíó âëàñòèâiñòü îïåðàòîðà A (äèâ. c. 226) òà ôîðìóëó (4.9). Òîäi

ìàòèìåìî f ∗(t, x) = −2cBg(t, ·, 0)(z)
∣∣∣z=|x|
z=0

=
2|x|
αt

g(t, x, 0), äå âðàõîâàíî, ùî

g(t, |x|, 0) = g(t, x, 0) ïðè âñiõ t > 0, x ∈ R.

Íàñòóïíà òåîðåìà îá ðóíòîâó¹ âiäìiííiñòü ðîçïîäiëiâ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí

σ òà τ ∗ ó âèïàäêó 1 < α < 2.

Òåîðåìà 4.6. Ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó âèïàäêîâèõ âåëè÷èí σ òà τ ∗ ðiçíi, ÿêùî

1 < α < 2.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, ùî öi ôóíêöi¨ çáiãàþòüñÿ îäíà ç îäíîþ.

Òîäi ïðè t > 0 òà x > 0 ìîæåìî çàïèñàòè (äèâ. äîâåäåííÿ Òåîðåìè 4.5)

2

x∫
0

g(t, z, 0) dz = P∗x(τ ∗ > t) = Px(σ > t) =

= P0

({
sup

0≤s≤t
x(s) < x

})
.

(4.20)

Îòæå, íàñòóïíà ðiâíiñòü

P0

({
sup

0≤s≤t
x(s) ≥ x

})
= 2P0(x(t) ≥ x)

ñòàíå ïðàâèëüíîþ ïðè t > 0 òà x ≥ 0. Öå ñïiââiäíîøåííÿ ïðàâèëüíå ïðè α =

2, i õèáíå ïðè 1 < α < 2. Ùîá ïåðåâiðèòè öå, âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó Ðîãîçiíà-

Ñïiöåðà � ðiâíiñòü (4.11). Ëiâà ÷àñòèíà öi¹¨ ðiâíîñòi ìîæå áóòè çàïèñàíà ó

âèãëÿäi

Ql(ξ, λ) = 2λ

∞∫
0

e−λt

 ∞∫
0

eiξyg(t, 0, y) dy

 dt,
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ÿêùî òiëüêè ðiâíiñòü (4.20) ïðàâèëüíà. Ìè ïîâèííi äîâåñòè, ùî öÿ ôóíêöiÿ

âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä òî¨, ùî çàïèñàíà â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (4.11)

Qr(ξ, λ) = exp


∞∫

0

(eiξy − 1)

∞∫
0

t−1g(t, 0, y)e−λt dt dy

 .

Ïîêàæåìî, ùî çíà÷åííÿ ïîõiäíèõ
∂Ql(ξ, λ)

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

òà
∂Qr(ξ, λ)

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

ðiçíi. Äè-

ôåðåíöiþþ÷è ïiä çíàêîì iíòåãðàëà, ïðèõîäèìî äî ðiâíîñòåé

∂Qr(ξ, λ)

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

= i

∞∫
0

y

∞∫
0

t−1g(t, 0, y)e−λt dt dy,

∂Ql(ξ, λ)

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

= 2λi

∞∫
0

e−λt
∞∫

0

yg(t, 0, y) dy dt.

Òåïåð íåñêëàäíî âñòàíîâèòè íàñòóïíi ðiâíîñòi

∂Ql(ξ, λ)

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

=
2

α

ic1/α

λ1/α sin(π/α)
i
∂Qr(ξ, λ)

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

=
ic1/α

λ1/α sin(π/α)
,

ÿêi ïîêàçóþòü, ùî öi ïîõiäíi íàñïðàâäi ðiçíi ïðè α < 2.

Ùîá ïåðåâiðèòè öi ðiâíîñòi, îá÷èñëèìî iíòåãðàë

∞∫
0

yg(t, 0, y) dy ïðè t > 0.

Iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè ïðèâîäèòü íàñ äî ðiâíîñòi
∞∫

0

yg(t, 0, y) dy =

∞∫
0

dy

∞∫
y

g(t, 0, z) dz, t > 0.

Òóò âçÿòî äî óâàãè, ùî lim
y→∞

y

∞∫
y

g(t, 0, z) dz = 0 ÿê âèïëèâà¹ ç (4.10). Ôîðìó-

ëà (4.1) òà iíòåãðàëüíà òåîðåìà Ôóð'¹ (äèâ. [11, Ch. 3]) ïðèâîäÿòü òåïåð äî

íàñòóïíèõ ðiâíîñòåé (t > 0, y > 0)
∞∫
y

g(t, 0, z) dz = lim
M→∞

1

π

∞∫
0

e−ctξ
α

[
sin(Mξ)

ξ
− sin(yξ)

ξ

]
dξ =

=
1

2
− 1

π

∞∫
0

e−ctξ
α sin(yξ)

ξ
dξ =

1

π

∞∫
0

[
1− e−ctξα

] sin(yξ)

ξ
dξ.
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Òîìó ìà¹ìî
∞∫

0

yg(t, 0, y) dy =
1

π

∞∫
0

dy

∞∫
0

[
1− e−ctξα

] sin(yξ)

ξ
dξ =

= lim
M→∞

1

π

∞∫
0

1− e−ctξα

ξ2
[1− cos(Mξ)] dξ =

1

π

∞∫
0

1− e−ctξα

ξ2
dξ.

Îñòàííié iíòåãðàë ëåãêî îá÷èñëþ¹òüñÿ. Îñòàòî÷íî, îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü
∞∫

0

yg(t, 0, y) dy =
c1/αt1/α

π
Γ

(
1− 1

α

)
,

ïðàâèëüíó ïðè âñiõ äîäàòíèõ t. Òàêèì ÷èíîì, ìè ïåðåâiðÿ¹ìî íàïèñàíi âèùå

ôîðìóëè äëÿ
∂Ql(ξ, λ)

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

òà
∂Qr(ξ, λ)

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ 4.1. Iíøèé ñïîñiá äîâåäåííÿ Òåîðåìè 4.6 îïèðà¹òüñÿ íà íåðiâ-

íiñòü

P0

({
sup

0≤s≤t
x(s) > x

})
≤ 2P0(x(t) > x), t > 0, x > 0,

ÿêà ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðè âñiõ α ∈ (0, 2); ÿêùî α = 2 öÿ íåðiâíiñòü ïåðåòâî-

ðþ¹òüñÿ â ðiâíiñòü (äèâ., íàïðèêëàä, [21, Ãë. IV, �1]). Íàñòóïíi ìiðêóâàííÿ

ïîêàçóþòü, ùî öÿ íåðiâíiñòü ó âèïàäêó 1 < α < 2 ïîâèííà áóòè ñòðîãîþ. Äëÿ

x > 0 ïîêëàäåìî σx = inf{s ≥ 0 : x(s) > x}. Òîäi äëÿ t > 0 òà x > 0 ìîæåìî

çàïèñàòè

P0(x(t) > x) = P0({x(t) > x} ∩ {σx ≤ t}) =

= P0({x(t)− x(σx) > x− x(σx)} ∩ {σx ≤ t}).

ßê âèïëèâà¹ ç ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè [106], x − x(σx) < 0 P0-ì.í. Îòæå, ìà¹ìî

ñòðîãó íåðiâíiñòü

P0(x(t) > x) > P0({x(t)− x(σx) > 0} ∩ {σx ≤ t}).

Âçÿâøè äî óâàãè òîé ôàêò, ùî ïðîöåñ (x(t),P0) ìà¹ ñòàöiîíàðíi íåçàëåæíi

ïðèðîñòè, ìè ïðèõîäèìî äî ñòðîãî¨ íåðiâíîñòi

2P0(x(t) > x) > P0

({
sup

0≤s≤t
x(s) > x

})
,
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ÿêà ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðè t > 0 òà x > 0. Çà ñèìåòði¹þ ìà¹ìî

2P0(x(t) < x) > P0

({
inf

0≤s≤t
x(s) < x

})
, t > 0, x < 0.

Òàêèì ÷èíîì, ïðè t > 0, x ∈ R0

P∗x(τ ∗ ≤ t) = 1− 2P0(0 ≤ x(t) ≤ |x|) = 1− 2P0(−|x| ≤ x(t) ≤ |x|) =

= 2P0(x(t) > |x|) > P0

(
sup

0≤s≤t
x(s) > |x|

)
= P−|x|

(
sup

0≤s≤t
x(s) > 0

)
.

ßêùî x < 0, òî P∗x(τ ∗ ≤ t) > Px
(

sup
0≤s≤t

x(s) > 0

)
= Px(σ ≤ t). Àíàëîãi÷íî

ïðè x > 0 îäåðæó¹ìî P∗x(τ ∗ ≤ t) > Px(σ ≤ t). Îòæå, ñòðîãà íåðiâíiñòü

P∗x(τ ∗ ≤ t) > Px(σ ≤ t) ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ âñiõ t > 0 òà x ∈ R0. Öå îçíà÷à¹,

ùî ÷àñ æèòòÿ ïðîöåñó (x∗(t))t≥0 â äåÿêîìó ðîçóìiííi êîðîòøèé, íiæ ìîìåíò

çóïèíêè σ. Ç iíøîãî áîêó, òîé ôàêò, ùî σ < τ 0 Px-ì.í. äëÿ êîæíîãî x ∈ R0

âèïëèâà¹ ç ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè [106].

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ f ∗ ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi

f ∗(t, x) =

∫
R0

g∗(t, x, y)v(y) dy, t > 0, x ∈ R0, (4.21)

ç äåÿêîþ ôóíêöi¹þ (v(x))x∈R0
. Âèïàäêè 1 < α < 2 òà α = 2 áóäåìî ðîçãëÿäàòè

îêðåìî, îñêiëüêè ôóíêöiÿ v âèÿâëÿ¹òüñÿ çâè÷àéíîþ â ïåðøîìó âèïàäêó i

óçàãàëüíåíîþ â äðóãîìó.

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê 1 < α < 2. Ñïiââiäíîøåííÿ (4.10) äîçâîëÿ¹

çðîáèòè ïðèïóùåííÿ ÿêîþ ïîâèííà áóòè ôóíêöiÿ v.

Òåîðåìà 4.7. ßêùî 1 < α < 2, òî ïðåäñòàâëåííÿ (4.21) ñïðàâäæó¹òüñÿ ç

ôóíêöi¹þ (v(x))x∈R0
, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

v(x) =
2c

π
Γ(α) sin

πα

2
|x|−α. (4.22)

Äîâåäåííÿ. Òàê çâàíà äðóãà òåîðåìà ïðî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ (äèâ. [19, ò. 2,

c. 600]) ç iíòåãðàëüíîãî ÷èñëåííÿ äîçâîëÿ¹ ïåðåâiðèòè íàñòóïíó ðiâíiñòü ïðè
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t > 0, x ∈ R0∫
R0

g∗(t, x, y)
dy

|y|α
=

2

π

∞∫
0

e−ctξ
α

sin ξ|x|

 ∞∫
0

sin ξy

yα
dy

 dξ.

Îñêiëüêè

∞∫
0

sin ξy

yα
dy = −ξα−1Γ(2 − α) cos

πα

2
äëÿ ξ > 0, òî ìîæíà çàïèñàòè

(ïðè t > 0 òà x ∈ R0)∫
R0

g∗(t, x, y)v(y) dy =
2c

π

∞∫
0

e−ctξ
α

ξα−1 sin ξ|x| dξ.

Äàëi iíòåãðó¹ìî ÷àñòèíàìè i îäåðæó¹ìî
∞∫

0

e−ctξ
α

ξα−1 sin ξ|x| dξ = − sin ξ|x| 1

αct
e−ctξ

α
∣∣∣∞
0

+
|x|
αct

∞∫
0

e−ctξ
α

cos ξ|x| dξ =

=
|x|
αct

πg(t, |x|, 0),

ùî çãiäíî Òåîðåìè 4.5 îçíà÷à¹ ñïðàâåäëèâiñòü ôîðìóëè (4.21).

ßêùî α = 2, ìà¹ìî f ∗(t, x) =
|x|

2
√
cπt3

e−x
2/4ct, t > 0, x ∈ R0.

Çàóâàæåííÿ 4.2. Ôîðìóëà äëÿ f ∗(t, x) ìîæå áóòè îòðèìàíà ç Òåîðåìè 4.5.

Âîíà òàêîæ âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi f ∗(t, x) = f 0(t, x), ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ, ÿêùî

α = 2.

Òåîðåìà 4.8. ßêùî α = 2, òî ôóíêöiÿ v â (4.21) ¹ óçàãàëüíåíîþ ôóíêöi¹þ,

÷èÿ äiÿ íà îñíîâíó ôóíêöiþ (ϕ(x))x∈R0
, ÿêà ¹ äîñòàòòüî ãëàäêîþ, òàêîþ, ùî

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ϕ(0−) = ϕ(0+) = 0 òà ãðàíèöi ϕ′(0−) i ϕ′(0+) iñíóþòü,

âiäïîâiäíî äî íàñòóïíîãî ïðàâèëà

〈v, ϕ〉 = c (ϕ′(0+)− ϕ′(0−)) . (4.23)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ôiêñîâàíèõ t > 0 òà x ∈ R0 ôóíêöiÿ (g∗(t, x, y))y∈R0
çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâè g∗(t, x, 0±) = 0. Êðiì òîãî, âèêîíó¹òüñÿ

∂g∗(t, x, y)

∂y

∣∣∣∣
y=0±

=
x± |x|

4c
√
cπt3

e−x
2/4ct.
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Òàêèì ÷èíîì, 〈v, g∗(t, x, ·)〉 =
|x|

2
√
cπt3

e−x
2/4ct = f ∗(t, x). Ïðàâà ÷àñòèíà

ôîðìóëè (4.21) ¹ ñèìâîëi÷íèì çàïèñîì ðåçóëüòàòó äi¨ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨

v íà ôóíêöiþ g∗(t, x, ·) ïðè êîæíèõ ôiêñîâàíèõ t > 0 òà x ∈ R0. Òåîðåìà

äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 4.8.1. Äëÿ êîæíîãî α ∈ (1, 2] ñïðàâäæó¹òüñÿ íàñòóïíå ñïiââiä-

íîøåííÿ ∫
R0

g∗(s, x, y)f ∗(t, y) dy = f ∗(s+ t, x) (4.24)

ïðè s > 0, t > 0 òà x ∈ R0.

Äîâåäåííÿ. ßêùî 1 < α < 2, òî ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (4.24) ìîæå áóòè çàïè-

ñàíà íàñòóïíèì ÷èíîì∫
R0

g∗(s, x, y)

∫
R0

g∗(t, y, z)v(z) dz dy =

∫
R0

g∗(s+ t, x, z)v(z) dz

òà (4.24) ñïðàâäæó¹òüñÿ.

ßêùî α = 2, òî iíòåãðàë â (4.21) ¹ íi÷èì iíøèì ÿê ñèìâîëîì, i ìè íå ìîæå-

ìî âèêîðèñòîâóâàòè íàâåäåíi âèùå îá÷èñëåííÿ. Àëå ¹ iíøèé øëÿõ îäåðæàòè

(4.24) äëÿ âñiõ α ∈ (1, 2]. Âií îïèðà¹òüñÿ íà íàñòóïíå òâåðäæåííÿ (Ëåìà 4.9).

Ëåìà 4.9 ç äîïîìîãîþ ïðîñòèõ îá÷èñëåíü äîçâîëÿ¹ äîâåñòè (4.24) äëÿ êî-

æíîãî α ∈ (1, 2]. Ìè ïðîïóñêà¹ìî öi îá÷èñëåííÿ.

Ëåìà 4.9. Äëÿ êîæíîãî α ∈ (1, 2] ôîðìóëà∫
R

g(s, x, z)zg(t, z, y) dz =
xt+ ys

s+ t
g(s+ t, x, y) (4.25)

ïðàâèëüíà ïðè âñiõ s > 0, t > 0, x ∈ R òà y ∈ R.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïîëÿãà¹ â çàñòîñóâàííi îïåðàòîðà B äî îáîõ ñòîðií

ðiâíÿííÿ Êîëìîãîðîâà-×åïìåíà çàïèñàíîãî äëÿ ôóíêöi¨ g (çàäàíî¨ ðiâíiñòþ

(4.1)) òà âèêîðèñòàííi ïiñëÿ öüîãî ôîðìóëè (4.9). Îòæå, îäåðæó¹ìî íàáið
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åêâiâàëåíòíèõ ðiâíîñòåé

B

∫
R

g(s, ·, z)g(t, z, y) dz

 (x) = Bg(s+ t, ·, y)(x),

1

cαs

∫
R

g(s, x, z)(z − x)g(t, z, y) dz =
y − x

cα(s+ t)
g(s+ t, x, y),

∫
R

g(s, x, z)zg(t, z, y) dz − x
∫
R

g(s, x, z)g(t, z, y) dz =
s(y − x)

s+ t
g(s+ t, x, y),

∫
R

g(s, x, z)zg(t, z, y) dz =

(
s(y − x)

s+ t
+ x

)
g(s+ t, x, y) =

xt+ ys

s+ t
g(s+ t, x, y).

Ùî i ïîòðiáíî áóëî âñòàíîâèòè.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ôóíêöiþ

F ∗t (x) =

t∫
0

f ∗(s, x) ds, t ≥ 0, x ∈ R0. (4.26)

Çàñòîñóâàííÿ Íàñëiäêó 4.8.1, äîçâîëÿ¹ ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî öÿ ôóíêöiÿ ¹

W-ôóíêöi¹þ äëÿ ïðîöåñó (x∗(t))t≥0 ïðè êîæíîìó α ∈ (1, 2].

Ïðèðîäíî çàäàòèñü òåïåð ïèòàííÿì, ÷è iñíó¹ W-ôóíêöiîíàë (ζt)t≥0 âiä

ïðîöåñó (x∗(t))t≥0 òàêèé, ùî E∗xζt = F ∗t (x) ïðè âñiõ t > 0 òà x ∈ R0.

ßê âèïëèâà¹ ç (4.19),

F ∗t (x) = 2

∞∫
|x|

g(t, z, 0) dz, t > 0, x ∈ R0,

i, îòæå, öÿ ôóíêöiÿ ìà¹ âëàñòèâiñòü sup
x∈R0

F ∗t (x) = 1, t > 0. Òàêèì ÷èíîì, ìè

íå ìîæåìî çàñòîñóâàòè Òåîðåìó 6.6 ç [16] (ÿê öå ðîáèëîñÿ â ïóíêòi 4.1.2), ùîá

âiäïîâiñòè íà ïîñòàâëåíå âèùå ïèòàííÿ.

Òèì íå ìåíø, öÿ âiäïîâiäü ïîçèòèâíà ó âèïàäêó 1 < α < 2, îñêiëüêè

çàâäÿêè Òåîðåìi 4.7 ìè ìà¹ìî

E∗x

t∫
0

v(x∗(s)) ds =

t∫
0

f ∗(s, x) ds = F ∗t (x), t > 0, x ∈ R0, (4.27)
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i, îòæå, â öüîìó âèïàäêó ζt =

t∫
0

v(x∗(s)) ds ïðè t ≥ 0.

Äëÿ âèïàäêó α = 2, äîâåäåìî íàñòóïíå.

Òåîðåìà 4.10. Ó âèïàäêó α = 2 íå iñíó¹ W-ôóíêöiîíàëà (ζt)t≥0 âiä ïðîöåñó

(x∗(t))t≥0 òàêîãî, ùî

E∗xζt = F ∗t (x) =

t∫
0

|x|
2
√
cπs3

e−x
2/4cs ds, t > 0, x ∈ R0. (4.28)

Äîâåäåííÿ. Íàñàìïåðåä âñòàíîâèìî, ùî iñíóâàííÿ W-ôóíêöiîíàëó (ζt)t≥0,

ÿêèé áè çàäîâîëüíÿâ (4.28), ïðèâîäèòü äî íàñòóïíî¨ âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨

(F ∗t (x))t>0,x∈R0

lim
h→0+,δ→0+

E∗x

t∫
0

1

h
F ∗h (x∗(s))F ∗δ (x∗(s)) ds = 0 (4.29)

i òîäi ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ (4.26) íå âîëîäi¹ öi¹þ âëàñòèâiñòþ.

Ïåðøà ÷àñòèíà äîâåäåííÿ ¹ íåçíà÷íèì óòî÷íåííÿì ïiäñòàâ, ùî äîâîäÿòü

íåîáõiäíiñòü ó Òåîðåìi 2 ç [21, Ãë. II, �6]. Íåõàé (ζt)t≥0 ¹ W-ôóíêöiîíàëîì

âiä ïðîöåñó (x∗(t))t≥0 i âèêîíó¹òüñÿ (4.28). Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ â (4.29)

ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíå íàñòóïíèì ÷èíîì

E∗x

t∫
0

1

h

(
E∗x∗(s)ζh

)
F ∗δ (x∗(s)) ds = E∗x

t∫
0

ζs+h − ζs
h

F ∗δ (x∗(s)) ds.

Ïîêëàäåìî ∆t(h, δ) =

t∫
0

1

h
(ζs+h − ζs)F

∗
δ (x∗(s)) ds. Âçÿâøè äî óâàãè, ùî ∆t

çàëåæèòü âiä δ ìîíîòîííî òà òîé ôàêò, ùî (íàãàäà¹ìî, ùî sup
x∈R0

F ∗t (x) ≡ 1)

∆t(h, δ) ≤ ζt+h, ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî äîñòàòíüî äîâåñòè ñïiââiäíîøåííÿ

lim
δ↓0

lim
h→0+

∆t(h, δ) = 0. (4.30)
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Òåïåð çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ (F ∗δ (x∗(s)))s≥0 íåïåðåðâíà ïðè ôiêñîâàíîìó

δ > 0. Òîìó lim
h→0+

t∫
0

1

h
(ζs+h − ζs)F ∗δ (x∗(s)) ds =

t∫
0

F ∗δ (x∗(s)) dζs. Ñïiââiäíîøå-

ííÿ (4.30) òåïåð ñëiäó¹ ç òîãî, ùî F ∗δ (x) ↓ 0, ÿêùî δ ↓ 0, äëÿ êîæíîãî x ∈ R0.

Ùîá äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ (4.26) íå ìîæå çàäîâîëüíÿòè (4.29), çàóâàæèìî,

ùî

lim
h→0+

1

h

∫
R0

ϕ(x)F ∗h (x) dx = c[ϕ′(0+)− ϕ′(0−)]

äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ ϕ íà R0, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè Òåîðåìè 4.8. Àëå ôóí-

êöiÿ (g∗(s, x, z)F ∗δ (z))z∈R0
çàäîâîëüíÿ¹ öi óìîâè. Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî h→ 0+,

ìà¹ìî

E∗x

t∫
0

1

h
F ∗h (x∗(s))F ∗δ (x∗(s)) ds =

t∫
0

ds

∫
R0

1

h
F ∗h (z)g∗(s, x, z)F ∗δ (z) dz →

→
t∫

0

c

[
F ∗δ (0+)

∂g∗(s, x, z)

∂z

∣∣∣∣
z=0+

− F ∗δ (0−)
∂g∗(s, x, z)

∂z

∣∣∣∣
z=0−

]
ds =

=

t∫
0

f ∗(s, x) ds = F ∗t (x),

îñêiëüêè F ∗δ (0+) = F ∗δ (0−) = 1. Ìè ùîéíî äîâåëè, ùî

lim
h→0+

E∗x

t∫
0

1

h
F ∗h (x∗(s))F ∗δ (x∗(s)) ds = F ∗t (x) > 0

äëÿ t > 0 òà x ∈ R0. Öå îçíà÷à¹, ùî (4.29) íå âèêîíó¹òüñÿ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

ßê ïîêàçó¹ íàñòóïíà òåîðåìà, ó âèïàäêó α = 2 ôóíêöiÿ g òà g∗ ïîâ'ÿ-

çàíi ìiæ ñîáîþ ïåðåòâîðåííÿì Ôåéíìàíà-Êàöà ç óçàãàëüíåíîþ ôóíêöi¹þ

(v(x))x∈R0
âèçíà÷åíîþ â Òåîðåìi 4.8, õî÷à â ñòðîãîìó ñåíñi öå íå òàê, ÿê âè-

ïëèâà¹ ç ïîïåðåäíüîãî.
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Òåîðåìà 4.11. Ó âèïàäêó α = 2 ôóíêöi¨ g òà g∗ ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿìè

g∗(t, x, y) = g(t, x, y)−
t∫

0

ds

∫
R0

g(s, x, z)g∗(t− s, z, y)v(z) dz, (4.31)

g∗(t, x, y) = g(t, x, y)−
t∫

0

ds

∫
R0

g∗(s, x, z)g(t− s, z, y)v(z) dz (4.32)

ç óçàãàëüíåíîþ ôóíêöi¹þ (v(x))x∈R0
âèçíà÷åíîþ â Òåîðåìi 4.8.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ ñïiââiäíîøåííÿ (4.31) äîñòàòíüî âñòàíîâèòè íà-

ñòóïíó ðiâíiñòü

g(t,−|x|, |y|) =

t∫
0

ds

∫
R0

g(s, x, z)g∗(t− s, z, y)v(z) dz (4.33)

äëÿ âñiõ t > 0, x ∈ R0 òà y ∈ R0.

Ïåðø çà âñå çàóâàæèìî, ùî g∗(t, 0±, y) ≡ 0, áî ôóíêöiÿ (g(t, 0, y))y∈R

ïàðíà ïðè êîæíîìó t > 0. Òàêèì ÷èíîì, g(s, x, 0±)g∗(t− s, 0±, y) ≡ 0.

Äàëi,
∂

∂z
g(s, x, z) =

x− z
4
√
πc3s3

e−
(z−x)2

4cs , à îñêiëüêè ïðè 0 < s < t, y ∈ R0,

z ∈ R0 ìà¹ìî

∂

∂z
g∗(t− s, z, y) =

1

4
√
πc3(t− s)3

[
(y − z)e−

(y−z)2
4c(t−s) + (|z|+ |y|) sign ze−

(|z|+|y|)2
4c(t−s)

]
,

òî
∂

∂z
[g(s, x, z)g∗(t− s, z, y)]

∣∣∣∣
z=0±

= g(s, x, 0)
y ± |y|

4c
√
cπ(t− s)3

e−
y2

4c(t−s) i ìîæåìî

íàïèñàòè∫
R0

g(s, x, z)g∗(t− s, z, y)v(z) dz =
1

2
√
cπs

e−
x2

4cs
|y|

2
√
cπ(t− s)3

e−
y2

4c(t−s) .

Ùîá çiíòåãðóâàòè çà çìiííîþ s â ìåæàõ âiä 0 äî t âèðàç â ïðàâié ÷àñòèíi

îñòàííüî¨ ðiâíîñòi çàñòîñó¹ìî ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà i ôîðìóëó äëÿ òàêîãî

ïåðåòâîðåííÿ çãîðòêè. Ìà¹ìî

∞∫
0

e−λs
1

2
√
cπs

e−
x2

4cs ds =
1

2
√
cλ
e−
√

λ
c |x|,
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∞∫
0

e−λs
|y|

2
√
cπs3

e−
y2

4cs ds = e−
√

λ
c |y|.

Òàêèì ÷èíîì, ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà çãîðòêè äàíèõ ôóíêöié äîðiâíþ¹
1

2
√
cλ
e−
√

λ
c (|x|+|y|) i òîìó îñòàòî÷íî îäåðæó¹ìî

t∫
0

ds

∫
R0

g(s, x, z)g∗(t− s, z, y)v(z) dz =
1

2
√
cπt

e−
(|y|+|x|)2

4ct = g(t,−|x|, |y|).

Òîáòî (4.33) äîâåäåíî. Ñïiââiäíîøåííÿ (4.32) äîâîäèòüñÿ òàê ñàìî.

Ïîâåðíåìîñü òåïåð äî âèïàäêó 1 < α < 2. Ïîêëàäåìî m(t) = 1I{τ∗≤t}−ζt

äëÿ t ≥ 0, äå ζt =

t∫
0

v(x∗(s)) ds.

Òåîðåìà 4.12. ßêùî 1 < α < 2, òî ïðîöåñ (m(t))t≥0 ¹ (M∗
t ,P∗x)-ìàðòèíãà-

ëîì äëÿ êîæíîãî x ∈ R0.

Iíøèìè ñëîâàìè, W-ôóíêöiîíàë (ζt)t≥0 ñëóãó¹ êîìïåíñàòîðîì äëÿ òî÷êî-

âîãî ïðîöåñó (1I{τ∗≤t})t≥0.

Äîâåäåííÿ. Ôîðìóëà (4.27) îçíà÷à¹, ùî E∗xm(t) = 0 äëÿ êîæíèõ t ≥ 0 òà

x ∈ R0. Òåïåð äëÿ 0 ≤ s < t ìà¹ìî

E∗x(m(t)/M∗
s) = 1I{τ∗≤s}−ζs + E∗x([1I{s<τ∗≤t}−(ζt − ζs)]/M∗

s) =

= m(s) + 1I{τ∗>s} E∗x∗(s)m(t− s) = m(s).

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ó âèïàäêó 1 < α < 2 ôóíêöi¨ g òà g∗ íå ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ ïåðåòâî-

ðåííÿì Ôåéíìàíà-Êàöà. ßê ïîêàçó¹ íàñòóïíà òåîðåìà, çâ'ÿçîê òóò íàáàãàòî

ñêëàäíiøèé. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Π(dx) ìiðó Ëåâi ïðîöåñó (x(t))t≥0. Äîáðå âiäî-

ìî, ùî

Π(dx) =
c

π
Γ(α + 1) sin

πα

2
|x|−α−1 dx.
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Íåõàé L îçíà÷à¹ îïåðàòîð, ùî äi¹ íà ôóíêöiþ ϕ ∈ C2
b(R) âiäïîâiäíî äî ôîð-

ìóëè

Lϕ(x) = v(x)ϕ(x)+

+

∫
R

[
ϕ(x+ y)− ϕ(x)− yϕ′(x)− ϕ(y − |x| sign y) 1I{|y|>|x|}

]
Π(dy),

äå (v(x))x∈R0
âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ (4.22).

Òåîðåìà 4.13. Äëÿ êîæíèõ ϕ ∈ C2
b(R) òà x ∈ R0 ïðîöåñ

ϕ(x∗(t))− ϕ(x∗(0))−
t∫

0

Lϕ(x∗(s)) ds, t ≥ 0,

¹ (M∗
t ,P∗x)-ìàðòèíãàëîì.

Çàóâàæèìî, ùî öå òâåðäæåííÿ äîñèòü áëèçüêå äî òèõ, ùî äîâåäåíi â [96],

i äîâîäèòüñÿ çà äîïîìîãîþ àíàëîãi÷íèõ ìåòîäiâ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíèõ t > 0 i n ∈ N ðîçãëÿíåìî ðîçáèòòÿ 0 = t0 < t1 <

· · · < tn = t. Ïîçíà÷èâøè ÷åðåç ∆x∗k = x∗(tk) − x∗(tk−1), ïðè âñiõ x ∈ R0 i

θ ∈ R çàïèøåìî

Exeiθx
∗(t) = eiθx +

n∑
k=1

Exeiθx
∗(tk−1)Ex∗(tk−1)

(
eiθ∆x

∗
k − 1

)
.

Âðàõîâóþ÷è, ùî ∆x∗k
d
= x∗(∆tk)− x∗(0), äå ∆tk = tk − tk−1, çàïèøåìî

Exeiθx
∗(t) = eiθx + Ex

n∑
k=1

eiθx
∗(tk−1)Ex∗(tk−1)

(
eiθ(x

∗(∆tk)−x∗(0)) − 1
)
. (4.34)

Íåõàé max
1≤k≤n

∆tk → 0, ïðè n→∞. Ïåðåïèøåìî ðiâíiñòü (4.34) ó âèãëÿäi

Exeiθx
∗(t) =

= eiθx + Ex
n∑
k=1

eiθx
∗(tk−1)Ex∗(tk−1)

(
eiθ(x

∗(∆tk)−x∗(0)) − 1− iθ(x∗(∆tk)− x∗(0))
)

+

+ iθEx
n∑
k=1

eiθx
∗(tk−1)Ex∗(tk−1)(x

∗(∆tk)− x∗(0)).
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Äàëi ïðè âñiõ x ∈ R0, θ ∈ R i ìàëèõ h > 0 ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

Aα
h(x, θ) =

1

h
Ex
(
eiθ(x

∗(h)−x∗(0)) − 1− iθ(x∗(h)− x∗(0))
)

i ïîäàìî ¨¨ ó âèãëÿäi Aα
h(x, θ) = Bα

h (x, θ)− Cα
h (x, θ), äå

Bα
h (x, θ) =

1

h

∫
R

(
eiθ(y−x) − 1− iθ(y − x)

)
g(h,−|x|, |y|) dy,

Cα
h (x, θ) =

1

h

∫
R

(
eiθ(y−x) − 1− iθ(y − x)

)
g(h, x, y) dy,

Êðiì òîãî, ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

Dh(x) =
1

h

∫
R

(y − x)g∗(h, x, y) dy =
1

h

∫
R

(x− y)g(h, x, y) dy.

Âðàõîâóþ÷è ñèìåòðè÷íiñòü ïðîöåñó (x(t))t≥0, ëåãêî âñòàíîâèòè, ùî Dh(x) =

2x

h

∞∫
|x|

g(h, 0, z) dz.

Çàóâàæèìî òåïåð, ùî ôóíêöiÿ Ft(x) =

∞∫
x

g(t, 0, z) dz ïðè t > 0, x > 0

äèôåðåíöiéîâíà ïî t i lim
t→0+

Ft(x) = 0. Òîìó
1

t
Ft(x) ∼ ∂

∂t
Ft(x), t→ 0+.

Äèôåðåíöiþâàííÿ ïiä çíàêîì iíòåãðàëà òà âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ g (çîêðåìà

(4.9)) ïðèâîäÿòü äî ðiâíîñòi

∂

∂t
Ft(x) =

x

αt
g(t, 0, x), t > 0, x > 0.

Âðàõîâóþ÷è, ùî (äèâ. ôîðìóëó (4.10)) ïðè êîæíîìó x > 0 ñïðàâäæó¹òüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿ g(t, 0, x) ∼ k
t

xα+1
, t→ 0+, äå k =

c

π
Γ(α + 1) sin

πα

2
, îäåðæó-

¹ìî ïðè x > 0

lim
t→0+

1

t
Ft(x) =

c

π
Γ(α) sin

πα

2

1

xα
=

1

2
v(x).

Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî Dh(x) = xv(x) + o(1), h→ 0+.

Îñêiëüêè Bh(x, θ) = −c|θ|α + o(1) =

∫
R

(
eiθz − 1− iθz

)
Π(dz) + o(1) ïðè

h → 0+, òî äîñèòü âèâ÷èòè ïîâåäiíêó ôóíêöi¨ Cα
h (x, θ) ïðè h → 0+. Äâi÷i
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iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè, îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü

Cα
h (x, θ) =

2

h

∞∫
0

(
e−iθx cos θy − 1− iθx

)
g(h,−|x|, y) dy =

=
2

h

∞∫
|x|

(
e−iθx cos θ(z − |x|)− 1− iθx

)
g(h, 0, z) dz =

=
2

h

(
e−iθx − 1 + iθx

)
Fh(|x|)−

2

h
θ2e−iθx

∞∫
|x|

cos θ(z − |x|)Gh(z) dz,

äå Gt(x) =

∫ ∞
x

Ft(z) dz, x > 0, t > 0.

Íåñêëàäíî âñòàíîâèòè, ùî V (x)
def
= lim

t→0+

1

t
Gt(x) =

c

π
Γ(α − 1) sin

πα

2

1

xα−1
,

x > 0 òà ëîêàëüíî ðiâíîìiðíó ïî h çáiæíiñòü iíòåãðàëó â îñòàííüîìó ïðåä-

ñòàâëåííi ôóíêöi¨ Cα
h (x, θ). Òîìó, âðàõîâóþ÷è, ùî V ′(x) = −v(x) ïðè x > 0,

ìà¹ìî

Cα
h (x, θ) =

(
e−iθx − 1 + iθx

)
v(x)− θ2e−iθx

∞∫
|x|

cos θ(z − |x|)V (z) dz + o(1) =

=
(
e−iθx − 1 + iθx

)
v(x)− θe−iθx

∞∫
|x|

sin θ(z − |x|)v(z) dz + o(1), h→ 0 + .

Îñêiëüêè v′(x) = −2π(x) ïðè x > 0, äå π(x) =
c

π
Γ(α + 1) sin

πα

2

1

|x|α+1
, òî

iíòåãðàë â ïðàâié ÷àñòèíi îñòàííüîãî ïðåäñòàâëåííÿ ôóíêöi¨ Cα
h (x, θ) ïiñëÿ

iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè ìîæå áóòè çàïèñàíèé íàñòóïíèì ÷èíîì
∞∫
|x|

sin θ(z − |x|)v(z) dz =
1

θ
v(x)− 2

θ

∞∫
|x|

cos θ(z − |x|)π(z) dz =

1

θ
v(x)− 1

θ

 ∞∫
|x|

eiθ(z−|x|)π(z) dz +

∞∫
|x|

eiθ(−z+|x|)π(z) dz

 =

=
1

θ
v(x)− 1

θ

∫
R

eiθ(z−|x| sign z) 1I|z|>|x| π(z) dz
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Îòæå, Cα
h (x, θ) = Cα(x, θ) + o(1), h→ 0+, äå

Cα(x, θ) = (iθx− 1)v(x) + e−iθx
∫
R

eiθ(z−|x| sign z) 1I|z|>|x| Π(dz).

Òàêèì ÷èíîì, îäåðæèìî

Exeiθx
∗(t) =

= eiθx+Ex
n∑
k=1

eiθx
∗(tk−1)

[
Aα

∆tk
(x∗(tk−1), θ) + iθD∆tk(x

∗(tk−1))
]

∆tk =

= eiθx+Ex
n∑
k=1

eiθx∗(tk−1)

∫
R

(
eiθz − 1− iθz

)
Π(dz)−

− (iθx∗(tk−1)− 1)v(x∗(tk−1))

− e−iθx
∗(tk−1)

∫
R

eiθ(z−|x
∗(tk−1)| sign z) 1I|z|>|x∗(tk−1)| Π(dz)+

+ iθx∗(tk−1)v(x∗(tk−1))

∆tk + o(∆tk)

 =

= eiθx+Ex
n∑
k=1

eiθx∗(tk−1)

v(x∗(tk−1)) +

∫
R

(
eiθz − 1− iθz

)
Π(dz)−

−e−iθx∗(tk−1)

∫
R

eiθ(z−|x
∗(tk−1)| sign z) 1I|z|>|x∗(tk−1)| Π(dz)

∆tk + o(∆tk)

 .

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

Exeiθx
∗(t) =

= eiθx + Ex

t∫
0

v(x∗(τ))eiθx
∗(τ) +

∫
R

(
eiθ(z+x

∗(τ)) − eiθx∗(τ) − iθzeiθx∗(τ)
)

Π(dz)−

−
∫
R

eiθ(z−|x
∗(τ)| sign z) 1I|z|>|x∗(τ)| Π(dz)

 dτ.

À öå îçíà÷à¹, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ, ÿêå äîâîäèëîñü.

249



Çàóâàæåííÿ 4.3. Õî÷ Òåîðåìà 4.13 ñòîñó¹òüñÿ âèïàäêó 1 < α < 2, àëå âîíà

çàëèøà¹òüñÿ ñïðàâèäëèâîþ i ïðè 0 < α ≤ 1. Çîêðåìà ïðè 0 < α < 1 ïîòðiáíî

âçÿòè

Lϕ(x) =v(x)ϕ(x)+

+

∫
R

[
ϕ(x+ y)− ϕ(x)− ϕ(y − |x| sign y) 1I{|y|>|x|}

]
Π(dy),

à ïðè α = 1

Lϕ(x) = v(x)ϕ(x)+

+

∫
R

[
ϕ(x+ y)− ϕ(x)− yϕ′(x) 1I{|y|<1}−ϕ(y − |x| sign y) 1I{|y|>|x|}

]
Π(dy),

Äîâåäåííÿ öüîãî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä íàâåäåíîãî âèùå òiëüêè îêðåìèìè òåõíi-

÷íèìè ìîìåíòàìè.

Çàâåðøèìî öåé ïóíêò ôîðìóëîþ, ÿêà ïðåäñòàâëÿ¹ ÿäðî ïîòåíöiàëó äëÿ

ïðîöåñó (x∗(t))t≥0:

∞∫
0

g∗(t, x, y) dt =
Γ(2− α)

πc(α− 1)
sin

πα

2
1I{x·y>0}

(
|x+ y|α−1 − |x− y|α−1

)
.

Âîíà äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî äî òîãî, ÿê áóëà äîâåäåíà ôîðìóëà (4.16).

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4.

Ðîçãëÿíóòi ìîìåíòè ïåðøîãî ïîòðàïëÿííÿ â ïî÷àòîê êîîðäèíàò τ 0, ïåðøîãî

âèõîäó çi ñòàðòîâî¨ ïiâîñi σ ñèìåòðè÷íîãî α-ñòiéêîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó x(t)

òà âèïàäêîâi ïðîöåñè óòâîðåíi ç íüîãî îáðèâîì â öi ìîìåíòè ÷àñó, âiäïîâiâäíî,

x0(t) òà xσ. Êðiì òîãî, ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïðîöåñ Ìàðêîâà x∗(t) â R0 = R \ {0}
çi ùiëüíiñòþ éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó g∗(t, x, y) = g(t, x, y) − g(t,−|x|, |y|), äå
g(t, x, y) �ùiëüíiñòü éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó âèïàäêîâîãî ïðîöåñó x(t). Ç âè-

ïàäêîâèì ïðîöåñîì x∗(t) ïîâ'ÿçàíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà τ ∗ � ÷àñ iñíóâàííÿ
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öüîãî ïðîöåñó. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî îïèñàíi îá'¹êòè ìàþòü ñóòò¹âî ðiçíi âëàñòè-

âîñòi ïðè 1 < α < 2 òà α = 2. Çíàéäåíi ïîòåíöiàëè ïðîöåñiâ x0(t) òà x∗(t)

îäíàêîâi òiëüêè ïðè α = 2.

Âèïàäîê α = 2. Âèïàäêîâi âåëè÷èíè τ 0 i σ îäíàêîâi. I òîìó ïðîöåñè x0(t) òà

xσ(t) çáiãàþòüñÿ. Áiëüøå òîãî, x0(t) à, îòæå, i xσ(t) ñòîõàñòè÷íî åêâiâàëåíòíi

ïðîöåñó x∗(t). Öi ïðîöåñè ¹ íi ÷èì iíøèì, ÿê âiíåðîâèì ïðîöåñîì (ñòàíäàð-

òíèì áðîóíiâñüêèì ðóõîì) â R çóïèíåíèì â ìîìåíò îáðèâó τ 0 = σ. Ùiëüíîñòi

éìîâiðíîñòåé ïåðåõîäó g(t, x, y) òà g∗(t, x, y) ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ ðiâíÿííÿì

òèïó Ôåéíìàíà-Êàöà (äèâ. ðiâíÿííÿ (1.23), (1.24), (4.31), (4.32)) ç ôóíêöi¹þ

v, ùî ¹ óçàãàëüíåíîþ ôóíêöi¹þ (Òåîðåìà 4.8), õî÷à íå iñíó¹ W-ôóíêöiîíàëà

âiä ïðîöåñó (x∗(t))t≥0 ÷èÿ õàðàêòåðèñòèêà çàäàâàëàñü áè âèðàçîì

t∫
0

ds

∫
R0

g∗(s, x, y)v(y) dy =

t∫
0

f ∗(s, x) ds

ç öi¹þ ôóíêöi¹þ v. Òóò f ∗(·, x) �ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó τ ∗ çà óìîâè {x∗(0) = x},
x ∈ R0.

Âèïàäîê 1 < α < 2. Ïðîöåñè x0(t), xσ(t) ðiçíi òà æîäåí ç íèõ íå ¹ ñòîõà-

ñòè÷íî åêâiâàëåíòíèì ïðîöåñó x∗(t). Ìîìåíòè îáðèâó τ 0, σ òà τ ∗ ïîâ'ÿçàíi

íàñòóïíèìè íåðiâíîñòÿìè τ ∗ << σ < τ 0, â ÿêèõ ïåðøà ç íèõ îçíà÷à¹, ùî

P∗x(τ ∗ ≤ t) > Px(σ ≤ t) äëÿ âñiõ t > 0 òà x ∈ R0. Ìîìåíò çóïèíêè τ ∗ ¹ íå-

ïåðåäáà÷óâàíèì i ïðîöåñ

 t∫
0

v(x∗(s)) ds


t≥0

ç (v(x))x∈R0
çàäàíîþ ðiâíiñòþ

(4.22) ¹ êîìïåíñàòîðîì ïðîöåñó (1Iτ∗≤t)t≥0. Íàðåøòi, ïðîöåñ (x∗(t),M∗
t , τ
∗,P∗x)

ðîçâ'ÿçó¹ äåÿêó ìàðòèíãàëüíó çàäà÷ó (Òåîðåìà 4.13).

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 4 îïóáëiêîâàíi â [66] òà àíîíñîâàíi â [83].
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Ðîçäië 5

Äåÿêi çàäà÷i äëÿ ñèìåòðè÷íîãî ñòiéêîãî

âèïàäêîâîãî ïðîöåñó ç ïîêàçíèêîì α = 2

ßê íåîäíîðàçîâî âæå çàçíà÷àëîñü α-ñòiéêèé âèïàäêîâèé ïðîöåñ ç ïîêàçíèêîì

α = 2 ¹ íi÷èì iíøèì, ÿê ïðîöåñîì áðîóíiâñüêîãî ðóõó ÷è âiíåðîâèì ïðîöåñîì,

ÿêùî äîäàòêîâî âçÿòè çíà÷åííÿ c =
1

2
. Áðîóíiâñüêèé ðóõ ¹ îäíèì ç íàéïðî-

ñòiøèõ ïðèêëàäiâ òà äæåðåëîì äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ. Öåé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé

äåÿêèì çàäà÷àì äëÿ äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ.

5.1 Ãðàíè÷íi òåîðåìè äëÿ äåÿêî¨ ñëàáêî çáiæíî¨

ïîñëiäîâíîñòi äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ

5.1.1 Îñíîâíi ïðèïóùåííÿ òà äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè

Êîæíà ïàðà íåïåðåðâíèõ îáìåæåíèõ ôóíêöié (a(x))x∈R òà (b(x))x∈R çi çíà÷å-

ííÿìè â R òà iíòåðâàëi [0;∞), âiäïîâiäíî, âèçíà÷à¹ åëiïòè÷íèé îïåðàòîð L,

ÿêèé äi¹ íà äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíó ôóíêöiþ (ϕ(x))x∈R ç äiéñíèìè

çíà÷åííÿìè çà ïðàâèëîì

Lϕ(x) = a(x)ϕ′(x) +
1

2
b(x)ϕ′′(x), x ∈ R.

Íåõàé çàäàíà òàêà ïàðà ôóíêöié. Íåïåðåðâíèé îäíîðiäíèé ïðîöåñ Ìàðêî-

âà (x(t))t≥0 ó ôàçîâîìó ïðîñòîði (R,B) (B � σ-àëãåáðà áîðåëüîâèõ ïiäìíî-
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æèí äiéñíî¨ îñi) ç éìîâiðíiñòþ ïåðåõîäó (P (t, x,Γ))t>0,x∈R,Γ∈B çâåòüñÿ äèôó-

çiéíèì ç êîåôiöi¹íòîì ïåðåíîñó (a(x))x∈R òà êîåôiöi¹íòîì äèôóçi¨ (b(x))x∈R,

ÿêùî âiäïîâiäíèé åëiïòè÷íèé îïåðàòîð L òà éìîâiðíiñòü ïåðåõîäó P çàäî-

âîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ

∫
R

ϕ(y)P (t, x, dy) = ϕ(x) +

t∫
0

dτ

∫
R

Lϕ(y)P (τ, x, dy) (5.1)

ïðè âñiõ t > 0 òà x ∈ R, ÿêîþ á íå áóëà äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà òà

îáìåæåíà ðàçîì çi ñâî¨ìè ïîõiäíèìè ôóíêöiÿ (ϕ(x))x∈R çi çíà÷åííÿìè â R.

Çðîçóìiëî, ùî ðiâíiñòü (5.1) â òèõ, ÷è iíøèõ âèïàäêàõ ïîøèðþ¹òüñÿ i íà

äåÿêi íåîáìåæåíi ôóíêöi¨.

5.1.1.1 Òåîðåìà iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi.

Âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ, ÿêèìè ìàþòü áóòè çàäàíi ôóíêöi¨ (a(x))x∈R òà (b(x))x∈R,

ùîá iñíóâàâ ¹äèíèé äèôóçiéíèé ïðîöåñ (x(t))t≥0 â (R,B) ç öèìè êîåôiöi¹í-

òàìè, äà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ (ïðî äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi

äèôóçiéíîãî ïðîöåñó), ùî ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì çàãàëüíî¨ òåîðåìè Ñòðóêà-

Âàðàäàíà (äèâ. [104]).

Íåõàé çàäàíi íåïåðåðâíi îáìåæåíi ôóíêöi¨ (a(x))x∈R òà (b(x))x∈R çi çíà÷åí-

íÿìè â R òà (âiäêðèòîìó!) iíòåðâàëi (0;∞), âiäïîâiäíî. Òîäi iñíó¹ äèôóçiéíèé

ïðîöåñ (x(t))t≥0 â (R,B), äëÿ ÿêîãî ôóíêöiÿ (a(x))x∈R ¹ êîåôiöi¹íòîì ïåðå-

íîñó, à ôóíêöiÿ (b(x))x∈R ¹ êîåôiöi¹íòîì äèôóçi¨. Áiëüøå òîãî, òàêèé ïðîöåñ

¹äèíèé ç òî÷íiñòþ äî ñòîõàñòè÷íî¨ åêâiâàëåíòíîñòi. Öå îçíà÷à¹, ùî âñi òàêi

ïðîöåñè ìàþòü îäíó é òó æ éìîâiðíiñòü ïåðåõîäó.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç B ñóêóïíiñòü âñiõ îáìåæåíèõ áîðåëüîâèõ ôóíêöié ϕ :

R→ R ç íîðìîþ ‖ϕ‖ = sup
x∈R
|ϕ(x)|, à ÷åðåç C ïiäïðîñòið B, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç

óñiõ íåïåðåðâíèõ (îáìåæåíèõ) ôóíêöié.

Îêðiì òâåðäæåííÿ ïðî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü äèôóçiéíîãî ïðîöåñó çà ñôîð-

ìóëüîâàíèõ âèùå óìîâ, Ñòðóê òà Âàðàäàí äîâåëè, ùî âií ¹ ôåëëåðîâèì, òîá-
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òî, ùî ïðè ôiêñîâàíèõ t > 0 òà ϕ ∈ C ôóíêöiÿ

∫
R

ϕ(y)P (t, x, dy)


x∈R

òàêîæ

íàëåæèòü äî C.

5.1.1.2 Ùiëüíiñòü éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó.

ßêùî íà äîäàòîê äî âèùå ñôîðìóëüîâàíèõ óìîâ ôóíêöi¨ (a(x))x∈R òà (b(x))x∈R

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ãåëüäåðà, òî éìîâiðíiñòü ïåðåõîäó P âiäïîâiäíîãî äè-

ôóçiéíîãî ïðîöåñó äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

P (t, x,Γ) =

∫
Γ

g(t, x, y) dy, t > 0, x ∈ R, Γ ∈ B,Γ

äå ôóíêöiÿ g ¹ ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ

∂u(t, x)

∂t
= Lu(t, ·)(x), t > 0, x ∈ R. (5.2)

Òåïåð ïðèïóñêàòèìåìî, ùî ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè

1. |a(x) − a(y)| + |b(x) − b(y)| ≤ L|x − y|γ äëÿ âñiõ x, y ∈ R ç äåÿêèìè

ñòàëèìè L > 0, 0 < γ < 1;

2. inf
x∈R

b(x) > 0;

3. ôóíêöiÿ

A(x) =

∫ x

0

a(y)

b(y)
dy, x ∈ R, (5.3)

îáìåæåíà íà âñié îáëàñòi âèçíà÷åííÿ.

Ìåòîä ïàðàìåòðèêñ (äèâ. [20]) äîçâîëÿ¹ íå ëèøå ïîáóäóâàòè ôóíäàìåí-

òàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (5.2), à é äiñòàòè îöiíêè∣∣∣∣ ∂j∂tj ∂k∂xkg(t, x, y)

∣∣∣∣ ≤ Kt−
k+1
2 −j exp

{
−µ(y − x)2

t

}
, (5.4)

ùî ñïðàâäæóþòüñÿ ïðè k = 0, 1 òà j = 0, 1 äëÿ âñiõ x ∈ R, y ∈ R òà t ∈ (0;T ],

ÿêèì áè íå áóëî T < ∞, ç äåÿêîþ ñòàëîþ µ > 0 òà ñòàëîþ K > 0, ÿêà

ìîæå çàëåæàòè âiä T . Çà ïåâíèõ óìîâ, ÿê ïîêàçóþòü ðåçóëüòàòè ðîáîòè [92],

254



êîíñòàíòóK ìîæíà âèáðàòè íåçàëåæíîþ âiä T , i òîäi îöiíêà (5.4) âèêîíó¹òüñÿ

ïðè âñiõ t > 0, x ∈ R òà y ∈ R. Ïðè öüîìó æîäíèõ äîäàòêîâèõ óìîâ, îêðiì

ãëàäêîñòi ôóíêöié (a(x))x∈R òà (b(x))x∈R, â íàøié ñèòóàöi¨ (òîáòî, êîëè öi

ôóíêöi¨ çàäîâîëüíÿþòü ñôîðìóëüîâàíi âèùå óìîâè 2, 3) âèìàãàòè íå òðåáà.

Îòæå, íàäàëi áóäåìî ââàæàòè ôóíêöi¨ (a(x))x∈R òà (b(x))x∈R, ùî çàäîâîëü-

íÿþòü óìîâè 2, 3, äîñòàòíüî ãëàäêèìè, òàê ùî âiäïîâiäíèé ôóíäàìåíòàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (5.2) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi (5.4) ïðè k = 0, 1 òà j = 0, 1

â îáëàñòi t > 0, x ∈ R, y ∈ R ç äåÿêèìè äîäàòíèìè ñòàëèìè K > 0 òà µ > 0.

Ðîçãëÿíåìî òàêi âèçíà÷åíi íà R ôóíêöi¨:

F (x) =

∫ x

0

e−2A(y)dy, H(x) =

∫ x

0

e2A(y) dy

b(y)
. (5.5)

Ç óìîâ 2, 3 âèïëèâà¹, ùî ôóíêöi¨ F (x) òà H(x) ìàþòü îáìåæåíi ïîõiäíi íà

R, îòæå, ¹ ëiïøèöåâèìè íà R, òîáòî ïðè âñiõ x, y ∈ R

|F (x)− F (y)|+ |H(x)−H(y)| ≤ C|x− y|

çi ñòàëîþ

C = max

(
sup
x∈R

e−2A(x), sup
x∈R

e2A(x) 1

b(x)

)
. (5.6)

5.1.1.3 Ðåçîëüâåíòà.

Ôiêñó¹ìî ïàðó íåïåðåðâíèõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié (a(x))x∈R òà (b(x))x∈R, ÿêi

çàäîâîëüíÿþòü óìîâè 2, 3, i íåõàé P (t, x,Γ) (t > 0, x ∈ R, Γ ∈ B ) �

éìîâiðíiñòü ïåðåõîäó âiäïîâiäíîãî äèôóçiéíîãî ïðîöåñó (x(t))t≥0. Ïîäàëüøi

òâåðäæåííÿ áóäóòü ñòîñóâàòèñü ñàìå öüîãî ïðîöåñó, õî÷à áiëüøiñòü ç íèõ çà-

ëèøàþòüñÿ ñïðàâåäëèâèìè i çà çíà÷íî çàãàëüíiøèõ óìîâ.

Äëÿ λ > 0 ôóíêöiÿ Rλ àðãóìåíòiâ x ∈ R òà Γ ∈ B , ùî âèçíà÷à¹òüñÿ

ôîðìóëîþ Rλ(x,Γ) =

∞∫
0

e−λtP (t, x,Γ) dt, çâåòüñÿ ðåçîëüâåíòíèì ÿäðîì. Ïðè

ôiêñîâàíèõ λ > 0 òà x ∈ R ôóíêöiÿ Rλ(x, ·) ¹ ìiðîþ íà B. Öÿ ôóíêöiÿ

ïîðîäæó¹ ëiíiéíèé îïåðàòîð Rλ : C → C, ùî äi¹ íà ôóíêöiþ ϕ ∈ C çà ïðàâè-
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ëîì Rλϕ(x) =

∫
R

ϕ(y)Rλ(x, dy). Öåé îïåðàòîð çâåòüñÿ ðåçîëüâåíòîþ ïðîöåñó

(x(t))t≥0.

Ç ôîðìóëè (5.1) äiñòà¹ìî ðiâíiñòü

λRλϕ(x) = ϕ(x) + RλLϕ(x), (5.7)

ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðè âñiõ λ > 0 òà x ∈ R äëÿ êîæíî¨ äâi÷i íåïåðåðâíî

äèôåðåíöiéîâíî¨ ôóíêöi¨ (ϕ(x))x∈R, îáìåæåíî¨ ðàçîì çi ñâî¨ìè ïîõiäíèìè.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ÿäðî Rλ(x, ·) ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèì âiäíîñíî ëåáåãî-

âî¨ ìiðè, òîáòî Rλ(x,Γ) =

∫
Γ

rλ(x, y)dy ïðè λ > 0, x ∈ R òà Γ ∈ B, i éîãî

ùiëüíiñòü � ÿäðî rλ � äîïóñêà¹ ïåâíå çîáðàæåííÿ, äîáðå âiäîìå â òåîði¨ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (äèâ., íàïðèêëàä, [43, 99]). Îïèøåìî öå çîáðàæåííÿ

äåòàëüíiøå.

Âèçíà÷èìî ôóíêöi¨ (v(k)(x))x∈R äëÿ k = 0, 1, . . . , ïîêëàâøè v(0)(x) ≡ 1, à

ïðè k ≥ 1

v(k)(x) =

x∫
0

 y∫
0

v(k−1)(z) dH(z)

 dF (y), x ∈ R. (5.8)

Ìîæíà äîâåñòè (äèâ. [99]), ùî ðÿä
∞∑
k=0

(2λ)kv(k)(x) çáiãà¹òüñÿ ëîêàëüíî ðiâ-

íîìiðíî âiäíîñíî λ ∈ R òà x ∈ R, i éîãî ñóìà, ïîçíà÷èìî ¨¨ ÷åðåç v(x, λ), ïðè

äîäàòíèõ λ òà x ∈ R äîïóñêà¹ äâîñòîðîííi îöiíêè

ch
(
x
√

2λµ−

)
≤ v(x, λ) ≤ ch

(
x
√

2λµ+

)
(5.9)

çi ñòàëèìè µ− > 0 òà µ+ ≥ µ− , ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíîñòÿìè

µ− = inf
x∈R

F ′(x) inf
x∈R

H ′(x), µ+ = sup
x∈R

F ′(x) sup
x∈R

H ′(x) (5.10)

Ïðîñòèì äèôåðåíöiþâàííÿì âñòàíîâëþ¹ìî, ùî ôóíêöiÿ v ïðè λ > 0 òà x ∈ R
¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

Lv(x, λ) = λv(x, λ). (5.11)
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Òåïåð äëÿ λ > 0 òà x ∈ R ïîêëàäåìî

v−(x, λ) = v(x, λ)

x∫
−∞

dF (y)

v(y, λ)2
, v+(x, λ) = v(x, λ)

+∞∫
x

dF (y)

v(y, λ)2
. (5.12)

Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî öå � ïàðà ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿ-

ííÿ (5.11) i ùî âðîíñêiàí öi¹¨ ïàðè, ïîçíà÷èìî éîãî ÷åðåç W (x, λ), x ∈ R,

λ > 0, çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ W (x, λ) = c(λ)F ′(x), äå c(λ) =

∫
R

dF (y)

v(y, λ)2
, λ > 0.

Òåïåð äëÿ ÿäðà rλ ìîæåìî çàïèñàòè ôîðìóëó (äèâ. [99])

rλ(x, y) =


2v−(x, λ)v+(y, λ)

c(λ)b(y)
e2A(y), ïðè x ≤ y;

2v−(y, λ)v+(x, λ)

c(λ)b(y)
e2A(y), ïðè x ≥ y,

(5.13)

ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðè âñiõ λ > 0, x ∈ R òà y ∈ R.

5.1.2 Ãðàíè÷íèé ðîçïîäië ëîêàëüíèõ ÷àñiâ â íóëi äåÿêî¨

ïîñëiäîâíîñòi äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ

Ñëàáêà çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ äî ãðàíè÷íîãî äèôó-

çiéíîãî ïðîöåñó ìà¹ ñâî¨ì íàñëiäêîì çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi ðîçïîäiëiâ äî-

âiëüíîãî ôóíêöiîíàëó âiä öèõ ïðîöåñiâ äî ðîçïîäiëó öüîãî æ ôóíêöiîíàëó

âiä ãðàíè÷íîãî ïðîöåñó, ÿêùî òiëüêè ôóíêöiîíàë ¹ íåïåðåðâíèì â òîïîëî-

ãi¨ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi (ïðèíöèï iíâàðiàíòíîñòi). Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ìîæíà

 àðàíòóâàòè iñíóâàííÿ ãðàíè÷íîãî ðîçïîäiëó äëÿ ïîñëiäîâíîñòi ðîçïîäiëiâ äå-

ÿêîãî ôóíêöiîíàëó i â òîìó âèïàäêó, êîëè âií íå ¹ íåïåðåðâíèì â çãàäàíié

òîïîëîãi¨. Ïðè öüîìó ãðàíè÷íèé ðîçïîäië, âçàãàëi êàæó÷è, íå çáiãà¹òüñÿ ç ðîç-

ïîäiëîì öüîãî ôóíêöiîíàëó âiä ãðàíè÷íîãî ïðîöåñó (íå âèêîíó¹òüñÿ ïðèíöèï

iíâàðiàíòíîñòi), i òîìó âàæëèâî ïðîñëiäêóâàòè, ÿêi ç õàðàêòåðèñòèê äîãðàíè-

÷íèõ ïðîöåñiâ âõîäÿòü â ãðàíè÷íèé ðîçïîäië. Âàæëèâèì ïðèêëàäîì òàêîãî

ôóíêöiîíàëó ¹ ëîêàëüíèé ÷àñ.

Â öüîìó ïóíêòi äîâîäèòüñÿ ãðàíè÷íà òåîðåìà äëÿ ðîçïîäiëiâ ëîêàëüíèõ

÷àñiâ â íóëi äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ, ÿêi ñëàáêî çáiãàþòüñÿ äî ãðàíè÷íîãî äèôó-

257



çiéíîãî ïðîöåñó, ïðè÷îìó íå ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî äèôóçiéíi êîåôiöi¹íòè ãðàíè-

÷íîãî ïðîöåñó ¹ ãðàíèöÿìè âiäïîâiäíèõ êîåôiöi¹íòiâ äîãðàíè÷íèõ ïðîöåñiâ.

Çîêðåìà, ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ ç êîåôiöi¹íòàìè

ïåðåíîñó an(x) = na(nx) òà äèôóçi¨ bn(x) = b(nx), x ∈ R, n ∈ N, äëÿ äåÿêèõ
ôóíêöié a : R→ R, b : R→ R+.

Ñêðiçü â öüîìó ïóíêòi áóäåìî ââàæàòè, ùî ñïðàâäæóþòüñÿ âñi ïðèïóùå-

ííÿ ñôîðìóëüîâàíi â ï. 5.1.1.

Íåðiâíîñòi (5.4) äîçâîëÿþòü ñòâåðäæóâàòè, ùî äëÿ ôóíêöi¨

ft(x) =

t∫
0

g(τ, x, 0)dτ

ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü sup
x∈R

ft(x) ≤ sup
x∈R

t∫
0

Kτ−
1
2 exp

{
−µx

2

τ

}
dτ ≤ 2K

√
t

ïðè âñiõ t > 0. Òîìó lim
t↓0

sup
x∈R

ft(x) = 0 i, îòæå, iñíó¹ W -ôóíêöiîíàë ηt =

ηt(x(·)) òàêèé, ùî Exηt = ft(x), äå Ex � ñèìâîë ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ

çà ìiðîþ Px, ÿêà ¹ óìîâíîþ éìîâiðíiñòþ ïðè óìîâi, ùî x(0) = x. Ïðè öüîìó

ηt = lim
h↓0

t∫
0

fh(x(τ))

h
dτ â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó çà êîæíîþ ìiðîþ Px.

×åðåç òå, ùî
fh(x)

h
→ δ(x) ïðè h ↓ 0, äå (δ(x))x∈R � Äiðàêîâà δ-ôóíêöiÿ

çîñåðåäæåíà â òî÷öi 0, ìîæíà ñèìâîëi÷íî çàïèñàòè ηt =

t∫
0

δ(x(τ))dτ . Òàêèé

ôóíêöiîíàë çðîñòà¹ òiëüêè â òi ìîìåíòè ÷àñó, êîëè ïðîöåñ x(t) ïåðåáóâà¹ â

íóëi, i âií ¹ ëîêàëüíèì ÷àñîì â íóëi öüîãî ïðîöåñó.

Íåõàé uθ(t, x) = Exeiθηt ïðè t > 0, x ∈ R, θ ∈ R. Âiäîìî, ùî öÿ ôóíêöiÿ

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

uθ(t, x) = 1 + iθ

t∫
0

g(τ, x, 0)uθ(t− τ, 0)dτ. (5.14)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Uθ(λ, x) ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà ïî t ôóíêöi¨ uθ(t, x),
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òîáòî, äëÿ λ > 0, x ∈ R, θ ∈ R ïîêëàäåìî Uθ(λ, x) =

+∞∫
0

e−λtuθ(t, x)dt.

Ç (5.14) îäåðæèìî ðiâíÿííÿ Uθ(λ, x) =
1

λ
+ iθrλ(x, 0)Uθ(λ, 0), çâiäêè ìà¹ìî

Uθ(λ, x) =
1

λ
+

iθrλ(x, 0)

λ(1− iθrλ(0, 0))
.

5.1.2.1 Ïîñëiäîâíîñòi äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ òà ¨õ ëîêàëüíèõ ÷àñiâ

â íóëi

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöié (an(x))x∈R òà (bn(x))x∈R, n ∈ N, äå an(x) =

na(nx), bn(x) = b(nx) ç ôóíêöiÿìè (a(x))x∈R òà (b(x))x∈R, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü

óìîâè 1 � 3 ï. 5.1.1. Öi æ óìîâè çàäîâîëüíÿ¹ êîæíà ïàðà ôóíêöié an(x) òà

bn(x). Ïðè÷îìó ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié An(x) =

x∫
0

an(y)

bn(y)
dy = A(nx) ðiâíî-

ìiðíî îáìåæåíà íà âñié ÷èñëîâié îñi R. Çàóâàæèìî, ùî ç (5.5) âèïëèâàþòü

ðiâíîñòi

Fn(x) =

x∫
0

e−2An(y)dy =
1

n
F (nx), Hn(x) =

x∫
0

e2An(y) dy

bn(y)
=

1

n
H(nx). (5.15)

Ëiïøèöåâiñòü ôóíêöié F (x) òà H(x) ìà¹ ñâî¨ì íàñëiäêîì ðiâíîìiðíó âiäíîñíî

n ëiïøèöåâiñòü ôóíêöié Fn(x) òà Hn(x), äiéñíî,

|Fn(x)− Fn(y)|+ |Hn(x)−Hn(y)| ≤ 1

n
C|nx− ny| = C|x− y|,

äå äîäàòíà ñòàëà C çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ (5.6). Êðiì òîãî

extrx∈R F
′
n(x) = extrx∈RF

′(x), extrx∈RH
′
n(x) = extrx∈RH

′(x),

äå extr îçíà÷à¹ inf ÷è sup îäíî÷àñíî.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç (xn(t))t≥0, n ∈ N ïîñëiäîâíiñòü äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ ç

êîåôiöi¹íòàìè ïåðåíîñó (an(x))x∈R òà äèôóçi¨ (bn(x))x∈R, âiäïîâiäíî. Ùiëü-

íiñòü gn éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó ïðîöåñó xn(t) çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ gn(t, x, y) =

ng(n2t, nx, ny), ùî ¹ íàñëiäêîì âëàñòèâîñòi àâòîìîäåëüíîñòi ðiâíÿííÿ (5.2).
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Ó ïðåäñòàâëåííi (5.13) ùiëüíîñòi ðåçîëüâåíòíîãî ÿäðà ïðîöåñó xn(t) ôóí-

êöi¨ vn(x, λ) =
∞∑
k=0

(2λ)kv(k)
n (x), äå v(k)

n áóäóþòüñÿ çãiäíî (5.8) çà ôóíêöiÿìè

Fn(x) òà Hn(x), çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi (5.9) ðiâíîìiðíî âiäíîñíî n ∈ N ç

òèìè æ ñòàëèìè µ− òà µ+. Êðiì òîãî, äëÿ ôóíêöié v(k)
n ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

µk−
x2k

(2k)!
≤ v(k)

n (x) ≤ µk+
x2k

(2k)!
.

Öå îçíà÷à¹, ùî ðÿä
∞∑
k=0

(2λ)kv
(k)
n (x) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî ïî n ∈ N i ëîêàëüíî

ðiâíîìiðíî ïî λ > 0 òà x ∈ R.
Íåõàé (η

(n)
t )t≥0 � ëîêàëüíèé ÷àñ â íóëi äèôóçiéíîãî ïðîöåñó xn(t), n ∈ N.

Äëÿ êîæíîãî n ∈ N i t > 0 çà óìîâè, ùî xn(0) = x õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ

u
(n)
θ (t, x) = Exeiθη

(n)
t ìà¹ ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà

U
(n)
θ (λ, x) =

1

λ
+

iθr
(n)
λ (x, 0)

λ(1− iθr(n)
λ (0, 0))

. (5.16)

Òóò, îñêiëüêè An(0) = 0, bn(0) = b(0)

r
(n)
λ (x, 0) =


2v

(n)
− (x, λ)v

(n)
+ (0, λ)

c(n)(λ)b(0)
, ïðè x ≤ 0;

2v
(n)
− (0, λ)v

(n)
+ (x, λ)

c(n)(λ)b(0)
, ïðè x ≥ 0,

(5.17)

äå v(n)
− , v(n)

+ , c(n) çàäàþòüñÿ ôîðìóëàìè (5.12) çàïèñàíèìè äëÿ ïðîöåñó xn(t).

5.1.2.2 Ãðàíè÷íà òåîðåìà

Ïðèïóñòèìî íàäàëi, ùî ôóíêöi¨ (a(x))x∈R òà (b(x))x∈R, ÿê i ðàíiøå, çàäîâîëü-

íÿþòü óìîâè 1 � 3 ï. 5.1.1 i, êðiì òîãî, ¹ òàêèìè, ùî iñíóþòü ñêií÷åííi ãðàíèöi

lim
x→−∞

1

x
F (x) = κ−F , lim

x→+∞

1

x
F (x) = κ+

F ;

lim
x→−∞

1

x
H(x) = κ−H , lim

x→+∞

1

x
H(x) = κ+

H .

Òîäi íà êîæíié ïiâîñi R− = (−∞; 0), R+ = (0; +∞) ôóíêöiîíàëüíi ïîñëiäîâ-

íîñòi Fn(x) òà Hn(x) çáiãàþòüñÿ ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî i, âðàõîâóþ÷è (5.15),
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ìà¹ìî:

ïðè x > 0 lim
n→∞

Fn(x) = κ+
F x, lim

n→∞
Hn(x) = κ+

Hx,

à ïðè x < 0 lim
n→∞

Fn(x) = κ−F x, lim
n→∞

Hn(x) = κ−Hx.

Ðiâíîìiðíà âiäíîñíî n ëiïøèöåâiñòü ôóíêöié Fn(x) òà Hn(x) äîçâîëÿ¹

ñòâåðäæóâàòè, ùî äëÿ êîæíî¨ ôóíêöiîíàëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (fn(x))x∈R, n ∈
N, ÿêà ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ ïðè n → ∞ äî ôóíêöi¨ (f(x))x∈R,

ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi:

ïðè x > 0

lim
n→∞

x∫
0

fn(y)dFn(y) = κ+
F

x∫
0

f(y)dy, lim
n→∞

x∫
0

fn(y)dHn(y) = κ+
H

x∫
0

f(y)dy;

ïðè x < 0

lim
n→∞

x∫
0

fn(y)dFn(y) = κ−F

x∫
0

f(y)dy, lim
n→∞

x∫
0

fn(y)dHn(y) = κ−H

x∫
0

f(y)dy.

Òàêèì ÷èíîì, ó ñïiââiäíîøåííi

v(k)
n (x) =

x∫
0

 y∫
0

v(k−1)
n (z)dHn(z)

 dFn(y), k ≥ 1

ìîæåìî ïåðåéòè äî ãðàíèöi i äëÿ v̂(k)(x) = lim
n→∞

v
(k)
n (x) îäåðæàòè, ùî ïðè

k ≥ 1

v̂(k)(x) = κ+

x∫
0

 y∫
0

v̂(k−1)(z)dz

 dy, ïðè x > 0;

v̂(k)(x) = κ−
x∫

0

 y∫
0

v̂(k−1)(z)dz

 dy, ïðè x < 0,

äå κ− = κ−Fκ
−
H , κ+ = κ+

Fκ
+
H . Î÷åâèäíî, ùî v̂

(0)(x) ≡ 1.

Ïîêëàâøè κ(x) = κ−+1IR+(x)(κ+−κ−), äå 1IR+(x) � iíäèêàòîðíà ôóíêöiÿ

äîäàòíî¨ ïiâîñi, îäåðæèìî v̂(k)(x) =
(κ(x))kx2k

(2k)!
äëÿ âñiõ k = 0, 1, 2, . . . , x ∈ R.
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Ðiâíîìiðíà çà n çáiæíiñòü ðÿäó
∞∑
k=0

(2λ)kv
(k)
n (x) äîçâîëÿ¹ çàïèñàòè

v̂(x, λ) = lim
n→∞

vn(x, λ) =
∞∑
k=0

(2λ)kv̂(k)(x) = ch x
√

2λκ(x).

Âðàõîâóþ÷è íåðiâíîñòi (5.9), ÿêi ñïðàâäæóþòüñÿ äëÿ vn(x, λ) ðiâíîìiðíî ïî

n, îäåðæèìî ïðè x > 0

v̂+(x, λ) = lim
n→∞

v
(n)
+ (x, λ) = v̂(x, λ)

+∞∫
x

κ+
F

v̂(y, λ)2
dy =

κ+
F√

2λκ+
e−x

√
2λκ+

, (5.18)

v̂−(x, λ) = lim
n→∞

v
(n)
− (x, λ) = v̂(x, λ)

 0∫
−∞

κ−F
v̂(y, λ)2

dy +

x∫
0

κ+
F

v̂(y, λ)2
dy

 =

=
1√
2λ

(√
κ−F
κ−H

chx
√

2λκ+ +

√
κ+
F

κ+
H

shx
√

2λκ+

)
,

à ïðè x < 0

v̂+(x, λ) = lim
n→∞

v
(n)
+ (x, λ) = v̂(x, λ)

 0∫
x

κ−F
v̂(y, λ)2

dy +

+∞∫
0

κ+
F

v̂(y, λ)2
dy

 =

=
1√
2λ

(√
κ+
F

κ+
H

chx
√

2λκ− −

√
κ−F
κ−H

shx
√

2λκ−
)
,

v̂−(x, λ) = lim
n→∞

v
(n)
− (x, λ) = v̂(x, λ)

x∫
−∞

κ−F
v̂(y, λ)2

dy =
κ−F√
2λκ−

ex
√

2λκ−. (5.19)

Êðiì òîãî,

ĉ(λ) = lim
n→∞

c(n)(λ) =

=

0∫
−∞

κ−F
v̂(y, λ)2

dy +

+∞∫
0

κ+
F

v̂(y, λ)2
dy =

1√
2λ

(√
κ−F
κ−H

+

√
κ+
F

κ+
H

)
.

(5.20)

Çíàéäåìî òåïåð ãðàíèöþ ôóíêöiîíàëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (r
(n)
λ (x, 0))n∈N ïðè

n→∞ äëÿ êîæíèõ λ > 0, x ∈ R.
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Ç ðiâíîñòåé (5.17) � (5.20) ìà¹ìî

r̂λ(x, 0) = lim
n→∞

r
(n)
λ (x, 0) =

=



2
√

κ−Fκ
+
F

b(0)
(√

κ−Fκ
+
H +

√
κ+
Fκ
−
H

) ex√2λκ−

√
2λ

, ïðè x ≤ 0,

2
√

κ−Fκ
+
F

b(0)
(√

κ−Fκ
+
H +

√
κ+
Fκ
−
H

) e−x√2λκ+

√
2λ

, ïðè x ≥ 0

=

=
β

b(0)

1√
2λ
e−|x|
√

2λκ(x),

äå β =
2
√

κ−Fκ
+
F√

κ−Fκ
+
H +

√
κ+
Fκ
−
H

.

Òîìó ïåðåéøîâøè â ðiâíîñòi (5.16) äî ãðàíèöi ïðè n→∞, îäåðæèìî

Ûθ(λ, x) = lim
n→∞

U
(n)
θ (λ, x) =

1

λ
+

iθβe−|x|
√

2λκ(x)

λ
(
b(0)
√

2λ− iθβ
) . (5.21)

Âðàõó¹ìî òåïåð, ùî ôóíêöi¨ (a(x))x∈R òà (b(x))x∈R ¹ íàñòiëüêè ãëàäêèìè,

ùî âiäïîâiäíèé ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (5.2) çàäîâîëüíÿ¹ (5.4)

ïðè âñiõ x ∈ R, y ∈ R òà t > 0 ç äåÿêèìè äîäàòíèìè ñòàëèìè K òà µ.

Íàãàäà¹ìî, ùî ôóíêöi¨ gn òàêîæ çàäîâîëüíÿþòü öi æ íåðiâíîñòi ðiâíîìiðíî

ïî n.

Íàñòóïíi òâåðäæåííÿ äîçâîëÿþòü îá ðóíòîâàòè òîé ôàêò, ùî ôóíêöiÿ

Ûθ(λ, x) ¹ ïåðåòâîðåííÿì Ëàïëàñà ãðàíè÷íî¨ ôóíêöi¨ ïîñëiäîâíîñòi õàðàêòå-

ðèñòè÷íèõ ôóíêöié u(n)
θ (t, x).

Ëåìà 5.1. Íåõàé (fn(t))t≥0, n ∈ N ïîñëiäîâíiñòü ðiâíîìiðíî ïî n îáìåæåíèõ

íà [0; +∞) ôóíêöié, òîáòî |fn(t)| ≤ C äëÿ âñiõ t ≥ 0, n ∈ N ç äåÿêîþ

äîäàòíîþ ñòàëîþ C. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨ Φn(t, x) =

t∫
0

gn(τ, x, 0)fn(t− τ)dτ .

Òîäi äëÿ êîæíîãî ε > 0 ÿêèì áè íå áóëî T > 0 iñíó¹ δ > 0 òàêå, ùî

|Φn(s, x) − Φn(t, y)| < ε äëÿ âñiõ n ∈ N, s ∈ [0;T ], t ∈ [0;T ], x ∈ R, y ∈ R,
ÿêùî òiëüêè |s− t|+ |x− y| < δ.
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Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè Φn(t, x) =

t∫
0

gn(t− τ, x, 0)fn(τ)dτ , òî âçÿâøè 0 < s ≤ t,

ìàòèìåìî

Φn(t, y)− Φn(s, x) =

s∫
0

(gn(t− τ, y, 0)− gn(s− τ, x, 0)) fn(τ)dτ+

+

t∫
s

gn(t− τ, y, 0)fn(τ)dτ.

(5.22)

Íåðiâíîñòi (5.4) äîçâîëÿþòü îöiíèòè äðóãèé iíòåãðàë â ñóìi (5.22) âåëè÷èíîþ

CK

t∫
s

dτ√
t− τ

= 2CK
√
t− s,

ÿêó ìîæíà çðîáèòè ÿê çàâãîäíî ìàëîþ âèáîðîì ìàëî¨ ðiçíèöi t− s.
Îöiíþþ÷è ïåðøèé iíòåãðàë ó (5.22), ðîçãëÿíåìî äâi ñèòóàöi¨. Â ïåðøié ç

íèõ ïîêëàäåìî x = y. Òîäi, ïîäàâøè öåé iíòåãðàë ó âèãëÿäi ñóìè iíòåãðàëiâ

âiä òi¹¨ æ ôóíêöi¨ íà iíòåðâàëàõ [s − σ; s] òà [0; s − σ] ç äåÿêèì äîäàòíèì

σ < s, ìàòèìåìî îöiíêè∣∣∣∣∣∣
s∫

s−σ

(gn(t− τ, x, 0)− gn(s− τ, x, 0)) fn(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ CK

 s∫
s−σ

dτ√
t− τ

+

s∫
s−σ

dτ√
s− τ

 ≤ 4CK
√
σ,

∣∣∣∣∣∣
s−σ∫
0

(gn(t− τ, x, 0)− gn(s− τ, x, 0)) fn(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ CK|t− s|

s−σ∫
0

dτ√
(t′ − τ)3

≤ 2CK
√
σ−1|t− s|.

Òóò âèêîðèñòàíî íåðiâíîñòi (5.4), à â äðóãîìó âèïàäêó ùå i òåîðåìó Ëàãðàíæà

ïðî ñêií÷åíi ïðèðîñòè.
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Îòæå, âèáðàâøè òà çàôiêñóâàâøè äîñòàòíüî ìàëå σ > 0, ïåðøèé iíòåãðàë

ó ïðàâié ÷àñòèíi (5.22) ìîæå áóòè çðîáëåíèé ÿê çàâãîäíî ìàëèì ç äîïîìîãîþ

âèáîðó ìàëî¨ ðiçíèöi t− s.
Òåïåð íåõàé s = t. Òîäi ç íåðiâíîñòåé (5.4) ìà¹ìî (òóò 0 < σ < s)∣∣∣∣∣∣
s∫

s−σ

(gn(s− τ, y, 0)− gn(s− τ, x, 0)) fn(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2CK

s∫
s−σ

dτ√
s− τ

≤ 4CK
√
σ,

∣∣∣∣∣∣
s∫

s−σ

(gn(s− τ, y, 0)− gn(s− τ, x, 0)) fn(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤ CK|y − x|
s−σ∫
0

dτ

s− τ
≤

≤ CK|y − x| ln T
σ
.

Â äðóãîìó âèïàäêó çíîâó çàñòîñîâàíà çãàäàíà òåîðåìà Ëàãðàíæà. Îòæå, i

â öié ñèòóàöi¨ âèáðàâøè òà çàôiêñóâàâøè äîñòàòíüî ìàëå σ > 0, ïåðøèé

iíòåãðàë ó ïðàâié ÷àñòèíi (5.22) ìîæå áóòè çðîáëåíèé ÿê çàâãîäíî ìàëèì

âèáîðîì áëèçüêèõ x ∈ R òà y ∈ R.
Âèïàäîê 0 = s ≤ t ïðîñòèé, àäæå Φn(s, x)|s=0 = 0 i

|Φn(t, y)| =

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

gn(t− τ, y, 0)fn(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2CK
√
t,

ùî ¹ ìàëèì, ÿêùî t áëèçüêå äî íóëÿ.

Ëåìà 5.2. Ïðè ôiêñîâàíèõ x ∈ R, y ∈ R, S > 0 äëÿ êîæíîãî ε > 0 iñíó¹

òàêå δ > 0, ùî ïðè âñiõ s ≥ S, t ≥ S, n ∈ N

|gn(t, x, 0)− gn(s, x, 0)| < ε,

ÿêùî òiëüêè |t− s| < δ.

Äîâåäåííÿ. Ç íåðiâíîñòåé (5.4) òà òåîðåìè Ëàãðàíæà äëÿ äåÿêîãî σ ∈ (s; t)

ìà¹ìî

|gn(t, x, 0)− gn(s, x, 0)| ≤ Kσ−3/2|t− s| ≤ KS−3/2|t− s|,

ùî äîâîäèòü ëåìó.
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Â óìîâàõ Ëåìè 5.1 äëÿ êîæíèõ θ > 0, T > 0 òà êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè

M ⊂ R ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié u(n)
θ (t, x) ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíîþ (ÿê ïîñëi-

äîâíiñòü õàðàêòåðèñòè÷íèõ ôóíêöié) òà îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ, à îòæå i

ïðåäêîìïàêòíîþ íà ìíîæèíi çìiíè àðãóìåíòiâ t ∈ [0;T ], x ∈ M (òåîðåìà

Àðöåëà). Òîìó äëÿ êîæíèõ θ > 0, T > 0 iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü ïîñëiäîâíîñòi

u
(n)
θ (t, x), ÿêà ðiâíîìiðíî íà ìíîæèíi [0;T ]×M çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêî¨ ôóíêöi¨

ûθ(t, x). Îòæå, êîðèñòóþ÷èñü äiàãîíàëüíèì ìåòîäîì, ìè ìîæåìî ïîáóäóâàòè

òàêó ïiäïîñëiäîâíiñòü u(nk)
θ (t, x), ÿêà á ðiâíîìiðíî çáiãàëàñÿ íà êîæíié ìíîæè-

íi [0;T ], T > 0 äî ôóíêöi¨ ûθ(t, x) ïðè ôiêñîâàíèõ θ > 0 òà x ∈ R. Àíàëîãi÷íî
Ëåìà 5.2 äîçâîëÿ¹ ç ïiäïîñëiäîâíîñòi gnk(t, x, 0) âèáðàòè ðiâíîìiðíî çáiæíó çà

àðãóìåíòîì t íà êîæíîìó âiäðiçêó [S;T ] (0 < S < T ) ïiäïîñëiäîâíiñòü. Ëåãêî

ïåðåêîíàòèñü, ùî iíòåãðàë

t∫
0

gn(τ, x, 0)u
(n)
θ (t − τ, 0)dτ çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî

ïî n ∈ N ïðè êîæíîìó x ∈ R. Òîìó, ïîçíà÷èâøè ÷åðåç ĝ(t, x, 0) ãðàíèöþ

ïîáóäîâàíî¨ ïiäïîñëiäîâíîñòi ùiëüíîñòåé éìîâiðíîñòåé ïåðåõîäó, ìîæåìî çà-

ïèñàòè

ûθ(t, x) = 1 + iθ

t∫
0

ĝ(τ, x, 0)ûθ(t− τ, 0)dτ. (5.23)

Çàóâàæèìî, ùî ç íåðiâíîñòåé (5.4) âèïëèâà¹ îöiíêà

|ĝ(t, x, y)| ≤ Kt−
1
2 exp

{
−µ(y − x)2

t

}
äëÿ âñiõ t > 0, x ∈ R, y ∈ R ç òèìè æ ñòàëèìè K i µ, ùî i â (5.4). Ïðè öüîìó,

ÿê ëåãêî áà÷èòè, ðiâíÿííÿ (5.23) ìà¹ ¹äèíèé îáìåæåíèé ðîçâ'ÿçîê i, îòæå, âñÿ

ïîñëiäîâíiñòü u(n)
θ (t, x) çáiãà¹òüñÿ ïðè n→∞ äî ôóíêöi¨ ûθ(t, x).

×åðåç ðiâíîìiðíó íà ìíîæèíi çìiíè àðãóìåíòiâ θ > 0, x ∈ R, n ∈ N

çáiæíiñòü iíòåãðàëó

+∞∫
0

e−λtu
(n)
θ (t, x)dt ìà¹ìî

lim
k→∞

U
(nk)
θ (λ, x) =

+∞∫
0

e−λtûθ(t, x)dt = Ûθ(λ, x).
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Îñòàííÿ ðiâíiñòü ¹ íàñëiäêîì çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi U (n)
θ (λ, x). Òàêèì ÷è-

íîì, ôóíêöiÿ Ûθ(λ, x) ¹ ïåðåòâîðåííÿì Ëàïëàñà ãðàíèöi õàðàêòåðèñòè÷íèõ

ôóíêöié u(n)
θ (t, x).

Ç ðiâíîñòi (5.21) îäåðæèìî, ùî

ûθ(t, x) =
2√
2π

|x|
√

κ(x)
t∫

0

e−
y2

2 dy+

+ exp

{
−iθ β

b(0)
|x|
√
κ(x)− 1

2
θ2 β2

b(0)2
t

}
2√
2π

+∞∫
|x|
√

κ(x)
t −iθ

β
b(0)

√
t

e−
y2

2 dy.

Òîäi ïðè êîæíèõ t > 0, x ∈ R ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó (Ft,x(y))y∈R, äëÿ ÿêî¨

ûθ(t, x) =

∫
R

eiθyFt,x(dy), ìà¹ âèãëÿä (5.24) íàâåäåíèé â íàñòóïíié òåîðåìi,

ùî ¹ îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì öüîãî ïóíêòó.

Òåîðåìà 5.3. Íåõàé ôóíêöi¨ (a(x))x∈R òà (b(x))x∈R çi çíà÷åííÿìè â R òà

R+, âiäïîâiäíî, îáìåæåíi ãåëüäåðîâi òà inf
x∈R

b(x) > 0. Ïðèïóñòèìî, ùî ôóí-

êöiÿ A(x) =

x∫
0

a(y)

b(y)
dy îáìåæåíà íà R òà iñíóþòü ãðàíèöi

lim
x→±∞

1

x

x∫
0

e−2A(y)dy = κ±F , lim
x→±∞

1

x

x∫
0

e2A(y) dy

b(y)
= κ±H .

Êðiì òîãî, íåõàé ôóíêöi¨ (a(x))x∈R òà (b(x))x∈R íàñòiëüêè ãëàäêi, ùî íå-

ðiâíîñòi (5.4) ñïðàâäæóþòüñÿ ïðè âñiõ t > 0, x ∈ R, y ∈ R ç k+j ≤ 1 (äèâ.,

íàïðèêëàä, [92]).

Òîäi ïîñëiäîâíiñòü ëîêàëüíèõ ÷àñiâ â íóëi äî ìîìåíòó ÷àñó t äèôóçiéíèõ

ïðîöåñiâ íà R ç êîåôiöi¹íòàìè ïåðåíîñó na(nx) òà äèôóçi¨ b(nx), ÿêi ñòàð-

òóþòü â òî÷öi x, çáiãà¹òüñÿ çà ðîçïîäiëîì ïðè n→∞, äëÿ êîæíèõ t > 0

òà x ∈ R, äî âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, ðîçïîäië ÿêî¨ çàäà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ

Ft,x(y) = 1IR+(y)
2√
2πt

y
β b(0)+|x|

√
κ(x)∫

0

e−
z2

2t dz, (5.24)
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äå β =
2
√
κ−Fκ

+
F√

κ−Fκ
+
H +

√
κ+
Fκ
−
H

, à κ(x) = κ−Fκ
−
H + 1IR+(x)(κ+

Fκ
+
H − κ−Fκ

−
H).

5.1.2.3 Îêðåìi âèïàäêè

Ðîçãëÿíåìî ñèìåòðè÷íèé âèïàäîê, òîáòî, κ−F = κ+
F = κF òà κ−H = κ+

H = κH .

Òîäi β =

√
κF
κH

i κ(x) = κFκH = κ ïðè âñiõ x ∈ R. Îòæå, ãðàíè÷íèé ðîçïîäië

ïîñëiäîâíîñòi ëîêàëüíèõ ÷àñiâ â íóëi, ðîçãëÿíóòèõ âèùå äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ,

çàäà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ

Ft,x(y) = 1IR+(y)
2√
2πt

√
κH
κF

b(0)y+|x|
√
κ∫

0

e−
z2

2t dz. (5.25)

Â öié ñèòóàöi¨ ðîçãëÿíóòà ïîñëiäîâíiñòü äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ ñëàáêî çái-

ãà¹òüñÿ ïðè n → ∞ äî ïðîöåñó
(

1√
κw(t)

)
t≥0

, äå (w(t))t≥0 � ñòàíäàðòíèé

âiíåðiâ ïðîöåñ. Öå òâåðäæåííÿ âïåðøå áóëî äîâåäåíå Ã.Ë. Êóëiíi÷åì â [33,34]

(äèâ. òàêîæ [98]). Ðîçïîäië ëîêàëüíîãî ÷àñó â íóëi òàêîãî ïðîöåñó çàäà¹òüñÿ

ôóíêöi¹þ

F̃t,x(y) = 1IR+(y)
2√
2πt

1√
κ y+|x|

√
κ∫

0

e−
z2

2t dz. (5.26)

Âèäíî, ùî ðîçïîäiëè (5.25) òà (5.26) ìàþòü îäèí i òîé æå àòîì ïðè y = 0,

ÿêèé ¹ éìîâiðíiñòþ òîãî, ùî ñòàðòóþ÷è ç òî÷êè x ∈ R, ãðàíè÷íèé ïðîöåñ

äî ìîìåíòó ÷àñó t > 0 íå äîñÿãíå òî÷êè 0. Îáèäâà ðîçïîäiëè îäíàêîâi, ÿêùî

b(0) = 1
κH .

Ùå îäèí ÷àñòêîâèé âèïàäîê. Íåõàé ïîðÿä ç óìîâàìè 1, 2 ìà¹ìî çáiæíiñòü

iíòåãðàëó

+∞∫
−∞

|a(x)|dx òà iñíóþòü ñêií÷åííi ãðàíèöi

lim
x→−∞

b(x) = b(−∞), lim
x→+∞

b(x) = b(+∞).

Çàóâàæèìî, ùî ïðè öüîìó äëÿ âñiõ x ∈ R |A(x)| ≤ 1

inf
y∈R

b(y)

+∞∫
−∞

|a(y)|dy,
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òîáòî, âèêîíó¹òüñÿ óìîâà 3. Êðiì òîãî ôóíêöi¨ F (x) òà H(x) ìàþòü äîäà-

òíi ïîõiäíi i, îòæå, çðîñòàþòü. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ïðè öüîìó F (x) → ±∞
òà H(x) → ±∞, ÿêùî x → ±∞. Òîäi, êîðèñòóþ÷èñü ïðàâèëîì Ëîïiòàëÿ,

çíàéäåìî ãðàíèöi

κ−F = lim
x→−∞

1

x
F (x) = lim

x→−∞
e−2A(x) = exp

2

0∫
−∞

a(x)

b(x)
dx

 ;

κ+
F = lim

x→+∞

1

x
F (x) = lim

x→+∞
e−2A(x) = exp

−2

+∞∫
0

a(x)

b(x)
dx

 ;

κ−H = lim
x→−∞

1

x
H(x) = lim

x→−∞
e2A(x) 1

b(x)
= exp

−2

0∫
−∞

a(x)

b(x)
dx

 1

b(−∞)
;

κ+
H = lim

x→+∞

1

x
H(x) = lim

x→+∞
e2A(x) 1

b(x)
= exp

2

+∞∫
0

a(x)

b(x)
dx

 1

b(+∞)
.

Òàêèì ÷èíîì, κ−Fκ
−
H = 1

b(−∞) , κ
+
Fκ

+
H = 1

b(+∞) i, îòæå,

κ(x) =
1

b(−∞)
+ 1IR+(x)

(
1

b(+∞)
− 1

b(−∞)

)
. (5.27)

Çâiäñè æ

β =

2 exp


0∫

−∞

a(x)

b(x)
dx−

+∞∫
0

a(x)

b(x)
dx


exp


+∞∫
−∞

a(x)

b(x)
dx

 1√
b(+∞)

+ exp

−
+∞∫
−∞

a(x)

b(x)
dx

 1√
b(−∞)

(5.28)

Ãðàíè÷íèé ðîçïîäië ðîçãëÿíóòî¨ ïîñëiäîâíîñòi ëîêàëüíèõ ÷àñiâ â íóëi çàäà-

¹òüñÿ ôóíêöi¹þ (5.24) ç ïàðàìåòðàìè, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíîñòÿìè (5.27) i

(5.28).
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5.1.3 Êiëüêiñòü ïåðåòèíiâ äîâiëüíîãî ðiâíÿ ïîñëiäîâíiñòþ

äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ ç ïåðiîäè÷íèìè êîåôiöi¹íòàìè

5.1.3.1 Âñòóï.

Íåõàé íà äiéñíié îñi R, çàäàíi íåïåðåðâíi ïåðiîäè÷íi ôóíêöi¨ (a(x))x∈R òà

(b(x))x∈R çi ñïiëüíèì ïåðiîäîì. Íàéìåíøèé äîäàòíèé ïåðiîä öèõ ôóíêöié ïî-

çíà÷èìî ÷åðåç l. Ïðèïóñòèìî, ùî öi ôóíêöi¨ çàäîâîëüíÿþòü òàêi óìîâè

inf
x∈[0,l)

b(x) > 0,

l∫
0

a(x)

b(x)
dx = 0. (5.29)

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî ïàðà íåïåðåðâíèõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié (a(x))x∈R òà

(b(x))x∈R çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (5.29), òî ¨é âiäïîâiäà¹ ¹äèíèé äèôóçiéíèé ïðî-

öåñ ó ôàçîâîìó ïðîñòîði (R,B). Çà öèõ óìîâ ôóíêöiÿ A àðãóìåíòó x ∈ R,

ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ A(x) =

x∫
0

a(y)

b(y)
dy, òàêîæ ¹ ïåðiîäè÷íîþ, à îòæå,

îáìåæåíîþ. ßêùî äëÿ x ∈ R ïîêëàñòè

F (x) =

x∫
0

e−2A(y) dy, H(x) =

x∫
0

e2A(y) dy

b(y)
,

òî öi ôóíêöi¨ áóäóòü çàäîâîëüíÿòè óìîâè
1

x
F (x) → κF ,

1

x
H(x) → κH , êîëè

x→ ±∞, äå κF =
1

l

l∫
0

e−2A(y) dy, κH =
1

l

l∫
0

e2A(y) dy

b(y)
. Î÷åâèäíî, κF > 0 òà

κH > 0. Ïîçíà÷àòèìåìî ¨õ äîáóòîê ÷åðåç κ.
Äëÿ íàòóðàëüíèõ n òà x ∈ R ïîêëàäåìî an(x) = na(nx) òà bn(x) = b(nx) i

ðîçãëÿíåìî äèôóçiéíèé ïðîöåñ (xn(t))t≥0 ç êîåôiöi¹íòîì ïåðåíîñó (an(x))x∈R

òà êîåôiöi¹íòîì äèôóçi¨ (bn(x))x∈R. ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (5.29), òî, ÿê

âæå çàçíà÷àëîñÿ âèùå, ïîñëiäîâíiñòü äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ (xn(·))n≥1 ñëàáêî

çáiãà¹òüñÿ äî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó

(
1√
κ
w(t)

)
t≥0

, äå (w(t))t≥0 � ñòàíäàðòíèé

âiíåðiâ ïðîöåñ. Ôiêñó¹ìî òåïåð äåÿêå r ∈ R i ïîçíà÷èìî ÷åðåç ξ(n,m)
k äëÿ

íàòóðàëüíèõ k, m òà n âèïàäêîâó âåëè÷èíó, ÿêà ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ 1 ó ðàçi,
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ÿêùî âèïàäêîâi âåëè÷èíè xn
(
k−1
m

)
òà xn

(
k
m

)
ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ ïî ðiçíi

áîêè âiä òî÷êè r íà äiéñíié îñi, i çíà÷åííÿ 0 â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó:

ξ
(n,m)
k =

1, ÿêùî
(
xn
(
k−1
m − r

)) (
xn
(
k
m − r

))
< 0;

0, ÿêùî
(
xn
(
k−1
m − r

)) (
xn
(
k
m − r

))
≥ 0.

Òîäi âèïàäêîâà âåëè÷èíà

ν
(n,m)
N =

N∑
k=1

ξ
(n,m)
k (5.30)

ïðè íàòóðàëüíèõ N âèçíà÷à¹ êiëüêiñòü ïåðåòèíiâ ðiâíÿ r ïîñëiäîâíiñòþ âè-

ïàäêîâèõ âåëè÷èí xn(0), xn
(

1
m

)
, . . . , xn

(
N
m

)
.

Íàøèì çàâäàííÿì â öüîìó ïóíêòi ¹ çíàéòè óìîâè, çà ÿêèõ âåëè÷èíè ν(n,m)
N

ç ïåâíèì íîðìóþ÷èì ìíîæíèêîì ìàþòü ãðàíè÷íèé ðîçïîäië, êîëè â äåÿêèé

óçãîäæåíèé ñïîñiá ÷èñëà n, m òà N íåîáìåæåíî çðîñòàþòü.

Âèïàäîê r = 0 ðîçãëÿäàâñÿ (çà äåùî çàãàëüíiøèõ óìîâ) â ðîáîòàõ [1, 32].

ßê ìè ïîáà÷èìî, ó âèïàäêó äîâiëüíîãî r ∈ R ñèòóàöiÿ çíà÷íî ñêëàäíiøà, à

ñàìå, ñëiä ðîçðiçíÿòè äâà âèïàäêè:

à) iñíóþòü òàêi öiëi ÷èñëà p òà q (¨õ ìîæíà ââàæàòè âçà¹ìíî ïðîñòèìè, ïðè-

÷îìó q > 0), ùî r = p
q l;

á) ÷èñëî r
l ¹ iððàöiîíàëüíèì.

Ó ïåðøîìó âèïàäêó ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ðîçáèâà¹òüñÿ íà q ïiä-

ïîñëiäîâíîñòåé (n
(i)
k )k≥1 , i = 0, 1, ..., q − 1, òàêèõ, ùî äëÿ êîæíîãî òàêîãî i

ìà¹ìî rn(i)
k = i

q l + m(i,k)l, äå m(i,k) � öiëå ÷èñëî. Ïî êîæíié ç òàêèõ ïiäïî-

ñëiäîâíîñòåé âåëè÷èíè ν
(n,m)
N (N òà m ïîâ'ÿçàíi ç n) ç ïåâíèì íîðìóþ÷èì

ìíîæíèêîì ìàþòü ãðàíè÷íi ðîçïîäiëè. Âñi öi ðîçïîäiëè � îäíîãî òèïó, àëå

ìàþòü ïàðàìåòðè, ùî âiäðiçíÿþòüñÿ â ðiçíèõ ðîçïîäiëiâ. Ó âèïàäêó á) äëÿ êî-

æíîãî β ∈ [0; l) iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü (nk(β))k≥1 ïîñëiäîâíîñòi íàòóðàëüíèõ

÷èñåë, äëÿ ÿêî¨ {rlnk(β)}l → β ïðè k → ∞, äå {x} îçíà÷à¹ äðîáîâó ÷àñòè-

íó ÷èñëà x ∈ R. I çíîâó êîæíà òàêà ïiäïîñëiäîâíiñòü âèçíà÷à¹ ãðàíè÷íèé

ðîçïîäië, ïîäiáíèé äî òèõ, ùî îïèñàíî âèùå. Ïðè äîâåäåííi öèõ òåîðåì ìè
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âèêîðèñòîâó¹ìî ìåòîä ðîáîòè [1] ç òi¹þ âiäìiííiñòþ, ùî â òóò íàøi ìiðêóâàííÿ

 ðóíòóþòüñÿ íà òðàäèöiéíîìó (â òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü) çîáðàæåííi

ðåçîëüâåíòè äèôóçiéíîãî ïðîöåñó (äèâ., íàïðèêëàä, [43,99]) â òîé ÷àñ ÿê â [1]

âèêîðèñòàíî iíøå çîáðàæåííÿ çãàäàíî¨ ðåçîëüâåíòè, ÿêå  ðóíòó¹òüñÿ íà òîìó

ôàêòi, ùî äèôóçiéíèé ïðîöåñ ¹ ðåçóëüòàòîì äâîõ òðàíñôîðìàöié âiíåðîâîãî

ïðîöåñó: ïåðåòâîðåííÿ ôàçîâîãî ïðîñòîðó òà âèïàäêîâî¨ çàìiíè ÷àñó.

Íèæ÷å áóäå òàêîæ âèêîðèñòàíà òàêà âëàñòèâiñòü ôóíêöi¨ g: ÿêèìè á íå

áóëè t > 0, x ∈ R òà y ∈ R, ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

g(t, x, y) = g(t, x+ l, y + l). (5.31)

Äëÿ ¨¨ äîâåäåííÿ ñëiä çâåðíóòè óâàãó íà òó îáñòàâèíó, ùî ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

(5.2) ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ (ϕ(x))x∈R (ââàæà¹ìî, ùî ϕ ∈ C) ïîðÿä ç ôóíêöi¹þ∫
R

g(t, x, y)ϕ(y) dy, t > 0, x ∈ R, ¹ òàêîæ ôóíêöiÿ

∫
R

g(t, x+ l, y)ϕ(y − l) dy, t > 0, x ∈ R,

�äèíiñòü îáìåæåíîãî ðîçâ'ÿçêó òàêî¨ çàäà÷i i ïðèâîäèòü äî (5.31).

5.1.3.2 Ãðàíè÷íà òåîðåìà.

Ïîñëiäîâíiñòü ïðîöåñiâ. Ôiêñó¹ìî ïàðó íåïåðåðâíèõ ïåðiîäè÷íèõ çi ñïiëü-

íèì ïåðiîäîì ôóíêöié (a(x))x∈R òà (b(x))x∈R, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (5.29)

i ¹ äîñèòü ãëàäêèìè, òàê ùî ùiëüíiñòü éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó âiäïîâiäíîãî äè-

ôóçiéíîãî ïðîöåñó çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi (5.4) ïðè âñiõ t > 0, x ∈ R, y ∈ R.
ßê âæå çàçíà÷àëîñü âèùå, áóäóòü ðîçãëÿäàòèñÿ äèôóçiéíi ïðîöåñè (xn(t))t≥0,

ùî âiäïîâiäàþòü êîåôiöi¹íòàì an(x) = na(nx) òà bn(x) = b(nx) äëÿ íàòóðàëü-

íèõ n òà x ∈ R.

Ââåäåíi â ïóíêòi 5.1.1 îá'¹êòè, ïîâ'ÿçàíi ç ïðîöåñîì x(t) = x1(t), t ≥ 0,

áóäåìî ïîçíà÷àòè òèìè æ ëiòåðàìè i íàäiëÿòè ¨õ iíäåêñîì n (âãîði, ÷è âíèçó),

ÿêùî âîíè áóäóòü àñîöiþâàòèñü ç ïðîöåñîì (xn(t))t≥0. Òàê, íàïðèêëàä, ïðè
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x ∈ R òà n = 1, 2, . . . ìà¹ìî

An(x) =

x∫
0

an(y)

bn(y)
dy =

nx∫
0

a(y)

b(y)
dy = A(nx),

Fn(x) =

x∫
0

e−2An(y) dy =
1

n

nx∫
0

e−2A(y) dy =
1

n
F (nx),

Hn(x) =

x∫
0

e2An(y) dy

bn(y)
=

1

n

nx∫
0

e2A(y) dy

b(y)
=

1

n
H(nx),

v(0)
n (x) ≡ 1, v(k)

n (x) =

x∫
0

 y∫
0

v(k−1)
n (z) dHn(z)

 dFn(y), k ≥ 1.

vn(x, λ) =
∞∑
k=0

(2λ)kv(k)
n (x)

i ò.ï. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ñòàëi µ(n)
− òà µ(n)

+ íå çàëåæàòü âiä n i çáiãàþòüñÿ âiäïî-

âiäíî ç µ− òà µ+. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ (vn(x, λ))x∈R,λ>0 çàäîâîëüíÿ¹

íåðiâíîñòi (5.9) ïðè âñiõ n = 1, 2, . . . . Öå äîçâîëÿ¹ ñòâåðäæóâàòè, ùî iíòå-

ãðàëè òèïó
∫
R

dy

vn(y, λ)
çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî âiäíîñíî n = 1, 2, . . . . Íåâàæêî

òåïåð áà÷èòè, ùî âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
n→∞

vn(x, λ) = chx
√

2λκ, lim
n→∞

cn(λ) =
2κF√
2λκ

,

lim
n→∞

v
(n)
+ (x, λ) =

κF√
2λκ

e−x
√

2λκ, lim
n→∞

v
(n)
− (x, λ) =

κF√
2λκ

ex
√

2λκ,

ïðè÷îìó, âñi âîíè (çà âèíÿòêîì äðóãîãî) âèêîíóþòüñÿ ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî

âiäíîñíî x ∈ R.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ĉ ïiäïðîñòið C, ùî ñêëàäåíèé ç ôóíêöié ϕ, äëÿ ÿêèõ

lim
x→±∞

ϕ(x) = 0. Íàâåäåíi âèùå ñïiââiäíîøåííÿ ðàçîì ç òàêèìè

lim
n→∞

Fn(x) = κFx, lim
n→∞

Hn(x) = κHx
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(âîíè òàêîæ âèêîíóþòüñÿ ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî âiäíîñíî x ∈ R) ïîêàçóþòü,
ùî äëÿ ϕ ∈ Ĉ ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (äèâ. [99])

lim
n→∞

R
(n)
λ ϕ(x) = R̂λϕ(x)

ðiâíîìiðíî âiäíîñíî x ∈ R (ïðè ôiêñîâàíîìó λ > 0), äå ïîêëàäåíî

R̂λϕ(x) =

∫
R

√
κ
2λ

exp
{
−|y − x|

√
2λκ

}
ϕ(y) dy

äëÿ λ > 0, x ∈ R.
Çàóâàæèìî, ùî (R̂λ)λ>0 � ðåçîëüâåíòà ïðîöåñó

(
1√
κw(t)

)
t≥0

, â ÿêîìó

(w(t))t≥0 � ñòàíäàðòíèé âiíåðiâ ïðîöåñ. Çâåðíåìî óâàãó íà òó îáñòàâèíó, ùî

çà íàøèõ ïðèïóùåíü ïîñëiäîâíiñòü ÿäåð r(n)
λ íå ¹ çáiæíîþ, êîëè n→∞.

Ùiëüíiñòü gn éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó ïðîöåñó (xn(t))t≥0 âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâ-

íiñòþ gn(t, x, y) = ng(n2t, nx, ny), t > 0, x ∈ R, y ∈ R, ÿêèì áè íå áóëî

n = 1, 2, . . . , äå g � ùiëüíiñòü éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó ïðîöåñó (x(t))t≥0 (àáî æ

(x1(t))t≥0). Íåâàæêî çðîçóìiòè, ùî ôóíêöiÿ gn ïðè êîæíîìó n = 1, 2, . . . çà-

äîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi (5.4) ïðè j = k = 0 çi ñòàëèìè K òà µ , ùî íå çàëåæàòü

âiä n.

Äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè. Ôiêñó¹ìî äåÿêå r ∈ R i ïîêëàäåìî D−r = {x ∈
R : x < r} òà D+

r = {x ∈ R : x > r}. Ââåäåíi âèùå âåëè÷èíè ξ
(n,m)
k äëÿ

íàòóðàëüíèõ k, n òà m ìîæíà çàïèñàòè òàê

ξ
(n,m)
k = 1ID−r

(
xn

(
k − 1

n

))
1ID+

r

(
xn

(
k

n

))
+

+ 1ID+
r

(
xn

(
k − 1

n

))
1ID−r

(
xn

(
k

n

))
.

Âèçíà÷èìî äëÿ íàòóðàëüíèõ n òà m ôóíêöiþ q(n,m) àðãóìåíòó x ∈ R,
ïîêëàâøè

q(n,m)(x) = 1ID−r (x)

∫
D+
r

gn

(
1

m
,x, y

)
dy + 1ID+

r
(x)

∫
D−r

gn

(
1

m
,x, y

)
dy.

274



Î÷åâèäíî, ùî q(n,m)(x) = Exξ(n,m)
1 . Âàæëèâiñòü öèõ ôóíêöié äëÿ íàñ ïî-

ÿñíþ¹òüñÿ âiäîìîþ òåîðåìîþ Ñêîðîõîäà (äèâ. [100, Òåîðåìà 1]), íàñëiäîê ç

ÿêî¨ òâåðäèòü, ùî âåëè÷èíè n−1ν
(n,m)
N ìàþòü ãðàíè÷íèé ðîçïîäië òîäi i òiëü-

êè òîäi, êîëè âií iñíó¹ äëÿ âåëè÷èí

η
(n,m)
N =

1

n

N∑
k=0

q(n,m)

(
xn

(
k

m

))
, (5.32)

ïðè÷îìó îáèäâà ãðàíè÷íi ðîçïîäiëè (ó ðàçi ¨õ iñíóâàííÿ) çáiãàþòüñÿ îäèí ç

îäíèì.

Íàãàäà¹ìî, ùî âåëè÷èíè ν(n,m)
N âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíiñòþ (5.30) i ¹ ïðè íàòó-

ðàëüíèõ N êiëüêîñòÿìè ïåðåòèíiâ ðiâíÿ r ïîñëiäîâíiñòþ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí

xn(0), xn
(

1
m

)
,. . . , xn

(
N
m

)
.

Äëÿ θ ∈ R, x ∈ R òà íàòóðàëüíèõ n, m, N ïîêëàäåìî

u
(n,m)
N (x, θ) = Ex exp

{
iθη

(n,m)
N

}
.

Öÿ ôóíêöiÿ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

u
(n,m)
N (x, θ) = 1 +

N∑
k=0

∫
R

(
1− e−

iθ
n q

(n,m)(y)
)
u

(n,m)
N−k (y, θ)gn

(
k

m
, x, y

)
dy.

Â öié ðiâíîñòi (i äàëi) ââàæà¹ìî, ùî
∫
R

ϕ(y)gn(0, x, y) dy = ϕ(x).

ßêùî ïîêëàñòè u(n,m)(t, x, θ) = u
(n,m)
[mt] (x, θ) äëÿ t ≥ 0, äå [mt] � öiëà ÷à-

ñòèíà ÷èñëà mt, òî ïîïåðåäí¹ ðiâíÿííÿ ìîæíà çàïèñàòè òàê

u(n,m)(t, x, θ) = 1+

+m

∫
[0, [mt]+1

m )

ds

∫
R

(
1− e−

iθ
n q

(n,m)(y)
)
u(n,m)(s, y, θ)gn

(
[mt]− [ms]

m
,x, y

)
dy

(5.33)

Ïîðÿä ç öèì ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

ũ(n,m)(t, x, θ) = 1 + iθ
m

n

t∫
0

ds

∫
R

gn (s, x, y) ũ(n,m)(t− s, y, θ)q(n,m)(y) dy (5.34)
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â îáëàñòi t ≥ 0, x ∈ R (òóò θ ∈ R � ïàðàìåòð). Äîáðå âiäîìî, ùî ¹äèíèì

îáìåæåíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (5.34) ¹ ôóíêöiÿ

ũ(n,m)(t, x, θ) = Ex exp

iθmn
t∫

0

q(n,m)(xn(s)) ds

 .

Ñôîðìóëþ¹ìî òåïåð äåÿêi äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè, ÿêi áóäóòü ìàòè ñâî¨ì

íàñëiäêîì, çîêðåìà, ôàêò àñèìïòîòè÷íîãî çáëèæåííÿ ôóíêöié u(n,m) òà ũ(n,m)

ïðè ôiêñîâàíèõ t ≥ 0, x ∈ R òà θ ∈ R, êîëè n òà m íåîáìåæåíî çðîñòàþòü â

òàêèé ñïîñiá, ùî n2

m → τ ïðè 0 < τ <∞.

Ëåìà 5.4. Äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ m òà n, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü
n2

m ≤M ç äåÿêîþ ñòàëîþ M > 0, ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

n

∫
R

q(n,m)(x) dx ≤ µ−1KM 1/2, (5.35)

äå K òà µ � ñòàëi ç íåðiâíîñòi (5.4).

Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è çâ'ÿçîê ìiæ ôóíêöiÿìè g òà gn, ìîæåìî çàïèñàòè

n

∫
R

q(n,m)(x) dx =

= n

 r∫
−∞

dx

∞∫
r

gn

(
1

m
,x, y

)
dy +

∞∫
r

dx

r∫
−∞

gn

(
1

m
,x, y

)
dy

 =

=

0∫
−∞

dx

∞∫
0

g

(
n2

m
,x+ nr, y + nr

)
dy +

∞∫
0

dx

0∫
−∞

g

(
n2

m
,x+ nr, y + nr

)
dy.

Îöiíêà (5.4) òåïåð ïðèâîäèòü äî íåðiâíîñòi

n

∫
R

q(n,m)(x) dx ≤ K
m1/2

n

 0∫
−∞

dx

∞∫
0

e−µ
m
n2

(y−x)2 dy +

∞∫
0

dx

0∫
−∞

e−µ
m
n2

(y−x)2 dy

 ,

ç ÿêî¨ (5.35) îòðèìó¹òüñÿ ïðîñòèì îá÷èñëåííÿì.
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Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ïîäiáíå äî òîãî, ùî éîãî äëÿ âèïàäêó r = 0 äîâå-

äåíî â [1].

Äëÿ îáìåæåíî¨ âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ ψ íà [0;∞) × R ïîêëàäåìî ïðè t ≥ 0,

x ∈ R i íàòóðàëüíèõ n òà m

Φ(n,m)(t, x, ψ) =

t∫
0

ds

∫
R

gn (s, x, y)ψ(t− s, y)nq(n,m)(y) dy.

Ëåìà 5.5. Äëÿ êîæíîãî íàáîðó ñòàëèõ T > 0, L > 0, M > 0 òà ε > 0

âiäøóêà¹òüñÿ òàêå ρ > 0, ùî |Φ(n,m)(t, x, ψ) − Φ(n,m)(t′, x′, ψ)| < ε ïðè âñiõ

íàòóðàëüíèõ m òà n, äëÿ ÿêèõ n2

m ≤ M , à òàêîæ âñiõ t ∈ [0;T ], t′ ∈ [0;T ],

x ∈ R, x′ ∈ R i ôóíêöiÿõ ψ ç âëàñòèâiñòþ sup
s≥0,x∈R

|ψ(s, x)| ≤ L, ÿêùî òiëüêè

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |t− t′|+ |x− x′| ≤ ρ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ 0 ≤ t < t′ ìîæåìî çàïèñàòè

Φ(n,m)(t′, x, ψ)− Φ(n,m)(t, x, ψ) =

=

t′∫
t

ds

∫
R

gn (t′ − s, x, y)ψ(s, y)nq(n,m)(y) dy+

+

t∫
0

ds

∫
R

(gn (t′ − s, x, y)− gn (t− s, x, y))ψ(s, y)nq(n,m)(y) dy.

(5.36)

ßêùî 0 ≤ t < t′ ≤ T , x ∈ R, n2

m ≤ M , à ψ òàêà, ùî |ψ(s, y)| ≤ L ïðè âñiõ

(s, y) ∈ [0;∞) × R, òî ïåðøèé äîäàíîê â ïðàâié ÷àñòèíi (5.36) îöiíþ¹òüñÿ

âèðàçîì

LK

t′∫
t

ds√
t′ − s

∫
R

exp

{
−µ(y − x)2

t′ − s

}
nq(n,m)(y) dy ≤ 2

µ
LK2M 1/2(t′ − t)1/2,

ùî ñòà¹ ÿê çàâãîäíî ìàëèì, ÿêùî t′−t äîñèòü ìàëå (òóò âèêîðèñòàíà Ëåìà 5.4
i òîé ôàêò, ùî ôóíêöiÿ gn çàäîâîëüíÿ¹ (5.4) ïðè âñiõ n).

Äëÿ îöiíêè äðóãîãî äîäàíêó â ïðàâié ÷àñòèíi (5.36) ðîçiá'¹ìî iíòåðâàë

iíòåãðóâàííÿ [0; t] íà äâà ïðîìiæêè [0; t−γ] òà [t−γ; t]. Iíòåãðàë ïî ïðîìiæêó
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[t−γ; t] ìîæå áóòè çðîáëåíèé ìàëèì çà ðàõóíîê âèáîðó γ, ùî âèïëèâà¹ ç òàêî¨

îöiíêè (çíîâó âèêîðèñòîâó¹òüñÿ (5.4) ïðè k = 0 òà j = 0)∣∣∣∣∣∣
t∫

t−γ

ds

∫
R

(gn (t′ − s, x, y)− gn (t− s, x, y))ψ(s, y)nq(n,m)(y) dy

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ µ−1LK

2M 1/2

t∫
t−γ

((t′ − s)−1/2 + (t− s)−1/2)ds ≤ 4

µ
LK2M 1/2γ1/2.

Òåïåð iíòåãðàë ïî ïðîìiæêó [0; t−γ] ìîæíà îöiíèòè ç âèêîðèñòàííÿì òåîðåìè

Ëàãðàíæà ïðî ñêií÷åíi ïðèðîñòè òà îöiíêè (5.4) ïðè k = 0 òà j = 1. Ìà¹ìî∣∣∣∣∣∣
t−γ∫
0

ds

∫
R

(gn (t′ − s, x, y)− gn (t− s, x, y))ψ(s, y)nq(n,m)(y) dy

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ µ−1LK

2M 1/2(t′ − t)
t−γ∫
0

ds

(t− s)3/2
≤ 2

µ
LK2M 1/2(t′ − t)γ−1/2.

Îòæå, äðóãèé äîäàíîê â ïðàâié ÷àñòèíi (5.36) ñòà¹ ÿê çàâãîäíî ìàëèì, ÿêùî

ñïî÷àòêó âèáðàòè γ > 0 äîñèòü ìàëèì, à ïîòiì, çàôiêñóâàâøè γ, âèáðàòè

ðiçíèöþ t′ − t äîñèòü ìàëîþ.
Òåïåð äëÿ x ∈ R òà x′ ∈ R iíòåðâàë [0; t] iíòåãðóâàííÿ â ðiçíèöi

Φ(n,m)(t′, x, ψ)− Φ(n,m)(t, x, ψ) =

=

t∫
0

ds

∫
R

(gn (t− s, x, y)− gn (t− s, x′, y))ψ(s, y)nq(n,m)(y) dy
(5.37)

çíîâó ðîçáèâà¹ìî íà ïðîìiæêè [t− γ; t] òà [0; t− γ]. Ç âèêîðèñòàííÿì îöiíêè

(5.4) ïðè k = 0 òà j = 0 iíòåãðàë ïî ïåðøîìó ç íèõ îöiíþ¹òüñÿ âèðàçîì

2LK

t∫
t−γ

ds√
t− s

∫
R

nq(n,m)(y) dy ≤ 4

µ
LK2M 1/2γ1/2,

ÿêèé ñòà¹ ìàëèì, ÿêùî γ äîñèòü ìàëå. Iíòåãðàë ïî ïðîìiæêó [0; t−γ] îöiíþ¹ìî

ç âèêîðèñòàííÿì âæå çãàäàíî¨ òåîðåìè Ëàãðàíæà òà îöiíêè (5.4) ïðè k = 1

278



òà j = 0. Äiñòà¹ìî∣∣∣∣∣∣
t−γ∫
0

ds

∫
R

(gn (t− s, x, y)− gn (t− s, x′, y))ψ(s, y)nq(n,m)(y) dy

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ LK|x− x′|

t−γ∫
0

ds

t− s

∫
R

nq(n,m)(y) dy ≤ µ−1LK2M 1/2Tγ−1|x− x′|.

Îòæå, ÿêùî ñïî÷àòêó âèáðàòè γ > 0 äîñèòü ìàëèì, à ïîòiì äëÿ ôiêñîâàíîãî

γ âèáðàòè |x−x′| äîñèòü ìàëèì, òî ìîæíà iíòåãðàë (5.37) çðîáèòè ÿê çàâãîäíî
ìàëèì. Öèì çàâåðøó¹òüñÿ äîâåäåííÿ Ëåìè 5.5.

Íàñëiäîê 5.5.1. ßêùî n òà m íåîáìåæåíî çðîñòàþòü ó òàêèé ñïîñiá, ùî
n2

m → τ , 0 < τ < ∞, òî ïðè ôiêñîâàíèõ t ≥ 0, x ∈ R òà θ ∈ R ðiçíèöÿ

u(n,m)(t, x, θ)− ũ(n,m)(t, x, θ) ïðÿìó¹ äî íóëÿ.

Ëåìà 5.6. Â óìîâàõ Ëåìè 5.4 ïðè âñiõ C > 0 ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà∫
|x−r|>C

nq(n,m)(x) dx ≤ µ−1KM 1/2e−µmC
2

.

Äîâåäåííÿ. Âèêëàäêà, ïîäiáíà äî òi¹¨, ùî âèêîðèñòàíà ïðè äîâåäåííi Ëåìè

5.4, ïðèâîäèòü äî ðiâíîñòi ∫
|x−r|>C

nq(n,m)(x) dx =

=

−nC∫
−∞

dx

∞∫
0

g

(
n2

m
,x+ nr, y + nr

)
dy +

∞∫
nC

dx

0∫
−∞

g

(
n2

m
,x+ nr, y + nr

)
dy.

Áåðó÷è äî óâàãè íåðiâíiñòü (5.4) ïðè k = 0 òà j = 0, çâiäñè çíàõîäèìî íåðiâ-

íiñòü ∫
|x−r|>C

nq(n,m)(x) dx ≤ 2K
m1/2

n

−nC∫
−∞

dx

∞∫
0

e−µ
m
n2

(y−x)2 dy,

ç ÿêî¨ i âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ ëåìè.
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Ðîçãëÿíåìî òåïåð òàêèé iíòåãðàë

U
(n,m)
λ (x, ϕ) =

∫
R

r
(n)
λ (x, y)ϕ(y)nq(n,m)(y) dy

ïðè λ > 0, x ∈ R, ϕ ∈ C òà íàòóðàëüíèõ n i m, äëÿ ÿêèõ n2

m ≤ M , äå

M � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç βn òàêi äiéñíi ÷èñëà iç [0; l), ùî
nr−βn

l ∈ Z. Òîäi, âðàõîâóþ÷è (5.31), ìîæåìî çàïèñàòè

U
(n,m)
λ (x, ϕ) =

0∫
−∞

r
(n)
λ

(
x, r +

y

n

)
ϕ
(
r +

y

n

)
dy

∞∫
0

g

(
n2

m
, y + βn, z + βn

)
dz+

+

∞∫
0

r
(n)
λ

(
x, r +

y

n

)
ϕ
(
r +

y

n

)
dy

0∫
−∞

g

(
n2

m
, y + βn, z + βn

)
dz.

Áåðó÷è äî óâàãè ïåðiîäè÷íiñòü ôóíêöié A òà b, äiñòà¹ìî ðiâíîñòi A(y+nr) =

A(y + βn), b(y + nr) = b(y + βn). Òîìó ÿäðî r
(n)
λ â ïîïåðåäíié ôîðìóëi çàïè-

øåòüñÿ òàê

r
(n)
λ

(
x, r +

y

n

)
=


2v

(n)
− (x,λ)v

(n)
+ (r+ y

n ,λ)
cn(λ)b(y+βn) e2A(y+βn), ÿêùî x ≤ r + y

n ;

2v
(n)
− (r+ y

n ,λ)v
(n)
+ (x,λ)

cn(λ)b(y+βn) e2A(y+βn), ÿêùî x ≥ r + y
n

Òåïåð ìîæåìî ñôîðìóëþâàòè òâåðäæåííÿ, ÿêå áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç

íàâåäåíèõ âèùå ðåçóëüòàòiâ.

Ëåìà 5.7. ßêùî ïîñëiäîâíîñòi (nk)k≥1 òà (mk)k≥1 íåîáìåæåíî çðîñòàþòü

ó òàêèé ñïîñiá, ùî n2k
mk
→ τ äëÿ äåÿêîãî τ ∈ (0;∞), à âåëè÷èíè βnk çáiãàþòüñÿ

äî äåÿêîãî β ∈ [0; l), òî ïðè λ > 0, x ∈ R, ϕ ∈ C âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

limU
(nk,mk)
λ (x, ϕ) =

κF√
2λκ

e−|x−r|
√

2λκϕ(r)δ(β, τ),

äå δ(β, τ) =

β∫
−∞

 ∞∫
β

g(τ, y, z) dz

 dH(y) +

∞∫
β

 β∫
−∞

g(τ, y, z) dz

 dH(y).
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Îñíîâíèé ðåçóëüòàò. Äîñëiäèìî ãðàíè÷íó ïîâåäiíêó âåëè÷èí n−1ν
(n,m)
[mt] .

Äëÿ öüîãî íàì çàëèøèëîñü äîñëiäèòè ïîâåäiíêó ôóíêöi¨ ũ(n,m), ùî ¹ ðîçâ'ÿç-

êîì ðiâíÿííÿ (5.34), êîëè n2

m → τ äëÿ äåÿêîãî τ ∈ (0;∞).

Âèáåðåìî ïiäïîñëiäîâíîñòi (nk)k≥1 òà (mk)k≥1 òàê, ÿê âêàçàíî â Ëåìi 5.7. Ç

Ëåìè 5.5 âèïëèâà¹, ùî ç öèõ ïiäïîñëiäîâíîñòåé ìîæíà âèáðàòè â ñâîþ ÷åðãó

ïiäïîñëiäîâíîñòi (ñk)k≥1 òà (m̃k)k≥1 òàê, ùîá ôóíêöi¨ ũ(ñk,m̃k) ïðè k → ∞
çáiãàëèñÿ äî äåÿêî¨ ôóíêöi¨ ũ(t, x, θ) ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî âiäíîñíî (t, x) ∈
[0;∞)× R (òóò θ � ôiêñîâàíå ÷èñëî).

Ïîêëàäåìî V (k)
λ (x, θ) =

∞∫
0

e−λtũ(ñk,m̃k)(t, x, θ) dt äëÿ λ > 0, x ∈ R, θ ∈ R òà

k = 1, 2, . . . . Òîäi ç ðiâíÿííÿ (5.34) çíàõîäèìî

V
(k)
λ (x, θ) =

1

λ
+ iθ

m̃k

ñ2
k

∫
R

r
(ñk)
λ (x, y)V

(k)
λ (y, θ)ñkq

(ñk,m̃k)(y) dy.

Îñêiëüêè ïðè λ > 0 òà θ ∈ R ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî âiäíîñíî x ∈ R âèêîíó¹òüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿ lim
k→∞

V
(k)
λ (x, θ) = Vλ(x, θ) =

∞∫
0

e−λtũ(t, x, θ) dt, òî ç Ëåìè 5.7

âèïëèâà¹ òàêå ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöi¨ Vλ

Vλ(x, θ) =
1

λ
+
iθ

τ

√
κF

2λκH
δ(β, τ)e−|x−r|

√
2λκVλ(r, θ). (5.38)

Àëå ç öüîãî ðiâíÿííÿ ôóíêöiÿ Vλ âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî. Òîìó âñÿ ïîñëi-

äîâíiñòü ôóíêöié ũ(nk,mk) , à îòæå i u(nk,mk) , çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ ũ, ÿêà ìà¹

ñâî¨ì ïåðåòâîðåííÿì Ëàïëàñà ôóíêöiþ Vλ .

Íåâàæêî çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (5.38). Áiëüøå òîãî, ìîæíà çíàéòè

âiäïîâiäíó ôóíêöiþ ðîçïîäiëó, òîáòî, ôóíêöiþ Ft,x(y), t > 0, x ∈ R, y ∈ R,
äëÿ ÿêî¨ ũ(t, x, θ) =

∫
R

eiθy dFt,x(y) ïðè âñiõ t > 0, x ∈ R òà θ ∈ R. Âîíà

ìîæå áóòè çàïèñàíà òàê Ft,x(y) = 1I(0,∞)(y)
2√
2πt

yγ−1+d(x)∫
0

e−
z2

2t dz, äå ïîêëàäåíî

γ =
δ(β, τ)

τ

√
κF
κH

, d(x) = |x− r|
√
κ. Öèì äîâåäåíà òàêà òåîðåìà.
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Òåîðåìà 5.8. Ïðèïóñòèìî ùî ïiäïîñëiäîâíîñòi (nk)k≥1 òà (mk)k≥1 ïîñëi-

äîâíîñòi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë âèáðàíi òàê, ùî n2k
mk
→ τ , à βnk =

{
r
lnk
}
l → β

ïðè k → ∞ äëÿ äåÿêèõ τ ∈ (0;∞) òà β ∈ [0; l). Òîäi ïðè âñiõ t > 0, x ∈ R
òà y ∈ R ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
k→∞

Px
(
n−1
k ν

(nk,mk)
[mkt]

< y
)

= Ft,x(y).

5.2 Åêñòðåìàëüíi çàäà÷i äëÿ âiíåðîâîãî ïðîöåñó

5.2.1 Çàäà÷à ìàêñèìiçàöi¨ ëîêàëüíîãî ÷àñó â íóëi âiíåðîâîãî

ïðîöåñó

Çàäàâøè âiíåðiâ ïðîöåñ (ñòàíäàðòíèé áðîóíiâ ðóõ) íà äåÿêîìó éìîâiðíiñíî-

ìó ïðîñòîði, ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó âñiõ éìîâiðíiñíèõ ìið íà òîìó æ ïðîñòîði,

êîæíà ç ÿêèõ ¹ ðåçóëüòàòîì ïåðåòâîðåííÿ Ãiðñàíîâà ïî÷àòêîâî¨ ìiðè. Â öüî-

ìó ïóíêòi ïîáóäó¹ìî îäíó ç òàêèõ ìið, ÿêà ìàêñèìiçó¹ âiäïîâiäíèì ÷èíîì

íîðìîâàíèé ëîêàëüíèé ÷àñ ïðîöåñó â íóëi. Óòâîðåíèé ïðîöåñ âèÿâëÿ¹òüñÿ

íåìàðêiâñüêèì. Äëÿ ïîðiâíÿííÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åííÿ ç iíøèìè îöiíþ¹ìî

çíà÷åííÿ ïåâíî¨ öiëüîâî¨ ôóíêöié äëÿ äåÿêèõ ïðîöåñiâ Ìàðêîâà òàêîãî òèïó.

5.2.1.1 Âñòóï

Íåõàé (w(t),Mt,Px) îçíà÷à¹ âiíåðiâ ïðîöåñ íà äiéñíié ïðÿìié R. Ñèìâîë ìà-
òåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ âiäíîñíî éìîâiðíiñíî¨ ìiðè Px ïîçíà÷àòèìåòüñÿ ÷åðåç
Ex, à ïîçíà÷åííÿ P i E áóäå âèêîððèñòîâóâàòèñü äëÿ P0 i E0 âiäïîâiäíî.

Âiäîìî, ùî iñíó¹ W -ôóíêöiîíàë (ηt)t≥0 âiä öüîãî ïðîöåñó òàêèé, ùî éîãî

õàðàêòåðèñòèêà (ôóíêöiÿ Exηt äëÿ t ≥ 0 i x ∈ R) çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ (äèâ [16,

Ãë. 6]) Exηt =

t∫
0

exp

{
−x

2

2s

}
ds√
2πs

, t ≥ 0, x ∈ R. Ïîçíà÷èìî öþ ôóíêöiþ

÷åðåç h(t, x), t ≥ 0, x ∈ R, i íàãàäà¹ìî, ùî ηt = lim
ρ→0+

t∫
0

ρ−1h(ρ, w(s))ds, t ≥ 0,
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(äèâ. [16, Òåîðåìà 6.6]). Îñêiëüêè lim
ρ→0+

ρ−1h(ρ, x) ¹ äåëüòà-ôóíêöi¹þ Äiðàêà,

ïðèðîäíî çàïèñàòè öåé ôóíêöiîíàë ó âèãëÿäi ηt =

t∫
0

δ(w(s))ds, t ≥ 0.

Çàôiêñó¹ìî òåïåð äîâiëüíèé äîäàòíèé ìîìåíò ÷àñó t. Ïðîãðåñèâíî âèìið-

íèé ïðîöåñ (ω(s))s∈[0,t] (âiäíîñíî ôiëüòðàöi¨ (Ms)s∈[0,t]) íàçèâàòèìåòüñÿ äîïó-

ñòèìîþ ñòðàòåãi¹þ, ÿêùî P

( t∫
0

ω2(s)ds <∞

)
= 1 i EE0

t (ω) = 1, E[E0
t (ω)]2 <

∞, äå E0
s (ω) = exp

{ s∫
0

ω(τ)dw(τ)− 1

2

s∫
0

ω2(τ)dτ

}
äëÿ s ∈ [0, t] (òóò ïåðøèé

iíòåãðàë ¹ iíòåãðàëîì Iòî). Âèïàäêîâèé ïðîöåñ (E0
t (ω))t≥0 ÷àñòî íàçèâàþòü

ñòîõàñòè÷íîþ åêñïîíåíòîþ.

Âèçíà÷èìî öiëüîâó ôóíêöiþ ðiâíiñòþ

Φt(ω) =
E
[
E0
t (ω)ηt

]
(E[E0

t (ω)]2)1/2
(5.39)

äëÿ äåÿêî¨ äîïóñòèìî¨ ñòðàòåãi¨ ω. Çàäà÷à ïîëÿãà¹ ó ïîáóäîâi òàêî¨ äîïóñòèìî¨

ñòðàòåãi¨, ÿêà á ìàêñèìiçóâàëà çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Φt.

Çàóâàæèìî, ùî Φt(ω) ≤ (E[ηt]
2)1/2 = t1/2. Òàêèì ÷èíîì, äîïóñòèìà ñòðà-

òåãiÿ (ω∗(s))s∈[0,t] ¹ îïòèìàëüíîþ, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü Φt(ω∗) = t1/2

(íàãàäà¹ìî, ùî t > 0 ôiêñîâàíå i, î÷åâèäíî, îïòèìàëüíà ñòðàòåãiÿ çàëåæèòü

âiä t).

Ôîðìóëà (5.39) ïiäêàçó¹, ÿê áóäóâàòè îïòèìàëüíó ñòðàòåãiþ. À ñàìå, äîïó-

ñòèìà ñòðàòåãiÿ (ω
(t)
∗ (s))s∈[0,t] ïîâèííà áóòè òàêîþ, ùîá âèêîíóâàëàñü íàñòó-

ïíà ðiâíiñòü

ηt =

√
2t

π
E0
t (ω(t)

∗ ) (5.40)

ìàéæå íàïåâíî âiäíîñíî P. Â öüîìó âèïàäêó ìà¹ìî

E[E0
t (ω(t)

∗ )]2 =
π

2t
E[ηt]

2 =
π

2

i òîìó Φt(ω
(t)
∗ ) = t1/2.

283



Íàçèâàòèìåìî äîïóñòèìó ñòðàòåãiþ (ω(s))s∈[0,t] ìàðêiâñüêîþ, ÿêùî iñíó¹

áîðåëåâà ôóíêöiÿ (a(s, x))(s,x)∈[0,t]×R òàêà, ùî ω(s) = a(s, w(s)) ïðè âñiõ s ∈
[0, t] P-ì.í.

Íèæ÷å â öüîìó ïóíêòi áóäå ðîçãëÿíóòî äâà ïðèêëàäè ìàðêiâñüêèõ ñòðàòå-

ãié, çîêðåìà, ç: à) a(s, x) = −ρx; i á) a(s, x) = −ρ signx äëÿ (s, x) ∈ [0, 1]×R
(t ïðèïóñêà¹òüñÿ ðiâíèì 1), äå ρ � äîäàòíèé ïàðàìåòð. Âiäïîâiäíå çíà÷åííÿ

öiëüîâî¨ ôóíêöi¨ (ÿê ôóíêöi¨ àðãóìåíòó ρ > 0) â îáîõ öèõ âèïàäêàõ îá÷èñëþ-

¹òüñÿ òî÷íî. Áiëüøå òîãî, ìîæíà çíàéòè îïòèìàëüíi çíà÷åííÿ ρ i Φ1(ρ).

5.2.1.2 Äåÿêi äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè

Ëîêàëüíèé ÷àñ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç g(t, x, y) äëÿ t > 0, x ∈ R òà y ∈ R
ùiëüíiñòü éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó âiíåðîâîãî ïðîöåñó

g(t, x, y) = (2πt)−1/2 exp

{
−(y − x)2

2t

}
.

Äëÿ λ ≥ 0, âèçíà÷èìî ôóíêöiþ gλ àðãóìåíòiâ t > 0, x ∈ R òà y ∈ R íàñòóïíèì

ñïiââiäíîøåííÿì Ex[exp{−ληt}ϕ(w(t))] =

∫
R

gλ(t, x, y)ϕ(y)dy, ÿêå ñïðàâäæó-

¹òüñÿ ïðè âñiõ λ ≥ 0, t > 0, x ∈ R òà êîæíié áîðåëåâié ôóíêöi¨ ϕ íà R.

Ëåìà 5.9. Ñïðàâäæó¹òüñÿ íàñòóïíà ðiâíiñòü

gλ(t, x, y) = (2πt)−1/2

[
exp

{
− (y − x)2

2t

}
− exp

{
− (|y|+ |x|)2

2t

}]
+

+

∞∫
0

θ + |x|+ |y|√
2πt3

exp

{
− (θ + |x|+ |y|)2

2t
− λθ

}
dθ

(5.41)

ïðè âñiõ λ ≥ 0, t > 0, x ∈ R òà y ∈ R.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ λ ≥ 0, t > 0, x ∈ R òà Γ � áîðåëåâî¨ ïiäìíîæèíè R, ïîêëà-
äåìî Pλ(t, x,Γ) = Ex[exp{−ληt} 1IΓ(w(t))].

ßê ôóíêöiÿ àðãóìåíòó Γ, Pλ ¹ ìiðîþ íà σ-àëãåáði âñiõ áîðåëåâèõ ïiä-

ìíîæèí R. Âèêîðèñòîâóþ÷è àïðîêñèìàöiþ ôóíêöiîíàëó (ηt)t≥0 ôóíêöiîíà-

ëàìè iíòåãðàëüíîãî òèïó (äèâ. âèùå) òà àðãóìåíòè, ùî äîâîäÿòü ôîðìóëó
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Ôåéíìàíà-Êàöà, ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî ìiðà Pλ ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâ-

íîþ âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà i ¨¨ ùiëüíiñòü gλ(t, x, y) (t > 0, x ∈ R, y ∈ R), ¹
ðîçâ'ÿçêîì êîæíîãî ç íàñòóïíî¨ ïàðè ðiâíÿíü

gλ(t, x, y) = g(t, x, y)− λ
t∫

0

g(s, x, 0)gλ(t− s, 0, y)ds,

gλ(t, x, y) = g(t, x, y)− λ
t∫

0

gλ(s, x, 0)g(t− s, 0, y)ds.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ôóíêöiÿ çàäàíà ðiâíiñòþ (5.41) ¹ ðîçâ'ÿçêîì êîæíîãî ç

öèõ ðiâíÿíü.

ßê íàñëiäîê Ëåìè 5.9, îäåðæó¹ìî ôîðìóëó

E exp{−ληt} =

∫
R

gλ(t, 0, y)dy =
2√
2πt

∞∫
0

exp

{
− θ2

2t
− λθ

}
dθ. (5.42)

Ïîêëàâøè òóò λ→ +∞, ïðèõîäèìî äî ñïiââiäíîøåííÿ

P(ηt > 0) = 1, (5.43)

ÿêå ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíîãî t > 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è (5.42), ìîæíà îá÷èñëèòè ìîìåíòè âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

ηt, íàïðèêëàä,

Eηt =

√
2t

π
; E(ηt)

2 = t. (5.44)

Ôîðìóëà Iòî. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ h âèçíà÷åíó ó âñòóïi ðiâíiñòþ

h(t, x) =

t∫
0

exp

{
−x

2

2s

}
ds√
2πs

, t ≥ 0, x ∈ R.

Çàôiêñó¹ìî t > 0 i ïîêàæåìî, ùî äåÿêà âåðñiÿ ôîðìóëè Iòî ìîæå áóòè çàñòî-

ñîâàíà äî ôóíêöi¨ (h(t− s, w(s)))s∈[0,t].
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Ëåìà 5.10. Äëÿ êîæíîãî s ∈ [0, t], ñïðàâäæó¹òüñÿ íàñòóïíà ðiâíiñòü

h(t− s, w(s)) =

√
2t

π
− ηs +

s∫
0

h′x(t− τ, w(τ))dw(τ) (5.45)

ìàéæå íàïåâíî âiäíîñíî P.

Äîâåäåííÿ. Ôóíêöiÿ h äèôåðåíöiéîâíà ïî x ïðè x 6= 0 i

h′x(t− s, x) = −
t−s∫
0

x√
2πτ 3

exp

{
− x2

2τ

}
dτ = − signx+

signx√
π

x2/2(t−s)∫
0

e−τ
dτ√
τ
.

Öå ïðèâîäèòü äî ñïiââiäíîøåííÿ

h′′xx(t− s, x) = −2δ(x) +
2√

2π(t− s)
exp

{
− x2

2(t− s)

}
.

Îñêiëüêè
∂

∂s
h(t− s, x) = − 1√

2π(t− s)
exp

{
− x2

2(t− s)

}
, òî îäåðæó¹ìî ðiâ-

íiñòü

(
∂

∂s
+

1

2

∂2

∂x2

)
h(t− s, x) = −δ(x).

Ïîáóäó¹ìî òåïåð äåÿêó àïðîêñèìàöiþ ôóíêöi¨ h. À ñàìå, äëÿ ε > 0, ïî-

êëàäåìî

hε(t− s, x) =

∫
R

h(t− s, y) exp

{
− (y − x)2

2ε

}
dy√
2πε

=

=

t−s+ε∫
ε

exp

{
− x2

2τ

}
dτ√
2πτ

, s ∈ [0, t], x ∈ R.

Ôóíêöiÿ hε ¹ ãëàäêîþ, i âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü(
∂

∂s
+

1

2

∂2

∂x2

)
hε(t− s, x) = − 1√

2πε
exp

{
− x2

2ε

}
.

Çà ôîðìóëîþ Iòî ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

hε(t− s, w(s)) = hε(t, 0)− 1√
2πε

s∫
0

exp

{
− w2(τ)

2ε

}
dτ+

+

s∫
0

∂hε
∂x

(t− τ, w(τ))dw(τ) P-ì.í.

(5.46)
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ïðè âñiõ s ∈ [0, t].

Ùîá ïåðåéòè äî ãðàíèöi â ðiâíîñòi (5.46), ïðè ε → 0+, çàóâàæèìî, ùî

ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |hε(t − s, x) − h(t − s, x)| ≤ 2
√
ε ïðè âñiõ (s, x) ∈

[0, t]× R. Òàêèì ÷èíîì, lim
ε→0+

hε(t− s, w(s)) = h(t− s, w(s)) à òàêîæ,

lim
ε→0+

hε(t, 0) = h(t, 0) =

√
2t

π
.

Äàëi, ïðîñòi îá÷èñëåííÿ äàþòü

Ex

s∫
0

exp

{
− w2(τ)

2ε

}
dτ√
2πε

=

s+ε∫
ε

exp

{
− x2

2τ

}
dτ√
2πτ

.

Öå ïðèâîäèòü äî íåðiâíîñòi (äëÿ äåÿêîãî ρ > 0)

sup
s∈[0,ρ]

sup
x∈R

∣∣∣∣∣
s+ε∫
ε

exp

{
− x2

2τ

}
dτ√
2πτ
− h(s, x)

∣∣∣∣∣ ≤ 2
√
ε.

Òàêèì ÷èíîì, âçÿâøè äî óâàãè òâåðäæåííÿ Òåîðåìè 6.4 ç [16], ìîæåìî ñòâåð-

äæóâàòè, ùî lim
ε→0+

1√
2πε

s∫
0

exp

{
− w2(τ)

2ε

}
dτ = ηs.

Çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî ãðàíèöÿ ñòîõàñòè÷íîãî iíòåãðàëà â (5.46), ïðè

ε→ 0+, çáiãà¹òüñÿ ç iíòåãðàëîì â (5.45). Ùîá çðîáèòè öå, ñïî÷àòêó çàóâàæè-

ìî, ùî

∂hε
∂x

(t− s, x) = − signx+
signx√

π

∞∫
x2/2ε

e−τ
dτ√
τ

+
signx√

π

x2/2(t−s+ε)∫
0

e−τ
dτ√
τ
.

Çâiäñè âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü∣∣∣∣∣∂hε(t− s, x)

∂x
− h′x(t− s, x)

∣∣∣∣∣ ≤ 1√
π

∞∫
x2/2ε

e−τ
dτ√
τ

+
1√
π

x2/2(t−s)∫
x2/2(t−s+ε)

e−τ
dτ√
τ
.

ßê ëåãêî ïîáà÷èòè, ïðè ε→ 0+, ïðàâà ÷àñòèíà öi¹¨ íåðiâíîñòi ïðÿìó¹ äî íóëÿ

ðiâíîìiðíî íà (s, x) ∈ [0, t] × (R \ [−ρ, ρ]) äëÿ êîæíîãî ρ > 0. Âðàõóâàâøè
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ðiâíîìiðíó ïî ε > 0 îáìåæåíiñòü ôóíêöi¨
(
∂hε
∂x (t − s, x)

)
(s,x)∈[0,t]×R

, ìîæåìî

çàïèñàòè íàñòóïíi îöiíêè

E sup
s∈[0,t]

[ s∫
0

∂hε
∂x

(t− τ, w(τ)) 1I[−ρ,ρ](w(τ))dw(τ)

]2

≤

≤ 4

t∫
0

E

[(
∂hε
∂x

(t− τ, w(τ))

)2

1I[−ρ,ρ](w(τ))

]
dτ ≤

≤ const

t∫
0

dτ

ρ∫
−ρ

e−y
2/2τ dy√

2πτ
≤ const ·

√
tρ.

Ïðàâà ÷àñòèíà òóò ñòà¹ ÿê çàâãîäíî ìàëîþ ðiâíîìiðíî ïî ε > 0 ïðè äîñèòü

ìàëîìó ρ. Òàêà æ íåðiâíiñòü ñïðàâäæó¹òüñÿ i äëÿ ñòîõàñòè÷íîãî iíòåãðàëà

s∫
0

h′x(t− τ, w(τ)) 1I[−ρ,ρ](w(τ))dw(τ).

Âñå öå ñâiä÷èòü, ùî ñòîõàñòè÷íèé iíòåãðàë â (5.46) çáiãà¹òüñÿ äî iíòåãðàëà

â (5.45), ïðè ε→ 0+.

5.2.1.3 Îïòèìàëüíà ñòðàòåãiÿ.

Äëÿ ôiêñîâàíîãî t > 0, ïîêëàäåìî ξ(t)(s) = E(ηt/Ms), s ∈ [0, t]. ßñíî, ùî

ξ(t)(0) =
√

2t
π i ξ(t)(t) = ηt. Âèêîðèñòîâóþ÷è ìàðêiâñüêó âëàñòèâiñòü âiíåðîâî-

ãî ïðîöåñó, îäåðæèìî

ξ(t)(s) = ηs + Ew(s)ηt−s = ηs + h(t− s, w(s)) (5.47)

ïðè s ∈ [0, t]. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ (h(t − s, x))(s,x)∈[0,t]×R íåïåðåðâíà ïî (s, x),

òî ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî ïðîöåñ (ξ(t)(s))s∈[0,t] íåïåðåðâíèé P-ì.í. Òåïåð,
âðàõîâóþ÷è (5.43) i òîé ôàêò, ùî h(t − s, x) > 0 ïðè âñiõ s ∈ [0, t) òà x ∈ R,
ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî

P
(

inf
s∈[0,t]

ξ(t)(s) > 0
)

= 1. (5.48)
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Ç (5.45) òà (5.47) âèïëèâà¹, ùî

ξ(t)(s) =

√
2t

π
+

s∫
0

h′x(t− τ, w(τ))dw(τ) (5.49)

äëÿ âñiõ s ∈ [0, t]. Ïîêëàäåìî

ω(t)
∗ (s) = [ξ(t)(s)]−1h′x(t− s, w(s)), s ∈ [0, t], (5.50)

i çàóâàæèìî, ùî P

( t∫
0

[ω(t)
∗ (s)]2ds < ∞

)
= 1, áî |h′x(t − s, x)| ≤ 1 ïðè âñiõ

(s, x) ∈ [0, t]× R òà inf
s∈[0,t]

ξ(t)(s) > 0 P-ì.í. âiäïîâiäíî äî (5.48).

Òåïåð ìîæåìî ïåðåïèñàòè (5.49) ó âèãëÿäi (s ∈ [0, t])

ξ(t)(s) =

√
2t

π
+

s∫
0

ξ(t)(τ)ω(t)
∗ (τ)dw(τ).

ßê íàñëiäîê îäåðæó¹ìî ξ(t)(s) =

√
2t

π
E0
s (ω(t)

∗ ), s ∈ [0, t]. Çîêðåìà,

ηt = ξ(t)(t) =

√
2t

π
E0
t (ω(t)

∗ ).

Çâiäñè òà ç (5.44) âèïëèâà¹, ùî EE0
t (ω(t)

∗ ) = 1, E[E0
t (ω(t)

∗ )]2 =
π

2
.

Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíî, ùî ñòðàòåãiÿ ω(t)
∗ ¹ äîïóñòèìîþ ñòðàòåãi¹þ. Êðiì

òîãî, ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi

E[ηtE0
t (ω(t)

∗ )] =

√
πt

2
òà

(
E[E0

t (ω(t)
∗ )]2

)1/2

=

√
π

2
,

i îäåðæó¹ìî Φt(ω
(t)
∗ ) =

√
t. Îòæå, ñòðàòåãiÿ ω(t)

∗ çàäàíà ðiâíiñòþ (5.50) îïòè-

ìàëüíà.

Ñôîðìóëþ¹ìî îäåðæàíèé ðåçóëüòàò ó âèãëÿäi òåîðåìè.

Òåîðåìà 5.11. Äîïóñòèìà ñòðàòåãiÿ (ω
(t)
∗ (s))s∈[0,t] çàäàíà ðiâíiñòþ

ω(t)
∗ (s) = h′x(t− s, w(s))

√2t

π
+

s∫
0

h′x(t− τ, w(τ))dw(τ)

−1
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ìàêñèìiçó¹ öiëüîâó ôóíêöiþ

Φt(ω) =
E[E0

t (ω)ηt]

(E[E0
t (ω)]2)

1/2
.

5.2.1.4 Äåÿêi ìàðêiâñüêi ñòðàòåãi¨.

Ñòðàòåãiÿ ω(t)
∗ , ïîáóäîâàíà â ïóíêòi 5.2.1.3, íå ¹ ìàðêiâñüêîþ. Òóò ðîçãëÿíå-

ìî äâi ìàðêiâñüêi ñòðàòåãi¨ òà ïîðiâíÿ¹ìî ¨õ ç îïòèìàëüíîþ. Äëÿ ñïðîùåííÿ

ââàæàòèìåìî, ùî ôiêñîâàíå çíà÷åííÿ t > 0 ðiâíå 1.

Ïðîöåñ Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà. Äàëi íàì çíàäîáèòüñÿ îäíà ôîðìóëà äëÿ

ìiðè Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà ãiëüáåðòîâî¨ êóëi â ïðîñòîði íåïåðåðâíèõ ôóíêöié.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç C[0, 1] ìíîæèíó âñiõ äiéñíîçíà÷íèõ íåïåðåðâíèõ ôóí-

êöié âèçíà÷åíèõ íà iíòåðâàëi [0, 1] i äëÿ r > 0 ïîêëàäåìî

Br =

x(·) ∈ C[0, 1] : x(0) = 0,

1∫
0

x2(s) ds < r

 .

Öå, òàê çâàíà, ãiëüáåðòîâà êóëÿ ðàäióñà
√
r â ïðîñòîði íåïåðåðâíèõ ôóíêöié,

ùî ïî÷èíàþòüñÿ â ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Äëÿ r > 0 ïîçíà÷èìî ÷åðåç F (r) çíà-

÷åííÿ âiíåðîâî¨ ìiðè ìíîæèíè Br.

Äëÿ ôiêñîâàíîãî ïàðàìåòðà ρ > 0 ïîêëàäåìî

xρ(t) = e−ρt
t∫

0

eρs dw(s), t ≥ 0, (5.51)

äå iíòåãðàë â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi ¹ âiíåðîâèì iíòåãðàëîì, äëÿ ÿêîãî ñïðàâ-

äæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

t∫
0

eρs dw(s) = eρtw(t)− ρ
t∫

0

eρsw(s) ds, t ≥ 0.

Âèïàäêîâèé ïðîöåñ, âèçíà÷åíèé ðiâíiñòþ (5.51), íàçèâà¹òüñÿ ïðîöåñîì Îðí-

øòåéíà-Óëåíáåêà, ÿêèé ñòàðòó¹ ç ïî÷àòêó êîîðäèíàò (xρ(0) = 0).
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç (K(s, t))s≥0, t≥0 êîðåëÿöiéíó ôóíêöiþ öüîãî ïðîöåñó. �¨

ìîæíà ëåãêî îá÷èñëèòè, à ñàìå,

K(s, t) =
1

ρ
exp {−ρ(s ∨ t)} sh(ρ(s ∧ t)), s ≥ 0, t ≥ 0.

Äëÿ k = 1, 2, . . . ïîçíà÷èìî ÷åðåç µk ¹äèíèé êîðiíü ðiâíÿííÿ tg µ = −µ/ρ
íà iíòåðâàëi

((
k − 1

2

)
π, kπ

)
i ïîêëàäåìî

λk =
1

ρ2 + µ2
k

, ϕk(t) =
1

κk
sin(µkt), t ∈ [0, 1],

äå κ2
k =

1∫
0

sin2(µkt) dt =
1

2

ρ2 + ρ+ µ2
k

ρ2 + µ2
k

.

Ïðîñòî âñòàíîâëþþòüñÿ íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ

1∫
0

K(s, t)ϕk(t) dt = λkϕk(s), s ∈ [0, 1], k = 1, 2, . . . .

Áiëüøå òîãî, ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî ôóíêöi¨ (ϕk(t))t∈[0,1], k = 1, 2, . . . óòâîðþ-

þòü îðòîíîðìàëüíèé áàçèñ ó ïðîñòîði L2[0, 1].

Òåïåð ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹

ξk =

1∫
0

xρ(t)ϕk(t) dt, k = 1, 2, . . . ,

ïðîöåñó Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà â öüîìó áàçèñi óòâîðþþòü ïîñëiäîâíiñòü íå-

çàëåæíèõ íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, äëÿ ÿêèõ Eξk = 0,

Eξ2
k = λk. Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è òîòîæíiñòü Ïàðñåâàëÿ, îäåðæó¹ìî

1∫
0

x2
ρ(s) ds =

∞∑
k=1

ξ2
k, (5.52)

äå ðÿä çáiãà¹òüñÿ ìàéæå íàïåâíî. Îñêiëüêè ôîðìóëà

E exp
{
θξ2

k

}
= (1− 2θλk)

−1/2 =

(
1− 2θ

ρ2 + µ2
k

)−1/2
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ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî äiéñíîãî ÷èñëà θ < 1/(2λk) = (ρ2 + µ2
k)/2, òî ç

ðiâíîñòi (5.52) âèïëèâà¹ íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ

E exp

θ
1∫

0

x2
ρ(s) ds

 =

[ ∞∏
k=1

(
1− 2θ

ρ2 + µ2
k

)]−1/2

(5.53)

ïðè âñiõ θ < (ρ2 + µ2
1)/2.

Çàóâàæèìî, ùî µk ïðè k ≥ 1 çàëåæàòü âiä ρ, òàêèì ÷èíîì, ïðàâà ÷àñòèíà

(5.53) ¹ ôóíêöi¹þ âiä ρ > 0 i θ < (ρ2 + µ2
1)/2; ïîçíà÷èìî ¨¨ ÷åðåç Φ(ρ, θ).

Âçÿâøè ëîãàðèôìi÷íó ïîõiäíó âiä Φ çà àðãóìåíòîì θ,îäåðæèìî

∂

∂θ
ln Φ(ρ, θ) =

∞∑
k=1

1

ρ2 + µ2
k − 2θ

. (5.54)

Äàëi ïðåäñòàâèìî ðÿä (5.54) ó âèãëÿäi ñóìè äîäàíêiâ, ùî ¹ äîáóòêàìè êîåôi-

öi¹íòiâ Ôóð'¹ (â áàçèñi (ϕk)k≥1) äåÿêèõ äâîõ ôóíêöié.

Çàóâàæèìî, ïåðø çà âñå, ùî ìîæå áóòè ëåãêî îá÷èñëåíà ïåðâiñíà ôóíêöi¨(
sh(t

√
ρ2 − 2θ) sinµkt

)
t∈R

. Öåé ôàêò i ñïiââiäíîøåííÿ ρ sinµk + µk cosµk = 0

(äèâ. îçíà÷åííÿ ÷èñåë µk) ìàþòü ñâî¨ì íàñëiäêîì íàñòóïíó ðiâíiñòü

1∫
0

sh(t
√
ρ2 − 2θ)

V (ρ, θ)
ϕk(t) dt =

sinµk
κk(ρ2 + µk − 2θ)

, (5.55)

ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðè ρ > 0, θ < ρ2/2 i k = 1, 2, . . . , äå ïîêëàäåíî

V (ρ, θ) =
√
ρ2 − 2θ ch

√
ρ2 − 2θ + ρ sh

√
ρ2 − 2θ.

Òàêèì ÷èíîì, çàëèøà¹òüñÿ çíàéòè ôóíêöiþ (h(ρ, t))t∈[0,1], ÿêà çàäîâîëüíÿ¹

ñïiââiäíîøåííÿ

1∫
0

h(ρ, t)ϕk(t) dt =
κk

sinµk
ïðè âñiõ ρ > 0 i k = 1, 2, . . . . Âè-

êîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü sin2 µk = µ2
k/(ρ

2 +µ2
k), ïåðåïèøåìî öå ñïiââiäíîøåííÿ

íàñòóïíèì ÷èíîì

1∫
0

h(ρ, t) sinµkt dt =
κ2
k

sinµk
=

κ2
k sinµk
µ2
k

(ρ2 +µ2
k). Ïiäñòàâëÿ-

þ÷è â ïðàâó ÷àñòèíó öüîãî ñïiââiäíîøåííÿ çàìiñòü κk éîãî ïðåäñòàâëåííÿ â
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òåðìiíàõ ρ òà µk (äèâ. âèùå), ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî ôóíêöiÿ h ïîâèííà

çàäîâîëüíÿòè óìîâó (ρ > 0, k = 1, 2, . . . )

1∫
0

h(ρ, t) sinµkt dt =
1

2
sinµk +

1

2
ρ(ρ+ 1)

sinµk
µ2
k

. (5.56)

ßñíî, ùî ôóíêöiÿ h ïîâèííà áóòè ñóìîþ äâîõ ôóíêöié: h1 i h2 äëÿ ÿêèõ
1∫

0

h1(ρ, t) sinµkt dt =
1

2
sinµk,

1∫
0

h2(ρ, t) sinµkt dt =
1

2
ρ(ρ+ 1)

sinµk
µ2
k

ïðè âñiõ ρ > 0 i k = 1, 2, . . . . Ïåðøå ç öèõ ñïiââiäíîøåíü îçíà÷à¹, ùî h1 çáiãà¹-

òüñÿ ç äîìíîæåíîþ íà 1/2 äåëüòà-ôóíêöi¹þ Äiðàêà (δ1(t))t∈[0,1] çîñåðåäæåíîþ

â òî÷öi t = 1. Ùîá çíàéòè ôóíêöiþ h2, îá÷èñëèìî iíòåãðàë (âèêîðèñòîâóþ÷è

ñïiââiäíîøåííÿ ρ sinµk + µk cosµk = 0)

1∫
0

t sinµk dt = − 1

µk
cosµk +

sinµk
µ2
k

= (ρ+ 1)
sinµk
µ2
k

.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî h2(ρ, t) = ρt/2 ïðè t ∈ [0, 1] i ρ > 0. Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî

ôóíêöiþ h, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü (5.56) ïðè âñiõ ρ > 0 i k = 1, 2, . . . , à

ñàìå h(ρ, t) =
1

2
δ1(t) +

1

2
ρt, t ∈ [0, 1].

Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ δ1 íå íàëåæèòü äî L2[0, 1]. Ïðîòå, ìîæíà çàïèñàòè

òîòîæíiñòü Ïàðñåâàëÿ ÿê äëÿ íå¨ òàê i äëÿ ôóíêöi¨

(
sh(t

√
ρ2 − 2θ)

V (ρ, θ)

)
t∈[0,1]

îñêiëüêè êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ îñòàííüî¨ ôóíêöi¨ óòâîðþþòü àáñîëþòíî çáiæíèé

ðÿä. Öå íàñëiäîê ôîðìóëè (5.55) (íàãàäà¹ìî, ùî µk ∈
((
k − 1

2

)
π, kπ

)
. Îòæå,

îäåðæó¹ìî

∞∑
k=1

1

ρ2 + µ2
k − 2θ

=

1∫
0

sh(t
√
ρ2 − 2θ)

V (ρ, θ)

[
1

2
δ1(t) +

1

2
ρt

]
dt. (5.57)

Îá÷èñëþþ÷è òóò iíòåãðàë, ïðèõîäèìî äî ðiâíîñòi

∂

∂θ
ln Φ(ρ, θ) =

=
1

2V (ρ, θ)

[
ρ2 − ρ− 2θ

ρ2 − 2θ
sh
√
ρ2 − 2θ +

ρ√
ρ2 − 2θ

ch
√
ρ2 − 2θ

]
.
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Çàóâàæèìî, ùî âèðàç â ïðàâié ñòîðîíi öi¹¨ ôîðìóëè çáiãà¹òüñÿ ç ïîõiäíîþ (çà

çìiííîþ θ) ôóíêöi¨ ln

eρ/2(ch
√
ρ2 − 2θ +

ρ√
ρ2 − 2θ

sh
√
ρ2 − 2θ

)−1/2
 , à

îñêiëüêè çíà÷åííÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ â òî÷àõ ç θ = 0 äîðiâíþ¹ íóëþ, ìè ìîæåìî

íàïèñàòè îñòàòî÷íó ôîðìóëó

Φ(ρ, θ) = eρ/2

(
ch
√
ρ2 − 2θ +

ρ√
ρ2 − 2θ

sh
√
ρ2 − 2θ

)−1/2

, (5.58)

ÿêà ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ âñiõ ρ > 0 i θ < ρ2/2.

Àðãóìåíòè, ùî ïðèâåëè äî (5.58), ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi òàêîæ i ó âè-

ïàäêó θ ≥ ρ2/2 i θ < (ρ2 + µ2
1)/2; âiäïîâiäíà ôîðìóëà íàïèøåòüñÿ íàñòóïíèì

÷èíîì

Φ(ρ, θ) = eρ/2

(
cos
√

2θ − ρ2 +
ρ√

2θ − ρ2
sin
√

2θ − ρ2

)−1/2

. (5.59)

Âðàõîâóþ÷è, ùî ïðè âñiõ z ∈ C ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

sin(iz) = i sh(z), cos(iz) = ch(z),

ôîðìóëè (5.58) òà (5.59) ìîæåìî çàïèñàòè ó âèãëÿäi (5.58) ïðè âñiõ ρ > 0,

θ < (ρ2 + µ2
1)/2.

Ïðîöåñ Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà ïîðîäæó¹ â ïðîñòîði C[0, 1] éìîâiðíiñíó ìi-

ðó, ùî çâåòüñÿ ìiðîþ Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà. ßêùî ïîçíà÷èòè ÷åðåç Fρ(r) çíà-

÷åííÿ öi¹¨ ìiðè ãiëüáåðòîâî¨ êóëi Br äëÿ r > 0 (äèâ. âèùå), òî ìîæåìî íàïè-

ñàòè íàñòóïíó ðiâíiñòü

E exp

θ
1∫

0

x2
ρ(s) ds

 =

∞∫
0

eθr dFρ(r) =

= eρ/2

(
ch
√
ρ2 − 2θ +

ρ√
ρ2 − 2θ

sh
√
ρ2 − 2θ

)−1/2

,

(5.60)

ÿêà ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðè âñiõ θ < (ρ2 + µ2
1)/2, ρ > 0. Öå i ¹ ïîòðiáíà íàì

ôîðìóëà.
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Çàóâàæèìî, ùî âiíåðiâ ïðîöåñ ¹ ãðàíè÷íèì äëÿ ïðîöåñiâ Îðíøòåéíà-Óëåí-

áåêà, ïðè ρ→ 0+. ßê ëåãêî áà÷èòè, ïåðåõiä äî ãðàíèöi ïðè ρ→ 0+ ó ôîðìóëi

(5.60) ïðèâîäèòü äî âiäîìî¨ ôîðìóëè Êàìåðîíà-Ìàðòiíà (äèâ. [13] à òàêîæ [39,

Ch. II, �12])

E exp

θ
1∫

0

w2(s) ds

 =
1√

cos
√

2θ
, θ <

π2

8
. (5.61)

Ïîâåðíåìîñü äî ïîáóäîâè ìàðêiâñüêî¨ ñòðàòåãi¨.

Ðîçãëÿíåìî ñiì'þ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ, ÿêi äëÿ ρ > 0 çàäàþòüñÿ ðiâíîñòÿ-

ìè ωρ(s) = −ρw(s) ïðè s ∈ [0, 1]. Ïîçíà÷èìî Φ(ρ) = Φ1(ωρ), äå Φt çàäàíà

ðiâíiñòþ (5.39). Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó Ãiðñàíîâà, ìîæåìî çàïèñàòè ÷èñåëü-

íèê â (5.39) íàñòóïíèì ÷èíîì

E
1∫

0

δ(xρ(s))ds, (5.62)

äå (xρ(s))s≥0 � îïèñàíèé âèùå ïðîöåñ Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà. Ùiëüíiñòü éìî-

âiðíîñòi ïåðåõîäó gρ òàêîãî ïðîöåñà çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

gρ(t, x, y) = (2πσ2
ρ(t))

−1/2 exp

{
−(y − xe−ρt)2

2σ2
ρ(t)

}
äëÿ t > 0, x ∈ R òà y ∈ R, äå σ2

ρ(t) =
1− e−2ρt

2ρ
, t > 0.

Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ â (5.62) ìîæíà ëåãêî îá÷èñëèòè

E
1∫

0

δ(xρ(s))ds =

1∫
0

gρ(s, 0, 0)ds = (πρ)−1/2 ln(eρ +
√
e2ρ − 1).

Âèêîðèñòîâóþ÷è íàñòóïíå î÷åâèäíå ñïiââiäíîøåííÿ

[E0
1 (ωρ)]

2 = E0
1 (ω2ρ) exp

ρ2

1∫
0

w2(s)ds


òà òåîðåìó Ãiðñàíîâà, îäåðæó¹ìî íàñòóïíó ðiâíiñòü

E[E0
1 (ωρ)]

2 = E exp

ρ2

1∫
0

x2
2ρ(s)ds

 .
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Ç ôîðìóëè (5.60) òåïåð âèïëèâà¹ ñïiââiäíîøåííÿ

E[E0
1 (ωρ)]

2 = eρ
(

ch ρ
√

2 +
√

2 sh ρ
√

2
)−1/2

.

Îñòàòî÷íî, îäåðæó¹ìî Φ(ρ) =

(
ρ
√

2 +
√

2 sh ρ
√

2
)1/4

ln(eρ +
√
e2ρ − 1)

eρ/2
√
πρ

. Ìà-

êñèìóì öi¹¨ ôóíêöi¨ ìîæíà íàáëèæåíî îá÷èñëèòè i îäåðæàòè

max
ρ>0

Φ(ρ) = Φ(ρ∗) ∼= 0.84549, ρ∗ ∼= 1.12552.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ îïòèìàëüíî¨ ñòðàòåãi¨ ó íàøîìó âèïàäêó (t = 1) ìè ìàëè

á Φ1(ω∗) = 1.

Ùå îäèí ïðèêëàä ìàðêiâñüêî¨ ñòðàòåãi¨. Íåõàé ωρ çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

ωρ(s) = −ρ signw(s) äëÿ s ∈ [0, 1], äå ρ � äîäàòíèé ïàðàìåòð. ßê i âèùå,

ïîêëàäåìî Φ(ρ) = Φ1(ωρ) òà çàóâàæèìî, ùî E[E0
1 (ωρ)]

2 = eρ
2

.

×èñåëüíèê â (5.39) ìîæå áóòè çàïèñàíèé â öüîìó âèïàäêó íàñòóïíèì ÷è-

íîì

E
1∫

0

δ(yρ(s))ds, (5.63)

äå (yρ(t))t≥0 âiíåðiâ ïðîöåñ ç ïåðåíîñîì aρ(x) = −ρ signx, x ∈ R. Äåÿêi íå-
ñêëàäíi îá÷èñëåííÿ ïðèâîäÿòü äî íàñòóïíîãî âèðàçó äëÿ (5.63)

E
1∫

0

δ(yρ(s))ds =
ρ

2
+

1√
2π
e−ρ

2/2 +
ρ2 + 1

2

1∫
0

e−ρ
2s/2 ds√

2πs
.

Îñòàòî÷íà ôîðìóëà äëÿ Φ òàêà

Φ(ρ) = e−ρ
2/2

ρ
2

+
1√
2π
e−ρ

2/2 +
ρ2 + 1

2

1∫
0

e−ρ
2s/2 ds√

2πs

 .
Äîñëiäæóþ÷è äàíó ôóíêöiþ íà åêñòðåìóì (ç äîïîìîãîþ ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ),

îäåðæó¹ìî max
ρ>0

Φ(ρ) = Φ(ρ∗) ∼= 0.9567, ρ∗ ∼= 0.5743, ùî áëèæ÷å äî îïòè-

ìàëüíîãî çíà÷åííÿ, íiæ â ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi.
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5.2.2 Çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ ÷àñó ïåðøîãî äîñÿãíåííÿ ïî÷àòêó

êîîðäèíàò âiíåðîâèì ïðîöåñîì ç ïåðåíîñîì

Â öüîìó ïóíêòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ ìîìåíòó ïåðøîãî äîñÿãíåííÿ

ïî÷àòêó êîîðäèíàò âiíåðîâèì ïðîöåñîì øëÿõîì äîäàâàííÿ äåÿêîãî ïåðåíîñó.

5.2.2.1 Âñòóï

Íåõàé (w(t),Mt,Px)t≥0,x∈R � âiíåðiâ ïðîöåñ â R, äëÿ ÿêîãî Px(w(0) = x) = 1.

Ðîçãëÿíåìî ìîìåíò ïåðøîãî äîñÿãíåííÿ ïðîöåñîì ïî÷àòêó êîîðäèíàò: τ =

inf{s ≥ 0 : w(s) = 0}. Çàóâàæèìî, ùî τ ¹ ìîìåíòîì çóïèíêè âiäíîñíî ïîòîêó

(Mt)t≥0. Ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè τ çàëåæèòü âiä òî÷êè x i çàäà¹òüñÿ

ïðè x 6= 0 ùiëüíiñòþ px(t) =
|x|

t
√

2πt
exp

{
−x

2

2t

}
, t > 0. Ëåãêî áà÷èòè, ùî

âèïàäêîâà âåëè÷èíà τ íå ìà¹ ñêií÷åííîãî ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ âiäíîñíî

ìiðè Px ïðè x 6= 0.

Ìåòîþ öüîãî ïóíêòó ¹ âñòàíîâëåííÿ êîåôiöi¹íòó ïåðåíîñó, ÿêèé çàáåç-

ïå÷èâ áè, â ïåâíîìó ðîçóìiííi, ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ ìîìåíòó τ . Êîåôiöi-

¹íò ïåðåíîñó âèáèðàòèìåìî íà ìíîæèíi V ïðîãðåñèâíî âèìiðíèõ ïðîöåñiâ

(ω(t),Mt)t≥0 â R, äëÿ ÿêèõ Px

 τ∫
0

ω2(s) ds <∞

 = 1 òà ñïðàâäæóþòüñÿ

óìîâè ExE0
τ (ω) = 1, Ex(E0

τ (ω))2 <∞, äå, ÿê i âèùå,

E0
τ (ω) = exp


τ∫

0

ω(s) dw(s)− 1

2

τ∫
0

ω2(s) ds

 .

Åëåìåíòè ìíîæèíè V íàçèâàòèìåìî äîïóñòèìèìè ñòðàòåãiÿìè.

5.2.2.2 Öiëüîâà ôóíêöiÿ òà ëîêàëüíà îïòèìàëüíà ñòðàòåãiÿ

Íåõàé ôóíêöiÿ (f(t))t≥0 äîäàòíà íåïåðåðâíà ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à òà îáìå-

æåíà. Öiëüîâîþ ôóíêöi¹þ áóäåìî íàçèâàòè ôóíêöiîíàë

Φ(ω) = Exf(τ)E0
τ (ω) (5.64)

297



çàäàíèé íà ìíîæèíi V äîïóñòèìèõ ñòðàòåãié. Î÷åâèäíî, ùî ïðè âèêîíàí-

íi ïðèïóùåíü ùîäî ôóíêöi¨ f ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi 0 ≤ Φ(ω) ≤ C =

sup
t≥0

f(t) íà âñié ìíîæèíi V . Êðiì òîãî, iñíó¹ ñêií÷åííà äèñïåðñiÿ Dxf(τ) âè-

ïàäêîâî¨ âåëè÷èíè f(τ).

Íàñ öiêàâèòèìå iñíóâàííÿ òà âèãëÿä äîïóñòèìî¨ ñòðàòåãi¨, íà ÿêié öiëüîâà

ôóíêöiÿ äîñÿãàëà á ñâîãî ìiíiìàëüíîãî çíà÷åííÿ íà âñüîìó V ÷è íà ïåâíié

éîãî ïiäìíîæèíi. Äåÿêó âiäïîâiäü íà ïîñòàâëåíå ïèòàííÿ äà¹ íàñòóïíà òå-

îðåìà, ùî ¹ îñíîâíèì òâåðäæåííÿì öüîãî ïàðàãðàôó. Ïîäiáíà çàäà÷à äëÿ

ëîêàëüíîãî ÷àñó âiíåðîâîãî ïðîöåñó â íóëi ðîçãëÿäàëàñÿ â ïóíêòi 5.2.1, iäå¨

ÿêîãî çíàéøëè ñâî¹ çàñòîñóâàííÿ i â íàøié ñèòóàöi¨.

Òåîðåìà 5.12. Íåõàé äîäàòíà íåïåðåðâíà ñòðîãî ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à òà

îáìåæåíà ôóíêöiÿ (f(t))t≥0 òàêà, ùî iñíóþòü ñòàëi u > 0 òà r ∈
(

1
2 , 1
]
i

ôóíêöiÿ (ρ(t))t>0, äëÿ ÿêèõ ïðè âñiõ 0 < t < u, s > 0 âèêîíó¹òüñÿ f(s+ t)−
f(s) ≤ ρ(s)tr, ïðè÷îìó ôóíêöiÿ ρ êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíà â äåÿêîìó îêîëi

íóëÿ òà îáìåæåíà ïîçà íèì.

Òîäi iñíó¹ äîïóñòèìà ñòðàòåãiÿ ω∗(t) =
h′x(t, w(t))

h(t, w(t))
, íà ÿêié ôóíêöiîíàë

Φ äîñÿãà¹ ñâîãî ìiíiìóìó íà ìíîæèíi W = {ω ∈ V : Ex(E0
τ (ω))2 < K}. Òóò

K =
Dxf(τ)

(C − Exf(τ))2
+1, h(t, x) = C−Exf(t+τ), t ≥ 0, x ∈ R, à C = sup

t≥0
f(t).

Çàóâàæåííÿ 5.1. Î÷åâèäíî, ùî ìíîæèíàW íåïîðîæíÿ, áî E0
τ (0) ≡ 1 i, îòæå,

0 ∈ W . Âiäîìî (äèâ. [40, c. 244]), ùî ñòîõàñòè÷íà åêñïîíåíòà çàäîâîëüíÿ¹

ðiâíÿííÿ E0
t (ω) = 1 +

t∫
0

E0
s (ω)ω(s) dw(s), çà óìîâè P

 t∫
0

ω2(s) ds <∞

 = 1.

Òàêèì ÷èíîì

(E0
t (ω))2 = 1 + 2

t∫
0

E0
s (ω)ω(s) dw(s) +

 t∫
0

E0
s (ω)ω(s) dw(s)

2

=

= 2E0
t (ω)− 1 +

 t∫
0

E0
s (ω)ω(s) dw(s)

2

≥ 2E0
t (ω)− 1
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à îñêiëüêè ExE0
t (ω) = 1, òî ìàòèìåìî Ex(E0

t (ω))2 ≥ 1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

Ex(E0
τ (ω))2 ≥ 1.

Ïåðø íiæ äîâîäèòè ñôîðìóëüîâàíó òåîðåìó, ðîçãëÿíåìî îäíå äîïîìiæíå

òâåðäæåííÿ, ÿêå, öiêàâå i ñàìå ïî ñîái.

Ëåìà 5.13. Íåõàé äîäàòíà ìîíîòîííî ñïàäíà ïðè t > 0 ôóíêöiÿ (g(t))t≥0

òàêà, ùî iñíóþòü ñòàëi u > 0 òà r ∈
(

1
2 , 1
]
i ôóíêöiÿ (ρ(t))t>0, äëÿ ÿêèõ ïðè

âñiõ 0 < t < u, s > 0 ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü g(s+t)−g(s) ≤ ρ(s)tr, ïðè÷îìó

ôóíêöiÿ ρ êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíà â äåÿêîìó îêîëi íóëÿ òà îáìåæåíà ïîçà

íèì. Òîäi iñíó¹ òàêà äîïóñòèìà ñòðàòåãiÿ ω0, ùî g(τ) = E0
τ (ω0)Exg(τ).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ k(t, x) = Exg(t + τ) =

∞∫
0

g(t + s)px(s) ds,

çàäàíó ïðè t ≥ 0, x ∈ R \ {0}, òà äîâèçíà÷èìî ¨¨ çà íåïåðåðâíiñòþ â òî÷êàõ

(t, 0) ïðè âñiõ t ≥ 0. Öÿ ôóíêöiÿ äèôåðåíöiéîâíà çà îáîìà çìiííèìè ñêðiçü

êðiì òî÷îê (t, 0), ïðè÷îìó

k′t(t, x) =

∞∫
0

g′(t+ s)
|x|

s
√

2πs
exp

{
−x

2

2s

}
ds =

= −
∞∫

0

g(t+ s)
(x2 − 3s)|x|

2s3
√

2πs
exp

{
−x

2

2s

}
ds,

k′x(t, x) = sign x

∞∫
0

g(t+ s)

(
1− x2

s

)
1

s
√

2πs
exp

{
−x

2

2s

}
ds,

k′′xx(t, x) =

∞∫
0

g(t+ s)
(x2 − 3s)|x|
s3
√

2πs
exp

{
−x

2

2s

}
ds.

Âñi iíòåãðàëè â ïðàâèõ ÷àñòèíàõ öèõ ðiâíîñòåé çáiãàþòüñÿ ëîêàëüíî ðiâíîìið-

íî çà òà t > 0 òà x 6= 0. Òîìó äèôåðåíöiþâàííÿ iíòåãðàëó, ùî çàäà¹ ôóíêöiþ

k, ïî îáîõ çìiííèõ äîïóñòèìå. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ïðè âñiõ t > 0 òà x 6= 0

ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

k′t(t, x) +
1

2
k′′xx(t, x) = 0. (5.65)
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Çàóâàæèâøè, ùî k(0, x) = Exg(τ) i k(t, 0) = g(t), ðîçãëÿíåìî äëÿ ôiêñî-

âàíîãî x 6= 0 âèïàäêîâèé ïðîöåñ ξx(t) = Ex(g(τ)/Mt), t ≥ 0. Î÷åâèäíî, ùî

ξx(0) = Exg(τ) = k(0, x) òà ξx(τ) = g(τ).

Âðàõîâóþ÷è, ùî íà ìíîæèíi {τ > t} ∈ Mt âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü θtτ = τ − t,
äå θt � îïåðàòîð çñóâó (äèâ. [16, c. 120]), îäåðæèìî

ξx(t) = Ex(g(τ) 1I{τ≤t} /Mt) + Ex(g(τ) 1I{τ>t} /Mt) =

= g(τ) 1I{τ≤t}+ 1I{τ>t} Ex(g(t+ θtτ)/Mt) = g(τ) 1I{τ≤t}+ 1I{τ>t} Ew(t)g(t+ τ) =

= k(τ, w(τ)) 1I{τ≤t}+k(t, w(t)) 1I{τ>t} = k(t ∧ τ, w(t ∧ τ)).

Äîâåäåìî äàëi, ùî äëÿ îá÷èñëåííÿ ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó âèïàäêî-

âîãî ïðîöåñó ξx(t) ìîæå áóòè çàñòîñîâàíà ôîðìóëà Iòî (äèâ., íàïðèêëàä, [40,

c. 136]). Äëÿ öüîãî äîñèòü äîâåñòè, ùî Px-ì.í.
∞∫

0

(1I{τ>t} k
′
x(t, w(t)))2 dt <∞.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå ïðåäñòàâëåííÿ

k′x(t, x) = sign x

∞∫
0

(g(t)− g(t+ s))
x2

s2
√

2πs
exp

{
−x

2

2s

}
ds−

− signx

∞∫
0

(g(t)− g(t+ s))
1

s
√

2πs
exp

{
−x

2

2s

}
ds = I1 − I2

i îöiíèìî I1 òà I2.

|I1| ≤
u∫

0

ρ(t)sr
x2

s2
√

2πs
exp

{
−x

2

2s

}
ds+

∞∫
u

g(t)
x2

s2
√

2πs
exp

{
−x

2

2s

}
ds ≤

≤ ρ(t)

u∫
0

ds√
2πs3−2r

+ g(t)

∞∫
u

ds√
2πs3

≤ const(ρ(t) + g(t)).

Òóò âðàõîâàíî î÷åâèäíi ïðè s > 0 òà x ∈ R íåðiâíîñòi

exp

{
−x

2

2s

}
< 1,

x2

s
exp

{
−x

2

2s

}
< 1,
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à çàïèñ const îçíà÷à¹ äåÿêó äîäàòíó ñòàëó. Àíàëîãi÷íî

|I2| ≤
u∫

0

ρ(t)sr
1

s
√

2πs
exp

{
−x

2

2s

}
ds+

∞∫
u

g(t)
1

s
√

2πs
exp

{
−x

2

2s

}
ds ≤

≤ ρ(t)

u∫
0

ds√
2πs3−2r

+ g(t)

∞∫
u

ds√
2πs3

≤ const(ρ(t) + g(t)).

Îòæå, (k′x(t, x))2 ≤ const(ρ2(t) + g2(t)) i òîìó

∞∫
0

(1I{τ>t} k
′
x(t, w(t)))2 dt ≤ const

τ∫
0

(ρ2(t) + g2(t)) dt.

Îñêiëüêè Px(τ < ∞) = 1, ôóíêöiÿ ρ êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíà â îêîëi íóëÿ,

g îáìåæåíà, òî

∞∫
0

(1I{τ>t} k
′
x(t, w(t)))2 dt < ∞ Px-ì.í. Äàëi, çàñòîñóâàâøè äî

ξx(t) = k(t ∧ τ, w(t ∧ τ)) ôîðìóëó Iòî, ç âðàõóâàííÿì (5.65), ìàòèìåìî

ξx(t) = k(0, x) +

t∧τ∫
0

k′x(s, w(s)) dw(s) = k(0, x) +

t∫
0

k′x(s, w(s)) 1I{τ>s} dw(s).

Çàóâàæèìî, ùî ïðè 0 ≤ t < τ

ξx(t) = k(t, w(t)) =

∞∫
0

g(t+ s)
|w(t)|
s
√

2πs
exp

{
−w

2(t)

2s

}
ds,

à ïðè t ≥ τ ìà¹ìî ξx(t) = k(τ, w(τ)) = k(τ, 0) = g(τ) > 0. Êðiì òîãî, ïðè

êîæíîìó ôiêñîâàíîìó x ∈ R ôóíêöiÿ ξx(t) Px-ì.í. íåïåðåðâíà. Òîìó Px-ì.í.
inf

0≤t<τ
ξx(t) > 0 i ìîæåìî çàïèñàòè

ξx(t) = k(0, x) +

t∫
0

k′x(s, w(s)) 1I{τ>s} dw(s) = Exg(τ) +

t∫
0

ω̂0(s)ξx(s) dw(s),

äå ïîçíà÷åíî ω̂0(s) = k′x(s, w(s))
1I{τ>s}
ξx(s)

=
k′x(s, w(s))

k(s, w(s))
1I{τ>s}.

Ïîêëàäåìî ω0(t) =
k′x(t, w(t))

k(t, w(t))
. Âðàõîâóþ÷è, ùî íà ìíîæèíi {τ > t}

k(t, w(t)) = Ew(t)g(t+ τ) = Ex(g(τ)/Mt) > 0,
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ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî (ω0(t))t≥0 ¹ äîïóñòèìîþ ñòðàòåãi¹þ. Êðiì òîãî,

ξx(t) = E0
t (ω̂0)Exg(τ) = E0

t∧τ(ω0)Exg(τ) i g(τ) = ξx(τ) = E0
τ (ω0)Exg(τ), ùî i

ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Ïåðåéäåìî òåïåð äî äîâåäåííÿ îñíîâíîãî òâåðäæåííÿ öüîãî ïóíêòó.

Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 5.12. Ïîçíà÷èìî ‖E0
τ (ω)‖ =

(
Ex(E0

τ (ω))2
)1/2

òà ðîçãëÿíå-

ìî ôóíêöiîíàë Φ̂(ω) =
Ex(C − f(τ))E0

τ (ω)

‖E0
τ (ω)‖

. Ëåãêî áà÷èòè, ùî

Φ(ω) = C − Φ̂(ω)‖E0
τ (ω)‖. (5.66)

Äàëi, ôóíêöiÿ C − f(t) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè Ëåìè 5.13. Òîìó iñíó¹ òàêà äîïó-

ñòèìà ñòðàòåãiÿ ω∗(t) =
h′x(t, w(t))

h(t, w(t))
, äå h(t, x) = C − Exf(t+ τ), t ≥ 0, x ∈ R,

ùî C − f(τ) = E0
τ (ω∗)(C − Exf(τ)) i, îòæå,

Φ̂(ω) = (C − Exf(τ))
ExE0

τ (ω∗)E0
τ (ω)

‖E0
τ (ω)‖

.

Çàóâàæèìî, ùî E0
τ (ω∗) =

C − f(τ)

C − Exf(τ)
. Çâiäñè ‖E0

τ (ω∗)‖2 =
Ex(C − f(τ))2

(C − Exf(τ))2
=

K, à öå äà¹ ïiäñòàâè ñòâåðäæóâàòè, ùî ω∗ ∈ W , ïðè÷îìó, äëÿ âñiõ ω ∈ W

‖E0
τ (ω)‖ ≤ ‖E0

τ (ω∗)‖. (5.67)

Íåðiâíiñòü Êîøi, çàñòîñîâàíà äî ExE0
τ (ω∗)E0

τ (ω), äîçâîëÿ¹ çàïèñàòè:

max
ω∈W

Φ̂(ω) = Φ̂(ω∗) = (C − Exf(τ))‖E0
τ (ω∗)‖.

Ç (5.66) i (5.67) âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü Φ(ω) ≥ C − Φ̂(ω∗)‖E0
τ (ω∗)‖ = Φ(ω∗) ïðè

âñiõ ω ∈ W , ÿêà äîâîäèòü òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Íåñêëàäíi îá÷èñëåííÿ ïðèâîäÿòü äî ðiâíîñòi

min
ω∈W

Φ(ω) = Exf(τ)− Dxf(τ)

C − Exf(τ)
.

Öiêàâèì ¹ íàñòóïíèé ïðèêëàä, â ÿêîìó âäà¹òüñÿ çíàéòè îïòèìàëüíó ñòðà-

òåãiþ â ÿâíîìó âèãëÿäi. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàë (5.64) ç ôóíêöi¹þ f(t) =
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1− e−mt, äå m > 0 � äåÿêà ñòàëà. Îñêiëüêè ïðè âñiõ s > 0, t > 0 ñïðàâäæó-

¹òüñÿ íåðiâíiñòü e−ms(1 − e−mt) ≤ me−mst, òî óìîâè Òåîðåìè 5.12 âèêîíàíi

i, îòæå, iñíó¹ äîïóñòèìà ñòðàòåãiÿ, ÿêà ìiíiìiçó¹ ôóíêöiîíàë (5.64) íà ìíî-

æèíi W . Ìíîæèíà äîïóñòèìèõ ñòðàòåãié çàäà¹òüñÿ íåðiâíiñòþ Ex(E0
τ (ω))2 ≤

e2(
√

2−1)
√
m|x|. Îïòèìàëüíà ñòðàòåãiÿ ìà¹ âèãëÿä ω∗(t) = −

√
2m sign(w(t)).

5.2.2.3 Ãëîáàëüíà ε-îïòèìàëüíà ñòðàòåãiÿ

Ïîñòàâèìî ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ îïòèìàëüíî¨, â ñåíñi ìiíiìiçàöi¨ ôóíêöiî-

íàëó Φ, ñòðàòåãi¨ íà âñié ìíîæèíi äîïóñòèìèõ ñòðàòåãié V . Çàóâàæèìî íàñàì-

ïåðåä, ùî äëÿ êîæíî¨ ω ∈ V ñïðàâäæó¹òüñÿ î÷åâèäíà íåðiâíiñòü Φ(ω) > 0.

Íàñòóïíi îá÷èñëåííÿ ïîêàçóþòü, ùî ìîæíà îäåðæàòè ÿê çàâãîäíî ìàëå äî-

äàòíå çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëó Φ íà V .

Ðîçãëÿíåìî îäíîïàðàìåòðè÷íó ìíîæèíó ôóíêöié {(ϕλ(x))x∈R : λ > 0},
â ÿêié ϕλ(x) = −

√
2λ sign(x), òà âiäïîâiäíó ìíîæèíó äîïóñòèìèõ ñòðàòåãié

ωλ(t) = ϕλ(w(t)). Ôîðìóëà Òàíàêà (äèâ., íàïðèêëàä, [46, c. 83]) äîçâîëÿ¹

çàïèñàòè

τ∫
0

sign(w(s)) dw(s) = |w(τ)| − |w(0)| − η(τ) = −|w(0)|, äå η(t) �

ëîêàëüíèé ÷àñ â íóëi âiíåðîâîãî ïðîöåñó äî ìîìåíòó ÷àñó t ≥ 0 i âðàõîâàíî,

ùî w(τ) = 0, η(τ) = 0 Px-ì.í. äëÿ êîæíîãî x ∈ R. Çâiäñè ìà¹ìî

E0
τ (ωλ) = exp

−√2λ

τ∫
0

sign(w(s)) dw(s)− λτ

 = exp
{√

2λ|w(0)| − λτ
}
.

Âèáåðåìî äåÿêå ε > 0 òà çíàéäåìî òàêå δ > 0, ùî äëÿ âñiõ 0 ≤ t ≤ δ ñïðàâ-

äæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü f(t) ≤ ε. Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü

∞∫
0

e−λtpx(t) dt =
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e−
√

2λ|x|, ÿêó ëåãêî ïåðåâiðèòè, çàïèøåìî

Φ(ωλ) = Exf(τ)E0
τ (ωλ) = Exf(τ) exp

{√
2λ|w(0)| − λτ

}
=

= e
√

2λ|x|Exf(τ)e−λτ = e
√

2λ|x|
∞∫

0

f(t)e−λtpx(t) dt ≤

≤ εe
√

2λ|x|
δ∫

0

e−λtpx(t) dt+ e
√

2λ|x|−λδ
∞∫
δ

f(t)px(t) dt ≤

≤ εe
√

2λ|x|
∞∫

0

e−λtpx(t) dt+ e
√

2λ|x|−λδ
∞∫

0

f(t)px(t) dt =

= ε+ e
√

2λ|x|−λδExf(τ).

Äàëi òîé ôàêò, ùî lim
λ→∞

e
√

2λ|x|−λδ = 0 ïðè êîæíèõ x ∈ R òà δ > 0, îçíà÷à¹

ìîæëèâiñòü çðîáèòè çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëó Φ ÿê çàâãîäíî ìàëèì âèáîðîì

äîïóñòèìî¨ ñòðàòåãi¨ ωλ ç äîñòàòíüî âåëèêèì çíà÷åííÿì λ > 0, ÿêùî òiëüêè

Exf(τ) <∞.

Ìíîæèíó Vε ⊂ V , ε > 0 íàçâåìî ε-îïòèìàëüíîþ ñòðàòåãi¹þ äëÿ çàäà÷i

ìiíiìiçàöi¨ ôóíêöiîíàëó Φ íà ìíîæèíi äîïóñòèìèõ ñòðàòåãié V , ÿêùî iñíó¹

òàêà äîïóñòèìà ñòðàòåãiÿ ω∗ ∈ Vε, ùî Φ(ω∗) ≤ inf
ω∈V

Φ(ω) + ε.

Íàâåäåíi âèùå ìiðêóâàííÿ äîçâîëÿþòü ñôîðìóëþâàòè íàñòóïíå òâåðäæå-

ííÿ.

Òåîðåìà 5.14. Íåõàé ôóíêöiÿ (f(t))t≥0 çi çíà÷åííÿì f(0) = 0 íåïåðåðâíà òà

íåâiä'¹ìíà. Íåõàé iñíó¹ ñêií÷åííå Exf(τ), äå τ � ìîìåíò ïåðøîãî äîñÿãíå-

ííÿ âiíåðîâèì ïðîöåñîì (w(t))t≥0 ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Òîäi äëÿ çàäà÷i ìiíi-

ìiçàöi¨ ôóíêöiîíàëó Φ, ùî çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ (5.64), iñíó¹ ε-îïòèìàëüíà

ñòðàòåãiÿ. Åëåìåíòè öi¹¨ ñòðàòåãi¨ óòâîðþþòü îäíîïàðàìåòðè÷íó ìíî-

æèíó (ïðè λ > 0) i çàäàþòüñÿ ðiâíîñòÿìè ωλ(t) = −
√

2λ sign(w(t)), t > 0.
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 5.

Â öüîìó ðîçäiëi âñòàíîâëåíî äåÿêi íîâi ôàêòè ñòîñîâíî îäíîâèìiðíèõ äèôó-

çiéíèõ ïðîöåñiâ, çîêðåìà, âiíåðîâîãî ïðîöåñó, ùî ¹ ñèìåòðè÷íèì α-ñòiéêèì

ïðîöåñîì çi çíà÷åííÿì ïàðàìåòðà α = 2.

Ïî ïåðøå, äîâåäåíi òåîðåìè ïðî ãðàíè÷íi ðîçïîäiëè ëîêàëüíèõ ÷àñiâ â íóëi

òà êiëüêîñòi ïåðåòèíiâ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî ðiâíÿ ïîñëiäîâíiñòþ äèôóçiéíèõ

ïðîöåñiâ ç êîåôiöi¹íòàìè ïåðåíîñó an(x) = na(nx) òà äèôóçi¨ bn(x) = b(nx) ç

äîñòàòíüî ãëàäêèìè ôóíêöiÿìè (a(x))x∈R, (b(x))x∈R, äðóãà ç ÿêèõ ïðèéìà¹ äî-

äàòíi âiääiëåíi âiä íóëÿ çíà÷åííÿ. Çíàéäåíi i ñàìi öi ðîçïîäiëè. Âñòàíîâëåíî,

ùî, âçàãàëi êàæó÷è, çãàäàíi ãðàíè÷íi ðîçïîäiëè âiäðiçíÿþòüñÿ âiä ðîçïîäiëiâ

âiäïîâiäíèõ ôóíêöiîíàëiâ âiä ãðàíè÷íîãî ïðîöåñó.

Ïî äðóãå, ðîçãëÿíóòi çàäà÷i ïðî ìàêñèìiçàöiþ ëîêàëüíîãî ÷àñó â íóëi òà

ìiíiìiçàöiþ ìîìåíòó ïåðøîãî ïîòðàïëÿííÿ â íóëü âiíåðîâîãî ïðîöåñó øëÿõîì

äîäàâàííÿì ïåðåíîñó. Â ïåðøîìó âèïàäêó ïîáóäîâàíi, òàê çâàíà, îïòèìàëü-

íà ñòàòåãiÿ, ÿêà âèÿâèëàñü íåìàðêiâñüêîþ, òà äåÿêi áëèçüêi äî îïòèìàëüíî¨

ìàðêiâñüêi ñòðàòåãi¨. Â äðóãié çàäà÷i ïîáóäîâàíà ëîêàëüíà (íà äåÿêîìó êëà-

ñi äîïóñòèìèõ ñòðàòåãié) îïòèìàëüíà ñòðàòåãiÿ òà âêàçàíà îäíîïàðàìåòðè÷íà

ñiì'ÿ ñòðàòåãié, ÿêi íàäàþòü ÿê çàâãîäíî áëèçüêîãî äî îïòèìàëüíîãî çíà÷åííÿ

öiëüîâié ôóíêöi¨.

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 5 îïóáëiêîâàíi â [54�58,67] òà àíîíñîâàíi â [69,71�76].

Äëÿ ¨õ îáãðóíòóâàííÿ ñóòò¹âî âèêîðèñòàíî iäå¨ òà ìåòîäè ç ðîáiò [7, 51�53].
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Âèñíîâêè

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ âëàñòèâîñòåé ñèìåòðè÷íèõ α-

ñòiéêèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ïðè 1 < α ≤ 2, ¨õ ïåðåòâîðåíü òà çàñòîñóâàíü

äî òåîði¨ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïàðàáîëi÷íîãî òèïó.

Çàâäàííÿì ïåðøîãî ðîçäiëó äèñåðòàöi¨ áóëî çàêöåíòóâàòè óâàãó íà âiäî-

ìèõ ðåçóëüòàòàõ äîñëiäæåíü ç äàíî¨ òåìàòèêè, òà îïèñàòè ìiñöå äèñåðòàöiéíî¨

ðîáîòè ó ðîçâ'ÿçàííi íàçâàíèõ ïðîáëåì.

Äðóãèé ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíèé ïîáóäîâi òåîði¨ ïîòåíöiàëó ïðîñòî-

ãî øàðó äëÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïàðàáîëi÷íîãî òèïó, ïîâ'ÿçàíèõ

iç ñèìåòðè÷íèìè α-ñòiéêèìè (1 < α < 2) âèïàäêîâèìè ïðîöåñàìè â Rd, d ≥ 1.

ßê i â êëàñè÷íié òåîði¨ ïîòåíöiàëó äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿä-

êó, çãàäàíi ïîòåíöiàëè âèêîðèñòàíi äëÿ ïîáóäîâè ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ

äðóãî¨ (òèïó Íåéìàíà) òà òðåòüî¨ (çìiøàíî¨) ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷, à òà-

êîæ äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ äåÿêèõ iíøèõ çàäà÷ äëÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü ïàðàáîëi÷íîãî òèïó.

Òóò ââåäåíî ïîíÿòòÿ ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó, âèâ÷åíî éîãî âëàñòèâîñòi

òà ïðîäåìîíñòðîâàíî ñïîñîáè çàñòîñóâàíü äî ðîçâ'ÿçàííÿ ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ

çàäà÷ äëÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïàðàáîëi÷íîãî òèïó. Îïåðàòîð

çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ (ïîçíà÷åíèé â ðîáîòi ÷åðåç A) â òàêîìó ðiâíÿííi ¹

iíôiíiòåçèìàëüíèì îïåðàòîðîì ñèìåòðè÷íîãî α-ñòiéêîãî âèïàäêîâîãî ïðîöå-

ñó. Â ÿêîñòi íîñiÿ ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó âèñòóïà¹ àáî ãiïåðïëîùèíà, àáî

äîñèòü ãëàäêà îáìåæåíà çàìêíåíà ïîâåðõíÿ. Öåíòðàëüíèì ìiñöåì ðîçâèíóòî¨

òåîði¨ ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó ¹ òåðåìà ïðî ñòðèáîê ðåçóëüòàòó äi¨ äåÿêîãî

îïåðàòîðà B òàêîãî, ùî A = c divB, c > 0, (íàçâåìî éîãî òóò ïñåâäîãðàäi-
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¹íòîì) â íàïðÿìi íîðìàëi äî ïîâåðõíi íà ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó â òî÷êàõ

öi¹¨ ïîâåðõíi.

Çíà÷íó ÷àñòèíó äðóãîãî ðîçäiëó çàéìà¹ ðîçãëÿä äðóãî¨ òà òðåòüî¨ ïî÷àò-

êîâî-êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïàðàáîëi÷íîãî

òèïó, ïîâ'ÿçàíîãî iç ñèìåòðè÷íèì α-ñòiéêèì âèïàäêîâèì ïðîöåñîì. Â ðîáî-

òi ïîøèðåíî íà âèïàäîê ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü êëàñè÷íèé ìåòîä

ðîçâ'ÿçàííÿ çãàäàíèõ çàäà÷, ÿêèé âèêîðèñòîâó¹ ïîòåíöiàëè ïðîñòîãî øàðó

òà ¨õ âëàñòèâîñòi, â ïåðøó ÷åðøó, òåîðåìó ïðî ñòðèáîê. Ðîçãëÿíóòî çàãàëü-

íó òðåòþ ïî÷àòêîâî-êðàéîâó çàäà÷ó â áàãàòîâèìiðíîìó ïðîñòîði i, ÿê ÷àñ-

òêîâi âèïàäêè, äðóãó òà ñèìåòðè÷íó òðåòþ çàäà÷ó ç ãiïåðïëîùèíîþ ÷è äî-

ñèòü ãëàäêîþ îáìåæåíîþ çàìêíåíîþ ïîâåðõíåþ, íà ÿêié çàäà¹òüñÿ ãðàíè÷íà

óìîâà. Ó âèïàäêó ç ãiïåðïëîùèíîþ ðåçóëüòàòè ïîøèðþþòüñÿ i íà îäíîâè-

ìiðíîé âèïàäîê. Ç òî÷êè çîðó òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ôóíäàìåíòàëüíi

ðîçâ'ÿçêè òàêèõ çàäà÷ áóäóþòüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì ôîðìóëè Ôåéíìàíà-Êàöà

ç W-ôóíêöiîíàëîì òèïó ëîêàëüíîãî ÷àñó íà ïîâåðõíi âiä ñèìåòðè÷íîãî ñòié-

êîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó, çáóðåííÿì òàêîãî ïðîöåñó îïåðàòîðîì ïñåâäîãðà-

äi¹íòà ç ìíîæíèêîì òèïó äåëüòà-ôóíêöi¨ íà ïîâåðõíi òà ¨õ êîìáiíàöi¨.

Ç äîïîìîãîþ âèïàäêîâî¨ çàìiíè ÷àñó â ñèìåòðè÷íîìó α-ñòiéêîìó âèïàäêî-

âîìó ïðîöåñi ïîáóäîâàíî ñòàíäàðòíèé ïðîöåñ Ìàðêîâà, ÿêèé îïèñó¹ ïîâåäiíêó

ïåðøîãî â ïðîñòîði ç ëèïó÷îþ ìåìáðàíîþ. Îäåðæàíi ðiâíÿííÿ äëÿ ðåçîëü-

âåíòè òàêîãî ïðîöåñó ÿê íà ïîâåðõíi, òàê i ïîçà íåþ.

Òðåòié ðîçäië ìiñòèòü ðåçóëüòàòè ïîáóäîâè òà äîñëiäæåíü âëàñòèâîñòåé

àäèòèâíèõ çáóðåíü iíôiíiòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà ñèìåòðè÷íîãî α-ñòiéêîãî

âèïàäêîâîãî ïðîöåñó îïåðàòîðîì (a(·),B), â ÿêîìó âåêòîðíîçíà÷íà ôóíêöiÿ

(a(x))x∈Rd îáìåæåíà, ÷è iíòåãðîâíà â äåÿêîìó ñòåïåíi, ÷è óçàãàëüíåíà òèïó

äåëüòà-ôóíêöi¨ íà ïîâåðõíi. ßê âèÿâèëîñü, ðåçóëüòóþ÷à íàïiâãðóïà ëiíiéíèõ

îáìåæåíèõ îïåðàòîðiâ íà ïðîñòîði íåïåðåðâíèõ îáìåæåíèõ ôóíêöié íå çà-

äà¹ æîäíîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó, îñêiëüêè íå çàëèøà¹ iíâàðiàíòíèì êîíóñ

íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié. Òàêi îá'¹êòè ïðèéíÿòî íàçèâàòè ïñåâäîïðîöåñàìè. Äëÿ

íèõ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ïîíÿòòÿ ïîâ'ÿçàíi òiëüêè çi ñêií÷åííîâèìiðíèìè ðîç-
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ïîäiëàìè (çàðÿäàìè).

Â ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi äîñëiäæåíî äåÿêi ìîìåíòè çóïèíêè äëÿ îäíîâèìiðíî-

ãî ñèìåòðè÷íîãî α-ñòiéêîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó òà ïðîöåñè óòâîðåíi ç íüîãî

îáðèâîì â öi ìîìåíòè. Ìîâà éäå ïðî ìîìåíòè ïåðøîãî ïîòðàïëÿííÿ â ïî÷àòîê

êîîðäèíàò òà ïåðøîãî âèõîäó ç ïiâîñi. Â ãðàíè÷íîìó âèïàäêó α = 2 (âiíåðiâ

ïðîöåñ) öi ìîìåíòè, ÿê i ïðîöåñè, îäíàêîâi i âiäîìà ¨õ ùiëüíiñòü éìîâiðíîñòi

ïåðåõîäó. Öÿ ùiëüíiñòü ïîðîäæó¹ äåÿêèé ïðîöåñ Ìàðêîâà i â çàãàëüíîìó âè-

ïàäêó, àëå âií íå ¹ ñòîõàñòè÷íî åêâiâàëåíòíèì æîäíîìó ç íàçâàíèõ ïðîöåñiâ,

ÿê i öi ïðîöåñè âèÿâèëèñü ðiçíèìè.

Çàâåðøàëüíèé (ï'ÿòèé) ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíèé äåÿêèì çàäà÷àì

äëÿ âiíåðîâîãî ïðîöåñó (÷è ïîâ'ÿçàíèõ ç íèì ïðàöåñiâ), ùî ¹ ñèìåòðè÷íèì

α-ñòiéêèì âèïàäêîâèì ïðîöåñîì ïîðÿäêó α = 2. Çíàéäåíi ãðàíè÷íi ðîçïîäiëè

òàêèõ ôóíêöiîíàëiâ, ÿê ëîêàëüíèé ÷àñ â íóëi òà êiëüêiñòü ïåðåòèíiâ ïåâíî-

ãî ðiâíÿ, âiä ïîñëiäîâíîñòi äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ ç êîåôiöi¹íòàìè ïåðåíîñó

na(nx) òà êîåôiöi¹íòàìè äèôóçi¨ b(nx) ç äåÿêèìè ôóíêöiÿìè a i b. Òàêà ïî-

ñëiäîâíiñòü ïðè ïåâíèõ óìîâàõ ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ äî ãðàíè÷íîãî äèôóçiéíîãî

ïðîöåñó, ïðè÷îìó äèôóçiéíi êîåôiöi¹íòè ãðàíè÷íîãî ïðîöåñó íå ¹ ãðàíèöÿìè

âiäïîâiäíèõ êîåôiöi¹íòiâ äîãðàíè÷íèõ ïðîöåñiâ. Êðiì òîãî, íå âèêîíó¹òüñÿ

ïðèíöèï iíâàðiàíòíîñòi. Äàëi ïîáóäîâàíi îïòèìàëüíi ñòðàòåãi¨ � êîåôiöi¹íòè

ïåðåíîñó, ÿêi ìàêñèìiçóþòü ëîêàëüíèé ÷àñ â íóëi òà ìiíiìiçóþòü ÷àñ ïåðøîãî

ïîïàäàííÿ â íóëü (â ïåâíèõ ðîçóìiííÿõ) âiíåðîâîãî ïðîöåñó ç ïåðåíîñîì.

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ó òåîði¨ âèïàä-

êîâèõ ïðîöåñiâ, òåîði¨ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, â äîñëiäæåííÿõ ñòî-

õàñòè÷íèõ ìîäåëåé ïðèðîäíè÷èõ òà ñîöiàëüíî-åêîíîìi÷íèõ ÿâèù.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî ó ôàõîâèõ íàóêîâèõ æóðíà-

ëàõ i àïðîáîâàíî ó ïðîâiäíèõ ìàòåìàòè÷íèõ öåíòðàõ.
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