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ÀÍÎÒÀÖIß

Äìèòðèøèí Ð. I. Äåÿêi êëàñè ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ

äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i êðàòíi ñòåïåíåâi ðÿäè. � Êâàëiôiêà-

öiéíà íàóêîâà ïðàöÿ íà ïðàâàõ ðóêîïèñó.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ äîêòîðà ôiçèêî-ìàòåìàòè÷-

íèõ íàóê çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.01.01 � ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. � ÄÂÍÇ �Ïðè-

êàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà�. � Iíñòè-

òóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, Êè¨â, 2019.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïîâ'ÿçàíà iç êëàñè÷íèìè çàäà÷àìè äîñëiäæåííÿ

çáiæíîñòi ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè, äåÿêèìè ïèòàííÿìè âiäïîâiäíîñòi, ïîáóäîâîþ àëãîðèòìiâ ðîç-

âèíåííÿ çàäàíèõ ôîðìàëüíèõ êðàòíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ ó ôóíêöiîíàëüíi

ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, à òàêîæ çàñòîñó-

âàííÿì öèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè äî

íàáëèæåííÿ äåÿêèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ.

Öi çàäà÷i âiäíîñÿòüñÿ äî ðàöiîíàëüíèõ íàáëèæåíü àíàëiòè÷íèõ ôóí-

êöié áàãàòüîõ çìiííèõ � îäíîãî iç îñíîâíèõ ðîçäiëiâ ñó÷àñíî¨ àíàëiòè÷íî¨

òåîði¨ íåïåðåðâíèõ òà ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ. Îñíîâîïîëîæíèìè â

öié òåìàòèöi ââàæàþòüñÿ äîñëiäæåííÿ Â. ß. Ñêîðîáîãàòüêà 60-õ ðîêiâ XX-

ãî ñòîëiòòÿ, ÿêi ïðèñâÿ÷åíi ãiëëÿñòèì ëàíöþãîâèì äðîáàì � îäíèì iç áà-

ãàòîâèìiðíèõ óçàãàëüíåíü íåïåðåðâíèõ äðîáiâ. Ïîçàÿê â îñíîâó ïîáóäîâè

ðàöiîíàëüíèõ íàáëèæåíü àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ ïîêëàäåíî

ïðèíöèï âiäïîâiäíîñòi ìiæ ãiëëÿñòèì ëàíöþãîâèì äðîáîì i ôîðìàëüíèì

êðàòíèì ñòåïåíåâèì ðÿäîì, ÿêèé ¹ ¨¨ çîáðàæåííÿì, òî âèÿâèëîñÿ, ùî çàäà÷à

ïîáóäîâè ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ, âiäïîâiäíèõ äî çàäàíèõ ôîðìàëü-

íèõ êðàòíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ, íå ìà¹ îäíîçíà÷íîãî ðîçâ'ÿçêó. Ó çâ'ÿçêó ç

öèì âèêîðèñòîâóþòüñÿ äâà ïiäõîäè: íàêëàäàííÿ äîäàòêîâèõ óìîâ íà åëå-

ìåíòè ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó àáî ìîäèôiêàöiÿ ñòðóêòóðè ãiëëÿñòîãî

ëàíöþãîâîãî äðîáó.

Ó 1976 ðîöi Ä. I. Áîäíàðîì ââåäåíî äî ðîçãëÿäó ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðî-
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áè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, ÿêi çà ñòðóêòóðîþ ¹ àíàëîãàìè êðàòíèõ

ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ. Ç òèõ ïið öi ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè ñòàëè îá'¹êòîì

äîñëiäæåíü ôàõiâöiâ ç àíàëiòè÷íî¨ òåîði¨ íåïåðåðâíèõ òà ãiëëÿñòèõ ëàí-

öþãîâèõ äðîáiâ, çîêðåìà Ä. I. Áîäíàðà, Õ. É. Êó÷ìiíñüêî¨, Â. Ñåìàøêà,

Ò. Ì. Àíòîíîâî¨, Î. Å. Áàðàí, Ì. Ì. Áóáíÿê.

Äðóãèé ðîçäië, ïåðøèé iç îñíîâíèõ ðîçäiëiâ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè, ïðè-

ñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ çáiæíîñòi ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà-

÷íèìè çìiííèìè, ÷àñòèííi çíàìåííèêè ÿêèõ äîðiâíþþòü îäèíèöi. Âñòàíîâ-

ëåíî áàãàòîâèìiðíå óçàãàëüíåííÿ êëàñè÷íî¨ îçíàêè çáiæíîñòi Âîðïiöüêîãî

äëÿ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè iç âèêîðè-

ñòàííÿì âèðàçó âèãëÿäó qiki(k)q
ik−1
i(k−1)(1− qi(k−1)), ÿêèé ñóòò¹âî âðàõîâó¹ ñòðó-

êòóðó äîñëiäæóâàíèõ îá'¹êòiâ.

Ó ïiäðîçäiëàõ 2.2 i 2.3 âñòàíîâëåíî åôåêòèâíi îçíàêè çáiæíîñòi äëÿ

ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, ÷àñòèííi ëàí-

êè ÿêèõ âiäïîâiäíî ìàþòü âèãëÿä gi(k)(1−gi(k−1))zi(k)
1 i

q
ik
i(k)q

ik−1
i(k−1)(1−qi(k−1))zi(k)

1 . Óñi

öi îçíàêè çáiæíîñòi ¹ áàãàòîâèìiðíèìè àíàëîãàìè âiäïîâiäíèõ êëàñè÷íèõ

ðåçóëüòàòiâ Î. Ïåððîíà, À. Ïðiíãñõàéìà, Å. Á. Âàí Ôëåêà, Ã. Ñ. Âîëëà i

Äæ. Ô. Ïåéäîíà äëÿ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ.

Òðåòié ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé çîáðàæåííþ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ

çìiííèõ ôóíêöiîíàëüíèìè ãiëëÿñòèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè ç íåðiâíîçíà-

÷íèìè çìiííèìè. Ðîçãëÿíóòî ïiäõiä, ó ÿêîìó ôîðìàëüíå ðîçâèíåííÿ ó ôóí-

êöiîíàëüíèé ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè îòðè-

ìó¹òüñÿ çà óìîâè, ùî ðîçâèíåííÿ Ëîðàíà êîæíîãî éîãî n-ãî ïiäõiäíîãî

äðîáó çáiãà¹òüñÿ iç çàäàíèì ôîðìàëüíèì êðàòíèì ðÿäîì Ëîðàíà L0(z) ïî-

÷ëåííî äî âñiõ îäíîðiäíèõ ÷ëåíiâ çi ñòåïåíåì (νn− 1) âêëþ÷íî, i νn ïðÿìó¹

äî íåñêií÷åííîñòi iç ðîñòîì n. Ôóíêöiîíàëüíi ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè ç

íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, âèçíà÷åíi ó òàêèé ñïîñiá, íàçâàíî âiäïîâiäíèìè

äî çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ðÿäó Ëîðàíà L0(z). Ó ðåçóëüòàòi äîñëi-

äæåíü îïèñàíî çàãàëüíó òåîðiþ âiäïîâiäíîñòi äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé ôóíêöié

áàãàòüîõ çìiííèõ {Rn(z)}n∈N0
, ìåðîìîðôíèõ â òî÷öi z = 0 (ïiä ôóíêöi¹þ
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áàãàòüîõ çìiííèõ R(z), ìåðîìîðôíîþ â òî÷öi z = 0 (òîáòî ó âiäêðèòîìó

ïîëiêðóçi, ÿêèé ìiñòèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò) ðîçóìi¹ìî òàêó ôóíêöiþ áà-

ãàòüîõ çìiííèõ, äëÿ ÿêî¨ iñíó¹ ìóëüòèiíäåêñ m ∈ NN0 òàêèé, ùî R(z)zm

¹ ãîëîìîðôíîþ â òî÷öi z = 0). Îñîáëèâèì âèïàäêîì Rn(z) ìîæå áóòè

ïiäõiäíèé äðiá ôóíêöiîíàëüíîãî ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíî-

çíà÷íèìè çìiííèìè.

Ó ïiäðîçäiëi 3.2 ïðîâåäåíî êëàñèôiêàöiþ ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿñòèõ

ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, ÿêi ¹ áàãàòîâèìiðíèìè

óçàãàëüíåííÿìè âiäïîâiäíèõ êëàñiâ ôóíêöiîíàëüíèõ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ,

ïðè öüîìó îçíà÷åíî áàãàòîâèìiðíèé S -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè,

áàãàòîâèìiðíèé g-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, áàãàòîâèìiðíèé π-äðiá

ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, áàãàòîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç íåðiâíî-

çíà÷íèìè çìiííèìè i áàãàòîâèìiðíèé J -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

Ó ïiäðîçäiëàõ 3.3�3.5 äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi âiäïîâiäíîñòi äëÿ áàãà-

òîâèìiðíèõ ðåãóëÿðíèõ Ñ -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i äëÿ ¨õ îñî-

áëèâîãî âèïàäêó � áàãàòîâèìiðíèõ g-äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, à

òàêîæ äëÿ òiñíî ïîâ'ÿçàíèõ ìiæ ñîáîþ áàãàòîâèìiðíèõ ïðè¹äíàíèõ äðîáiâ

ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i áàãàòîâèìiðíèõ J -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè.

×åòâåðòèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî ìåòîäàì ïîáóäîâè ôóíêöiîíàëüíèõ ãië-

ëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè. Ðîçãëÿíóòî ïiä-

õiä, ó ÿêîìó àëãîðèòìè ðîçâèíåííÿ çàäàíèõ ôîðìàëüíèõ êðàòíèõ ñòåïå-

íåâèõ ðÿäiâ ó ôóíêöiîíàëüíi ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè îòðèìàíî iç âèêîðèñòàííÿì âiäïîâiäíèõ êëàñè÷íèõ àëãîðèòìiâ.

Ó ðåçóëüòàòi äîñëiäæåíü ïîáóäîâàíî àëãîðèòìè ðîçâèíåííÿ çàäàíîãî ôîð-

ìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó ó áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé Ñ -äðiá

ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i áàãàòîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç íåðiâíî-

çíà÷íèìè çìiííèìè, à òàêîæ ïîáóäîâàíî áàãàòîâèìiðíèé qd -àëãîðèòì Ðó-

òiñõàóçåðà i áàãàòîâèìiðíèé g-àëãîðèòì Áàóåðà. Äëÿ êîæíîãî àëãîðèòìó

âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè éîãî iñíóâàííÿ. Êðiì öüîãî, âñòà-
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íîâëåíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ áàãàòîâèìiðíîãî S -äðîáó ç

íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, âiäïîâiäíîãî äî çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíî-

ãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó. Ó êîæíîìó iç ïîáóäîâàíèõ àëãîðèòìiâ çíàéäåíî ÿâíi

ôîðìóëè îá÷èñëåííÿ êîåôiöi¹íòiâ ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ

äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè çà êîåôiöi¹íòàìè çàäàíèõ ôîðìàëüíèõ

êðàòíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ.

Ï'ÿòèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ çáiæíîñòi ôóíêöiîíàëüíèõ ãi-

ëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè. Ðîçãëÿíóòî ïiä-

õîäè, ó ÿêèõ äëÿ âñòàíîâëåííÿ îçíàê çáiæíîñòi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òåîðåìà

ïðî ïðîäîâæåííÿ çáiæíîñòi iç óæå âiäîìî¨ ìàëî¨ îáëàñòi äî áiëüøî¨. Êðiì

öüîãî, ðîçãëÿíóòî ïiäõiä, ó ÿêîìó äëÿ çíàõîäæåííÿ îöiíîê ïîõèáîê íà-

áëèæåíü äëÿ ôóíêöiîíàëüíîãî ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà-

÷íèìè çìiííèìè âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïàðíà ÷àñòèíà iíøîãî ôóíêöiîíàëüíîãî

ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

Ó ðåçóëüòàòi äîñëiäæåíü â ïiäðîçäiëàõ 5.1 i 5.2 âñòàíîâëåíî îçíàêè çái-

æíîñòi äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ ðåãóëÿðíèõ Ñ -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìií-

íèìè i áàãàòîâèìiðíèõ S -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè. Çîêðåìà, äî-

âåäåíî, ùî îá'¹äíàííÿ ïåðåòèíiâ ïàðàáîëi÷íèõ i êðóãîâèõ ¹ îáëàñòþ çái-

æíîñòi áàãàòîâèìiðíîãî S -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, à îá'¹äíàííÿ

ïàðàáîëi÷íèõ îáëàñòåé � îáëàñòþ çáiæíîñòi îáåðíåíîãî äî íüîãî ãiëëÿñòî-

ãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè. ßê íàñëiäîê iç öèõ ðå-

çóëüòàòiâ âñòàíîâëåíî îçíàêè çáiæíîñòi äëÿ S -äðîáiâ. Êðiì öüîãî, îòðèìàíî

îöiíêè ïîõèáîê íàáëèæåíü äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ S -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè â äåÿêèõ îáìåæåíèõ îáëàñòÿõ iç CN .
Ó ïiäðîçäiëi 5.3 ïîêàçàíî, ùî áàãàòîâèìiðíèé g-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè ¹ ïàðíîþ ÷àñòèíîþ áàãàòîâèìiðíîãî π-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè. Íà îñíîâi öüîãî äîâåäåíî, ùî îá'¹äíàííÿ ïàðàáîëi÷íèõ îáëàñòåé

¹ îáëàñòþ çáiæíîñòi áàãàòîâèìiðíîãî g-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

i ðiçíèõ éîãî ìîäèôiêàöié òà îòðèìàíî îöiíêè ïîõèáîê íàáëèæåíü äëÿ öèõ

ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè â äåÿêèõ îáìå-
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æåíèõ îáëàñòÿõ iç CN .
Ó ïiäðîçäiëi 5.4 äîâåäåíî, ùî êðóãîâi i êóòîâi îáëàñòi ¹ îáëàñòÿìè çái-

æíîñòi áàãàòîâèìiðíèõ ïðè¹äíàíèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i

áàãàòîâèìiðíèõ J -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, à òàêîæ äîâåäåíî

çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòåé ïàðíèõ i íåïàðíèõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ öèõ ãiëëÿ-

ñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè â äåÿêèõ ïiäìíîæè-

íàõ iç CN i ¨õ ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü íà êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèíàõ îáëàñòåé iç

CN , ÿêi ¹ âíóòðiøíîñòÿìè öèõ ïiäìíîæèí. Êðiì öüîãî, äîâåäåíî, ùî óìî-

âîþ çáiæíîñòi äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ ïðè¹äíàíèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè i áàãàòîâèìiðíèõ J -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè â ïiäìíî-

æèíàõ iç CN ¹ ðîçáiæíiñòü ðÿäiâ, ñêëàäåíèõ iç êîåôiöi¹íòiâ åëåìåíòiâ öèõ

ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

Øîñòèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî íàáëèæåííþ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié áàãà-

òüîõ çìiííèõ ôóíêöiîíàëüíèìè ãiëëÿñòèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè ç íå-

ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè. Ó ðåçóëüòàòi äîñëiäæåíü ïîáóäîâàíî ðîçâèíåííÿ

äåÿêèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ, çîáðàæåíèõ ôîðìàëüíèìè

êðàòíèì ñòåïåíåâèìè ðÿäàìè, ó áàãàòîâèìiðíi ðåãóëÿðíi Ñ -äðîáè ç íåðiâ-

íîçíà÷íèìè çìiííèìè, áàãàòîâèìiðíi S -äðîáè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè,

áàãàòîâèìiðíi g-äðîáè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i áàãàòîâèìiðíi ïðè¹ä-

íàíi äðîáè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè. Çîêðåìà, ïîáóäîâàíî çîáðàæåííÿ

åêñïîíåíöiàëüíî¨ i ñòåïåíåâî¨ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ áàãàòîâèìiðíèìè

ðåãóëÿðíèìè Ñ -äðîáàìè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè. Íà ÷èñëîâèõ ïðè-

êëàäàõ ïîêàçàíî åôåêòèâíiñòü ïîáóäîâàíèõ íàáëèæåíü.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííè-

ìè, êëàñè ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íè-

ìè çìiííèìè, ôîðìàëüíi êðàòíi ðÿäè Ëîðàíà, ôîðìàëüíi êðàòíi ñòåïåíåâi

ðÿäè, çáiæíiñòü, àáñîëþòíà çáiæíiñòü, ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü, âiäïîâiäíiñòü,

àëãîðèòìè ïîáóäîâè ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâ-

íîçíà÷íèìè çìiííèìè, âiäïîâiäíèõ äî ôîðìàëüíèõ êðàòíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿ-

äiâ, îöiíêè ïîõèáîê íàáëèæåíü, íàáëèæåííÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ
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çìiííèõ ôóíêöiîíàëüíèìè ãiëëÿñòèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè ç íåðiâíîçíà-

÷íèìè çìiííèìè.

Dmytryshyn R. I. Some classes of functional branched continued fractions

with independent variables and multiple power series. � Qualifying scienti�c

work on rights of manuscript.

The thesis for obtaining the Doctor of Physical and Mathematical Sciences

degree on the speciality 01.01.01 � mathematical analysis. � Public Higher

Education Institution �Vasyl Stefanyk Precarpathian National University�. �

Institute of Mathematics, National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2019.

The thesis is related to the classical problems of investigation of the con-

vergence of certain classes of functional branched continued fractions with in-

dependent variables, to some questions of correspondence, to construction of

algorithms for the expansion of given formal multiple power series into the

functional branched continued fractions with independent variables, and to

application of these branched continued fractions with independent variables

to the approximation of some analytic multivariable functions.

These problems are related to rational approximations of analytic multi-

variable functions which is one of the main directions of the modern analytical

theory of continued and branched continued fractions. V. Ya. Skorobogatko's

researches of the 1960s, devoted to branched continued fractions, which are

one of the multidimensional generalizations of continued fractions, are consi-

dered basic on this topic. Since the basis of constructing rational approximati-

ons of the analytic multivariable function is the principle of correspondence

between a branched continued fraction and a formal multiple power series that

is its representation, it was found that the problem of constructing branched

continued fractions corresponding to given formal multiple power series has no

clear solution. In this connection, two approaches are used: to overlay additi-

onal conditions on the elements of branched continued fraction or to variate

constructions of the branched continued fraction.

In 1976 D. I. Bodnar introduced branched continued fractions with inde-
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pendent variables, which by their structure, are the analogues of multiple power

series. Since that time, these branched continued fractions with independent

variables are a subject of research of the leading experts in the analytical theory

of continued and branched continued fractions, in particular, D. I. Bodnar,

Ch. Yo. Kuchminska, V. Semashko, T. M. Antonova, O. E. Baran, M. M. Bub-

njak.

The second section, the �rst of the main sections of the thesis, is devoted

to investigation of the convergence of branched continued fractions with inde-

pendent variables, whose partial denominators are equal to units. The multi-

dimensional generalization of the classical Worpitzky's criterion of convergence

for a branched continued fractions with independent variables is established by

the expression of the form qiki(k)q
ik−1
i(k−1)(1 − qi(k−1)), which essentially takes into

account the structure of the subject under investigation.

In subsections 2.2 and 2.3, an e�ective criterions of convergence are establi-

shed for branched continued fractions with independent variables whose partial

quotients are of the form gi(k)(1−gi(k−1))zi(k)
1 and

q
ik
i(k)q

ik−1
i(k−1)(1−qi(k−1))zi(k)

1 , respecti-

vely. All these criterions of convergence are multidimensional analogs of the

corresponding classical results of O. Perron, A. Pringsheim, E. B. Van Vleck,

H. S. Wall and J. F. Paydon for continued fractions.

The third section is devoted to the representation of analytic multivariable

functions by functional branched continued fractions with independent vari-

ables. We considered an approach in which formal expansion into a functional

branched continued fraction with independent variables is obtained providing

that Laurent's expansion of each its n-th approximant and given formal multi-

ple Laurent series L0(z) agree for all homogeneous terms up to and includi-

ng degree agree (νn − 1) and νn tends to in�nity with growth n. Functional

branched continued fractions with independent variables de�ned in this way

are called corresponding to formal multiple Laurent series L0(z). As a result of

the research, we describe the general theory of correspondence for the sequences

of multivariable functions {Rn(z)}n∈N0
meromorphic at z = 0 (a multivariable
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function R(z) meromorphic at z = 0 (i. e., in an open polydisk containing the

origin) we mean a multivariable function for which there exists a multiindex

m ∈ NN0 such that R(z)zm is a holomorphic at z = 0). A special case of

Rn(z) may be an approximant of a functional branched continued fraction with

independent variables.

In subsection 3.2, a classi�cation of functional branched continued fractions

with independent variables, which are multidimensional generalizations of the

corresponding classes of functional continued fractions, is carried out. In this

case, multidimensional S -fraction with independent variables, multidimensional

g-fraction with independent variables, multidimensional π-fractions with inde-

pendent variables, multidimensional associated fraction with independent vari-

ables and multidimensional J -fraction with independent variables are de�ned.

In subsections 3.3�3.5, the correspondence properties are investigated for

the multidimensional regular C -fractions with independent variables and for

their special case of multidimensional g-fractions with independent variables,

as well as for closely connected multidimensional associated fractions with inde-

pendent variables and multidimensional J -fractions with independent variables.

The fourth section is devoted to the methods of constructing of functi-

onal branched continued fractions with independent variables. An approach

is considered in which algorithms for the expansion of given formal multiple

power series into functional branched continued fractions with independent

variables are obtained by the corresponding classical algorithms. As a result

of the research, algorithms for the expansion of given formal multiple power

series into a multidimensional regular C -fraction with independent variables

and a multidimensional associated fraction with independent variables have

been constructed. And also a multidimensional Rutishauser qd -algorithm and

a multidimensional Bauer g-algorithm are constructed. For each algorithm the

necessary and su�cient conditions for its existence are established. In addition,

the necessary and su�cient conditions for the existence of a multidimensional

S -fraction with independent variables corresponding to given formal multiple
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power series are established. In each of the constructed algorithms, explicit

formulas for calculating the coe�cients of functional branched continued fracti-

ons with independent variables by the coe�cients of given formal multiple power

series are found.

The �fth section is devoted to investigation of the convergence of functional

branched continued fractions with independent variables. For establishing the

convergence criteria, we consider the approaches which using the convergence

continuation theorem to extend the convergence, already known for a small

domain, to a larger domain. In addition, an approach is considered in which

the even part of other functional branched continued fraction with independent

variables is used to �nd the truncation error bounds for the functional branched

continued fraction with independent variables.

As a result of studies in sections 5.1 and 5.2, there are established cri-

terions of convergence for multidimensional regular C -fractions with indepen-

dent variables and multidimensional S -fractions with independent variables.

In particular, it is proved that the union of the intersections of the parabolic

and circular domains is the domain of convergence of the multidimensional S -

fractions with independent variables, and the union of parabolic domains is the

domain of convergence of the branched continued fractions with independent

variables, reciprocal to it. As a consequence of these results, there are criterions

of convergence for S -fractions. In addition, the truncation error bounds for the

multidimensional S -fractions with independent variables are obtained in some

constrained domains of CN .
It is shown in subsection 5.3 that a multidimensional g-fraction with in-

dependent variables is an even part of multidimensional π-fraction with inde-

pendent variables. On the basis of this, it is proved that the union of parabolic

domains is a domain of convergence of a multidimensional g-fraction with inde-

pendent variables and its various modi�cations, and the truncation error bounds

for these branched continued fractions with independent variables are obtained

in some constrained domains of CN .
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It was proved in subsection 5.4 that the circular and angular domains

are domains of convergence of multidimensional associated fractions with inde-

pendent variables and multidimensional J -fractions with independent variables.

Also, the convergence of sequences of even and odd approximants of these bran-

ched continued fractions with independent variables are proved in some subsets

of CN and their uniform convergence are proved on compact subsets of domains

of CN , which are the interiors of these subsets. In addition, it is proved that the
divergent of the series composed of the coe�cients of elements of multidimen-

sional associated fractions with independent variables and multidimensional

J -fractions with independent variables are a condition of convergence for these

branched continued fractions with independent variables in some subsets of CN .
The sixth section is devoted to the approximation of analytic multivari-

able functions by functional branched continued fractions with independent

variables. As a result of research, the expansions of some analytic multivariable

functions, represented by formal multiple power series, into multidimensional

regular C -fractions with independent variables, multidimensional S -fractions

with independent variables, multidimensional g-fractions with independent va-

riables and multidimensional associated fractions with independent variables

are constructed. In particular, the represents of the exponential and power

multivariable functions by multivariate regular C -fractions with independent

variables are constructed. The numerical examples show the e�ciency of con-

structed approximations.

Key words: branched continued fractions with independent variables, clas-

ses of functional branched continued fractions with independent variables, for-

mal multiple Laurent series, formal multiple power series, convergence, absolu-

tely convergence, uniform convergence, correspondence, algorithms of construc-

ting functional branched continued fractions with independent variables that

correspond to formal multiple power series, truncation error bounds, approxi-

mation of analytic multivariable functions by functional branched continued

fractions with independent variables.
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ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Â àíàëiòè÷íié òåîði¨ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ îäíèì

iç íàéðîçâèíóòiøèõ ¹ íàïðÿì, ïîâ'ÿçàíèé iç íàáëèæåííÿì àíàëiòè÷íèõ ôóí-

êöié îäíi¹¨ çìiííî¨ íåïåðåðâíèìè äðîáàìè. Äîñëiäæåííÿ ó öüîìó íàïðÿì-

êó ïîñòiéíî ïðîâîäÿòüñÿ ïðîòÿãîì îñòàííiõ äâîõ ñòîëiòü i òiñíî ïîâ'ÿçàíi

iç iíøèìè âàæëèâèìè òåîðiÿìè, çîêðåìà, àïðîêñèìàöié Ïàäå, îðòîãîíàëü-

íèõ ïîëiíîìiâ, äiîôàíòîâèõ ðiâíÿíü, äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ïåðøi ðå-

çóëüòàòè ùîäî çîáðàæåííÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îäíi¹¨ çìiííî¨ íåïåðåðâ-

íèìè äðîáàìè îòðèìàíi Éî. Õ. Ëàìáåðòîì, Æ. Ëàãðàíæåì, Ë. Îéëåðîì

i Ê. Ô. Ãàóñîì. Ïîòiì öi äîñëiäæåííÿ ïðîäîâæóâàëèñÿ i ðîçâèâàëèñÿ â

ðîáîòàõ ×. Ãóòòîíà, Ì. À. Øòåðíà, Éo. Á. Õ. Õåéëåðìàííà, Õ. Õàíêå-

ëÿ, Ò. Ìóðà, �. Ôðîáåíióñà, Ò. Éî. Ñòiëüòü¹ñà, Î. Ïåððîíà, Ã. Ñ. Âîëëà,

Â. Á. Äæîóíñà, Â. Éî. Òðîíà òà ií.

Ïîáóäîâà ðàöiîíàëüíèõ íàáëèæåíü  ðóíòó¹òüñÿ íà ïðèíöèïi âiäïîâiä-

íîñòi ìiæ ïiäõiäíèìè äðîáàìè íåïåðåðâíîãî äðîáó i ôîðìàëüíèì ðÿäîì

Ëîðàíà, ÿêèì çîáðàæó¹òüñÿ çàäàíà àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ îäíi¹¨ çìiííî¨. Õî-

÷à îñíîâíi iäå¨ âiäïîâiäíîñòi íàëåæàòü Ê. Ô. Ãàóñó, çàãàëüíà òåîðiÿ îïèñàíà

â ðîáîòàõ Â. Á. Äæîóíñà i Â. Éî. Òðîíà.

Ó 60-õ ðîêàõ ÕÕ ñòîëiòòÿ äëÿ ïîáóäîâè ðàöiîíàëüíèõ íàáëèæåíü àíà-

ëiòè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ Â. ß. Ñêîðîáîãàòüêî çàïðîïîíóâàâ áà-

ãàòîâèìiðíå óçàãàëüíåííÿ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ � ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè.

Ïîçàÿê çàäà÷à ïîáóäîâè ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ, âiäïîâiäíèõ äî çàäà-

íèõ ôîðìàëüíèõ êðàòíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ, íå ìà¹ îäíîçíà÷íîãî ðîçâ'ÿçêó,

òî âèêîðèñòîâóþòüñÿ äâà ïiäõîäè: íàêëàäàííÿ äîäàòêîâèõ óìîâ íà åëåìåí-

òè ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó àáî ìîäèôiêàöiÿ ñòðóêòóðè ãiëëÿñòîãî

ëàíöþãîâîãî äðîáó. Ðåàëiçàöiÿ äðóãîãî ïiäõîäó ñïðèÿëà ïîÿâi ðiçíèõ êîí-

ñòðóêöié òàê çâàíèõ �äâîâèìiðíèõ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ�, ÿêi ñòàëè îá'¹êòàìè

äîñëiäæåíü â ðîáîòàõ Õ. É. Êó÷ìiíñüêî¨, Ì. Î'Äîíîãîå, Äæ. Ìåðôi, Á. Âåð-

äîíê, À. Êàéò, Â. Ñåìàøêà, Î. Ì. Ñóñü, Ò. Ì. Àíòîíîâî¨ òà ií. Ïðîòå êîí-

ñòðóêöi¨ öèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ iç çáiëüøåííÿì ÷èñëà çìiííèõ
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çíà÷íî óñêëàäíåíi.

Ó 1976 ðîöi Ä. I. Áîäíàðîì óâåäåíî äî ðîçãëÿäó ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi

äðîáè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, ÿêi çà ñòðóêòóðîþ ¹ àíàëîãàìè êðà-

òíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ. Ïåðøèì ðåçóëüòàòîì ¨õ äîñëiäæåííÿ ¹ íåîáõiäíi i

äîñòàòíi óìîâè çáiæíîñòi (äâîâèìiðíèé àíàëîã îçíàêè çáiæíîñòi Çàéäåëÿ �

Øòåðíà) äëÿ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

iç äîäàòíèìè åëåìåíòàìè. Ïîòiì öi äîñëiäæåííÿ ïðîäîâæóâàëèñÿ i ðîçâè-

âàëèñÿ â ðîáîòàõ Ä. I. Áîäíàðà, Õ. É. Êó÷ìiíñüêî¨, Â. Ñåìàøêà, Ò. Ì. Àí-

òîíîâî¨, Î. �. Áàðàí, Ì. Ì. Áóáíÿê òà ií.

Ó ðîáîòàõ Ä. I. Áîäíàðà i Î. �. Áàðàí ïîáóäîâàíî àëãîðèòìè ðîçâèíå-

ííÿ çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó ó âiäïîâiäíi ãiëëÿ-

ñòi ëàíöþãîâi äðîáè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè. Çàñòîñóâàííÿ ãiëëÿñòèõ

ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè äî çàäà÷ iíòåðïîëÿöi¨ ôóí-

êöié äâîõ çìiííèõ ðîçãëÿíóòî ó ðîáîòàõ Õ. É. Êó÷ìiíñüêî¨, à ó çàãàëüíîìó

âèïàäêó � Î. �. Áàðàí.

Íåçâàæàþ÷è íà çíà÷íi äîñÿãíåííÿ ó íàïðÿìi íàáëèæåííÿ àíàëiòè÷íèõ

ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ ãiëëÿñòèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè, öÿ òåìàòèêà

çàëèøà¹òüñÿ îäíi¹þ iç íàéâàæëèâiøèõ â àíàëiòè÷íié òåîði¨ íåïåðåðâíèõ òà

ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ i òàêîþ, ùî ìà¹ ùå äóæå áàãàòî âiäêðèòèõ

çàäà÷, îñîáëèâî ùîäî âèïàäêó òðüîõ i áiëüøå çìiííèõ.

Îäíi¹þ ç öåíòðàëüíèõ çàäà÷ ¹ âñòàíîâëåííÿ îçíàê çáiæíîñòi äëÿ ãië-

ëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè. Íà äàíèé ÷àñ iñíó¹

äîñèòü áàãàòî òåîðåì, ÿêi ìiñòÿòü ëèøå äîñòàòíi óìîâè àáî äóæå ãðîìiçä-

êi óìîâè, ùî óñêëàäíþ¹ ¨õ çàñòîñóâàííÿ. Òîìó ïîøóê åôåêòèâíèõ îçíàê

çáiæíîñòi ñêëàäà¹ âåëèêèé íàóêîâèé iíòåðåñ.

Îñîáëèâî¨ óâàãè ïîòðåáó¹ îïèñ çàãàëüíî¨ òåîði¨ âiäïîâiäíîñòi, à ðàçîì

iç íèì i çàäà÷i êëàñèôiêàöi¨ ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ

ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè òà äîñëiäæåííÿ ¨õ âëàñòèâîñòåé âiäïîâiäíîñòi.

Äîáðå âiäîìî, ùî ó ïîðiâíÿííi iç ñòåïåíåâèìè ðÿäàìè, ôóíêöiîíàëüíi

íåïåðåðâíi äðîáè ìîæóòü ìàòè øèðøi îáëàñòi çáiæíîñòi é êðàùó øâèäêiñòü



23

çáiæíîñòi. Öi âëàñòèâîñòi ïðèòàìàííi òàêîæ i ôóíêöiîíàëüíèì ãiëëÿñòèì

ëàíöþãîâèì äðîáàì ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè. Òîìó âñòàíîâëåííÿ íàé-

øèðøèõ îáëàñòåé çáiæíîñòi i çíàõîäæåííÿ îöiíîê ïîõèáîê íàáëèæåíü äëÿ

ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

¹ âàæëèâîþ íàóêîâîþ çàäà÷åþ.

Ç îãëÿäó íà ìàëó êiëüêiñòü ðîáiò ùîäî çàñòîñóâàíü ãiëëÿñòèõ ëàíöþãî-

âèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, ïîáóäîâà åôåêòèâíèõ àëãîðèòìiâ

ðîçâèíåííÿ çàäàíèõ ôîðìàëüíèõ êðàòíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ ó ôóíêöiîíàëü-

íi ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè iç ÿâíèìè ôîð-

ìóëàìè îá÷èñëåííÿ êîåôiöi¹íòiâ ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ

äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè çà êîåôiöi¹íòàìè çàäàíèõ ôîðìàëüíèõ

êðàòíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ i, ÿê íàñëiäîê, ïîáóäîâà çîáðàæåíü àíàëiòè÷íèõ

ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ, ÿêi âèíèêàþòü ó ïðèêëàäíèõ çàäà÷àõ ìàòåìàòè-

êè, ôiçèêè òà iíæåíåði¨, ôóíêöiîíàëüíèìè ãiëëÿñòèìè ëàíöþãîâèìè äðîáà-

ìè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè âèêëèêàþòü áåçóìîâíèé íàóêîâèé iíòåðåñ.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Äîñëiäæåííÿ âèêîíóâàëèñü ó ðàìêàõ íàóêîâî-äîñëiäíèõ äåðæáþäæåòíèõ

òåì �Ðîçðîáêà àíàëiòè÷íèõ ìåòîäiâ ó íåñêií÷åííîâèìiðíîìó êîìïëåêñíî-

ìó àíàëiçi òà òåîði¨ îïåðàòîðiâ� (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0113U000184)

i �Ïðîáëåìè íåëiíiéíîãî àíàëiçó ùîäî ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåíü, ÿêi íà-

ëåæàòü äî ðiçíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ êëàñiâ íà òîïîëîãi÷íèõ i òîïîëîãi÷íèõ

âåêòîðíèõ ïðîñòîðàõ� (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0118U000097) êàôåäðè

ìàòåìàòè÷íîãî i ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó ÄÂÍÇ �Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiî-

íàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà�.

Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ äîñëiäæåííÿ ¹ îçíà÷åííÿ äå-

ÿêèõ êëàñiâ ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà-

÷íèìè çìiííèìè, âñòàíîâëåííÿ óìîâ ¨õ çáiæíîñòi òà îöiíîê ïîõèáîê íà-

áëèæåíü äëÿ íèõ, ïîáóäîâà àëãîðèòìiâ ðîçâèíåííÿ çàäàíèõ ôîðìàëüíèõ

êðàòíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ ó ôóíêöiîíàëüíi ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè ç íå-

ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè òà çàñòîñóâàííÿ öèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ
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ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè äî íàáëèæåííÿ äåÿêèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

áàãàòüîõ çìiííèõ.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ôóíêöiîíàëüíi ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè ç

íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ âëàñòèâîñòi òà îçíàêè çáiæíîñòi ôóíêöiî-

íàëüíèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, âiä-

ïîâiäíiñòü ìiæ íèìè i ôîðìàëüíèìè êðàòíèìè ñòåïåíåâèìè ðÿäàìè, àë-

ãîðèòìè ïîáóäîâè ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâ-

íîçíà÷íèìè çìiííèìè òà íàáëèæåííÿ íèìè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ

çìiííèõ.

Çàäà÷i äîñëiäæåííÿ:

� âñòàíîâèòè áàãàòîâèìiðíå óçàãàëüíåííÿ îçíàêè çáiæíîñòi Âîðïiöü-

êîãî äëÿ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè;

� âñòàíîâèòè îçíàêè çáiæíîñòi äëÿ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ

ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, ÷àñòèííi ëàíêè ÿêèõ ìàþòü âèãëÿä
gi(k)(1−gi(k−1))zi(k)

1 , à òàêîæ âèãëÿä
q
ik
i(k)q

ik−1
i(k−1)(1−qi(k−1))zi(k)

1 ;

� îïèñàòè çàãàëüíó òåîðiþ âiäïîâiäíîñòi äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé ôóíêöié

áàãàòüîõ çìiííèõ {Rn(z)}n∈N0
, ìåðîìîðôíèõ â òî÷öi z = 0 (òîáòî ó âiä-

êðèòîìó ïîëiêðóçi, ÿêèé ìiñòèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò), äå Rn(z) � ôóíêöiÿ

áàãàòüîõ çìiííèõ, äëÿ ÿêî¨ iñíó¹ ìóëüòèiíäåêñ m ∈ NN0 òàêèé, ùî Rn(z)zm

¹ ãîëîìîðôíîþ â òî÷öi z = 0 äëÿ êîæíîãî n ≥ 0;

� ïðîâåñòè êëàñèôiêàöiþ ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðî-

áiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè;

� äîñëiäèòè âëàñòèâîñòi âiäïîâiäíîñòi äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ ðåãóëÿð-

íèõ C -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ g-äðîáiâ ç

íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ ïðè¹äíàíèõ äðîáiâ ç íå-

ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ J -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè;

� ïîáóäóâàòè i äîñëiäèòè àëãîðèòì ðîçâèíåííÿ çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî

êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó ó áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé C -äðiá ç íåðiâíî-
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çíà÷íèìè çìiííèìè;

� ïîáóäóâàòè i äîñëiäèòè áàãàòîâèìiðíèé qd -àëãîðèòì Ðóòiñõàóçåðà

ðîçâèíåííÿ ôîðìàëüíîãî çàäàíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó ó áàãàòîâè-

ìiðíèé ðåãóëÿðíèé C -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè;

� âñòàíîâèòè íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ áàãàòîâèìiðíîãî S -

äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, âiäïîâiäíîãî äî çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî

êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó;

� ïîáóäóâàòè i äîñëiäèòè áàãàòîâèìiðíèé g-àëãîðèòì Áàóåðà ðîçâè-

íåííÿ ôîðìàëüíîãî çàäàíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó ó áàãàòîâèìiðíèé

g-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè;

� ïîáóäóâàòè i äîñëiäèòè àëãîðèòì ðîçâèíåííÿ çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî

êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó ó áàãàòîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç íåðiâíîçíà-

÷íèìè çìiííèì;

� äîñëiäèòè çáiæíiñòü áàãàòîâèìiðíèõ ðåãóëÿðíèõ C -äðîáiâ ç íåðiâ-

íîçíà÷íèìè çìiííèìè, áàãàòîâèìiðíèõ S -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííè-

ìè, áàãàòîâèìiðíèõ g-äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, áàãàòîâèìiðíèõ

ïðè¹äíàíèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i áàãàòîâèìiðíèõ J -äðîáiâ

ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè;

� îòðèìàòè îöiíêè ïîõèáîê íàáëèæåíü äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ S -äðîáiâ ç

íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ g-äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íè-

ìè çìiííèìè;

� ïîáóäóâàòè i äîñëiäèòè íàáëèæåííÿ äåÿêèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

áàãàòüîõ çìiííèõ ôóíêöiîíàëüíèìè ãiëëÿñòèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè ç íå-

ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ó ðîáîòi âèêîðèñòàíî ìåòîäè ìàòåìàòè÷íîãî

i êîìïëåêñíîãî àíàëiçó, à òàêîæ àíàëiòè÷íî¨ òåîði¨ íåïåðåðâíèõ òà ãiëëÿ-

ñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ.

Íàóêîâà íîâèçíà îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Óñi ðåçóëüòàòè äèñåð-

òàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ íîâèìè i ïîëÿãàþòü ó òàêîìó:

� âñòàíîâëåíî íîâå áàãàòîâèìiðíå óçàãàëüíåííÿ îçíàêè çáiæíîñòi Âîð-
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ïiöüêîãî äëÿ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè;

� âñòàíîâëåíî íîâi åôåêòèâíi îçíàêè çáiæíîñòi äëÿ ãiëëÿñòèõ ëàí-

öþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, ÷àñòèííi ëàíêè ÿêèõ ìàþòü

âèãëÿä gi(k)(1−gi(k−1))zi(k)
1 , à òàêîæ âèãëÿä

q
ik
i(k)q

ik−1
i(k−1)(1−qi(k−1))zi(k)

1 ;

� îïèñàíî çàãàëüíó òåîðiþ âiäïîâiäíîñòi äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé ôóíêöié

áàãàòüîõ çìiííèõ {Rn(z)}n∈N0
, ìåðîìîðôíèõ â òî÷öi z = 0 (òîáòî ó âiä-

êðèòîìó ïîëiêðóçi, ÿêèé ìiñòèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò), äå Rn(z) � ôóíêöiÿ

áàãàòüîõ çìiííèõ, äëÿ ÿêî¨ iñíó¹ ìóëüòèiíäåêñ m ∈ NN0 òàêèé, ùî Rn(z)zm

¹ ãîëîìîðôíîþ â òî÷öi z = 0 äëÿ êîæíîãî n ≥ 0;

� ïðîâåäåíî êëàñèôiêàöiþ ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ

äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, ÿêi ¹ áàãàòîâèìiðíèìè óçàãàëüíåííÿìè

âiäïîâiäíèõ êëàñiâ ôóíêöiîíàëüíèõ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ;

� äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi âiäïîâiäíîñòi äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ ðåãóëÿð-

íèõ C -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ g-äðîáiâ ç

íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ ïðè¹äíàíèõ äðîáiâ ç íå-

ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ J -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè;

� ïîáóäîâàíî íîâèé àëãîðèòì ðîçâèíåííÿ çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî êðà-

òíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó ó áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé C -äðiá ç íåðiâíîçíà-

÷íèìè çìiííèìè òà âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ öüîãî

àëãîðèòìó;

� ïîáóäîâàíî áàãàòîâèìiðíèé qd -àëãîðèòì Ðóòiñõàóçåðà ðîçâèíåííÿ

çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó ó áàãàòîâèìiðíèé ðåãó-

ëÿðíèé C -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè òà âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi i äî-

ñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ öüîãî àëãîðèòìó;

� âñòàíîâëåíî íîâi íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ áàãàòîâèìið-

íîãî S -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè âiäïîâiäíîãî äî çàäàíîãî ôîð-

ìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó;

� ïîáóäîâàíî áàãàòîâèìiðíèé g-àëãîðèòì Áàóåðà ðîçâèíåííÿ çàäàíîãî

ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó ó áàãàòîâèìiðíèé g-äðiá ç íåðiâ-
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íîçíà÷íèìè çìiííèìè òà âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ

öüîãî àëãîðèòìó;

� ïîáóäîâàíî àëãîðèòì ðîçâèíåííÿ çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî

ñòåïåíåâîãî ðÿäó ó áàãàòîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè òà âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ öüîãî àë-

ãîðèòìó;

� äîâåäåíî, ùî ïåðåòèí ïàðàáîëi÷íî¨ i êðóãîâî¨ îáëàñòåé ¹ îáëàñòþ çái-

æíîñòi áàãàòîâèìiðíîãî ðåãóëÿðíîãî C -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè,

à ïàðàáîëi÷íà îáëàñòü � îáëàñòþ çáiæíîñòi îáåðíåíîãî äî íüîãî áàãàòîâè-

ìiðíîãî ðåãóëÿðíîãî C -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè;

� äîâåäåíî, ùî îá'¹äíàííÿ ïåðåòèíiâ ïàðàáîëi÷íèõ i êðóãîâèõ îáëàñòåé

¹ îáëàñòþ çáiæíîñòi áàãàòîâèìiðíîãî S -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè,

à îá'¹äíàííÿ ïàðàáîëi÷íèõ îáëàñòåé � îáëàñòþ çáiæíîñòi îáåðíåíîãî äî

íüîãî áàãàòîâèìiðíîãî S -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, i, ÿê íàñëiäêè

iç öèõ ðåçóëüòàòiâ, îòðèìàíî äâi íîâi îçíàêè çáiæíîñòi äëÿ S -äðîáiâ;

� îòðèìàíî íîâi îöiíêè ïîõèáîê íàáëèæåíü äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ S -

äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè â äåÿêèõ îáìåæåíèõ îáëàñòÿõ iç CN ;

� ïîêàçàíî, ùî áàãàòîâèìiðíèé g-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè ¹

ïàðíîþ ÷àñòèíîþ áàãàòîâèìiðíîãî π-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè;

� äîâåäåíî, ùî îá'¹äíàííÿ ïàðàáîëi÷íèõ îáëàñòåé ¹ îáëàñòþ çáiæíîñòi

áàãàòîâèìiðíîãî g-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i ðiçíèõ éîãî ìîäèôi-

êàöié òà îòðèìàíî îöiíêè ïîõèáîê íàáëèæåíü äëÿ öèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãî-

âèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè â äåÿêèõ îáìåæåíèõ îáëàñòÿõ iç CN;

� äîâåäåíî, ùî êðóãîâi i êóòîâi îáëàñòi ¹ îáëàñòÿìè çáiæíîñòi áàãàòî-

âèìiðíèõ ïðè¹äíàíèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i áàãàòîâèìiðíèõ

J -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè;

� äîâåäåíî çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòåé ïàðíèõ i íåïàðíèõ ïiäõiäíèõ äðî-

áiâ áàãàòîâèìiðíèõ ïðè¹äíàíèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i áàãà-

òîâèìiðíèõ J -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè ó äåÿêèõ ïiäìíîæèíàõ iç

CN i ¨õ ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü íà êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèíàõ îáëàñòåé iç CN ,
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ÿêi ¹ âíóòðiøíîñòÿìè öèõ ïiäìíîæèí, à òàêîæ äîâåäåíî, ùî óìîâîþ çái-

æíîñòi äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ ïðè¹äíàíèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

i áàãàòîâèìiðíèõ J -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè â ïiäìíîæèíàõ iç

CN ¹ ðîçáiæíiñòü ðÿäiâ, ñêëàäåíèõ iç êîåôiöi¹íòiâ åëåìåíòiâ öèõ ãiëëÿñòèõ

ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè;

� ïîáóäîâàíî íàáëèæåííÿ äåÿêèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìií-

íèõ ôóíêöiîíàëüíèìè ãiëëÿñòèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè ç íåðiâíîçíà÷íè-

ìè çìiííèìè i ïîêàçàíî åôåêòèâíiñòü öèõ íàáëèæåíü.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà ðî-

áîòà íîñèòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. �¨ ðåçóëüòàòè ìîæóòü çàñòîñîâóâàòèñÿ

â àíàëiòè÷íié òåîði¨ íåïåðåðâíèõ òà ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ äî äîñëi-

äæåííÿ çáiæíîñòi ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííè-

ìè, à òàêîæ ìîæóòü áóòè êîðèñíèìè äëÿ ïîáóäîâè i äîñëiäæåííÿ ðàöiî-

íàëüíèõ íàáëèæåíü àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ, ÿêi âèíèêàþòü

ó ïðèêëàäíèõ çàäà÷àõ ìàòåìàòèêè, ôiçèêè òà iíæåíåði¨.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Óñi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨, ùî âè-

íîñÿòüñÿ íà çàõèñò, îòðèìàíî àâòîðîì ñàìîñòiéíî. Ó ñòàòòÿõ [26, 30, 91]

Ä. I. Áîäíàðó íàëåæàòü ïîñòàíîâêè çàäà÷ òà àíàëiç îòðèìàíèõ ðåçóëüòà-

òiâ. Ó ñïiëüíié ç Î. Ñ. Áîäíàð ïðàöi [93] àâòîðó íàëåæàòü òåîðåìè 2�5 òà

íàñëiäêè 1 i 2.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáî-

òè äîïîâiäàëèñÿ òà îáãîâîðþâàëèñÿ íà:

� Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �VIII Áiëîðóñüêà ìàòåìàòè÷íà êîíôåðåí-

öiÿ� (Ìiíñüê, Áiëîðóñü, 19�24 ÷åðâíÿ 2000 ð.);

� Êîíôåðåíöi¨ �Ôóíêöiîíàëüíi ìåòîäè â òåîði¨ íàáëèæåíü, òåîði¨ îïå-

ðàòîðiâ, ñòîõàñòè÷íîìó àíàëiçi òà ñòàòèñòèöi� (Êè¨â, 19�22 æîâòíÿ 2001 ð.);

� Ìiæíàðîäíîìó êîíãðåñi ç îá÷èñëþâàëüíî¨ i ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè

(Ëåâåí, Áåëüãiÿ, 22�26 ëèïíÿ, 2002 ð.);

� Ìiæíàðîäíié øêîëi-ñåìiíàði �Ëàíöþãîâi äðîáè, ¨õ óçàãàëüíåííÿ òà

çàñòîñóâàííÿ�, ïðèñâÿ÷åíî¨ 75-ði÷÷þ ç äíÿ íàðîäæåííÿ ïðîô. Â. ß. Ñêîðî-
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áîãàòüêà (Óæãîðîä, 19�24 ñåðïíÿ 2002 ð.);

� III âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Íåëiíiéíi ïðîáëåìè àíàëi-

çó� (Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, 9�12 âåðåñíÿ 2003 ð.);

� X ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ iìåíi àêàäåìiêà Ì. Êðàâ÷óêà (Êè¨â, 13�

15 òðàâíÿ 2004 ð.);

� Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ ç ÷èñåëüíîãî àíàëiçó i ïðèêëàäíî¨ ìàòå-

ìàòèêè 2005 (Ðîäîñ, Ãðåöiÿ, 16�20 âåðåñíÿ 2005 ð.);

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç i äèôå-

ðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ� (Óæãîðîä, 18�23 âåðåñíÿ 2006 ð.);

� Ìiæíàðîäíié ìàòåìàòè÷íié êîíôåðåíöi¨ iì. Â. ß. Ñêîðîáîãàòüêà

(Äðîãîáè÷, 24�28 âåðåñíÿ 2007 ð.);

� Äâàíàäöÿòié ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ iìåíi àêàäåìiêà Ì. Êðàâ÷óêà

(Êè¨â, 15�17 òðàâíÿ 2008 ð.);

� Òðèíàäöÿòié ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ iìåíi àêàäåìiêà Ì. Êðàâ÷óêà

(Êè¨â, 13�15 òðàâíÿ 2010 ð.);

�Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ ç êîìïëåêñíîãî àíàëiçó ïàì'ÿòi À. À. Ãîëü-

äáåðãà (1930-2008) (Ëüâiâ, 31 òðàâíÿ � 5 ÷åðâíÿ 2010 ð.);

� Ìiæíàðîäíié ìàòåìàòè÷íié êîíôåðåíöi¨ iì. Â. ß. Ñêîðîáîãàòüêà

(Äðîãîáè÷, 19�23 âåðåñíÿ 2011 ð.);

� Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �Òåîðiÿ íàáëèæåííÿ ôóíêöié òà ¨¨ çàñòîñó-

âàííÿ�, ïðèñâÿ÷åíié 70-ði÷÷þ ç äíÿ íàðîäæåííÿ ÷ëåíà-êîðåñïîíäåíòà ÍÀÍ

Óêðà¨íè, ïðîôåñîðà Î. I. Ñòåïàíöÿ (1942-2007) (Êàì'ÿíåöü-Ïîäiëüñüêèé, 28

òðàâíÿ � 3 ÷åðâíÿ 2012 ð.);

� Ìiæíàðîäíié ìàòåìàòè÷íié êîíôåðåíöi¨ �Áîãîëþáîâñüêi ÷èòàííÿ

DIF-2013. Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, òåîðiÿ ôóíêöié òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ�,

ç íàãîäè 75-ði÷÷ÿ ç äíÿ íàðîäæåííÿ àêàäåìiêà À. Ì. Ñàìîéëåíêà (Ñåâà-

ñòîïîëü, 23�30 ÷åðâíÿ 2013 ð.);

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Òåîðiÿ íàáëèæåíü i ¨¨ çàñòîñó-

âàííÿ�, ç íàãîäè 75-ði÷÷ÿ Âiòàëiÿ Ïàâëîâè÷à Ìîòîðíîãî (Äíiïðîïåòðîâñüê,

8�11 æîâòíÿ 2015 ð.);
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� Âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨ éìî-

âiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó� (Âîðîõòà, 22�25 ëþòîãî 2017 ð.);

� Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �Òåîðiÿ íàáëèæåííÿ ôóíêöié òà ¨¨ çàñòîñó-

âàííÿ�, ïðèñâÿ÷åíié 75-ði÷÷þ ç äíÿ íàðîäæåííÿ ÷ëåíà-êîðåñïîíäåíòà ÍÀÍ

Óêðà¨íè, ïðîôåñîðà Î. I. Ñòåïàíöÿ (1942�2007) (Ñëîâ'ÿíñüê, 28 òðàâíÿ �

3 ÷åðâíÿ 2017 ð.);

� Âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨

éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó� (Âîðîõòà, 27 ëþòîãî � 2 áåðåçíÿ

2018 ð.);

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè ìåõàíiêè òà

ìàòåìàòèêè�, ïðèñâÿ÷åíié 90-ði÷÷þ âiä äíÿ íàðîäæåííÿ àêàäåìiêà ÍÀÍ

Óêðà¨íè ßðîñëàâà Ñòåïàíîâè÷à Ïiäñòðèãà÷à òà 40-ði÷÷þ ñòâîðåíîãî íèì

Iíñòèòóòó ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè

(Ëüâiâ, 22�25 òðàâíÿ 2018 ð.);

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè ìàòåìàòè-

êè òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ â ïðèðîäíè÷èõ íàóêàõ i iíôîðìàöiéíèõ òåõíîëîãi-

ÿõ�, ïðèñâÿ÷åíié 50-ði÷÷þ ôàêóëüòåòó ìàòåìàòèêè òà iíôîðìàòèêè ×åð-

íiâåöüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à (×åðíiâöi,

17�19 âåðåñíÿ 2018 ð.);

� VI âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ iìåíi Á. Â. Âàñèëèøèíà �Íå-

ëiíiéíi ïðîáëåìè àíàëiçó� (Iâàíî-Ôðàíêiâñüê � Ìèêóëè÷èí, 26�28 âåðåñíÿ

2018 ð.);

à òàêîæ íà:

� íàóêîâîìó ñåìiíàði ç àíàëiòè÷íî¨ òåîði¨ íåïåðåðâíèõ òà ãiëëÿñòèõ

ëàíöþãîâèõ äðîáiâ â Iíñòèòóòi ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìàòè-

êè iì. ß. Ñ. Ïiäñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¨íè (Ëüâiâ, 2000-2018 ðð., êåðiâíèêè

ñåìiíàðó: ä.ô.-ì.í., ïðîô. Ä. I. Áîäíàð, ä.ô.-ì.í., ñ.í.ñ. Õ. É. Êó÷ìiíñüêà);

� íàóêîâî-íàâ÷àëüíîìó ñåìiíàði �Òåîðiÿ ïîòåíöiàëó òà ¨¨ çàñòîñóâàí-

íÿ� ó Ëüâiâñüêîìó íàöiîíàëüíîìó óíiâåðñèòåòi iìåíi Iâàíà Ôðàíêà (Ëüâiâ,

2 ëèñòîïàäà 2017 ð., êåðiâíèêè ñåìiíàðó: ä.ô.-ì.í., ïðîô. Î. Á. Ñêàñêiâ,
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ä.ô.-ì.í., ïðîô. I. Å. ×èæèêîâ);

� íàóêîâîìó ñåìiíàði �Ñó÷àñíèé àíàëiç� ó Êè¨âñüêîìó íàöiîíàëüíîìó

óíiâåðñèòåòi iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà (Êè¨â, 29 ëèñòîïàäà 2017 ð., êåðiâíèêè

ñåìiíàðó: ä.ô.-ì.í., ïðîô. I. Î. Øåâ÷óê, ä.ô.-ì.í., ïðîô. Î. Î. Êóð÷åíêî,

ä.ô.-ì.í., ïðîô. Â. Ì. Ðàä÷åíêî);

� íàóêîâîìó ñåìiíàði êàôåäðè ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó òà äèôåðåíöi-

àëüíèõ ðiâíÿíü Íàöiîíàëüíîãî ïåäàãîãi÷íîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Ì. Ï. Äðà-

ãîìàíîâà (Êè¨â, 21 ëþòîãî 2018 ð., êåðiâíèê ñåìiíàðó: ä.ô.-ì.í., ïðîô.

Ã. Ì. Òîðáií);

� íàóêîâîìó ñåìiíàði âiääiëó òåîði¨ ôóíêöié Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè

ÍÀÍ Óêðà¨íè (Êè¨â, 2 áåðåçíÿ 2018 ð., êåðiâíèê ñåìiíàðó: ä.ô.-ì.í., ïðîô.

À. Ñ. Ðîìàíþê);

� íàóêîâîìó ñåìiíàði êàôåäðè ìàòåìàòè÷íîãî i ôóíêöiîíàëüíîãî àíà-

ëiçó ÄÂÍÇ �Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Âàñèëÿ Ñòå-

ôàíèêà� (Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, 5 âåðåñíÿ 2018 ð., êåðiâíèê ñåìiíàðó: ä.ô.-ì.í.,

ïðîô. À. Â. Çàãîðîäíþê).

Ïóáëiêàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî ó 44 äðóêîâàíèõ ïðà-

öÿõ, ñåðåä ÿêèõ: 22 ñòàòòi ó âiò÷èçíÿíèõ òà çàêîðäîííèõ ôàõîâèõ íàóêîâèõ

âèäàííÿõ [26,30,42,45,47�49,53,55,56,58,64,65,91,93,101,102,104,106,110�

112], ðåøòà ó ìàòåðiàëàõ ìiæíàðîäíèõ íàóêîâèõ êîíôåðåíöié [27,28,31,32,

46, 50�52,54, 57, 59�63,92, 103,105, 107�109,113]; 8 ñòàòåé îïóáëiêîâàíî ó âè-

äàííÿõ, ïðîiíäåêñîâàíèõ ó áàçàõ äàíèõ Scopus òà/àáî Web of Science Core

Collection [45,49,64,93,102,104,110,112].

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ iç âñòóïó,

øåñòè ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë i äîäàòêiâ. Ïîâ-

íèé îáñÿã ðîáîòè ñòàíîâèòü 340 ñòîðiíîê äðóêîâàíîãî òåêñòó. Ñïèñîê âèêî-

ðèñòàíèõ äæåðåë çàéìà¹ 25 ñòîðiíîê i ìiñòèòü 226 íàéìåíóâàíü. Äîäàòêè

çàéìàþòü 9 ñòîðiíîê i ìiñòÿòü ñïèñîê ïóáëiêàöié çà òåìîþ äèñåðòàöi¨ òà

âiäîìîñòi ïðî àïðîáàöiþ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨.

Âèñëîâëþþ ùèðó ïîäÿêó ìî¹ìó Â÷èòåëþ Äìèòðó Iëüêîâè÷ó ÁÎÄÍÀÐÓ.
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ÐÎÇÄIË 1

ÎÑÍÎÂÍI ÏÎËÎÆÅÍÍß I ÍÀÏÐßÌÊÈ

ÄÎÑËIÄÆÅÍÜ Â ÀÍÀËIÒÈ×ÍIÉ ÒÅÎÐI�

ÍÅÏÅÐÅÐÂÍÈÕ I ÃIËËßÑÒÈÕ ËÀÍÖÞÃÎÂÈÕ

ÄÐÎÁIÂ Ç ÍÅÐIÂÍÎÇÍÀ×ÍÈÌÈ ÇÌIÍÍÈÌÈ

Ó öüîìó ðîçäiëi íàâåäåíî íåîáõiäíèé òåîðåòè÷íèé ìàòåðiàë ïðî íåïå-

ðåðâíi äðîáè òà îäíå ç ¨õ áàãàòîâèìiðíèõ óçàãàëüíåíü � ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi

äðîáè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè. Äëÿ äåÿêèõ êëàñiâ âiäïîâiäíèõ ôóí-

êöiîíàëüíèõ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ ðîçãëÿíóòî àëãîðèòìè ¨õ ïîáóäîâè, îçíà-

êè çáiæíîñòi òà çîáðàæåííÿ íèìè äåÿêèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, çàäàíèõ

ôîðìàëüíèìè ñòåïåíåâèìè ðÿäàìè. Çðîáëåíî îãëÿä ðåçóëüòàòiâ äîñëiäæåíü

ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè. Óñi ïîíÿòòÿ i

òâåðäæåííÿ, ÿêi íå íàëåæàòü àâòîðó, íàâåäåíî iç çàçíà÷åííÿì àâòîðñòâà i

âiäïîâiäíîãî ïîñèëàííÿ íà äæåðåëî.

1.1. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ i âëàñòèâîñòi íåïåðåðâíèõ äðîáiâ

Íåõàé C � êîìïëåêñíà ïëîùèíà, Ĉ = C ∪ {∞} � ðîçøèðåíà êîìïëå-

êñíà ïëîùèíà, à ñèìâîëè N i N0 îçíà÷àþòü âiäïîâiäíî ìíîæèíè

N = {1, 2, 3, . . .}, N0 = {0, 1, 2, . . .}.

Íåõàé 〈{ak}k∈N, {bk}k∈N0
〉 � âïîðÿäêîâàíà ïàðà ïîñëiäîâíîñòåé êîì-

ïëåêñíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî ak 6= 0, k ≥ 1, {sk(w)}k∈N0
i {Sk(w)}k∈N0

�

ïîñëiäîâíîñòi äðîáîâî-ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü

s0(w) = b0 + w, sk(w) =
ak

bk + w
, k ≥ 1,

S0(w) = s0(w), Sk(w) = Sk−1(sk(w)), k ≥ 1,

i íåõàé {fk}k∈N0
� ïîñëiäîâíiñòü iç ðîçøèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè Ĉ,

âèçíà÷åíà òàê:

fk = Sk(0), k ≥ 0.
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Óïîðÿäêîâàíó ïàðó 〈〈{ak}k∈N, {bk}k∈N0
〉, {fk}k∈N0

〉 [134, c. 474] (äèâ. òà-
êîæ [125, c. 10�11], [149, ñ. 17�18], [166, c. 5�6]) íàçèâàþòü íåïåðåðâíèì äðî-

áîì i ïîçíà÷àþòü ñèìâîëîì (âïåðøå, ìàáóòü, çàïðîâàäæåíèé â 1743 ðîöi

Å. Ñòîóíîì [211, c. 432�436])

b0 +
a1

b1 +
a2

b2 +
a3

b3+...

. (1.1)

×èñëà ak i bk íàçèâàþòü âiäïîâiäíî k-ìè ÷àñòèííèìè ÷èñåëüíèêàìè i çíà-

ìåííèêàìè íåïåðåðâíîãî äðîáó àáî éîãî åëåìåíòàìè, âiäíîøåííÿ ak/bk �

k-þ ÷àñòèííîþ ëàíêîþ, ÷èñëî b0 � âiëüíèì ÷ëåíîì. Âåëè÷èíó

fk = b0 +
a1

b1 +
a2

b2 +... +
ak
bk

, k ≥ 1, (1.2)

íàçèâàþòü k-èì ïiäõiäíèì äðîáîì, ïðè öüîìó f0 = b0 � 0-èì ïiäõiäíèì

äðîáîì.

Çàóâàæèìî, ùî ïî ñóòi, ÿê çàçíà÷åíî â êíèçi À. Êàéò òà ií. [125, c. 10],

íåïåðåðâíèé äðiá � öå âiäîáðàæåííÿ âïîðÿäêîâàíî¨ ïàðè ïîñëiäîâíîñòåé

〈{ak}k∈N, {bk}k∈N0
〉 ó ïîñëiäîâíiñòü {fk}k∈N0

.

Äëÿ çðó÷íîñòi íåïåðåðâíèé äðiá 〈〈{ak}k∈N, {bk}k∈N0
〉, {fk}k∈N0

〉 ïîçíà-
÷àòèìåìî ñèìâîëàìè

b0 +
a1
b1 +

a2
b2 +

a3
b3 +

. . . àáî b0 +
∞

D
k=1

ak
bk

(ïåðøèé ñèìâîë çàïðîïîíîâàíèé â 1820 ðîöi Äæ. Ô. Â. Ãåðøåëåì [142,

c. 148] �çà ïðèêëàäîì� Ã. Ã. Áþðìàííà, äðóãèé � ó 1888 ðîöi I. Â. Ñëåøèí-

ñüêèì [74]), à éîãî k-èé ïiäõiäíèé äðiá � âiäïîâiäíî ÷åðåç

fk = b0 +
a1
b1 +

a2
b2 +

. . .
+

ak
bk

àáî fk = b0 +
k

D
n=1

an
bn
.

Â àíàëiòè÷íié òåîði¨ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ òàêîæ ðîçãëÿäàþòüñÿ íåïå-

ðåðâíi äðîáè, ó ÿêèõ îáìåæåííÿ âiäìiííîñòi âiä íóëÿ ÷àñòèííèõ ÷èñåëüíè-

êiâ çíiìà¹òüñÿ. Ó çâ'ÿçêó ç öèì ââàæàòèìåìî, ùî ïiäõiäíèé äðiá (1.2) íå
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ìà¹ çìiñòó [223, c. 14], ÿêùî ïðè éîãî çãîðòàííi çíèçó-ââåðõ áåç áóäü-ÿêèõ

ñêîðî÷åíü ó ïðîìiæíèõ îïåðàöiÿõ îòðèìà¹ìî íåâèçíà÷åíiñòü 0/0.

Íåïåðåðâíèé äðiá (1.1) çáiãà¹òüñÿ [223, c. 16] (äèâ. òàêîæ ïåðøi ðîáîòè

ùîäî âèçíà÷åííÿ öüîãî ïîíÿòòÿ [200,201], [204, c. 274�276], [205, � 53], [206],

[207], [210, c. 277�278]), ÿêùî íå áiëüøå, íiæ ñêií÷åííà êiëüêiñòü éîãî ïiä-

õiäíèõ äðîáiâ íå ìà¹ çìiñòó, i ïîñëiäîâíiñòü éîãî ïiäõiäíèõ äðîáiâ {fn}n∈N0

çáiãà¹òüñÿ äî ñêií÷åííî¨ ãðàíèöi f, òîáòî

f = lim
n→∞

fn = b0 +
∞

D
k=1

ak
bk
, f ∈ C.

Ó öüîìó âèïàäêó f íàçèâàþòü çíà÷åííÿì íåïåðåðâíîãî äðîáó (1.1). Iíàêøå

íåïåðåðâíèé äðiá (1.1) ðîçáiãà¹òüñÿ.

Âiäîìî (äèâ. [204, c. 307, 482], [210, c. 280]), ùî íà âiäìiíó âiä çáiæíîãî

ðÿäó ÷è çáiæíîãî äîáóòêó çáiæíiñòü íåïåðåðâíîãî äðîáó (1.1) íå çàâæäè

ïîâ'ÿçàíà çi çáiæíiñòþ éîãî çàëèøêiâ, òîáòî íåïåðåðâíèõ äðîáiâ âèãëÿäó

∞

D
k=n

ak
bk

(1.3)

äëÿ n ≥ 2.

Íåïåðåðâíèé äðiá (1.1) çáiãà¹òüñÿ áåçóìîâíî [186], ÿêùî äëÿ êîæíîãî

n ≥ 1 íåïåðåðâíèé äðiá (1.3) çáiãà¹òüñÿ; ç iíøî¨ ñòîðîíè, çáiãà¹òüñÿ óìîâíî,

ÿêùî äëÿ n = 1 íåïåðåðâíèé äðiá (1.3) çáiãà¹òüñÿ i ïðèíàéìíi äëÿ îäíîãî

n ≥ 2 � ðîçáiãà¹òüñÿ.

Íåïåðåðâíèé äðiá (1.1) çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî [159], ÿêùî ðÿä

∞∑
n=0

|fn+1 − fn|

çáiãà¹òüñÿ.

Äâà íåïåðåðâíi äðîáè (1.1) i

d0 +
∞

D
k=1

ck
dk
, (1.4)
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äå dk−1 ∈ C, ck ∈ C \ {0}, k ≥ 1, iç ïîñëiäîâíîñòÿìè ïiäõiäíèõ äðîáiâ

{fn}n∈N0
i {gn}n∈N0

âiäïîâiäíî íàçèâàþòü åêâiâàëåíòíèìè [200] (äèâ. òàêîæ

[173, 174, 205]), ÿêùî öi ïîñëiäîâíîñòi çáiãàþòüñÿ ïî÷ëåííî, òîáòî fn = gn

äëÿ n ≥ 0. Ó öüîìó âèïàäêó ïèñàòèìåìî

b0 +
∞

D
k=1

ak
bk
≡ d0 +

∞

D
k=1

ck
dk

(1.5)

(äèâ. [125, c. 15], [182, c. 5]).

Âëàñòèâiñòü åêâiâàëåíòíîñòi (1.5) âèêîíó¹òüñÿ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

iñíóþòü íåíóëüîâi ñòàëi ρk, k ≥ 1, òàêi, ùî

d0 = b0, c1 = ρ1a1, ck+1 = ρkρk+1ak+1, dk = ρkbk, k ≥ 1. (1.6)

Ïåðåòâîðåííÿ íåïåðåðâíîãî äðîáó (1.1) â (1.2), îçíà÷åíå ñïiââiäíîøåííÿìè

(1.6) ïðè äåÿêèõ ρk, k ≥ 1, íàçèâàþòü åêâiâàëåíòíèì ïåðåòâîðåííÿì [200]

(äèâ. òàêîæ [125, c. 15�16], [149, c. 31�36], [182, � 2], [183, � 42], [223, c. 19�

20]).

Íåïåðåðâíèé äðiá (1.4) íàçèâàþòü ïàðíîþ (íåïàðíîþ) ÷àñòèíîþ [223,

c. 20�21] íåïåðåðâíîãî äðîáó (1.1), ÿêùî gn = f2n (gn = f2n+1) äëÿ n ≥ 0.

Ïàðíà ÷àñòèíà íåïåðåðâíîãî äðîáó (1.1) iñíó¹ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

b2k 6= 0, k ≥ 1. Íåïàðíà ÷àñòèíà íåïåðåðâíîãî äðîáó (1.1) iñíó¹ òîäi i ëèøå

òîäi, êîëè b2k+1 6= 0, k ≥ 0 [200] (äèâ. òàêîæ [149, c. 41�43], [182, � 4]), [183,

� 43].

Çàóâàæèìî, ùî äåÿêi îñîáëèâi âèïàäêè çâ'ÿçêó ìiæ ïîñëiäîâíîñòÿìè

ïiäõiäíèõ äðîáiâ äâîõ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ ðîçãëÿäàëèñÿ Æ. Ëàãðàíæåì

[156,157].

Ìîæíà ðîçãëÿäàòè íåïåðåðâíèé äðiá, åëåìåíòè ÿêîãî íàëåæàòü íîð-

ìîâàíîìó ïîëþ. Ç öi¹þ ìåòîþ íàâåäåìî íåîáõiäíi îçíà÷åííÿ, äîòðèìóþ-

÷èñü òåêñòó ç êíèãè Â. Á. Äæîóíñà i Â. Éî. Òðîíà [149, c. 20�22] (äèâ.

òàêîæ [125, c. 27], [167, c. 242�244]).

Íåõàé F � äåÿêå ïîëå. Ïðè¹äíà¹ìî äî F äîäàòêîâèé åëåìåíò, ÿêèé

íàçèâàþòü íåñêií÷åííiñòþ, i ïîçíà÷èìî éîãî ñèìâîëîì ∞. ×åðåç F̂ ïîçíà-

÷èìî ðîçøèðåíå ïîëå ïîëÿ F, òîáòî F̂ = F ∪ {∞}. Íåõàé 0 � íåéòðàëüíèé
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åëåìåíò äëÿ äîäàâàííÿ â F. Îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ (+) i ìíîæåííÿ (·) â F̂ iç

ó÷àñòþ ∞ âèçíà÷èìî ó òàêèé ñïîñiá: äëÿ âñiõ u ∈ F i v ∈ F iç u 6= 0

u · ∞ =∞, u

∞
= 0,

u

0
=∞, v +∞ =∞.

Ïîëå F íàçèâàþòü íîðìîâàíèì, ÿêùî äëÿ êîæíîãî u ∈ F âèçíà÷åíå

äiéñíå ÷èñëî, ÿêå ïîçíà÷åíå ÷åðåç ‖u‖, ùî ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi: äëÿ âñiõ

u ∈ F i v ∈ F

‖u‖ ≥ 0, (1.7)

‖u‖ = 0 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè u = 0, (1.8)

‖uv‖ ≤ ‖u‖ · ‖v‖, (1.9)

‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖. (1.10)

×èñëî ‖u‖ íàçèâàþòü íîðìîþ u. ßêùî z ∈ C, òî ‖z‖ = |z|.
Ïîñëiäîâíiñòü {un}n∈N iç F̂ çáiãà¹òüñÿ äî u ∈ F, ÿêùî äëÿ äîñèòü âå-

ëèêèõ n un ∈ F i

lim
n→∞
‖un − u‖ = 0.

Ïîñëiäîâíiñòü {un}n∈N iç F̂ çáiãà¹òüñÿ äî ∞, ÿêùî äëÿ äîñèòü âåëèêèõ n

1/un ∈ F i

lim
n→∞

∥∥∥∥ 1

un

∥∥∥∥ = 0.

ßêùî ïîñëiäîâíiñòü {un}n∈N iç F̂ çáiãà¹òüñÿ äî u ∈ F̂, òî öå ïîçíà÷àòè-
ìåìî òàê:

lim
n→∞

un = u.

Äëÿ ãðàíèöü âèêîíóþòüñÿ òi ñàìi âëàñòèâîñòi, ùî i äëÿ ÷èñëîâèõ ïîñëiäîâ-

íîñòåé.

Íåïåðåðâíèé äðiá íàä íîðìîâàíèì ïîëåì F

b0 +
∞

D
k=1

ak
bk
,
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äå bk−1 ∈ F, ak ∈ F \ {0}, k ≥ 1, ìîæíà îçíà÷èòè òàê ñàìî, ÿê i îçíà÷åíèé

íåïåðåðâíèé äðiá íàä C. Âëàñòèâîñòi, àíàëîãi÷íi âëàñòèâîñòÿì, íàâåäåíèì
âèùå äëÿ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ íàä C, òàêîæ âèêîíóþòüñÿ i äëÿ íåïåðåðâíèõ

äðîáiâ íàä íîðìîâàíèì ïîëåì F [125, c. 28].

1.2. Âiäïîâiäíi íåïåðåðâíi äðîáè òà àëãîðèòìè ¨õ ïîáóäîâè

Âàæëèâèì çàñòîñóâàííÿ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ ¹ çîáðàæåííÿ àíàëiòè-

÷íèõ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ z íåïåðåðâíèìè äðîáàìè

b0(z) +
∞

D
k=1

ak(z)

bk(z)
, (1.11)

äå bk−1(z), ak(z), k ≥ 1, � ïîëiíîìè âiä z àáî 1/z. Ïðè öüîìó ñóòò¹âî âèêî-

ðèñòîâó¹òüñÿ ïîíÿòòÿ âiäïîâiäíîñòi. Â. Á. Äæîóíñ i Â. Éî. Òðîí [149, c. 148�

160] çàïðîïîíóâàëè ðîçãëÿäàòè âiäïîâiäíiñòü ÿê çáiæíiñòü ó íîðìîâàíîìó

ïîëi. Íàâåäåìî íåîáõiäíi îçíà÷åííÿ, äîòðèìóþ÷èñü òåêñòó ç êíèãè À. Êàéò

òà ií. [125, c. 30�35] (äèâ. òàêîæ [149, ñ. 147�160], [167, c. 241�290]).

Ñïî÷àòêó äàìî ïîíÿòòÿ âiäïîâiäíîñòi â òî÷öi z = 0. Íåõàé Z � ìíî-

æèíà öiëèõ ÷èñåë. Âèðàç

L0(z) =
∞∑
k=m

ckz
k, (1.12)

äå m ∈ Z, ck ∈ C, k ≥ m, i cm 6= 0 àáî âñi ck = 0, íàçèâàþòü ôîðìàëü-

íèì ðÿäîì Ëîðàíà â òî÷öi z = 0. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ñèìâîë 0 íåéòðàëüíèé

åëåìåíò äëÿ îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ Ëîðàíà. Ìíîæèíà L0

óñiõ ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ Ëîðàíà â òî÷öi z = 0 óòâîðþ¹ ïîëå íàä C âiäíîñíî

îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ. ßêùî m ≥ 0, òî âèðàç (1.12) íàçèâàþòü

ôîðìàëüíèì ñòåïåíåâèì ðÿäîì â òî÷öi z = 0.

Äëÿ âñiõ L0(z) ∈ L0 îçíà÷èìî ôóíêöiþ λ : L0 → Z ∪ {∞} òàê:

λ(L0) =

 m, ÿêùî L0(z) =
∞∑
k=m

ckz
k, cm 6= 0,

∞, ÿêùî L0(z) ≡ 0.

(1.13)
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Ïðè öüîìó äëÿ áóäü-ÿêèõ L0(z) i P0(z) iç L0 âèêîíóþòüñÿ òàêi ñïiââiäíî-

øåííÿ [149, c. 149]:

λ(L0P0) = λ(L0) + λ(P0), (1.14)

λ(L0/P0) = λ(L0)− λ(P0), ÿêùî P0(z) 6≡ 0, (1.15)

λ(L0 ± P0) ≥ min(λ(L0), λ(P0)), (1.16)

λ(L0 ± P0) = min(λ(L0), λ(P0)), ÿêùî λ(L0) 6= λ(P0). (1.17)

Íîðìó ‖ · ‖ äëÿ ïîëÿ L0 îçíà÷èìî ó òàêèé ñïîñiá:

‖L0‖ = 2−λ(L0) äëÿ L0(z) ∈ L0,

äå 2−∞ = 0. Iç ñïiââiäíîøåíü (1.14)�(1.17) âèïëèâà¹, ùî íîðìà ‖ · ‖ çàäî-
âîëüíÿ¹ óñi óìîâè (1.7)�(1.10), ïðè öüîìó â ñïiââiäíîøåííi (1.9) âèêîíó¹òüñÿ

ðiâíiñòü.

Îòæå, L0 � íîðìîâàíå ïîëå i íåïåðåðâíèé äðiá âèãëÿäó (1.11) ¹ âèçíà-

÷åíèì, ÿêùî åëåìåíòè bk−1(z), ak(z), k ≥ 1, íàëåæàòü L0 i ak(z) 6= 0, k ≥ 1.

Ïiäõiäíi äðîáè íàëåæàòü L0 àáî äîðiâíþþòü ∞.
Äëÿ ôóíêöi¨ R(z), ìåðîìîðôíî¨ â òî÷öi z = 0, ïîçíà÷èìî ¨¨ ðîçâèíå-

ííÿ â ôîðìàëüíèé ðÿä Ëîðàíà â ïî÷àòêó êîîðäèíàò (òàêå, ùî çáiãà¹òüñÿ

â äåÿêîìó îêîëi iç âèêîëîòîþ òî÷êîþ z = 0) ÷åðåç Λ0(R), òîáòî çàäàìî

âiäîáðàæåííÿ Λ0 : R(z)→ Λ0(R).

Ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié {Rn(z)}n∈N0
, ìåðîìîðôíèõ â ïî÷àòêó êîîðäè-

íàò, ¹ âiäïîâiäíîþ äî ôîðìàëüíîãî ðÿäó Ëîðàíà L0(z) â òî÷öi z = 0, ÿêùî

lim
n→∞

λ(L0 − Λ0(Rn)) =∞.

ßêùî ïîñëiäîâíiñòü {Rn(z)}n∈N0
¹ âiäïîâiäíîþ äî ôîðìàëüíîãî ðÿäó Ëî-

ðàíà L0(z), òî ïîðÿäîê âiäïîâiäíîñòi ôóíêöi¨ Rn(z) âèçíà÷àþòü òàê:

νn = λ(L0 − Λ0(Rn)).

Ó öüîìó âèïàäêó çà îçíà÷åííÿì ôóíêöi¨ λ â (1.13) âèïëèâà¹, ùî ôîðìàëüíi

ðÿäè Ëîðàíà L0(z) i Λ0(Rn) çáiãàþòüñÿ ïî÷ëåííî äî ÷ëåíà çi ñòåïåíåì (νn−
1) âêëþ÷íî.
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Íåïåðåðâíèé äðiá âèãëÿäó (1.11) íàçèâàþòü âiäïîâiäíèì äî ôîðìàëü-

íîãî ðÿäó Ëîðàíà L0(z) â òî÷öi z = 0, ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü éîãî ïiäõiäíèõ

äðîáiâ {fn(z)}n∈N0
¹ âiäïîâiäíîþ äî L0(z) â òî÷öi z = 0. Ïîñëiäîâíiñòü ôóí-

êöié {Rn(z)}n∈N0
(íåïåðåðâíèé äðiá (1.11)) íàçèâàþòü âiäïîâiäíîþ (-èì) â

òî÷öi z = 0 äî ôóíêöi¨ R(z), ìåðîìîðôíî¨ â ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ÿêùî öÿ

ïîñëiäîâíiñòü (öåé íåïåðåðâíèé äðiá) ¹ âiäïîâiäíîþ (-èì) äî ôîðìàëüíîãî

ðÿäó Ëîðàíà Λ0(R) â òî÷öi z = 0.

Çà äîïîìîãîþ íîðìè ‖ ·‖ îçíà÷èìî ôóíêöiþ ρ : L0×L0 → R≥0, äå R≥0
� ìíîæèíà íåâiä'¹ìíèõ äiéñíèõ ÷èñåë, òàê:

ρ(L0, P0) = ‖L0 − P0‖ äëÿ âñiõ L0(z) ∈ L0, P0(z) ∈ L0.

Ïðè öüîìó äëÿ âñiõ L0(z) ∈ L0, P0(z) ∈ L0, Q0(z) ∈ L0 âèêîíóþòüñÿ òàêi

âëàñòèâîñòi

ρ(L0, P0) = 0 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè L0(z) ≡ P0(z),

ρ(L0, P0) = ρ(P0, L0),

ρ(L0, P0) + ρ(P0, Q0) ≥ ρ(L0, Q0).

Îòæå, ρ � ìåòðèêà ïîëÿ L0 i ó òåðìiíàõ ìåòðèêè ρ òâåðäæåííÿ �ïî-

ñëiäîâíiñòü {Rn(z)}n∈N0
¹ âiäïîâiäíîþ äî ôîðìàëüíîãî ðÿäó Ëîðàíà L0(z)�

åêâiâàëåíòíå òâåðäæåííþ �ïîñëiäîâíiñòü {Λ0(Rn)}n∈N0
çáiãà¹òüñÿ äî ôîð-

ìàëüíîãî ðÿäó Ëîðàíà L0(z) âiäíîñíî ìåòðèêè ρ� [149, c. 150�151].

Òåïåð íàâåäåìî ïîíÿòòÿ âiäïîâiäíîñòi â òî÷öi z =∞. Âèðàç

L∞(z) =
∞∑
k=m

c−kz
−k,

äåm ∈ Z, c−k ∈ C, k ≥ m, i c−m 6= 0 àáî âñi c−k = 0, íàçèâàþòü ôîðìàëüíèì

ðÿäîì Ëîðàíà â òî÷öi z =∞. Ìíîæèíà L∞ óñiõ ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ Ëîðàíà

â òî÷öi z =∞ óòâîðþ¹ ïîëå íàäC âiäíîñíî îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ.

Äëÿ âñiõ L∞(z) ∈ L∞ îçíà÷èìî ôóíêöiþ λ : L∞ → Z ∪ {∞} òàê:

λ(L∞) =

 m, ÿêùî L∞(z) =
∞∑
k=m

c−kz
−k, c−m 6= 0,

∞, ÿêùî L∞(z) ≡ 0.
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Ïðè öüîìó äëÿ áóäü-ÿêèõ L∞(z) i P∞(z) iç L∞ âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøå-

ííÿ, àíàëîãi÷íi ñïiââiäíîøåííÿì (1.14)�(1.17). Íîðìó ‖ · ‖ äëÿ ïîëÿ L∞
îçíà÷èìî ó òàêèé ñïîñiá:

‖L∞‖ = 2−λ(L∞) äëÿ L∞(z) ∈ L∞,

äå 2−∞ = 0. Ïðè öüîìó íîðìà ‖ · ‖ ìà¹ óñi òi ñàìi âëàñòèâîñòi, ùî i íîðìà
äëÿ ïîëÿ L0.

Îòæå, L∞ � íîðìîâàíå ïîëå, i íåïåðåðâíèé äðiá âèãëÿäó (1.11) ¹ âè-

çíà÷åíèì, ÿêùî åëåìåíòè bk−1(z), ak(z), k ≥ 1, íàëåæàòü L∞ i ak(z) 6= 0,

k ≥ 1. Ïiäõiäíi äðîáè íàëåæàòü L∞ àáî äîðiâíþþòü ∞.
Äëÿ ôóíêöi¨ R(z), ìåðîìîðôíî¨ â òî÷öi z =∞, ïîçíà÷èìî ¨¨ ðîçâèíå-

ííÿ â ôîðìàëüíèé ðÿä Ëîðàíà â òî÷öi z =∞ (òàêå, ùî çáiãà¹òüñÿ çîâíi äå-

ÿêîãî çàìêíåíîãî îêîëó â C òî÷êè z = 0, òîáòî â îêîëi iç âèêîëîòîþ òî÷êîþ

z =∞) ÷åðåç Λ∞(R), òîáòî çàäàìî âiäîáðàæåííÿ Λ∞ : R(z)→ Λ∞(R).

Ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié {Rn(z)}n∈N0
, ìåðîìîðôíèõ â òî÷öi z = ∞, ¹

âiäïîâiäíîþ äî ôîðìàëüíîãî ðÿäó Ëîðàíà L∞(z) â òî÷öi z =∞, ÿêùî ïî-
ñëiäîâíiñòü ôóíêöié {Rn(1/ξ)}n∈N0

, ìåðîìîðôíèõ â òî÷öi ξ = 0, ¹ âiäïîâiä-

íîþ äî ôîðìàëüíîãî ðÿäó Ëîðàíà L0(1/ξ), îòðèìàíîìó iç L∞(z) çàìiíîþ

z íà 1/ξ.

Íåïåðåðâíèé äðiá (1.11) íàçèâàþòü âiäïîâiäíèì äî ôîðìàëüíîãî ðÿäó

Ëîðàíà L∞(z) â òî÷öi z = ∞, ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü éîãî ïiäõiäíèõ äðîáiâ

{fn(z)}n∈N0
¹ âiäïîâiäíîþ äî L∞(z) â òî÷öi z =∞.

Ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié {Rn(z)}n∈N0
(íåïåðåðâíèé äðiá (1.11)) íàçèâà-

þòü âiäïîâiäíîþ (-èì) â òî÷öi z = ∞ äî ôóíêöi¨ R(z), ìåðîìîðôíî¨ â íå-

ñêií÷åííîñòi, ÿêùî öÿ ïîñëiäîâíiñòü (öåé íåïåðåðâíèé äðiá) ¹ âiäïîâiäíîþ

(-èì) äî ôîðìàëüíîãî ðÿäó Ëîðàíà Λ∞(R) â òî÷öi z =∞.
Çàóâàæèìî, ùî ìåòðèêó ρ äëÿ ïîëÿ L∞ ìîæíà ââåñòè ïîäiáíî äî ìå-

òðèêè äëÿ ïîëÿ L0 i ó ¨¨ òåðìiíàõ òâåðäæåííÿ �ïîñëiäîâíiñòü {Rn(z)}n∈N0
¹

âiäïîâiäíîþ äî ôîðìàëüíîãî ðÿäó Ëîðàíà L∞(z)� åêâiâàëåíòíå òâåðäæåí-

íþ �ïîñëiäîâíiñòü {Λ∞(Rn)}n∈N0
çáiãà¹òüñÿ äî ôîðìàëüíîãî ðÿäó Ëîðàíà

L∞(z) âiäíîñíî ìåòðèêè ρ�.
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Âiäïîâiäíiñòü ìiæ íåïåðåðâíèì äðîáîì (1.11) i ôîðìàëüíèì ðÿäîì Ëî-

ðàíà L0(z) (L∞(z)) ïîçíà÷àòèìåìî ñèìâîëîì �∼� (äèâ. [167, c. 241], [183,
c. 306]).

Íåïåðåðâíi äðîáè âèãëÿäó (1.11) òàêîæ íàçèâàòèìåìî ôóíêöiîíàëüíè-

ìè íåïåðåðâíèìè äðîáàìè. Âëàñòèâîñòi âiäïîâiäíîñòi íåïåðåðâíèõ äðîáiâ

ç ïîëiíîìiàëüíèìè åëåìåíòàìè ¹ òiñíî ïîâ'ÿçàíi çi ñòåïåíåì àáî âèãëÿäîì

öèõ ïîëiíîìiâ (äèâ., íàïðèêëàä, [167, ïðèêëàäè 4 i 5, ñ. 250�251]). Òîìó

â àíàëiòè÷íié òåîði¨ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ ðîçãëÿäàþòüñÿ ðiçíi êëàñè ôóí-

êöiîíàëüíèõ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ iç ðiçíèìè âëàñòèâîñòÿìè âiäïîâiäíîñòi.

Íàâåäåìî îïèñ íàéâiäîìiøèõ êëàñiâ ôóíêöiîíàëüíèõ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ.

Âëàñíå, äîñëiäæåííþ ¨õ áàãàòîâèìiðíèõ óçàãàëüíåíü ïðèñâÿ÷åíà öÿ äèñåð-

òàöiéíà ðîáîòà.

Íåïåðåðâíèé äðiá
∞

D
k=1

akz

1
, (1.18)

äå ak ∈ C\{0}, k ≥ 1, íàçèâàþòü ðåãóëÿðíèì C -äðîáîì (äèâ. [182, c. 119]).

ßêùî ak > 0, k ≥ 1, òî íåïåðåðâíèé äðiá (1.18) íàçèâàþòü S -äðîáîì àáî

äðîáîì Ñòiëüòü¹ñà [208,209].

Íåïåðåðâíèé äðiá

s0
1 +

g1z

1 +

∞

D
k=2

gk(1− gk−1)z
1

, (1.19)

äå s0 > 0, 0 < gk < 1, k ≥ 1, íàçèâàþòü g-äðîáîì (äèâ. [76,122,217,224]).

Íåïåðåðâíèé äðiá

π0
1 + z+

−z
1 +

π1
1 + z+

−z
1 +

π2
1 + z+

· · · ,

äå πk > 0, k ≥ 0, íàçèâàþòü π-äðîáîì [122,123]. Ïàðíîþ ÷àñòèíîþ π-äðîáó

¹ g-äðiá.

Íåïåðåðâíèé äðiá

p1z

1 + q1z+

∞

D
k=2

−pkz2

1 + qkz
,
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äå pk ∈ C\{0}, qk ∈ C, k ≥ 1, íàçèâàþòü ïðè¹äíàíèì äðîáîì àáî A-äðîáîì

(äèâ. [70, c. 385], [183, c. 322-331]). Ïàðíîþ ÷àñòèíîþ ðåãóëÿðíîãî C -äðîáó

¹ ïðè¹äíàíèé äðiá, àëå íå êîæíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ¹ ïàðíîþ ÷àñòèíîþ

äåÿêîãî ðåãóëÿðíîãî Ñ -äðîáó. Çàóâàæèìî, ùî âïåðøå çâ'ÿçîê ìiæ öèìè

äðîáàìè ðîçãëÿäàâñÿ Éo. Á. Õ. Õåéëåðìàííîì [132].

Ïðè¹äíàíèé äðiá òiñíî ïîâ'ÿçàíèé iç íàñòóïíèì ôóíêöiîíàëüíèì íå-

ïåðåðâíèì äðîáîì.

Íåïåðåðâíèé äðiá

c1
d1 + z+

∞

D
k=2

−c2k
dk + z

, (1.20)

äå ck ∈ C \ {0}, dk ∈ C, k ≥ 1, íàçèâàþòü J -äðîáîì àáî äðîáîì ßêîái [146].

ßêùî dk ∈ R \ {0}, lk ∈ R, k ≥ 1, òî íåïåðåðâíèé äðiá (1.20) íàçèâàþòü

äiéñíèì J -äðîáîì.

Êðiì íàâåäåíèõ iñíóþòü i iíøi êëàñè ôóíêöiîíàëüíèõ íåïåðåðâíèõ

äðîáiâ: C -äðîáè [75, 77, 163], T -äðîáè [215], M -äðîáè [170, 171, 177], PC -

äðîáè [147], P -äðîáè [168,169], δ-äðîáè [160] òà ií.

Ïåðøi ðîçâèíåííÿ Ë. Îéëåðà (äèâ., íàïðèêëàä, [116, c. 295�320]) òà

iíøèõ àâòîðiâ ó íåïåðåðâíi äðîáè çàäàíèõ ôîðìàëüíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ

¹ ðiâíîöiííi íåïåðåðâíi äðîáè, òîáòî ïîñëiäîâíîñòi ¨õ ïiäõiäíèõ äðîáiâ i

÷àñòèííèõ ñóì çáiãàþòüñÿ ïî÷ëåííî.

Ó 1802 ðîöi Â. I. Âiñêîâàòîâ [220, 221] çàïðîïîíóâàâ ìåòîä ðîçâèíåí-

íÿ âiäíîøåííÿ äâîõ ôîðìàëüíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ ó íåïåðåðâíèé äðiá. Ó

ðåçóëüòàòi ïîáóäîâàíèé çà àëãîðèòìîì Âiñêîâàòîâà íåïåðåðâíèé äðiá, ïå-

ðåâàæíî õàðàêòåðèçó¹òüñÿ øèðøîþ ìíîæèíîþ çáiæíîñòi, íiæ âiäïîâiäíèé

ñòåïåíåâèé ðÿä.

Ïîäàëüøi äîñëiäæåííÿ çâ'ÿçêó ìiæ ôîðìàëüíèì ñòåïåíåâèì ðÿäîì i

íåïåðåðâíèì äðîáîì çíàéøëè âiäîáðàæåííÿ â ðîáîòàõ ×. Ãóòòîíà [145,

c. 203�209], Ì. À. Øòåðíà [206], Éo. Á. Õ. Õåéëåðìàííà [130, 131], Õ. Õàí-

êåëÿ [126,127], Ò. Ìóðà [175,176], �. Ôðîáåíióñà [117], Ò. Éî. Ñòiëüòü¹ñà [208]
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òà ií. Íàâåäåìî óçàãàëüíåíi ¨õ ðåçóëüòàòè äëÿ ðåãóëÿðíîãî Ñ -äðîáó

c0 +
∞

D
k=1

akz

1
, (1.21)

äå c0 ∈ C, ak ∈ C \ {0}, k ≥ 1.

Òåîðåìà 1.1 (Â. Á. Äæîóíñ i Â. Éî. Òðîí [149, c. 222]). Êîæíèé

ðåãóëÿðíèé Ñ-äðiá (1.21) iç ïîñëiäîâíiñòþ ïiäõiäíèõ äðîáiâ {fn(z)}n∈N0
¹

âiäïîâiäíèì äî îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíîãî ôîðìàëüíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó

L0(z) =
∞∑
k=0

ckz
k, (1.22)

äå ck ∈ C, k ≥ 0, â òî÷öi z = 0 i ïîðÿäîê âiäïîâiäíîñòi n-ãî ïiäõiäíîãî

äðîáó fn(z) äîðiâíþ¹ (n+ 1), n ≥ 0.

Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ âiäïîâiäíî-

ãî ðåãóëÿðíîãî Ñ -äðîáó äëÿ çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (1.22).

Öi óìîâè ôîðìóëþþòüñÿ çà äîïîìîãîþ âèçíà÷íèêiâ Õàíêåëÿ H(k)
l , l ≥ 0,

k ≥ 0, ïîâ'ÿçàíèõ ç ôîðìàëüíèì ñòåïåíåâèì ðÿäîì L0(z) i âèçíà÷åíèõ òàê

(äèâ., íàïðèêëàä, [133, c. 594]):

H
(k)
0 = 1, H

(k)
l =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ck ck+1 . . . ck+l−1

ck+1 ck+2 . . . ck+l

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ck+l+1 ck+l . . . ck+2l−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, l ≥ 1, k ≥ 0. (1.23)

Òåîðåìà 1.2 (Â. Á. Äæîóíñ i Â. Éî. Òðîí [149, c. 223�224]). Âèêîíó-

þòüñÿ òàêi òâåðäæåííÿ:

1) ÿêùî äëÿ çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (1.22) iñíó¹ ðåãó-

ëÿðíèé Ñ-äðiá (1.21), ÿêèé ¹ âiäïîâiäíèì äî L0(z) â òî÷öi z = 0, òî

H
(1)
l 6= 0, H

(2)
l 6= 0, l ≥ 1, (1.24)

äå H
(1)
l , H

(2)
l 6= 0, l ≥ 1, îçíà÷åíi â (1.23), i

a1 = H
(1)
1 , a2l = −

H
(1)
l−1H

(2)
l

H
(1)
l H

(2)
l−1

, a2l+1 = −
H

(1)
l+1H

(2)
l−1

H
(1)
l H

(2)
l

, l ≥ 1, (1.25)
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äå H
(1)
0 = H

(2)
0 = 1;

2) ÿêùî âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (1.24), òî ðåãóëÿðíèé Ñ-äðiá

(1.21) ç êîåôiöi¹íòàìè ak, k ≥ 1, âèçíà÷åíèìè çà ôîðìóëàìè (1.25), ¹

âiäïîâiäíèì äî ôîðìàëüíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (1.22) â òî÷öi z = 0.

Êîåôiöi¹íòè ak, k ≥ 1, ðåãóëÿðíîãî Ñ -äðîáó (1.21) ìîæíà îòðèìàòè

iç êîåôiöi¹íòiâ ck, k ≥ 1, ôîðìàëüíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (1.22) çà äîïî-

ìîãîþ qd -àëãîðèòìó Ðóòiñõàóçåðà [191,194,196]. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ öüîãî

òàêîæ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè çãàäàíèé âèùå àëãîðèòì Âiñêîâàòîâà (äèâ.,

íàïðèêëàä, [125, c. 112]).

Äëÿ çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (1.22) âèçíà÷èìî ïîñëi-

äîâíîñòi {d(k)0 }k∈N, {d
(k)
l }l∈N, k∈N0

i {q(k)l }l∈N, k∈N0
òàê:

d
(k)
l = q

(k+1)
l − q(k)l + d

(k+1)
l−1 , q

(k)
l+1 =

d
(k+1)
l

d
(k)
l

q
(k+1)
l , l ≥ 1, k ≥ 0, (1.26)

d
(k+1)
0 = 0, q

(k)
1 =

ck+1

ck
, k ≥ 0. (1.27)

Ââàæàòèìåìî, ùî æîäíå d(k)l (l ≥ 1, k ≥ 0) íå ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà íóëü, òàê

ùî ïîñëiäîâíîñòi {d(k)l }l∈N, k∈N0
i {q(k)l }l∈N, k∈N0

îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòüñÿ çà

ôîðìóëàìè (1.26) i (1.27). Äâîâèìiðíèé ìàñèâ

q
(0)
1

d
(1)
0
�
�

�
�d

(0)
1

q
(1)
1 q

(0)
2

d
(2)
0 d

(1)
1 d

(0)
2

q
(2)
1 q

(1)
2 q

(0)
3

d
(3)
0

... d
(2)
1

... d
(1)
2

... d
(0)
3

... ... ... ... . . .

íàçèâàþòü qd -òàáëèöåþ. Ñïiââiäíîøåííÿ (1.26) íàçèâàþòü ïðàâèëàìè ðîì-

áà, áî êîæíå ç íèõ ïîâ'ÿçó¹ ÷îòèðè åëåìåíòà îïåðàöiÿìè äîäàâàííÿ àáî

ìíîæåííÿ, ÿêi óòâîðþþòü (ÿê âiäìi÷åíî â qd -òàáëèöi) ðîìá. qd -àëãîðèòì

� öå îá÷èñëþâàëüíà ïðîöåäóðà çà ïðàâèëàìè ðîìáà (1.26) ç ïî÷àòêîâèìè

óìîâàìè (1.27).
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Ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä (1.22) íàçèâàþòü íîðìàëüíèì (äèâ., íà-

ïðèêëàä, [133, c. 605]), ÿêùî âèçíà÷íèêè Õàíêåëÿ (1.23), ïîâ'ÿçàíi ç ôîð-

ìàëüíèì ñòåïåíåâèì ðÿäîì L0(z), çàäîâîëüíÿþòü òàêi óìîâè

H
(k)
l 6= 0, l ≥ 1, k ≥ 0.

Òåîðåìà 1.3 (Â. Á. Äæîóíñ i Â. Éî. Òðîí [149, c. 228�230]). Íåõàé

(1.22) � íîðìàëüíèé ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä. Òîäi

1) iñíóþòü ÷èñëà d(k)l , q
(k)
l , l ≥ 1, k ≥ 0, qd-òàáëèöi, ïîâ'ÿçàíî¨ iç ôîð-

ìàëüíèì ñòåïåíåâèì ðÿäîì L0(z), ùî âèçíà÷àþòüñÿ çà ïðàâèëàìè ðîìáà

(1.26) ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (1.27);

2) ðåãóëÿðíèé Ñ-äðiá (1.21), äå êîåôiöi¹íòè al, l ≥ 1, âèçíà÷àþòüñÿ

çà ôîðìóëàìè

a1 = c1, a2l = −q(1)l , a2l+1 = −d(1)l , l ≥ 1,

¹ âiäïîâiäíèì äî ôîðìàëüíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó L0(z) â òî÷öi z = 0;

3) ðåãóëÿðíèé Ñ-äðiá

c0
1 +

∞

D
k=1

akz

1
,

äå êîåôiöi¹íòè al, l ≥ 1, âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

a2l−1 = −q(0)l , a2l = −d(0)l , l ≥ 1,

¹ âiäïîâiäíèì äî ôîðìàëüíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó L0(z) â òî÷öi z = 0.

qd -àëãîðèòì ¹ çðó÷íîþ ÷èñåëüíîþ ïðîöåäóðîþ çíàõîäæåííÿ êîåôi-

öi¹íòiâ ðåãóëÿðíîãî Ñ -äðîáó, âiäïîâiäíîãî äî çàäàíîãî íîðìàëüíîãî ôîð-

ìàëüíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (äèâ., íàïðèêëàä, [149, c. 231�233]). Òàêîæ qd -

àëãîðèòì ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ îá÷èñëåííÿ íóëiâ i ïîëþñiâ äåÿêèõ

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié [133, � 7.9].

Ïîçàÿê S -äðiá ¹ îñîáëèâèì âèïàäêîì ðåãóëÿðíîãî C -äðîáó, òî òåîðå-

ìè 1.1�1.3 çàñòîñîâóþòüñÿ äî S -äðîáiâ. Êðiì öüîãî, ïðàâèëüíà òàêà òåîðå-

ìà:
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Òåîðåìà 1.4 (Äæ. Áåéêåð i Ï. Ãðåéâñ-Ìîððiñ [85, c. 197�199]). S-äðiá

(1.21), äå c0 ∈ R, ak > 0, k ≥ 1, ¹ âiäïîâiäíèì äî çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî

ñòåïåíåâîãî ðÿäó

L0(z) =
∞∑
k=0

ck(−z)k,

äå ck ∈ R, k ≥ 0, â òî÷öi z = 0 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

H
(1)
l > 0, H

(2)
l > 0 äëÿ l ≥ 1,

äå H
(1)
l , H

(2)
l , l ≥ 1, � âèçíà÷íèêè Õàíêåëÿ (1.23), ïîâ'ÿçàíi ç ôîðìàëüíèì

ñòåïåíåâèì ðÿäîì L0(z).

Âiäïîâiäíiñòü ìiæ g-äðîáîì i ôîðìàëüíèì ñòåïåíåâèì ðÿäîì äîñëi-

äæåíî Ã. Ñ. Âîëëîì [224]. Ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë {sn}n∈N0
íàçèâà-

þòü àáñîëþòíî ìîíîòîííîþ âiäïîâiäíîþ íåñêií÷åííîìó ðîçïîäiëó ìàñ [224],

ÿêùî iñíó¹ äiéñíà i ìîíîòîííî íåñïàäíà ôóíêöiÿ ϕ(u) ç íåñêií÷åííèì ÷è-

ñëîì òî÷îê ðîñòó íà ïðîìiæêó [0, 1] òàêà, ùî

sn =

∫ 1

0

undϕ(u), n ≥ 0.

Òåîðåìà 1.5 (Ã. Ñ. Âîëë [224, òåîðåìà 4.1]). g-äðiá (1.19) ¹ âiäïîâiäíèì

äî çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó

L0(z) =
∞∑
k=0

sk(−z)k,

äå s0 > 0, sk ∈ R, k ≥ 1, â òî÷öi z = 0 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ïîñëi-

äîâíiñòü {sk}k∈N0
¹ àáñîëþòíî ìîíîòîííîþ âiäïîâiäíîþ íåñêií÷åííîìó

ðîçïîäiëó ìàñ.

Êîåôiöi¹íòè gl, l ≥ 1, g-äðîáó (1.19) ìîæíà îá÷èñëèòè çà äîïîìîãîþ

g-àëãîðèòìó Áàóåðà [86, 87]. Çà öèì àëãîðèòìîì êîåôiöi¹íòè gl, l ≥ 1, ¹

äiàãîíàëüíi åëåìåíòè g(0)l , l ≥ 1, g-òàáëèöi
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g
(0)
1

g
(1)
0 g

(0)
2

g
(1)
1 g

(0)
3

g
(2)
0 g

(1)
2 g

(0)
4

g
(2)
1 g

(1)
3 g

(0)
5

g
(3)
0

... g
(2)
2

... g
(1)
4

... g
(0)
6

... ... ... ... . . .

åëåìåíòè ÿêî¨ âèçíà÷åíi ïðàâèëàìè ðîìáà

(1− g(k)2l+1)(1− g
(k)
2l+2) = (1− g(k+1)

2l )(1− g(k+1)
2l+1 ), l ≥ 1, k ≥ 0,

g
(k)
2l g

(k)
2l+1 = g

(k+1)
2l−1 g

(k+1)
2l , l ≥ 1, k ≥ 0,

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

g
(k)
0 = 0, g

(k)
1 =

sk+1

sk
, k ≥ 0.

ßê çàçíà÷àëîñÿ âèùå, ïàðíîþ ÷àñòèíîþ ðåãóëÿðíîãî Ñ -äðîáó ¹ ïðè¹ä-

íàíèé äðiá. Ïðîòå iñíóþòü ïðè¹äíàíi äðîáè, ÿêi íå ìîæóòü áóòè îòðèìàíi

ÿê ïàðíà ÷àñòèíà ðåãóëÿðíîãî Ñ -äðîáó [208] (äèâ. òàêîæ [224, c. 121�122]).

Òåîðåìà 1.6 (Â. Á. Äæîóíñ i Â. Éî. Òðîí [149, c. 242]). Êîæíèé

ïðè¹äíàíèé äðiá

c0 +
p1z

1 + q1z+

∞

D
k=2

−pkz2

1 + qkz
, (1.28)

äå c0 ∈ C, pk ∈ C \ {0}, qk ∈ C, k ≥ 1, iç ïîñëiäîâíiñòþ ïiäõiäíèõ äðîáiâ

{fn(z)}n∈N0
¹ âiäïîâiäíèì äî îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíîãî ôîðìàëüíîãî ñòåïå-

íåâîãî ðÿäó (1.22) â òî÷öi z = 0 i ïîðÿäîê âiäïîâiäíîñòi n-ãî ïiäõiäíîãî

äðîáó fn(z) äîðiâíþ¹ (2n+ 1), n ≥ 0.

Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ äëÿ çàäà-

íîãî ôîðìàëüíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó âiäïîâiäíîãî ïðè¹äíàíîãî äðîáó.
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Òåîðåìà 1.7 (Â. Á. Äæîóíñ i Â. Éî. Òðîí [149, c. 244�245]). Âèêîíó-

þòüñÿ òàêi òâåðäæåííÿ:

1) ÿêùî äëÿ çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (1.22) iñíó¹ ïðè-

¹äíàíèé äðiá (1.28), ÿêèé ¹ âiäïîâiäíèì äî L0(z) â òî÷öi z = 0, òî

H
(1)
l 6= 0, l ≥ 1, (1.29)

äå H
(1)
l , l ≥ 1, � âèçíà÷íèê Õàíêåëÿ (1.23), ïîâ'ÿçàíèé ç ôîðìàëüíèì

ñòåïåíåâèì ðÿäîì L0(z), i

pl =
H

(1)
l H

(1)
l−2

(H
(1)
l−1)

2
, ql =

χl−1

H
(1)
l−1

− χl

H
(1)
l

, l ≥ 1, (1.30)

äå H
(1)
−1 = H

(1)
0 = 1, χ0 = 0, χ1 = c2,

χl =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c1 c2 . . . cl+1

c2 c3 . . . cl+2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

cl+1 cl+2 . . . c2l

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, l ≥ 2;

2) ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (1.29), òî ïðè¹äíàíèé äðiá (1.28) ç êîå-

ôiöi¹íòàìè pl, ql, l ≥ 1, âèçíà÷åíèìè çà ôîðìóëàìè (1.30), ¹ âiäïîâiäíèì

äî ôîðìàëüíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (1.22) â òî÷öi z = 0.

J -äðiá ìîæíà îòðèìàòè ÷åðåç éîãî çâ'ÿçîê iç ïðè¹äíàíèì äðîáîì (äèâ.,

íàïðèêëàä, [149, c. 249]). Ñïðàâäi, ÿêùî â ïðè¹äíàíîìó äðîái (1.28) ïîêëà-

äåìî z = 1/ξ, çíåõòó¹ìî âiëüíèì ÷ëåíîì c0, çðîáèìî åêâiâàëåíòíå ïåðåòâî-

ðåííÿ, ïîêëàäàþ÷è ρk = ξ, k ≥ 1, i çàìiíèìî ξ íà z, òî îòðèìà¹ìî J -äðiá

âèãëÿäó (1.20).

Òåîðåìà 1.8 (Â. Á. Äæîóíñ i Â. Éî. Òðîí [149, c. 249�251]). Êîæíèé

J-äðiá (1.20) iç ïîñëiäîâíiñòþ ïiäõiäíèõ äðîáiâ {fn(z)}n∈N ¹ âiäïîâiäíèì äî

ôîðìàëüíîãî ðÿäó Ëîðàíà

L∞(z) =
∞∑
k=1

c−kz
−k
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â òî÷öi z =∞ i ïîðÿäîê âiäïîâiäíîñòi n-ãî ïiäõiäíîãî äðîáó fn(z) äîðiâíþ¹

(2n+ 1), n ≥ 1.

Íåïåðåðâíi äðîáè, çîêðåìà J -äðîáè, òiñíî ïîâ'ÿçàíi ç îðòîãîíàëüíèìè

ïîëiíîìè (äèâ., íàïðèêëàä, êíèãó Ñ. Õðóùîâà [152]). Äîñëiäæåííþ âëàñòè-

âîñòåé i çàñòîñóâàíü íàâåäåíèõ âèùå àëãîðèòìiâ ïðèñâÿ÷åíi ðîáîòè Õ. Áàí-

äåìåðà [84], I. �àð àíòiíi i Ï. Õåíðiöi [119], Ï. Õåíðiöi [133, � 7.6], [135,138�

140], À. Ñ. Õàóñõîëäåðà [144], Õ. Ðóòiñõàóçåðà [192,193,195,197,198] òà ií.

1.3. Çáiæíiñòü íåïåðåðâíèõ äðîáiâ

Îñêiëüêè íåïåðåðâíèé äðiá � öå íåñêií÷åííèé âèðàç, òî âàæëèâî çíà-

òè, ÷è íåïåðåðâíèé äðiá çáiãà¹òüñÿ i ç ÿêîþ øâèäêiñòþ. Äëÿ ôóíêöiîíàëü-

íèõ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ òàêîæ âàæëèâî çíàòè ìíîæèíè êîìïëåêñíî¨ ïëî-

ùèíè, äå ôóíêöiîíàëüíi íåïåðåðâíi äðîáè çáiãàþòüñÿ.

Ïðè ôîðìóëþâàííi òà äîâåäåííi îçíàê çáiæíîñòi äëÿ íåïåðåðâíèõ äðî-

áiâ ñóòò¹âî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïîíÿòòÿ ìíîæèí çáiæíîñòi òà ìíîæèí çíà-

÷åíü. Öi ïîíÿòòÿ âïåðøå ç'ÿâèëèñü â ðîáîòàõ À. Ïðiíãñõàéìà [186, 187],

Â. Ò. Ñêîòòà i Ã. Ñ. Âîëëà [199], Å. Á. Âàí Ôëåêà [217,219], Þ. Âîðïiöüêî-

ãî [226] i çãîäîì óñïiøíî âèêîðèñòîâóâàëèñÿ áàãàòüìà àâòîðàìè. Íàâåäåìî

íåîáõiäíi îçíà÷åííÿ, äîòðèìóþ÷èñü òåêñòó ç êíèãè Ë. Ëîðåíöåí i Õ. Âîäå-

ëàíäà [167, c. 108�110] (äèâ. òàêîæ [149, ãë. 4]).

Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, â íåïåðåðâíîìó äðîái (1.1) ïîêëàäåìî b0 =

0. Ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí {Ωk}k∈N i {Vk}k∈N0
òàêèõ, ùî Ωk 6= ∅, Ωk ⊆ C×C,

k ≥ 1, i Vk 6= ∅, Vk ⊆ Ĉ, k ≥ 0, íàçèâàþòü âiäïîâiäíî ïîñëiäîâíîñòÿìè

ìíîæèí åëåìåíòiâ i ìíîæèí çíà÷åíü äëÿ íåïåðåðâíîãî äðîáó

∞

D
k=1

ak
bk
, (1.31)

ÿêùî

ak
bk
∈ Vk−1,

ak
bk + Vk

⊆ Vk−1 äëÿ 〈ak, bk〉 ∈ Ωk k ≥ 1.
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Ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí åëåìåíòiâ {Ωk}k∈N íàçèâàþòü ïîñëiäîâíiñòþ ìíî-

æèí çáiæíîñòi äëÿ íåïåðåðâíîãî äðîáó (1.31), ÿêùî iç òîãî, ùî 〈ak, bk〉 ∈ Ωk,

k ≥ 1, âèïëèâà¹, ùî íåïåðåðâíèé äðiá (1.31) çáiãà¹òüñÿ. Ïîñëiäîâíiñòü

ìíîæèí çáiæíîñòi {Ωk}k∈N íàçèâàþòü ïîñëiäîâíiñòþ ìíîæèí ðiâíîìiðíî¨

çáiæíîñòi äëÿ íåïåðåðâíîãî äðîáó (1.31) ç ïîñëiäîâíiñòþ ïiäõiäíèõ äðîáiâ

{fk}k∈N, ÿêùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë {λk}k∈N, ùî çàëåæèòü

ëèøå âiä ïîñëiäîâíîñòi {Ωk}k∈N, çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ i òàêà, ùî

|fk+n − fk| ≤ λk, k ≥ 1, n ≥ 0,

äëÿ êîæíî¨ âïîðÿäêîâàíî¨ ïàðè 〈{ak}k∈N, {bk}k∈N〉 òàêî¨, ùî 〈ak, bk〉 ∈ Ωk,

k ≥ 1. Ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí çíà÷åíü {Ek}k∈N íàçèâàþòü ïîñëiäîâíiñòþ

ìíîæèí çáiæíîñòi (ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi) äëÿ íåïåðåðâíîãî äðîáó

∞

D
k=1

ak
1
, (1.32)

ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí {Ωk}k∈N, äå Ωk = Ek × {1}, k ≥ 1, ¹ ïîñëiäîâ-

íiñòþ ìíîæèí çáiæíîñòi (ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi) äëÿ öüîãî íåïåðåðâíîãî

äðîáó.

Ñôîðìóëþ¹ìî íàéâiäîìiøó, ìàáóòü, êëàñè÷íó òåîðåìó ïðî çáiæíiñòü

íåïåðåðâíîãî äðîáó, îòðèìàíó â 1865 ðîöi Þ. Âîðïiöüêèì [226, � 20�29].

Òåîðåìà 1.9. Íåõàé åëåìåíòè ak, k ≥ 1, íåïåðåðâíîãî äðîáó (1.32)

çàäîâîëüíÿòü íåðiâíiñòü

|ak| ≤
1

4
, k ≥ 1. (1.33)

Òîäi

1) íåïåðåðâíèé äðiá (1.32) çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî, i éîãî çíà÷åííÿ òà

çíà÷åííÿ éîãî ïiäõiäíèõ äðîáiâ íàëåæàòü çàìêíåíîìó êðóãó

|w| ≤ 1

2
; (1.34)

2) ñòàëà 1/4 â (1.33) i çàìêíåíèé êðóã (1.34) ¹ �íàéêðàùèìè�, òîáòî

ñòàëó íå ìîæíà çáiëüøèòè, à çàìêíåíèé êðóã çâóçèòè.
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Ñåðåä iíøèõ êëàñè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ âiäìiòèìî òåîðåìè Çàéäåëÿ �

Øòåðíà [201, 207], Ñëåøèíñüêîãî � Ïðiíãñõàéìà [75, 186] i Âàí Ôëåêà [219]

(äèâ. òàêîæ, íàïðèêëàä, [149, ãë. 4]).

Äàëi ñôîðìóëþ¹ìî äåÿêi îçíàêè çáiæíîñòi äëÿ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ ç

÷àñòèííèìè ëàíêàìè âèãëÿäó (1−gk−1)gkzk
1 , ÿêi áåçïîñåðåäíüî ñòîñóþòüñÿ íà-

øèõ äîñëiäæåíü.

Òåîðåìà 1.10 (Ã. Ñ. Âîëë [223, c. 45�46]). Íåõàé gk, k ≥ 1, � äiéñíi

ñòàëi òàêi, ùî 0 ≤ gk < 1, k ≥ 1, àáî 0 < gk ≤ 1, k ≥ 1, i ðÿä

1 +
∞∑
n=1

n∏
k=1

gk
1− gk

(1.35)

çáiãà¹òüñÿ äî S àáî ðîçáiãà¹òüñÿ. Òîäi

1) íåïåðåðâíèé äðiá

g1
1 +

∞

D
k=2

(1− gk−1)gkzk
1

(1.36)

çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî äëÿ zk, k ≥ 2, òàêèõ, ùî |zk| ≤ 1, k ≥ 2;

2) çíà÷åííÿ íåïåðåðâíîãî äðîáó (1.36) i éîãî ïiäõiäíèõ äðîáiâ íàëå-

æàòü çàìêíåíîìó êðóãó |w| ≤ 1− 1/S, ÿêùî 0 ≤ gk < 1, k ≥ 1, ïðè÷îìó

çíà÷åííÿ öüîãî íåïåðåðâíîãî äðîáó äîðiâíþ¹ (1− 1/S) äëÿ zk = −1, k ≥ 2;

3) çíà÷åííÿ íåïåðåðâíîãî äðîáó (1.36) i éîãî ïiäõiäíèõ äðîáiâ íàëå-

æàòü çàìêíåíîìó êðóãó ∣∣∣∣w − 1

2− g1

∣∣∣∣ ≤ 1− g1
2− g1

,

ÿêùî 0 < gk ≤ 1, k ≥ 1.

Çàóâàæèìî, ùî îñîáëèâi âèïàäêè òåîðåìè 1.10 ðîçãëÿäàëèñÿ ó ðîáîòàõ

I. Â. Ñëåøèíñüêîãî [76], Äæ. Ô. Ïåéäîíà i Ã. Ñ. Âîëëà [181], Î. Ïåððîíà

[183, c. 262�264] òà À. Ïðiíãñõàéìà [186].

Äàëi íàâåäåìî îçíàêè çáiæíîñòi íåïåðåðâíîãî äðîáó

1

1 +

g1z1
1 +

∞

D
k=2

(1− gk−1)gkzk
1

, (1.37)

äå gk, k ≥ 1, � äiéñíi ñòàëi, zk, k ≥ 1, � êîìïëåêñíi çìiííi.
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Òåîðåìà 1.11 (Å. Á. Âàí Ôëåê [217]). Íåõàé gk, k ≥ 1, � äiéñíi ñòàëi

òàêi, ùî 0 ≤ gk < 1, k ≥ 1, i ðÿä (1.35) çáiãà¹òüñÿ äî S. Òîäi

1) íåïåðåðâíèé äðiá (1.37) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî äëÿ zk, k ≥ 1, òàêèõ,

ùî |zk| ≤ 1, k ≥ 1;

2) çíà÷åííÿ íåïåðåðâíîãî äðîáó (1.37) i éîãî ïiäõiäíèõ äðîáiâ íàëå-

æàòü çàìêíåíîìó êðóãó |w| ≤ S, ïðè÷îìó çíà÷åííÿ öüîãî íåïåðåðâíîãî

äðîáó äîðiâíþ¹ S äëÿ zk = −1, k ≥ 1.

Òåîðåìà 1.12 (Äæ. Ô. Ïåéäîí i Ã. Ñ. Âîëë [181]). Íåõàé gk, k ≥ 1,

� äiéñíi ñòàëi òàêi, ùî 0 < gk < 1, k ≥ 1, i ðÿä (1.35) ðîçáiãà¹òüñÿ.

Òîäi íåïåðåðâíèé äðiá (1.37) çáiãà¹òüñÿ äëÿ zk, k ≥ 1, òàêèõ, ùî |zk| ≤ 1,

k ≥ 1, çà óìîâè, ùî zk 6= −1 ïðèíàéìíi äëÿ îäíîãî k ≥ 1.

Òåîðåìà 1.13 (Ã. Ñ. Âîëë [223, c. 49]). Íåõàé gk, k ≥ 1, � äiéñíi ñòàëi

òàêi, ùî 0 ≤ gk < 1, k ≥ 1, àáî 0 < gk ≤ 1, k ≥ 1. Òîäi íåïåðåðâíèé äðiá

(1.37) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî äëÿ zk, k ≥ 1, òàêèõ, ùî |z1| ≤ r i |zk| ≤ 1,

k ≥ 2, äëÿ êîæíî¨ ñòàëî¨ r, r < 1.

Ó êíèçi Ã. Ñ. Âîëëà [223, c. 79] îçíà÷åíi òàê çâàíi, ëàíöþãîâi ïîñëi-

äîâíîñòi, ÿêi ñóòò¹âî âèêîðèñòîâóþòüñÿ íàìè ïðè äîâåäåííi îòðèìàíèõ ðå-

çóëüòàòiâ.

Ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë {an}n∈N íàçèâàþòü ëàíöþ-

ãîâîþ ïîñëiäîâíiñòþ, ÿêùî iñíó¹ iíøà ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ íåâiä'¹ìíèõ

÷èñåë {gn}n∈N0
òàêà, ùî 0 ≤ gn ≤ 1, n ≥ 0, i

an = (1− gn−1)gn, n ≥ 1.

×èñëà gn, n ≥ 0, íàçèâàþòü ïàðàìåòðàìè ëàíöþãîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi.

Äîñëiäæåííþ âëàñòèâîñòåé i çàñòîñóâàíü ëàíöþãîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé

ïðèñâÿ÷åíi ðîáîòè Ò. Ñ. ×iõàðè [95], Äæ. Äæ. Äåííiñà i Ã. Ñ. Âîëëà [100],

Ò. Ë. Õåéäåíà i Å. Ï. Ìåðêåñà [128,129], Äæ. Ô. Ïåéäîíà i Ã. Ñ. Âîëëà [181,

c. 79], Õ.-Éî. Ðóíêåëÿ [189, 190], Ã. Ñ. Âîëëà [223, c. 79�90], Ã. Ñ. Âîëëà i

Ì. Âåòöåëÿ [225] òà ií. Íàâåäåìî äåÿêi âëàñòèâîñòi ëàíöþãîâèõ ïîñëiäîâ-

íîñòåé íåîáõiäíi äëÿ íàøèõ äîñëiäæåíü.
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Äëÿ êîæíî¨ ëàíöþãîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi {an}n∈N iñíóþòü ïîñëiäîâíîñòi

ìiíiìàëüíèõ {mn}n∈N0
i ìàêñèìàëüíèõ {Mn}n∈N0

ïàðàìåòðiâ òàêi, ùî mn ≤
gn ≤ Mn, n ≥ 0, äëÿ áóäü-ÿêèõ iíøèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ öi¹¨ ëàíöþãîâî¨

ïîñëiäîâíîñòi. Ìiíiìàëüíi òà ìàêñèìàëüíi ïàðàìåòðè âiäïîâiäíî âèçíà÷àþ-

òüñÿ ó òàêèé ñïîñiá: m0 = 0,

mn+1 =

{
0, ÿêùî mn = 1,

an+1/(1−mn), ÿêùî mn < 1,
Mn = 1−

∞

D
k=1

an+k
1
, n ≥ 0,

ïðè÷îìó, ÿêùî iñíó¹ iíäåêñ n+ r òàêèé, ùî an+r = 0, r ≥ 0, òî

Mn = 1−
r−1

D
k=1

an+k
1

[100,225] (äèâ. òàêîæ [223, c. 80�82]).

Ëåìà 1.1 (Õ.-Éî. Ðóíêåëü [189, ëåìà 7]). Íåõàé {hn}n∈N0
i {gn}n∈N0

iç h0 6= g0 � ïîñëiäîâíîñòi ïàðàìåòðiâ ëàíöþãîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi {an}n∈N
òàêî¨, ùî an > 0 äëÿ n ≥ 1. Òîäi

hn = gn

1−

n−1∏
k=1

gk
1− gk

1− h0
g0 − h0

+
n−1∑
r=1

r∏
k=1

gk
1− gk

 äëÿ n ≥ 2.

Òàêîæ ñôîðìóëþ¹ìî òâåðäæåííÿ, îòðèìàíå Â. Éî. Òðîíîì ó ñòàòòi

[214, ëåìà 1], ÿêå âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ïðè äîâåäåííi íàøèõ ðåçóëüòàòiâ.

Ëåìà 1.2. Íåõàé x > 0 i −∞ < u, v < +∞. Òîäi

min
−∞<y<+∞

Re

(
u+ iv

x+ iy

)
= −
√
u2 + v2 − u

2x
.

Äàëi ðîçãëÿíåìî çáiæíiñòü ôóíêöiîíàëüíèõ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ â C
âiäíîñíî åâêëiäîâî¨ ìåòðèêè d : C× C→ R≥0:

d(z1, z2) = |z1 − z2| äëÿ z1 ∈ C, z2 ∈ C
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(äèâ., íàïðèêëàä, [149, c. 151]).

Íåõàé D � îáëàñòü â C, òîáòî âiäêðèòà çâ'ÿçíà ìíîæèíà. Ïîñëiäîâ-

íiñòü {fn(z)}n∈N0
ôóíêöié, ìåðîìîðôíèõ â îáëàñòiD, çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî

(äèâ. [149, c. 176]) íà êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi K îáëàñòi D, ÿêùî

1) iñíó¹ òàêå ÷èñëî NK ∈ N0, ùî äëÿ âñiõ n ≥ NK ôóíêöiÿ fn(z) ¹

ãîëîìîðôíà â äåÿêié îáëàñòi, ùî ìiñòèòü K, i

2) äëÿ çàäàíîãî ε > 0 iñíó¹ ÷èñëî Nε > NK òàêå, ùî

sup
z∈K
|fn+k(z)− fn(z)| < ε äëÿ n ≥ Nε, k ≥ 0.

Ôóíêöiîíàëüíèé íåïåðåðâíèé äðiá (1.11) ç ïîñëiäîâíiñòþ ïiäõiäíèõ

äðîáiâ {fn(z)}n∈N0
çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî (äèâ. [125, c. 52]) íà êîìïàêòíié

ïiäìíîæèíi K iç îáëàñòi D, ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü {fn(z)}k∈N0
çàäîâîëüíÿ¹

íàâåäåíi âèùå óìîâè 1) i 2).

Ñôîðìóëþ¹ìî îçíàêè çáiæíîñòi äëÿ ðîçãëÿíóòèõ â ïiäðîçäiëi 1.2 êëà-

ñiâ ôóíêöiîíàëüíèõ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ. Ââàæàòèìåìî, ùî ðåãóëÿðíèé C -

äðiá (1.18) i âñi éîãî ïiäõiäíi äðîáè äîðiâíþþòü íóëþ â òî÷öi z = 0. Íàéâi-

äîìiøîþ, ìàáóòü, îçíàêîþ çáiæíîñòi äëÿ öüîãî íåïåðåðâíîãî äðîáó ¹ êàð-

äiî¨äíà òåîðåìà (äèâ. ðîáîòè Äæ. Ô. Ïåéäîí i Ã. Ñ. Âîëë [181] òà Â. Ëåéòîí

i Â. Éî. Òðîí [164]). Ñôîðìóëþ¹ìî íàéçàãàëüíiøèé âàðiàíò öi¹¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 1.14 (Â. Á. Äæîóíñ i Â. Éî. Òðîí [149, c. 134�135]). Íåõàé

êîåôiöi¹íòè ak, k ≥ 1, ðåãóëÿðíîãî Ñ-äðîáó (1.18) çàäîâîëüíÿþòü íåðiâ-

íiñòü

|ak| − Re (ak) ≤ rgk−1(1− gk), k ≥ 1,

äå r � äîäàòíå ÷èñëî, {gk}k∈N0
� ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî

0 < ε < gk < 1− ε, k ≥ 0,

äå 0 < ε < 1/2. Òîäi

1) ïàðíà i íåïàðíà ÷àñòèíè ðåãóëÿðíîãî Ñ-äðîáó (1.18) çáiãàþòüñÿ äî

ôóíêöié, ãîëîìîðôíèõ äëÿ âñiõ z â êîðäiî¨äíié îáëàñòi

Cr =

{
z ∈ C : |z| < 1 + cos(arg(z))

r

}
,
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i ðiâíîìiðíî çáiãàþòüñÿ íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Cr;

2) ðåãóëÿðíèé Ñ-äðiá (1.18) çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨, ãîëîìîðôíî¨ â îá-

ëàñòi Cr, òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ïðèíàéìíi îäèí iç ðÿäiâ

∞∑
n=1

∣∣∣∣∣
2n∏
k=1

a
(−1)k−1
k

∣∣∣∣∣ ,
∞∑
n=1

∣∣∣∣∣
2n−1∏
k=1

a
(−1)k
k

∣∣∣∣∣ (1.38)

ðîçáiãà¹òüñÿ;

3) ÿêùî iñíó¹ ñòàëà M > 0 òàêà, ùî |ak| ≤M, k ≥ 1, òî ðåãóëÿðíèé

Ñ-äðiá (1.18) çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨, ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi Cr.

Äëÿ S -äðîáiâ êëàñè÷íîþ îçíàêîþ çáiæíîñòi ¹ òàêà òåîðåìà Ñòiëüòü¹ñà:

Òåîðåìà 1.15 (Ò. Éî. Ñòiëüòü¹ñ [208]). Íåõàé (1.18) � S-äðiá, òîáòî

ak > 0, k ≥ 1. Òîäi

1) ïàðíà i íåïàðíà ÷àñòèíè S-äðîáó (1.18) çáiãàþòüñÿ äî ôóíêöié,

ãîëîìîðôíèõ äëÿ âñiõ z ó ïëîùèíi ç ðîçðiçîì

R = {z ∈ C : | arg(z)| < π}, (1.39)

i ðiâíîìiðíî çáiãàþòüñÿ íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi R;

2) S-äðiá (1.18) çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨, ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi R, òîäi

i ëèøå òîäi, êîëè ïðèíàéìíi îäèí iç äâîõ ðÿäiâ (1.38) ðîçáiãà¹òüñÿ;

3) ÿêùî S-äðiá (1.18) çáiãà¹òüñÿ â îäíié òî÷öi iç R, òî öåé íåïåðåðâ-

íèé äðiá çáiãà¹òüñÿ ó âñiõ òî÷êàõ iç R äî ãîëîìîðôíî¨ ôóíêöi¨;

4) ÿêùî iñíó¹ ñòàëà M > 0 òàêà, ùî |ak| ≤M, k ≥ 1, òî S-äðiá (1.18)

çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨, ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi R.

Ñôîðìóëþ¹ìî îçíàêó çáiæíîñòi äëÿ g-äðîáó (1.19).

Òåîðåìà 1.16 (Ã. Ñ. Âîëë [223, c. 116]). g-äðiá (1.19) çáiãà¹òüñÿ äî

ôóíêöi¨, ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi

G = {z ∈ C : | arg(z + 1)| < π}, (1.40)

i ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi G.
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Äåòàëüíèé îãëÿä ðåçóëüòàòiâ, ïðèñâÿ÷åíèé J-äðîáàì, ìîæíà çíàéòè

â êíèçi Ã. Ñ. Âîëëà [223, ãë. 4, 5]. Çàóâàæèìî, ùî äiéñíi J -äðîáè, òîáòî

J -äðîáè, åëåìåíòè ÿêèõ ¹ ïîëiíîìè ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè, òàêîæ âè-

íèêàëè ó ðîáîòàõ Ï. Ë. ×åáèøåâà [81, c. 101�102, 335�341], [82, c. 307�32],

À. À. Ìàðêîâà [70, c. 106�119, 292�374], Ê. À. Ïîññå [184].

Iç òåîði¹þ çáiæíîñòi òiñíî ïîâ'ÿçàíèé àíàëiç ïîõèáîê íàáëèæåííÿ. Íà-

âåäåìî íåîáõiäíi îçíà÷åííÿ (äèâ., íàïðèêëàä, [149, ãë. 8]).

ßêùî ôóíêöiîíàëüíèé íåïåðåðâíèé äðiá (1.11) ç ïîñëiäîâíiñòþ ïiäõi-

äíèõ äðîáiâ {fn(z)}n∈N0
çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f(z) â îáëàñòi D, òî ðiçíèöþ

(f(z)− fn(z)) íàçèâàþòü ïîõèáêîþ íàáëèæåííÿ n-èì ïiäõiäíèì äðîáîì.

Äëÿ ôóíêöiîíàëüíîãî íåïåðåðâíîãî äðîáó (1.11) äëÿ n ≥ 0 i äëÿ âñiõ

z ∈ D îöiíêè âèãëÿäó

|f(z)− fn(z)| ≤ Cn(z),

äå Cn(z) > 0, n ≥ 0, Cn(z)→ 0 ïðè n→∞ äëÿ âñiõ z ∈ D, i

|f(z)− fn(z)| ≤ C(z)|fn − fn−1|,

äå C(z) > 0, íàçèâàþòü âiäïîâiäíî àïðiîðíèìè òà àïîñòåðiîðíèìè îöiíêà-

ìè.

Ó ðîáîòi Â. Á. �ðà  à [122] äîâåäåíî, ùî äëÿ g-äðîáó (1.19) ç ïîñëiäîâ-

íiñòþ ïiäõiäíèõ äðîáiâ {fn(z)}n∈N, ÿêèé çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f(z), ãîëî-

ìîðôíî¨ â îáëàñòi (1.40), äëÿ êîæíîãî z ∈ G i äëÿ n ≥ 1 âèêîíóþòüñÿ òàêi

îöiíêè

|f(z)− fn(z)| ≤ s0K(z)

Re (
√

1 + z)

∣∣∣∣√1 + z − 1√
1 + z

∣∣∣∣ ∣∣∣∣1−√1 + z

1 +
√

1 + z

∣∣∣∣n−1 ,
|f(z)− fn(z)| ≤ K(z)|fn(z)− fn−1(z)|,

äå K(z) = max{1, tg(| arg(z)|/2)} i âçÿòî ãîëîâíå çíà÷åííÿ êîðåíÿ êâàäðà-
òíîãî. Òàêîæ ó öié ñòàòòi òà ó ñòàòòi [123] Â. Á. �ðà  îì îòðèìàíî âiäïî-

âiäíî àïîñòåðiîðíi òà àïðiîðíi îöiíêè ïîõèáîê íàáëèæåííÿ äëÿ π-äðîáó.

Äëÿ S -äðîáó àïîñòåðiîðíi îöiíêè ïîõèáîê íàáëèæåííÿ îòðèìàíî ó ðî-

áîòi Ï. Õåíðiöi i Ï. Ïôëþãåðà [137]: ÿêùî (1.18) � S -äðiá (òîáòî ak > 0,
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k ≥ 1) ç ïîñëiäîâíiñòþ ïiäõiäíèõ äðîáiâ {fn(z)}n∈N, ÿêèé çáiãà¹òüñÿ äî

ôóíêöi¨ f(z), ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi (1.39), òî äëÿ êîæíîãî z ∈ R i äëÿ

n ≥ 1 âèêîíóþòüñÿ òàêi îöiíêè

|f(z)− fn(z)| ≤

≤

{
|fn(z)− fn−1(z)|, ÿêùî | arg(z)| ≤ π/2,

sec(| arg(z)− π/2|)|fn(z)− fn−1(z)|, ÿêùî π/2 < | arg(z)| < π.

Ñåðåä àïðiîðíèõ îöiíîê ïîõèáîê íàáëèæåíü äëÿ S -äðîáó (1.18) âèäiëèìî

òàêó îöiíêó

|f(z)− fn(z)| ≤ 2a1r

cos(α)

n∏
k=2

√
1 + 4akr/ cos2(α)− 1√
1 + 4akr/ cos2(α) + 1

, n ≥ 2,

äå z = re2iα, |α| < π/2, îòðèìàíó â ñòàòòÿõ Â. Á. �ðà  à i Ä. Ä. Âîðíåðà

[124] òà Â. Éî. Òðîíà [212].

Îöiíêè ïîõèáîê íàáëèæåííÿ äëÿ äiéñíîãî J -äðîáó i ïðè¹äíàíîãî äðîáó

ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè ìîæíà îòðèìàòè iç ðåçóëüòàòiâ äëÿ S -äðîáó. Äå-

òàëüíiøó iíôîðìàöiþ ïðî íàâåäåíi âèùå òà iíøi îöiíêè ïîõèáîê íàáëèæåí-

íÿ äëÿ ôóíêöiîíàëüíèõ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ ìîæíà çíàéòè ó êíèçi À. Êàéò

òà ií. [125, c. 129�147] (äèâ. òàêîæ [149, ãë. 8]).

1.4. Çîáðàæåííÿ äåÿêèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íåïåðåðâíèìè

äðîáàìè

Äëÿ áàãàòüîõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âiäîìi ¨õíi çîáðàæåííÿ íåïåðåðâíè-

ìè äðîáàìè. ×àñòî äàíà ôóíêöiÿ ìîæå áóòè çîáðàæåíà äåêiëüêîìà ðiçíèìè

íåïåðåðâíèìè äðîáàìè, êîæíèé iç ÿêèõ çáiãà¹òüñÿ âçàãàëi êàæó÷è, â ðiçíèõ

îáëàñòÿõ. Òóò i äàëi, çàïèñ

f(z) =
∞

D
k=1

ak(z)

bk(z)
, z ∈ D,

îçíà÷àòèìå, ùî íåïåðåðâíèé äiá çáiãà¹òüñÿ äî f(z) äëÿ âñiõ z ∈ D.Îñêiëüêè
åëåìåíòè ak(z), bk(z), k ≥ 1, ¹ ïîëiíîìàìè, òî ïiäõiäíi äðîáè ¹ ðàöiîíàëüíè-

ìè ôóíêöiÿìè i, òîìó, ¨õ ïîñëiäîâíîñòi íå ìîæóòü çáiãàòèñÿ äî áàãàòîçíà-

÷íèõ ôóíêöié. ßêùî f(z) ¹ áàãàòîçíà÷íà ôóíêöiÿ, òî çàâæäè áðàòèìåìî ¨¨
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ãîëîâíå çíà÷åííÿ. Íàâåäåìî äåÿêi ïðèêëàäè çîáðàæåííÿ àíàëiòè÷íèõ ôóí-

êöié ôóíêöiîíàëüíèìè íåïåðåðâíèìè äðîáàìè.

Åêñïîíåíöiàëüíà ôóíêöiÿ

exp(z) = exp(|z|)(cos(arg(z)) + i sin(arg(z))), z ∈ C,

çîáðàæó¹òüñÿ ðåãóëÿðíèì Ñ -äðîáîì

exp(z) = 1 +
z

1 +

∞

D
k=2

akz

1
, z ∈ C,

äå

a2k =
−1

2(2k − 1)
, a2k+1 =

1

2(2k + 1)
, k ≥ 1,

(Æ. Ëàãðàíæ [157]), i ïðè¹äíàíèì äðîáîì

exp(z) = 1 +
z

1 + q1z+

∞

D
k=2

pkz
2

1
, z ∈ C,

äå

q1 = −1

2
, pk =

1

4(2k − 1)(2k − 3)
, k ≥ 2,

(Ë. Îéëåð [114, � 30], Æ. Ëàãðàíæ [157]).

Ôóíêöiÿ íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìó

Ln (1 + z) = ln(|1 + z|) + iArg (1 + z), −π < Arg (1 + z) ≤ π, z 6= −1,

çîáðàæó¹òüñÿ S -äðîáîì

Ln (1 + z) =
z

1 +

∞

D
k=2

akz

1
, z ∈ C \ (−∞,−1],

äå

a2k =
k

2(2k − 1)
, a2k+1 =

k

2(2k + 1)
, k ≥ 1,

(Éî. Õ. Ëàìáåðò [158, c. 76], Æ. Ëàãðàíæ [157]), i ïðè¹äíàíèì äðîáîì

Ln (1 + z) =
z

1 + q1z+

∞

D
k=2

pkz
2

1
, −π < Arg

(
1− z2

(2 + z)2

)
< π,
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äå

qk−1 =
1

2
, pk =

−(k − 1)2

4(2k − 1)(2k − 3)
, k ≥ 2,

(Æ. Ëàãðàíæ [157]).

Ñòåïåíåâà ôóíêöiÿ àáî çàãàëüíà áiíîìiàëüíà ôóíêöiÿ

(1 + z)α = exp(αLn (1 + z)), π < Im (Ln (z + 1)) ≤ π,

çîáðàæó¹òüñÿ òàêèìè ðåãóëÿðíèìè C -äðîáàìè

(1 + z)α =
1

1 +

−αz
1 +

∞

D
k=3

akz

1
, z ∈ C \ (−∞,−1],

äå α ∈ C \ Z,

a2k =
k − 1− α
2(2k − 1)

, a2k−1 =
k − 1 + α

2(2k − 3)
, k ≥ 2,

(Ê. Ô. Ãàóññ [120]),

(1 + z)α = 1 +
αz

1 +

∞

D
k=2

akz

1
, z ∈ C \ (−∞,−1], (1.41)

äå α ∈ C \ Z,

a2k =
k − α

2(2k − 1)
, a2k+1 =

k + α

2(2k + 1)
, k ≥ 1,

(Æ. Ëàãðàíæ [157]), i ïðè¹äíàíèì äðîáîì

(1 + z)α = 1 +
αz

1 + q1z+

∞

D
k=2

pkz
2

1 + qkz
, z ∈ C \ (−∞,−1],

äå α ∈ C \ Z,

q1 =
1− α

2
, pk =

α2 − k2

4(2k − 1)(2k + 1)
, qk =

1

2
, k ≥ 2,

(Ë. Îéëåð [115]). Çàóâàæèìî, ùî îñîáëèâèé âèïàäîê çîáðàæåííÿ (1.41) ðîç-

ãëÿíóòî Éî. Õ. Ëàìáåðòîì [158, c. 94].
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Òðèãîíîìåòðè÷íà ôóíêöiÿ tg(z), z ∈ C \ {π/2 + kπ : k ∈ Z}, çîáðà-
æó¹òüñÿ ïðè¹äíàíèì äðîáîì

tg(z) =
z

1 +

∞

D
k=2

pkz
2

1
, z ∈ C \ {π/2 + kπ : k ∈ Z},

äå

pk =
1

(2k − 3)(2k − 1)
, k ≥ 2,

(Éî. Õ. Ëàìáåðò [158, c. 162]).

Îáåðíåíà òðèãîíîìåòðè÷íà ôóíêöiÿ

Arctg (z) =
1

2i
Ln

(
1 + iz

1− iz

)
, −π < Arg

(
1 + iz

1− iz

)
≤ π, iz 6= ±1,

çîáðàæó¹òüñÿ ïðè¹äíàíèì äðîáîì

Arctg (z) =
z

1 +

∞

D
k=2

pkz
2

1
, iz 6∈ (−∞,−1) ∪ (1,+∞),

äå

pk =
(k − 1)2

(2k − 3)(2k − 1)
, k ≥ 2,

(Éî. Õ. Ëàìáåðò [158, c. 82], Æ. Ëàãðàíæ [157]).

Áàãàòî ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié â ìàòåìàòèöi, ôiçèöi òà iíæåíåði¨ ¹ ãiïåð-

ãåîìåòðè÷íèìè ôóíêöiÿìè àáî ¨õ êîìáiíàöiÿìè. Íàéâiäîìiøà, ìàáóòü, iç

öèõ ôóíêöié ¹ ãiïåðãåîìåòðè÷íà ôóíêöiÿ Ãàóñà [120]

F (a, b; c; z) =
∞∑
k=0

(a)k(b)k
(c)k

zk

k!
, a, b ∈ C, c ∈ C \ Z−0 , z ∈ C,

äå (α)0 = 1, (α)k = α(α + 1)(α + 2) . . . (α + k − 1), k ≥ 1, α ∈ C, � ñèìâîë

Ïîõãàìåðà.

Âiäíîøåííÿ ãiïåðãåîìåòðè÷íèõ ôóíêöié

F (a, b+ 1; c+ 1; z)

F (a, b; c; z)
, a, b ∈ C, c ∈ C \ Z−0 , z ∈ C,
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çîáðàæó¹òüñÿ ðåãóëÿðíèì Ñ -äðîáîì àáî íåïåðåðâíèì äðîáîì Ãàóñà [120]

F (a, b+ 1; c+ 1; z)

F (a, b; c; z)
=

1

1 +

∞

D
k=2

akz

1
, a, b ∈ C, c ∈ C \ Z−0 , z ∈ C \ [1,+∞),

äå

a2k =
−(a+ k − 1)(c− b+ k − 1)

(c+ 2k − 2)(c+ 2k − 1)
, a2k+1 =

−(b+ k)(c− a+ k)

(c+ 2k − 1)(c+ 2k)
, k ≥ 1.

ßêùî b = 0 i c çàìiíèòè íà c− 1, òî îòðèìà¹ìî òàêå çîáðàæåííÿ

F (a, 1; c; z) =
1

1 +

∞

D
k=2

akz

1
, a,∈ C, c ∈ C \ Z−0 , z ∈ C \ [1,+∞),

äå

a2k =
−(a+ k − 1)(c+ k − 2)

(c+ 2k − 3)(c+ 2k − 2)
, a2k+1 =

−k(c− a+ k − 1)

(c+ 2k − 2)(c+ 2k − 1)
, k ≥ 1.

ßêùî a i c äiéñíi ÷èñëà òàêi, ùî 0 < a < c,

g2k−1 =
a+ k − 1

c+ 2k − 2
, g2k =

k

c+ 2k − 1
, k ≥ 1,

i çàìiíèòè z íà −z, òî îòðèìà¹ìî g-äðiá

F (a, 1; c;−z) =
1

1 +

g1z

1 +

∞

D
k=2

gk(1− gk−1)z
1

, 0 < a < c, z ∈ C \ (−∞,−1].

Ã. Ñ. Âîëë [223, òåîðåìà 74.1 i ñïiââiäíîøåííÿ (67.5)], [224] ïîêàçàâ, ùî

êëàñ W âñiõ ôóíêöié, ÿêi çîáðàæóþòüñÿ g-äðîáàìè, ìîæíà îõàðàêòåðèçó-

âàòè äâîìà ñïîñîáàìè:

1) ôóíêöiÿ f(z) ∈ W òîäi i ëèøå òîäi, êîëè f(z) ¹ íåðàöiîíàëüíà

ôóíêöiÿ, ãîëîìîðôíà â îáëàñòi (1.40), ÿêà íàáóâà¹ äiéñíèõ çíà÷åíü äëÿ

äiéñíèõ z i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Re (
√

1 + zf(z)) > 0 äëÿ z ∈ G (òóò áåðåòüñÿ

ãîëîâíå çíà÷åííÿ êâàäðàòíîãî êîðåíÿ);

2) ôóíêöiÿ f(z) ∈ W òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iñíó¹ îáìåæåíà ìîíîòîííî

íåñïàäíà ôóíêöiÿ ϕ(u) ç íåñêií÷åííèì ÷èñëîì òî÷îê ðîñòó (äèâ. îçíà÷åííÿ

íà c. 46) â iíòåðâàëi (0, 1) òàêà, ùî

f(z) =

∫ 1

0

dϕ(u)

1 + zu
, z ∈ G.
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Áiëüøå ïðèêëàäiâ çîáðàæåííÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ôóíêöiîíàëüíè-

ìè íåïåðåðâíèìè äðîáàìè ìîæíà çíàéòè â êíèãàõ Ì. Ì. Ïàãiði [71, ÷. 2],

À. Í. Õîâàíñüêîãî [80, ãë. 2 i 3], Ê. Áðåçiíñüêîãî [94, c. 193�212], À. Êàéò òà

ií. [125, ñ. 193�400], Â. Á. Äæîóíñà i Â. Éî. Òðîíà [149, ãë. 6] òà Ë. Ëîðåíöåí

i Õ. Âîäåëàíäà [166, äîäàòîê À].

1.5. Óçàãàëüíåííÿ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ � ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi

äðîáè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

Ó 60-õ ðîêàõ XX-ãî ñòîëiòòÿ Â. ß. Ñêîðîáîãàòüêîì çàïðîïîíîâàíî áà-

ãàòîâèìiðíå óçàãàëüíåííÿ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ � ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè

(äèâ. ïåðøó ïóáëiêàöiþ [72]) � ó çâ'ÿçêó ç iäå¹þ ïîáóäîâè ðàöiîíàëüíèõ

íàáëèæåíü àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ. Îñîáëèâi âèïàäêè öèõ

äðîáiâ âèíèêàëè i ðàíiøå, çîêðåìà, ó ðîáîòàõ I. Ïðàòü¹ [185] i Â. Ï. Òåð-

ñüêèõ [79]. Îñíîâè àíàëiòè÷íî¨ òåîði¨ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ âèêëà-

äåíî ó êíèãàõ Ï. I. Áîäíàð÷óêà i Â. ß. Ñêîðîáîãàòüêà [36], Â. ß. Ñêîðîáî-

ãàòüêà [73] òà Ä. I. Áîäíàðà [24].

Çàóâàæèìî (äèâ., íàïðèêëàä, [118], [143, c. 74]), ùî âïåðøå, ìàáóòü,

óçàãàëüíåííÿ íåïåðåðâíîãî äðîáó çàïðîïîíîâàíî Êàòàõiðî Òàêåáå (1664-

1739) i Ãåíêåé Íàêàíå (1662�1733) ó ðóêîïèñi �Ðóéàêó-äçþöó� (ìåòîä ïî-

ñëiäîâíèõ ïîäiëiâ), íàïèñàíîìó â 1728 ðîöi. Îãëÿä ðiçíèõ áàãàòîâèìiðíèõ

óçàãàëüíåíü íåïåðåðâíèõ äðîáiâ çðîáëåíî ó ñòàòòi Ä. I. Áîäíàðà [18].

ßê çàçíà÷àëîñÿ ó ïiäðîçäiëi 1.2, â îñíîâó ïîáóäîâè ðàöiîíàëüíèõ íà-

áëèæåíü àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ ïîêëàäåíî ïðèíöèï âiäïîâiäíîñòi ìiæ íåïå-

ðåðâíèì äðîáîì i ôîðìàëüíèì ðÿäîì Ëîðàíà, ÿêèé ¹ çîáðàæåííÿì öi¹¨

ôóíêöi¨. Çàäà÷à ïîáóäîâè ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ, âiäïîâiäíèõ äî çà-

äàíèõ ôîðìàëüíèõ êðàòíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ íå ìà¹ îäíîçíà÷íîãî ðîçâ'ÿç-

êó. Òîìó âèêîðèñòîâóþòüñÿ äâà ïiäõîäè:

1) íàêëàäàííÿ äîäàòêîâèõ óìîâ íà åëåìåíòè ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî

äðîáó [19,25,29,35,43,44,66];

2) ìîäèôiêàöiÿ ñòðóêòóðè ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó [10,40,44,67�
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69,96�99,154,155,178,179], [180, c. 96�149], [202,203].

Ñåðåä ìîäèôiêîâàíèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ âèäiëèìî ãiëëÿñòi

ëàíöþãîâi äðîáè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, ÿêi çà ñòðóêòóðîþ ¹ àíàëî-

ãàìè êðàòíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ. Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó ôiêñîâàíèõ çíà-

÷åíü åëåìåíòiâ, òîáòî êîëè öi åëåìåíòè ¹ êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè, ¨õ òàêîæ

íàçèâàþòü ãiëëÿñòèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó (äèâ.,

íàïðèêëàä, [37, c. 19]). Íàäàëi äëÿ âèçíà÷åíîñòi âæèâàòèìåìî ëèøå íàçâó

ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè íåçàëåæíî âiä òîãî,

÷è ¹ åëåìåíòè ÷èñëàìè, ÷è ôóíêöiÿìè. Âïåðøå öi äðîáè ç'ÿâèëèñÿ ó 1976

ðîöi â ðîáîòi Ä. I. Áîäíàðà [33]. Íàâåäåìî îñíîâíi ïîíÿòòÿ i âëàñòèâîñòi

ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

Íåõàé òóò i äàëi N � ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, i(0) = 0, I0 = {0} i

Ik = {i(k) : i(k) = (i1, i2, . . . , ik), 1 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, i0 = N}, k ≥ 1,

� ìíîæèíè ìóëüòèiíäåêñiâ.

Çà Ä. I. Áîäíàðîì [24, c. 15] äëÿ êîæíîãî r ≥ 1 ñèìâîë u(r) îçíà÷à¹

âåêòîð iç Cp, äå p = CN−1
N+r−1 (òóò i äàëi, C

k
n � ÷èñëî ñïîëó÷åíü ç n åëåìåíòiâ

ïî k, k ≤ n), ç êîìïîíåíòàìè uj(r), j(r) ∈ Ir, òà äëÿ êîæíèõ r ≥ 1, k ≥ 1 i

êîæíîãî ìóëüòèiíäåêñó i(k) ∈ Ik ñèìâîë u(r)
i(k) � âåêòîð içCp, äå p = C ik−1

ik+r−1,

ç êîìïîíåíòàìè ui(k),j(r), i(k) ∈ Ik, 1 ≤ js ≤ js−1, 1 ≤ s ≤ r, j0 = ik, ç òàêèì

ïîðÿäêîì ñëiäóâàííÿ êîìïîíåíò:

1) un(r) ≺ um(r) (ui(k),n(r) ≺ ui(k),m(r)), ÿêùî n(r) ≺ m(r);

2) n(r) ≺ m(r), ÿêùî n1 < m1 àáî iñíó¹ òàêèé iíäåêñ s, 1 ≤ s < r, ùî

np = mp, 1 ≤ p ≤ s, i ns+1 < ms+1.

Íåõàé 〈{ai(k)}i(k)∈Ik, k∈N, {bi(k)}i(k)∈Ik, k∈N0
〉 � óïîðÿäêîâàíà ïàðà ïîñëi-

äîâíîñòåé êîìïëåêñíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî ai(k) 6= 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1,

i, ÿêùî äëÿ k ≥ 1 iñíó¹ ìóëüòèiíäåêñ i(k) ∈ Ik òàêèé, ùî bi(k) = 0, òî

bi(k−1),j 6= 0 äëÿ 1 ≤ j ≤ ik−1, j 6= ik. Íåõàé {si(k)(w
(1)
i(k))}i(k)∈Ik, k∈N0

, äå

w
(1)
0 = w(1), i {Sk(w(k+1))}k∈N0

� ïîñëiäîâíîñòi áàãàòîâèìiðíèõ äðîáîâî-

ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü
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s0(w
(1)) = b0 + w1 + w2 + . . .+ wN ,

ξi(k) = si(k)(w
(1)
i(k)) =

ai(k)
bi(k) + wi(k),1 + wi(k),2 + . . .+ wi(k),ik

äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, i

S0(w
(1)) = s0(w

(1)), Sk(w
(k+1)) = Sk−1(ξ

(k)) äëÿ k ≥ 1.

Íåõàé {fk}k∈N0
� ïîñëiäîâíiñòü iç ðîçøèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè Ĉ âè-

çíà÷åíà òàê:

fk = Sk(0
(k+1)) äëÿ k ≥ 0,

äå 0(k+1) = (0, 0, . . . , 0) � âåêòîð iç Cp, äå p = CN−1
N+k .

Óïîðÿäêîâàíó ïàðó 〈〈{ai(k)}i(k)∈Ik, k∈N, {bi(k)}i(k)∈Ik, k∈N0
〉, {fk}k∈N0

〉 íà-
çèâàþòü ãiëëÿñòèì ëàíöþãîâèì äðîáîì ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè [15,

c. 67�69] (äèâ. òàêîæ [24, c. 15�17], [36, c. 45�51], [73, c. 64�68]) i ïîçíà÷àþòü

ñèìâîëîì

b0 +
N∑
i1=1

ai(1)

bi(1) +

i1∑
i2=1

ai(2)

bi(2) +

i2∑
i3=1

ai(3)
bi(3)+. . .

. (1.42)

×èñëà ai(k) i bi(k) äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik íàçèâàþòü k-ìè ÷àñòèííèìè ÷èñåëü-

íèêàìè òà çíàìåííèêàìè ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè âiäïîâiäíî àáî éîãî åëåìåíòàìè, âiäíîøåííÿ ai(k)/bi(k) äëÿ âñiõ

i(k) ∈ Ik � k-ìè ÷àñòèííèìè ëàíêàìè, ÷èñëî b0 � âiëüíèì ÷ëåíîì. Ñóêó-

ïíiñòü âñiõ k-èõ ëàíîê óòâîðþ¹ k-èé ïîâåðõ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó

ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè. Âåëè÷èíó

fk = b0 +
N∑
i1=1

ai(1)

bi(1) +

i1∑
i2=1

ai(2)

bi(2)+. . .
+

ik−1∑
ik=1

ai(k)
bi(k)

(1.43)
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íàçèâàþòü k-èì ïiäõiäíèì äðîáîì, ïðè öüîìó f0 = b0 � 0-èì ïiäõiäíèì

äðîáîì.

Çàóâàæèìî, ùî ïî ñóòi, òàê ñàìî, ÿê i íåïåðåðâíèé äðiá, ãiëëÿñòèé ëàí-

öþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè � öå âiäîáðàæåííÿ âïîðÿäêîâà-

íî¨ ïàðè ïîñëiäîâíîñòåé 〈{ai(k)}i(k)∈Ik, k∈N, {bi(k)}i(k)∈Ik, k∈N0
〉 ó ïîñëiäîâíiñòü

{fk}k∈N0
.

Äëÿ çðó÷íîñòi ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííè-

ìè 〈〈{ai(k)}i(k)∈Ik, k∈N, {bi(k)}i(k)∈Ik, k∈N0
〉, {fk}k∈N0

〉, ïðîäîâæóþ÷è àíàëîãiþ

iç íåïåðåðâíèì äðîáîì (äèâ. ñ. 33), ïîçíà÷àòèìåìî ñèìâîëàìè

b0 +
N∑
i1=1

ai(1)
bi(1) +

i1∑
i2=1

ai(2)
bi(2) +

i2∑
i3=1

ai(3)
bi(3) +

. . . àáî b0 +
N∑
i1=1

ai(1)
bi(1) +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

ai(k)
bi(k)

,

à éîãî k-èé ïiäõiäíèé äðiá � âiäïîâiäíî ÷åðåç

fk = b0 +
N∑
i1=1

ai(1)
bi(1) +

i1∑
i2=1

ai(2)
bi(2) +

. . .
+

ik−1∑
ik=1

ai(k)
bi(k)

àáî

fk = b0 +
N∑
i1=1

ai(1)
bi(1) +

k

D
n=2

in−1∑
in=1

ai(n)
bi(n)

.

Òàê ñàìî, ÿê i â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó, òóò i äàëi, ðîçãëÿäàþ÷è ãi-

ëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, äîïóñêàòèìåìî i âè-

ðîäæåíi âèïàäêè, êîëè îáìåæåííÿ âiäìiííîñòi âiä íóëÿ ÷àñòèííèõ ÷èñåëü-

íèêiâ i çà ïåâíèõ óìîâ ÷àñòèííèõ çíàìåííèêiâ çíiìà¹òüñÿ. Ó çâ'ÿçêó ç öèì

ââàæàòèìåìî, ùî äëÿ âñiõ a ∈ C i b ∈ C

a

0
+
b

0
=

0

0
,

i, ùî ïiäõiäíèé äðiá (1.43) ìà¹ çìiñò, ÿêùî ïðè éîãî çãîðòàííi (äèâ. îïèñ

àëãîðèòìó çãîðòàííÿ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó, íàïðèêëàä, â êíèçi

Ä. I. Áîäíàðà [24, c. 20�27]) çíèçó-ââåðõ áåç áóäü-ÿêèõ ñêîðî÷åíü ó ïðîìi-

æíèõ îïåðàöiÿõ íå îòðèìà¹ìî íåâèçíà÷åíîñòi 0/0.

Ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (1.42) çáiãà¹-

òüñÿ [2] (äèâ. òàêîæ [24, c. 46], [73, c. 72�73]), ÿêùî íå áiëüøå, íiæ ñêií÷åííà
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êiëüêiñòü éîãî ïiäõiäíèõ äðîáiâ íå ìà¹ çìiñòó, i ïîñëiäîâíiñòü éîãî ïiäõiäíèõ

äðîáiâ {fn}n∈N0
çáiãà¹òüñÿ äî ñêií÷åííî¨ ãðàíèöi f, òîáòî

f = lim
n→∞

fn = b0 +
N∑
i1=1

ai(1)
bi(1) +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

ai(k)
bi(k)

, f ∈ C.

Ó öüîìó âèïàäêó f íàçèâàþòü çíà÷åííÿì ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó

ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (1.42). Iíàêøå ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç

íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (1.42) ðîçáiãà¹òüñÿ.

Ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (1.42) çáiãà¹-

òüñÿ àáñîëþòíî [2] (äèâ. òàêîæ [24, c. 48], [73, c. 73]), ÿêùî ðÿä

∞∑
n=0

|fn+1 − fn|

çáiãà¹òüñÿ.

Ïðè âñòàíîâëåííi îçíàê çáiæíîñòi ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íå-

ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè ñóòò¹âî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ôîðìóëà ðiçíèöi äâîõ

éîãî ïiäõiäíèõ äðîáiâ, iäåÿ ïîáóäîâè ÿêî¨ íàëåæèòü Ä. I. Áîäíàðó [24,

c. 28], [34].

Íåõàé Q(n)
i(n) = bi(n) äëÿ âñiõ i(n) ∈ In, n ≥ 1, i

Q
(n)
i(k) = bi(k) +

ik∑
ik+1=1

ai(k+1)

bi(k+1) +

ik+1∑
ik+2=1

ai(k+2)

bi(k+2) +
. . .

+

in−1∑
in=1

ai(n)
bi(n)

äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, 1 ≤ k ≤ n− 1, n ≥ 2. Òîäi, çà óìîâè, ùî

Q
(n)
i(k) 6= 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, 1 ≤ k ≤ n, n ≥ 1,

ïðàâèëüíîþ ¹ òàêà ôîðìóëà [9] äëÿ n ≥ 1 i k ≥ 1

fn+k − fn = (−1)n
N∑
i1=1

i1∑
i2=1

. . .

in∑
in+1=1

n+1∏
r=1

ai(r)

n+1∏
r=1

Q
(n+k)
i(r)

n∏
r=1

Q
(n)
i(r)

. (1.44)
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Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ ïîíÿòòÿ åêâiâàëåíòíîñòi íàâåäåìî îçíà÷åííÿ ôi-

ãóðíèõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè [15, c. 70�71] (äèâ. òàêîæ [24, c. 18]).

Íåõàé (i1, i2, . . . , ik, . . .) � ôiêñîâàíèé íåñêií÷åííèé ìóëüòèiíäåêñ òà-

êèé, ùî 1 ≤ ik ≤ ik−1 äëÿ k ≥ 1. Íåïåðåðâíèé äðiá

ai1
bi1 +

ai1,i2
bi1,i2 +

ai1,i2,i3
bi1,i2,i3 +

. . .

íàçèâàþòü (i1, i2, . . . , ik, . . .)-ãiëêîþ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâ-

íîçíà÷íèìè çìiííèìè (1.42). Ïiä äîâæèíîþ ñêií÷åííî¨ ãiëêè, òîáòî äîâæè-

íîþ ñêií÷åííîãî íåïåðåðâíîãî äðîáó, ðîçóìi¹ìî êiëüêiñòü éîãî ïîâåðõiâ.

Õàðàêòåðíîþ îñîáëèâiñòþ k-ãî ïiäõiäíîãî äðîáó (1.43) ¹ òå, ùî âñi éîãî

ãiëêè ñêií÷åííi i ìàþòü k ïîâåðõiâ. Ôîðìàëüíî ïiäõiäíi äðîáè ãiëëÿñòîãî

ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (1.42) ìîæíà êîíñòðóþâà-

òè òàê, ùîá éîãî ðiçíi ãiëêè ìàëè ðiçíó äîâæèíó. Ïiäõiäíi äðîáè iç òàêîþ

âëàñòèâiñòþ íàçèâàþòü ôiãóðíèìè ïiäõiäíèì äðîáàìè ãiëëÿñòîãî ëàíöþãî-

âîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (1.42).

Íåõàé {f̃n}n∈N0
� ïîñëiäîâíiñòü ôiãóðíèõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ, ó ÿêié êîæ-

íèé íàñòóïíèé óòâîðþ¹òüñÿ äîäàâàííÿì ÷åðãîâî¨ ëàíêè ó ïðèðîäíîìó çàïè-

ñi ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (1.42), òîáòî

f̃0 = b0, f̃1 = b0 +
a1
b1
, f̃2 = b0 +

a1
b1

+
a2
b2
, i ò. ä.,

f̃N = b0 +
N∑
i1=1

ai1
bi1
, f̃N+1 = b0 +

a1

b1 +
a1,1
b1,1

+
N∑
i1=2

ai1
bi1
, i ò. ä.

Öþ ïîñëiäîâíiñòü íàçâåìî ïîñëiäîâíiñòþ ôiãóðíèõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ ç ïðè-

ðîäíèì ïîðÿäêîì ñëiäóâàííÿ.

Äâà ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (1.42) i

d0 +
N∑
i1=1

ci(1)
di(1) +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

ci(k)
di(k)

, (1.45)

äå d0 ∈ C, ci(k) ∈ C \ {0}, di(k) ∈ C äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, i, ÿêùî

äëÿ k ≥ 1 iñíó¹ ìóëüòèiíäåêñ i(k) ∈ Ik òàêèé, ùî di(k) = 0, òî di(k−1),j 6= 0
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äëÿ 1 ≤ j ≤ ik−1, j 6= ik, iç ïîñëiäîâíîñòÿìè ôiãóðíèõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ ç

ïðèðîäíèì ïîðÿäêîì ñëiäóâàííÿ {f̃n}n∈N0
i {g̃n}n∈N0

âiäïîâiäíî, íàçèâàþòü

åêâiâàëåíòíèìè [15, ñ. 73] (äèâ. òàêîæ [24, c. 29�31]), ÿêùî öi ïîñëiäîâíîñòi

çáiãàþòüñÿ ïî÷ëåííî, òîáòî f̃n = g̃n, n ≥ 1. Ó öüîìó âèïàäêó ïèñàòèìåìî

b0 +
N∑
i1=1

ai(1)
bi(1) +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

ai(k)
bi(k)

≡ d0 +
N∑
i1=1

ci(1)
di(1) +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

ci(k)
di(k)

. (1.46)

Òâåðäæåííÿ 1.1 (Î. �. Áàðàí [15, ñ. 73�74]). Åêâiâàëåíòíiñòü (1.46)

âèêîíó¹òüñÿ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iñíóþòü íåíóëüîâi ñòàëi ρi(k), i(k) ∈
Ik, k ≥ 1, òàêi, ùî

d0 = b0, ci(1) = ρi(1)ai(1), ci(k+1) = ρi(k)ρi(k+1)ai(k+1), di(k) = ρi(k)bi(k) (1.47)

äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1.

Ïåðåòâîðåííÿ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìií-

íèìè (1.42) â (1.45), îçíà÷åíå ðiâíÿííÿìè (1.47), íàçèâàþòü åêâiâàëåíòíèì

ïåðåòâîðåííÿì [2].

Ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (1.45) iç ïî-

ñëiäîâíiñòþ ïiäõiäíèõ äðîáiâ {gn}n∈N0
íàçâåìî ïàðíîþ (íåïàðíîþ) ÷àñòè-

íîþ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (1.42) iç

ïîñëiäîâíiñòþ ïiäõiäíèõ äðîáiâ {fn}n∈N0
, ÿêùî gn = f2n (gn = f2n+1) äëÿ

n ≥ 0.

Ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (1.45) íàçè-

âàþòü ìàæîðàíòîþ [2] ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè (1.42), ÿêùî iñíóþòü n0 > 0 i M > 0 òàêi, ùî

|fn+k − fn| ≤M |gn+k − gn| äëÿ n ≥ n0 i k ≥ 0.

1.6. Íàïðÿìêè äîñëiäæåíü ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íå-

ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

Òåîðiÿ çáiæíîñòi ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìií-

íèìè ðîçïî÷àëàñÿ âiä çãàäàíî¨ âèùå ðîáîòè Ä. I. Áîäíàðà [33], â ÿêié ó
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âèïàäêó N = 2 âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè çáiæíîñòi (àíàëîã

òåîðåìè Çàéäåëÿ � Øòåðíà [201, 207]) ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íå-

ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

N∑
i1=1

1

bi(1) +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

1

bi(k)
(1.48)

ç äîäàòíèìè åëåìåíòàìè. Òàêîæ ó âèïàäêó N = 2 äëÿ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãî-

âîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (1.48) ç êîìïëåêñíèìè åëåìåíòàìè

Â. Ñåìàøêîì [203] äîâåäåíî àíàëîã òåîðåìè ôîí Êîõà [222].

Ïîäàëüøi äîñëiäæåííÿ çáiæíîñòi ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íå-

ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè ïîâ'ÿçàíi iç óçàãàëüíåííÿì êëàñè÷íèõ òåîðåì çái-

æíîñòi äëÿ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ. Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ ðåçóëüòàòiâ, ÿêi áåçïî-

ñåðåäíüî ñòîñóþòüñÿ íàøèõ äîñëiäæåíü, çà àíàëîãi¹þ iç îäíîâèìiðíèì âè-

ïàäêîì (äèâ. ïiäðîçäië 1.3) îçíà÷èìî ïîíÿòòÿ ìíîæèí çáiæíîñòi òà ìíîæèí

çíà÷åíü äëÿ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, â ãiëëÿñòîìó ëàíöþãîâîìó äðîái ç íåðiâ-

íîçíà÷íèìè çìiííèìè (1.42) ïîêëàäåìî b0 = 0. Ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí

{Ωi(k)}i(k)∈Ik, k∈N i {Vi(k−1)}i(k)∈Ik, k∈N

òàêèõ, ùî Ωi(k) 6= ∅, Ωi(k) ⊆ C × C äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, i Vi(k−1) 6= ∅,
Vi(k−1) ⊆ Ĉ äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, íàçâåìî âiäïîâiäíî ïîñëiäîâíîñòÿìè

ìíîæèí åëåìåíòiâ i ìíîæèí çíà÷åíü äëÿ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç

íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

N∑
i1=1

ai(1)
bi(1) +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

ai(k)
bi(k)

, (1.49)

ÿêùî

ik−1∑
ik=1

ai(k)
bi(k)

∈ Vi(k−1) i
ik−1∑
ik=1

ai(k)
bi(k) + Vi(k)

⊆ Vi(k−1)

äëÿ 〈ai(k), bi(k)〉 ∈ Ωi(k) äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1. Ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí åëå-

ìåíòiâ {Ωi(k)}i(k)∈Ik, k∈N íàçèâàþòü ïîñëiäîâíiñòþ ìíîæèí çáiæíîñòi [2] äëÿ
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ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (1.49), ÿêùî iç

òîãî, ùî 〈ai(k), bi(k)〉 ∈ Ωi(k) äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, âèïëèâà¹, ùî ãiëëÿ-

ñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (1.49) çáiãà¹òüñÿ.

Ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí çáiæíîñòi {Ωi(k)}i(k)∈Ik, k∈N íàçâåìî ïîñëiäîâíi-

ñòþ ìíîæèí ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi äëÿ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íå-

ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (1.49) iç ïîñëiäîâíiñòþ ïiäõiäíèõ äðîáiâ {fk}k∈N,
ÿêùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë {λk}k∈N, ùî çàëåæèòü ëèøå âiä
ïîñëiäîâíîñòi {Ωi(k)}i(k)∈Ik, k∈N, çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ i òàêà, ùî

|fk+n − fk| ≤ λk, k ≥ 1, n ≥ 0,

äëÿ êîæíî¨ âïîðÿäêîâàíî¨ ïàðè 〈{ai(k)}i(k)∈Ik, k∈N, {bi(k)}i(k)∈Ik, k∈N〉 òàêî¨, ùî
〈ai(k), bi(k)〉 ∈ Ωi(k) äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1.

Ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí çíà÷åíü {Ei(k)}i(k)∈Ik, k∈N íàçâåìî ïîñëiäîâíiñòþ
ìíîæèí çáiæíîñòi (ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi) äëÿ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðî-

áó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè
N∑
i1=1

ai(1)
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

ai(k)
1
, (1.50)

ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí {Ωi(k)}i(k)∈Ik, k∈N, äå Ωi(k) = Ei(k)×{1} äëÿ âñiõ
i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, ¹ ïîñëiäîâíiñòþ ìíîæèí çáiæíîñòi (ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi)

äëÿ öüîãî ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

Ñôîðìóëþ¹ìî áàãàòîâèìiðíå óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè Âîðïiöüêîãî (òåî-

ðåìà 1.9, ñ. 50), îòðèìàíå ó 1996 ðîöi Î. �. Áàðàí [9].

Òåîðåìà 1.17. Íåõàé åëåìåíòè ai(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, ãiëëÿñòîãî

ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (1.50) çàäîâîëüíÿþòü íå-

ðiâíiñòü

|ai(k)| ≤
1

4ik−1
äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1. (1.51)

Òîäi

1) ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (1.50) çái-

ãà¹òüñÿ àáñîëþòíî, i éîãî çíà÷åííÿ òà çíà÷åííÿ éîãî ïiäõiäíèõ äðîáiâ

íàëåæàòü çàìêíåíîìó êðóãó (1.34);
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2) ñòàëi 1/4, 1/8, . . . , 1/(4N) â (1.51) i çàìêíåíèé êðóã (1.34) ¹ �íàé-

êðàùèìè�, òîáòî ñòàëi íå ìîæíà çáiëüøèòè, à çàìêíåíèé êðóã çâóçèòè.

Àáñîëþòíó çáiæíiñòü ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè (1.50) òàêîæ äîâåäåíî Ò. Ì. Àíòîíîâîþ i Ä. I. Áîäíàðîì [2] çà

óìîâè, ùî

|ai(k)| ≤ ti(k)

(
1−

ik∑
ik+1=1

ti(k+1)

)
äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, (1.52)

äå ti(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, � íåâiä'¹ìíi ñòàëi òàêi, ùî

ik∑
ik+1=1

ti(k+1) < 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, (1.53)

i Î. �. Áàðàí [14] çà óìîâ, ùî

|ai(1)| ≤
gi(1)
N

, |ai(k)| ≤
(1− gi(k−1))gi(k)

ik−1
äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, (1.54)

äå {gi(k)}i(k)∈Ik, k∈N � ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ñòàëèõ òàêèõ, ùî 0 ≤ gi(k) < 1

äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, àáî 0 < gi(k) ≤ 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1.

Çàóâàæèìî, ùî óìîâà (1.51) âèïëèâà¹ iç óìîâ (1.52) i (1.54), ÿêùî âiä-

ïîâiäíî ïîêëàñòè ti(k) = 1/(2ik−1) äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, i gi(k) = 1/2 äëÿ

âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1. Ïðè öüîìó ó äðóãîìó âèïàäêó ïåðøà óìîâà çâîäèòüñÿ

äî âèãëÿäó |ai(1)| ≤ 1/(2N) äëÿ âñiõ i(1) ∈ I1. Õ. É. Êó÷ìiíñüêîþ [153] çà

óìîâè (1.51) äîâåäåíî àíàëîã òåîðåìè 1.9 â çàãàëüíiøié ôîðìi, íiæ â ñòàòòi

Î. �. Áàðàí [9], à Ò. Ì. Àíòîíîâîþ [6] çà óìîâè (1.52) äîñëiäæåíî çíà÷åííÿ

ðàäióñiâ êðóãiâ ç öåíòðîì ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ÿêi ¹ ìíîæèíàìè àáñîëþ-

òíî¨ çáiæíîñòi ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

(1.50).

Ðiçíi óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè Ñëåøèíñüêîãî � Ïðiíãñõàéìà [75,186] äëÿ

ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (1.42) çðîáëå-

íî Ò. Ì. Àíòîíîâîþ i Ä. I. Áîäíàðîì [2] òà Î. �. Áàðàí [14]. Ó ðîáîòi [2]

òàêîæ äîâåäåíî àíàëîã òåîðåìè Âàí Ôëåêà [219] äëÿ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâî-

ãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (1.48) i âñòàíîâëåíî äîñòàòíþ óìîâó
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çáiæíîñòi äëÿ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

(1.42) ç äîäàòíèìè åëåìåíòàìè. Äëÿ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâ-

íîçíà÷íèìè çìiííèìè (1.50) Î. �. Áàðàí [12] âñòàíîâëåíî àíàëîã òåîðåì

Ëàí å [160, 162], Òðîíà [216] i óçàãàëüíåíî òåîðåìè Ëåéòîíà � Âîëëà [165],

Ìàê Ëàóëiíà � Âèøiíñüêi [172] ïðî ñïàðåíi îáëàñòi çáiæíîñòi äëÿ íåïåðåðâ-

íèõ äðîáiâ. Óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè Çàéäåëÿ � Øòåðíà [201, 207] äëÿ ãiëëÿ-

ñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (1.48) ç äîäàòíèìè

åëåìåíòàìè çðîáëåíî Ä. I. Áîäíàðîì i I. Â. Áiëàíèê [88].

Òåïåð ñôîðìóëþ¹ìî áàãàòîâèìiðíèé àíàëîã òåîðåìè Äæîóíñà � Òðî-

íà [150] ïðî ïàðàáîëi÷íi îáëàñòi çáiæíîñòi äëÿ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ, îòðè-

ìàíèé Ò. Ì. Àíòîíîâîþ [1] iç âèêîðèñòàííÿì iäå¨ Ä. I. Áîäíàðà äîâåäåííÿ

ïàðàáîëi÷íî¨ îáëàñòi çáiæíîñòi äëÿ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ [24, òåî-

ðåìà 3.22], ÿêèé ñóòò¹âî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â íàøèõ äîñëiäæåííÿõ.

Òåîðåìà 1.18. Íåõàé iñíóþòü äîäàòíi ñòàëi ε, ε < 1, i ϕ, ϕ <

π/(2 + 2ε), òàêi, ùî åëåìåíòè ai(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, ãiëëÿñòîãî ëàíöþãî-

âîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (1.50) iç ïîñëiäîâíiñòþ ïiäõiäíèõ

äðîáiâ {fn}n∈N äëÿ âñiõ i(k − 1) ∈ Ik−1, k ≥ 1 çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü

ik−1∑
ik=1

|ai(k)| − Re (ai(k)e
−i(ϕi(k−1)+ϕi(k)))

(1− ε)(cosϕi(k) − ri(k))
≤ 2ri(k−1),

äå {ϕi(k)}i(k)∈Ik, k∈N0
i {ri(k)}i(k)∈Ik, k∈N0

� ïîñëiäîâíîñòi äiéñíèõ ÷èñåë òà-

êèõ, ùî |ϕi(k)| ≤ ϕ äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 0, i

r0 ≥ 0, 0 ≤ ri(k) ≤ (1− ε) cosϕi(k) äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1.

Òîäi

1) çíà÷åííÿ ïiäõiäíèõ äðîáiâ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíî-

çíà÷íèìè çìiííèìè (1.50) ñêií÷åííi é ðîçìiùåíi ó ïiâïëîùèíi

Re ($e−iϕ0) ≥ 1− r0;

2) iñíóþòü ñêií÷åííi ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòåé ïàðíèõ {f2n}n∈N i íåïàð-
íèõ {f2n−1}n∈N ïiäõiäíèõ äðîáiâ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíî-

çíà÷íèìè çìiííèìè (1.50);
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3) ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (1.50) çái-

ãà¹òüñÿ, ÿêùî ðÿä

∞∑
k=1

(
max
i(k)∈Ik

|ai(k)|
)−1

ðîçáiãà¹òüñÿ.

Ó çãàäàíié âèùå ñòàòòi Ä. I. Áîäíàð i I. Â. Áiëàíèê [88] òàêîæ äîñëi-

äæåíî ïàðàáîëi÷íi îáëàñòi çáiæíîñòi äëÿ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç

íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè îáåðíåíîãî äî (1.50) iç ñóòò¹âèì âèêîðèñòàííÿì

ñòðóêòóðè äîñëiäæóâàíîãî îá'¹êòó.

Îêðåìî âiäìiòèìî ðîáîòè Ä. I. Áîäíàðà i Ì. Ì. Áóáíÿê [20�23, 90] òà

Ì. Ì. Áóáíÿê [37�39], ïðèñâÿ÷åíi äîñëiäæåííþ çáiæíîñòi ðiçíèõ ïåðiîäè-

÷íèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ ïîäàëüøèõ ðåçóëüòàòiâ ââåäåìî êiëüêà ñòàíäàð-

òíèõ ïîçíà÷åíü. Íåõàé ĈN � ðîçøèðåíèé N -âèìiðíèé êîìïëåêñíèé ïðî-

ñòið, k = (k1, k2, . . . , kN) îçíà÷à¹ åëåìåíò iç ZN , z = (z1, z2, . . . , zN) � åëå-

ìåíò iç ĈN , äëÿ k ∈ ZN i z ∈ ĈN

|k| = k1 + k2 + . . .+ kN , z
k = zk11 z

k2
2 . . . zkNN ,

äëÿ k ∈ ZN i m ∈ ZN k ≥m îçíà÷à¹, ùî kr ≥ mr, 1 ≤ r ≤ N, i íåõàé

0 = (0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
N ðàç

), ∞ = (∞,∞, . . . ,∞︸ ︷︷ ︸
N ðàç

).

Ïðàêòè÷íîìó çàñòîñóâàííþ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíî-

çíà÷íèìè çìiííèìè ïðèñâÿ÷åíèé íàïðÿì äîñëiäæåííÿ, ÿêèé ïîâ'ÿçàíèé iç

ðîçâèíåííÿì çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó

L0(z) =
∑
k≥0

ckz
k =

∞∑
k1=0

∞∑
k2=0

. . .
∞∑

kN=0

ck1,k2,...,kNz
k1
1 z

k2
2 . . . zkNN , (1.55)

äå ck ∈ C, k ≥ 0, ó ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

b0(z) +
N∑
i1=1

ai(1)(z)

bi(1)(z) +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

ai(k)(z)

bi(k)(z)
, (1.56)
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äå b0(z), ai(k)(z) i bi(k)(z) äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, ¹ ïîëiíîìàìè âiä z. Öåé

ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè òàêîæ íàçèâàòè-

ìåìî ôóíêöiîíàëüíèì ãiëëÿñòèì ëàíöþãîâèì äðîáîì ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè.

Ôîðìàëüíå ðîçâèíåííÿ ó ôóíêöiîíàëüíèé ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá

ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (1.56) îòðèìó¹òüñÿ çà óìîâè, ùî ðîçâèíåííÿ

Òåéëîðà êîæíîãî éîãî n-ãî ïiäõiäíîãî äðîáó çáiãà¹òüñÿ iç çàäàíèì ôîð-

ìàëüíèì êðàòíèì ñòåïåíåâèì ðÿäîì L0(z) ïî÷ëåííî äî âñiõ îäíîðiäíèõ

÷ëåíiâ çi ñòåïåíåì (νn − 1) âêëþ÷íî, i νn ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi iç ðî-

ñòîì n.

Ïåðøå ðîçâèíåííÿ çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿ-

äó (1.55) ó ôóíêöiîíàëüíèé ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè

a0 +
N∑
i1=1

ai(1)zi1
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

ai(k)zik
1

, (1.57)

äå a0 ∈ C, ai(k) ∈ C \ {0} äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, ïîáóäîâàíî Î. �. Áà-

ðàí i Ä. I. Áîäíàðîì [10] (äèâ. òàêîæ [15, ñ. 85-92] i [44]) iç âèêîðèñòàííÿì

iäå¨ ïîáóäîâè àëãîðèòìó, çàïðîïîíîâàíîãî â ðîáîòàõ [19, 35]. Öÿ ñàìà iäåÿ

âèêîðèñòàíà öèìè æ àâòîðàìè â ñòàòòi [44] (äèâ. òàêîæ [15, ñ. 92�100]) äëÿ

ïîáóäîâè ôóíêöiîíàëüíîãî ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íè-

ìè çìiííèìè

b0 +
N∑
i1=1

bi(1)zi1

1 +

i1∑
i2=1

bi(2)zi2

+

i1∑
i2=1

i2∑
i3=1

bi(3)zi2zi3

1 +

i3∑
i4=1

bi(4)zi4

+
. . . ,

äå bi(k) ∈ C äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 0, bi(2k−1) 6= 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1,

äî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (1.55). Ó çãàäàíèõ òóò ðîáîòàõ

òàêîæ âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ öèõ àëãîðèòìiâ.

Ó âèïàäêó N = 2 ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìií-

íèìè çàñòîñîâàíî äî çàäà÷ iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié äâîõ çìiííèõ â ðîáîòàõ
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Õ. É. Êó÷ìiíñüêî¨ [67,68] (äèâ. òàêîæ [73, c. 197]), à ó çàãàëüíîìó âèïàäêó

� Î. �. Áàðàí [15, ñ. 100�107], [16].

Îêðåìèì âàæëèâèì íàïðÿìêîì äîñëiäæåíü ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿñòèõ

ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè ¹ äîñëiäæåííÿ ¨õ çáiæíîñòi

â CN âiäíîñíî åâêëiäîâî¨ ìåòðèêè d : CN × CN → R≥0:

d(z′, z′′) = |z′ − z′′| =

(
N∑
k=1

|z′k − z′′k |2
)1/2

äëÿ z′ ∈ CN , z′′ ∈ CN ,

äå z′ = (z′1, z
′
2, . . . , z

′
N), z′′ = (z′′1 , z

′′
2 , . . . , z

′′
N), (äèâ., íàïðèêëàä, [83, c. 10]).

Íåõàé D � îáëàñòü â CN , òîáòî âiäêðèòà çâ'ÿçíà ìíîæèíà. Ïîñëiäîâ-
íiñòü ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ {fn(z)}n∈N0

, ìåðîìîðôíèõ â îáëàñòi D, ðiâ-

íîìiðíî îáìåæåíà (äèâ., íàïðèêëàä, [24, c. 61]) íà êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi

K iç D, ÿêùî iñíóþòü NK i MK òàêi, ùî

sup
z∈K
|fn(z)| ≤MK äëÿ n ≥ NK .

Ñôîðìóëþ¹ìî óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè ïðî ðîçøèðåííÿ çáiæíîñòi [223,

òåîðåìà 24.2], îòðèìàíå Ä. I. Áîäíàðîì â êíèçi [24, c. 66], ÿêå âèêîðèñòîâó-

âàòèìåìî ïðè äîâåäåííi íàøèõ ðåçóëüòàòiâ.

Òåîðåìà 1.19. Íåõàé {fn(z)}n∈N0
� ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié áàãàòüîõ

çìiííèõ, ãîëîìîðôíèõ â îáëàñòi D, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà íà êîæíié êîì-

ïàêòíié ïiäìíîæèíi öi¹¨ îáëàñòi, i çáiãà¹òüñÿ â êîæíié òî÷öi ìíîæèíè

E ⊂ D, ÿêà äëÿ òî÷êè z0 = (z01, z
0
2, . . . , z

0
N) iç D ¹ àáî îêîëîì (òîáòî

âiäêðèòèì ïîëiêðóãîì), àáî äiéñíèì îêîëîì, òîáòî íà ìíîæèíi

R(z0, r) = {z ∈ CN : |Re (z)− Re (z0)| < r, Im (z) = Im (z0)}, r > 0,

àáî êîìïëåêñíèì îêîëîì, òîáòî íà ìíîæèíi

S(z0, s) = {z ∈ CN : Re (z) = Re (z0), |Im (z)− Im (z0)| < s}, s > 0.

Òîäi ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ {fn(z)}n∈N0
çáiãà¹òüñÿ ðiâ-

íîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi D äî ôóíêöi¨ áàãà-

òüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíî¨ â öié îáëàñòi.
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Íàâåäåìî òàêîæ òåîðåìó Âåé¹ðøòðàññà (äèâ., íàïðèêëàä, [83, òåîðå-

ìà 8, c. 34], ÿêó âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ïðè äîâåäåííi íàøèõ ðåçóëüòàòiâ.

Òåîðåìà 1.20. Íåõàé {fn(z)}n∈N0
� ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié áàãàòüîõ

çìiííèõ, ãîëîìîðôíèõ â îáëàñòi D, çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîì-

ïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi D äî ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ f(z). Òîäi

f(z) � ãîëîìîðôíà â îáëàñòi D i äëÿ êîæíîãî k ≥ 0 âèêîíó¹òüñÿ ñïiâ-

âiäíîøåííÿ

∂|k|fn(z)

∂zk
→ ∂|k|f(z)

∂zk
,

äå ∂zk = ∂zk11 ∂z
k2
2 . . . ∂zkNN , íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi D.

Çà àíàëîãi¹þ iç îäíîâèìiðíèì âèïàäêîì (äèâ. ñ. 54) äàìî îçíà÷åííÿ

ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ôóíêöiîíàëüíîãî ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íå-

ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè â CN (äèâ. òàêîæ [24, c. 49]).

Ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ {fn(z)}n∈N0
, ìåðîìîðôíèõ â

îáëàñòi D, çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi K îáëàñòi D,

ÿêùî

1) iñíó¹ òàêå ÷èñëî NK ∈ N0, ùî äëÿ âñiõ n ≥ NK ôóíêöiÿ fn(z) ¹

ãîëîìîðôíà â äåÿêié îáëàñòi, ùî ìiñòèòü K, i

2) äëÿ çàäàíîãî ε > 0 iñíó¹ ÷èñëî Nε > NK òàêå, ùî

sup
z∈K
|fn+k(z)− fn(z)| < ε äëÿ n ≥ Nε, k ≥ 0.

Ôóíêöiîíàëüíèé ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìií-

íèìè (1.56) iç ïîñëiäîâíiñòþ ïiäõiäíèõ äðîáiâ {fn(z)}n∈N0
, çáiãà¹òüñÿ ðiâ-

íîìiðíî íà êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi K iç îáëàñòi D, ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü

{fn(z)}n∈N0
çàäîâîëüíÿ¹ íàâåäåíi âèùå óìîâè 1) i 2).

Äëÿ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, ÿê i äëÿ

íåïåðåðâíèõ äðîáiâ (äèâ. ñ. 56), ïðîâîäèòüñÿ àíàëiç ïîõèáîê íàáëèæåííÿ.

Ïðîäîâæóþ÷è àíàëîãiþ, äàìî íåîáõiäíi îçíà÷åííÿ.

ßêùî ôóíêöiîíàëüíèé ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè (1.56) iç ïîñëiäîâíiñòþ ïiäõiäíèõ äðîáiâ {fn(z)}n∈N0
çáiãà¹òüñÿ
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äî ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ f(z) â îáëàñòi D, òî ðiçíèöþ (f(z) − fn(z))

íàçâåìî ïîõèáêîþ íàáëèæåííÿ n-èì ïiäõiäíèì äðîáîì.

Äëÿ ôóíêöiîíàëüíîãî ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íè-

ìè çìiííèìè (1.56) äëÿ n ≥ 0 i äëÿ âñiõ z ∈ D îöiíêè âèãëÿäó

|f(z)− fn(z)| ≤ Cn(z),

äå Cn(z) > 0, n ≥ 0, Cn(z) → 0 ïðè n → ∞ äëÿ âñiõ z ∈ D, íàçâåìî

àïðiîðíèìè îöiíêàìè.

Íåõàé òóò i äàëi Int (D) � âíóòðiøíiñòü çâ'ÿçíî¨ ìíîæèíè D â CN .
Ñåðåä ðîáiò ïðî çáiæíiñòü ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðî-

áiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè âêîòðå âiäìiòèìî ñòàòòþ Ò. Ì. Àíòîíîâ¨ i

Ä. I. Áîäíàðà [2], ó ÿêié, çîêðåìà, âñòàíîâëåíî, òàêèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 1.21. Íåõàé êîåôiöi¹íòè ai(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, ãiëëÿñòîãî

ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (1.57) çàäîâîëüíÿþòü íå-

ðiâíiñòü (1.52), äå {ti(k)}i(k)∈Ik, k∈N � ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë òàêèõ,

ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (1.53). Òîäi äëÿ êîæíîãî z iç ìíîæèíè

O =
{
z ∈ CN : |zk| ≤ 1, 1 ≤ k ≤ N

}
ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (1.57) çáiãà¹òüñÿ

äî ñêií÷åííîãî çíà÷åííÿ f(z), ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié

êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Int (O), à f(z) � ãîëîìîðôíà ôóíêöiÿ

áàãàòüîõ çìiííèõ â Int (O).

Çàóâàæèìî, ùî òåîðåìà 1.21 çàëèøèòüñÿ ïðàâèëüíà, ÿêùî óìîâó (1.52)

çàìiíèòè íà (1.54), äå {gi(k)}i(k)∈Ik, k∈N � ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ñòàëèõ òà-

êèõ, ùî 0 ≤ gi(k) < 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, àáî 0 < gi(k) ≤ 1 äëÿ âñiõ

i(k) ∈ Ik, k ≥ 1. Öåé ðåçóëüòàò áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ iç òåîðåìè 1 [14].

Íàîñòàíîê ñôîðìóëþ¹ìî òåîðåìó ïðî çáiæíiñòü ôóíêöiîíàëüíîãî ãië-

ëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (1.57), îòðèìàíó

Î. �. Áàðàí ó ðîáîòi [17]. Äëÿ öüîãî çàäàìî âiäîáðàæåííÿ

l :
⋃
k∈N

Ik → N
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ó òàêèé ñïîñiá

l(i(k)) =
k∑
r=1

δik,ir ,

äå δi,j � ñèìâîë Êðîíåêåðà, i ðîçãëÿíåìî ïiäìíîæèíè

J1 = {i(k) : i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, l = 1},

J2 = {i(k) : i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, l � ïàðíå},

J3 = {i(k) : i(k) ∈ Ik, k ≥ 3, l � íåïàðíå}.

Òåîðåìà 1.22. Íåõàé N ≥ 2 i iñíóþòü äîäàòíi ñòàëi r, 0 < r < 1/3,

p, 0 < p < (1 − 3r)/(1 + r), α i β, 0 < α ≤ β, òàêi, ùî êîåôiöi¹íòè ai(k),

i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìií-

íèìè (1.57) iç ïîñëiäîâíiñòþ ïiäõiäíèõ äðîáiâ {fn(z)}n∈N çàäîâîëüíÿþòü

íåðiâíîñòi

|ai(k)| ≤
p

(ik−1 − 1)β
, ÿêùî i(k) ∈ J1,

|ai(k)| ≤
r

β
, ÿêùî i(k) ∈ J3,

|ai(k)| ≤
(2 + p)(1 + p+ r)

α
, ÿêùî i(k) ∈ J2.

Òîäi

1) äëÿ êîæíîãî z iç ìíîæèíè

D =
{
z ∈ CN : α ≤ |zk| ≤ β, 1 ≤ k ≤ N

}
ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (1.57) çáiãà¹òüñÿ

äî ñêií÷åííîãî çíà÷åííÿ f(z), ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié

êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Int (D), à f(z) � ãîëîìîðôíà ôóíêöiÿ

áàãàòüîõ çìiííèõ â Int (D);

2) äëÿ êîæíîãî z ∈ D âèêîíóþòüñÿ îöiíêè

|f(z)− fn(z)| ≤ max
1≤k≤N

(p
r

)k
CN−1
N+n

(
r(2 + p)

1− p− r

)(n+1)/2

, n ≥ 1.
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ÐÎÇÄIË 2

ÎÇÍÀÊÈ ÇÁIÆÍÎÑÒI ÃIËËßÑÒÈÕ

ËÀÍÖÞÃÎÂÈÕ ÄÐÎÁIÂ Ç ÍÅÐIÂÍÎÇÍÀ×ÍÈÌÈ

ÇÌIÍÍÈÌÈ, ×ÀÑÒÈÍÍI ÇÍÀÌÅÍÍÈÊÈ ßÊÈÕ

ÄÎÐIÂÍÞÞÒÜ ÎÄÈÍÈÖI

Ó öüîìó ðîçäiëi äîñëiäæó¹òüñÿ çáiæíiñòü (àáñîëþòíà çáiæíiñòü, ðiâíî-

ìiðíà çáiæíiñòü) ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííè-

ìè, ÷àñòèííi çíàìåííèêè (äèâ. îçíà÷åííÿ íà ñ. 64) ÿêèõ äîðiâíþþòü îäèíè-

öi. Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ i äîâåäåííÿ ðåçóëüòàòiâ âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ïî-

çíà÷åííÿ ââåäåíi â ïiäðîçäiëi 1.5.

2.1. Áàãàòîâèìiðíå óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè Âîðïiöüêîãî

Ñôîðìóëþ¹ìî i äîâåäåìî òåîðåìó ïðî îçíàêó çáiæíîñòi ãiëëÿñòîãî

ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

N∑
i1=1

ai(1)
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

ai(k)
1
, (2.1)

äå ai(k) ∈ C äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, iç ïîñëiäîâíiñòþ ïiäõiäíèõ äðîáiâ

{fn}n∈N. Â äîâåäåííi çàñòîñîâóâàòèìåìî ìåòîä ìàæîðàíò (äèâ. îçíà÷åííÿ

íà ñ. 68), â ÿêîìó ñóòò¹âî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ôîðìóëà ðiçíèöi äâîõ ïiäõi-

äíèõ äðîáiâ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

(äèâ. ôîðìóëó íà ñ. 66). Öåé ìåòîä çàïðîïîíîâàíèé i ðîçâèíóòèé â ðîáîòàõ

Ä. I. Áîäíàðà òà éîãî ó÷íiâ.

Òåîðåìà 2.1. Íåõàé åëåìåíòè ai(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, ãiëëÿñòîãî

ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.1) çàäîâîëüíÿþòü íå-

ðiâíiñòü

|ai(k)| ≤ qiki(k)q
ik−1
i(k−1)(1− qi(k−1)) äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, (2.2)
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äå {qi(k)}i(k)∈Ik, k∈N0
� ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ñòàëèõ òàêèõ, ùî

0 ≤ qi(k) < 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 0, (2.3)

àáî

0 < qi(k) ≤ 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 0. (2.4)

Òîäi

1) ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.1) çái-

ãà¹òüñÿ àáñîëþòíî, i éîãî çíà÷åííÿ òà çíà÷åííÿ éîãî ïiäõiäíèõ äðîáiâ

íàëåæàòü çàìêíåíîìó êðóãó

|z| ≤ 1− qN0 ; (2.5)

2) ÿêùî â íåðiâíîñòi (2.2) qi(k) = 1/2 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 0, òî

çàìêíåíèé êðóã

|z| ≤ 1− 1

2N

¹ �íàéêðàùîþ� ìíîæèíîþ çíà÷åíü ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâ-

íîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.1) i éîãî ïiäõiäíèõ äðîáiâ.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà-

÷íèìè çìiííèìè
N∑
i1=1

qi1i(1)q
i1−1
0 (1− q0)

1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

−qiki(k)q
ik−1
i(k−1)(1− qi(k−1))

1
(2.6)

iç ïîñëiäîâíiñòþ ïiäõiäíèõ äðîáiâ {gn}n∈N ¹ ìàæîðàíòîþ (äèâ. ñ. 68) ãiëëÿ-

ñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.1).

Íåõàé

Q
(n)
i(k) = 1 +

n

D
r=k+1

ir−1∑
ir=1

ai(r)
1
, G

(n)
i(k) = 1 +

n

D
r=k+1

ir−1∑
ir=1

−qiri(r)q
ir−1
i(r−1)(1− qi(r−1))

1
,

äå i(k) ∈ Ik, 1 ≤ k ≤ n − 1 i n ≥ 2. Òîäi, î÷åâèäíî, âèêîíóþòüñÿ òàêi

ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ

Q
(n)
i(k) = 1 +

ik∑
ik+1=1

ai(k+1)

Q
(n)
i(k+1)

, (2.7)
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G
(n)
i(k) = 1−

ik∑
ik+1=1

qiki(k)q
ik−1
i(k−1)(1− qi(k−1))

G
(n)
i(k+1)

(2.8)

äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, 1 ≤ k ≤ n − 1 i n ≥ 2, ïðè öüîìó Q(n)
i(n) = G

(n)
i(n) = 1 äëÿ

âñiõ i(n) ∈ In, n ≥ 1.

Íåõàé n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Çà iíäóêöi¹þ çà k äëÿ êîæíîãî

ìóëüòèiíäåêñó i(k) ∈ Ik, 1 ≤ k ≤ n, äîâåäåìî òàêi íåðiâíîñòi

|Q(n)
i(k)| ≥ G

(n)
i(k) (2.9)

i

G
(n)
i(k) > qiki(k), (2.10)

ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (2.3), àáî

G
(n)
i(k) ≥ qiki(k), (2.11)

ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (2.4).

Äëÿ k = n i äëÿ âñiõ i(n) ∈ In íåðiâíîñòi (2.9)�(2.11) î÷åâèäíi. Ïðè-
ïóñêàþ÷è, ùî íåðiâíîñòi (2.9)�(2.11) âèêîíóþòüñÿ äëÿ k = r + 1 i äëÿ âñiõ

i(r + 1) ∈ Ir+1 òàêèõ, ùî r + 1 ≤ n, äîâåäåìî ¨õ äëÿ k = r i äëÿ êîæíî-

ãî i(r) ∈ Ir. Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (2.7) i (2.8), äëÿ äîâiëüíîãî

ìóëüòèiíäåêñó i(r) ∈ Ir ìà¹ìî

|Q(n)
i(r)| ≥ 1−

ir∑
ir+1=1

|ai(r+1)|
|Q(n)

i(r+1)|
≥ 1−

ir∑
ir+1=1

q
ir+1

i(r+1)q
ir+1−1
i(r) (1− qi(r))

G
(n)
i(r+1)

= G
(n)
i(r).

Îñêiëüêè çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ iç íåðiâíîñòåé (2.10) i (2.11) âèïëèâà¹,

ùî G(n)
i(r+1) 6= 0, òî, âðàõîâóþ÷è, ùî

ir∑
ir+1=1

q
ir+1−1
i(r) (1− qi(r)) = 1− qiri(r)

i çàìiíþþ÷è qir+1

i(r+1) íà G
(n)
i(r+1), îòðèìó¹ìî íåðiâíîñòi (2.10) i (2.11) äëÿ k = r

i äëÿ âñiõ i(r) ∈ Ir.
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Iç íåðiâíîñòåé (2.9)�(2.11) âèïëèâà¹, ùî Q(n)
i(k) 6= 0, G

(n)
i(k) 6= 0 äëÿ âñiõ

i(k) ∈ Ik, 1 ≤ k ≤ n i n ≥ 1. Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó (1.44) äî ðiçíèöü äâîõ

ïiäõiäíèõ äðîáiâ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

(2.1) i (2.6), äëÿ n ≥ 1 i k ≥ 1 ìà¹ìî

|fn+k − fn| ≤
N∑
i1=1

i1∑
i2=1

. . .

in∑
in+1=1

n+1∏
r=1

|ai(r)|

n+1∏
r=1

|Q(n+k)
i(r) |

n∏
r=1

|Q(n)
i(r)|
≤

≤ (−1)n
N∑
i1=1

i1∑
i2=1

. . .

in∑
in+1=1

−
n+1∏
r=1

(−qiri(r)q
ir−1
i(r−1)(1− qi(r−1)))

n+1∏
r=1

G
(n+k)
i(r)

n∏
r=1

G
(n)
i(r)

= gn+k − gn. (2.12)

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü {gn}n∈N ìîíîòîííî çðîñòà¹. Êðiì öüîãî,

íà ïiäñòàâi íåðiâíîñòi (2.10) àáî (2.11) äëÿ n ≥ 1 ìà¹ìî

gn =
N∑
i1=1

qi1i(1)q
i1−1
0 (1− q0)

G
(n)
i(1)

≤ 1− qN0 ,

òîáòî ïîñëiäîâíiñòü {gn}n∈N îáìåæåíà çâåðõó. Òîìó, iñíó¹ ñêií÷åííà ãðàíè-
öÿ

g = lim
n→∞

gn.

Äàëi, âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (2.12), äëÿ k ≥ 1 îòðèìó¹ìî

k∑
n=1

|fn+1 − fn| ≤
k∑

n=1

(gn+1 − gn) = gk+1 −
N∑
i1=1

qi1i(1)q
i1−1
0 (1− q0).

Çâiäñè ïðè k → ∞ âèïëèâà¹, ùî ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíî-

çíà÷íèìè çìiííèìè (2.1) çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî. Íàðåøòi, âèêîðèñòîâóþ÷è

íåðiâíîñòi (2.2), (2.9) i (2.10) àáî (2.11), äëÿ n ≥ 1 ìà¹ìî

|fn| ≤
N∑
i1=1

|ai(1)|
|Q(n)

i(1)|
≤

N∑
i1=1

qi1i(1)q
i1−1
0 (1− q0)

G
(n)
i(1)

≤ 1− qN0 .
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Òàêèì ÷èíîì, çàìêíåíèé êðóã (2.5) âêëþ÷à¹ ìíîæèíó çíà÷åíü ãiëëÿñòîãî

ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.1) i âñiõ éîãî ïiäõiäíèõ

äðîáiâ.

Äîâåäåìî òåïåð òâåðäæåííÿ 2) öi¹¨ òåîðåìè. Íåõàé c � äîâiëüíå êîì-

ïëåêñíå ÷èñëî òàêå, ùî |c| < 1 − 2−N . Òîäi, äëÿ ïiäõiäíîãî äðîáó f1 ãië-

ëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.1), äå ai(1) =

2−i1c/(1 − 2−N), i1 ∈ I1, i ai(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, � êîìïëåêñíi ÷èñëà, ùî

çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü (2.2), äå qi(k) = 1/2, i(k) ∈ Ik, k ≥ 0, îòðèìà¹ìî

f1 = c. ßêùî |c| = 1 − 2−N , òî ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà-

÷íèìè çìiííèìè (2.1), äå ai(1) = 4−i1c/(1 − 2−N), i1 ∈ I1, i ai(k) = −4−ik,

i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, íàáóâà¹ çíà÷åííÿ c.

Ñïðàâäi, iç âêàçàíèìè âèùå çíà÷åííÿìè åëåìåíòiâ ãiëëÿñòèé ëàíöþãî-

âèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.1) åêâiâàëåíòíèì ïåðåòâîðåííÿì

ρi(k) = 2ik−1, i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, (äèâ. ñ. 68) çâåäåìî äî âèãëÿäó

N∑
i1=1

2−i1−1c

1− 2−N

2i1−1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

−2ik−1−ik−2

2ik−1
. (2.13)

Ïîêàæåìî, ùî çíà÷åííÿ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè (2.13) äîðiâíþ¹ c. Äëÿ öüîãî äîñèòü äîâåñòè, ùî

f (k) = 2k−1 −
k∑

i2=1

2k−i2−2

2i2−1 +

∞

D
n=3

in−1∑
in=1

−2in−1−in−2

2in−1
=

1

2
, 1 ≤ k ≤ N. (2.14)

Ñïiââiäíîøåííÿ (2.14) äîâåäåìî çà iíäóêöi¹þ çà k. Ïðè k = 1 ìà¹ìî

ïåðiîäè÷íèé íåïåðåðâíèé äðiá

f (1) = 1 +
−1/4

1 +

−1/4

1 +
. . . ,

ÿêèé çàïèøåìî ó âèãëÿäi

f (1) = 1− 1/4

f (1)
.

Çâiäñè, çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ìiðêóâàíü îòðèìó¹ìî, ùî f (1) = 1/2.
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Ïðè k = 2 ìà¹ìî ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìií-

íèìè

f (2) = 2− 1/2

1− 1/4

1− 1/4

1−...

− 1/4

2− 1/2

1− 1/4

1−...

− 1/4

2− 1/2

1−...
− 1/4

1−...

,

ÿêèé çàïèøåìî ó âèãëÿäi

f (2) = 2− 1/2

f (1)
− 1/4

f (2)
.

Îñêiëüêè f (1) = 1/2, òî î÷åâèäíî, ùî f (2) = 1/2.

Íåõàé (2.14) âèêîíóþòüñÿ äëÿ k = r − 1, 2 ≤ r ≤ N. Òîäi äëÿ k = r

ìà¹ìî

f (r) = 2r−1 − 2r−3

f (1)
− 2r−4

f (2)
− . . .− 1

f (r−2)
− 1/2

f (r−1)
− 1/4

f (r)
. (2.15)

Îñêiëüêè f (k) = 1/2, 1 ≤ k ≤ r − 1, 2 ≤ r ≤ N, i

2r−1 − 2r−2 − 2r−3 − . . .− 20 = 2r−1 − 1− 2r−1

−1
= 1,

òî iç (2.15) îòðèìà¹ìî f (r) = 1/2. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî çíà÷åííÿ ãiëëÿñòîãî

ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.13) äîðiâíþ¹ c.Íàðåøòi,

iç òâåðäæåííÿ 1.1 i îçíà÷åííÿ åêâiâàëåíòíîñòi (äèâ. c. 68) âèïëèâà¹, ùî

çíà÷åííÿ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.1)

òàêîæ äîðiâíþ¹ c. �

Çàçíà÷èìî, ùî óìîâà (1.51) òåîðåìè 1.17 íå âèïëèâà¹ iç (2.2) ïðè æî-

äíèõ äîïóñòèìèõ çíà÷åíü qi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 0. Ñïðàâäi, ïðèïóñòèìî, ùî

iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë {qi(k)}i(k)∈Ik, k∈N0
òàêà, ùî

0 ≤ qi(k) ≤ 1 i qiki(k)q
ik−1
i(k−1)(1− qi(k−1)) =

1

4ik−1
äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1.

Òîäi, çîêðåìà, ìà¹ìî

qi(k)(1− qi(k−1)) =
1

4
äëÿ i1 = i2 = i3 = 2, ir = 1, 4 ≤ r ≤ k, k ≥ 5.
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Îñêiëüêè 1/4, 1/4, 1/4, . . . ¹ ëàíöþãîâîþ ïîñëiäîâíiñòþ (äèâ. îçíà÷åííÿ íà

ñ. 52) ç ìàêñèìàëüíèìè ïàðàìåòðàìè Mk = 1/2, k ≥ 0, [223, c. 80], òî,

çðîçóìiëî, ùî 0 ≤ q2,2,2,1 ≤ 1/2. Òîìó iç ðiâíîñòåé q2,2,2,1(1 − q2,2,2) = 1/8 i

q22,2,2q2,2(1 − q2,2) = 1/8, ÿêi âèïëèâàþòü iç ïðèïóùåííÿ, ïîñëiäîâíî âiäïî-

âiäíî âñòàíîâëþ¹ìî, ùî 0 ≤ q2,2,2 ≤ 3/4 i 1/3 ≤ q2,2 ≤ 2/3. Äàëi iç ðiâíîñòi

q22,2q2(1 − q2) = 1/8 îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü q22 − q2 + 9/32 ≤ 0, ÿêà, î÷å-

âèäíî, íåìà¹ ðîçâ'ÿçêó. Öå îçíà÷à¹, ùî ïðèïóùåííÿ íåïðàâèëüíå i, îòæå,

òåîðåìà 2.1 íå ¹ óçàãàëüíåííÿì òåîðåìè 1.17, à ¹ iíøèì, íiæ öÿ òåîðåìà

áàãàòîâèìiðíèì óçàãàëüíåííÿì îçíàêè çáiæíîñòi Âîðïiöüêîãî (äèâ. òåîðå-

ìó 1.9).

Î. �. Áàðàí [14], ÿê çàçíà÷àëîñÿ âèùå, çàñòîñîâàíî äî äîñëiäæåííÿ çái-

æíîñòi ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, ÷àñòèí-

íi çíàìåííèêè ÿêèõ äîðiâíþþòü îäèíèöi, âèðàç âèãëÿäó gi(k)(1− gi(k−1)), à
Ò. Ì. Àíòîíîâîþ i Ä. I. Áîäíàðîì [2] �

ti(k)

(
1−

ik∑
ik+1=1

ti(k+1)

)
.

Iäåÿ âèêîðèñòàííÿ âèðàçó âèãëÿäó gk(1 − gk−1) ó äîñëiäæåííÿõ çáiæíîñòi

íåïåðåðâíèõ äðîáiâ, ìàáóòü, íàëåæèòü I. Â. Ñëåøèíñüêîìó [76].

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìií-

íèìè

1

1 +

N∑
i1=1

ai(1)
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

ai(k)
1
, (2.16)

äå ai(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, çàäîâîëüíÿòü óìîâè (2.2) iç îáìåæåííÿìè (2.3)

àáî (2.4). Ïîçàÿê çà òåîðåìîþ 2.1 çíà÷åííÿ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó

ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè îáåðíåíîãî äî (2.1) ìîæå äîðiâíþâàòè −1, òî

áåç äîäàòêîâèõ îáìåæåíü ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè (2.16) ìîæå ðîçáiãàòèñÿ.

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé åëåìåíòè ai(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, ãiëëÿñòîãî

ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.16) çàäîâîëüíÿþòü íå-
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ðiâíiñòü (2.2), äå qi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 0, � äiéñíi ñòàëi, òàêi, ùî

0 < q0 ≤ 1, 0 ≤ qi(k) < 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, (2.17)

àáî

0 < q0 ≤ 1, 0 < qi(k) ≤ 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1. (2.18)

Òîäi

1) ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.16) çái-

ãà¹òüñÿ àáñîëþòíî, i éîãî çíà÷åííÿ òà çíà÷åííÿ éîãî ïiäõiäíèõ äðîáiâ

íàëåæàòü çàìêíåíîìó êðóãó∣∣∣∣z − 1

qN0 (2− qN0 )

∣∣∣∣ ≤ 1− qN0
qN0 (2− qN0 )

; (2.19)

2) ÿêùî â íåðiâíîñòi (2.2) qi(k) = 1/2 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 0, òî

çàìêíåíèé êðóã ∣∣∣∣z − 1

2−N(2− 2−N)

∣∣∣∣ ≤ 1− 2−N

2−N(2− 2−N)

¹ �íàéêðàùîþ� ìíîæèíîþ çíà÷åíü ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâ-

íîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.16) i éîãî ïiäõiäíèõ äðîáiâ.

Äîâåäåííÿ. Ìiðêóâàííÿìè, ïîäiáíèìè äî ìiðêóâàíü äîâåäåííÿ òâåð-

äæåííÿ 1) òåîðåìè 2.1 îòðèìó¹ìî, ùî ìàæîðàíòîþ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî

äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.16) ¹ ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íå-

ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

1

1 +

N∑
i1=1

−qi1i(1)q
i1−1
0 (1− q0)

1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

−qiki(k)q
ik−1
i(k−1)(1− qi(k−1))

1
,

ïiäõiäíi äðîáè ÿêîãî óòâîðþþòü ìîíîòîííî çðîñòàþ÷ó i îáìåæåíó çâåðõó

ïîñëiäîâíiñòü. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíî-

çíà÷íèìè çìiííèìè (2.16) çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî.

Çíà÷åííÿ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

(2.16) çàïèøåìî ó âèãëÿäi

z =
1

1 + w
, (2.20)
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äå

w =
N∑
i1=1

ai(1)
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

ai(k)
1

i, íà ïiäñòàâi òâåðäæåííÿ 1) òåîðåìè 2.1 |w| ≤ 1 − qN0 . Çíà÷åííÿ áóäü-

ÿêîãî ïiäõiäíîãî äðîáó ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè (2.16) òàêîæ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi (2.20). Òîäi, äëÿ k = 1

w = 0, à äëÿ k ≥ 2, âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíîñòi (2.2) i (2.17) àáî (2.18),

ìà¹ìî

|w| ≤
N∑
i1=1

|ai(1)|
|Q(k−1)

i(1) |
≤

N∑
i1=1

qi1i(1)q
i1−1
0 (1− q0)

G
(k−1)
i(1)

≤ 1− qN0 .

Òàêèì ÷èíîì, ∣∣∣∣1− zz
∣∣∣∣ = |w| ≤ 1− qN0

i çâiäñè, åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè, îòðèìó¹ìî (2.19).

Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 2) öi¹¨ òåîðåìè äîñèòü çàóâàæèòè, ùî íà

ïiäñòàâi äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 2) òåîðåìè 2.1 çíà÷åííÿ ãiëëÿñòîãî ëàíöþ-

ãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

z =
1

1 +

N∑
i1=1

2−i1−1c

1− 2−N

2i1−1 +

∞

D
k=1

ik−1∑
ik=1

−2ik−1−ik−2

2ik−1
=

1

1 + c
.

íàáóâà¹ âñiõ çíà÷åíü iç (2.19), ÿêùî c áðàòè iç ìíîæèíè |c| ≤ 1− 2−N . �

2.2. Îçíàêè çáiæíîñòi ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íå-

ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, ÷àñòèííi ëàíêè ÿêèõ ìàþòü âèãëÿä
gi(k)(1−gi(k−1))zi(k)

1

Ó òåîðåìi 1.17 ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

ìà¹ ÷àñòèííi ÷èñåëüíèêè (äèâ. îçíà÷åííÿ íà ñ. 64), ÿêi ìîæíà çàïèñàòè ó

âèãëÿäi gi(k)(1 − gi(k−1))zi(k) iç gi(k) = 1/2 i |zi(k)| ≤ 1/ik−1. Äîâåäåìî òàêó

òåîðåìó:
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Òåîðåìà 2.3. Íåõàé gi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, � äiéñíi ñòàëi òàêi, ùî

0 ≤ gi(k) < 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, (2.21)

àáî

0 < gi(k) ≤ 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1. (2.22)

Òîäi

1) ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

N∑
i1=1

gi(1)zi(1)
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

gi(k)(1− gi(k−1))zi(k)
1

(2.23)

çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî äëÿ zi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, òàêèõ, ùî

|zi(k)| ≤
1

ik−1
äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1; (2.24)

2) çíà÷åííÿ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííè-

ìè (2.23) i éîãî ïiäõiäíèõ äðîáiâ íàëåæàòü çàìêíåíîìó êðóãó |z| ≤ 1.

Äîâåäåííÿ. Çà ñõåìîþ, âèêëàäåíîþ â äîâåäåííi òâåðäæåííÿ 1) òå-

îðåìè 2.1, ïîêàæåìî, ùî ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè

N∑
i1=1

gi(1)/N

1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

−gi(k)(1− gi(k−1))/ik−1
1

(2.25)

iç ïîñëiäîâíiñòþ ïiäõiäíèõ äðîáiâ {hn}n∈N ¹ ìàæîðàíòîþ (äèâ. ñ. 68) ãiëëÿ-

ñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.23) iç ïîñëiäîâíi-

ñòþ ïiäõiäíèõ äðîáiâ {fn}n∈N.
Íåõàé

Q
(n)
i(k) = 1 +

n

D
r=k+1

ir−1∑
ir=1

gi(r)(1− gi(r−1))zi(r)
1

,

G
(n)
i(k) = 1 +

n

D
r=k+1

ir−1∑
ir=1

−gi(r)(1− gi(r−1))/ir−1
1

,
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äå i(k) ∈ Ik, 1 ≤ k ≤ n − 1 i n ≥ 2. Òîäi, î÷åâèäíî, âèêîíóþòüñÿ òàêi

ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ

Q
(n)
i(k) = 1 +

ik∑
ik+1=1

gi(k+1)(1− gi(k))zi(k+1)

Q
(n)
i(k+1)

, (2.26)

G
(n)
i(k) = 1−

ik∑
ik+1=1

gi(k+1)(1− gi(k))/ik
G

(n)
i(k+1)

(2.27)

äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, 1 ≤ k ≤ n − 1 i n ≥ 2, ïðè öüîìó Q(n)
i(n) = G

(n)
i(n) = 1 äëÿ

âñiõ i(n) ∈ In, n ≥ 1.

Íåõàé n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Çà iíäóêöi¹þ çà k äëÿ êîæíîãî

ìóëüòèiíäåêñó i(k) ∈ Ik, 1 ≤ k ≤ n, äîâåäåìî òàêi íåðiâíîñòi

|Q(n)
i(k)| ≥ G

(n)
i(k) (2.28)

i

G
(n)
i(k) > gi(k), (2.29)

ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (2.21), àáî

G
(n)
i(k) ≥ gi(k), (2.30)

ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (2.22).

Äëÿ k = n i äëÿ âñiõ i(n) ∈ In íåðiâíîñòi (2.28)�(2.30) î÷åâèäíi. Ïðè-
ïóñêàþ÷è, ùî íåðiâíîñòi (2.28)�(2.30) âèêîíóþòüñÿ äëÿ k = r+ 1 i äëÿ âñiõ

i(r + 1) ∈ Ir+1 òàêèõ, ùî r + 1 ≤ n, äîâåäåìî ¨õ äëÿ k = r i äëÿ êîæíîãî

i(r) ∈ Ir. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ (2.26) i (2.27), äëÿ

äîâiëüíîãî ìóëüòèiíäåêñó i(r) ∈ Ir ìà¹ìî

|Q(n)
i(r)| ≥ 1−

ir∑
ir+1=1

gi(r+1)(1− gi(r))|zi(r+1)|
|Q(n)

i(r+1)|
≥

≥ 1−
ir∑

ir+1=1

gi(r+1)(1− gi(r))/ir
G

(n)
i(r+1)

= G
(n)
i(r).
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Îñêiëüêè çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ iç íåðiâíîñòåé (2.29) i (2.30) âèïëèâà¹,

ùî G(n)
i(r+1) 6= 0, òî, çàìiíþþ÷è gi(r+1) íà G

(n)
i(r+1), îòðèìó¹ìî íåðiâíîñòi (2.29)

i (2.30) äëÿ k = r i äëÿ âñiõ i(r) ∈ Ir.
Äàëi, iç íåðiâíîñòåé (2.28)�(2.30) âèïëèâà¹, ùî Q(n)

i(k) 6= 0, G
(n)
i(k) 6= 0

äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, 1 ≤ k ≤ n i n ≥ 1. Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó (1.44) äî

ðiçíèöü äâîõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà-

÷íèìè çìiííèìè (2.23) i (2.25), äëÿ n ≥ 1 i k ≥ 1 ìà¹ìî

|fn+k − fn| ≤
N∑
i1=1

i1∑
i2=1

. . .

in∑
in+1=1

gi(1)|zi(1)|
n+1∏
r=2

gi(r)(1− gi(r−1))|zi(r)|

n+1∏
r=1

|Q(n+k)
i(r) |

n∏
r=1

|Q(n)
i(r)|

≤

≤ (−1)n
N∑
i1=1

i1∑
i2=1

. . .

in∑
in+1=1

(gi(1)/N)
n+1∏
r=2

(−gi(r)(1− gi(r−1))/ir−1)

n+1∏
r=1

G
(n+k)
i(r)

n∏
r=1

G
(n)
i(r)

=

= hn+k − hn. (2.31)

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü {hn}n∈N0
ìîíîòîííî çðîñòà¹. Êðiì öüîãî,

iç íåðiâíîñòåé (2.29) àáî (2.30) äëÿ n ≥ 1 îòðèìó¹ìî

hn =
N∑
i1=1

gi(1)/N

G
(n)
i(1)

≤ 1,

òîáòî ïîñëiäîâíiñòü {hn}n∈N îáìåæåíà çâåðõó. Òîìó, iñíó¹ ñêií÷åííà ãðàíè-
öÿ

h = lim
n→∞

hn.

Äàëi, âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (2.31), äëÿ k ≥ 1 îòðèìó¹ìî

k∑
n=1

|fn+1 − fn| ≤
k∑

n=1

(hn+1 − hn) = hk+1 −
N∑
i1=1

gi(1)
N

.
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Çâiäñè ïðè k → ∞ âèïëèâà¹, ùî ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà-

÷íèìè çìiííèìè (1.50) çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî äëÿ zi(k), i(k) ∈
Ik, k ≥ 1, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü (2.24).

Äîâåäåìî òåïåð òâåðäæåííÿ 2) öi¹¨ òåîðåìè. Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíî-

ñòi (2.28) i (2.29) àáî (2.30), äëÿ n ≥ 1 îòðèìó¹ìî

|fn| ≤
N∑
i1=1

gi(1)|zi(1)|
|Q(n)

i(1)|
≤

N∑
i1=1

gi(1)/N

G
(n)
i(1)

≤ 1.

Òàêèì ÷èíîì, çàìêíåíèé êðóã |z| ≤ 1 âêëþ÷à¹ ìíîæèíó çíà÷åíü ãiëëÿñòîãî

ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.23) i âñiõ éîãî ïiäõiäíèõ

äðîáiâ. �

Çàçíà÷èìî, ùî òåîðåìà 2.3 ¹ áàãàòîâèìiðíèì àíàëîãîì òåîðåìè 1.10.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ¹ áàãàòîâèìiðíèì àíàëîãîì òåîðåìè 1.12. Äëÿ éîãî

äîâåäåííÿ âèêîðèñòîâóâàòèìåìî iäå¨ Ä. I. Áîäíàðà, âèêëàäåíi â äîâåäåííi

òåîðåìè 3.20 [24, c. 108-109].

Òåîðåìà 2.4. Íåõàé gi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, � äiéñíi ñòàëi òàêi, ùî

âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (2.21). Òîäi ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâ-

íîçíà÷íèìè çìiííèìè

1

1 +

N∑
i1=1

gi(1)zi(1)
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

gi(k)(1− gi(k−1))zi(k)
1

(2.32)

çáiãà¹òüñÿ äëÿ zi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü (2.24),

ÿêùî iñíó¹ ìóëüòèiíäåêñ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, òàêèé, ùî

gi(k) = 0 àáî zi(k) 6= −
1

ik−1
.

Äîâåäåííÿ.Íà ïiäñòàâi òâåðäæåííÿ 1) òåîðåìè 2.3 ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi

äðîáè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

Q0 = 1 +
N∑
i1=1

gi(1)zi(1)
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

gi(k)(1− gi(k−1))zi(k)
1

(2.33)



92

i

Qi(k) = 1 +
∞

D
n=k+1

in−1∑
in=1

gi(n)(1− gi(n−1))zi(n)
1

, i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, (2.34)

çáiãàþòüñÿ, à íà ïiäñòàâi òâåðäæåííÿ 2) öi¹¨ æ òåîðåìè âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-

íiñòü

|Q0 − 1| ≤ 1. (2.35)

Äîâåäåìî ñïðàâåäëèâiñòü íåðiâíîñòi

|Qi(k) − 1| ≤ 1− gi(k) (2.36)

äëÿ êîæíîãî i(k) ∈ Ik, k ≥ 1.

Íåõàé n � ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Òîäi, âðàõîâóþ÷è, ùî gi(k),

i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi (2.21), i âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiâ-

âiäíîøåííÿ (2.26), (2.28) i (2.29), äëÿ äîâiëüíîãî k òàêîãî, ùî 1 ≤ k ≤ n−1

i äëÿ äîâiëüíîãî i(k) ∈ Ik ìà¹ìî

|Q(n)
i(k) − 1| ≤

ik∑
ik+1=1

gi(k+1)(1− gi(k))|zi(k+1)|
|Q(n)

i(k+1)|
< 1− gi(k).

Çâiäñè, ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi ïðè n→∞, îòðèìà¹ìî íåðiâíîñòi (2.36).
Çðîçóìiëî, ùî ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

(2.32) ðîçáiãà¹òüñÿ, ÿêùî

Q0 = 1 + lim
n→∞

N∑
i1=1

gi(1)zi(1)

Q
(n)
i(1)

= 0.

Îñêiëüêè çà óìîâîþ öi¹¨ òåîðåìè |zi(1)| ≤ 1/N äëÿ âñiõ i(1) ∈ I1 i íà ïiäñòàâi
íåðiâíîñòåé (2.28) i (2.29) |Qi(1)| ≥ gi(1) äëÿ âñiõ i(1) ∈ I1, òî ðiâíiñòü Q0 = 0

ðiâíîñèëüíà òîìó, ùî

|zi(1)| =
1

N
,
gi(1)
|Qi(1)|

= 1,
gi(1)zi(1)
Qi(1)

= − 1

N
äëÿ âñiõ i(1) ∈ I1.

Çâiäñè òà iç óìîâ (2.36) âèïëèâà¹, ùî

Qi(1) = gi(1), zi(1) = − 1

N
äëÿ âñiõ i(1) ∈ I1. (2.37)
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Òåïåð, îñêiëüêè

Qi(1) = 1 + (1− gi(1)) lim
n→∞

i1∑
i2=1

gi(2)zi(2)

Q
(n)
i(2)

, i(1) ∈ I1,

òî, âðàõîâóþ÷è (2.21) i (2.37), äëÿ äîâiëüíîãî i(1) ∈ I1 îòðèìà¹ìî

lim
n→∞

i1∑
i2=1

gi(2)zi(2)

Q
(n)
i(2)

= −1,

çâiäêè, ìiðêóâàííÿìè, ïîäiáíèìè äî âèùå íàâåäåíèõ, ìà¹ìî

Qi(2) = gi(2), zi(2) = − 1

i1
äëÿ âñiõ i(2) ∈ I2.

Çàñòîñîâóþ÷è äàëi iíäóêöiþ, îòðèìà¹ìî, ùî äëÿ ðîçáiæíîñòi ãiëëÿñòî-

ãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.32) íåîáõiäíî âèêî-

íàííÿ òàêèõ óìîâ

Qi(k) = gi(k), zi(k) = − 1

ik−1
äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1. (2.38)

Òîìó, ÿêùî iñíóþòü k ≥ 1 i i(k) ∈ Ik, òàêi, ùî zi(k) 6= −1/ik−1, òî ãiëëÿñòèé

ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.32) çáiãà¹òüñÿ. Êðiì öüîãî,

îñêiëüêè Q0 6= 0 i Qi(k) 6= 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, òî óìîâè (2.38)

íå âèêîíóâàòèìóòüñÿ, ÿêùî iñíóþòü k ≥ 1 i i(k) ∈ Ik, òàêi, ùî gi(k) =

0. Òàêèì ÷èíîì, ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

(2.32) çáiãà¹òüñÿ. �

Íàñòóïíi òðè òåîðåìè ¹ òàêîæ áàãàòîâèìiðíèìè àíàëîãàìè çãàäàíî¨

âèùå òåîðåìè 1.10.

Òåîðåìà 2.5. Íåõàé gi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 0, � äiéñíi ñòàëi òàêi, ùî

0 < g0 ≤ 1, 0 ≤ gi(k) < 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, (2.39)

àáî

0 < g0 ≤ 1, 0 < gi(k) ≤ 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1. (2.40)
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Òîäi

1) ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

g0
1 +

N∑
i1=1

gi(1)(1− g0)zi(1)
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

gi(k)(1− gi(k−1))zi(k)
1

(2.41)

çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî äëÿ zi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, ùî çàäîâîëü-

íÿþòü íåðiâíiñòü (2.24);

2) çíà÷åííÿ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííè-

ìè (2.41) i éîãî ïiäõiäíèõ äðîáiâ íàëåæàòü çàìêíåíîìó êðóãó∣∣∣∣z − 1

2− g0

∣∣∣∣ ≤ 1− g0
2− g0

. (2.42)

Äîâåäåííÿ.Ìiðêóâàííÿìè ïîäiáíèìè äî ìiðêóâàíü, âèêëàäåíèõ â äî-

âåäåííi òâåðäæåííÿ 1) òåîðåìè 2.3, îòðèìó¹ìî, ùî ìàæîðàíòîþ ãiëëÿñòîãî

ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.41) ¹ ãiëëÿñòèé ëàíöþ-

ãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

g0
1 +

N∑
i1=1

−gi(1)(1− g0)/N
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

−gi(k)(1− gi(k−1))/ik−1
1

,

ïiäõiäíi äðîáè ÿêîãî óòâîðþþòü ìîíîòîííî çðîñòàþ÷ó i îáìåæåíó çâåð-

õó ïîñëiäîâíiñòü. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâ-

íîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.41) çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî äëÿ zi(k),

i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (2.24).

Äîâåäåìî òâåðäæåííÿ 2) öi¹¨ òåîðåìè. Äëÿ öüîãî çíà÷åííÿ ãiëëÿñòîãî

ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.41) àáî çíà÷åííÿ áóäü-

ÿêîãî éîãî ïiäõiäíîãî äðîáó çàïèøåìî ó âèãëÿäi

z =
g0

1 + (1− g0)w
,

äå, íà ïiäñòàâi òâåðäæåííÿ 2) òåîðåìè 2.3, |w| ≤ 1. Òîäi |1− g0/z| ≤ 1− g0,
çâiäêè, åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè, îòðèìó¹ìî (2.42). �

Çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä ìàæîðàíò, äîâåäåìî òàêó òåîðåìó:
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Òåîðåìà 2.6. Íåõàé gi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, � äiéñíi ñòàëi òàêi,

ùî âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (2.21) àáî (2.22). Òîäi ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé

äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.23) çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî äëÿ zi(k),

i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, òàêèõ, ùî

N∑
i1=1

|zi(1)| ≤ 1,

ik∑
ik+1=1

|zi(k+1)| ≤ 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, (2.43)

i, ÿêùî, êðiì öüîãî,

∞∏
k=1

1− νk
νk

= 0, (2.44)

äå

νk = min
i(k)∈Ik

gi(k), k ≥ 1,

òî ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.23) çáiãà¹-

òüñÿ àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî.

Äîâåäåííÿ.Ìiðêóâàííÿìè, âèêëàäåíèìè â äîâåäåííi òåîðåìè 2.1, ïî-

êàæåìî, ùî ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

N∑
i1=1

gi(1)|zi(1)|
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

−gi(k)(1− gi(k−1))|zi(k)|
1

(2.45)

iç ïîñëiäîâíiñòþ ïiäõiäíèõ äðîáiâ {hn}n∈N ¹ ìàæîðàíòîþ ãiëëÿñòîãî ëàíöþ-

ãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.23) iç ïîñëiäîâíiñòþ ïiäõiäíèõ

äðîáiâ {fn}n∈N.
Íåõàé

G
(n)
i(k) = 1 +

n

D
r=k+1

ir−1∑
ir=1

−gi(r)(1− gi(r−1))|zi(r)|
1

,

äå i(k) ∈ Ik, 1 ≤ k ≤ n − 1, n ≥ 2. Òîäi, î÷åâèäíî, âèêîíó¹òüñÿ òàêå

ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ

G
(n)
i(k) = 1−

ik∑
ik+1=1

gi(k+1)(1− gi(k))|zi(k+1)|
G

(n)
i(k+1)
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äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, 1 ≤ k ≤ n − 1 i n ≥ 2, ïðè öüîìó G(n)
i(n) = 1 äëÿ âñiõ

i(n) ∈ In, n ≥ 1, i, çà àíàëîãi¹þ iç (2.28)�(2.30) äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, 1 ≤ k ≤ n

i n ≥ 1 âèêîíóþòüñÿ òàêi íåðiâíîñòi

|Q(n)
i(k)| ≥ G

(n)
i(k) (2.46)

i

G
(n)
i(k) > gi(k), (2.47)

ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (2.21), àáî

G
(n)
i(k) ≥ gi(k), (2.48)

ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (2.22).

Iç íåðiâíîñòåé (2.46)�(2.48) âèïëèâà¹, ùî Q(n)
i(k) 6= 0 i G(n)

i(k) 6= 0 äëÿ

âñiõ i(k) ∈ Ik, 1 ≤ k ≤ n i n ≥ 1. Òîìó, çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó (1.44) äî

ðiçíèöü äâîõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà-

÷íèìè çìiííèìè (2.23) i (2.45), äëÿ n ≥ 1 i k ≥ 1 ìà¹ìî

|fn+k − fn| ≤
N∑
i1=1

i1∑
i2=1

. . .

in∑
in+1=1

gi(1)|zi(1)|
n+1∏
r=2

gi(r)(1− gi(r−1))|zi(r)|

n+1∏
r=1

|Q(n+k)
i(r) |

n∏
r=1

|Q(n)
i(r)|

≤

≤ (−1)n
N∑
i1=1

i1∑
i2=1

. . .

in∑
in+1=1

gi(1)|zi(1)|
n+1∏
r=2

(−gi(r)(1− gi(r−1))|zi(r)|)

n+1∏
r=1

G
(n+k)
i(r)

n∏
r=1

G
(n)
i(r)

≤ hn+k − hn.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü {hn}n∈N ìîíîòîííî çðîñòà¹, à íà ïiäñòàâi
íåðiâíîñòåé (2.47) àáî (2.48) ìà¹ìî

hn =
N∑
i1=1

gi(1)|zi(1)|
G

(n)
i(1)

≤ 1, n ≥ 1.
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Òîìó iñíó¹ ñêií÷åííà ãðàíèöÿ

h = lim
n→∞

hn.

Êðiì öüîãî, iç âèùå íàâåäåíèõ ìiðêóâàíü äëÿ k ≥ 1 îòðèìó¹ìî

k∑
n=1

|fn+1 − fn| ≤
k∑

n=1

(hn+1 − hn) = hk+1 −
N∑
i1=1

gi(1)|zi(1)|.

Çðîçóìiëî, ùî ðÿä

∞∑
n=1

|fn+1 − fn|

çáiãà¹òüñÿ. Öå îçíà÷à¹, ùî ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè (2.23) çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî.

Çàñòîñîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (2.43) i (2.47) àáî (2.48) äî ôîðìóëè ði-

çíèöi äâîõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íè-

ìè çìiííèìè (2.45) i âðàõîâóþ÷è, ùî äëÿ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1,

1− gi(k)
gi(k)

≤ 1− νk
νk

, (2.49)

äëÿ n ≥ 1 i k ≥ 1 îòðèìà¹ìî

|fn+k − fn| ≤ hn+k − hn <
n∏
r=1

1− νr
νr

.

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è (2.44), âèïëèâà¹, ùî ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íå-

ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.23) çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî. �

Òåîðåìà 2.7. Íåõàé gi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 0, � äiéñíi ñòàëi òàêi,

ùî âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (2.39) àáî (2.40). Òîäi ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé

äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.41) çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî äëÿ zi(k),

i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü (2.43), i, ÿêùî, êðiì öüîãî,

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (2.44), òî ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà-

÷íèìè çìiííèìè (2.41) çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî.
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Äîâåäåííÿ.Ìiðêóâàííÿìè ïîäiáíèìè äî ìiðêóâàíü, âèêëàäåíèõ â äî-

âåäåííi òåîðåìè 2.6, îòðèìó¹ìî, ùî ìàæîðàíòîþ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî

äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.41) ¹ ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç

íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

g0
1 +

N∑
i1=1

−gi(1)(1− g0)|zi(1)|
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

−gi(k)(1− gi(k−1))|zi(k)|
1

iç ïîñëiäîâíiñòþ ïiäõiäíèõ äðîáiâ {hn}n∈N, ÿêà ìîíîòîííî çðîñòà¹ i îáìå-
æåíó çâåðõó. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà-

÷íèìè çìiííèìè (2.41) çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî.

Îñêiëüêè gi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (2.39) àáî (2.40)

i zi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, � (2.43), òî âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (2.46) i (2.47)

àáî (2.48). Òîìó, çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó (1.44) äî ðiçíèöü äâîõ ïiäõiäíèõ

äðîáiâ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.41) i

âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíîñòi (2.46) i (2.47) àáî (2.48), à òàêîæ (2.49), äëÿ

n ≥ 1 i k ≥ 1 îòðèìà¹ìî

hn+k − hn <
1− g0
g0

n∏
r=1

1− νr
νr

.

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è (2.44), âèïëèâà¹, ùî ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íå-

ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.41) çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî. �

Äëÿ äîâåäåííÿ íàñòóïíî¨ òåîðåìè iç êîæíî¨ ìíîæèíè ìóëüòèiíäåêñiâ

Ik, k ≥ 1, âèäiëèìî ïiäìíîæèíè

I1 = {i(1) : i(1) ∈ I1, gi(1) 6= 0},

Ik = {i(k) : i(k) ∈ Ik, i(k − 1) ∈ Ik−1, gi(k) 6= 0} äëÿ k ≥ 2,

i, êðiì öüîãî, iç ìíîæèíè iíäåêñiâ I = {1, 2, . . . , N} � ïiäìíîæèíè

Ĩi(k) = {ik+1 : ik+1 ∈ I, gi(k+1) 6= 0, i(k) ∈ Ik} äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1.

Ââàæàòèìåìî, ùî äëÿ k ≥ 2 i äëÿ êîæíîãî i(k − 1) ∈ Ik−1 ìíîæèíà Ik
ïîðîæíÿ, ÿêùî gi(k) = 0, 1 ≤ ik ≤ ik−1, à òàêîæ, ùî äëÿ k ≥ 1 ïiäìíîæèíà

Ĩi(k) ïîðîæíÿ, ÿêùî i(k) 6∈ Ik àáî gi(k+1) = 0, 1 ≤ ik+1 ≤ ik.
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Òåîðåìà 2.8. Íåõàé gi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, � äiéñíi ñòàëi òàêi, ùî

âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (2.21). Òîäi ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâ-

íîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.32) çáiãà¹òüñÿ äëÿ zi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, ùî

çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü (2.43), ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ îäíà iç óìîâ:

1)

∑
i1∈I1

zi(1) 6= −1 àáî

N∑
i1=1

gi(1) = 0;

2) iñíó¹ ìóëüòèiíäåêñ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, òàêèé, ùî

∑
ik+1∈Ĩi(k)

zi(k+1) 6= −1 àáî

ik∑
ik+1=1

gi(k+1) = 0.

Äîâåäåííÿ. Íà ïiäñòàâi òåîðåìè 2.6 ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè ç íå-

ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.33) i (2.34) çáiãàþòüñÿ i âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

(2.46) i (2.47). Ìiðêóâàííÿìè ïîäiáíèìè äî ìiðêóâàíü, âèêëàäåíèõ â äîâå-

äåííi òåîðåìè 2.4, îòðèìà¹ìî íåðiâíîñòi (2.35) i (2.36).

Çðîçóìiëî, ùî äëÿ ðîçáiæíîñòi ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâ-

íîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.32) íåîáõiäíî, ùîá

Q0 = 1 + lim
n→∞

N∑
i1=1

gi(1)zi(1)

Q
(n)
i(1)

= 0.

Òîìó ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.32) çáiãà¹-

òüñÿ, ÿêùî gi(1) = 0 äëÿ âñiõ i(1) ∈ I1. Íåõàé I1 6= ∅. Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è
íåðiâíîñòi íåðiâíîñòi (2.46) i (2.47), ìà¹ìî

lim
n→∞

∑
i1∈I1

gi(1)zi(1)

Q
(n)
i(1)

=
∑
i1∈I1

gi(1)zi(1)
Qi(1)

= −1. (2.50)

Îñêiëüêè

N∑
i1=1

|zi(1)| ≤ 1 i |Qi(1)| ≥ gi(1), i(1) ∈ I1,
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òî ∑
i1∈I1

|zi(1)| = 1 i
gi(1)
|Qi(1)|

= 1 äëÿ âñiõ i1 ∈ I1. (2.51)

Iç ñïiââiäíîøåíü (2.36), (2.50) i (2.51) âèïëèâà¹, ùî

Qi(1) = gi(1) äëÿ âñiõ i1 ∈ I1,
∑
i1∈I1

zi(1) = −1.

Òåïåð îñêiëüêè

Qi(1) = 1 + (1− gi(1)) lim
n→∞

i1∑
i2=1

gi(2)zi(2)

Q
(n)
i(2)

, i(1) ∈ I1,

òî äëÿ äîâiëüíîãî i(1) ∈ I1

lim
n→∞

i1∑
i2=1

gi(2)zi(2)

Q
(n)
i(2)

= −1.

Òîìó ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.32) çáiãà-

¹òüñÿ, ÿêùî iñíó¹ iíäåêñ ik ∈ I1 òàêèé, ùî ìíîæèíà Ĩik ïîðîæíÿ. Íåõàé
Ĩi(1) 6= ∅ äëÿ âñiõ i1 ∈ I1. Òîäi, äëÿ ðîçáiæíîñòi ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî

äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.32) íåîáõiäíî, ùîá∑
i2∈Ĩi(1)

gi(2)zi(2)
Qi(2)

= −1 äëÿ âñiõ i1 ∈ I1,

çâiäêè, ìiðêóâàííÿìè ïîäiáíèìè âèùå, ìà¹ìî

Qi(2) = gi(2) äëÿ âñiõ i(2) ∈ I2,
∑
i2∈Ĩi(1)

zi(2) = −1 äëÿ âñiõ i1 ∈ I1.

Çàñòîñîâóþ÷è äàëi iíäóêöiþ çà óìîâ, ùî I1 6= ∅ i Ĩi(k) 6= ∅ äëÿ âñiõ

i(k) ∈ Ik i k ≥ 1 îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ ðîçáiæíîñòi ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî

äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.32) íåîáõiäíî âèêîíàííÿ òàêèõ óìîâ∑
i1∈I1

zi(1) = −1,
∑

ik∈Ĩi(k−1)

zi(k) = −1 äëÿ âñiõ i(k − 1) ∈ Ik−1, k ≥ 2.
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Òîìó, âèêîíàííÿ óìîâè 1) àáî 2) öi¹¨ òåîðåìè çàáåçïå÷ó¹ çáiæíiñòü ãiëëÿ-

ñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.32). �

Çàçíà÷èìî, ùî òåîðåìà 2.8 ¹ áàãàòîâèìiðíèì àíàëîãîì òåîðåìè 1.12.

Îòðèìàíi ó öüîìó ïiäðîçäiëi îçíàêè çáiæíîñòi ìîæíà çàñòîñóâàòè äî äîñëi-

äæåííÿ çáiæíîñòi ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìií-

íèìè çàãàëüíîãî âèãëÿäó (äèâ. c. 64), ÿêùî éîãî åêâiâàëåíòíèì ïåðåòâîðå-

ííÿì çâåñòè äî ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè,

÷àñòèííi çíàìåííèêè ÿêîãî äîðiâíþþòü îäèíèöi.

2.3. Îçíàêè çáiæíîñòi ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íå-

ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, ÷àñòèííi ëàíêè ÿêèõ ìàþòü âèãëÿä
q
ik
i(k)q

ik−1
i(k−1)(1−qi(k−1))zi(k)

1

Ó ïiäðîçäiëi 2.1 ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííè-

ìè ìàþòü ÷àñòèííi ÷èñåëüíèêè (äèâ. ñ. 64), ÿêi ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

qiki(k)q
ik−1
i(k−1)(1 − qi(k−1))zi(k) iç 0 ≤ qi(k) ≤ 1 i |zi(k)| ≤ 1. Äîñëiäèìî çáiæíiñòü

ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèì iç öèìè åëåìåí-

òàìè. Äëÿ öüîãî ââåäåìî òàêi ìíîæèíè ìóëüòèiíäåêñiâ

Îr = {i(k) : i(k) ∈ Ik, r ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1, i0 = N}, 1 ≤ r ≤ N.

Òåîðåìà 2.9. Íåõàé qi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 0, � äiéñíi ñòàëi òàêi, ùî

âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (2.3) àáî (2.4). Òîäi

1) ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

qN0
1 +

N∑
i1=1

qi1i(1)q
i1−1
0 (1− q0)zi(1)

1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

qiki(k)q
ik−1
i(k−1)(1− qi(k−1))zi(k)

1
(2.52)

çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî äëÿ zi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, òàêèõ, ùî

|zi(k)| ≤ 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1; (2.53)
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2) çíà÷åííÿ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííè-

ìè (2.52) i éîãî ïiäõiäíèõ äðîáiâ íàëåæàòü çàìêíåíîìó êðóãó

|z| ≤
N∏
r=1

(
1− 1

Sr

)
, (2.54)

äå

Sr = 1 +
∞∑
n=0

∏
0≤k≤n

ip=r, 1≤p≤k

qi(k)
1− qi(k)

. (2.55)

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ 1) öi¹¨ òåîðåìè ¹ íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ 1)

òåîðåìè 2.2. Äîâåäåìî òâåðäæåííÿ 2).

Íåõàé

F
(r)
0 = 1 +

qr(1− q0)z(r−1)r

1 +

qr,r(1− qr)z(r−1)r,r

1 +

+

qr,r,r(1− qr,r)z(r−1)r,r,r

1 +
. . . , 1 ≤ r ≤ N,

F
(r)
i(k) = 1 +

qi(k),r(1− qi(k))z
(r−1)
i(k),r

1 +

qi(k),r,r(1− qi(k),r)z
(r−1)
i(k),r,r

1 +

+

qi(k),r,r,r(1− qi(k),r,r)z
(r−1)
i(k),r,r,r

1 +
. . . , i(k) ∈ Îr+1, 1 ≤ r ≤ N − 1,

äå

z
(0)
i(k) = zi(k) äëÿ i(k) ∈ Î1

z
(r)
i(k) =

qi(k)qi(k−1)

F
(r)
i(k)F

(r)
i(k−1)

z
(r−1)
i(k) äëÿ i(k) ∈ Îr+1, 1 ≤ r ≤ N − 1.

Òîäi ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.52) çàïè-

øåìî ó âèãëÿäi

qN0

F
(1)
0 F

(2)
0 . . . F

(N)
0

. (2.56)

Ñïðàâäi, ïðîöåñ åêâiâàëåíòíèõ ïåðåòâîðåíü ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî

äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.52) ïðîâåäåìî ïîêðîêîâî.
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Êðîê 1. Îñêiëüêè çà óìîâ (2.53) i (2.3) àáî (2.4) íà ïiäñòàâi òâåðäæåí-

íÿ 3) òåîðåìè 1.10 F (1)
0 6= 0 i F (1)

i(k) 6= 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Î2, òî åêâiâàëåíòíèì
ïåðåòâîðåííÿì ρ

(1)
0 = 1/F

(1)
0 , ρ

(1)
i(k) = 1/F

(1)
i(k) äëÿ âñiõ i(k) ∈ Î1, äå F (1)

i(k) = 1

äëÿ âñiõ i(k) ∈ Î1\Î2, ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìií-

íèìè (2.52) çâåäåìî äî âèãëÿäó

qN0 /F
(1)
0

1 +

N∑
i1=2

qi1−1i(1) q
i1−2
0 (1− q0)z(1)i(1)

1 +

+

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=2

qik−1i(k) q
ik−2
i(k−1)(1− qi(k−1))z

(1)
i(k)

1
. (2.57)

Êðîê 2. Çà óìîâ (2.53) i (2.3) àáî (2.4) çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 2) òåî-

ðåìè 1.10 çíà÷åííÿ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ q0/F
(1)
0 , qi(k)/F

(1)
i(k), i(k) ∈ Î2, òà ¨õ

ïiäõiäíèõ äðîáiâ F (1)n
0 , F

(1)n
i(k) , i(k) ∈ Î2, n ≥ 1, íàëåæàòü çàìêíåíîìó êðóãó

|z| ≤ 1, òîáòî, çîêðåìà, âèêîíóþòüñÿ òàêi íåðiâíîñòi

q0

|F (1)n
0 |

≤ 1,
qi(k)

|F (1)n
i(k) |

≤ 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Î2, n ≥ 1. (2.58)

Òîìó, âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíîñòi (2.58), äëÿ äîâiëüíèõ n ≥ 1 i i(k) ∈ Î2 çà
óìîâ (2.53) i (2.3) àáî (2.4) ìà¹ìî

|z(1)ni(k) | =
qi(k−1)qi(k)

|F (1)n
i(k−1)F

(1)n
i(k) |
|zi(k)| ≤ 1,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

|z(1)i(k)| = lim
n→∞
|z(1)ni(k) | ≤ 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Î2. (2.59)

Ïîçàÿê çà óìîâ (2.59) i (2.3) àáî (2.4) íà ïiäñòàâi òâåðäæåííÿ 3) òåî-

ðåìè 1.10 F (2)
0 6= 0 i F (2)

i(k) 6= 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Î3, òî åêâiâàëåíòíèì ïåðåòâî-

ðåííÿì

ρ
(2)
0 =

1

F
(2)
0

, ρ
(2)
i(k) =

1

F
(2)
i(k)

äëÿ âñiõ i(k) ∈ Î2,
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äå F (2)
i(k) = 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Î2\Î3, ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà-

÷íèìè çìiííèìè (2.57) çâåäåìî äî âèãëÿäó

qN0 /(F
(1)
0 F

(2)
0 )

1 +

N∑
i1=3

qi1−2i(1) q
i1−3
0 (1− q0)z(2)i(1)

1 +

+

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=3

qik−2i(k) q
ik−3
i(k−1)(1− qi(k−1))z

(2)
i(k)

1
. (2.60)

Ïðîäîâæóþ÷è äàëi ïðîöåñ çãîðòàííÿ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç

íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.60), ïîäiáíî äî òîãî, ÿê íà äðóãîìó êðîöi, íà

(N − 1)-ó êðîöi îòðèìó¹ìî, ùî

|z(r)i(k)| ≤ 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Îr+1, 1 ≤ r ≤ N − 2, (2.61)

i, ùî çà óìîâ (2.61) i (2.3) àáî (2.4) äëÿ êîæíîãî 1 ≤ r ≤ N − 1 çíà÷åííÿ

íåïåðåðâíèõ äðîáiâ q0/F
(r)
0 , q0/F

(r)
i(k), i(k) ∈ Îr+1, òà ¨õ ïiäõiäíèõ äðîáiâ

F
(r)n
0 , F

(r)n
i(k) , i(k) ∈ Îr+1, n ≥ 1, íàëåæàòü çàìêíåíîìó êðóãó |z| ≤ 1, òîáòî,

çîêðåìà, âèêîíóþòüñÿ òàêi íåðiâíîñòi

q0

|F (r)n
0 |

≤ 1,
qi(k)

|F (r)n
i(k) |

≤ 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Îr+1, n ≥ 1, (2.62)

à òàêîæ, ùî F (r)
0 6= 0 i F (r)

i(k) 6= 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Îr+1. Êðiì öüîãî, îòðèìó¹ìî

ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.52) ó âèãëÿäi

qN0 /(F
(1)
0 F

(2)
0 . . . F

(N−1)
0 )

1 +

qN(1− q0)z(N−1)N

1 +

qN,N(1− qN)z
(N−1)
N,N

1 +
. . .

àáî òå ñàìå, ùî ó âèãëÿäi (2.56).

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåïåð íåðiâíîñòi (2.62), äëÿ äîâiëüíèõ n ≥ 1 i i(k) ∈
ÎN çà óìîâ (2.61) i (2.3) àáî (2.4) ìà¹ìî

|z(N−1)ni(k) | =
qi(k−1)qi(k)

|F (N−1)n
i(k−1) F

(N−1)n
i(k) |

|z(N−2)i(k) | ≤ 1, (2.63)

Iç ñïiââiäíîøåííÿ (2.63) âèïëèâà¹, ùî

|z(N−1)i(k) | = lim
n→∞

∣∣z(N−1)ni(k)

∣∣ ≤ 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ ÎN .
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Òàêèì ÷èíîì, çà óìîâ öi¹¨ òåîðåìè íà ïiäñòàâi âèêëàäåíèõ âèùå ìið-

êóâàíü i òâåðäæåííÿ 2) òåîðåìè 1.10 äëÿ êîæíîãî 1 ≤ r ≤ N çíà÷åííÿ

íåïåðåðâíîãî äðîáó q0/F
(r)
0 òà éîãî ïiäõiäíèõ äðîáiâ íàëåæàòü çàìêíåíîìó

êðóãó

|z| ≤ 1− 1

Sr
,

äå Sr îçíà÷åíå â (2.55). Íàðåøòi, çâiäñè i ç îãëÿäó íà çàïèñ ãiëëÿñòîãî

ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.52) ó âèãëÿäi (2.56),

çðîçóìiëî, ùî éîãî çíà÷åííÿ i çíà÷åííÿ éîãî ïiäõiäíèõ äðîáiâ íàëåæàòü

çàìêíåíîìó êðóãó (2.54). �

Çàçíà÷èìî, ùî òåîðåìà 2.9 ¹ áàãàòîâèìiðíèì àíàëîãîì òåîðåìè 1.10.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ¹ áàãàòîâèìiðíèì àíàëîãîì òåîðåìè 1.11.

Òåîðåìà 2.10. Íåõàé qi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, � äiéñíi ñòàëi òàêi, ùî

0 ≤ qi(k) < 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, (2.64)

àáî

0 < qi(k) ≤ 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, (2.65)

i íåõàé

N∑
i1=1

i1∏
r=1

(
1− 1

S
(i1)
r

)
< 1, (2.66)

äå

S(i1)
r = 1 +

∞∑
n=1

∏
1≤k≤n

ip=r, 2≤p≤k

qi(k)
1− qi(k)

, 1 ≤ r ≤ i1, i1 ∈ I1. (2.67)

Òîäi

1) ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

1

1 +

N∑
i1=1

qi1i(1)zi(1)

1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

qiki(k)q
ik−1
i(k−1)(1− qi(k−1))zi(k)

1
(2.68)
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çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî äëÿ zi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, ùî çàäî-

âîëüíÿþòü íåðiâíiñòü (2.53);

2) çíà÷åííÿ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííè-

ìè (2.68) i éîãî ïiäõiäíèõ äðîáiâ íàëåæàòü çàìêíåíîìó êðóãó

|z| ≤
(

1−
N∑
i1=1

i1∏
r=1

(
1− 1

S
(i1)
r

))−1
.

Äîâåäåííÿ. Íà ïiäñòàâi òåîðåìè 2.9 ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè ç íå-

ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

qi1i(1)
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

qiki(k)q
ik−1
i(k−1)(1− qi(k−1))zi(k)

1
, i(1) ∈ I1,

çáiãàþòüñÿ àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî äëÿ zi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, ùî çàäî-

âîëüíÿþòü íåðiâíiñòü (2.53), çíà÷åííÿ öèõ äðîáiâ òà ¨õ ïiäõiäíèõ äðîáiâ

íàëåæàòü âiäïîâiäíî çàìêíóòèì êðóãàì

|z| ≤
i1∏
r=1

(
1− 1

S
(i1)
r

)
, i(1) ∈ I1,

äå S(i1)
r , 1 ≤ r ≤ i1, i1 ∈ I1, âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè (2.67). Òîìó, äëÿ

äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 2) öi¹¨ òåîðåìè äîñèòü çàóâàæèòè, ùî çà óìîâè (2.66)

ìîäóëi çíà÷åíü ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

(2.68) i éîãî ïiäõiäíèõ äðîáiâ ¹ íå áiëüøi, íiæ

1

1−

N∑
i1=1

i1∏
r=1

(
1− 1

S
(i1)
r

)
< 1.

Iç íàâåäåíèõ âèùå ìiðêóâàíü òàêîæ âèïëèâà¹, ùî ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé

äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.68) çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî

äëÿ zi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü (2.53). �

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ íàñëiäêîì òåîðåìè 2.10 i áàãàòîâèìiðíèì àíàëîãîì

òåîðåìè 1.13.
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Òåîðåìà 2.11. Íåõàé qi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, � äiéñíi ñòàëi òàêi, ùî

âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (2.64) àáî (2.65) i íåõàé

N∑
i1=1

i1∏
r=1

(
1− 1

S
(i1)
r

)
= 1,

äå S
(i1)
r , 1 ≤ r ≤ i1, i1 ∈ I1, îçíà÷åíi â (2.67). Òîäi ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé

äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.68) çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî i ðiâíîìið-

íî äëÿ zi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü (2.53) i òàêèõ,

ùî |zi1| ≤ l ïðèíàéìíi äëÿ îäíîãî iíäåêñó i1 iç I1 äëÿ êîæíî¨ ñòàëî¨ l,

l < 1.

Ìiðêóâàííÿìè, ïîäiáíèìè äî ìiðêóâàíü ïðè âñòàíîâëåííi îçíàê çái-

æíîñòi äëÿ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

(2.68), îòðèìó¹ìî òàêi îçíàêè çáiæíîñòi.

Òåîðåìà 2.12. Íåõàé qi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, � äiéñíi ñòàëi òàêi, ùî

âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (2.64) àáî (2.65) i íåõàé

N∑
i1=1

qi(1) < 1.

Òîäi ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

1

1 +

N∑
i1=1

qi1+1
i(1) zi(1)

1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

qiki(k)q
ik−1
i(k−1)(1− qi(k−1))zi(k)

1
(2.69)

çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî äëÿ zi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, ùî çàäîâîëü-

íÿþòü íåðiâíiñòü (2.53).

Òåîðåìà 2.13. Íåõàé qi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, � äiéñíi ñòàëi òàêi, ùî

âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (2.64) àáî (2.65) i íåõàé

N∑
i1=1

qi(1) = 1.

Òîäi ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.69) çáiãà¹-

òüñÿ àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî äëÿ zi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, ùî çàäîâîëüíÿþòü
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íåðiâíiñòü (2.53) i òàêèõ, ùî |zi1| ≤ l ïðèíàéìíi äëÿ îäíîãî iíäåêñó i1 iç

I1 äëÿ êîæíî¨ ñòàëî¨ l, l < 1.

Çàçíà÷èìî, ùî òåîðåìè 2.9�2.13 ìîæíà çàñòîñóâàòè äî äîñëiäæåííÿ

çáiæíîñòi ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè âè-

ãëÿäó

a0
b0 +

∞

D
k=1

ik−1∑
ik=1

ai(k)
bi(k)

, (2.70)

äå ai(k) ∈ C i bi(k) ∈ C äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik i k ≥ 0, ÿêùî éîãî åêâiâàëåíòíèì

ïåðåòâîðåííÿì çâåñòè äî ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íè-

ìè çìiííèìè, ÷àñòèííi çíàìåííèêè ÿêîãî äîðiâíþþòü îäèíèöi. Íàïðèêëàä,

ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (2.70) çáiãà¹òüñÿ

àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî, ÿêùî iñíóþòü äiéñíi ñòàëi qi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 0,

òàêi, ùî

0 < qi(k) < 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 0,

i ∣∣∣∣ ai(k)
bi(k)bi(k−1)

∣∣∣∣ ≤ qiki(k)q
ik−1
i(k−1)(1− qi(k−1)) äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2. Öåé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ çái-

æíîñòi ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, ÷àñòèííi

çíàìåííèêè ÿêèõ äîðiâíþþòü îäèíèöi.

Ó ðåçóëüòàòi ïðîâåäåíèõ äîñëiäæåíü îòðèìàíî áàãàòîâèìiðíå óçàãàëü-

íåííÿ îçíàêè çáiæíîñòi Âîðïiöüêîãî äëÿ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç

íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè òà åôåêòèâíi îçíàêè çáiæíîñòi äëÿ ãiëëÿñòèõ

ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, ÷àñòèííi ëàíêè ÿêèõ ìà-

þòü âèãëÿä gi(k)(1−gi(k−1))zi(k)
1 , à òàêîæ âèãëÿä

q
ik
i(k)q

ik−1
i(k−1)(1−qi(k−1))zi(k)

1 , ÿêi ¹ áà-

ãàòîâèìiðíèìè àíàëîãàìè âiäïîâiäíèõ êëàñè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ Î. Ïåððîíà,

À. Ïðiíãñõàéìà, Å. Á. Âàí Ôëåêà, Ã. Ñ. Âîëëà i Äæ. Ô. Ïåéäîíà äëÿ íåïå-

ðåðâíèõ äðîáiâ.
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Âiäçíà÷èìî, ùî âèðàç âèãëÿäó qiki(k)q
ik−1
i(k−1)(1−qi(k−1)), ÿêèé ñóòò¹âî âðà-

õîâó¹ ñòðóêòóðó äîñëiäæóâàíèõ îá'¹êòiâ, çàñòîñîâàíî äî äîñëiäæåííÿ çái-

æíîñòi ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè âïåðøå.

Îòðèìàíi îçíàêè çáiæíîñòi ìîæóòü çàñòîñîâóâàòèñÿ äî äîñëiäæåííÿ

çáiæíîñòi iíøèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

Ðåçóëüòàòè, íàâåäåíi â öüîìó ðîçäiëi, îïóáëiêîâàíi â òàêèõ ïðàöÿõ:

[30,47,58,104].
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ÐÎÇÄIË 3

ÇÎÁÐÀÆÅÍÍß ÀÍÀËIÒÈ×ÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ

ÂIÄÏÎÂIÄÍÈÌÈ ÔÓÍÊÖIÎÍÀËÜÍÈÌÈ

ÃIËËßÑÒÈÌÈ ËÀÍÖÞÃÎÂÈÌÈ ÄÐÎÁÀÌÈ Ç

ÍÅÐIÂÍÎÇÍÀ×ÍÈÌÈ ÇÌIÍÍÈÌÈ

Âàæëèâèì çàñòîñóâàííÿì ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ¹ çîáðàæåííÿ

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ (ôîðìàëüíèõ êðàòíèõ ðÿäiâ Ëîðà-

íà) ôóíêöiîíàëüíèìè ãiëëÿñòèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè ç íåðiâíîçíà÷íè-

ìè çìiííèìè. Ïðè öüîìó ñóòò¹âó ðîëü âiäiãðà¹ ïîíÿòòÿ âiäïîâiäíîñòi. Ó

öüîìó ðîçäiëi, êðiì ñòàíäàðòíèõ ïîçíà÷åíü, òàêîæ âèêîðèñòîâóâàòèìåìî

ïîçíà÷åííÿ ââåäåíi â ïiäðîçäiëi 1.6 (äèâ. ñ. 73). Ó ïiäðîçäiëi 3.1 îïèñàíî çà-

ãàëüíó òåîðiþ âiäïîâiäíîñòi äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ

{Rn(z)}n∈N0
, ìåðîìîðôíèõ â òî÷öi z = 0 (ïiä ôóíêöi¹þ áàãàòüîõ çìiííèõ

R(z), ìåðîìîðôíîþ â òî÷öi z = 0 (òîáòî ó âiäêðèòîìó ïîëiêðóçi, ÿêèé ìi-

ñòèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò) ðîçóìi¹ìî òàêó ôóíêöiþ áàãàòüîõ çìiííèõ, äëÿ

ÿêî¨ iñíó¹ ìóëüòèiíäåêñ m ∈ NN0 òàêèé, ùî R(z)zm ¹ ãîëîìîðôíîþ â òî÷öi

z = 0). Ó ïiäðîçäiëi 3.2 îçíà÷åíî äåÿêi êëàñè ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿñòèõ

ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè. Ó ïiäðîçäiëàõ 3.3�3.5 äî-

ñëiäæóþòüñÿ âëàñòèâîñòi âiäïîâiäíîñòi äëÿ äåÿêèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿ-

ñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

3.1. Âiäïîâiäíiñòü

Âiäïîâiäíiñòü ïîñëiäîâíîñòåé àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ

âiäiãðà¹ ñóòò¹âó ðîëü â àíàëiòè÷íié òåîði¨ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç

íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè. Çà àíàëîãi¹þ iç îäíîâèìiðíèì âèïàäêîì (äèâ.

îçíà÷åííÿ íà ïî÷àòêó ïiäðîçäiëó 1.2) âèçíà÷èìî ïîíÿòòÿ âiäïîâiäíîñòi â

òî÷êàõ z = 0 i z = ∞ iç ĈN .
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Ñïî÷àòêó äàìî ïîíÿòòÿ âiäïîâiäíîñòi â òî÷öi z = 0. Çà Ï. Õåíðiöi [141]

âèðàç

L0(z) =
∑
k≥m

ckz
k =

∞∑
k1=m1

∞∑
k2=m2

. . .
∞∑

kN=mN

ck1,k2,...,kNz
k1
1 z

k2
2 . . . zkNN , (3.1)

äå m ∈ ZN , ck ∈ C, k ≥ m, i cm 6= 0 àáî âñi ck = 0, íàçâåìî ôîð-

ìàëüíèì êðàòíèì ðÿäîì Ëîðàíà â òî÷öi z = 0. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ñèìâîë

0 íåéòðàëüíèé åëåìåíò äëÿ îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ôîðìàëüíèõ êðàòíèõ ðÿ-

äiâ Ëîðàíà. Ìíîæèíà LN0 óñiõ ôîðìàëüíèõ êðàòíèõ ðÿäiâ Ëîðàíà â òî÷öi

z = 0 óòâîðþ¹ ïîëå íàä C âiäíîñíî îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ (äèâ.,

íàïðèêëàä, [136, 141]). ßêùî m ∈ NN0 , òî âèðàç (3.1) íàçèâà¹òüñÿ òàêîæ

ôîðìàëüíèì êðàòíèì ñòåïåíåâèì ðÿäîì â òî÷öi z = 0.

Äëÿ âñiõ L0(z) ∈ LN0 îçíà÷èìî ôóíêöiþ λ : LN0 → Z ∪ {∞} òàê:

λ(L0) =


|m|, ÿêùî L0(z) =

∑
k≥m

ckz
k, cm 6= 0,

∞, ÿêùî L0(z) ≡ 0.

(3.2)

Ïðè öüîìó äëÿ áóäü-ÿêèõ L0(z) i P0(z) iç LN0 âèêîíóþòüñÿ òàêi ñïiââiäíî-

øåííÿ:

λ(L0P0) = λ(L0) + λ(P0), (3.3)

λ(L0/P0) = λ(L0)− λ(P0), ÿêùî P0(z) 6≡ 0, (3.4)

λ(L0 ± P0) ≥ min(λ(L0), λ(P0)), (3.5)

λ(L0 ± P0) = min(λ(L0), λ(P0)), ÿêùî λ(L0) 6= λ(P0). (3.6)

Ñïðàâäi, ó âèïàäêó L0(z) ≡ 0 i (àáî) P0(z) ≡ 0 ñïiââiäíîøåííÿ (3.3)�

(3.6) î÷åâèäíi. Íåõàé L0(z) 6≡ 0, òîáòî â (3.1) cm 6= 0, i

P0(z) =
∑
k≥q

dkz
k,

äå q ∈ ZN , dk ∈ C, k ≥ q, i dq 6= 0. Òîäi ôîðìàëüíi êðàòíi ðÿäè Ëîðàíà

(3.1) i P0(z) çàïèøåìî ó âèãëÿäi [136]

L0(z) = cmz
m(1 +Q0(z)), P0(z) = dqz

q(1 +R0(z)),
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äå Q0(z) i R0(z) � ôîðìàëüíi êðàòíi ðÿäè Ëîðàíà ç äîäàòíèìè ñòåïåíÿìè

îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ. Òîìó

L0(z)P0(z) = cmdqz
m+q(1 +Q0(z))(1 +R0(z)),

L0(z)

P0(z)
=
cm
dq

zm−q(1 +Q0(z))

(
1−

∞∑
n=1

(−1)nRn
0(z)

)
,

L0(z)± P0(z) = cmz
m(1 +Q0(z))± dqzq(1 +R0(z)),

äå Rn
0(z), n ≥ 1 � ôîðìàëüíi êðàòíi ðÿäè Ëîðàíà ç äîäàòíèìè ñòåïåíÿìè

îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ. Íàðåøòi, çàñòîñîâóþ÷è λ äî L0(z)P0(z), L0(z)/P0(z)

i L0(z)± P0(z), îòðèìó¹ìî (3.3)�(3.6).

Íîðìó ‖ · ‖ äëÿ ïîëÿ LN0 îçíà÷èìî ó òàêèé ñïîñiá:

‖L0‖ = 2−λ(L0) äëÿ L0(z) ∈ LN0 ,

äå 2−∞ = 0. Iç ñïiââiäíîøåíü (3.3)�(3.6) âèïëèâà¹, ùî íîðìà ‖ · ‖ ìà¹ òàêi
âëàñòèâîñòi: äëÿ âñiõ L0(z) i P0(z) iç LN0

‖L0‖ ≥ 0, (3.7)

‖L0‖ = 0 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè L0(z) ≡ 0, (3.8)

‖L0P0‖ = ‖L0‖ · ‖P0‖, (3.9)

‖L0 + P0‖ ≤ ‖L0‖+ ‖P0‖. (3.10)

Äiéñíî, äëÿ áóäü-ÿêîãî L0(z) ∈ LN0 ñïiââiäíîøåííÿ (3.7), (3.8) i äëÿ

áóäü-ÿêèõ L0(z) i P0(z) iç LN0 òàêèõ, ùî L0(z) ≡ 0 i (àáî) P0(z) ≡ 0 ñïiâ-

âiäíîøåííÿ (3.9), (3.10) ¹ î÷åâèäíèìè. Íåõàé L0(z) 6≡ 0 i P0(z) 6≡ 0, äå

L0(z) ∈ LN0 i P0(z) ∈ LN0 . Òîäi iç ðiâíîñòi (3.3) ìà¹ìî

‖L0P0‖ = 2−λ(L0P0) = 2−λ(L0)−λ(P0) = ‖L0‖ · ‖P0‖,

à iç ñïiââiäíîøåíü (3.5) i (3.6) âiäïîâiäíî îòðèìó¹ìî

‖L0 + P0‖ = 2−λ(L0+P0) = 2−min(λ(L0),λ(P0)) ≤

≤ 2−λ(L0) + 2−λ(P0) = ‖L0‖+ ‖P0‖.
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Îòæå, LN0 � íîðìîâàíå ïîëå i ôóíêöiîíàëüíèé ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé

äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

b0(z) +
N∑
i1=1

ai(1)(z)

bi(1)(z) +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

ai(k)(z)

bi(k)(z)
, (3.11)

¹ âèçíà÷åíèì, ÿêùî åëåìåíòè b0(z), ai(k)(z), bi(k)(z) äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik,
k ≥ 1, íàëåæàòü LN0 , ai(k)(z) 6= 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, i, ÿêùî äëÿ

k ≥ 1 iñíó¹ ìóëüòèiíäåêñ i(k) ∈ Ik òàêèé ùî bi(k)(z) = 0, òî bi(k−1),j(z) 6= 0

äëÿ 1 ≤ j ≤ ik−1 i j 6= ik. Ïiäõiäíi äðîáè öüîãî ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî

äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè íàëåæàòü LN0 àáî äîðiâíþþòü ∞.
Íåõàé R(z) � ôóíêöiÿ áàãàòüîõ çìiííèõ ìåðîìîðôíà â òî÷öi z = 0

òàêà, ùî iñíó¹ ìóëüòèiíäåêñm ∈ NN0 òàêèé, ùî R(z)zm � ãîëîìîðôíà â òî-

÷öi z = 0 (òîáòî ó âiäêðèòîìó ïîëiêðóçi, ÿêèé ìiñòèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò)

(äèâ., íàïðèêëàä, [121]). Äëÿ ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ R(z) ïîçíà÷èìî ¨¨

ðîçâèíåííÿ â ôîðìàëüíèé êðàòíèé ðÿä Ëîðàíà (3.1) â ïî÷àòêó êîîðäèíàò

(òàêå, ùî çáiãà¹òüñÿ ó âiäêðèòîìó ïîëiêðóçi iç âèêîëîòîþ òî÷êîþ z = 0)

÷åðåç Λ0(R), òîáòî çàäàìî âiäîáðàæåííÿ Λ0 : R(z)→ Λ0(R).

Ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ {Rn(z)}n∈N0
, ìåðîìîðôíèõ â

ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ¹ âiäïîâiäíîþ äî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ðÿäó Ëîðàíà

L0(z) â òî÷öi z = 0, ÿêùî

lim
n→∞

λ(L0 − Λ0(Rn)) =∞.

ßêùî ïîñëiäîâíiñòü {Rn(z)}n∈N0
¹ âiäïîâiäíîþ äî ôîðìàëüíîãî êðàòíî-

ãî ðÿäó Ëîðàíà L0(z), òî ïîðÿäîê âiäïîâiäíîñòi ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ

Rn(z) âèçíà÷èìî òàê:

νn = λ(L0 − Λ0(Rn)).

Ó öüîìó âèïàäêó çà îçíà÷åííÿì ôóíêöi¨ λ â (3.2) âèïëèâà¹, ùî ôîðìàëüíi

êðàòíi ðÿäè Ëîðàíà L0(z) i Λ0(Rn) çáiãàþòüñÿ ïî÷ëåííî äî âñiõ îäíîðiäíèõ

÷ëåíiâ çi ñòåïåíåì (νn − 1) âêëþ÷íî.

Ôóíêöiîíàëüíèé ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìií-

íèìè (3.11) íàçâåìî âiäïîâiäíèì äî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ðÿäó Ëîðàíà
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L0(z) â òî÷öi z = 0, ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü éîãî ïiäõiäíèõ äðîáiâ {fn(z)}n∈N0

¹ âiäïîâiäíîþ äî L0(z) â òî÷öi z = 0.

Ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ {Rn(z)}n∈N0
(ôóíêöiîíàëüíèé

ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (3.11)) íàçâåìî

âiäïîâiäíîþ (-èì) â òî÷öi z = 0 äî ôóíêöi¨ R(z), ìåðîìîðôíî¨ â ïî÷àòêó

êîîðäèíàò, ÿêùî öÿ ïîñëiäîâíiñòü (öåé ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâ-

íîçíà÷íèìè çìiííèìè) ¹ âiäïîâiäíîþ (-èì) äî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ðÿäó

Ëîðàíà Λ0(R) â òî÷öi z = 0.

Çà äîïîìîãîþ íîðìè ‖ · ‖ îçíà÷èìî ôóíêöiþ ρ : LN0 × LN0 → R≥0 òàê:

ρ(L0, P0) = ‖L0 − P0‖ äëÿ âñiõ L0(z) ∈ LN0 , P0(z) ∈ LN0 .

Ïðè öüîìó äëÿ âñiõ L0(z) ∈ LN0 , P0(z) ∈ LN0 , Q0(z) ∈ LN0 âèêîíóþòüñÿ òàêi

óìîâè

ρ(L0, P0) = 0 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè L0(z) ≡ P0(z),

ρ(L0, P0) = ρ(P0, L0),

ρ(L0, P0) + ρ(P0, Q0) ≥ ρ(L0, Q0).

Ñïðàâäi, ïåðøà âëàñòèâiñòü î÷åâèäíà. Iç ðiâíîñòi (3.9) i îçíà÷åíü íîðìè

‖ · ‖ òà âiäîáðàæåííÿ λ â LN0 ìà¹ìî

ρ(L0, P0) = ‖L0 − P0‖ = ‖(−1)(P0 − L0)‖ = ‖(−1)‖ · ‖P0 − L0‖ =

= 2−λ(−1)‖P0 − L0‖ = 20‖P0 − L0‖ = ‖P0 − L0‖ = ρ(P0, L0),

à iç íåðiâíîñòi (3.10) îòðèìó¹ìî

ρ(L0, P0) + ρ(P0, Q0) = ‖L0 − P0‖+ ‖P0 −Q0‖ ≥

≥ ‖(L0 − P0) + (P0 −Q0)‖ = ‖L0 −Q0‖ = ρ(L0, Q0).

Îòæå, ρ � ìåòðèêà ïîëÿ LN0 i ó òåðìiíàõ ìåòðèêè ρ òâåðäæåííÿ �ïîñëi-

äîâíiñòü {Rn(z)}n∈N0
¹ âiäïîâiäíîþ äî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ðÿäó Ëîðàíà

L0(z)� åêâiâàëåíòíå òâåðäæåííþ �ïîñëiäîâíiñòü {Λ0(Rn)}n∈N0
çáiãà¹òüñÿ äî

ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ðÿäó Ëîðàíà L0(z) âiäíîñíî ìåòðèêè ρ�.
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Òåïåð äàìî ïîíÿòòÿ âiäïîâiäíîñòi â òî÷öi z = ∞. Âèðàç

L∞(z) =
∑
k≥m

c−kz
−k,

äåm ∈ ZN , c−k ∈ C, k ≥m, i c−m 6= 0 àáî âñi c−k = 0, íàçâåìî ôîðìàëüíèì

êðàòíèì ðÿäîì Ëîðàíà â òî÷öi z = ∞. Ïîäiáíî äî LN0 ìíîæèíà LN∞ óñiõ

ôîðìàëüíèõ êðàòíèõ ðÿäiâ Ëîðàíà â òî÷öi z = ∞ óòâîðþ¹ ïîëå íàä C
âiäíîñíî îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ.

Äëÿ âñiõ L∞(z) ∈ LN∞ îçíà÷èìî ôóíêöiþ λ : LN∞ → Z ∪ {∞} òàê:

λ(L∞) =


|m|, ÿêùî L∞(z) =

∑
k≥m

c−kz
−k, c−m 6= 0,

∞, ÿêùî L∞(z) ≡ 0.

Ïðè öüîìó, ïîäiáíèì ÷èíîì, äëÿ áóäü-ÿêèõ L∞(z) i P∞(z) iç LN∞ âèêîíó-

þòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ, àíàëîãi÷íi ñïiââiäíîøåííÿì (3.3)�(3.6). Íîðìó ‖ · ‖
äëÿ ïîëÿ LN∞ îçíà÷èìî ó òàêèé ñïîñiá:

‖L∞‖ = 2−λ(L∞) äëÿ L∞(z) ∈ LN∞,

äå 2−∞ = 0. Ïðîäîâæóþ÷è àíàëîãiþ, ïîäiáíèì ÷èíîì, íîðìà ‖ · ‖ ìà¹ óñi
òi ñàìi âëàñòèâîñòi, ùî i íîðìà äëÿ ïîëÿ LN0 .

Îòæå, LN∞ � íîðìîâàíå ïîëå, i ôóíêöiîíàëüíèé ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé

äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (3.11) ¹ âèçíà÷åíèì, ÿêùî åëåìåíòè b0(z),

ai(k)(z), bi(k)(z) äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, íàëåæàòü LN∞, ai(k)(z) 6= 0 äëÿ âñiõ

i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, i, ÿêùî äëÿ k ≥ 1 iñíó¹ ìóëüòèiíäåêñ i(k) ∈ Ik òàêèé ùî

bi(k)(z) = 0, òî bi(k−1),j(z) 6= 0 äëÿ 1 ≤ j ≤ ik−1 i j 6= ik. Ïiäõiäíi äðîáè öüîãî

ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè íàëåæàòü LN∞
àáî äîðiâíþþòü ∞.

Íåõàé ôóíêöiÿ áàãàòüîõ çìiííèõ R(z) ìåðîìîðôíà â òî÷öi z = ∞,

òîáòî iñíó¹ ìóëüòèiíäåêñ m ∈ NN0 òàêèé, ùî R(z)zm ¹ ãîëîìîðôíà â òî÷öi

z = ∞ (äèâ. îçíà÷åííÿ ãîëîìîðôíîñòi â ĈN , íàïðèêëàä, â [41, c. 29�31]).
Äëÿ ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ R(z), ìåðîìîðôíî¨ â òî÷öi z = ∞, ïîçíà-

÷èìî ¨¨ ðîçâèíåííÿ â ôîðìàëüíèé êðàòíèé ðÿä Ëîðàíà â òî÷öi z = ∞
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(òàêå, ùî çáiãà¹òüñÿ çîâíi äåÿêîãî çàìêíåíîãî îêîëó â CN òî÷êè z = 0,

òîáòî â îêîëi iç âèêîëîòîþ òî÷êîþ z = ∞) ÷åðåç Λ∞(R), òîáòî çàäàìî

âiäîáðàæåííÿ Λ∞ : R(z)→ Λ∞(R).

Ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ {Rn(z)}n∈N0
, ìåðîìîðôíèõ â

z = ∞, ¹ âiäïîâiäíîþ äî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ðÿäó Ëîðàíà L∞(z) â òî÷-

öi z = ∞, ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ {Rn(1/ξ)}n∈N0
,

ìåðîìîðôíèõ â òî÷öi ξ = 0, ¹ âiäïîâiäíîþ äî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ðÿäó

Ëîðàíà L0(1/ξ), îòðèìàíîìó iç L∞(z) çàìiíîþ zk íà 1/ξk, 1 ≤ k ≤ N.

Ôóíêöiîíàëüíèé ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìií-

íèìè (3.11) íàçâåìî âiäïîâiäíèì äî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ðÿäó Ëîðàíà

L∞(z) â òî÷öi z = ∞, ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü éîãî ïiäõiäíèõ äðîáiâ {fn(z)}n∈N0

¹ âiäïîâiäíîþ äî L∞(z) â òî÷öi z = ∞.

Ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ {Rn(z)}n∈N0
(ôóíêöiîíàëüíèé

ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (3.11)) íàçâåìî

âiäïîâiäíîþ (-èì) â òî÷öi z = ∞ äî ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ R(z), ìåðî-

ìîðôíî¨ â òî÷öi z = ∞, ÿêùî öÿ ïîñëiäîâíiñòü (öåé ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé

äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè) ¹ âiäïîâiäíîþ (-èì) äî ôîðìàëüíîãî êðà-

òíîãî ðÿäó Ëîðàíà Λ∞(R) â òî÷öi z = ∞.

Ìåòðèêó ρ äëÿ ïîëÿ LN∞ ìîæíà ââåñòè ïîäiáíî äî ìåòðèêè äëÿ ïîëÿ

LN0 , i ó ¨¨ òåðìiíàõ òâåðäæåííÿ �ïîñëiäîâíiñòü {Rn(z)}n∈N0
¹ âiäïîâiäíîþ

äî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ðÿäó Ëîðàíà L∞(z)� åêâiâàëåíòíå òâåðäæåííþ

�ïîñëiäîâíiñòü {Λ∞(Rn)}n∈N0
çáiãà¹òüñÿ äî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ðÿäó Ëî-

ðàíà L∞(z) âiäíîñíî ìåòðèêè ρ�.

Çà àíàëîãi¹þ âiäïîâiäíiñòü â òî÷öi z = a, a ∈ CN , ìîæíà îçíà÷èòè,

ðîçãëÿäàþ÷è z = ξ+a. Âiäïîâiäíiñòü ìiæ ôóíêöiîíàëüíèì ãiëëÿñòèì ëàí-

öþãîâèì äðîáîì ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (3.11) i ôîðìàëüíèì êðàòíèì

ðÿäîì Ëîðàíà L0(z) (L∞(z)) ïîçíà÷àòèìåìî ñèìâîëîì �∼�.
Çðîçóìiëî, ùî âëàñòèâîñòi, àíàëîãi÷íi âëàñòèâîñòÿì, íàâåäåíèì âèùå

äëÿ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè íàä ïîëåì

C, òàêîæ ìàþòü ìiñöå i äëÿ ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ
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ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè íàä íîðìîâàíèì ïîëåì LN0 (LN∞).

3.2. Êëàñè ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç

íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

Ïðîâåäåìî êëàñèôiêàöiþ äåÿêèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿñòèìè ëàíöþ-

ãîâèìè äðîáàìè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

Ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

N∑
i1=1

ai(1)zi1
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

ai(k)zik
1

, (3.12)

äå ai(k) ∈ C \ {0} äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, íàçèâàþòü áàãàòîâèìiðíèì

ðåãóëÿðíèì C -äðîáîì ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè [15, c. 40]. ßê çàçíà÷à-

ëîñÿ âèùå, ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè âèãëÿäó

(3.12) ðîçãëÿäàëèñÿ â ðîáîòàõ Ä. I. Áîäíàðà òà éîãî ó÷íiâ. ßêùî ai(k) > 0

äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, òî ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá (3.12) íàçâåìî áà-

ãàòîâèìiðíèì S -äðîáîì ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè àáî áàãàòîâèìiðíèì

äðîáîì Ñòiëüòü¹ñà ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

Ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

s0
1 +

N∑
i1=1

gi(1)zi1
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

gi(k)(1− gi(k−1))zik
1

, (3.13)

äå s0 > 0, 0 < gi(k) < 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, íàçâåìî áàãàòîâè-

ìiðíèì g-äðîáîì ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè. Õàðàêòåðíîþ îñîáëèâiñòþ

áàãàòîâèìiðíîãî g-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè ¹ òå, ùî êîåôiöi¹íòè

÷àñòèííèõ ÷èñåëüíèêiâ êîæíî¨ éîãî ãiëêè (äèâ. îçíà÷åííÿ íà c. 67), ïî÷è-

íàþ÷è ç äðóãîãî ïîâåðõó, ôîðìóþòü ëàíöþãîâi ïîñëiäîâíîñòi (äèâ. ñ. 52).

Ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

π0

1 +
N∑
i1=1

zi1

+

N∑
i1=1

−zi1
1 +

πi(1)

1 +

i1∑
i2=1

zi2

+

i1∑
i2=1

−zi2
1 +

πi(2)

1 +

i2∑
i3=1

zi3

+
. . . ,
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äå πi(k) > 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 0, íàçâåìî áàãàòîâèìiðíèì π-äðîáîì

ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè. Öåé ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ¹ ñóòî òåõíi-

÷íèì ó íàøèõ äîñëiäæåííÿõ. Ó ïiäðîçäiëi 5.3 ïîêàæåìî, ùî ïàðíîþ ÷àñòè-

íîþ (äèâ. îçíà÷åííÿ íà ñ. 68) áàãàòîâèìiðíîãî π-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè ¹ áàãàòîâèìiðíèé g-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè. Òàêîæ öþ

âëàñòèâiñòü âèêîðèñòîâóâàòèìåìî äëÿ äîñëiäæåííÿ çáiæíîñòi áàãàòîâèìið-

íîãî g-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

Ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè
N∑
i1=1

pi(1)zi1
1 + qi(1)zi1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

(−1)δik−1,ikpi(k)zik−1zik
1 + qi(k)zik

,

äå pi(k) ∈ C\{0}, qi(k) ∈ C äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, δi,j � ñèìâîë Êðîíåêåðà,

íàçâåìî áàãàòîâèìiðíèì ïðè¹äíàíèì äðîáîì ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

Íà âiäìiíó âiä îäíîâèìiðíîãî âèïàäêó (äèâ. ñ. 42) áàãàòîâèìiðíèé ðåãó-

ëÿðíèé Ñ -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè æîäíèì ÷èíîì íå ïîâ'ÿçàíèé

iç áàãàòîâèìiðíèì ïðè¹äíàíèì äðîáîì ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

Ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè
N∑
i1=1

ci(1)
di(1) + zi1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

(−1)δik−1,ikci(k)
di(k) + zik

, (3.14)

äå ci(k) ∈ C \ {0}, di(k) ∈ C äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, δi,j � ñèìâîë

Êðîíåêåðà, íàçâåìî áàãàòîâèìiðíèì J -äðîáîì ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííè-

ìè àáî áàãàòîâèìiðíèì äðîáîì ßêîái ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè. ßêùî

ci(k) ∈ R \ {0}, di(k) ∈ R äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, òî ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé

äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (3.14) íàçâåìî áàãàòîâèìiðíèì äiéñíèì

J -äðîáîì ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè. Ó ïiäðîçäiëi 3.5 ïîêàæåìî, ùî áàãà-

òîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè òiñíî ïîâ'ÿçàíèé

iç áàãàòîâèìiðíèì J -äðîáîì ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

Çàçíà÷èìî, ùî îçíà÷åíi âèùå êëàñè ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþ-

ãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè ¹ áàãàòîâèìiðíèìè óçàãàëüíåí-

íÿìè âiäïîâiäíèõ êëàñiâ ôóíêöiîíàëüíèõ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ, ðîçãëÿíóòèõ

ó ïiäðîçäiëi 1.2 (äèâ. ñ. 41).
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3.3. Âiäïîâiäíiñòü áàãàòîâèìiðíèõ ðåãóëÿðíèõ C -äðîáiâ ç íå-

ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

Ðîçãëÿíåìî áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé Ñ -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè

b0 +
N∑
i1=1

ai(1)zi1
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

ai(k)zik
1

, (3.15)

äå b0 ∈ C, ai(k) ∈ C \ {0} äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1. Íåõàé

Q
(n)
i(n)(z) ≡ 1, i(n) ∈ In i n ≥ 1,

Q
(n)
i(k)(z) = 1 +

n

D
r=k+1

ir−1∑
ir=1

ai(r)zir
1

, i(k) ∈ Ik, 1 ≤ k ≤ n− 1, n ≥ 2.

Òîäi ïiäõiäíi äðîáè áàãàòîâèìiðíîãî ðåãóëÿðíîãî Ñ -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íè-

ìè çìiííèìè (3.15) çàïèøåìî ó âèãëÿäi f0(z) ≡ b0 i

fn(z) = b0 +
N∑
i1=1

ai(1)zi1

Q
(n)
i(1)(z)

äëÿ n ≥ 1.

Òåîðåìà 3.1. Êîæíèé áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé Ñ-äðiá ç íåðiâíî-

çíà÷íèìè çìiííèìè (3.15) iç ïîñëiäîâíiñòþ ïiäõiäíèõ äðîáiâ {fn(z)}n∈N0
¹

âiäïîâiäíèì äî îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâî-

ãî ðÿäó

L0(z) =
∑
k≥0

ckz
k, (3.16)

äå ck ∈ C, k ≥ 0, â òî÷öi z = 0. Ïîðÿäîê âiäïîâiäíîñòi n-ãî ïiäõiäíîãî

äðîáó fn(z) äîðiâíþ¹ (n + 1), n ≥ 0, i òîìó ôîðìàëüíèé êðàòíèé ðÿä

Òåéëîðà â òî÷öi z = 0 äëÿ fn(z) çáiãà¹òüñÿ iç L0(z) ïî÷ëåííî äî âñiõ

îäíîðiäíèõ ÷ëåíiâ çi ñòåïåíåì n âêëþ÷íî, òîáòî

fn(z) =
n∑
|k|=0

ckz
k +

∑
|k|≥n+1

γ
(n)
k zk, n ≥ 0, (3.17)

äå γ
(n)
k ∈ C, |k| ≥ n+ 1, n ≥ 0.
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Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, 1 ≤ k ≤ n, n ≥ 1, âè-

êîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü Q(n)
i(k)(0) = 1, òî äëÿ êîæíîãî i(k) ∈ Ik, 1 ≤ k ≤ n,

n ≥ 1, ñêií÷åííèé ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

1/Q
(n)
i(k)(z) â òî÷öi z = 0 çîáðàæó¹òüñÿ ôîðìàëüíèõ êðàòíèì ñòåïåíåâèì

ðÿäîì âèãëÿäó (3.16). Òîìó, êîæíèé n-èé ïiäõiäíèé äðiá fn(z), n ≥ 1, áà-

ãàòîâèìiðíîãî ðåãóëÿðíîãî Ñ -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (3.15) ¹

ôóíêöi¹þ áàãàòüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíîþ â ïî÷àòêó êîîðäèíàò, i, îòæå,

íåõàé äëÿ êîæíîãî n ≥ 1 ôîðìàëüíèé êðàòíèé ñòåïåíåâèé ðÿä

Λ0(fn) =
∑
k≥0

γ
(n)
k zk,

äå γ(n)k ∈ C, k ≥ 0, n ≥ 0, ¹ ðîçâèíåííÿì n-ãî ïiäõiäíîãî äðîáó fn(z) â

òî÷öi z = 0.

Ïîçàÿê

Q
(n)
i(k)(z) 6≡ 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, 1 ≤ k ≤ n, n ≥ 1,

òî, çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó (1.44), äî ðiçíèöi äâîõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ áàãà-

òîâèìiðíîãî ðåãóëÿðíîãî Ñ -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (3.15), äëÿ

n ≥ 1 i k ≥ 1 â îêîëi ïî÷àòêó êîîðäèíàò îòðèìà¹ìî

fn+k(z)− fn(z) =
N∑
i1=1

i1∑
i2=1

. . .

in∑
in+1=1

(−1)n
n+1∏
r=1

ai(r)zir

n+1∏
r=1

Q
(n+k)
i(r) (z)

n∏
r=1

Q
(n)
i(r)(z)

(3.18)

Iç ôîðìóëè (3.18) äëÿ äîâiëüíèõ n ≥ 1 i k ≥ 1 â îêîëi òî÷êè z = 0 ìà¹ìî

Λ0(fn+k)− Λ0(fn) =
∑
|k|≥n+1

(γ
(n+k)
k − γ(n)k )zk.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíèõ n ≥ 1 i k ≥ 1 ïîðÿäîê âiäïîâiäíîñòi

νn = λ(Λ0(fn+k)− Λ0(fn)) = n+ 1

i, î÷åâèäíî, ïðÿìó¹ ìîíîòîííî äî ∞ ïðè n→∞.
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Òàêèì ÷èíîì, äëÿ êîæíèõ n ≥ 1, k ≥ 1 i äëÿ êîæíîãî 0 ≤ |k| ≤ n

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü γ(n+k)k = γ
(n)
k . Áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé C -äðiá ç íå-

ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (3.15) ¹ âiäïîâiäíèì â òî÷öi z = 0 äî ôîðìàëüíîãî

êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (3.16), äå ck = γ
(|k|)
k äëÿ âñiõ k ≥ 0, îñêiëüêè

L0(z)− Λ0(fn) =
∑
|k|≥n+1

(γ
(|k|)
k − γ(n)k )zk

äëÿ êîæíîãî n ≥ 1. Çâiäñè, ìà¹ìî

νn = λ(L0(z)− Λ0(fn)) = n+ 1,

òîáòî ïîðÿäîê âiäïîâiäíîñòi n-ãî ïiäõiäíîãî äðîáó fn(z) äîðiâíþ¹ (n+ 1) i

ôîðìàëüíèé êðàòíèé ñòåïåíåâèé ðÿä (3.17) ¹ ôîðìàëüíèì êðàòíèì ðÿäîì

Òåéëîðà äëÿ fn(z) â òî÷öi z = 0.

Äàëi äîâåäåìî ¹äèíiñòü ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (3.16).

Ïðèïóñòèìî, ùî áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé C -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè (3.15) òàêîæ ¹ âiäïîâiäíèì â òî÷öi z = 0 äî çàäàíîãî ôîðìàëü-

íîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó

P0(z) =
∑
k≥0

β
(|k|)
k zk.

Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãî n ≥ 1 â òî÷öi z = 0 äëÿ ðiçíèöi (P0(z)− Λ0(fn))

îòðèìó¹ìî

P0(z)− Λ0(fn) =
∑
|k|≥n+1

(β
(|k|)
k − γ(n)k )zk,

òî β(|k|)
k = γ

(|k|)
k äëÿ âñiõ k òàêèõ, ùî 0 ≤ |k| ≤ n i n ≥ 1. Çâiäñè âèïëèâà¹

îäíîçíà÷íà âèçíà÷åíiñòü ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó L0(z). �

Çàçíà÷èìî, ùî òåîðåìà 3.1 ¹ óçàãàëüíåííÿì òåîðåìè 1.1. Î. �. Áàðàí

i Ä. I. Áîäíàðîì [10] äîâåäåíî îäíîçíà÷íó âèçíà÷åíiñòü áàãàòîâèìiðíîãî

ðåãóëÿðíîãî C -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (3.15), âiäïîâiäíîãî â

òî÷öi z = 0 äî çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (3.16).
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Òåîðåìà 3.2. Íåõàé áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé Ñ-äðiá ç íåðiâíî-

çíà÷íèìè çìiííèìè (3.15) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié

ïiäìíîæèíi îáëàñòi D, ÿêà ìiñòèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò, äî ôóíêöi¨ áà-

ãàòüîõ çìiííèõ f(z), ãîëîìîðôíî¨ â D. Òîäi ñóìà ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî

ñòåïåíåâîãî ðÿäó (3.16), âiäïîâiäíîãî äî áàãàòîâèìiðíîãî ðåãóëÿðíîãî Ñ-

äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (3.15) â òî÷öi z = 0, çáiãà¹òüñÿ çi

çíà÷åííÿì öüîãî ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìií-

íèìè â îáëàñòi D.

Äîâåäåííÿ. Ïîçàÿê ïîñëiäîâíiñòü ïiäõiäíèõ äðîáiâ {fn(z)} áàãàòî-
âèìiðíîãî ðåãóëÿðíîãî Ñ -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (3.15) çáiãà-

¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi D äî ôóíêöi¨

áàãàòüîõ çìiííèõ f(z), ãîëîìîðôíî¨ â D, òî íà ïiäñòàâi òåîðåìè 1.20 äëÿ

êîæíîãî k ≥ 0 ìà¹ìî

∂|k|fn(z)

∂zk
→ ∂|k|f(z)

∂zk

íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi D. Êðiì öüîãî, çãiäíî ç òåîðå-

ìîþ 3.1 ôîðìàëüíå ðîçâèíåííÿ êîæíîãî ïiäõiäíîãî äðîáó fn(z), n ≥ 1,

ó ðÿä Òåéëîðà â òî÷öi z = 0 çáiãà¹òüñÿ ç ôîðìàëüíèì êðàòíèì ñòåïåíå-

âèì ðÿäîì (3.16) ïî÷ëåííî äî âñiõ îäíîðiäíèõ ÷ëåíiâ çi ñòåïåíåì (n − 1)

âêëþ÷íî. Òîìó

lim
n→∞

∂|k|fn(z)

∂zk

∣∣∣∣
z=0

= k!ck,

äå k! = k1!k2! . . . kN !.

Òàêèì ÷èíîì,

f(z) =
∑
k≥0

1

k!

∂|k|f(z)

∂zk

∣∣∣∣
z=0

zk =
∑
k≥0

ckz
k

äëÿ âñiõ z ∈ D. �

Çàóâàæåííÿ 3.1. Îáëàñòü çáiæíîñòi D áàãàòîâèìiðíîãî ðåãóëÿð-

íîãî Ñ-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (3.15) ó òåîðåìi 3.2 ìîæå áóòè
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áiëüøîþ, íiæ îáëàñòü çáiæíîñòi êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (3.16). Òîäi

öåé ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè ¹ àíàëiòè-

÷íèì ïðîäîâæåííÿì ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ f(z) íà D.

3.4. Âiäïîâiäíiñòü áàãàòîâèìiðíèõ g-äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íè-

ìè çìiííèìè

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi äîñëiäèìî âëàñòèâîñòi âiäïîâiäíîñòi áàãàòîâèìið-

íîãî g-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (3.13).

Íåõàé

Q
(n)
i(n)(z) ≡ 1, i(n) ∈ In, n ≥ 0,

Q
(n)
i(k)(z) = 1 +

n

D
r=k+1

ir−1∑
ir=1

gi(r)(1− gi(r−1))zir
1

, i(k) ∈ Ik, 0 ≤ k ≤ n− 1, n ≥ 1,

ïðè öüîìó g0 = 0. Òîäi, î÷åâèäíî, âèêîíó¹òüñÿ ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ

Q
(n)
i(k)(z) = 1 +

ik∑
ik+1=1

gi(k+1)(1− gi(k))zik+1

Q
(n)
i(k+1)(z)

(3.19)

äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, 1 ≤ k ≤ n− 1, n ≥ 1. Òàêèì ÷èíîì, n-èé ïiäõiäíèé äðiá

áàãàòîâèìiðíîãî g-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (3.13) çàïèøåìî ó

âèãëÿäi

fn(z) =
s0

Q
(n−1)
0 (z)

, n ≥ 1.

Òåîðåìà 3.3. Êîæíèé áàãàòîâèìiðíèé g-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè (3.13) iç ïîñëiäîâíiñòþ ïiäõiäíèõ äðîáiâ {fn(z)}n∈N ¹ âiäïîâiä-

íèì äî îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó

L0(z) =
∑
k≥0

sk(−z)k, (3.20)

äå sk ∈ R, k ≥ 0, â òî÷öi z = 0. Ïîðÿäîê âiäïîâiäíîñòi n-ãî ïiäõiäíîãî

äðîáó fn(z) äîðiâíþ¹ n, n ≥ 1, i òîìó ôîðìàëüíèé êðàòíèé ðÿä Òåéëîðà
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â òî÷öi z = 0 äëÿ fn(z) çáiãà¹òüñÿ iç L0(z) ïî÷ëåííî äî âñiõ îäíîðiäíèõ

÷ëåíiâ çi ñòåïåíåì (n− 1) âêëþ÷íî, òîáòî

fn(z) =
n−1∑
|k|=0

sk(−z)k +
∑
|k|≥n

γ
(n)
k (−z)k, n ≥ 1, (3.21)

äå γ
(n)
k ∈ R, |k| ≥ n, n ≥ 1.

Äîâåäåííÿ. Ïîçàÿê äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, 0 ≤ k ≤ n− 1, n ≥ 1, âèêî-

íó¹òüñÿ ðiâíiñòü Q(n−1)
i(k) (0) = 1, òî äëÿ êîæíîãî i(k) ∈ Ik, 0 ≤ k ≤ n− 1,

n ≥ 1, ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè 1/Q
(n−1)
i(k) (z)

â òî÷öi z = 0 çîáðàæó¹òüñÿ ôîðìàëüíèõ êðàòíèì ñòåïåíåâèì ðÿäîì âèãëÿ-

äó (3.20). Òîìó, êîæíèé n-èé ïiäõiäíèé äðiá fn(z), n ≥ 1, áàãàòîâèìiðíîãî

g-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (3.13) ¹ ôóíêöi¹þ áàãàòüîõ çìiííèõ,

ãîëîìîðôíîþ â ïî÷àòêó êîîðäèíàò, i, îòæå, íåõàé äëÿ n ≥ 1 ôîðìàëüíèé

êðàòíèé ñòåïåíåâèé ðÿä

Λ0(fn) =
∑
k≥0

γ
(n)
k (−z)k

¹ ðîçâèíåííÿì ïiäõiäíîãî äðîáó fn(z) â òî÷öi z = 0.

Îñêiëüêè

Q
(n)
i(k)(z) 6≡ 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, 0 ≤ k ≤ n, n ≥ 0,

òî, çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó (1.44), äî ðiçíèöi äî ðiçíèöi äâîõ ïiäõiäíèõ äðî-

áiâ áàãàòîâèìiðíîãî g-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (3.13), äëÿ n ≥ 1

i k ≥ 1 â îêîëi ïî÷àòêó êîîðäèíàò çíàõîäèìî

fn+k(z)− fn(z) =
N∑
i1=1

i1∑
i2=1

. . .

in−1∑
in=1

(−1)ns0

n∏
r=1

gi(r)(1− gi(r−1))zir

n∏
r=0

Q
(n+k−1)
i(r) (z)

n−1∏
r=0

Q
(n−1)
i(r) (z)

.

Iç öi¹¨ ôîðìóëè äëÿ äîâiëüíèõ n ≥ 1 i k ≥ 1 â îêîëi òî÷öi z = 0 ìà¹ìî

Λ0(fn+k)− Λ0(fn) =
∑
|k|≥n

(γ
(n+k)
k − γ(n)k )(−z)k.
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Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíèõ n ≥ 1 i k ≥ 1 ïîðÿäîê âiäïîâiäíîñòi

νn = λ(Λ0(fn+k)− Λ0(fn)) = n

i ïðÿìó¹ ìîíîòîííî äî ∞ ïðè n→∞.
Îòæå, äëÿ êîæíèõ n ≥ 1, k ≥ 1 i äëÿ êîæíîãî 0 ≤ |k| ≤ n − 1 âè-

êîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü γ(n+k)k = γ
(n)
k . Áàãàòîâèìiðíèé g-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè (3.13) ¹ âiäïîâiäíèì äî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó

(3.20), äå sk = γ
(|k|+1)
k äëÿ âñiõ k òàêèõ, ùî k ≥ 0, îñêiëüêè

L0(z)− Λ0(fn) =
∑
|k|≥n

(γ
(|k|+1)
k − γ(n)k )(−z)k

äëÿ êîæíîãî n ≥ 1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïîðÿäîê âiäïîâiäíîñòi n-ãî ïiäõi-

äíîãî äðîáó fn(z) äîðiâíþ¹ n, i ôîðìàëüíèé êðàòíèé ñòåïåíåâèé ðÿä (3.21)

¹ ôîðìàëüíèì êðàòíèì ðÿäîì Òåéëîðà äëÿ fn(z) â òî÷öi z = 0.

Íàîñòàíîê ìiðêóâàííÿìè, ïîäiáíèìè äî ìiðêóâàíü, âèêëàäåíèõ â äîâå-

äåííi òåîðåìè 3.1, îòðèìó¹ìî îäíîçíà÷íó âèçíà÷åíiñòü ôîðìàëüíîãî êðà-

òíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (3.20). �

Çàñòîñîâóþ÷è ìiðêóâàííÿ âèêðàäåíi â äîâåäåííi òåîðåìè 3.2, îòðèìó-

¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 3.4. Íåõàé áàãàòîâèìiðíèé g-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìií-

íèìè (3.13) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi

îáëàñòi D, ÿêà ìiñòèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò, äî ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìií-

íèõ f(z), ãîëîìîðôíî¨ â D. Òîäi ñóìà ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî

ðÿäó (3.20), âiäïîâiäíîãî äî áàãàòîâèìiðíîãî g-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè (3.13) â òî÷öi z = 0, çáiãà¹òüñÿ çi çíà÷åííÿì öüîãî ãiëëÿñòîãî

ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè â îáëàñòi D.

Çàóâàæåííÿ, ïîäiáíå äî çàóâàæåííÿ 3.1, ¹ ïðàâèëüíèì i äî òåîðåìè 3.4,

òîáòî, ÿêùî îáëàñòü çáiæíîñòiD áàãàòîâèìiðíîãî g-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íè-

ìè çìiííèìè (3.13) ¹ áiëüøîþ, íiæ îáëàñòü çáiæíîñòi êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî

ðÿäó (3.20), òî öåé ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

¹ àíàëiòè÷íèì ïðîäîâæåííÿì ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ f(z) íà D.
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3.5. Âiäïîâiäíiñòü áàãàòîâèìiðíèõ ïðè¹äíàíèõ äðîáiâ ç íåðiâ-

íîçíà÷íèìè çìiííèìè i áàãàòîâèìiðíèõ J -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íè-

ìè çìiííèìè

Ðîçãëÿíåìî áàãàòîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìií-

íèìè âèãëÿäó

q0 +
N∑
i1=1

pi(1)zi1
1 + qi(1)zi1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

(−1)δik−1,ikpi(k)zik−1zik
1 + qi(k)zik

, (3.22)

äå q0 ∈ C, pi(k) ∈ C \ {0}, qi(k) ∈ C äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, δi,j � ñèìâîë

Êðîíåêåðà. Íåõàé

Q
(n)
i(n)(z) = 1 + qi(n)zin, i(n) ∈ In, n ≥ 1,

i

Q
(n)
i(k)(z) = 1 + qi(k)zik +

n

D
r=k+1

ir−1∑
ir=1

(−1)δir−1,irpi(r)zir−1zir
1 + qi(r)zir

,

äå i(k) ∈ Ik, 0 ≤ k ≤ n− 1, n ≥ 1. Òîäi ïiäõiäíi äðîáè ïðè¹äíàíîãî

äâîâèìiðíîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (3.22) çàïèøåìî ó âèãëÿäi

f0(z) ≡ q0 i

fn(z) = q0 +
N∑
i1=1

pi(1)zi1

Q
(n)
i(1)(z)

äëÿ n ≥ 1.

Ïðàâèëüíå òàêå áàãàòîâèìiðíå óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè 1.6:

Òåîðåìà 3.5. Êîæíèé áàãàòîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç íåðiâíî-

çíà÷íèìè çìiííèìè (3.22) iç ïîñëiäîâíiñòþ ïiäõiäíèõ äðîáiâ {fn(z)}n∈N0
¹

âiäïîâiäíèì äî îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâî-

ãî ðÿäó (3.16) â òî÷öi z = 0. Ïîðÿäîê âiäïîâiäíîñòi n-ãî ïiäõiäíîãî äðîáó

fn(z) äîðiâíþ¹ (2n + 1), n ≥ 0, i òîìó ôîðìàëüíèé êðàòíèé ðÿä Òåéëîðà

â òî÷öi z = 0 äëÿ fn(z) çáiãà¹òüñÿ iç L0(z) ïî÷ëåííî äî âñiõ îäíîðiäíèõ

÷ëåíiâ çi ñòåïåíåì 2n âêëþ÷íî, òîáòî

fn(z) =
2n∑
|k|=0

ckz
k +

∑
|k|≥2n+1

γ
(n)
k zk, n ≥ 0, (3.23)
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äå γ
(n)
k ∈ C, |k| ≥ 2n+ 1, n ≥ 0.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, 1 ≤ k ≤ n, n ≥ 1, âè-

êîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü Q(n)
i(k)(0) = 1, òî äëÿ êîæíîãî i(k) ∈ Ik, 1 ≤ k ≤ n,

n ≥ 1, ñêií÷åííèé ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

1/Q
(n)
i(p)(z) â òî÷öi z = 0 çîáðàæó¹òüñÿ ôîðìàëüíèõ êðàòíèì ñòåïåíåâèì

ðÿäîì âèãëÿäó (3.16). Òîìó, êîæíèé n-èé ïiäõiäíèé äðiá fn(z), n ≥ 1, ¹

ôóíêöi¹þ áàãàòüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíîþ â ïî÷àòêó êîîðäèíàòi, i, îòæå,

íåõàé äëÿ êîæíîãî n ≥ 1 ôîðìàëüíèé êðàòíèé ñòåïåíåâèé ðÿä

fn(z) =
∑
k≥0

γ
(n)
k zk,

¹ ðîçâèíåííÿì ïiäõiäíîãî äðîáó fn(z) â òî÷öi z = 0.

Ïîçàÿê

Q
(n)
i(k)(z) 6≡ 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, 1 ≤ k ≤ n i n ≥ 1,

òî, çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó (1.44) äî ðiçíèöi äâîõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ áàãàòîâè-

ìiðíîãî ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (3.22), äëÿ n ≥ 1

i k ≥ 1 â îêîëi ïî÷àòêó êîîðäèíàò îòðèìà¹ìî

fn+k(z)− fn(z) =
N∑
i1=1

i1∑
i2=1

. . .

in∑
in+1=1

(−1)npi(1)zi1

n+1∏
r=2

(−1)δik−1,ikpi(k)zik−1zik

n+1∏
r=1

Q
(n+k)
i(r) (z)

n∏
r=1

Q
(n)
i(r)(z)

Iç öi¹¨ ôîðìóëè äëÿ äîâiëüíèõ n ≥ 1 i k ≥ 1 â îêîëi òî÷öi z = 0 ìà¹ìî

Λ0(fn+k)− Λ0(fn) =
∑

|k|≥2n+1

(γ
(n+k)
k − γ(n)k )(−z)k.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíèõ n ≥ 1 i k ≥ 1 ïîðÿäîê âiäïîâiäíîñòi

νn = λ(Λ0(fn+k)− Λ0(fn)) = 2n+ 1

i ïðÿìó¹ ìîíîòîííî äî ∞ ïðè n→∞.
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Îòæå, äëÿ êîæíèõ n ≥ 1, k ≥ 1 i äëÿ êîæíîãî 0 ≤ |k| ≤ 2n âèêîíó¹-

òüñÿ ðiâíiñòü γ(n+k)k = γ
(n)
k . Áàãàòîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç íåðiâíîçíà-

÷íèìè çìiííèìè (3.22) ¹ âiäïîâiäíèì äî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî

ðÿäó (3.16), äå ck = γ
([|k|/2]+1)
k (òóò êâàäðàòíi äóæêè îçíà÷àþòü öiëó ÷àñòè-

íó ÷èñëà) äëÿ âñiõ k òàêèõ, ùî k ≥ 0, îñêiëüêè

L0(z)− Λ0(fn) =
∑

|k|≥2n+1

(γ
([|k|/2]+1)
k − γ(n)k )zk

äëÿ êîæíîãî n ≥ 1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïîðÿäîê âiäïîâiäíîñòi n-ãî ïiäõi-

äíîãî äðîáó fn(z) äîðiâíþ¹ (2n+ 1) i ôîðìàëüíèé êðàòíèé ñòåïåíåâèé ðÿä

(3.23) ¹ ôîðìàëüíèì êðàòíèì ðÿäîì Òåéëîðà äëÿ fn(z) â òî÷öi z = 0.

Äîâåäåìî òåïåð îäíîçíà÷íó âèçíà÷åíiñòü ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòå-

ïåíåâîãî ðÿäó (3.16). Ïðèïóñòèìî, ùî áàãàòîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç

íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (3.22) òàêîæ ¹ âiäïîâiäíèì äî ôîðìàëüíîãî êðà-

òíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó

P0(z) =
∑
k≥0

β
([|k|/2]+1)
k (−z)k

â òî÷öi z = 0. Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãî n ≥ 1 â òî÷öi z = 0 äëÿ ðiçíèöi

(P0(z)− Λ0(fn)) îòðèìó¹ìî

P0(z)− Λ0(fn) =
∑

|k|≥2n+1

(β
([|k|/2]+1)
k − γ(n)k )(−z)k,

òî β([|k|/2]+1)
k = γ

([|k|/2]+1)
k äëÿ âñiõ k òàêèõ, ùî 0 ≤ |k| ≤ n i n ≥ 1. Çâiäñè

âèïëèâà¹ ¹äèíiñòü ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó L0(z). �

Ìiðêóâàííÿìè, ïîäiáíèìè äî ìiðêóâàíü, âèêëàäåíèõ ó äîâåäåííi òåî-

ðåìè 3.2, îòðèìó¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 3.6. Íåõàé áàãàòîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç íåðiâíîçíà-

÷íèìè çìiííèìè (3.22) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiä-

ìíîæèíi îáëàñòi D, ÿêà ìiñòèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò, äî ôóíêöi¨ áàãà-

òüîõ çìiííèõ f(z), ãîëîìîðôíî¨ â D. Òîäi ñóìà ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî
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ñòåïåíåâîãî ðÿäó (3.16), âiäïîâiäíîãî äî áàãàòîâèìiðíîãî ïðè¹äíàíîãî äðî-

áó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (3.22) â òî÷öi z = 0, çáiãà¹òüñÿ çi çíà÷å-

ííÿì öüîãî ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè â

îáëàñòi D.

Çàóâàæåííÿ, ïîäiáíå äî çàóâàæåííÿ 3.1, ¹ ïðàâèëüíèì i äî òåîðåìè 3.6.

Äàëi ïîêàæåìî âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ áàãàòîâèìiðíèìè ïðè¹äíàíèìè äðî-

áàìè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i áàãàòîâèìiðíèìè J -äðiá ç íåðiâíîçíà-

÷íèìè çìiííèìè.

Ó áàãàòîâèìiðíîìó ïðè¹äíàíîìó äðîái ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

(3.22) ïîêëàäåìî zi = 1/ξi, 1 ≤ i ≤ N, çíåõòó¹ìî ïåðøèì ÷ëåíîì, ùî äîðiâ-

íþ¹ q0, i ïðîâåäåìî ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi (äèâ. c. 68), ïîêëàäàþ÷è

ρi(k) = ξik äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1. Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî áàãàòîâèìiðíèé

J -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

N∑
i1=1

pi1
qi1 + ξi1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

(−1)δik−1,ikpi(k)
qi(k) + ξik

,

äå pi(k) ∈ C \ {0} i qi(k) ∈ C äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, δi,j � ñèìâîë

Êðîíåêåðà.

Òàêèì ÷èíîì, íà ïiäñòàâi íàâåäåíèõ âèùå ìiðêóâàíü, ïîíÿòòÿ âiäïîâiä-

íîñòi â òî÷öi z = ∞ (äèâ. ñ. 115) i òåîðåìè 3.5 îòðèìó¹ìî òàêå óçàãàëüíåííÿ

òåîðåìè 1.8.

Òåîðåìà 3.7. Êîæíèé áàãàòîâèìiðíèé J-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè (3.14) iç ïîñëiäîâíiñòþ ïiäõiäíèõ äðîáiâ {fn(z)}n∈N ¹ âiäïîâiä-

íèì äî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ðÿäó Ëîðàíà

L∞(z) =
∑
k≥0

c−kz
−k, (3.24)

äå ck ∈ C, k ≥ 0, â òî÷öi z = ∞. Ïîðÿäîê âiäïîâiäíîñòi n-ãî ïiäõiäíîãî

äðîáó fn(z) äîðiâíþ¹ (2n + 1), n ≥ 1, i òîìó ôîðìàëüíèé êðàòíèé ðÿä

Ëîðàíà â òî÷öi z = ∞ äëÿ fn(z) çáiãà¹òüñÿ iç L0(z) ïî÷ëåííî äî âñiõ
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îäíîðiäíèõ ÷ëåíiâ çi ñòåïåíåì 2n âêëþ÷íî, òîáòî

fn(z) =
2n∑
|k|=0

c−kz
−k +

∑
|k|≥2n+1

γ
(n)
−kz

−k, n ≥ 1,

äå γ
(n)
−k ∈ C, |k| ≥ 2n+ 1, n ≥ 1.

Íà ïiäñòàâi íàâåäåíèõ âèùå ìiðêóâàíü i òâåðäæåíü ïðàâèëüíà íàñòó-

ïíà òåîðåìà:

Òåîðåìà 3.8. Íåõàé áàãàòîâèìiðíèé J-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìií-

íèìè (3.14) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi

îáëàñòi D, ÿêà ìiñòèòü òî÷êó z = ∞, äî ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ f(z),

ãîëîìîðôíî¨ â D. Òîäi ñóìà ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ðÿäó Ëîðàíà (3.24), âiä-

ïîâiäíîãî äî áàãàòîâèìiðíîãî J-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (3.14)

â òî÷öi z = ∞, çáiãà¹òüñÿ çi çíà÷åííÿì öüîãî ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî

äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè â îáëàñòi D.

Çàóâàæåííÿ 3.2. Îáëàñòü çáiæíîñòi D áàãàòîâèìiðíîãî J-äðîáó ç

íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (3.14) ó òåîðåìi 3.8 ìîæå áóòè áiëüøîþ, íiæ

îáëàñòü çáiæíîñòi êðàòíîãî ðÿäó Ëîðàíà (3.24). Òîäi öåé ãiëëÿñòèé ëàí-

öþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè ¹ àíàëiòè÷íèì ïðîäîâæåííÿì

ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ f(z) íà D.

Íàîñòàíîê çàóâàæèìî, ùî íå çàâæäè iñíó¹ áàãàòîâèìiðíèé J -äðiá ç íå-

ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè âiäïîâiäíèé äî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ðÿäó Ëîðà-

íà â òî÷öi z = ∞. Íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè íà êîåôiöi¹íòè ôîðìàëüíîãî

êðàòíîãî ðÿäó Ëîðàíà äàìî â íàñòóïíîìó ðîçäiëi äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ ïðè-

¹äíàíèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3. Öåé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé çîáðàæåííþ àíà-

ëiòè÷íèõ ôóíêöié ôóíêöiîíàëüíèìè ãiëëÿñòèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè ç

íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè. Ðîçãëÿíóòî ïiäõiä, ó ÿêîìó ôîðìàëüíå ðîç-

âèíåííÿ ó ôóíêöiîíàëüíèé ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè
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çìiííèìè îòðèìó¹òüñÿ çà óìîâè, ùî ðîçâèíåííÿ Ëîðàíà êîæíîãî éîãî n-ãî

ïiäõiäíîãî äðîáó çáiãà¹òüñÿ iç çàäàíèì ôîðìàëüíèì êðàòíèì ðÿäîì Ëîðà-

íà L0(z) ïî÷ëåííî äî âñiõ îäíîðiäíèõ ÷ëåíiâ çi ñòåïåíåì (νn− 1) âêëþ÷íî,

i νn ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi iç ðîñòîì n. Ôóíêöiîíàëüíi ãiëëÿñòi ëàíöþ-

ãîâi äðîáè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, âèçíà÷åíi ó òàêèé ñïîñiá, íàçâåìî

âiäïîâiäíèìè äî çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ðÿäó Ëîðàíà L0(z).

Ó ðåçóëüòàòi äîñëiäæåíü îïèñàíî çàãàëüíó òåîðiþ âiäïîâiäíîñòi äëÿ ïî-

ñëiäîâíîñòåé ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ {Rn(z)}n∈N0
, ìåðîìîðôíèõ â òî÷öi

z = 0 (ïiä ôóíêöi¹þ áàãàòüîõ çìiííèõ R(z), ìåðîìîðôíîþ â òî÷öi z = 0

(òîáòî ó âiäêðèòîìó ïîëiêðóçi, ÿêèé ìiñòèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò) ðîçóìi¹-

ìî òàêó ôóíêöiþ áàãàòüîõ çìiííèõ, äëÿ ÿêî¨ iñíó¹ ìóëüòèiíäåêñ m ∈ NN0
òàêèé, ùî R(z)zm ¹ ãîëîìîðôíîþ â òî÷öi z = 0). Îñîáëèâèì âèïàäêîì

Rn(z) ìîæå áóòè ïiäõiäíèé äðiá ôóíêöiîíàëüíîãî ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî

äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè. Îçíà÷åíî äåÿêi êëàñè ôóíêöiîíàëüíèõ

ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, ÿêi ¹ áàãàòîâè-

ìiðíèìè óçàãàëüíåííÿìè âiäïîâiäíèõ êëàñiâ ôóíêöiîíàëüíèõ íåïåðåðâíèõ

äðîáiâ. Êðiì öüîãî, äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi âiäïîâiäíîñòi äëÿ áàãàòîâèìið-

íèõ ðåãóëÿðíèõ Ñ -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i äëÿ ¨õ îñîáëèâîãî

âèïàäêó � áàãàòîâèìiðíèõ g-äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, à òàêîæ

äëÿ òiñíî ïîâ'ÿçàíèõ ìiæ ñîáîþ áàãàòîâèìiðíèõ ïðè¹äíàíèõ äðîáiâ ç íåðiâ-

íîçíà÷íèìè çìiííèìè i áàãàòîâèìiðíèõ J -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìií-

íèìè.

Âiäçíà÷èìî, ùî áàãàòîâèìiðíi g-äðîáè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè,

áàãàòîâèìiðíi π-äðîáè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, áàãàòîâèìiðíi ïðè¹ä-

íàíi äðîáè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i áàãàòîâèìiðíi J -äðîáè ç íåðiâíî-

çíà÷íèìè çìiííèìè ðîçãëÿäàþòüñÿ âïåðøå.

Ðåçóëüòàòè, íàâåäåíi â öüîìó ðîçäiëi, îïóáëiêîâàíi â òàêèõ ïðàöÿõ:

[28,49,65,107,111,112].
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ÐÎÇÄIË 4

ÌÅÒÎÄÈ ÏÎÁÓÄÎÂÈ ÔÓÍÊÖIÎÍÀËÜÍÈÕ

ÃIËËßÑÒÈÕ ËÀÍÖÞÃÎÂÈÕ ÄÐÎÁIÂ Ç

ÍÅÐIÂÍÎÇÍÀ×ÍÈÌÈ ÇÌIÍÍÈÌÈ

Ó öüîìó ðîçäiëi áóäóþòüñÿ òà äîñëiäæóþòüñÿ àëãîðèòìè ðîçâèíåííÿ

çàäàíèõ ôîðìàëüíèõ êðàòíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ ó âiäïîâiäíi ôóíêöiîíàëüíi

ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

4.1. Ïîáóäîâà áàãàòîâèìiðíîãî ðåãóëÿðíîãî C -äðîáó ç íåðiâ-

íîçíà÷íèìè çìiííèìè

Âñòàíîâèìî íåîáõiäíi é äîñòàòíi óìîâè òîãî, ùî äëÿ çàäàíîãî ôîð-

ìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó

L0(z) =
∑
k≥0

ckz
k, (4.1)

äå ck ∈ C, k ≥ 0, c0 = c0, iñíó¹ âiäïîâiäíèé áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé

C -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

c0 +
N∑
i1=1

ai(1)zi1
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

ai(k)zik
1

, (4.2)

äå ai(k) ∈ C \ {0} äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, â òî÷öi z = 0. Ç öi¹þ ìå-

òîþ íà îñíîâi êëàñè÷íîãî àëãîðèòìó, íàâåäåíîãî â ïiäðîçäiëi 1.2, ïîáóäó-

¹ìî àëãîðèòì ðîçâèíåííÿ ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (4.1) ó

áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé C -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (4.2). Âiä-

ìiòèìî, ùî â çãàäàíîìó âèùå àëãîðèòìi Î. �. Áàðàí i Ä. I. Áîäíàðà [10]

âèêîðèñòàíà iíøà iäåÿ äëÿ éîãî ïîáóäîâè.

Íåõàé N ≥ 2, e0 = (0, 0, . . . , 0), ek = (δk,1, δk,2, . . . , δk,N) � ìóëüòèií-

äåêñ, äå 1 ≤ k ≤ N, δi,j � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ââåäåìî ìíîæèíè ìóëüòèií-

äåêñiâ

E0 = {e0}, Ek = {ei(k) : ei(k) = ei1 + ei2 + . . .+ eik, i(k) ∈ Ik}, k ≥ 1,
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i çàäàìî âiäîáðàæåííÿ ϕ : Ik → Ek òàê ϕ(i(k)) = ei(k) äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik,
k ≥ 1. Î÷åâèäíî, ùî ϕ ¹ ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ.

Íåõàé bei(k) = ai(k) äëÿ âñiõ ei(k) ∈ Ek, i(k) ∈ Ik, k ≥ 1. Òîäi áàãàòîâè-

ìiðíèé ðåãóëÿðíèé C -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (4.2) çàïèøåìî ó

âèãëÿäi

c0 +
N∑
i1=1

bei(1)zi1
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

bei(k)zik
1

, (4.3)

äå bei(k) ∈ C \ {0} äëÿ âñiõ ei(k) ∈ Ek, k ≥ 1.

Ïîáóäîâó áàãàòîâèìiðíîãî ðåãóëÿðíîãî C -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè (4.3) ïðîâîäèòèìåìî ïîêðîêîâî, âèäiëèâøè ÷îòèðè îñíîâíèõ êðî-

êè.

Êðîê 1. Íåõàé cei1 6= 0 äëÿ 2 ≤ i1 ≤ N. Òîäi L0(z) çàïèøåìî ó âèãëÿäi

L0(z) = c0 + Pe0(z1) +
N∑
i1=2

cei1zi1Rei1
(z),

äå

Pe0(z1) =
∞∑
n=1

cne1z
n
1 , Rei1

(z) =
∑
k≥0

kj=0, i1+1≤j≤N

ck+ei1
cei1

zk, 2 ≤ i1 ≤ N.

Êðîê 2. Íåõàé òåïåð He1(n) 6= 0 i H2e1(n) 6= 0 äëÿ n ≥ 1, äå

Hle1(n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cle1 c(l+1)e1 . . . c(l+n−1)e1

c(l+1)e1 c(l+2)e1 . . . c(l+n)e1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

c(l+n−1)e1 c(l+n)e1 . . . c(l+2n−2)e1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, l = 1, 2,

(çàóâàæèìî, ùî òóò He1(n) i H2e1(n) ¹ âèçíà÷íèêè Õàíêåëÿ (ïîðÿäêó n)

ïîâ'ÿçàíi ç ôîðìàëüíèì ñòåïåíåâèì ðÿäîì Pe0(z1)). Òîäi íà ïiäñòàâi òåîðå-

ìè 1.2 ìà¹ìî
∞∑
n=1

cne1z
n
1 ∼

∞

D
n=1

bne1z1
1

= Fe0(z1),
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äå êîåôiöi¹íòè bne1, n ≥ 1, îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè:

be1 = He1(1), b2ne1 = −He1(n− 1)H2e1(n)

He1(n)H2e1(n− 1)
, n ≥ 1,

b(2n+1)e1 = −He1(n+ 1)H2e1(n− 1)

He1(n)H2e1(n)
, n ≥ 1,

ïðè öüîìó He1(0) = H2e1(0) = 1. Òàêèì ÷èíîì,

L0(z) ∼ c0 + Fe0(z1) +
N∑
i1=2

cei1zi1Rei1
(z).

Êðîê 3. Íåõàé Hei1
(n) 6= 0 i H2ei1

(n) 6= 0 äëÿ 2 ≤ i1 ≤ N i n ≥ 1, äå

Hlei1
(n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
clei1 c(l+1)ei1

. . . c(l+n−1)ei1
c(l+1)ei1

c(l+2)ei1
. . . c(l+n)ei1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

c(l+n−1)ei1 c(l+n)ei1 . . . c(l+2n−2)ei1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, l = 1, 2. (4.4)

Òîäi çãiäíî ç òåîðåìîþ 1.2 äëÿ êîæíîãî 2 ≤ i1 ≤ N ìà¹ìî
∞∑
n=1

cnei1z
n
i1
∼

∞

D
n=1

b′eni1zi1

1
,

äå êîåôiöi¹íòè b′nei1 , n ≥ 1, îá÷èñëþþòüñÿ çà òàêèìè ôîðìóëàìè:

b′ei1 = Hei1
(1), b′2nei1 = −

Hei1
(n− 1)H2ei1

(n)

Hei1
(n)H2ei1

(n− 1)
, n ≥ 1,

b′(2n+1)ei1
= −

Hei1
(n+ 1)H2ei1

(n− 1)

Hei1
(n)H2ei1

(n)
, n ≥ 1,

ïðè öüîìó Hei1
(0) = H2ei1

(0) = 1. Îñêiëüêè cei1 = b′ei1 , 2 ≤ i1 ≤ N, òî

ïîêëàäåìî bei1 = b′ei1 , 2 ≤ i1 ≤ N. Òàêèì ÷èíîì, çàïèøåìî

L0(z) ∼ c0 + Fe0(z1) +
N∑
i1=2

bei1zi1Rei1
(z).

Êðîê 4. Íåõàé äëÿ êîæíîãî 2 ≤ i1 ≤ N ôîðìàëüíèé êðàòíèé ñòåïåíå-

âèé ðÿä

R′ei1(z) =
∑
k≥0

kj=0, i1+1≤j≤N

c
ei1
k zk (4.5)
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¹ îáåðíåíèì äî Rei1
(z). Çàçíà÷èìî, ùî êîåôiöi¹íòè c

ei1
k , kj = 0, i1 + 1 ≤

j ≤ N, |k| ≥ 1 ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (4.5) îäíîçíà÷íî

âèçíà÷àþòüñÿ çà ðåêóðåíòíîþ ôîðìóëîþ

c
ei1
k = −

|k|∑
|r|=1

c
ei1
k−r

cr+ei1
cei1

, (4.6)

äå c
ei1
0 = 1, ïðè öüîìó c

ei1
k = 0, ÿêùî iñíó¹ iíäåêñ j òàêèé, ùî 1 ≤ j ≤ N i

kj < 0. Òàêèì ÷èíîì,

L0(z) ∼ c0 + Fe0(z1) +
N∑
i1=2

bei1zi1
R′ei1(z)

.

Íàäàëi äëÿ ïîáóäîâè áàãàòîâèìiðíîãî ðåãóëÿðíîãî C -äðîáó ç íåðiâ-

íîçíà÷íèìè çìiííèìè (4.3) âèêîðèñòîâóâàòèìåìî iäå¨, âèêëàäåíi ó êðîêàõ

1�4.

Çàñòîñó¹ìî êðîê 1 äî êîæíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó

R′ei1(z), äå 2 ≤ i1 ≤ N. Íåõàé c
ei1
ei2
6= 0 äëÿ 2 ≤ i2 ≤ i1 i 2 ≤ i1 ≤ N. Òîäi äëÿ

êîæíîãî 2 ≤ i1 ≤ N çàïèøåìî

R′ei1(z) = 1 + Pei1(z1) +

i1∑
i2=2

c
ei1
ei2
zi2Rei(2)(z),

äå

Pei1(z1) =
∞∑
n=1

c
ei1
ne1z

n
1 , Rei(2)(z) =

∑
|k|≥0

kj=0, i2+1≤j≤N

c
ei1
k+ei2

c
ei1
ei2

zk, 2 ≤ i2 ≤ i1.

Òîìó

L(z) ∼ c0 + Fe0(z1) +
N∑
i1=2

bei1zi1
1 + Pei1(z1) +

i1∑
i2=2

c
ei1
ei2
zi2Rei(2)(z).

Òåïåð çàñòîñó¹ìî êðîê 2 äî êîæíîãî ôîðìàëüíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó

Pei1(z1), äå 2 ≤ i1 ≤ N. Íåõàé H
ei1
e1 (n) 6= 0 i H

ei1
2e1

(n) 6= 0 äëÿ 2 ≤ i1 ≤ N i
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n ≥ 1, äå

H
ei1
le1

(n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c
ei1
le1

c
ei1
(l+1)e1

. . . c
ei1
(l+n−1)e1

c
ei1
(l+1)e1

c
ei1
(l+2)e1

. . . c
ei1
(l+n)e1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

c
ei1
(l+n−1)e1 c

ei1
(l+n)e1

. . . c
ei1
(l+2n−2)e1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, l = 1, 2.

Òîäi íà ïiäñòàâi òåîðåìè 1.2 äëÿ êîæíîãî 2 ≤ i1 ≤ N ìà¹ìî

∞∑
n=1

c
ei1
ne1z

n
1 ∼

∞

D
n=1

bei1+ne1z1

1
= Fei1(z1),

äå êîåôiöi¹íòè bei1+ne1, n ≥ 1, îá÷èñëþþòüñÿ çà òàêèìè ôîðìóëàìè:

bei1+e1 = H
ei1
e1 (1), bei1+2ne1 = −

H
ei1
e1 (n− 1)H

ei1
2e1

(n)

H
ei1
e1 (n)H

ei1
2e1

(n− 1)
, n ≥ 1,

bei1+(2n+1)e1 = −
H
ei1
e1 (n+ 1)H

ei1
2e1

(n− 1)

H
ei1
e1 (n)H

ei1
2e1

(n)
, n ≥ 1,

ïðè öüîìó H
ei1
e1 (0) = H

ei1
2e1

(0) = 1. Òàêèì ÷èíîì, çàïèøåìî

L0(z) ∼ c0 + Fe0(z1) +
N∑
i1=2

bei1zi1
1 + Fei1(z1) +

i1∑
i2=2

c
ei1
ei2
zi1Rei(2)(z).

Äàëi çàñòîñó¹ìî êðîê 3. Íåõàé H
ei1
ei2

(n) 6= 0, H
ei1
2ei2

(n) 6= 0 äëÿ 2 ≤ i2 ≤
i1 − 1, 2 ≤ i1 ≤ N i n ≥ 1, äå

H
ei1
lei2

(n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c
ei1
lei2

c
ei1
(l+1)ei2

. . . c
ei1
(l+n−1)ei2

c
ei1
(l+1)ei2

c
ei1
(l+2)ei2

. . . c
ei1
(l+n)ei2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

c
ei1
(l+n−1)ei2

c
ei1
(l+n)ei2

. . . c
ei1
(l+2n−2)ei2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, l = 1, 2.

Òîäi çãiäíî ç òåîðåìîþ 1.2 äëÿ êîæíèõ 2 ≤ i2 ≤ i1 − 1 i 2 ≤ i1 ≤ N

∞∑
n=1

c
ei1
nei2

zni2 ∼
∞

D
n=1

b′ei1+nei2zi2

1
,
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äå êîåôiöi¹íòè b′ei1+nei2 , n ≥ 1, îá÷èñëþþòüñÿ çà òàêèìè ôîðìóëàìè:

b′ei(2) = H
ei1
ei2

(1), b′ei1+2nei2
= −

H
ei1
ei2

(n− 1)H
ei1
2ei2

(n)

H
ei1
ei2

(n)H
ei1
2ei2

(n− 1)
, n ≥ 1,

b′ei1+(2n+1)ei2
= −

H
ei1
ei2

(n+ 1)H
ei1
2ei2

(n− 1)

H
ei1
ei2

(n)H
ei1
2ei2

(n)
, n ≥ 1,

ïðè öüîìó H
ei1
ei2

(0) = H
ei1
2ei2

(0) = 1. Îñêiëüêè

c
ei1
ei2

= −
cei1,i2
cei1

= b′ei(2), c
ei1
ei1

= −
c2ei1
cei1

= b′2ei1 ,

äå 2 ≤ i2 ≤ i1 − 1, 2 ≤ i1 ≤ N, òî ïîêëàäåìî

bei(2) = b′ei(2), b2ei1 = b′2ei1 ,

äå 2 ≤ i2 ≤ i1 − 1, 2 ≤ i1 ≤ N. Òàêèì ÷èíîì,

L0(z) ∼ c0 + Fe0(z1) +
N∑
i1=2

bei1zi1
1 + Fei1(z1) +

i1∑
i2=2

bei(2)zi2Rei(2)(z).

Íàðåøòi, çàñòîñîâóþ÷è êðîê 4 äî êîæíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòå-

ïåíåâîãî ðÿäó Rei(2)(z), äå 2 ≤ i2 ≤ i1 i 2 ≤ i1 ≤ N, çàïèøåìî

L(z) ∼ c0 + Fe0(z1) +
N∑
i1=2

bei1zi1
1 + Fei1(z1) +

i1∑
i2=2

bei(2)zi2
R′ei(2)(z)

,

äå äëÿ êîæíèõ 2 ≤ i2 ≤ i1 i 2 ≤ i1 ≤ N ôîðìàëüíèé êðàòíèé ñòåïåíåâèé

ðÿä

R′ei(2)(z) =
∑
k≥0

kj=0, i2+1≤j≤N

c
ei(2)
k zk

ç êîåôiöi¹íòàìè, îá÷èñëåíèìè çà ðåêóðåíòíîþ ôîðìóëîþ

c
ei(2)
k = −

|k|∑
|r|=1

c
ei(2)
k−r

c
ei1
r+ei2

c
ei1
ei2

,

äå c
ei(2)
0 = 1, ïðè öüîìó c

ei(2)
k = 0, ÿêùî iñíó¹ iíäåêñ j òàêèé, ùî 1 ≤ j ≤ N

i kj < 0, ¹ îáåðíåíèì äî Rei(2)(z).
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Ïîäàëüøà ïîáóäîâà áàãàòîâèìiðíîãî ðåãóëÿðíîãî Ñ -äðîáó ç íåðiâíî-

çíà÷íèìè çìiíàìè (4.3) ïîëÿãà¹ ó ïîñòóïîâîìó çàñòîñóâàííi êðîêiâ 1�4 äî

âñiõ ôîðìàëüíèõ êðàòíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ â çíàìåííè-

êàõ êiíöåâèõ ÷àñòèííèõ ëàíêàõ ñêií÷åííèõ ãiëîê ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî

äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiíàìè (äèâ. c. 67). Ó ðåçóëüòàòi, îá÷èñëèâøè

êîåôiöi¹íòè

c
ei1
k , |k| ≥ 1, kj = 0, i1 + 1 ≤ j ≤ N, 2 ≤ i1 ≤ N,

çà ðåêóðåíòíîþ ôîðìóëîþ (4.6) i êîåôiöi¹íòè

c
ei(k)
k , |k| ≥ 1, kj = 0, ik + 1 ≤ j ≤ N, k ≥ 2, 2 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k,

çà ðåêóðåíòíîþ ôîðìóëîþ

c
ei(k)
k = −

|k|∑
|r|=1

c
ei(k)
k−r

c
ei(k−1)
r+eik

c
ei(k−1)
eik

, (4.7)

äå c
ei(k)
0 = 1, ïðè öüîìó c

ei(k)
k = 0, ÿêùî iñíó¹ iíäåêñ j òàêèé, ùî 1 ≤ j ≤ N i

kj < 0, çà óìîâ, ùî äëÿ êîæíîãî 1 ≤ i1 ≤ N i n ≥ 1 âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

Hei1
(n) 6= 0, H2ei1

(n) 6= 0, (4.8)

äå Hei1
(n) i H2ei1

(n) âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè (4.4), i çà óìîâ, ùî äëÿ

êîæíèõ 1 ≤ ik+1 ≤ ik − 1, 2 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1 i n ≥ 1

âèêîíóþòüñÿ òàêi íåðiâíîñòi

H
ei(k)
eik+1

(n) 6= 0, H
ei(k)
2eik+1

(n) 6= 0, (4.9)

äå

H
ei(k)
leik+1

(n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c
ei(k)
leik+1

c
ei(k)
(l+1)eik+1

. . . c
ei(k)
(l+n−1)eik+1

c
ei(k)
(l+1)eik+1

c
ei(k)
(l+2)eik+1

. . . c
ei(k)
(l+n)eik+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

c
ei(k)
(l+n−1)eik+1

c
ei(k)
(l+n)eik+1

. . . c
ei(k)
(l+2n−2)eik+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, l = 1, 2, (4.10)
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äëÿ ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (4.1) îòðèìà¹ìî áàãàòîâèìið-

íèé ðåãóëÿðíèé C -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (4.3), äå êîåôiöi¹íòè

bei(k), ei(k) ∈ Ek, k ≥ 1, îá÷èñëþþòüñÿ çà òàêèìè ôîðìóëàìè:

bei1 = Hei1
(1), b2nei1 = −

Hei1
(n− 1)H2ei1

(n)

Hei1
(n)H2ei1

(n− 1)
, (4.11)

b(2n+1)ei1
= −

Hei1
(n+ 1)H2ei1

(n− 1)

Hei1
(n)H2ei1

(n)
, (4.12)

äå 1 ≤ i1 ≤ N, n ≥ 1, Hei1
(0) = H2ei1

(0) = 1, Hei1
(n) i H2ei1

(n) äëÿ n ≥ 1

âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè (4.4);

bei(k+1)
= H

ei(k)
eik+1

(1), bei(k)+2neik+1
= −

H
ei(k)
eik+1

(n− 1)H
ei(k)
2eik+1

(n)

H
ei(k)
eik+1

(n)H
ei(k)
2eik+1

(n− 1)
, (4.13)

bei(k)+(2n+1)eik+1
= −

H
ei(k)
eik+1

(n+ 1)H
ei(k)
2eik+1

(n− 1)

H
ei(k)
eik+1

(n)H
ei(k)
2eik+1

(n)
, (4.14)

äå 2 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, 1 ≤ ik+1 ≤ ik − 1, k ≥ 1, n ≥ 1, H
ei(k)
eik+1

(0) =

H
ei(k)
2eik+1

(0) = 1, H
ei(k)
eik+1

(n) i H
ei(k)
2eik+1

(n) äëÿ n ≥ 1 âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

(4.10).

Òàêèì ÷èíîì, ïîáóäîâàíî ðåêóðåíòíèé àëãîðèòì îá÷èñëåííÿ êîåôiöi-

¹íòiâ áàãàòîâèìiðíîãî ðåãóëÿðíîãî C -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

(4.3) çà óìîâè, ùî çàäàíi êîåôiöi¹íòè ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî

ðÿäó (4.1).

Ïîêàæåìî, ùî áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé C -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè (4.3), ïîáóäîâàíèé çà îïèñàíèì âèùå àëãîðèòìîì, ¹ âiäïîâiäíèì

äî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (4.1) â òî÷öi z = 0. Äëÿ öüîãî

äîñèòü äîâåñòè, ùî ïîðÿäîê âiäïîâiäíîñòi νn ïðÿìó¹ ìîíîòîííî äî ∞ ïðè

n→∞. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî çà iíäóêöi¹þ çà n.

Íåõàé {fn(z)}n∈N0
� ïîñëiäîâíiñòü ïiäõiäíèõ äðîáiâ áàãàòîâèìiðíîãî

ðåãóëÿðíîãî C -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (4.3). Î÷åâèäíî, ùî ν0 =

1 ïðè n = 0. Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (4.4), (4.6), (4.7) i (4.10)�

(4.14) çãîðòàòèìåìî ïiäõiäíi äðîáè fn(z) äëÿ êîæíîãî n ≥ 1.
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Ïðè n = 1 ìà¹ìî

f1(z) = c0 +
N∑
i1=1

bei1zi1 = c0 +
N∑
i1=1

cei1zi1.

Îñêiëüêè

c0 +
N∑
i1=1

cei1zi1 −
∑
k≥0

ckz
k = −

∑
|k|≥2

ckz
k

òî f1(z) ∼ L0(z), i ïîðÿäîê âiäïîâiäíîñòi ν1 = 2.

Çãiäíî ç íàâåäåíèìè âèùå ìiðêóâàííÿìè äëÿ e0 i äëÿ âñiõ ei(k) òàêèõ,

ùî 2 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k i k ≥ 1 íåïåðåðâíèé äðiá

Fei(k)(z1) =
∞

D
l=1

bei(k)+le1z1

1

¹ âiäïîâiäíèì äî ôîðìàëüíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó

Pei(k)(z1) =
∞∑
l=1

c
ei(k)
le1

zl1

â ïî÷àòêó êîîðäèíàò, i ïîðÿäîê âiäïîâiäíîñòi νn = n+ 1. Çâiäñè âèïëèâà¹,

ùî äëÿ e0 i äëÿ êîæíîãî ei(k) òàêîãî, ùî 2 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1 i

äëÿ n ≥ 2 ñêií÷åííèé íåïåðåðâíèé äðiá

F (n)
ei(k)

(z1) =
n

D
l=1

bei(k)+le1z1

1

çîáðàæó¹òüñÿ ôîðìàëüíèì ñòåïåíåâèì ðÿäîì âèãëÿäó

P (n)
ei(k)

(z1) =
n∑
l=1

c
ei(k)
le1

zl1 +O(zn+1
1 ),

äå c
ei(0)
le1

= ce0le1 = cle1, 1 ≤ l ≤ n, n ≥ 2, i ñèìâîë O(zp1) îçíà÷à¹ ôîðìàëüíèé

ñòåïåíåâèé ðÿä, ÷èé íàéìåíøèé ñòåïiíü ÷ëåíiâ ¹ íå ìåíøèé, íiæ p, p ≥ 3.

Òîäi ïðè n = 2 çàïèøåìî

f2(z) = c0 + F (2)
e0

(z1) +
N∑
i1=2

bei1zi1
1 +

i1∑
i2=1

bei(2)zi2 =
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= c0 + P (2)
e0

(z1) +
N∑
i1=2

cei1zi1
1 +

i1∑
i2=1

c
ei1
ei2
zi2 =

= c0 + P (2)
e0

(z1) +
N∑
i1=2

cei1zi1

(
1 +

i1∑
i2=1

cei(2)
cei1

zi2 +O(z2)

)
=

= c0 +
N∑
i1=1

cei1zi1 +
N∑
i1=1

zi1

(
i1∑
i2=1

cei(2)zi2

)
+O(z3) =

2∑
|k|=0

ckz
k +O(z3),

äå ñèìâîë O(zp) îçíà÷à¹ ôîðìàëüíèé êðàòíèé ñòåïåíåâèé ðÿä, ÷èé íàéìåí-

øèé ñòåïiíü îäíîðiäíèõ ÷ëåíiâ ¹ íå ìåíøèé, íiæ p, p ≥ 2. Îñêiëüêè

2∑
|k|=0

ckz
k +O(z3)−

∑
k≥0

ckz
k = O′(z3),

äå ñèìâîë O′(zp) îçíà÷à¹ ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä, ÷èé íàéìåíøèé ñòå-

ïiíü îäíîðiäíèõ ÷ëåíiâ ¹ íå ìåíøèé, íiæ p, p ≥ 3, òî f2(z) ∼ L0(z) i

ν2 = 3.

Íåõàé òåïåð n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî òàêå, ùî n ≥ 3. Òîäi

fn(z) = c0 + F (n)
e0

(z1) +
N∑
i1=2

bei1zi1

1 + F
(n−1)
ei1

(z1) +
. . .

+

+

in−3∑
in−2=2

bei(n−2)zin−2

1 + F
(2)
ei(n−2)(z1) +

in−2∑
in−1=2

bei(n−1)zin−1
1 +

in−1∑
in=1

bei(n)zin =

= c0 + P (n)
e0

(z1) +
N∑
i1=2

cei1zi1

1 + P
(n−1)
ei1

(z1) +
. . .

+

+

in−3∑
in−2=2

c
ei(n−3)
ein−2

zin−2

1 + P
(2)
ei(n−2)(z1) +

in−2∑
in−1=2

c
ei(n−2)
ein−1

zin−1
1 +

in−1∑
in=1

c
ei(n−1)
ein zin =

= c0 + P (n)
e0

(z1) +
N∑
i1=2

cei1zi1

1 + P
(n−1)
ei1

(z1) +
. . .

+

+

in−4∑
in−3=2

c
ei(n−4)
ein−3

zin−3

1 + P
(3)
ei(n−3)(z1) +

in−3∑
in−2=2

c
ei(n−3)
ein−2

zin−2

1 + P
(2)
ei(n−2)(z1) +
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+

in−2∑
in−1=2

c
ei(n−2)
ein−1

zin−1

(
1 +

in−1∑
in=1

c
ei(n−2)
ein−1,in

c
ei(n−2)
ein−1

zin +O(z2)

)
=

= c0 + P (n)
e0

(z1) +
N∑
i1=2

cei1zi1

1 + P
(n−1)
ei1

(z1) +
. . .

+

+

in−4∑
in−3=2

c
ei(n−4)
ein−3

zin−3

1 + P
(3)
ei(n−3)(z1) +

in−3∑
in−2=2

c
ei(n−3)
ein−2

zin−2
1 +

+

(
in−2∑
in−1=1

c
ei(n−2)
ein−1

zin−1 +

in−2∑
in−1=1

zin−1

(
in−1∑
in=1

c
ei(n−2)
ein−1,in

zin

)
+O(z3)

)

Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ, ïîäiáíî äî âèùå íàâåäåíèõ ìiðêóâàíü, íà îñòàí-

íüîìó êðîöi îòðèìó¹ìî

fn(z) = c0 + P (n)
e0

(z1) +
N∑
i1=2

cei1zi1

1 + P
(n−1)
ei1

(z1) +

+

i1∑
i2=2

c
ei1
ei2
zi2

(
1 +

i2∑
i3=1

c
ei1
ei2,i3

c
ei1
ei2

zi3 +

i2∑
i3=1

zi3

(
i3∑
i4=1

c
ei1
ei2,i3,i4

c
ei1
ei2

zi4

)
+ . . .+

+

i2∑
i3=1

zi3

(
. . .

(
in−2∑
in−1=1

zin−1

(
in−1∑
in=1

c
ei1
ei(n)−ei1
c
ei1
ei2

zin

)
. . .

))
+O(zn−1)

)
=

= c0 + P (n)
e0

(z1) +
N∑
i1=2

cei1zi1
1 +

(
i1∑
i2=1

c
ei1
ei2
zi2 +

i1∑
i2=1

zi2

(
i2∑
i3=1

c
ei1
ei2,i3

zi3

)
+ . . .+

+

i1∑
i2=1

zi2

(
i2∑
i3=1

zi3

(
. . .

(
in−2∑
in−1=1

zin−1

(
in−1∑
in=1

c
ei1
ei(n)−ei1zin

)
. . .

)))
+O(zn)

)
.

Çâiäñè ìà¹ìî

fn(z) = c0 + P (n)
e0

(z1)+

+
N∑
i1=2

cei1zi1

(
1 +

i1∑
i2=1

cei(2)
cei1

zi2 +

i1∑
i2=1

zi2

(
i2∑
i3=1

cei(3)
cei1

zi3

)
+ . . .+

+

i1∑
i2=1

zi2

(
. . .

(
in−2∑
in−1=1

zin−1

(
in−1∑
in=1

cei(n)
cei1

zin

)
. . .

))
+O(zn)

)
=
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= 1 +
N∑
i1=1

cei1zi1 +
N∑
i1=1

zi1

(
i1∑
i2=1

cei(2)zi2

)
+ . . .+

+
N∑
i1=1

zi1

(
i1∑
i2=1

zi2

(
. . .

(
in−2∑
in−1=1

zin−1

(
in−1∑
in=1

cei(n)zin

)
. . .

)))
+O(zn+1) =

=
n∑
|k|=0

ckz
k +O(zn+1).

Îñêiëüêè
n∑
|k|=0

ckz
k +O(zn+1)−

∑
k≥0

ckz
k = O′(zn+1),

òî fn(z) ∼ L0(z) i νn = n+ 1.

Iç äîâiëüíîñòi n âèïëèâà¹, ùî fn(z) ∼ L0(z) äëÿ âñiõ n ≥ 1, i ïîðÿäîê

âiäïîâiäíîñòi νn = n + 1. Öå îçíà÷à¹, ùî ðîçâèíåííÿ êîæíîãî ïiäõiäíîãî

äðîáó fn(z) ó ôîðìàëüíèé êðàòíèé ñòåïåíåâèé ðÿä çáiãà¹òüñÿ ç ôîðìàëü-

íèì êðàòíèì ñòåïåíåâèì ðÿäîì L0(z) ïî÷ëåííî äî âñiõ îäíîðiäíèõ ÷ëåíiâ

çi ñòåïåíåì n âêëþ÷íî. Íàðåøòi, ïîçàÿê

lim
n→+∞

νn = lim
n→+∞

n+ 1 = +∞,

òî áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé C -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (4.3)

¹ âiäïîâiäíèìè äî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (4.1) â òî÷öi

z = 0.

Îòæå, äîâåäåíà òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 4.1. Áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé C-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè (4.2) ¹ âiäïîâiäíèìè äî çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíå-

âîãî ðÿäó (4.1) â òî÷öi z = 0 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ êîæíèõ 1 ≤ i1 ≤
N i n ≥ 1 âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (4.8) i äëÿ êîæíèõ 1 ≤ ik+1 ≤ ik − 1,

2 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1 i n ≥ 1 � íåðiâíîñòi (4.9).

Çàçíà÷èìî, ùî òåîðåìà 4.1 ¹ áàãàòîâèìiðíèì óçàãàëüíåííÿì òåîðå-

ìè 1.2. Íà ïiäñòàâi ìiðêóâàíü, íàâåäåíèõ íà ïî÷àòêó öüîãî ïiäðîçäiëó, êîå-

ôiöi¹íòè áàãàòîâèìiðíîãî ðåãóëÿðíîãî C -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííè-
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ìè (4.2) âiäïîâiäíîãî äî çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó

(4.1) â òî÷öi z = 0 ìîæíà îá÷èñëþâàòè çà ôîðìóëàìè (4.11)�(4.14).

4.2. Áàãàòîâèìiðíèé qd-àëãîðèòì Ðóòiñõàóçåðà

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi íà îñíîâi êëàñè÷íîãî qd -àëãîðèòìó Ðóòiñõàóçåðà

(äèâ. ñ. 44) ïîáóäó¹ìî àëãîðèòì ðîçâèíåííÿ çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî êðà-

òíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (4.1) ó áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé C -äðiá ç íåðiâ-

íîçíà÷íèìè çìiííèìè

c0
1 +

N∑
i1=1

ai(1)zi1
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

ai(k)zik
1

, (4.15)

äå ai(k) ∈ C\{0} äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1.Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó ñôîðìóëþ¹ìî

i äîâåäåìî äîïîìiæíó ëåìó, ÿêó âèêîðèñòîâóâàòèìåìî òóò i â íàñòóïíîìó

ïiäðîçäiëi.

Ëåìà 4.1. Íåõàé

P (z) = 1 +
∞∑
k=1

ckz
k

� ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä òàêèé, ùî P (z) ∼ 1/F (z) â òî÷öi z = 0,

äå

F (z) = 1 +
∞

D
k=1

akz

1
.

Òîäi P ′(z) ∼ F (z) â òî÷öi z = 0, äå

P ′(z) = 1 +
∞∑
k=1

dkz
k

� ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä, îáåðíåíèé äî P (z).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî òàêå, ùî n ≥ 2.

Íåõàé fn(z) � n-é ïiäõiäíèé äðiá íåïåðåðâíîãî äðîáó 1/F (z) i

fn(z) = 1 +
∞∑
k=1

γ
(n)
k zk = Pn(z),

1

fn(z)
= 1 +

∞∑
k=1

β
(n)
k zk = P ′n(z)
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� ðîçâèíåííÿ ó ôîðìàëüíi ñòåïåíåâi ðÿäè ïiäõiäíèõ äðîáiâ íåïåðåðâíèõ

äðîáiâ 1/F (z) i F (z) âiäïîâiäíî.

Çà îçíà÷åííÿì âiäïîâiäíîñòi (äèâ. ñ. 39) ìiæ íåïåðåðâíèì äðîáîì i

ôîðìàëüíèì ñòåïåíåâèì ðÿäîì ìà¹ìî γ(n)k = ck äëÿ 1 ≤ k ≤ n−1. Îñêiëüêè

fn(z)(1/fn(z)) ≡ 1, òî Pn(z)P ′n(z) ≡ 1 â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè z = 0. Ïîçàÿê

ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä P ′(z) ¹ îáåðíåíèì äî P (z), òî β(n)
k = dk, ÿêùî

1 ≤ k ≤ n−1. Íàðåøòi, iç äîâiëüíîñòi n âèïëèâà¹, ùî P ′(z) ∼ F (z) â òî÷öi

z = 0. �

Äëÿ çðó÷íîñòi áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé C -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè (4.15), òàê ñàìî, ÿê i (4.2), çàïèøåìî ó âèãëÿäi

c0
1 +

N∑
i1=1

bei(1)zi1
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

bei(k)zik
1

, (4.16)

äå bei(k) = ai(k) äëÿ âñiõ ei(k) ∈ Ek, i(k) ∈ Ik, k ≥ 1. Êðiì öüîãî, òàêîæ íàêëà-

äåìî óìîâó, ùî N ≥ 2, i ïîáóäîâó áàãàòîâèìiðíîãî ðåãóëÿðíîãî C -äðîáó

ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (4.16) ïðîâîäèòèìåìî ïîêðîêîâî, âèäiëèâøè

÷îòèðè îñíîâíèõ êðîêè.

Êðîê 1. Íåõàé c0 6= 0 i

Re0(z) =
∑
k≥0

ck
c0
zk.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

R′e0(z) =
∑
k≥0

ce0k z
k (4.17)

ôîðìàëüíèé êðàòíèé ñòåïåíåâèé ðÿä, îáåðíåíèé äî Re0(z). Çàçíà÷èìî, ùî

êîåôiöi¹íòè ce0k , |k| ≥ 1, ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (4.17)

îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòüñÿ çà ðåêóðåíòíîþ ôîðìóëîþ

ce0k = −
|k|∑
|r|=1

ce0k−r
cr
c0
, (4.18)
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äå ce00 = 1, ïðè öüîìó ce0k = 0, ÿêùî iñíó¹ iíäåêñ j òàêèé, ùî 1 ≤ j ≤ N i

kj < 0. Òîìó

L0(z) =
c0

R′e0(z)
.

Êðîê 2. Çà óìîâè, ùî ce0ei1 6= 0 äëÿ 2 ≤ i1 ≤ N ôîðìàëüíèé êðàòíèé

ñòåïåíåâèé ðÿä (4.17) çàïèøåìî ó âèãëÿäi

R′e0(z) = Pe0(z1) +
N∑
i1=2

ce0ei1zi1Rei1
(z),

äå

Pe0(z1) = 1 +
∞∑
n=1

ce0ne1z
n
1 , Rei1

(z) =
∑
k≥0

kj=0, i1+1≤j≤N

ce0k+ei1
ce0ei1

zk, 2 ≤ i1 ≤ N.

Òàêèì ÷èíîì,

L0(z) =
c0

Pe0(z1) +

N∑
i1=2

ce0ei1zi1Rei1
(z).

Êðîê 3. Íåõàé

c0 +
∞∑
n=1

cne1z
n
1

� íîðìàëüíèé ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä (äèâ. ñ. 45). Òîäi íà ïiäñòàâi

òâåðäæåííÿ 1) òåîðåìè 1.3 iñíóþòü ÷èñëà q(n)le1
, d

(n)
le1
, l ≥ 1, n ≥ 0, qd -òàáëèöi

q
(0)
e1

d
(1)
e0 d

(0)
e1

q
(1)
e1 q

(0)
2e1

d
(2)
e0 d

(1)
e1 d

(0)
2e1

q
(2)
e1 q

(1)
2e1

q
(0)
3e1

d
(3)
e0

... d
(2)
e1

... d
(1)
2e1

... d
(0)
3e1

... ... ... ... . . .

,
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ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ çà ïðàâèëàìè ðîìáà

d
(n)
le1

= q
(n+1)
le1

− q(n)le1
+ d

(n+1)
(l−1)e1, l ≥ 1, n ≥ 0,

q
(n)
(l+1)e1

=
d
(n+1)
le1

d
(n)
le1

q
(n+1)
le1

, l ≥ 1, n ≥ 0,

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

q(0)e1
=
ce1
c0
, d(n)e0

= 0, q(n)e1
=
c(n+1)e1

cne1
, n ≥ 1.

Êðiì öüîãî, çãiäíî ç òâåðäæåííÿ 3) öi¹¨ æ òåîðåìè

1 +
∞∑
n=1

cne1
c0
zm1
1 ∼

1

1 +

∞

D
n=1

bne1z1
1

,

äå b(2l−1)e1 = −q(0)le1
, b2le1 = −d(0)le1 , l ≥ 1. Òåïåð, îñêiëüêè ôîðìàëüíèé ñòåïå-

íåâèé ðÿä Pe0(z1) ¹ îáåðíåíèì äî

1 +
∞∑
n=1

cne1
c0
zn1 ,

òî çãiäíî ç ëåìîþ 4.1

Pe0(z1) ∼ 1 +
∞

D
n=1

bne1z1
1

= Fe0(z1).

Òàêèì ÷èíîì, çàïèøåìî

L0(z) ∼ c0
Fe0(z1) +

N∑
i1=2

ce0ei1zi1Rei1
(z).

Êðîê 4. Íåõàé äëÿ êîæíîãî 2 ≤ i1 ≤ N ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä

1 +
∞∑
n=1

cnei1z
n
i1

¹ íîðìàëüíèì. Òîäi íà ïiäñòàâi òåîðåìè 1.3 äëÿ êîæíîãî 2 ≤ i1 ≤ N, iñíó-

þòü ÷èñëà q(n)lei1
, d

(n)
lei1
, l ≥ 1, n ≥ 0, qd -òàáëèöi
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q
(0)
ei1

d
(1)
e0 d

(0)
ei1

q
(1)
ei1

q
(0)
2ei1

d
(2)
e0 d

(1)
ei1

d
(0)
2ei1

q
(2)
ei1

q
(1)
2ei1

q
(0)
3ei1

d
(3)
e0

... d
(2)
ei1

... d
(1)
2ei1

... d
(0)
3ei1... ... ... ... . . .

, (4.19)

ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ çà ïðàâèëàìè ðîìáà

d
(n)
lei1

= q
(n+1)
lei1

− q(n)lei1
+ d

(n+1)
(l−1)ei1

, l ≥ 1, n ≥ 0, (4.20)

q
(n)
(l+1)ei1

=
d
(n+1)
lei1

d
(n)
lei1

q
(n+1)
lei1

, l ≥ 1, n ≥ 0, (4.21)

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

d(n+1)
e0

= 0, q(n)ei1
=
c(n+1)ei1

cnei1
, n ≥ 0, (4.22)

i äëÿ êîæíîãî 2 ≤ i1 ≤ N ìà¹ìî

1 +
∞∑
n=1

cnei1z
n
i1

c0
∼ 1

1 +

∞

D
n=1

b′nei1zi1

1
,

äå b′(2l−1)ei1 = −q(0)lei1
, b′2lei1

= −d(0)lei1 , l ≥ 1. Îñêiëüêè

ce0ei1 = −
cei1
c0

= −q(0)ei1
= b′ei1 , 1 ≤ i1 ≤ N,

òî ïîêëàäåìî bei1 = b′ei1 , 1 ≤ i1 ≤ N. Òàêèì ÷èíîì,

L0(z) ∼ c0
Fe0(z1) +

N∑
i1=2

bei1zi1Rei1
(z).

Íàäàëi äëÿ ïîáóäîâè áàãàòîâèìiðíîãî ðåãóëÿðíîãî C -äðîáó ç íåðiâíî-

çíà÷íèìè çìiííèìè (4.16) âèêîðèñòîâóâàòèìåìî iäå¨, âèêëàäåíi ó êðîêàõ

1�4.
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Çàñòîñó¹ìî êðîê 1 äî êîæíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó

Rei1
(z), äå 2 ≤ i1 ≤ N. Íåõàé äëÿ êîæíîãî 2 ≤ i1 ≤ N ôîðìàëüíèé êðàòíèé

ñòåïåíåâèé ðÿä

R′ei1(z) =
∑
k≥0

kj=0, i1+1≤j≤N

c
ei1
k zk (4.23)

¹ îáåðíåíèì äîRei1
(z). Çàçíà÷èìî, ùî âñi êîåôiöi¹íòè ôîðìàëüíîãî êðàòíî-

ãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (4.23) îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòüñÿ çà òàêîþ ðåêóðåíòíîþ

ôîðìóëîþ

c
ei1
k = −

|k|∑
|r|=1

c
ei1
k−r

ce0r+ei1
ce0ei1

,

äå c
ei1
0 = 1, ïðè öüîìó, c

ei1
k = 0, ÿêùî iñíó¹ iíäåêñ j òàêèé, ùî 1 ≤ j ≤ N i

kj < 0. Òîìó

L0(z) ∼ c0
Fe0(z1) +

N∑
i1=2

bei1zi1
R′ei1(z)

.

Çàñòîñó¹ìî êðîê 2 äî êîæíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó

R′ei1(z), äå 2 ≤ i1 ≤ N. Íåõàé c
ei1
ei2
6= 0 äëÿ 2 ≤ i2 ≤ i1 i 2 ≤ i1 ≤ N. Òîäi äëÿ

êîæíîãî 2 ≤ i1 ≤ N ôîðìàëüíèé êðàòíèé ñòåïåíåâèé ðÿä (4.23) çàïèøåìî

ó âèãëÿäi

R′ei1(z) = Pei1(z1) +

i1∑
i2=2

c
ei1
ei2
zi2Rei(2)(z),

äå

Pei1(z1) = 1 +
∞∑
n=1

c
ei1
ne1z

n
1 , Rei(2)(z) =

∑
k≥0

kj=0, i2+1≤j≤N

c
ei1
k+ei2

c
ei1
ei2

zk, 2 ≤ i2 ≤ i1.

Òîìó

L0(z) ∼ c0
Fe0(z1) +

N∑
i1=2

bei1zi1
Pei1(z1) +

i1∑
i2=2

c
ei1
ei2
zi2Rei(2)(z).
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Çàñòîñó¹ìî êðîê 3. Íåõàé äëÿ êîæíîãî 2 ≤ i1 ≤ N ôîðìàëüíèé ñòåïå-

íåâèé ðÿä
∞∑
n=0

ce0ei1+ne1z
n
1

¹ íîðìàëüíèì. Òîäi íà ïiäñòàâi òâåðäæåííÿ 1) òåîðåìè 1.3 äëÿ êîæíîãî

2 ≤ i1 ≤ N iñíóþòü ÷èñëà q(n)ei1+le1
, d

(n)
ei1+le1

, l ≥ 1, n ≥ 0, qd -òàáëèöi

q
(0)
ei1+e1

d
(1)
ei1

d
(0)
ei1+e1

q
(1)
ei1+e1

q
(0)
ei1+2e1

d
(2)
ei1

d
(1)
ei1+e1

d
(0)
ei1+2e1

q
(2)
ei1+e1

q
(1)
ei1+2e1

q
(0)
ei1+3e1

d
(3)
ei1

... d
(2)
ei1+e1

... d
(1)
ei1+2e1

... d
(0)
ei1+3e1

... ... ... ... . . .

,

ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ çà ïðàâèëàìè ðîìáà

d
(n)
ei1+le1

= q
(n+1)
ei1+le1

− q(n)ei1+le1
+ d

(n+1)
ei1+(l−1)e1, l ≥ 1, n ≥ 0,

q
(n)
ei1+(l+1)e1

=
d
(n+1)
ei1+le1

d
(n)
ei1+le1

q
(n+1)
ei1+le1

, l ≥ 1, n ≥ 0,

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

d(n+1)
ei1

= 0, q
(n)
ei1+e1

=
ce0ei1+(n+1)e1

ce0ei1+ne1
, n ≥ 0.

Êðiì öüîãî, çãiäíî ç òâåðäæåííÿ 3) öi¹¨ æ òåîðåìè äëÿ êîæíîãî 2 ≤ i1 ≤ N

ìà¹ìî

1 +
∞∑
n=1

ce0ei1+ne1
ce0ei1

zm1
1 ∼

1

1 +

∞

D
n=1

bei1+ne1z1

1
,

äå bei1+(2l−1)e1 = −q(0)ei1+le1
, bei1+2le1 = −d(0)ei1+le1, l ≥ 1. Òåïåð, îñêiëüêè äëÿ

êîæíîãî 2 ≤ i1 ≤ N ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä Pei1(z1) ¹ îáåðíåíèì äî

1 +
∞∑
n=1

ce0ei1+ne1
ce0ei1

zn1 ,
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òî çãiäíî ç ëåìîþ 4.1 äëÿ êîæíîãî 2 ≤ i1 ≤ N ìà¹ìî

Pei1(z1) ∼ 1 +
∞

D
n=1

bei1+ne1z1

1
= Fei1(z1).

Òàêèì ÷èíîì,

L0(z) ∼ c0
Fe0(z1) +

N∑
i1=2

bei1zi1
Fei1(z1) +

i1∑
i2=2

c
ei1
ei2
zi2Rei(2)(z).

Çàñòîñó¹ìî êðîê 4. Íåõàé äëÿ êîæíèõ 2 ≤ i2 ≤ i1 − 1 i 2 ≤ i1 ≤ N

ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä

∞∑
n=0

ce0ei1+nei2z
n
i2

¹ íîðìàëüíèì. Òîäi íà ïiäñòàâi òåîðåìè 1.3 äëÿ êîæíèõ 2 ≤ i2 ≤ i1 − 1 i

2 ≤ i1 ≤ N iñíóþòü ÷èñëà q(n)ei1+lei2
, d

(n)
ei1+lei2

, l ≥ 1, n ≥ 0, qd -òàáëèöi

q
(0)
ei1+ei2

d
(1)
ei1

d
(0)
ei1+ei2

q
(1)
ei1+ei2

q
(0)
ei1+2ei2

d
(2)
ei1

d
(1)
ei1+ei2

d
(0)
ei1+2ei2

q
(2)
ei1+ei2

q
(1)
ei1+2ei2

q
(0)
ei1+3ei2

d
(3)
ei1

... d
(2)
ei1+ei2

... d
(1)
ei1+2ei2

... d
(0)
ei1+3ei2... ... ... ... . . .

,

ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ çà ïðàâèëàìè ðîìáà

d
(n)
ei1+lei2

= q
(n+1)
ei1+lei2

− q(n)ei1+lei2
+ d

(n+1)
ei1+(l−1)ei2

, l ≥ 1, n ≥ 0,

q
(n)
ei1+(l+1)ei2

=
d
(n+1)
ei1+lei2

d
(n)
ei1+lei2

q
(n+1)
ei1+lei2

, l ≥ 1, n ≥ 0,

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

d(n+1)
ei1

= 0, q
(n)
ei1+ei2

=
ce0ei1+(n+1)ei2

ce0ei1+nei2
, n ≥ 0,
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i äëÿ êîæíèõ 2 ≤ i2 ≤ i1 − 1 i 2 ≤ i1 ≤ N

1 +
∞∑
n=1

ce0ei1+nei2z
n
i2

ce0ei1
∼ 1

1 +

∞

D
n=1

b′ei1+nei2zi2

1
,

äå b′ei1+(2l−1)ei2
= −q(0)ei1+lei2

, b′ei1+2lei2
= −d(0)ei1+lei2 , l ≥ 1. Îñêiëüêè

c
ei1
ei2

= −
ce0ei1,i2
ce0ei1

= −q(0)ei1+ei2
= b′ei1+ei2 ,

c
ei1
ei1

= −
ce02ei1
ce0ei1

= −
c0c2ei1 − c

2
ei1

c0cei1
= −d(0)ei1 = b′2ei1 ,

äå 2 ≤ i2 ≤ i1 − 1 i 2 ≤ i1 ≤ N, òî ïîêëàäåìî

bei(2) = b′ei(2), b2ei1 = b′2ei1 , 2 ≤ i2 ≤ i1 − 1, 2 ≤ i1 ≤ N.

Òàêèì ÷èíîì, çàïèøåìî

L0(z) ∼ c0
Fe0(z1) +

N∑
i1=2

bei1zi1
Fei1(z1) +

i1∑
i2=2

bei(2)zi2Rei(2)(z).

Ïðîäîâæèìî ïîáóäîâó áàãàòîâèìiðíîãî ðåãóëÿðíîãî C -äðîáó ç íåðiâ-

íîçíà÷íèìè çìiííèìè (4.16), ïîäiáíî äî âèùå íàâåäåíèõ ìiðêóâàíü. Çàñòî-

ñó¹ìî êðîê 1 äî êîæíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó Rei(2)(z),

äå 2 ≤ i2 ≤ i1 i 2 ≤ i1 ≤ N. Íåõàé äëÿ êîæíèõ 2 ≤ i2 ≤ i1 i 2 ≤ i1 ≤ N

ôîðìàëüíèé êðàòíèé ñòåïåíåâèé ðÿä

R′ei(2)(z) =
∑
k≥0

kj=0, i2+1≤j≤N

c
ei(2)
k zk

¹ îáåðíåíèì äî Rei(2)(z). Óñi êîåôiöi¹íòè ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî

ðÿäó R′ei(2)(z) îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòüñÿ çà ðåêóðåíòíîþ ôîðìóëîþ

c
ei(2)
k = −

|k|∑
|r|=1

c
ei(2)
k−r

c
ei1
r+ei2

c
ei1
ei2

,

äå c
ei(2)
0 = 1, ïðè öüîìó, c

ei(2)
k = 0, ÿêùî iñíó¹ iíäåêñ j òàêèé, ùî 1 ≤ j ≤ N

i kj < 0. Òîìó

L0(z) ∼ c0
Fe0(z1) +

N∑
i1=2

bei1zi1
Fei1(z1) +

i1∑
i2=2

bei(2)zi2
R′ei(2)(z)

.
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Çàñòîñó¹ìî êðîê 2 äî êîæíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó

R′ei(2)(z), äå 2 ≤ i2 ≤ i1 i 2 ≤ i1 ≤ N. Íåõàé c
ei(2)
ei3
6= 0 äëÿ 2 ≤ i3 ≤ i2,

2 ≤ i2 ≤ i1 i 2 ≤ i1 ≤ N. Òîäi äëÿ êîæíèõ 2 ≤ i2 ≤ i1 i 2 ≤ i1 ≤ N

ôîðìàëüíèé êðàòíèé ñòåïåíåâèé ðÿä R′ei(2)(z) çàïèøåìî ó âèãëÿäi

R′ei(2)(z) = Pei(2)(z1) +

i2∑
i3=2

c
ei(2)
ei3

zi3Rei(3)(z),

äå

Pei(2)(z1) = 1 +
∞∑
n=1

c
ei(2)
ne1 z

n
1 , Rei(3)(z) =

∑
k≥0

kj=0, i3+1≤j≤N

c
ei(2)
k+ei3

c
ei(2)
ei3

zk, 2 ≤ i3 ≤ i2.

Òîìó

L0(z) ∼ c0
Fe0(z1) +

N∑
i1=2

bei1zi1
Fei1(z1) +

i1∑
i2=2

bei(2)zi2
Pei(2)(z1) +

i2∑
i3=2

c
ei(2)
ei3

zi3Rei(3)(z).

Äàëi çàñòîñó¹ìî êðîê 3. Íåõàé äëÿ êîæíèõ 2 ≤ i2 ≤ i1 i 2 ≤ i1 ≤ N

ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä

∞∑
n=0

c
ei1
ei2+ne1

zn1

¹ íîðìàëüíèì. Òîäi íà ïiäñòàâi òåîðåìè 1.3 äëÿ êîæíèõ 2 ≤ i2 ≤ i1 i

2 ≤ i1 ≤ N iñíóþòü ÷èñëà q(n)ei(2)+le1
, d

(n)
ei(2)+le1

, l ≥ 1, n ≥ 0, qd -òàáëèöi

q
(0)
ei(2)+e1

d
(1)
ei(2) d

(0)
ei(2)+e1

q
(1)
ei(2)+e1 q

(0)
ei(2)+2e1

d
(2)
ei(2) d

(1)
ei(2)+e1 d

(0)
ei(2)+2e1

q
(2)
ei(2)+e1 q

(1)
ei(2)+2e1

q
(0)
ei(2)+3e1

d
(3)
ei(2)

... d
(2)
ei(2)+e1

... d
(1)
ei(2)+2e1

... d
(0)
ei(2)+3e1

... ... ... ... . . .

,

ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ çà ïðàâèëàìè ðîìáà
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d
(n)
ei(2)+le1

= q
(n+1)
ei(2)+le1

− q(n)ei(2)+le1
+ d

(n+1)
ei(2)+(l−1)e1, l ≥ 1, n ≥ 0,

q
(n)
ei(2)+(l+1)e1

=
d
(n+1)
ei(2)+le1

d
(n)
ei(2)+le1

q
(n+1)
ei(2)+le1

, l ≥ 1, n ≥ 0,

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

d(n+1)
ei(2)

= 0, q
(n)
ei(2)+e1 =

c
ei1
ei2+(n+1)e1

c
ei1
ei2+ne1

, n ≥ 0,

i, êðiì öüîãî,

1 +
∞∑
n=1

c
ei1
ei2+ne1

c
ei1
ei2

zm1
1 ∼

1

1 +

∞

D
n=1

bei(2)+ne1z1

1
,

äå bei(2)+(2l−1)e1 = −q(0)ei(2)+le1
, bei(2)+2le1 = −d(0)ei(2)+le1, l ≥ 1. Òåïåð, îñêiëüêè äëÿ

êîæíèõ 2 ≤ i2 ≤ i1 i 2 ≤ i1 ≤ N ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä Pei(2)(z1) ¹

îáåðíåíèì äî

1 +
∞∑
n=1

c
ei1
ei2+ne1

c
ei1
ei2

zn1 ,

òî çãiäíî ç ëåìîþ 4.1 äëÿ êîæíèõ 2 ≤ i2 ≤ i1 i 2 ≤ i1 ≤ N ìà¹ìî

Pei(2)(z1) ∼ 1 +
∞

D
n=1

bei(2)+ne1z1

1
= Fei(2)(z1).

Òàêèì ÷èíîì,

L0(z) ∼ c0
Fe0(z1) +

N∑
i1=2

bei1zi1
Fei1(z1) +

i1∑
i2=2

bei(2)zi2
Fei(2)(z1) +

i2∑
i3=2

c
ei(2)
ei3

zi3Rei(3)(z).

Íàðåøòi, çàñòîñó¹ìî êðîê 4. Íåõàé äëÿ êîæíèõ 2 ≤ i3 ≤ i2 − 1, 2 ≤
i2 ≤ i1 i 2 ≤ i1 ≤ N ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä

∞∑
n=0

c
ei1
ei2+nei3

zni3
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¹ íîðìàëüíèì. Òîäi íà ïiäñòàâi òåîðåìè 1.3 äëÿ êîæíèõ 2 ≤ i3 ≤ i2 − 1,

2 ≤ i2 ≤ i1 i 2 ≤ i1 ≤ N iñíóþòü ÷èñëà q(n)ei(2)+lei3
, d

(n)
ei(2)+lei3

, l ≥ 1, n ≥ 0,

qd -òàáëèöi

q
(0)
ei(2)+ei3

d
(1)
ei(2) d

(0)
ei(2)+ei3

q
(1)
ei(2)+ei3

q
(0)
ei(2)+2ei3

d
(2)
ei(2) d

(1)
ei(2)+ei3

d
(0)
ei(2)+2ei3

q
(2)
ei(2)+ei3

q
(1)
ei(2)+2ei3

q
(0)
ei(2)+3ei3

d
(3)
ei(2)

... d
(2)
ei(2)+ei3

... d
(1)
ei(2)+2ei3

... d
(0)
ei(2)+3ei3... ... ... ... . . .

,

ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ çà ïðàâèëàìè ðîìáà

d
(n)
ei(2)+lei3

= q
(n+1)
ei(2)+lei3

− q(n)ei(2)+lei3
+ d

(n+1)
ei(2)+(l−1)ei3

, l ≥ 1, n ≥ 0,

q
(n)
ei(2)+(l+1)ei3

=
d
(n+1)
ei(2)+lei3

d
(n)
ei(2)+lei3

q
(n+1)
ei(2)+lei3

, l ≥ 1, n ≥ 0,

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

d(n+1)
ei(2)

= 0, q
(n)
ei(2)+ei3

=
c
ei1
ei2+(n+1)ei3

c
ei1
ei2+nei3

, n ≥ 0,

i, êðiì öüîãî,

1 +
∞∑
n=1

c
ei1
ei2+nei3

zni3

c
ei1
ei2

∼ 1

1 +

∞

D
n=1

b′ei(2)+nei3zi3

1
,

äå b′ei(2)+(2l−1)ei3
= −q(0)ei(2)+lei3

, b′ei(2)+2lei3
= −d(0)ei(2)+lei3 , l ≥ 1. Îñêiëüêè

c
ei(2)
ei3

= −
c
ei1
ei2+ei3

c
ei1
ei2

= −q(0)ei(2)+ei3
= b′ei(2)+ei3 ,

äå 2 ≤ i3 ≤ i2 − 1, 2 ≤ i2 ≤ i1 i 2 ≤ i1 ≤ N,

c
ei(2)
ei2

= −
c
ei1
2ei2

c
ei1
ei2

= −
ce0ei1c

e0
ei1+2ei2

− (ce0ei1+ei2)
2

ce0ei1c
e0
ei1+ei2

= −d(0)ei1+ei2 = b′ei1+2ei2
,
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äå 2 ≤ i2 ≤ i1 − 1 i 3 ≤ i1 ≤ N (çàóâàæèìî, ùî êîåôiöi¹íò c
ei(2)
ei2

ìîæëèâèé

ëèøå ó âèïàäó êîëè N ≥ 3 i, çðîçóìiëî, ïîÿâà öüîãî êîåôiöi¹íòà òóò i

ïîäiáíèõ iíøèõ íà íàñòóïíèõ êðîêàõ çàëåæèòü âiä ÷èñëà N),

c
2ei1
ei1

= −
c
ei1
2ei1

c
ei1
ei1

= −
ce0ei1c

e0
3ei1
− (ce02ei1

)2

ce0ei1c
e0
2ei1

= −
c0(cei1c3ei1 − c

2
2ei1

)

cei1(c0c2ei1 − c
2
ei1

)
= −q(0)2ei1

= b′3ei1 ,

äå 2 ≤ i1 ≤ N, òî ïîêëàäåìî

bei(3) = b′ei(3), 2 ≤ i3 ≤ i2 − 1, 2 ≤ i2 ≤ i1, 2 ≤ i1 ≤ N,

bei1+2ei2
= b′ei1+2ei2

, 2 ≤ i2 ≤ i1 − 1, 3 ≤ i1 ≤ N,

b3ei1 = b′3ei1 , 2 ≤ i1 ≤ N.

Òàêèì ÷èíîì, çàïèøåìî

L0(z) ∼ c0
Fe0(z1) +

N∑
i1=2

bei1zi1
Fei1(z1) +

i1∑
i2=2

bei(2)zi2
Fei(2)(z1) +

i2∑
i3=2

bei(3)zi3Rei(3)(z).

Çðîçóìiëî, ùî ïîäàëüøà ïîáóäîâà áàãàòîâèìiðíîãî ðåãóëÿðíîãî Ñ -

äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiíàìè (4.16) ïîëÿãà¹ ó ïîñòóïîâîìó çàñòîñóâàí-

íi êðîêiâ 1�4 äî âñiõ ôîðìàëüíèõ êðàòíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ, ÿêi çíàõîäÿ-

òüñÿ â ÷èñåëüíèêàõ êiíöåâèõ ÷àñòèííèõ ëàíêàõ ñêií÷åííèõ ãiëîê ãiëëÿñòîãî

ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiíàìè. Ó ðåçóëüòàòi, îá÷èñëèâøè

êîåôiöi¹íòè ce0k , |k| ≥ 1, çà ðåêóðåíòíîþ ôîðìóëîþ (4.18) i êîåôiöi¹íòè

c
ei(k)
k , |k| ≥ 1, kj = 0, ik + 1 ≤ j ≤ N, k ≥ 1, 2 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, çà

ðåêóðåíòíîþ ôîðìóëîþ

c
ei(k)
k = −

|k|∑
|r|=1

c
ei(k)
k−r

c
ei(k−1)
r+eik

c
ei(k−1)
eik

,

äå c
ei(k)
0 = 1, ïðè öüîìó c

ei(k)
k = 0, ÿêùî iñíó¹ iíäåêñ j òàêèé, ùî 1 ≤ j ≤ N

i kj < 0, çà óìîâ, ùî äëÿ êîæíîãî 1 ≤ i1 ≤ N ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä

c0 +
∞∑
n=1

cnei1z
n
i1

(4.24)
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¹ íîðìàëüíèì, i çà óìîâ, ùî äëÿ êîæíèõ 1 ≤ ik+1 ≤ ik − 1, 2 ≤ ip ≤ ip−1,

1 ≤ p ≤ k i k ≥ 1 ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä

∞∑
n=0

c
ei(k−1)
eik+neik+1

znik+1
(4.25)

¹ íîðìàëüíèì, äëÿ ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (4.1) îòðèìà¹-

ìî áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé C -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (4.16),

äå êîåôiöi¹íòè bei(k) äëÿ âñiõ ei(k) ∈ Ek, k ≥ 1, îá÷èñëþþòüñÿ çà òàêèìè

ôîðìóëàìè:

b(2l−1)ei1 = −q(0)lei1
, b2lei1 = −d(0)lei1 , 1 ≤ i1 ≤ N, l ≥ 1,

äå ÷èñëà q(0)lei1
, d

(0)
lei1
, l ≥ 1, ¹ äiàãîíàëüíèìè åëåìåíòàìè qd -òàáëèöi (4.19), ÿêi

âèçíà÷àþòüñÿ çà ïðàâèëàìè ðîìáà (4.20) i (4.21) ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

(4.22);

bei(k)+(2l−1)eik+1
= −q(0)ei(k)+leik+1

, bei(k)+2leik+1
= −d(0)ei(k)+leik+1

,

äå 2 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, 1 ≤ ik+1 ≤ ik − 1, k ≥ 1, l ≥ 1, i äå ÷èñëà

q
(0)
ei(k)+leik+1

, d
(0)
ei(k)+leik+1

, l ≥ 1, ¹ äiàãîíàëüíèìè åëåìåíòàìè qd -òàáëèöi

q
(0)
ei(k)+eik+1

d
(1)
ei(k) d

(0)
ei(k)+eik+1

q
(1)
ei(k)+eik+1

q
(0)
ei(k)+2eik+1

d
(2)
ei(k) d

(1)
ei(k)+eik+1

d
(0)
ei(k)+2eik+1

... q
(2)
ei(k)+eik+1

... q
(1)
ei(k)+2eik+1

... q
(0)
ei(k)+3eik+1

... ... ... . . .

, (4.26)

ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ çà ïðàâèëàìè ðîìáà

d
(n)
ei(k)+leik+1

= q
(n+1)
ei(k)+leik+1

− q(n)ei(k)+leik+1
+ d

(n+1)
ei(k)+(l−1)eik+1

, l ≥ 1, n ≥ 0, (4.27)

q
(n)
ei(k)+(l+1)eik+1

=
d
(n+1)
ei(k)+leik+1

d
(n)
ei(k)+leik+1

q
(n+1)
ei(k)+leik+1

, l ≥ 1, n ≥ 0, (4.28)
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ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

d(n+1)
ei(k)

= 0, q
(n)
ei(k)+eik+1

=
c
ei(k−1)
ei(k)+(n+1)eik+1

c
ei(k−1)
ei(k)+neik+1

, n ≥ 0. (4.29)

Òàêèì ÷èíîì, ïîáóäîâàíî ðåêóðåíòíèé àëãîðèòì îá÷èñëåííÿ êîåôiöi-

¹íòiâ áàãàòîâèìiðíîãî ðåãóëÿðíîãî C -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

(4.16) çà óìîâè, ùî çàäàíi êîåôiöi¹íòè ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî

ðÿäó (4.1). Çðîçóìiëî, ùî öåé àëãîðèòì ¹ áàãàòîâèìiðíèì óçàãàëüíåííÿì

qd -àëãîðèòìó Ðóòiñõàóçåðà.

Ìiðêóâàííÿìè ïîäiáíèìè äî ìiðêóâàíü, âèêëàäåíèõ â äîâåäåííi òåî-

ðåìè 4.1 ó ïiäðîçäiëi 4.1, îòðèìà¹ìî, ùî áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé C -

äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (4.16), ïîáóäîâàíèé çà áàãàòîâèìiðíèì

qd -àëãîðèòìîì Ðóòiñõàóçåðà, ¹ âiäïîâiäíèì äî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòå-

ïåíåâîãî ðÿäó (4.1) â òî÷öi z = 0. Òàêèì ÷èíîì, ïðàâèëüíà òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 4.2. Áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé C-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè (4.15) ¹ âiäïîâiäíèì äî çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïå-

íåâîãî ðÿäó (4.1) â òî÷öi z = 0 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ êîæíîãî 1 ≤
i1 ≤ N ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä (4.24) i äëÿ êîæíèõ 1 ≤ ik+1 ≤ ik − 1,

2 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k i k ≥ 1 ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä (4.25) ¹

íîðìàëüíèìè.

Çàçíà÷èìî, ùî iç òåîðåìè 1.2, òâåðäæåííÿ 2) òåîðåìè 1.3, ôîðìóë

(4.11)�(4.14) i ïîáóäîâàíîãî âèùå áàãàòîâèìiðíîãî qd -àëãîðèòìó Ðóòiñõà-

óçåðà âèïëèâà¹, ùî êîåôiöi¹íòè bei(k), ei(k) ∈ Ek, k ≥ 1, áàãàòîâèìiðíîãî

ðåãóëÿðíîãî C -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (4.3), âiäïîâiäíîãî äî

çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (4.1) â òî÷öi z = 0, ìî-

æíà îá÷èñëþâàòè çà ôîðìóëàìè

bei1 = cei1 , b2lei1 = −q(1)lei1
, b(2l+1)ei1

= −d(1)lei1 , 1 ≤ i1 ≤ N, l ≥ 1, (4.30)

äå ÷èñëà q(1)lei1
, d

(1)
lei1
, l ≥ 1, ¹ äiàãîíàëüíèìè åëåìåíòàìè qd -òàáëèöi (4.19), ÿêi

âèçíà÷àþòüñÿ çà ïðàâèëàìè ðîìáà (4.20) i (4.21) ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè
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(4.22), i çà ôîðìóëàìè

bei(k)+eik+1
= −q(0)ei(k)+eik+1

, (4.31)

bei(k)+2leik+1
= −q(1)ei(k)+leik+1

, bei(k)+(2l+1)eik+1
= −d(1)ei(k)+leik+1

, (4.32)

äå 2 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, 1 ≤ ik+1 ≤ ik − 1, k ≥ 1, l ≥ 1, i äå ÷è-

ñëà q(0)ei(k)+eik+1
i q(1)ei(k)+leik+1

, d
(1)
ei(k)+leik+1

, l ≥ 1, ¹ äiàãîíàëüíèìè åëåìåíòàìè

qd -òàáëèöi (4.26), ùî âèçíà÷àþòüñÿ çà ïðàâèëàìè ðîìáà (4.27) i (4.28) ç

ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (4.29). Êðiì öüîãî, íà ïiäñòàâi òåîðåìè 4.1 áàãàòîâè-

ìiðíèé ðåãóëÿðíèé C -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (4.2), êîåôiöi¹íòè

ÿêîãî îá÷èñëåíi çà ôîðìóëàìè (4.30)�(4.32), ¹ âiäïîâiäíèì äî ôîðìàëüíîãî

êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (4.1) â òî÷öi z = 0.

Îòæå, ïðàâèëüíà òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 4.3. Áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé C-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè (4.1) ¹ âiäïîâiäíèì äî çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíå-

âîãî ðÿäó (4.1) â òî÷öi z = 0 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ êîæíîãî 1 ≤
i1 ≤ N ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä (4.24) i äëÿ êîæíèõ 1 ≤ ik+1 ≤ ik − 1,

2 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k i k ≥ 1 ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä (4.25) ¹

íîðìàëüíèìè.

Ïîçàÿê áàãàòîâèìiðíèé S -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè ¹ îñîáëè-

âèì âèïàäêîì áàãàòîâèìiðíîãî ðåãóëÿðíîãî C -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè, òî òåîðåìè 4.1�4.3 çàñòîñîâóþòüñÿ äî áàãàòîâèìiðíèõ S -äðîáiâ

ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè. Êðiì öüîãî, êîìáiíóþ÷è òåîðåìè 1.2 i 1.4 â

äîâåäåííi òåîðåìè 4.1 îòðèìó¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 4.4. Áàãàòîâèìiðíèé S-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

(4.2), äå c0 ∈ R, ai(k) > 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, ¹ âiäïîâiäíèì äî

çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó

L0(z) =
∑
k≥0

ck(−z)k,
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äå ck ∈ R, k ≥ 0, c0 = c0, â òî÷öi z = 0 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ

êîæíèõ 1 ≤ i1 ≤ N i n ≥ 1 âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

Hei1
(n) > 0, H2ei1

(n) > 0,

äå Hei1
(n) i H2ei1

(n) âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè (4.4), i äëÿ êîæíèõ 1 ≤
ik+1 ≤ ik − 1, 2 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1 i n ≥ 1 � íåðiâíîñòi

H
ei(k)
eik+1

(n) > 0, H
ei(k)
2eik+1

(n) > 0,

äå H
ei(k)
eik+1

(n) i H
ei(k)
2eik+1

(n) âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè (4.10).

4.3. Áàãàòîâèìiðíèé g-àëãîðèòì Áàóåðà

ßê çàçíà÷àëîñÿ âèùå, îñîáëèâèì âèïàäêîì áàãàòîâèìiðíîãî ðåãóëÿð-

íîãî C -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè ¹ áàãàòîâèìiðíèé g-äðiá ç íåðiâ-

íîçíà÷íèìè çìiííèìè

s0
1 +

N∑
i1=1

gi(1)zi1
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

gi(k)(1− gi(k−1))zik
1

, (4.33)

äå s0 > 0, 0 < gi(k) < 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1. Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ïîáóäó-

¹ìî áàãàòîâèìiðíèé g-àëãîðèòì Áàóåðà ðîçâèíåííÿ çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî

êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó

L0(z) =
∑
k≥0

sk(−z)k, (4.34)

äå sk ∈ R, k ≥ 0, s0 = s0, ó áàãàòîâèìiðíèé g-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè (4.33).

Íåõàé N ≥ 2. Äëÿ çðó÷íîñòi îïèñó ïîáóäîâè àëãîðèòìó áàãàòîâèìið-

íèé g-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (4.33) çàïèøåìî ó âèãëÿäi

s0
1 +

N∑
i1=1

qei(1)zi1
1 +

∞

D
k=1

ik−1∑
ik=2

qei(k)(1− qei(k−1))zik
1

, (4.35)
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äå qei(k) = gi(k) äëÿ âñiõ ei(k) ∈ Ik, i(k) ∈ Ik, k ≥ 1. Ïîáóäîâó áàãàòîâèìiðíî-

ãî g-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (4.35) ïðîâîäèòèìåìî ïîêðîêîâî.

Êðîê 1. Íåõàé

Re0(z) =
∑
k≥0

sk
s0

(−z)k.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

R′e0(z) =
∑
k≥0

se0k (−z)k (4.36)

ôîðìàëüíèé êðàòíèé ñòåïåíåâèé ðÿä, îáåðíåíèé äî Re0(z). Çàçíà÷èìî, ùî

êîåôiöi¹íòè se0k , |k| ≥ 1, ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (4.36)

îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòüñÿ çà ðåêóðåíòíîþ ôîðìóëîþ

se0k = −
|k|∑
|r|=1

se0k−r
sr
s0
, (4.37)

äå se00 = 1, ïðè öüîìó se0k = 0, ÿêùî iñíó¹ iíäåêñ j òàêèé, ùî 1 ≤ j ≤ N i

kj < 0. Òîìó

L0(z) =
s0

R′e0(z)
.

Êðîê 2. Ôîðìàëüíèé êðàòíèé ñòåïåíåâèé ðÿä (4.36) çà óìîâè, ùî se0ei1 6=
0 äëÿ 2 ≤ i1 ≤ N çàïèøåìî ó âèãëÿäi

R′e0(z) = Pe0(z1)−
N∑
i1=2

se0ei1zi1Rei1
(z),

äå

Pe0(z1) = 1 +
∞∑
n=1

se0e1(−z1)
n,

Rei1
(z) =

∑
k≥0

kj=0, i1+1≤j≤N

se0k+ei1
se0ei1

(−z)k, 2 ≤ i1 ≤ N.

Òîäi
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L0(z) =
s0

Pe0(z1) +

N∑
i1=2

(−se0ei1)zi1Rei1
(z).

Êðîê 3. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë

s0, se1, s2e1, s3e1, . . .

¹ àáñîëþòíî ìîíîòîííà, âiäïîâiäíà íåñêií÷åííîìó ðîçïîäiëó ìàñ (äèâ. îçíà-

÷åííÿ ñ. 46). Òîäi çãiäíî ç òåîðåìîþ 1.5 iñíóþòü äiéñíi ÷èñëà qle1, l ≥ 1, òàêi,

ùî 0 < qle1 < 1, l ≥ 1, i

1 +
∞∑
n=1

sne1
s0

(−z1)n ∼
1

1 +

qe1z1
1 +

∞

D
n=2

qne1(1− q(n−1)e1)z1
1

.

Çâiäñè, íà ïiäñòàâi ëåìè 4.1

Pe0(z1) ∼ 1 +
qe1z1

1 +

∞

D
n=2

qne1(1− q(n−1)e1)z1
1

= Fe0(z1),

îñêiëüêè ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä Pe0(z1) ¹ îáåðíåíèì äî

1 +
∞∑
n=1

sne1
s0

(−z1)n.

Êîåôiöi¹íòè íåïåðåðâíîãî g-äðîáó Fe0(z1), âiäïîâiäíîãî äî ôîðìàëüíîãî

ñòåïåíåâîãî ðÿäó Pe0(z1) â ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ìîæíà îá÷èñëèòè, âèêîðè-

ñòîâóþ÷è g-àëãîðèòì Áàóåðà (äèâ. c. 46). Çà öèì àëãîðèòìîì äiéñíi ÷èñëà

qne1, n ≥ 1, ¹ äiàãîíàëüíèìè åëåìåíòàìè g(0)ne1, n ≥ 1, g-òàáëèöi

g
(0)
e1

g
(1)
e0 g

(0)
2e1

g
(1)
e1 g

(0)
3e1

g
(2)
e0 g

(1)
2e1

g
(0)
4e1

... g
(2)
e1

... g
(1)
3e1

... g
(0)
5e1

... ... ... . . .

,

åëåìåíòè ÿêî¨ âèçíà÷àþòüñÿ çà ïðàâèëàìè ðîìáà



163

(1− g(n)(2l+1)e1
)(1− g(n)(2l+2)e1

) = (1− g(n+1)
2le1

)(1− g(n+1)
(2l+1)e1

),

g
(n)
(2l+2)e1

g
(n)
(2l+3)e1

= g
(n+1)
(2l+1)e1

g
(n+1)
(2l+2)e1

,

äå l ≥ 0, n ≥ 0, ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

g(0)e1
=
se1
s0
, g(n)e0

= 0, g(n)e1
=
s(n+1)e1

sne1
, n ≥ 1.

Òàêèì ÷èíîì, çàïèøåìî

L0(z) ∼ s0
Fe0(z1) +

N∑
i1=2

(−se0ei1)zi1Rei1
(z).

Êðîê 4. Íåõàé äëÿ êîæíîãî 2 ≤ i1 ≤ N ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë

s0, sei1 , s2ei1 , s3ei1 , . . . (4.38)

¹ àáñîëþòíî ìîíîòîííà, âiäïîâiäíà íåñêií÷åííîìó ðîçïîäiëó ìàñ. Òîäi çãi-

äíî ç òåîðåìîþ 1.5 äëÿ êîæíîãî 2 ≤ i1 ≤ N iñíóþòü äiéñíi ÷èñëà q′lei1 , l ≥ 1

òàêi, ùî 0 < q′lei1
< 1, l ≥ 1 i

1 +
∞∑
n=1

snei1
s0

(−zi1)n ∼
1

1 +

q′ei1zi1

1 +

∞

D
n=2

q′nei1(1− q
′
(n−1)ei1

)zi1

1
,

äå äiéñíi ÷èñëà q′lei1 , l ≥ 1, ¹ äiàãîíàëüíèìè åëåìåíòàìè g(0)lei1
, l ≥ 1, g-òàáëèöi

g
(0)
ei1

g
(1)
e0 g

(0)
2ei1

g
(1)
ei1

g
(0)
3ei1

g
(2)
e0 g

(1)
2ei1

g
(0)
4ei1... g

(2)
ei1

... g
(1)
3ei1

... g
(0)
5ei1... ... ... . . .

, (4.39)

åëåìåíòè ÿêî¨ âèçíà÷àþòüñÿ çà ïðàâèëàìè ðîìáà

(1− g(n)(2l+1)ei1
)(1− g(n)(2l+2)ei1

) = (1− g(n+1)
2lei1

)(1− g(n+1)
(2l+1)ei1

), (4.40)

g
(n)
(2l+2)ei1

g
(n)
(2l+3)ei1

= g
(n+1)
(2l+1)ei1

g
(n+1)
(2l+2)ei1

, (4.41)
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äå l ≥ 0, n ≥ 0, ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

g(0)ei1
=
sei1
s0
, g(n)e0

= 0, g(n)ei1
=
s(n+1)ei1

snei1
, n ≥ 1. (4.42)

Îñêiëüêè

−se0ei1 =
sei1
s0

= g(0)ei1
= q′ei1 , 2 ≤ i1 ≤ N,

òî ïîêëàäåìî qei1 = q′ei1 , 2 ≤ i1 ≤ N. Òàêèì ÷èíîì,

L0(z) ∼ s0
Fe0(z1) +

N∑
i1=2

qei1zi1Rei1
(z).

Äàëi, äëÿ ïîáóäîâè áàãàòîâèìiðíîãî g-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìií-

íèìè (4.35) âèêîðèñòîâóâàòèìåìî iäå¨, âèêëàäåíi ó êðîêàõ 1�4. Çàñòîñó¹-

ìî êðîê 1 äî êîæíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó Rei1
(z), äå

2 ≤ i1 ≤ N. Íåõàé äëÿ êîæíîãî 2 ≤ i1 ≤ N ôîðìàëüíèé êðàòíèé ñòåïåíå-

âèé ðÿä

R′ei1(z) =
∑
k≥0

kj=0, i1+1≤j≤N

s
ei1
k (−z)k (4.43)

¹ îáåðíåíèì äî Rel(z). Çàçíà÷èìî, ùî âñi êîåôiöi¹íòè ôîðìàëüíîãî êðà-

òíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (4.43) îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòüñÿ çà ðåêóðåíòíîþ

ôîðìóëîþ

s
ei1
k = −

|k|∑
|r|=1

s
ei1
k−r

se0r+ei1
se0ei1

,

äå s
ei1
0 = 1, ïðè öüîìó, s

ei1
k = 0, ÿêùî iñíó¹ iíäåêñ j òàêèé, ùî 1 ≤ j ≤ N i

kj < 0. Òîìó

L0(z) ∼ s0
Fe0(z1) +

N∑
i1=2

qei1zi1
R′ei1(z)

.

Çàñòîñó¹ìî êðîê 2 äî êîæíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó

R′ei1(z), äå 2 ≤ i1 ≤ N. Íåõàé s
ei1
ei2
6= 0 äëÿ 2 ≤ i2 ≤ i1 i 2 ≤ i1 ≤ N. Òîäi äëÿ
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êîæíîãî 2 ≤ i1 ≤ N ôîðìàëüíèé êðàòíèé ñòåïåíåâèé ðÿä (4.43) çàïèøåìî

ó âèãëÿäi

R′ei1(z) = Pei1(z1)−
i1∑
i2=2

s
ei1
ei2
zi2Rei(2)(z),

äå

Pei1(z1) = 1 +
∞∑
n=1

s
ei1
ne1(−z1)n,

Rei(2)(z) =
∑
k≥0

kj=0, i2+1≤j≤N

s
ei1
k+ei2

s
ei1
ei2

(−z)k, 2 ≤ i2 ≤ i1.

Òîìó

L0(z) ∼ s0
Fe0(z1) +

N∑
i1=2

qei1zi1
Pei1(z1) +

i1∑
i2=2

(−sei1ei2)zi2Rei(2)(z).

Çàñòîñó¹ìî êðîê 3. Íåõàé äëÿ êîæíîãî 2 ≤ i1 ≤ N ïîñëiäîâíiñòü äié-

ñíèõ ÷èñåë {se0ei1+ne1}n∈N0
¹ àáñîëþòíî ìîíîòîííà, âiäïîâiäíà íåñêií÷åííîìó

ðîçïîäiëó ìàñ. Òîäi íà ïiäñòàâi òåîðåìè 1.5 äëÿ êîæíîãî 2 ≤ i1 ≤ N iñíóþòü

äiéñíi ÷èñëà q′ei1+le1, l ≥ 1, òàêi, ùî 0 < q′ei1+le1
< 1, l ≥ 1, i

1 +
∞∑
n=1

se0ei1+ne1
se0ei1

(−z1)n ∼
1

1 +

q′ei1+e1z1

1 +

∞

D
n=2

q′ei1+ne1(1− q
′
ei1+(n−1)e1)z1

1
.

Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî 2 ≤ i1 ≤ N ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä Pei1(z1) ¹

îáåðíåíèì äî

1 +
∞∑
n=1

se0ei1+ne1
se0ei1

(−z1)n,

òî çãiäíî ç ëåìîþ 4.1 äëÿ êîæíîãî 2 ≤ i1 ≤ N

Pei1(z1) ∼ 1 +
q′ei1+e1z1

1 +

∞

D
n=2

q′ei1+ne1(1− q
′
ei1+(n−1)e1)z1

1
,

äå äiéñíi ÷èñëà q′ei1+le1, l ≥ 1, ¹ äiàãîíàëüíi åëåìåíòè g(0)ei1+le1
, l ≥ 1, g-òàáëèöi
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g
(0)
ei1+e1

g
(1)
ei1

g
(0)
ei1+2e1

g
(1)
ei1+e1

g
(0)
ei1+3e1

g
(2)
ei1

g
(1)
ei1+2e1

g
(0)
ei1+4e1

... g
(2)
ei1+e1

... g
(1)
ei1+3e1

... g
(0)
ei1+5e1

... ... ... . . .

,

åëåìåíòè ÿêî¨ âèçíà÷àþòüñÿ çà ïðàâèëàìè ðîìáà

(1− g(n)ei1+(2l+1)e1
)(1− g(n)ei1+(2l+2)e1

) = (1− g(n+1)
ei1+2le1

)(1− g(n+1)
ei1+(2l+1)e1

),

g
(n)
ei1+(2l+2)e1

g
(n)
ei1+(2l+3)e1

= g
(n+1)
ei1+(2l+1)e1

g
(n+1)
ei1+(2l+2)e1

,

äå l ≥ 0, n ≥ 0, ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

g(n+1)
ei1

= 0, g
(n)
ei1+e1

=
se0ei1+(n+1)e1

se0ei1+ne1
, n ≥ 0.

Òåïåð äëÿ òîãî, ùîá êîåôiöi¹íòè ÷àñòèííèõ ÷èñåëüíèêiâ êîæíî¨ ãiëêè

ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiíàìè ôîðìóâàëè ëàí-

öþãîâi ïîñëiäîâíîñòi (äèâ. ñ. 52) íàêëàäåìî äîäàòêîâi óìîâè (òîìó íàäàëi

êðîê 3 çàìiíèìî íà 3′). Íåõàé äëÿ êîæíîãî 2 ≤ i1 ≤ N âèêîíóþòüñÿ òàêi

íåðiâíîñòi

0 < qei1 ≤M e1
ei1
< 1,

äå

M e1
ei1

= 1 +
−q′ei1+e1

1 +

∞

D
n=2

−q′ei1+ne1(1− q
′
ei1+(n−1)e1)

1

� 0-èé ìàêñèìàëüíèé ïàðàìåòð ëàíöþãîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi

q′ei1+e1, q
′
ei1+2e1

(1− q′ei1+e1), q
′
ei1+3e1

(1− q′ei1+2e1
), . . . .

Òîäi íà ïiäñòàâi îçíà÷åííÿ ëàíöþãîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi òà ¨¨ âëàñòèâîñòåé äëÿ

êîæíîãî 2 ≤ i1 ≤ N ìà¹ìî

Pei1(z1) ∼ 1 +
∞

D
n=1

qei1+ne1(1− qei1+(n−1)e1)z1

1
= Fei1(z1),
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äå

qei1+e1 =
q′ei1+e1
1− qei1

i îñêiëüêè qei1 6= 0, òî çãiäíî ç ëåìîþ 1.1 äiéñíi ÷èñëà qei1+ne1 äëÿ n ≥ 2

âèçíà÷àþòüñÿ çà òàêîþ ôîðìóëîþ

qei1+ne1 = q′ei1+ne1

1−

n−1∏
r=1

q′ei1+re1
1− q′ei1+re1

1− qei1
−qei1

+
n−1∑
m=1

m∏
r=1

q′ei1+re1
1− q′ei1+re1

 .

Òàêèì ÷èíîì, çàïèøåìî

L0(z) ∼ s0
Fe0(z1) +

N∑
i1=2

qei1zi1
Fei1(z1) +

i1∑
i2=2

(−sei1ei2)zi2Rei(2)(z).

Çàñòîñó¹ìî êðîê 4. Íåõàé äëÿ êîæíèõ 2 ≤ i2 ≤ i1 − 1 i 2 ≤ i1 ≤ N

ïîñëiäîâíiñòü {se0ei1+nei2}n∈N0
, ¹ àáñîëþòíî ìîíîòîííà, âiäïîâiäíà íåñêií÷åí-

íîìó ðîçïîäiëó ìàñ. Òîäi íà ïiäñòàâi òåîðåìè 1.5 äëÿ êîæíèõ 2 ≤ i2 ≤ i1−1

i 2 ≤ i1 ≤ N iñíóþòü äiéñíi ÷èñëà q′ei1+lei2 , l ≥ 1, òàêi, ùî 0 < q′ei1+lei2
< 1,

l ≥ 1, i

1 +
∞∑
n=1

se0ei1+nei2
se0ei1

(−zi2)n ∼
1

1 +

q′ei1+ei2zi2

1 +

∞

D
n=2

q′ei1+nei2(1− q
′
ei1+(n−1)ei2

)zi2

1
,

äå äiéñíi ÷èñëà q′ei1+lei2 , l ≥ 1, ¹ äiàãîíàëüíèìè åëåìåíòàìè g(0)ei1+lei2
, l ≥ 1,

g-òàáëèöi

g
(0)
ei1+ei2

g
(1)
ei1

g
(0)
ei1+2ei2

g
(1)
ei1+ei2

g
(0)
ei1+3ei2

g
(2)
ei1

g
(1)
ei1+2ei2

g
(0)
ei1+4ei2... g

(2)
ei1+ei2

... g
(1)
ei1+3ei2

... g
(0)
ei1+5ei2... ... ... . . .

,
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åëåìåíòè ÿêî¨ âèçíà÷àþòüñÿ çà ïðàâèëàìè ðîìáà

(1− g(n)ei1+(2l+1)ei2
)(1− g(n)ei1+(2l+2)ei2

) = (1− g(n+1)
ei1+2lei2

)(1− g(n+1)
ei1+(2l+1)ei2

),

g
(n)
ei1+(2l+2)ei2

g
(n)
ei1+(2l+3)ei2

= g
(n+1)
ei1+(2l+1)ei2

g
(n+1)
ei1+(2l+2)ei2

,

äå l ≥ 0, n ≥ 0, ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

g(n+1)
ei1

= 0, g
(n)
ei1+ei2

=
se0ei1+(n+1)ei2

se0ei1+nei2
, n ≥ 0.

Iç òi¹þ ñàìîþ ìåòîþ, ùî i íà ïîïåðåäíüîìó êðîöi, òîáòî ùîá êîåôiöi-

¹íòè ÷àñòèííèõ ÷èñåëüíèêiâ êîæíî¨ ãiëêè ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç

íåðiâíîçíà÷íèìè çìiíàìè ôîðìóâàëè ëàíöþãîâi ïîñëiäîâíîñòi, íàêëàäåìî

äîäàòêîâi óìîâè (òîìó íàäàëi êðîê 4 çàìiíèìî íà 4′). Íåõàé äëÿ êîæíèõ

2 ≤ i2 ≤ i1 − 1 i 2 ≤ i1 ≤ N âèêîíóþòüñÿ òàêi íåðiâíîñòi

0 < qei1 ≤M
ei2
ei1

< 1,

äå

M
ei2
ei1

= 1 +
−q′ei1+ei2

1 +

∞

D
n=2

−q′ei1+nee2(1− q
′
ei1+(n−1)ei2

)

1

� 0-èé ìàêñèìàëüíèé ïàðàìåòð ëàíöþãîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi

q′ei1+ei2 , q
′
ei1+2ei2

(1− q′ei1+ei2), q
′
ei1+3ei2

(1− q′ei1+2ei2
), . . . .

Òîäi íà ïiäñòàâi îçíà÷åííÿ ëàíöþãîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi òà ¨¨ âëàñòèâîñòåé äëÿ

êîæíèõ 2 ≤ i2 ≤ i1 − 1 i 2 ≤ i1 ≤ N ìà¹ìî

1 +
∞∑
n=1

se0ei1+nei2
se0ei1

(−zi2)n ∼

∼ 1

1 +

q′′ei1+ei2(1− qei1)zi2
1 +

∞

D
n=2

q′′ei1+nei2(1− q
′′
ei1+(n−1)ei2

)zi2

1
,

äå

q′′ei1+ei2 =
q′ei1+ei2
1− qei1
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i îñêiëüêè qei1 6= 0, òî çãiäíî ç ëåìîþ 1.1 äiéñíi ÷èñëà q′′ei1+ne2 äëÿ n ≥ 2

âèçíà÷àþòüñÿ çà òàêîþ ôîðìóëîþ

q′′ei1+nei2 = q′ei1+nee2

1−

n−1∏
r=1

q′ei1+rei2
1− q′ei1+rei2

1− qei1
−qei1

+
n−1∑
m=1

m∏
r=1

q′ei1+rei2
1− q′ei1+rei2

 .

Òåïåð îñêiëüêè

−sei1ei2
1− qei1

=
se0ei1+ei2

se0ei1(1− qei1)
=

q′ei1+ei2
1− qei1

= q′′ei1+ei2 ,

−sei1ei1
1− qei1

=
se0ei1+ei1

se0ei1(1 + se0ei1)
=

s0s2ei1 − s
2
ei1

sei1(s0 − sei1)
= g

(0)
2ei1

= q′2ei1 ,

äå 2 ≤ i2 ≤ i1 − 1 i 2 ≤ i1 ≤ N, òî ïîêëàäåìî

qei(2) = q′′ei(2), q2ei1 = q′2ei1 , 2 ≤ i2 ≤ i1 − 1, 2 ≤ i1 ≤ N.

Òàêèì ÷èíîì, çàïèøåìî

L0(z) ∼ s0
Fe0(z1) +

N∑
i1=2

qei1zi1
Fei1(z1) +

i1∑
i2=2

qi(2)(1− qi1)zi2Rei(2)(z).

Ïðîäîâæèìî ïîáóäîâó áàãàòîâèìiðíîãî g-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè (4.35), ïîäiáíî äî âèùå âèêëàäåíèõ ìiðêóâàíü. Çàñòîñó¹ìî êðîê 1

äî êîæíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó Rei(2)(z), äå 2 ≤ i2 ≤ i1

i 2 ≤ i1 ≤ N. Íåõàé äëÿ êîæíèõ 2 ≤ i2 ≤ i1 i 2 ≤ i1 ≤ N ôîðìàëüíèé

êðàòíèé ñòåïåíåâèé ðÿä

R′ei(2)(z) =
∑
k≥0

kj=0, i2+1≤j≤N

s
ei(2)
k (−z)k

¹ îáåðíåíèì äî Re(2)(z). Óñi êîåôiöi¹íòè ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî

ðÿäó R′ei(2)(z) îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòüñÿ çà ðåêóðåíòíîþ ôîðìóëîþ

s
ei(2)
k = −

|k|∑
|r|=1

s
ei(2)
k−r

s
ei1
r+ei2

s
ei1
ei2

,
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äå s
ei(2)
0 = 1, ïðè öüîìó, s

ei(2)
k = 0, ÿêùî iñíó¹ iíäåêñ j òàêèé, ùî 1 ≤ j ≤ N

i kj < 0. Òîìó

L0(z) ∼ s0
Fe0(z1) +

N∑
i1=2

qei1zi1
Fei1(z1) +

i1∑
i2=2

qi(2)(1− qi1)zi2
R′ei(2)(z)

.

Çàñòîñó¹ìî êðîê 2 äî êîæíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó

R′ei(2)(z), äå 2 ≤ i2 ≤ i1 i 2 ≤ i1 ≤ N. Íåõàé s
ei(2)
ei3
6= 0 äëÿ 2 ≤ i3 ≤ i2,

2 ≤ i2 ≤ i1 i 2 ≤ i1 ≤ N. Òîäi äëÿ êîæíèõ 2 ≤ i2 ≤ i1 i 2 ≤ i1 ≤ N

ôîðìàëüíèé êðàòíèé ñòåïåíåâèé ðÿä R′ei(2)(z) çàïèøåìî ó âèãëÿäi

R′ei(2)(z) = Pei(2)(z1)−
i2∑
i3=2

s
ei(2)
ei3

zi3Rei(3)(z),

äå

Pei(2)(z1) = 1 +
∞∑
n=1

s
ei(2)
ne1 (−z1)n,

Rei(3)(z) =
∑
k≥0

kj=0, i3+1≤j≤N

s
ei(2)
k+ei3

s
ei(2)
ei3

(−z)k, 2 ≤ i3 ≤ i2.

Òîìó

L0(z) ∼ s0
Fe0(z1) +

N∑
i1=2

qei1zi1
Fei1(z1) +

+

i1∑
i2=2

qi(2)(1− qi1)zi2
Pei(2)(z1) +

i2∑
i3=2

(−sei(2)ei3
)zi3Rei(3)(z).

Äàëi çàñòîñó¹ìî êðîê 3′. Íåõàé äëÿ êîæíèõ 2 ≤ i2 ≤ i1 i 2 ≤ i1 ≤ N

ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë {sei1ei2+ne1}n∈N0
¹ àáñîëþòíî ìîíîòîííà, âiäïîâiä-

íà íåñêií÷åííîìó ðîçïîäiëó ìàñ. Òîäi íà ïiäñòàâi òåîðåìè 1.5 äëÿ êîæíèõ

2 ≤ i2 ≤ i1 i 2 ≤ i1 ≤ N iñíóþòü äiéñíi ÷èñëà q′ei(2)+le1, l ≥ 1, òàêi, ùî

0 < q′ei(2)+le1 < 1, l ≥ 1, i

1 +
∞∑
n=1

s
ei1
ei2+ne1

s
ei1
ei2

(−z1)n ∼
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∼ 1

1 +

q′ei(2)+e1z1

1 +

∞

D
n=2

q′ei(2)+ne1(1− q
′
ei(2)+(n−1)e1)z1

1
.

Îñêiëüêè äëÿ êîæíèõ 2 ≤ i2 ≤ i1 i 2 ≤ i1 ≤ N ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä

Pei(2)(z1) ¹ îáåðíåíèì äî

1 +
∞∑
n=1

s
ei1
ei2+ne1

s
ei1
ei2

(−z1)n,

òî çãiäíî ç ëåìîþ 4.1 äëÿ êîæíèõ 2 ≤ i2 ≤ i1 i 2 ≤ i1 ≤ N

Pei(2)(z1) ∼ 1 +
q′ei(2)+e1z1

1 +

∞

D
n=2

q′ei(2)+ne1(1− q
′
ei(2)+(n−1)e1)z1

1
,

äå äiéñíi ÷èñëà q′ei(2)+le1, l ≥ 1, ¹ äiàãîíàëüíi åëåìåíòè g
(0)
ei(2)+le1

, l ≥ 1, g-

òàáëèöi

g
(0)
ei(2)+e1

g
(1)
ei(2) g

(0)
ei(2)+2e1

g
(1)
ei(2)+e1 g

(0)
ei(2)+3e1

g
(2)
ei(2) g

(1)
ei(2)+2e1

g
(0)
ei(2)+4e1

... g
(2)
ei(2)+e1

... g
(1)
ei(2)+3e1

... g
(0)
ei(2)+5e1

... ... ... . . .

,

åëåìåíòè ÿêî¨ âèçíà÷àþòüñÿ çà ïðàâèëàìè ðîìáà

(1− g(n)ei(2)+(2l+1)e1
)(1− g(n)ei(2)+(2l+2)e1

) = (1− g(n+1)
ei(2)+2le1

)(1− g(n+1)
ei(2)+(2l+1)e1

),

g
(n)
ei(2)+(2l+2)e1

g
(n)
ei(2)+(2l+3)e1

= g
(n+1)
ei(2)+(2l+1)e1

g
(n+1)
ei(2)+(2l+2)e1

,

äå l ≥ 0, n ≥ 0, ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

g(n+1)
ei(2)

= 0, g
(n)
ei(2)+e1 =

s
ei1
ei2+(n+1)e1

s
ei1
ei2+ne1

, n ≥ 0.

Òåïåð íåõàé äëÿ êîæíèõ 2 ≤ i2 ≤ i1 i 2 ≤ i1 ≤ N âèêîíóþòüñÿ íåðiâ-

íîñòi

0 < qei(2) ≤M e1
ei(2)

< 1,
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äå

M e1
ei(2)

= 1 +
−q′ei(2)+e1

1 +

∞

D
n=2

−q′ei(2)+ne1(1− q
′
ei(2)+(n−1)e1)

1

� 0-èé ìàêñèìàëüíèé ïàðàìåòð ëàíöþãîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi

q′ei(2)+e1, q
′
ei(2)+2e1

(1− q′ei(2)+e1), q
′
ei(2)+3e1

(1− q′ei(2)+2e1
), . . . .

Òîäi íà ïiäñòàâi îçíà÷åííÿ ëàíöþãîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi òà ¨¨ âëàñòèâîñòåé äëÿ

êîæíèõ 2 ≤ i2 ≤ i1 i 2 ≤ i1 ≤ N ìà¹ìî

Pei(2)(z1) ∼ 1 +
∞

D
n=1

qei(2)+ne1(1− qei(2)+(n−1)e1)z1

1
= Fei(2)(z1),

äå

qei(2)+e1 =
q′ei(2)+e1
1− qei(2)

i îñêiëüêè qei(2) 6= 0, òî çãiäíî ç ëåìîþ 1.1 äiéñíi ÷èñëà qei(2)+ne1 äëÿ n ≥ 2

âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëîþ

qei(2)+ne1 = q′ei(2)+ne1

1−

n−1∏
r=1

q′ei(2)+re1
1− q′ei(2)+re1

1− qei(2)
−qei(2)

+
n−1∑
m=1

m∏
r=1

q′ei(2)+re1
1− q′ei(2)+re1

 .

Òàêèì ÷èíîì, çàïèøåìî

L0(z) ∼ s0
Fe0(z1) +

N∑
i1=2

qei1zi1
Fei1(z1) +

+

i1∑
i2=2

qi(2)(1− qi1)zi2
Fei(2)(z1) +

i2∑
i3=2

(−sei(2)ei3
)zi3Rei(3)(z).

Íàðåøòi, çàñòîñó¹ìî êðîê 4′. Íåõàé äëÿ êîæíèõ 2 ≤ i3 ≤ i2 − 1, 2 ≤
i2 ≤ i1 i 2 ≤ i1 ≤ N ïîñëiäîâíiñòü {sei1ei2+nei3}n∈N0

, ¹ àáñîëþòíî ìîíîòîííà,

âiäïîâiäíà íåñêií÷åííîìó ðîçïîäiëó ìàñ. Òîäi íà ïiäñòàâi òåîðåìè 1.5 äëÿ
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êîæíèõ 2 ≤ i3 ≤ i2 − 1, 2 ≤ i2 ≤ i1 i 2 ≤ i1 ≤ N iñíóþòü äiéñíi ÷èñëà

q′ei(2)+lei3
, l ≥ 1, òàêi, ùî 0 < q′ei(2)+lei3

< 1, l ≥ 1, i

1 +
∞∑
n=1

s
ei1
ei2+nei3

s
ei1
ei2

(−zi3)n ∼

∼ 1

1 +

q′ei(2)+ei3zi3

1 +

∞

D
n=2

q′ei(2)+nei3(1− g
′
ei(2)+(n−1)ei3

)zi3

1
,

äå äiéñíi ÷èñëà q′ei(2)+lei3 , l ≥ 1, ¹ äiàãîíàëüíèìè åëåìåíòàìè g(0)ei(2)+lei3
, l ≥ 1,

g-òàáëèöi

g
(0)
ei(2)+ei3

g
(1)
ei(2) g

(0)
ei(2)+2ei3

g
(1)
ei(2)+ei3

g
(0)
ei(2)+3ei3

g
(2)
ei(2) g

(1)
ei(2)+2ei3

g
(0)
ei(2)+4ei3... g

(2)
ei(2)+ei3

... g
(1)
ei(2)+3ei3

... g
(0)
ei(2)+5ei3... ... ... . . .

,

åëåìåíòè ÿêî¨ âèçíà÷àþòüñÿ çà ïðàâèëàìè ðîìáà

(1− g(n)ei(2)+(2l+1)ei3
)(1− g(n)ei(2)+(2l+2)ei3

) = (1− g(n+1)
ei(2)+2lei3

)(1− g(n+1)
ei(2)+(2l+1)ei3

),

g
(n)
ei(2)+(2l+2)ei3

g
(n)
ei(2)+(2l+3)ei3

= g
(n+1)
ei(2)+(2l+1)ei3

g
(n+1)
ei(2)+(2l+2)ei3

,

äå l ≥ 0, n ≥ 0, ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

g(n+1)
ei(2)

= 0, g
(n)
ei(2)+ei3

=
s
ei1
ei2+(n+1)ei3

s
ei1
ei2+nei3

, n ≥ 0.

Íåõàé äëÿ êîæíèõ 2 ≤ i3 ≤ i2−1, 2 ≤ i2 ≤ i1 i 2 ≤ i1 ≤ N âèêîíóþòüñÿ

òàêi íåðiâíîñòi

0 < qei(2) ≤M
ei3
ei(2) < 1,

äå

M
ei3
ei(2) = 1 +

−q′ei(2)+ei3
1 +

∞

D
n=2

−q′ei(2)+nee3(1− q
′
ei(2)+(n−1)ei3

)

1
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� 0-èé ìàêñèìàëüíèé ïàðàìåòð ëàíöþãîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi

q′ei(2)+ei3 , q
′
ei(2)+2ei3

(1− q′ei(2)+ei3), q
′
ei(2)+3ei3

(1− q′ei(2)+2ei3
), . . . .

Òîäi íà ïiäñòàâi îçíà÷åííÿ ëàíöþãîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi òà ¨¨ âëàñòèâîñòåé äëÿ

êîæíèõ 2 ≤ i3 ≤ i2 − 1, 2 ≤ i2 ≤ i1 i 2 ≤ i1 ≤ N ìà¹ìî

1 +
∞∑
n=1

s
ei1
ei2+nei3

s
ei3
ei2

(−zi3)n ∼

∼ 1

1 +

q′′ei(2)+ei2(1− qei(2))zi3
1 +

∞

D
n=2

q′′ei(2)+nei3(1− q
′′
ei(2)+(n−1)ei3

)zi3

1
,

äå

q′′ei(2)+ei3 =
q′ei(2)+ei3
1− qei(2)

i îñêiëüêè qei(2) 6= 0, òî çãiäíî ç ëåìîþ 1.1 äiéñíi ÷èñëà q′′ei(2)+ne3 äëÿ n ≥ 2

âèçíà÷àþòüñÿ çà òàêîþ ôîðìóëîþ

q′′ei(2)+nei3 = q′ei(2)+nei3

1−

n−1∏
r=1

q′ei(2)+rei3
1− q′ei(2)+rei3

1− qei(2)
−qei(2)

+
n−1∑
m=1

m∏
r=1

q′ei(2)+rei3
1− q′ei(2)+rei3

 .

Îñêiëüêè

−sei(2)ei3

1− qei(2)
=

s
ei1
ei2+ei3

s
ei1
ei2

(1− qei(2))
=
g
(0)
ei(2)+ei3

1− qei(2)
=

q′ei(2)+ei3
1− qei(2)

= q′′ei(2)+ei3 ,

äå 2 ≤ i3 ≤ i2 − 1, 2 ≤ i2 ≤ i1 i 2 ≤ i1 ≤ N,

−sei(2)ei2

1− qei(2)
=

s
ei1
2ei2

s
ei1
ei2

(1− q′′ei(2))
=

=
(1 + se0ei1)(s

e0
ei1
se0ei1+2ei2

− (se0ei1+ei2)
2)

se0ei1+ei2(s
e0
ei1

(1 + se0ei1)− s
e0
ei1+ei2

)
= g

(0)
ei1+2ei2

(1 + se0ei1)(s
e0
ei1
− se0ei1+ei2)

se0ei1(1 + se0ei1)− s
e0
ei1+ei2

=

= q′ei1+2ei2

(1− q′ei1)(1− q
′
ei1+ei2

)

1− q′ei1 − q
′
ei1+ei2

= q′′ei1+2ei2
,
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äå 2 ≤ i2 ≤ i1−1 i 3 ≤ i1 ≤ N (çàçíà÷èìî, ùî òàê ñàìî, ÿê i â áàãàòîâèìið-

íîìó qd -àëãîðèòìi Ðóòiñõàóçåðà, êîåôiöi¹íò s
ei(2)
ei2

ìîæëèâèé ëèøå ó âèïàäó

êîëè N ≥ 3 i, çðîçóìiëî, ïîÿâà öüîãî êîåôiöi¹íòà òóò i ïîäiáíèõ iíøèõ íà

íàñòóïíèõ êðîêàõ çàëåæèòü âiä ÷èñëà N),

−s2ei1ei1

1− q2ei1
=

s
ei1
2ei1

s
ei1
ei1

(1− q′2ei1)
=

(1 + se0ei1)(s
e0
ei1
se03ei1
− (se02ei1

)2)

se02ei1
(se0ei1(1 + se0ei1)− s

e0
2ei1

)
=

=
(s0 − sei1)(sei1s3ei1 − s

2
2ei1

)

(s0s2ei1 − s
2
ei1

)(sei1 − s2ei1)
= g

(0)
3ei1

= q′3ei1 ,

äå 2 ≤ i1 ≤ N, òî ïîêëàäåìî

qei(3) = q′′ei(3), 2 ≤ i3 ≤ i2 − 1, 2 ≤ i2 ≤ i1, 2 ≤ i1 ≤ N,

qei1+2ei2
= q′′ei1+2ei2

, 2 ≤ i2 ≤ i1 − 1, 3 ≤ i1 ≤ N,

q3ei1 = q′3ei1 , 2 ≤ i1 ≤ N.

Òàêèì ÷èíîì, çàïèøåìî

L0(z) ∼ s0
Fe0(z1) +

N∑
i1=2

qei1zi1
Fei1(z1) +

i1∑
i2=2

qi(2)(1− qi1)zi2
Fei(2)(z1) +

+

i2∑
i3=2

qei(3)(1− qei(2))zi3Rei(3)(z).

Çðîçóìiëî, ùî ïîäàëüøà ïîáóäîâà áàãàòîâèìiðíîãî g-äðîáó ç íåðiâíî-

çíà÷íèìè çìiíàìè (4.35) ïîëÿãà¹ ó ïîñòóïîâîìó çàñòîñóâàííi êðîêiâ 1, 2, 3′

i 4′ äî âñiõ ôîðìàëüíèõ êðàòíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ, ùî çíàõîäÿòüñÿ â ÷èñåëü-

íèêàõ êiíöåâèõ ÷àñòèííèõ ëàíêàõ ñêií÷åííèõ ãiëîê ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî

äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiíàìè. Ó ðåçóëüòàòi, îá÷èñëèâøè êîåôiöi¹íòè

se0k , k ≥ 0, çà ðåêóðåíòíîþ ôîðìóëîþ (4.37) i êîåôiöi¹íòè s
ei(k)
k , |k| ≥ 1,

kj = 0, ik + 1 ≤ j ≤ N, k ≥ 1, 2 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, çà ðåêóðåíòíîþ

ôîðìóëîþ

s
ei(k)
k = −

|k|∑
|r|=1

s
ei(k)
k−r

s
ei(k−1)
r+eik

s
ei(k−1)
eik

, (4.44)
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äå s
ei(k)
0 = 1, ïðè öüîìó s

ei(k)
k = 0, ÿêùî iñíó¹ iíäåêñ j òàêèé, ùî 1 ≤ j ≤ N

i kj < 0, çà óìîâ, ùî äëÿ êîæíîãî 1 ≤ i1 ≤ N ïîñëiäîâíiñòü (4.38) ¹ àáñî-

ëþòíî ìîíîòîííà, âiäïîâiäíà íåñêií÷åííîìó ðîçïîäiëó ìàñ, i äëÿ êîæíèõ

1 ≤ ik+1 ≤ ik − 1, 2 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k i k ≥ 1 ïîñëiäîâíiñòü

{sei(k−1)eik+neik+1
}n∈N0

(4.45)

¹ àáñîëþòíî ìîíîòîííà, âiäïîâiäíà íåñêií÷åííîìó ðîçïîäiëó ìàñ, i, êðiì

öüîãî, äëÿ 1 ≤ ik+1 ≤ ik − 1, 2 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k i k ≥ 1 âèêîíóþòüñÿ

òàêi íåðiâíîñòi

0 < qei(k) ≤M ek+1
ei(k)

< 1, (4.46)

äå

M ek+1
ei(k)

= 1 +
−q′ei(k+1)

1 +

∞

D
n=2

−q′ei(k)+neik+1
(1− q′ei(k)+(n−1)eik+1

)

1
,

äå äiéñíi ÷èñëà q′ei(k)+leik+1
, l ≥ 1, ¹ äiàãîíàëüíèìè åëåìåíòàìè g(0)ei(k)+leik+1

,

l ≥ 1, g-òàáëèöi

g
(0)
ei(k)+eik+1

g
(1)
ei(k) g

(0)
ei(k)+2eik+1

g
(1)
ei(k)+eik+1

g
(0)
ei(k)+3eik+1

g
(2)
ei(k) g

(1)
ei(k)+2eik+1

g
(0)
ei(k)+4eik+1

... g
(2)
ei(k)+eik+1

... g
(1)
ei(k)+3eik+1

... g
(0)
ei(k)+5eik+1

... ... ... . . .

, (4.47)

åëåìåíòè ÿêî¨ âèçíà÷àþòüñÿ çà ïðàâèëàìè ðîìáà

1− g(n)ei(k)+(2l+1)eik+1

1− g(n+1)
ei(k)+(2l+1)eik+1

=
1− g(n+1)

ei(k)+2leik+1

1− g(n)ei(k)+(2l+2)eik+1

, (4.48)

g
(n)
ei(k)+(2l+2)eik+1

g
(n)
ei(k)+(2l+3)eik+1

= g
(n+1)
ei(k)+(2l+1)eik+1

g
(n+1)
(ei(k)+(2l+2)eik+1

, (4.49)

äå l ≥ 0, n ≥ 0, ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

g(n+1)
ei(k)

= 0, g
(n)
ei(k)+eik+1

=
s
ei(k−1)
ei(k)+(n+1)eik+1

s
ei(k−1)
ei(k)+neik+1

, n ≥ 0, (4.50)
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äëÿ ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (4.34) îòðèìà¹ìî áàãàòîâèìið-

íèé g-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (4.35), äå äiéñíi ÷èñëà qei(k) äëÿ âñiõ

ei(k) ∈ Ek, k ≥ 1, îá÷èñëþþòüñÿ ó òàêèé ñïîñiá: äëÿ êîæíîãî 1 ≤ i1 ≤ N äié-

íi ÷èñëà qlei1 , l ≥ 1, ¹ äiàãîíàëüíèìè åëåìåíòàìè g(0)lei1
, l ≥ 1, g-òàáëèöi (4.39)

åëåìåíòè ÿêî¨ âèçíà÷àþòüñÿ çà ïðàâèëàìè ðîìáà (4.40) i (4.41) ç ïî÷àòêî-

âèìè óìîâàìè (4.42); äëÿ êîæíèõ 1 ≤ ik+1 ≤ ik−1, 2 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k

i k ≥ 1 äiéñíi ÷èñëà qei(k)+leek+1
, l ≥ 1, îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

qei(k)+eek+1
=
q′ei(k)+eek+1

1− qei(k)
, (4.51)

qei(k)+neek+1
= q′ei(k)+neek+1

1−

n−1∏
r=1

q′ei(k)+reek+1

1− q′ei(k)+reek+1

1− qei(k)
−qei(k)

+
n−1∑
m=1

m∏
r=1

q′ei(k)+reek+1

1− q′ei(k)+reek+1

 , (4.52)

äå äiéñíi ÷èñëà q′ei(k)+leik+1
, l ≥ 1, ¹ äiàãîíàëüíèìè åëåìåíòàìè g(0)ei(k)+leik+1

,

l ≥ 1, g-òàáëèöi (4.47), åëåìåíòè ÿêî¨ âèçíà÷àþòüñÿ çà ïðàâèëàìè ðîìáà

(4.48) i (4.49) ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (4.50).

Òàêèì ÷èíîì, ïîáóäîâàíî ðåêóðåíòíèé àëãîðèòì îá÷èñëåííÿ êîåôiöi-

¹íòiâ áàãàòîâèìiðíîãî g-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (4.35) çà óìî-

âè, ùî çàäàíi êîåôiöi¹íòè ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (4.34).

Çðîçóìiëî, ùî öåé àëãîðèòì ¹ áàãàòîâèìiðíèì óçàãàëüíåííÿì g-àëãîðèòìó

Áàóåðà.

Äàëi ïîêàæåìî, ùî áàãàòîâèìiðíèé g-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

(4.35), ïîáóäîâàíèé çà áàãàòîâèìiðíèì g-àëãîðèòìîì Áàóåðà, ¹ âiäïîâiäíèì

äî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (4.34) â òî÷öi z = 0. Äëÿ öüîãî

äîñèòü äîâåñòè, ùî ïîðÿäîê âiäïîâiäíîñòi νn ïðÿìó¹ ìîíîòîííî äî ∞ ïðè

n→∞. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî çà iíäóêöi¹þ çà n.

Íåõàé {fn(z)}n∈N0
� ïîñëiäîâíiñòü ïiäõiäíèõ äðîáiâ áàãàòîâèìiðíîãî g-

äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (4.35). Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ

(4.37), (4.40)�(4.42), (4.44) i (4.48)�(4.52), çãîðòàòèìåìî ïiäõiäíi äðîáè fn(z)

äëÿ êîæíîãî n ≥ 1.
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Ïðè n = 1 ìà¹ìî f1(z) = s0. Îñêiëüêè

s0 −

(∑
k≥0

sk(−z)k

)
=
∑
|k|≥1

sk(−z)k,

òî f1(z) ∼ L0(z) i ïîðÿäîê âiäïîâiäíîñòi ν1 = 1.

Ïðè n = 2 çàïèøåìî

f2(z) =
s0
1 +

N∑
i1=1

qei1zi1 =
s0
1 +

N∑
i1=1

(−se0ei1)zi1 =
1∑
|k|=0

sk(−z)k + O(z2),

äå ñèìâîë O(zp) � îçíà÷à¹ ôîðìàëüíèé êðàòíèé ñòåïåíåâèé ðÿä, ÷èé íàé-

ìåíøèé ñòåïiíü îäíîðiäíèõ ÷ëåíiâ ¹ íå ìåíøèé, íiæ p, p ≥ 2. Îñêiëüêè
1∑
|k|=0

sk(−z)k + O(z2)−

(∑
k≥0

sk(−z)k

)
= O′(z2),

äå ñèìâîë O′(zp) îçíà÷à¹ òå ñàìå, ùî i ñèìâîë O(zp), òî g2(z) ∼ L0(z) i

ν2 = 2.

Çãiäíî ç îïèñàíèì âèùå áàãàòîâèìiðíèì g-àëãîðèòìîì Áàóåðà äëÿ e0
i äëÿ âñiõ ei(k) òàêèõ, ùî 2 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k i k ≥ 1 íåïåðåðâíèé äðiá

Fei(k)(z1) = 1 +
∞

D
l=1

qei(k)+le1(1− qei(k)+(l−1)e1)z1

1

(òóò i äàëi qe0 = 0) ¹ âiäïîâiäíèì äî ôîðìàëüíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó

Pei(k)(z1) = 1 +
∞∑
l=1

s
ei(k)
le1

(−z1)l

â ïî÷àòêó êîîðäèíàò, i ïîðÿäîê âiäïîâiäíîñòi νn = n + 1. Òîìó, äëÿ e0 i

äëÿ êîæíîãî ei(k) òàêîãî, ùî 2 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1 i äëÿ n ≥ 2

ñêií÷åííèé íåïåðåðâíèé äðiá

F (n)
ei(k)

(z1) = 1 +
n

D
l=1

qei(k)+le1(1− qei(k)+(l−1)e1)z1

1

çîáðàæó¹òüñÿ ôîðìàëüíèì ñòåïåíåâèì ðÿäîì âèãëÿäó

P (n)
ei(k)

(z1) = 1 +
n∑
l=1

s
ei(k)
le1

(−z1)l +O(zn+1
1 ),



179

äå ñèìâîë O(zp1) îçíà÷à¹ ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä, ÷èé íàéìåíøèé ñòå-

ïiíü ÷ëåíiâ ¹ íå ìåíøèé, íiæ p, p ≥ 3.

Òîäi ïðè n = 3 ìà¹ìî

f3(z) =
s0

F
(2)
e0 (z1) +

N∑
i1=2

qei1zi1
1 +

i1∑
i2=1

qei(2)(1− qei1)zi2 =

=
s0

P
(2)
e0 (z1) +

N∑
i1=2

−se0ei1zi1
1 +

i1∑
i2=1

(−sei1ei2)zi2 =

=
s0

P
(2)
e0 (z1) +

N∑
i1=2

(−se0ei1)zi1

(
1 +

i1∑
i2=1

−se0ei(2)
se0ei1

+O(z2)

)
=

=
s0
1 +

(
N∑
i1=1

(−se0ei1)zi1 +
N∑
i1=2

zi1

(
i1∑
i2=1

se0ei(2)

)
+O(z3)

)
=

=
2∑
|k|=0

sk(−z)k +O(z3),

Îñêiëüêè

2∑
|k|=0

sk(−z)k +O(z3)−

(∑
k≥0

sk(−z)k

)
= O′(z3),

òî f3(z) ∼ L0(z) i ν3 = 3.

Äàëi, íåõàé n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî òàêå, ùî n ≥ 4. Òîäi

fn(z) =
s0

F
(n−1)
e0 (z1) +

N∑
i1=2

qei1zi1

F
(n−2)
ei1

(z1) +

i1∑
i2=2

qei(2)(1− qei1)zi2
F

(n−3)
ei(2) (z1) +

. . .
+

+

in−4∑
in−3=2

qei(n−3)(1− qei(n−4))zin−3
F

(2)
ei(n−3)(z1) +

in−3∑
in−2=2

qei(n−2)(1− qei(n−3))zin−2
1 +

+

in−2∑
in−1=2

qei(n−1)(1− qei(n−2))zin−1 =

=
s0

P
(n−1)
e0 (z1) +

N∑
i1=2

−se0ei1zi1
P

(n−2)
ei1

(z1) +
. . .

+

in−4∑
in−3=2

−sei(n−4)ein−3
zin−3

P
(2)
ei(n−3)(z1) +
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+

in−3∑
in−2=2

−sei(n−3)ein−2
zin−2

1 +

in−2∑
in−1=1

(−sei(n−2)ein−1
)zin−1 =

=
s0

P
(n−1)
e0 (z1) +

N∑
i1=2

−se0ei1zi1
P

(n−2)
ei1

(z1) +
. . .

+

in−4∑
in−3=2

−sei(n−4)ein−3
zin−3

P
(2)
ei(n−3)(z1) +

+

in−3∑
in−2=2

(−sei(n−3)ein−2
)zin−2

(
1 +

in−2∑
in−1=1

−sei(n−3)ein−2,in−1

s
ei(n−3)
ein−2

zin−1 +O(z2)

)
=

=
s0

P
(n−1)
e0 (z1) +

N∑
i1=2

−se0ei1zi1
P

(n−2)
ei1

(z1) +
. . .

+

in−4∑
in−3=2

−sei(n−4)ein−3
zin−3

P
(2)
ei(n−3)(z1) +

+

(
in−3∑
in−2=2

(−sei(n−3)ein−2
)zin−2 +

in−3∑
in−2=2

zin−2

(
in−2∑
in−1=1

s
ei(n−3)
ein−2,in−1

zin−1

)
+O(z3)

)

Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ, íà îñòàííüîìó êðîöi îòðèìà¹ìî

fn(z) =
n−1∑
|k|=0

sk(−z)k +O(zn).

Îñêiëüêè

n−1∑
|k|=0

sk(−z)k +O(zn)−

(∑
k≥0

sk(−z)k

)
= O′(zn),

òî fn(z) ∼ L(z) i νn = n.

Iç äîâiëüíîñòi n âèïëèâà¹, ùî fn(z) ∼ L0(z) äëÿ âñiõ n ≥ 1 i ïîðÿ-

äîê âiäïîâiäíîñòi νn = n. Öå îçíà÷à¹, ùî ðîçâèíåííÿ êîæíîãî ïiäõiäíîãî

äðîáó fn(z) ó ôîðìàëüíèé êðàòíèé ñòåïåíåâèé ðÿä çáiãà¹òüñÿ ç ôîðìàëü-

íèì êðàòíèì ñòåïåíåâèì ðÿäîì L0(z) ïî÷ëåííî äî âñiõ îäíîðiäíèõ ÷ëåíiâ

çi ñòåïåíåì (n− 1) âêëþ÷íî. Îñêiëüêè

lim
n→+∞

νn = lim
n→+∞

n− 1 = +∞,

òî áàãàòîâèìiðíèé g-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (4.35) ¹ âiäïîâiäíèìè

äî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (4.34) â òî÷öi z = 0. Òàêèì

÷èíîì, äîâåäåíà òàêà òåîðåìà:
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Òåîðåìà 4.5. Áàãàòîâèìiðíèé g-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

(4.33) ¹ âiäïîâiäíèì äî çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó

(4.34) â òî÷öi z = 0 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ êîæíîãî 1 ≤ i1 ≤ N

ïîñëiäîâíiñòü (4.38) ¹ àáñîëþòíî ìîíîòîííà, âiäïîâiäíà íåñêií÷åííîìó

ðîçïîäiëó ìàñ, i äëÿ êîæíèõ 1 ≤ ik+1 ≤ ik−1, 2 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k i k ≥
1 ïîñëiäîâíiñòü (4.45) ¹ àáñîëþòíî ìîíîòîííà, âiäïîâiäíà íåñêií÷åííîìó

ðîçïîäiëó ìàñ, i, êðiì öüîãî, âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (4.46) äëÿ 1 ≤ ik+1 ≤
ik − 1, 2 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k i k ≥ 1.

Çàçíà÷èìî, ùî iç ïîáóäîâàíîãî âèùå áàãàòîâèìiðíîãî g-àëãîðèòìó Áà-

óåðà âèïëèâà¹, ùî äiéñíi ÷èñëà qei(k) äëÿ âñiõ ei(k) ∈ Ek, k ≥ 1, áàãàòîâèìið-

íîãî S -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

s0
1 +

N∑
i1=1

qei(1)zi1
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

qei(k)(1− δik,ik−1qei(k−1))zik
1

, (4.53)

äå δi,j � ñèìâîë Êðîíåêåðà, âiäïîâiäíîãî äî çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíî-

ãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (4.34) â òî÷öi z = 0, ìîæíà îá÷èñëþâàòè òàê: äëÿ êî-

æíîãî 1 ≤ i1 ≤ N äiéíi ÷èñëà qlei1 , l ≥ 1, ¹ äiàãîíàëüíèìè åëåìåíòàìè g(0)lei1
,

l ≥ 1, g-òàáëèöi (4.39), åëåìåíòè ÿêî¨ âèçíà÷àþòüñÿ çà ïðàâèëàìè ðîìáà

(4.40) i (4.41) ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (4.42); äëÿ êîæíèõ 1 ≤ ik+1 ≤ ik − 1,

2 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k i k ≥ 1 äiéñíi ÷èñëà qei(k)+leek+1
, l ≥ 1, ¹ äià-

ãîíàëüíèìè åëåìåíòàìè g(0)ei(k)+leik+1
, l ≥ 1, g-òàáëèöi (4.47), åëåìåíòè ÿêî¨

âèçíà÷àþòüñÿ çà ïðàâèëàìè ðîìáà (4.48) i (4.49) ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

(4.50). Êðiì öüîãî, íà ïiäñòàâi òåîðåìè 4.4 áàãàòîâèìiðíèé S -äðiá ç íåðiâ-

íîçíà÷íèìè çìiííèìè (4.53), êîåôiöi¹íòè ÿêîãî îá÷èñëåíi âèùå îïèñàíèì

ñïîñîáîì, ¹ âiäïîâiäíèì äî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (4.34)

â òî÷öi z = 0. Òàêèì ÷èíîì, ïðàâèëüíà òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 4.6. Áàãàòîâèìiðíèé S-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

s0
1 +

N∑
i1=1

gi(1)zi1
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

gi(k)(1− δik,ik−1gi(k−1))zik
1

,
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äå s0 > 0, 0 < gi(k) < 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, δi,j � ñèìâîë Êðîíåêåðà, ¹

âiäïîâiäíèì äî çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (4.34) â

òî÷öi z = 0 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ êîæíîãî 1 ≤ i1 ≤ N ïîñëiäîâíiñòü

(4.38) ¹ àáñîëþòíî ìîíîòîííà, âiäïîâiäíà íåñêií÷åííîìó ðîçïîäiëó ìàñ, i

äëÿ êîæíèõ 1 ≤ ik+1 ≤ ik−1, 2 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k i k ≥ 1 ïîñëiäîâíiñòü

(4.45) ¹ àáñîëþòíî ìîíîòîííà, âiäïîâiäíà íåñêií÷åííîìó ðîçïîäiëó ìàñ.

4.4. Ïîáóäîâà áàãàòîâèìiðíîãî ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç íåðiâíî-

çíà÷íèìè çìiííèìè

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ïîáóäó¹ìî i äîñëiäèìî àëãîðèòì ðîçâèíåííÿ çàäà-

íîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (4.1) ó áàãàòîâèìiðíèé ïðè-

¹äíàíèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

c0 +
N∑
i1=1

pi(1)zi1
1 + qi(1)zi1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

(−1)δik−1,ikpi(k)zik−1zik
1 + qi(k)zik

, (4.54)

äå pi(k) ∈ C\{0}, qi(k) ∈ C äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, δi,j � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Íåõàé N ≥ 2. Ïîçíà÷èìî aei(k) = pi(k), bei(k) = qi(k) äëÿ âñiõ ei(k) ∈ Ek,
i(k) ∈ Ik, k ≥ 1. Òîäi áàãàòîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè (4.54) çàïèøåìî ó âèãëÿäi

c0 +
N∑
i1=1

aei(1)zi1
1 + bei(1)zi1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

(−1)δik−1,ikaei(k)zik−1zik
1 + bei(k)zik

, (4.55)

äå ai(k) ∈ C\{0}, bi(k) ∈ C äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, δi,j � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Ïîáóäîâó áàãàòîâèìiðíîãî ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

(4.55) ïðîâîäèòèìåìî ìiðêóâàííÿìè, ïîäiáíèìè äî ìiðêóâàíü, çàñòîñîâà-

íèõ â ïiäðîçäiëi 4.1 äî ïîáóäîâè áàãàòîâèìiðíîãî ðåãóëÿðíîãî Ñ -äðîáó ç

íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (4.3).

Êðîê 1. Íåõàé ck 6= 0 äëÿ |k| = 1. Òîäi ôîðìàëüíèé êðàòíèé ñòåïåíå-

âèé ðÿä (4.1) çàïèøåìî ó âèãëÿäi

L0(z) = c0 + Pe0(z1) +
N∑
i1=2

cei1zi1Rei1
(z),



183

äå

Pe0(z1) =
∞∑
n=1

cne1z
n
1 , Rei1

(z) =
∑
|k|≥0

kj=0, i1+1≤j≤N

ck+ei1
cei1

zk, 2 ≤ i1 ≤ N.

Êðîê 2. Íåõàé He1(n) 6= 0 äëÿ n ≥ 1, äå

He1(n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ce1 c2e1 . . . cne1

c2e1 c3e1 . . . c(n+1)e1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

cne1 c(n+1)e1 . . . c(2n−1)e1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (4.56)

Òîäi çãiäíî ç òåîðåìîþ 1.7 iñíóþòü ÷èñëà ane1 i bne1, n ≥ 1, òàêi, ùî ane1 6= 0

äëÿ n ≥ 1 i
∞∑
n=1

cne1z
n
1 ∼

ae1z1
1 + be1z1 +

∞

D
l=2

−ale1z21
1 + ble1z1

= Fe0(z1),

äå êîåôiöi¹íòè íåïåðåðâíîãî äðîáó Fe0(z1) îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

ane1 =
He1(n)He1(n− 2)

(He1(n− 1))2
, bne1 =

χe1(n− 1)

He1(n− 1)
− χe1(n)

He1(n)
, n ≥ 1,

äå He1(−1) = He1(0) = 1, He1(n) äëÿ n ≥ 1 âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëîþ

(4.56), χe1(0) = 0, χe1(1) = c2e1 i

χe1(n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ce1 c2e1 . . . c(n−1)e1 c(n+1)e1

c2e1 c3e1 . . . cnei1 c(n+2)e1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

cne1 c(n+1)e1 . . . c(2n−2)e1 c2ne1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
äëÿ n ≥ 2.

Òàêèì ÷èíîì, çàïèøåìî

L0(z) ∼ c0 + Fe0(z1) +
N∑
i1=2

cei1zi1Rei1
(z).

Êðîê 3. Íåõàé Hei1
(n) 6= 0 äëÿ 2 ≤ i1 ≤ N i n ≥ 1, äå

Hei1
(n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cei1 c2ei1 . . . cnei1
ce2ei1

c3ei1 . . . c(n+1)ei1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

cnei1 c(n+1)ei1
. . . c(2n−1)ei1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (4.57)
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Òîäi íà ïiäñòàâi òåîðåìè 1.7 äëÿ êîæíîãî 2 ≤ i1 ≤ N iñíóþòü ÷èñëà a′nei1 i

b′nei1 , n ≥ 1, òàêi, ùî a′nei1 6= 0 äëÿ n ≥ 1 i

∞∑
n=1

cnei1z
n
i1
∼

a′ei1zi1

1 + b′ei1zi1 +

∞

D
l=2

−a′lei1z
2
i1

1 + b′lei1
zi1
,

äå êîåôiöi¹íòè íåïåðåðâíîãî äðîáó ïðàâîðó÷ îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

a′nei1 =
Hei1

(n)Hei1
(n− 2)

(Hei1
(n− 1))2

, b′nei1 =
χei1(n− 1)

Hei1
(n− 1)

−
χei1(n)

Hei1
(n)

, n ≥ 1,

äå Hei1
(−1) = Hei1

(0) = 1, Hei1
(n) äëÿ n ≥ 1 âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëîþ

(4.57), χei1(0) = 0, χei1(1) = c2ei1 i

χei1(n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cei1 c2ei1 . . . c(n−1)ei1 c(n+1)ei1

c2ei1 c3ei1 . . . cnei1 c(n+2)ei1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

cnei1 c(n+1)ei1
. . . c(2n−2)ei1 c2nei1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
äëÿ n ≥ 2. (4.58)

Îñêiëüêè cei1 = a′ei1 , 2 ≤ i1 ≤ N, òî ïîêëàäåìî aei1 = a′ei1 , 2 ≤ i1 ≤ N.

Òàêèì ÷èíîì,

L0(z) ∼ c0 + Fe0(z1) +
N∑
i1=2

aei1zi1Rei1
(z).

Êðîê 4. Íåõàé äëÿ êîæíîãî 2 ≤ i1 ≤ N ôîðìàëüíèé êðàòíèé ñòåïåíå-

âèé ðÿä

R′ei1(z) =
∑
|k|≥0

kj=0, i1+1≤j≤N

c
ei1
k zk (4.59)

¹ îáåðíåíèì äî Rei1
(z). Çàçíà÷èìî, ùî êîåôiöi¹íòè ck, |k| ≥ 1, kj = 0,

i1 + 1 ≤ j ≤ N, ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (4.59) îäíîçíà÷íî

âèçíà÷àþòüñÿ çà ðåêóðåíòíîþ ôîðìóëîþ

c
ei1
k = −

|k|∑
|r|=1

c
ei1
k−r

cr+ei1
cei1

, (4.60)
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äå c
ei1
0 = 1, ïðè öüîìó c

ei1
k = 0, ÿêùî iñíó¹ iíäåêñ j, 1 ≤ j ≤ N, òàêèé, ùî

kj < 0. Òîäi

L0(z) ∼ c0 + Fe0(z1) +
N∑
i1=2

aei1zi1
R′ei1(z)

.

Äàëi, äëÿ ïîáóäîâè áàãàòîâèìiðíîãî ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà-

÷íèìè çìiííèìè (4.55) âèêîðèñòîâóâàòèìåìî iäå¨, âèêëàäåíi ó êðîêàõ 1�4.

Çàñòîñó¹ìî êðîê 1 äî êîæíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó

R′ei1(z), äå 2 ≤ i1 ≤ N. Íåõàé c
ei1
ei(2) 6= 0 äëÿ 1 ≤ i2 ≤ i1 i 2 ≤ i1 ≤ N.

Êðiì öüîãî, äëÿ ôîðìóâàííÿ ÷àñòèííèõ çíàìåííèêiâ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãî-

âîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiíàìè íàêëàäåìî äîäàòêîâi óìîâè (òîìó

íàäàëi êðîê 1 çàìiíèìî íà 1′). Íåõàé

c
ei1
nei2

= 0 äëÿ 1 ≤ i2 ≤ i1 − 1, 2 ≤ i1 ≤ N i n ≥ 1.

Òîäi äëÿ êîæíîãî 2 ≤ i1 ≤ N ôîðìàëüíèé êðàòíèé ñòåïåíåâèé ðÿä (4.59)

çàïèøåìî ó âèãëÿäi

R′ei1(z) = 1 + c
ei1
ei1
zi1 + zi1Pei1(z1) +

i1∑
i2=2

c
ei1
ei(2)zi1zi2Rei(2)(z),

äå

Pei1(z1) =
∞∑
n=1

c
ei1
ei1+ne1

zn1 , Rei(2)(z) =
∑
|k|≥0

kj=0, i2+1≤j≤N

c
ei1
k+ei(2)

c
ei1
ei(2)

zk, 2 ≤ i2 ≤ i1.

Îñêiëüêè

c
ei1
ei1

= −
c2ei1
cei1

= b′ei1 , 2 ≤ i1 ≤ N,

òî ïîêëàäåìî bei1 = b′ei1 , 2 ≤ i1 ≤ N. Òàêèì ÷èíîì,

L0(z) ∼ c0 + Fe0(z1) +
N∑
i1=2

aei1zi1
1 + bei1zi1 + zi1Pei1(z1) +

i1∑
i2=2

c
ei1
ei(2)zi1zi2Rei(2)(z).
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Çàñòîñó¹ìî òåïåð êðîê 2 äî êîæíîãî ôîðìàëüíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó

Pei1(z1), äå 2 ≤ i1 ≤ N. Íåõàé H
ei1
ei1+e1

(n) 6= 0 äëÿ 2 ≤ i1 ≤ N i n ≥ 1, äå

H
ei1
ei1+e1

(n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c
ei1
ei1+e1

c
ei1
ei1+2e1

. . . c
ei1
ei1+ne1

c
ei1
ei1+2e1

c
ei1
ei1+3e1

. . . c
ei1
ei1+(n+1)e1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

c
ei1
ei1+ne1

c
ei1
ei1+(n+1)e1

. . . c
ei1
ei1+(2n−1)e1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (4.61)

Òîäi çãiäíî ç òåîðåìîþ 1.7 äëÿ êîæíîãî 2 ≤ i1 ≤ N iñíóþòü ÷èñëà aei1+ne1
i bei1+ne1, n ≥ 1, òàêi, ùî aei1+ne1 6= 0 äëÿ n ≥ 1 i

∞∑
n=1

c
ei1
ei1+ne1

zn1 ∼
aei1+e1z1

1 + bei1+e1z1 +

∞

D
l=2

−aei1+le1z
2
1

1 + bei1+le1z1
= Fei1(z1),

äå êîåôiöi¹íòè íåïåðåðâíîãî äðîáó Fei1(z1) îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

aei1+ne1 =
H
ei1
ei1+e1

(n)H
ei1
ei1+e1

(n− 2)

(H
ei1
ei1+e1

(n− 1))2
, n ≥ 1,

bei1+ne1 =
χ
ei1
ei1+e1

(n− 1)

H
ei1
ei1+e1

(n− 1)
−
χ
ei1
ei1+e1

(n)

H
ei1
ei1+e1

(n)
, n ≥ 1,

äå H
ei1
ei1+e1

(−1) = H
ei1
ei1+e1

(0) = 1, H
ei1
ei1+e1

(n) äëÿ n ≥ 1 âèçíà÷àþòüñÿ çà

ôîðìóëîþ (4.61), χ
ei1
ei1+e1

(0) = 0, χ
ei1
ei1+e1

(1) = c
ei1
ei1+2e1

i

χ
ei1
ei1+e1

(n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c
ei1
ei1+e1

c
ei1
ei1+2e1

. . . c
ei1
ei1+(n−1)e1 c

ei1
ei1+(n+1)e1

c
ei1
ei1+2e1

c
ei1
ei1+3e1

. . . c
ei1
ei1+ne1

c
ei1
ei1+(n+2)e1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

c
ei1
ei1+ne1

c
ei1
ei1+(n+1)e1

. . . c
ei1
ei1+(2n−2)e1 c

ei1
ei1+2ne1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
äëÿ n ≥ 2.

Òàêèì ÷èíîì, çàïèøåìî

L0(z) ∼ c0 + Fe0(z1) +
N∑
i1=2

aei1zi1
1 + bei1zi1 + zi1Fei1(z1) +

i1∑
i2=2

c
ei1
ei(2)zi1zi2Rei(2)(z).

Çàñòîñó¹ìî êðîê 3. ÍåõàéH
ei1
ei1+ei2

(n) 6= 0 äëÿ 2 ≤ i2 ≤ i1−1, 2 ≤ i1 ≤ N
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i n ≥ 1, äå

H
ei1
ei1+ei2

(n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c
ei1
ei1+ei2

c
ei1
ei1+2ei2

. . . c
ei1
ei1+nei2

c
ei1
ei1+2ei2

c
ei1
ei1+3ei2

. . . c
ei1
ei1+(n+1)ei2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

c
ei1
ei1+nei2

c
ei1
ei1+(n+1)ei2

. . . c
ei1
ei1+(2n−1)ei2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (4.62)

Òîäi íà ïiäñòàâi òåîðåìè 1.7 äëÿ êîæíèõ 2 ≤ i2 ≤ i1 − 1 i 2 ≤ i1 ≤ N

iñíóþòü ÷èñëà a′ei1+nei2 i b
′
ei1+nei2

, n ≥ 1, òàêi, ùî a′ei1+nei2 6= 0, n ≥ 1, i

∞∑
n=1

c
ei1
ei1+nei2

zni2 ∼
a′ei1+ei2zi2

1 + b′ei1+ei2zi2 +

∞

D
l=2

−a′ei1+lei2z
2
i2

1 + b′ei1+lei2
zi2
,

äå êîåôiöi¹íòè íåïåðåðâíîãî äðîáó ïðàâîðó÷ îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

a′ei1+nei2 =
H
ei1
ei1+ei2

(n)H
ei1
ei1+ei2

(n− 2)

(H
ei1
ei1+ei2

(n− 1))2
, n ≥ 1,

b′ei1+nei2 =
χ
ei1
ei1+ei2

(n− 1)

H
ei1
ei1+ei2

(n− 1)
−
χ
ei1
ei1+ei2

(n)

H
ei1
ei1+ei2

(n)
, n ≥ 1,

äå H
ei1
ei1+ei2

(−1) = H
ei1
ei1+ei2

(0) = 1, H
ei1
ei1+ei2

(n) äëÿ n ≥ 1 âèçíà÷àþòüñÿ çà

ôîðìóëîþ (4.62), χ
ei1
ei1+ei2

(0) = 0, χ
ei1
ei1+ei2

(1) = c
ei1
ei1+2ei2

i

χ
ei1
ei1+ei2

(n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c
ei1
ei1+ei2

c
ei1
ei1+2ei2

. . . c
ei1
ei1+(n−1)ei2

c
ei1
ei1+(n+1)ei2

c
ei1
ei1+2ei2

c
ei1
ei1+3ei2

. . . c
ei1
ei1+nei2

c
ei1
ei1+(n+2)ei2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

c
ei1
ei1+nei2

c
ei1
ei1+(n+1)ei2

. . . c
ei1
ei1+(2n−2)ei2

c
ei1
ei1+2nei2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
äëÿ n ≥ 2. Îñêiëüêè

c
ei1
ei(2) = a′ei(2), 2 ≤ i2 ≤ i1 − 1, 2 ≤ i1 ≤ N,

c
ei1
2ei1

= −
c
ei1
ei1
c2ei1 + c3ei2
cei1

= −
c3ei1cei1 − (c2ei1)

2

(cei1)
2

= −a′2ei1 , 2 ≤ i1 ≤ N,

òî ïîêëàäåìî

aei(2) = a′ei(2), a2ei1 = a′2ei1 , 2 ≤ i2 ≤ i1 − 1, 2 ≤ i1 ≤ N.
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Òàêèì ÷èíîì, çàïèøåìî

L0(z) ∼ c0 + Fe0(z1)+

+
N∑
i1=2

aei1zi1
1 + bei1zi1 + zi1Fei1(z1) +

i1∑
i2=2

(−1)δi1,i2aei(2)zi1zi2Rei(2)(z),

äå δi,j � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Çàñòîñó¹ìî êðîê 4 äî êîæíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó

Rei(2)(z), äå 2 ≤ i2 ≤ i1 i 2 ≤ i1 ≤ N. Íåõàé äëÿ êîæíèõ 2 ≤ i2 ≤ i1 i

2 ≤ i1 ≤ N ôîðìàëüíèé êðàòíèé ñòåïåíåâèé ðÿä

R′ei(2)(z) =
∑
|k|≥0

kj=0, i2+1≤j≤N

c
ei(2)
k zk (4.63)

¹ îáåðíåíèì äî Rei(2)(z). Çàçíà÷èìî, ùî êîåôiöi¹íòè c
ei(2)
k , |k| ≥ 1, kj = 0,

ik + 1 ≤ j ≤ N, ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (4.63) îäíîçíà÷íî

âèçíà÷àþòüñÿ çà ðåêóðåíòíîþ ôîðìóëîþ

c
ei(2)
k = −

|k|∑
|r|=1

c
ei(2)
k−r

c
ei1
r+ei(2)

c
ei1
ei(2)

,

äå c
ei(2)
0 = 1, ïðè÷îìó c

ei(2)
k = 0, ÿêùî iñíó¹ iíäåêñ j, 1 ≤ j ≤ N, òàêèé, ùî

kj < 0. Òîäi

L0(z) ∼ c0 + Fe0(z1) +
N∑
i1=2

aei1zi1
1 + bei1zi1 + zi1Fei1(z1) +

i1∑
i2=2

(−1)δi1,i2aei(2)zi1zi2
R′ei(2)(z)

.

Ïðîäîâæèìî ïîáóäîâó ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííè-

ìè (4.55) ïîäiáíèìè âèùå ìiðêóâàííÿìè. Çàñòîñó¹ìî êðîê 1′ äî êîæíî-

ãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó R′ei(2)(z), äå 2 ≤ i2 ≤ i1 i

2 ≤ i1 ≤ N. Íåõàé c
ei(2)
ei2+ei3

6= 0 äëÿ 1 ≤ i3 ≤ i2, 2 ≤ i2 ≤ i1 i 2 ≤ i1 ≤ N, i,

íåõàé

c
ei(2)
nei3

= 0 äëÿ 1 ≤ i3 ≤ i2 − 1, 2 ≤ i2 ≤ i1, 2 ≤ i1 ≤ N i n ≥ 1.
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Òîäi äëÿ êîæíèõ 2 ≤ i2 ≤ i1 i 2 ≤ i1 ≤ N ôîðìàëüíèé êðàòíèé ñòåïåíåâèé

ðÿä (4.63) çà óìîâ çàïèøåìî ó âèãëÿäi

R′ei(2)(z) = 1 + c
ei(2)
ei2

zi2 + zi2Pei(2)(z1) +

i2∑
i3=2

c
ei(2)
ei2,i3

zi2zi3Rei(3)(z),

äå

Pei(2)(z1) =
∞∑
n=1

c
ei(2)
ei2+ne1

zn1 , Rei(3)(z) =
∑
|k|≥0

kj=0, i3+1≤j≤N

c
ei(2)
k+ei2,i3

c
ei(2)
ei2,i3

zk.

Îñêiëüêè

c
ei(2)
ei2

= −
c
ei1
ei2+ei(2)

c
ei1
ei(2)

= b′ei(2),

äå 2 ≤ i2 ≤ i1 − 1 i 2 ≤ i1 ≤ N,

c
2ei1
ei1

= −
c
ei1
3ei1

c
ei1
2ei1

= −
c
ei1
2ei1
c2ei1 + c

ei1
ei1
c3ei1 + c4ei1

c
ei1
ei1
c2ei1 + c3ei1

=

=
c2ei1
cei1
−
c4ei1cei1 − c3ei1c2ei1
c3ei1cei1 − (c2ei1)

2
= b′2ei1 ,

äå 2 ≤ i1 ≤ N, òî ïîêëàäåìî

bei(2) = b′ei(2), b2ei1 = b′2ei1 , 2 ≤ i2 ≤ i1 − 1, 2 ≤ i1 ≤ N.

Òàêèì ÷èíîì, çàïèøåìî

L0(z) ∼ c0 + Fe0(z1) +
N∑
i1=2

aei1zi1
1 + bei1zi1 + zi1Fei1(z1) +

+

i1∑
i2=2

(−1)δi1,i2aei(2)zi1zi2
1 + bei(2)zi2 + zi2Pei(2)(z1) +

i2∑
i3=2

c
ei(2)
ei2,i3

zi2zi3Rei(3)(z).

Çàñòîñó¹ìî êðîê 2 äî êîæíîãî ôîðìàëüíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó Pei(2)(z1),

äå 2 ≤ i2 ≤ i1 i 2 ≤ i1 ≤ N. ÍåõàéH
ei(2)
ei2+e1

(n) 6= 0 äëÿ 2 ≤ i2 ≤ i1, 2 ≤ i1 ≤ N

i n ≥ 1, äå
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H
ei(2)
ei2+e1

(n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c
ei(2)
ei2+e1

c
ei(2)
ei2+2e1

. . . c
ei(2)
ei2+ne1

c
ei(2)
ei2+2e1

c
ei(2)
ei2+3e1

. . . c
ei(2)
ei2+(n+1)e1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

c
ei(2)
ei2+ne1

c
ei(2)
ei2+(n+1)e1

. . . c
ei(2)
ei2+(2n−1)e1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (4.64)

Òîäi çãiäíî ç òåîðåìîþ 1.7 äëÿ êîæíèõ 2 ≤ i2 ≤ i1 i 2 ≤ i1 ≤ N iñíóþòü

÷èñëà aei(2)+ne1 i bei(2)+ne1, n ≥ 1, òàêi, ùî aei(2)+ne1 6= 0 äëÿ n ≥ 1 i

∞∑
n=1

c
ei(2)
ei2+ne1

zn1 ∼
aei(2)+e1z1

1 + bei(2)+e1z1 +

∞

D
l=2

−aei(2)+le1z21
1 + bei(2)+le1z1

= Fei(2)(z1),

äå êîåôiöi¹íòè íåïåðåðâíîãî äðîáó Fei(2)(z1) îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

aei(2)+ne1 =
H
ei(2)
ei2+e1

(n)H
ei(2)
ei2+e1

(n− 2)

(H
ei(2)
ei2+e1

(n− 1))2
, n ≥ 1,

bei(2)+ne1 =
χ
ei(2)
ei2+e1

(n− 1)

H
ei(2)
ei2+e1

(n− 1)
−
χ
ei(2)
ei2+e1

(n)

H
ei(2)
ei2+e1

(n)
, n ≥ 1,

äå H
ei(2)
ei2+e1

(−1) = H
ei(2)
ei2+e1

(0) = 1, H
ei(2)
ei2+e1

(n) äëÿ n ≥ 1 âèçíà÷àþòüñÿ çà

ôîðìóëîþ (4.64), χ
ei(2)
ei2+e1

(0) = 0, χ
ei(2)
ei2+e1

(1) = c
ei(2)
ei2+2e1

i

χ
ei(2)
ei2+e1

(n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c
ei(2)
ei2+e1

c
ei(2)
ei2+2e1

. . . c
ei(2)
ei2+(n−1)e1 c

ei(2)
ei2+(n+1)e1

c
ei(2)
ei2+2e1

c
ei(2)
ei2+3e1

. . . c
ei(2)
ei2+ne1

c
ei(2)
ei2+(n+2)e1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

c
ei(2)
ei2+ne1

c
ei(2)
ei2+(n+1)e1

. . . c
ei(2)
ei2+(2n−2)e1 c

ei(2)
ei2+2ne1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
äëÿ n ≥ 2.

Òàêèì ÷èíîì,

L0(z) ∼ c0 + Fe0(z1) +
N∑
i1=2

aei1zi1
1 + bei1zi1 + zi1Fei1(z1) +

+

i1∑
i2=2

(−1)δi1,i2aei(2)zi1zi2
1 + bei(2)zi2 + zi2Fei(2)(z1) +

i2∑
i3=2

c
ei(2)
ei2,i3

zi2zi3Rei(3)(z).
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Çàñòîñó¹ìî êðîê 3. ÍåõàéH
ei(2)
ei2+ei3

(n) 6= 0 äëÿ 2 ≤ i3 ≤ i2−1, 2 ≤ i2 ≤ i1,

2 ≤ i1 ≤ N i n ≥ 1, äå

H
ei(2)
ei2+ei3

(n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c
ei(2)
ei2+ei3

c
ei(2)
ei2+2ei3

. . . c
ei(2)
ei2+nei3

c
ei(2)
ei2+2ei3

c
ei(2)
ei2+3ei3

. . . c
ei(2)
ei2+(n+1)ei3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

c
ei(2)
ei2+nei3

c
ei(2)
ei2+(n+1)ei3

. . . c
ei(2)
ei2+(2n−1)ei3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (4.65)

Òîäi íà ïiäñòàâi òåîðåìè 1.7 äëÿ êîæíèõ 2 ≤ i3 ≤ i2 − 1 2 ≤ i2 ≤ i1 i

2 ≤ i1 ≤ N iñíóþòü ÷èñëà a′ei(2)+nei3 i b
′
ei(2)+nei3

, n ≥ 1, òàêi, ùî a′ei(2)+nei3 6= 0,

n ≥ 1, i
∞∑
n=1

c
ei(2)
ei2+nei3

zni3 ∼
a′ei(3)zi3

1 + b′ei(3)zi3 +

∞

D
l=2

−a′ei(2)+lei3z
2
i3

1 + b′ei(2)+lei3
zi3
,

äå êîåôiöi¹íòè íåïåðåðâíîãî äðîáó ïðàâîðó÷ îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

a′ei(2)+nei3 =
H
ei(2)
ei2+ei3

(n)H
ei(2)
ei2+ei3

(n− 2)

(H
ei(2)
ei2+ei3

(n− 1))2
, n ≥ 1,

b′ei(2)+nei3 =
χ
ei(2)
ei2+ei3

(n− 1)

H
ei(2)
ei2+ei3

(n− 1)
−
χ
ei(2)
ei2+ei3

(n)

H
ei(2)
ei2+ei3

(n)
, n ≥ 1,

äå H
ei(2)
ei2+ei3

(−1) = H
ei(2)
ei2+ei3

(0) = 1, H
ei(2)
ei2+ei3

(n) äëÿ n ≥ 1 âèçíà÷àþòüñÿ çà

ôîðìóëîþ (4.65), χ
ei(2)
ei2+ei3

(0) = 0, χ
ei(2)
ei2+ei3

(1) = c
ei(2)
ei2+ei3

i

χ
ei(2)
ei2+ei3

(n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c
ei(2)
ei2+ei3

c
ei(2)
ei2+2ei3

. . . c
ei(2)
ei2+(n−1)ei3

c
ei(2)
ei2+(n+1)ei3

c
ei(2)
ei2+2ei3

c
ei(2)
ei2+3ei3

. . . c
ei(2)
ei2+nei3

c
ei(2)
ei2+(n+2)ei3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

c
ei(2)
ei2+nei3

c
ei(2)
ei2+(n+1)ei3

. . . c
ei(2)
ei2+(2n−2)ei3

c
ei(2)
ei2+2nei3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
äëÿ n ≥ 2. Îñêiëüêè

c
ei(2)
ei2+ei3

= a′ei(3),

äå 2 ≤ i3 ≤ i2 − 1, 2 ≤ i2 ≤ i1 i 2 ≤ i1 ≤ N,

c
ei(2)
2ei2

= −cei(2)ei2

c
ei1
ei1+2ei2

c
ei1
ei(2)

−
c
ei1
ei1+3ei2

c
ei1
ei(2)

= −
(c
ei1
ei1+2ei2

)2 − cei1ei(2)c
ei1
ei1+3ei2

(c
ei1
ei(2))

2
= −a′ei1+2ei2
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äå 2 ≤ i2 ≤ i1 − 1 i 3 ≤ i1 ≤ N (çàóâàæèìî, ùî êîåôiöi¹íò c
ei(2)
2ei2

ìîæëèâèé

ëèøå ó âèïàäó êîëè N ≥ 3 i, çðîçóìiëî, ïîÿâà öüîãî êîåôiöi¹íòà òóò i

ïîäiáíèõ iíøèõ íà íàñòóïíèõ êðîêàõ çàëåæèòü âiä ÷èñëà N),

c
2ei1
2ei1

=
(c
ei1
3ei1

)2 − cei12ei1
c
ei1
4ei1

(c
ei1
2ei1

)2
=

= −
cei1(cei1c3ei1c5ei1 + 2c2ei1c3ei1c4ei1 − c

3
3ei1
− cei1c

2
4ei1
− c22ei1c5ei1)

(cei1c3ei1 − c
2
2ei1

)2
= −a′3ei1 ,

äå 2 ≤ i1 ≤ N, òî ïîêëàäåìî

aei(3) = a′ei(3), 2 ≤ i3 ≤ i2 − 1, 2 ≤ i2 ≤ i1, 2 ≤ i1 ≤ N,

aei1+2ei2
= a′ei1+2ei2

, 2 ≤ i3 ≤ i2 − 1, 3 ≤ i1 ≤ N,

a3ei1 = a′3ei1 , 2 ≤ i1 ≤ N.

Òàêèì ÷èíîì, çàïèøåìî

L0(z) ∼ c0 + Fe0(z1) +
N∑
i1=2

aei1zi1
1 + bei1zi1 + zi1Fei1(z1) +

+

i1∑
i2=2

(−1)δi1,i2aei(2)zi1zi2
1 + bei(2)zi2 + zi2Fei(2)(z1) +

i2∑
i3=2

(−1)δi2,i3aei(3)zi2zi3Rei(3)(z).

Íàðåøòi, çàñòîñîâóþ÷è êðîê 4 äî êîæíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòå-

ïåíåâîãî ðÿäó Rei(3)(z), äå 2 ≤ i3 ≤ i3, 2 ≤ i2 ≤ i1 i 2 ≤ i1 ≤ N, çàïèøåìî

L0(z) ∼ c0 + Fe0(z1) +
N∑
i1=2

aei1zi1
1 + bei1zi1 + zi1Fei1(z1) +

+

i1∑
i2=2

(−1)δi1,i2aei(2)zi1zi2
1 + bei(2)zi2 + zi2Fei(2)(z1) +

i2∑
i3=2

(−1)δi2,i3aei(3)zi2zi3
R′ei(3)(z)

.

äå äëÿ êîæíèõ 2 ≤ i3 ≤ i3, 2 ≤ i2 ≤ i1 i 2 ≤ i1 ≤ N ôîðìàëüíèé êðàòíèé

ñòåïåíåâèé ðÿä

R′ei(3)(z) =
∑
k≥0

kj=0, i3+1≤j≤N

c
ei(3)
k zk
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ç êîåôiöi¹íòàìè, îá÷èñëåíèìè çà ðåêóðåíòíîþ ôîðìóëîþ

c
ei(3)
k = −

|k|∑
|r|=1

c
ei(3)
k−r

c
ei(2)
r+ei2,i3

c
ei(2)
ei2,i3

,

äå c
ei(3)
0 = 1, ïðè öüîìó c

ei(3)
k = 0, ÿêùî iñíó¹ iíäåêñ j òàêèé, ùî 1 ≤ j ≤ N

i kj < 0, ¹ îáåðíåíèì äî Rei(3)(z).

Çðîçóìiëî, ùî ïîäàëüøà ïîáóäîâà áàãàòîâèìiðíîãî ïðè¹äíàíîãî äðî-

áó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiíàìè (4.55) ïîëÿãà¹ ó ïîñòóïîâîìó çàñòîñóâàííi

êðîêiâ 1′, 2, 3 i 4 äî âñiõ ôîðìàëüíèõ êðàòíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ, ùî çíà-

õîäÿòüñÿ ó çíàìåííèêàõ êiíöåâèõ ÷àñòèííèõ ëàíîê ñêií÷åííèõ ãiëîê ãië-

ëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiíàìè. Ó ðåçóëüòàòi, îá-

÷èñëèâøè êîåôiöi¹íòè êîåôiöi¹íòè c
ei1
k , |k| ≥ 1, kj = 0, i1 + 1 ≤ j ≤ N,

2 ≤ i1 ≤ N, çà ðåêóðåíòíîþ ôîðìóëîþ (4.60) i êîåôiöi¹íòè c
ei(k)
k , |k| ≥ 1,

kj = 0, ik + 1 ≤ j ≤ N, k ≥ 2, 2 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, çà ðåêóðåíòíîþ

ôîðìóëîþ

c
ei(k)
k = −

|k|∑
|r|=1

c
ei(k)
k−r

c
ei(k−1)
r+eik−1,ik

c
ei(k−1)
eik−1,ik

, (4.66)

äå c
ei(k)
0 = 1, ïðè÷îìó c

ei(k)
k = 0, ÿêùî iñíó¹ iíäåêñ j, 1 ≤ j ≤ N, òàêèé, ùî

kj < 0, çà óìîâ, ùî äëÿ êîæíîãî 1 ≤ i1 ≤ N i n ≥ 1 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Hei1
(n) 6= 0, (4.67)

äå Hei1
(n) âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ (4.57), i çà óìîâ, ùî äëÿ êîæíèõ

1 ≤ ik+1 ≤ ik − 1, 2 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1 i n ≥ 1 âèêîíóþòüñÿ òàêi

íåðiâíîñòi

c
ei(k)
neik+1

= 0, H
ei(k)
eik,ik+1

(n) 6= 0, (4.68)

äå H
ei(k)
eik,ik+1

(n) âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

H
ei(k)
eik,ik+1

(n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c
ei(k)
eik,ik+1

c
ei(k)
eik+2eik+1

. . . c
ei(k)
eik+neik+1

c
ei(k)
eik+2eik+1

c
ei(k)
eik+3eik+1

. . . c
ei(k)
eik+(n+1)eik+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

c
ei(k)
eik+neik+1

c
ei(k)
eik+(n+1)eik+1

. . . c
ei(k)
eik+(2n−1)eik+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (4.69)
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äëÿ ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (4.1) îòðèìà¹ìî áàãàòîâèìið-

íèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (4.55), äå êîåôiöi¹íòè

aei(k) i bei(k) äëÿ âñiõ ei(k) ∈ Ek, k ≥ 1, îá÷èñëþþòüñÿ çà òàêèìè ôîðìóëàìè:

anei1 =
Hei1

(n)Hei1
(n− 2)

(Hei1
(n− 1))2

, bnei1 =
χei1(n− 1)

Hei1
(n− 1)

−
χei1(n)

Hei1
(n)

, (4.70)

äå 1 ≤ i1 ≤ N, n ≥ 1, Hei1
(−1) = Hei1

(0) = 1, Hei1
(n) äëÿ n ≥ 1 âèçíà÷à¹-

òüñÿ çà ôîðìóëîþ (4.57), χei1(0) = 0, χei1(1) = c2ei1 i

χei1(n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cei1 c2ei1 . . . c(n−1)ei1 c(n+1)ei1

c2ei1 c3ei1 . . . cnei1 c(n+2)ei1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

cnei1 c(n+1)ei1
. . . c(2n−2)ei1 c2nei1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
äëÿ n ≥ 2; (4.71)

aei(k)+neik+1
=
H
ei(k)
eik,ik+1

(n)H
ei(k)
eik,ik+1

(n− 2)

(H
ei(k)
eik,ik+1

(n− 1))2
, (4.72)

bei(k)+neik+1
=
χ
ei(k)
eik,ik+1

(n− 1)

H
ei(k)
eik,ik+1

(n− 1)
−
χ
ei(k)
eik,ik+1

(n)

H
ei(k)
eik,ik+1

(n)
, (4.73)

äå 2 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, 1 ≤ ik+1 ≤ ik − 1, k ≥ 1, n ≥ 1, H
ei(k)
eik,ik+1

(−1) =

H
ei(k)
eik,ik+1

(0) = 1, H
ei(k)
eik,ik+1

(n) äëÿ n ≥ 1 âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ (4.69),

χ
ei(k)
eik,ik+1

(0) = 0, χ
ei(k)
eik,ik+1

(1) = c
ei(k)
eik+2eik+1

i

χ
ei(k)
eik,ik+1

(n) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c
ei(k)
eik,ik+1

c
ei(k)
eik+2eik+1

. . . c
ei(k)
eik+(n−1)eik+1

c
ei(k)
eik+(n+1)eik+1

c
ei(k)
eik+2eik+1

c
ei(k)
eik+3eik+1

. . . c
ei(k)
eik+neik+1

c
ei(k)
eik+(n+2)eik+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

c
ei(k)
eik+neik+1

c
ei(k)
eik+(n+1)eik+1

. . . c
ei(k)
eik+(2n−2)eik+1

c
ei(k)
eik+2neik+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(4.74)

äëÿ n ≥ 2.

Òàêèì ÷èíîì, ïîáóäîâàíî ðåêóðåíòíèé àëãîðèòì îá÷èñëåííÿ êîåôi-

öi¹íòiâ áàãàòîâèìiðíîãî ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

(4.55) çà óìîâè, ùî çàäàíi êîåôiöi¹íòè ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî

ðÿäó (4.1).
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Äàëi äîâåäåìî, ùî áàãàòîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè (4.55), ïîáóäîâàíèé çà îïèñàíèì âèùå àëãîðèòìîì, ¹ âiäïîâiäíèì

äî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (4.1) â òî÷öi z = 0. Çàñòîñî-

âóþ÷è ìiðêóâàííÿ, âèêëàäåíi â ïiäðîçäiëi 4.1 (äèâ. c. 139�143), äîâåäåííÿ

ïðîâåäåìî çà iíäóêöi¹þ çà n.

Íåõàé {fn(z)}n∈N0
� ïîñëiäîâíiñòü ïiäõiäíèõ äðîáiâ áàãàòîâèìiðíîãî

ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (4.55). Î÷åâèäíî, ùî ν0 =

1 ïðè n = 0. Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (4.57), (4.58), (4.60) i (4.66)�

(4.74), çãîðòàòèìåìî ïiäõiäíi äðîáè fn(z) äëÿ êîæíîãî n ≥ 1.

Çãiäíî ç îïèñàíèì âèùå àëãîðèòìîì äëÿ e0 i äëÿ âñiõ ei(k) òàêèõ, ùî

2 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k i k ≥ 1 íåïåðåðâíèé äðiá

Fei(k)(z1) =
aei(k)+le1z1

1 + bei(k)+e1z1 +

∞

D
l=2

−aei(k)+le1z21
1 + bei(k)+le1z1

¹ âiäïîâiäíèì äî ôîðìàëüíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó

Pei(k)(z1) =
∞∑
l=1

c
ei(k)
eik+le1

zl1

â ïî÷àòêó êîîðäèíàò, i ïîðÿäîê âiäïîâiäíîñòi νn = 2n+ 1. Çâiäñè âèïëèâà¹,

ùî äëÿ e0 i äëÿ êîæíîãî ei(k) òàêîãî, ùî 2 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1 i

äëÿ n ≥ 2 ñêií÷åííèé íåïåðåðâíèé äðiá

F (n)
ei(k)

(z1) =
aei(k)+e1z1

1 + bei(k)+e1z1 +

n

D
l=2

−aei(k)+le1z21
1 + bei(k)+le1z1

çîáðàæó¹òüñÿ ôîðìàëüíèì ñòåïåíåâèì ðÿäîì âèãëÿäó

P (n)
ei(k)

(z1) =
2n∑
l=1

c
ei(k)
eik+le1

zl1 +O(z2n+1
1 ),

äå ce0le1 = cle1 äëÿ 1 ≤ l ≤ 2n i n ≥ 1, ñèìâîë O(zp1) îçíà÷à¹ ôîðìàëüíèé

ñòåïåíåâèé ðÿä, ÷èé íàéìåíøèé ñòåïiíü ÷ëåíiâ ¹ íå ìåíøèé, íiæ p, p ≥ 3.

Òîäi, ïðè n = 1 ìà¹ìî
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f1(z) = c0 +
N∑
i1=1

aei1zi1
1 + bei1zi1

=

= c0 +
N∑
i1=1

cei1zi1

1 + c
ei1
ei1
zi1

= c0 +
N∑
i1=1

cei1zi1
1 +

i1∑
i2=1

c
ei1
ei2
zi2 =

= c0 +
N∑
i1=1

cei1zi1

(
1 +

i1∑
i2=1

cei(2)
cei1

zi2 +O(z2)

)
=

= c0 +
N∑
i1=1

cei1zi1 +
N∑
i1=1

zi1

(
i1∑
i2=1

cei(2)zi2

)
+O(z3) =

=
2∑
|k|=0

ckz
k +O(z3),

äå ñèìâîë O(zp) îçíà÷à¹ ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä, ÷èé íàéìåíøèé ñòå-

ïiíü îäíîðiäíèõ ÷ëåíiâ ¹ íå ìåíøèé, íiæ p, p ≥ 2. Îñêiëüêè

2∑
|k|=0

ckz
k +O(z3)−

∑
k≥0

ckz
k = O′(z3),

òî f1(z) ∼ L0(z), i ïîðÿäîê âiäïîâiäíîñòi ν1 = 3.

Ïðè n = 2 ìà¹ìî

f2(z) = c0 + F (2)
e0

(z1) +
N∑
i1=2

aei1zi1
1 + bei1zi1 +

i1∑
i2=1

(−1)δi1,i2aei(2)zi1zi2
1 + bei(2)zi2

=

= c0 + P (2)
e0

(z1) +
N∑
i1=2

cei1zi1

1 + c
ei1
ei1
zi1 +

i1∑
i2=1

c
ei1
ei(2)zi1zi2

1 + c
ei(2)
ei2

zi2
=

= c0 + P (2)
e0

(z1) +
N∑
i1=2

cei1zi1

1 + c
ei1
ei1
zi1 +

i1∑
i2=1

c
ei1
ei(2)zi1zi2

1 +

i2∑
i3=1

c
ei(2)
ei3

zi3 =

= c0 + P (2)
e0

(z1) +
N∑
i1=2

cei1zi1

1 + c
ei1
ei1
zi1 +

+

(
i1∑
i2=1

c
ei1
ei(2)zi1zi2

(
1 +

i2∑
i3=1

c
ei1
ei(2)+ei3

c
ei1
ei(2)

zi3 +O(z2)

))
=
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= c0 + P (2)
e0

(z1) +
N∑
i1=2

cei1zi1
1 +

(
i1∑
i2=1

c
ei1
ei2
zi2 +

i1∑
i2=1

zi2

(
i2∑
i3=1

c
ei1
ei2,i3

zi3

)
+

+

i1∑
i2=1

zi2

(
i2∑
i3=1

zi3

(
i3∑
i4=1

c
ei1
ei(4)−ei1zi4

))
+O(z3)

)
=

= c0 + P (2)
e0

(z1) +
N∑
i1=2

cei1zi1

(
1 +

i1∑
i2=1

cei(2)
cei1

zi2+

+

i1∑
i2=1

zi2

(
i2∑
i3=1

cei(3)
cei1

zi3

)
+

i1∑
i2=1

zi2

(
i2∑
i3=1

zi3

(
i3∑
i4=1

cei(4)
cei1

zi4

))
+O(z4)

)
=

=
4∑
|k|=0

ckz
k +O(z5).

Îñêiëüêè

4∑
|k|=0

ckz
k +O(z5)−

∑
k≥0

ckz
k = O′(z5),

òî f2(z) ∼ L0(z) i ïîðÿäîê âiäïîâiäíîñòi ν2 = 5.

Äàëi, íåõàé n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî òàêå, ùî n ≥ 3. Òîäi

fn(z) = c0 + F (n)
e0

(z1)+

+
N∑
i1=2

aei1zi1

1 + bei1zi1 + zi1F
(n−1)
ei1

(z1) +

i1∑
i2=2

(−1)δi1,i2aei(2)zi1zi2

1 + bei(2)zi2 + zi2F
(n−2)
ei(2) (z1) +

. . .
+

+

in−3∑
in−2=2

(−1)δin−2,in−3aei(n−2)zin−3zin−2

1 + bei(n−2)zin−2 + zin−2F
(2)
ei(n−2)(z1) +

+

in−2∑
in−1=2

(−1)δin−2,in−1aei(n−1)zin−2zin−1
1 + bei(n−1)zin−1 +

in−1∑
in=1

(−1)δin−1,inaei(n)zin−1zin
1 + bei(n)zin

=

= c0 + P (n)
e0

(z1) +
N∑
i1=2

cei1zi1

1 + c
ei1
ei1
zi1 + zi1P

(n−1)
ei−1 (z1) +

+

i1∑
i2=2

c
ei1
ei(2)zi1zi2

1 + c
ei(2)
ei2

zi2 + zi2P
(n−2)
ei(2) (z1) +

. . .
+
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+

in−3∑
in−2=2

c
ei(n−3)
ein−3,in−2

zin−3zin−2

1 + c
ei(n−2)
ein−2

zin−2 + zin−2P
(2)
ei(n−2)(z1) +

in−2∑
in−1=2

c
ei(n−2)
ein−2,in−1

zin−2zin−1

1 + c
ei(n−1)
ein−1

zin−1 +

+

in−1∑
in=1

c
ei(n−1)
ein−1,in

zin−1zin

1 + c
ei(n)
ein zin

= c0 + P (n)
e0

(z1) +
N∑
i1=2

cei1zi1

1 + c
ei1
ei1
zi1 + zi1P

(n−1)
ei1

(z1) +

+

i1∑
i2=2

c
ei1
ei(2)zi1zi2

1 + c
ei(2)
ei2

zi2 + zi2P
(n−2)
ei(2) (z1) +

. . .
+

+

in−3∑
in−2=2

c
ei(n−3)
ein−3,in−2

zin−3zin−2

1 + c
ei(n−2)
ein−2

zin−2 + zin−2P
(2)
ei(n−2)(z1) +

+

in−2∑
in−1=2

c
ei(n−2)
ein−2,in−1

zin−2zin−1

1 + c
ei(n−1)
ein−1

zin−1 +

in−1∑
in=1

c
ei(n−1)
ein−1,in

zin−1zin
1 +

in∑
in+1=1

c
ei(n)
ein+1

zin+1
=

= c0 + P (n)
e0

(z1) +
N∑
i1=2

cei1zi1

1 + c
ei1
ei1
zi1 + zi1P

(n−1)
ei1

(z1) +

+

i1∑
i2=2

c
ei1
ei(2)zi1zi2

1 + c
ei(2)
ei2

zi2 + zi2P
(n−2)
ei(2) (z1) +

. . .
+

+

in−3∑
in−2=2

c
ei(n−3)
ein−3,in−2

zin−3zin−2

1 + c
ei(n−2)
ein−2

zin−2 + zin−2P
(2)
ei(n−2)(z1) +

in−2∑
in−1=2

c
ei(n−2)
ein−2,in−1

zin−2zin−1

1 + c
ei(n−1)
ein−1

zin−1 +

+

in−1∑
in=1

c
ei(n−1)
ein−1,in

zin−1zin

(
1 +

in∑
in+1=1

c
ei(n−1)
ein−1,in,in+1

c
ei(n−1)
ein−1,in

zin+1
+O(z2)

)
=

= c0 + P (n)
e0

(z1) +
N∑
i1=2

cei1zi1

1 + c
ei1
ei1
zi1 + zi1P

(n−1)
ei1

(z1) +

+

i1∑
i2=2

c
ei1
ei(2)zi1zi2

1 + c
ei(2)
ei2

zi2 + zi2P
(n−2)
ei(2) (z1) +

. . .
+

+

in−3∑
in−2=2

c
ei(n−3)
ein−3,in−2

zin−3zin−2

1 + c
ei(n−2)
ein−2

zin−2 + zin−2P
(2)
ei(n−2)(z1) +

in−2∑
in−1=2

c
ei(n−2)
ein−2,in−1

zin−2zin−1
1 +

+

(
in−1∑
in=1

c
ei(n−1)
ein zin +

in−1∑
in=1

zin

(
in∑

in+1=1

c
ei(n−1)
ein,in+1

zin+1

)
+



199

+

in−1∑
in=1

zin

(
in∑

in+1=1

zin+1

(
in+1∑
in+2=1

c
ei(n−1)
ein,in+1,in+2

zin+2

))
+O(z3)

)
.

Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ, ïîäiáíî äî âèùå íàâåäåíèõ ìiðêóâàíü, íà îñòàí-

íüîìó êðîöi îòðèìó¹ìî

fn(z) = c0 + P (n)
e0

(z1) +
N∑
i1=2

cei1zi1
1 +

+

(
i1∑
i2=1

c
ei1
ei2
zi2 +

i1∑
i2=1

zi2

(
i2∑
i3=1

c
ei1
ei2,i3

zi3

)
+ . . .+

i1∑
i2=1

zi2×

×

(
i2∑
i3=1

zi3

(
. . .

(
i2n−2∑
i2n−1=1

zi2n−1

(
i2n−1∑
i2n=1

c
ei1
ei(2n)−ei1zi2n

))
. . .

))
+O(z2n−1)

)

Çâiäñè ìà¹ìî

fn(z) = c0 + P (n)
e0

(z1)+

+
N∑
i1=2

cei1zi1

(
1 +

i1∑
i2=1

cei(2)
cei1

zi2 +

i1∑
i2=1

zi2

(
i2∑
i3=1

cei(3)
cei1

zi3

)
+ . . .+

i1∑
i2=1

zi2×

×

(
i2∑
i3=1

zi3

(
. . .

(
i2n−2∑
i2n−1=1

zi2n−1

(
i2n−1∑
i2n=1

cei(2n)
cei1

zi2n

))
. . .

))
+O(z2n)

)
=

=
2n∑
|k|=0

ckz
k +O(z2n+1),

Îñêiëüêè

2n∑
|k|=0

ckz
k +O(z2n+1)−

∑
k≥0

ckz
k = O′(z2n+1),

òî fn(z) ∼ L0(z) i ïîðÿäîê âiäïîâiäíîñòi νn = 2n+ 1.

Iç äîâiëüíîñòi n âèïëèâà¹, ùî fn(z) ∼ L0(z) äëÿ âñiõ n ≥ 1 i ïîðÿäîê

âiäïîâiäíîñòi νn = 2n + 1. Öå îçíà÷à¹, ùî ðîçâèíåííÿ êîæíîãî ïiäõiäíîãî

äðîáó fn(z) ó ôîðìàëüíèé êðàòíèé ñòåïåíåâèé ðÿä çáiãà¹òüñÿ ç ôîðìàëü-

íèì êðàòíèì ñòåïåíåâèì ðÿäîì L0(z) ïî÷ëåííî äî âñiõ îäíîðiäíèõ ÷ëåíiâ
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çi ñòåïåíåì 2n âêëþ÷íî. Íàðåøòi, ïîçàÿê

lim
n→+∞

νn = lim
n→+∞

2n+ 1 = +∞,

òî áàãàòîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (4.55) ¹

âiäïîâiäíèì äî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (4.1) â òî÷öi z = 0.

Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíà òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 4.7. Áàãàòîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè (4.54) ¹ âiäïîâiäíèì äî çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïå-

íåâîãî ðÿäó (4.1) â òî÷öi z = 0 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ êîæíèõ 1 ≤
i1 ≤ N i n ≥ 1 âèêîíóþòüñÿ óìîâè (4.67) i äëÿ êîæíèõ 1 ≤ ik+1 ≤ ik − 1,

2 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1 i n ≥ 1 � óìîâè (4.68).

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4. Öåé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî ìåòîäàì ïîáóäîâè

ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííè-

ìè. Ðîçãëÿíóòî ïiäõiä, ó ÿêîìó àëãîðèòìè ðîçâèíåííÿ çàäàíèõ ôîðìàëü-

íèõ êðàòíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ ó ôóíêöiîíàëüíi ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè ç

íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè îòðèìàíî iç âèêîðèñòàííÿì âiäïîâiäíèõ êëàñè-

÷íèõ àëãîðèòìiâ.

Ó ðåçóëüòàòi äîñëiäæåíü ïîáóäîâàíî àëãîðèòìè ðîçâèíåííÿ çàäàíîãî

ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó ó áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé Ñ -

äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i áàãàòîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç íå-

ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, à òàêîæ ïîáóäîâàíî áàãàòîâèìiðíèé qd -àëãîðèòì

Ðóòiñõàóçåðà i áàãàòîâèìiðíèé g-àëãîðèòì Áàóåðà. Äëÿ êîæíîãî àëãîðèòìó

âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè éîãî iñíóâàííÿ. Êðiì öüîãî, âñòà-

íîâëåíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ áàãàòîâèìiðíîãî S -äðîáó ç íå-

ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, âiäïîâiäíîãî äî çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî

ñòåïåíåâîãî ðÿäó.

Óñi îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ¹ áàãàòîâèìiðíèìè óçàãàëüíåííÿìè âiäïîâiä-

íèõ êëàñè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ äëÿ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ.
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Âiäìiòèìî, ùî ïîáóäîâàíi àëãîðèòìè íàäàþòü çðó÷íó ÷èñåëüíó ïðîöå-

äóðó îá÷èñëåííÿ êîåôiöi¹íòiâ ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðî-

áiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè çà êîåôiöi¹íòàìè çàäàíèõ ôîðìàëüíèõ

êðàòíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ.

Ðåçóëüòàòè, íàâåäåíi â öüîìó ðîçäiëi, îïóáëiêîâàíi â òàêèõ ïðàöÿõ:

[26,42,45,49,65,101,107,110,112,113].
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ÐÎÇÄIË 5

ÇÁIÆÍIÑÒÜ ÔÓÍÊÖIÎÍÀËÜÍÈÕ

ÃIËËßÑÒÈÕ ËÀÍÖÞÃÎÂÈÕ ÄÐÎÁIÂ Ç

ÍÅÐIÂÍÎÇÍÀ×ÍÈÌÈ ÇÌIÍÍÈÌÈ

Ó öüîìó ðîçäiëi äîñëiäæó¹òüñÿ çáiæíiñòü ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ

ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, åëåìåíòè ÿêèõ ¹ êîìïëåêñíîçíà÷íi ôóíêöi¨

áàãàòüîõ çìiííèõ.

5.1. Îáëàñòi çáiæíîñòi áàãàòîâèìiðíèõ ðåãóëÿðíèõ C -äðîáiâ ç

íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

Äîñëiäèìî çáiæíiñòü áàãàòîâèìiðíîãî ðåãóëÿðíîãî C -äðîáó ç íåðiâíî-

çíà÷íèìè çìiííèìè
N∑
i1=1

ai(1)zi1
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

ai(k)zik
1

, (5.1)

äå ai(k) ∈ C \ {0} äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1.

Íåõàé

Q
(n)
i(n)(z) ≡ 1, i(n) ∈ In, n ≥ 1, (5.2)

Q
(n)
i(k)(z) = 1 +

n

D
r=k+1

ir−1∑
ir=1

ai(r)zir
1

, i(k) ∈ Ik, 1 ≤ k ≤ n− 1, n ≥ 2. (5.3)

Òîäi, î÷åâèäíî, âèêîíó¹òüñÿ ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ

Q
(n)
i(k)(z) = 1 +

ik∑
ik+1=1

ai(k+1)zik+1

Q
(n)
i(k+1)(z)

(5.4)

äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, 1 ≤ k ≤ n− 1, n ≥ 2, i, îòæå, n-èé ïiäõiäíèé äðiá

áàãàòîâèìiðíîãî ðåãóëÿðíîãî C -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.1)

çàïèøåìî ó âèãëÿäi

fn(z) =
N∑
i1=1

ai(1)zi1

Q
(n)
i(1)(z)

, n ≥ 1.
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Êðiì öüîãî, íåõàé (òóò i äàëi) l(N) = (l1, l2, . . . , lN).

Äîâåäåìî òàêó òåîðåìó:

Òåîðåìà 5.1. Íåõàé êîåôiöi¹íòè ai(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, áàãàòîâèìið-

íîãî ðåãóëÿðíîãî C-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.1) ëåæàòü íà

ïðîìåíi ϕ = arg(ai(k)) äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, −π < ϕ < π, i çàäîâîëü-

íÿþòü íåðiâíiñòü

ik∑
ik+1=1

lik+1
|ai(k+1)|

gi(k)(1− gi(k+1))
≤ 1 + cos(ϕ) äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, (5.5)

äå lk, 1 ≤ k ≤ N, � äîäàòíi ÷èñëà, {gi(k)}i(k)∈Ik, k∈N � ïîñëiäîâíiñòü äié-

ñíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî

0 < gi(k) < 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1. (5.6)

Òîäi áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé C-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.1)

çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi

Pl(N),M =
{
z ∈ CN : |zk| − Re (zk) < lk, |zk| < M, 1 ≤ k ≤ N

}
(5.7)

äëÿ êîæíî¨ ñòàëî¨ M > 0, ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié

êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Pl(N),M .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî i z � äîâiëüíà

ôiêñîâàíà òî÷êà iç Pl(N),M . Çà iíäóêöi¹þ çà k äëÿ êîæíîãî ìóëüòèiíäåêñó

i(k) ∈ Ik äîâåäåìî òàêi íåðiâíîñòi

Re (Q
(n)
i(k)(z)e−iϕ/2) > (1− gi(k)) cos(ϕ/2) > 0, (5.8)

äå 1 ≤ k ≤ n.

Íåðiâíîñòi (5.8) äëÿ k = n i äëÿ âñiõ i(n) ∈ In, âðàõîâóþ÷è (5.2),

î÷åâèäíi. Ïðèïóñòèìî, ùî íåðiâíîñòi (5.8) âèêîíóþòüñÿ äëÿ k = r+ 1 i äëÿ

âñiõ i(r + 1) ∈ Ir+1 òàêèõ, ùî r + 1 ≤ n. Äîâåäåìî ¨õ äëÿ k = r i äëÿ

êîæíîãî i(r) ∈ Ir.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (5.4) i òå, ùî ϕ = arg(ai(k)) äëÿ âñiõ

i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, äëÿ äîâiëüíîãî ìóëüòèiíäåêñó i(r) ∈ Ir ìà¹ìî

Q
(n)
i(r)(z)e−iϕ/2 = e−iϕ/2 +

ir∑
ir+1=1

|ai(r+1)|zir+1

Q
(n)
i(r+1)(z)e−iϕ/2

. (5.9)

Iç íåðiâíîñòi (5.5) âèïëèâà¹, ùî

|ai(r+1)| ≤ gi(r)(1− gi(r+1))
1 + cos(ϕ)

lir+1

<
2

lir+1

(5.10)

äëÿ âñiõ iíäåêñiâ ir+1 òàêèõ, ùî 1 ≤ ir+1 ≤ ir. Íåõàé

u = Re (|ai(r+1)|zir+1
), v = Im (|ai(r+1)|zir+1

),

x = Re (Q
(n)
i(r+1)(z)e−iϕ/2), y = Im (Q

(n)
i(r+1)(z)e−iϕ/2).

Òîäi, êîìáiíóþ÷è íåðiâíiñòü iç (5.7) i íåðiâíîñòi (5.10), åëåìåíòàðíèìè ïå-

ðåòâîðåííÿìè îòðèìó¹ìî v2 ≤ 4u + 4. Çàñòîñîâóþ÷è ïîñëiäîâíî ëåìó 1.2,

íåðiâíiñòü iç (5.7), ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ òà íåðiâíiñòü (5.5) äî ñïiââiäíîøå-

ííÿ (5.9) i âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü (5.6), ìà¹ìî

Re (Q
(n)
i(r)(z)e−iϕ/2) ≥ cos(ϕ/2)−

ir∑
ir+1=1

|ai(r+1)|(|zir+1
| − Re (zir+1

))

2Re (Q
(n)
i(r+1)(z)e−iϕ/2)

>

> cos(ϕ/2)−
ir∑

ir+1=1

|ai(r+1)|lir+1

2(1− gi(r+1)) cos(ϕ/2)
≥ cos(ϕ/2)− gi(r) cos(ϕ/2) =

= (1− gi(r)) cos(ϕ/2) > 0.

Iç íåðiâíîñòåé (5.8) âèïëèâà¹, ùî Q(n)
i(k)(z) 6= 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, 1 ≤

k ≤ n, n ≥ 1, i äëÿ âñiõ z ∈ Pl(N),M . Òàêèì ÷èíîì, ïiäõiäíi äðîáè fn(z),

n ≥ 1, áàãàòîâèìiðíîãî ðåãóëÿðíîãî C -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

(5.1) ôîðìóþòü ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíèõ â

îáëàñòi Pl(N),M .

Íåõàé

A = max
1≤i1≤N

|ai(1)| (5.11)

Pl(N),M,σ =
{
z ∈ CN : |zk| − Re (zk) < σlk, |zk| < σM, 1 ≤ k ≤ N

}
, (5.12)
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äå 0 < σ < 1. Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíîñòi (5.8), äëÿ n ≥ 1 i äëÿ

äîâiëüíîãî z ∈ Pl(N),M,σ, Pl(N),M,σ ⊂ Pl(N),M , îòðèìà¹ìî

|fn(z)| ≤
N∑
i1=1

|ai(1)||zi1|
Re (Q

(n)
i(1)(z)e−iϕ/2)

<
N∑
i1=1

σAM

cos(ϕ/2)(1− gi(1))
= C(Pl(N),M,σ),

äå ñòàëà C(Pl(N),M,σ) çàëåæèòü ëèøå âiä îáëàñòi (5.12). Çâiäñè âèïëèâà¹,

ùî ïîñëiäîâíiñòü {fn(z)}n∈N ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíà â Pl(N),M,σ.

ÍåõàéK � äîâiëüíà êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà îáëàñòi Pl(N),M . Ïîêðè¹ìî

K îáëàñòÿìè âèãëÿäó (5.12). Iç öüîãî ïîêðèòòÿ âèáåðåìî ñêií÷åííå ïiäïî-

êðèòòÿ Pl(N),M,σr , 1 ≤ r ≤ m, i ïîêëàäåìî

C(K) = max
1≤r≤m

C(Pl(N),M,σr).

Òîäi äëÿ n ≥ 1 i äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ K îòðèìà¹ìî |fn(z)| ≤ C(K), òîá-

òî ïîñëiäîâíiñòü {fn(z)}n∈N ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíà íà êîæíié êîìïàêòíié

ïiäìíîæèíi îáëàñòi (5.7).

Äàëi, íåõàé b = min {1/A, l1, l2, . . . , lN , 8MN} , äå A îçíà÷åíå â (5.11),

i íåõàé

∆R =

{
z ∈ RN : 0 < zk < R <

b

8N
, 1 ≤ k ≤ N

}
.

Î÷åâèäíî, ùî ∆R ⊂ Pl(N),M äëÿ êîæíîãî R òàêîãî, ùî 0 < R < b/(8N),

çîêðåìà, ∆b/(16N) ⊂ Pl(N),M . Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ ∆R, ∆R ⊂ Pl(N),M , i

äëÿ äîâiëüíîãî i(1) ∈ I1 ìà¹ìî

|ai(1)zi1| < AR <
Ab

8N
<

1

2N
,

à äëÿ äîâiëüíèõ i(k) ∈ Ik i k ≥ 2 îòðèìà¹ìî

|ai(k)zik| <
2R

lik
<

b

4Nlik
≤ 1

4ik−1
.

Òîìó, çãiäíî ç òåîðåìîþ 2.3, äå gi(k) = 1/2 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1,

zi(1) = 2ai(1)zi1 äëÿ âñiõ i(1) ∈ I1 i zi(k) = 4ai(k)zik äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 2,

áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé C -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.1) çái-

ãà¹òüñÿ â îáëàñòi ∆R, ∆R ⊂ Pl(N),M . Íàðåøòi, íà ïiäñòàâi òåîðåìè 1.19
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áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé C -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.1) çái-

ãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Pl(N),M äî

ãîëîìîðôíî¨ ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ â öié îáëàñòi. �

Çàñòîñîâóþ÷è ìiðêóâàííÿ, âèêëàäåíi â äîâåäåííi òåîðåìè 5.1, äîâåäå-

ìî òåïåð òàêó òåîðåìó:

Òåîðåìà 5.2. Íåõàé êîåôiöi¹íòè ai(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, áàãàòîâèìið-

íîãî ðåãóëÿðíîãî C-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.1) ëåæàòü íà

ïðîìåíi ϕ = arg(ai(k)) äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, −π < ϕ < π, i çàäîâîëü-

íÿþòü íåðiâíiñòü

lik|ai(k)| ≤ gi(k−1)(1− gi(k))(1 + cos(ϕ)) äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, (5.13)

äå lk, 1 ≤ k ≤ N, � äîäàòíi ÷èñëà, {gi(k)}i(k)∈Ik, k∈N � ïîñëiäîâíiñòü äié-

ñíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (5.6). Òîäi áàãàòîâèìiðíèé

ðåãóëÿðíèé C-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.1) çáiãà¹òüñÿ äî ôóí-

êöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi

Dl(N),M =

{
z ∈ CN :

N∑
k=1

|zk| − Re (zk)

lk
< 1,

N∑
k=1

|zk| < M

}
(5.14)

äëÿ êîæíî¨ ñòàëî¨ M > 0, ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié

êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Dl(N),M .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî i z � äîâiëüíà

ôiêñîâàíà òî÷êà iç Dl(N),M . Çà iíäóêöi¹þ çà k äëÿ êîæíîãî ìóëüòèiíäåêñó

i(k) ∈ Ik äîâåäåìî íåðiâíîñòi (5.8), äå 1 ≤ k ≤ n.

Íåðiâíîñòi (5.8) äëÿ k = n i äëÿ âñiõ i(n) ∈ In, âðàõîâóþ÷è (5.2),

î÷åâèäíi. Ïðèïóñòèìî, ùî íåðiâíîñòi (5.8) âèêîíóþòüñÿ äëÿ k = r+ 1 i äëÿ

âñiõ i(r + 1) ∈ Ir+1 òàêèõ, ùî r + 1 ≤ n. Äîâåäåìî ¨õ äëÿ k = r i äëÿ

êîæíîãî i(r) ∈ Ir.
Iç íåðiâíîñòi (5.13) âèïëèâà¹ ïðàâèëüíiñòü íåðiâíîñòåé (5.10) äëÿ âñiõ

iíäåêñiâ ir+1 òàêèõ, ùî 1 ≤ ir+1 ≤ ir. Çàñòîñîâóþ÷è ïîñëiäîâíî ëåìó 1.2,
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íåðiâíiñòü (5.13), ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ òà íåðiâíiñòü iç (5.14) äî ñïiââiäíî-

øåííÿ (5.9) i âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü (5.6), îòðèìà¹ìî

Re (Q
(n)
i(r)(z)e−iϕ/2) ≥ cos(ϕ/2)−

ir∑
ir+1=1

|ai(r+1)|(|zir+1
| − Re (zir+1

))

2Re (Q
(n)
i(r+1)(z)e−iϕ/2)

>

> cos(ϕ/2)−
ir∑

ir+1=1

gi(r)(1 + cos(ϕ))(|zir+1
| − Re (zir+1

))

2lir+1
cos(ϕ/2)

≥

≥ cos(ϕ/2)− gi(r) cos(ϕ/2) = (1− gi(r)) cos(ϕ/2) > 0.

Iç íåðiâíîñòåé (5.8) âèïëèâà¹, ùî Q(n)
i(k)(z) 6= 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, 1 ≤

k ≤ n, n ≥ 1, i äëÿ âñiõ z ∈ Dl(N),M . Òàêèì ÷èíîì, ïiäõiäíi äðîáè fn(z),

n ≥ 1, áàãàòîâèìiðíîãî ðåãóëÿðíîãî C -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

(5.1) ôîðìóþòü ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíèõ â

îáëàñòi Dl(N),M .

Íåõàé

Dl(N),M,σ =

{
z ∈ CN :

N∑
k=1

|zk| − Re (zk)

lk
< σ,

N∑
k=1

|zk| < σM

}
, (5.15)

äå 0 < σ < 1. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ (5.11) i íåðiâíîñòi (5.8), äëÿ

n ≥ 1 i äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ Dl(N),M,σ, Dl(N),M,σ ⊂ Dl(N),M , îòðèìà¹ìî

|fn(z)| ≤
N∑
i1=1

|ai(1)||zi1|
Re (Q

(n)
i(1)(z)e−iϕ/2)

<
N∑
i1=1

σAM

cos(ϕ/2)(1− gi(1))
= C(Dl(N),M,σ),

äå ñòàëà C(Dl(N),M,σ) çàëåæèòü ëèøå âiä îáëàñòi (5.15). Öå îçíà÷à¹, ùî

ïîñëiäîâíiñòü {fn(z)}n∈N ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíà â Dl(N),M,σ.

Òåïåð íåõàé K � äîâiëüíà êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà îáëàñòi Dl(N),M . Ïî-

êðè¹ìî K îáëàñòÿìè âèãëÿäó (5.15). Iç öüîãî ïîêðèòòÿ âèáåðåìî ñêií÷åííå

ïiäïîêðèòòÿ Dl(N),M,σr , 1 ≤ r ≤ m, i ïîêëàäåìî

C(K) = max
1≤r≤m

C(Dl(N),M,σr).

Òîäi äëÿ n ≥ 1 i äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ K îòðèìà¹ìî |fn(z)| ≤ C(K), òîá-

òî ïîñëiäîâíiñòü {fn(z)}n∈N ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíà íà êîæíié êîìïàêòíié

ïiäìíîæèíi îáëàñòi (5.14).
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Äàëi, íåõàé

l = min
1≤k≤N

lk, b = min

{
1

A
, l, 8M

}
,

äå A îçíà÷åíå â (5.11), i íåõàé

∆R =

{
z ∈ RN≥0 :

N∑
k=1

zk < R <
b

8

}
.

Î÷åâèäíî, ùî ∆R ⊂ Dl(N),M äëÿ êîæíîãî R òàêîãî, ùî 0 < R < b/8,

çîêðåìà, ∆b/16 ⊂ Dl(N),M . Òîäi, äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ ∆R, ∆R ⊂ Dl(N),M ,

ìà¹ìî

N∑
i1=1

|ai(1)zi1| < AR <
Ab

8
<

1

2

i, êðiì öüîãî, äëÿ äîâiëüíèõ i(k) ∈ Ik i k ≥ 1 îòðèìà¹ìî

ik∑
ik+1=1

|ai(k+1)zik+1
| < 2R

l
<

b

4l
≤ 1

4
.

Íàðåøòi, çãiäíî ç òåîðåìîþ 2.6, äå gi(k) = 1/2 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1,

zi(1) = 2ai(1)zi1 äëÿ âñiõ i(1) ∈ I1 i zi(k) = 4ai(k)zik äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik,
k ≥ 2, áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé C -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

(5.1) çáiãà¹òüñÿ â îáëàñòi ∆R, ∆R ⊂ Dl(N),M . Òîìó, íà ïiäñòàâi òåîðåìè 1.19

áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé C -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.1) çái-

ãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Dl(N),M äî

ãîëîìîðôíî¨ ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ â öié îáëàñòi. �

Äàëi äîñëiäèìî çáiæíiñòü áàãàòîâèìiðíîãî ðåãóëÿðíîãî C -äðîáó ç íå-

ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

1

1 +

N∑
i1=1

ai(1)zi1
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

ai(k)zik
1

, (5.16)

äå ai(k) ∈ C \ {0} äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1.
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Äî ïîçíà÷åíü (5.2) i (5.3) äîäàìî ùå òàêi ïîçíà÷åííÿ

Q
(0)
0 (z) ≡ 1, Q

(n)
0 (z) = 1 +

N∑
i1=1

ai(1)zi1
1 +

n

D
k=2

ik−1∑
ik=1

ai(k)zik
1

äëÿ n ≥ 1,

i, òàêèì ÷èíîì, n-èé ïiäõiäíèé äðiá áàãàòîâèìiðíîãî ðåãóëÿðíîãî C -äðîáó

ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.16) çàïèøåìî ó âèãëÿäi fn(z) = 1/Q
(n−1)
0 (z),

n ≥ 1.

Òåîðåìà 5.3. Íåõàé êîåôiöi¹íòè ai(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, áàãàòîâèìið-

íîãî ðåãóëÿðíîãî C-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.16) ëåæàòü íà

ïðîìåíi ϕ = arg(ai(k)) äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, −π < ϕ < π, i çàäîâîëü-

íÿþòü íåðiâíiñòü

ik−1∑
ik=1

lik|ai(k)|
(1− gi(k))(1 + cos(ϕ))

≤ gi(k−1) äëÿ âñiõ i(k − 1) ∈ Ik−1, k ≥ 1, (5.17)

äå lk, 1 ≤ k ≤ N, � äîäàòíi ÷èñëà, {gi(k)}i(k)∈Ik, k∈N0
� ïîñëiäîâíiñòü

äiéñíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî

0 < gi(k) < 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 0. (5.18)

Òîäi áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé C-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

(5.16) çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi

Pl(N) = {z ∈ CN : |zk| − Re (zk) < lk, 1 ≤ k ≤ N}, (5.19)

ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi

îáëàñòi Pl(N).

Äîâåäåííÿ. Ìiðêóâàííÿìè, ïîäiáíèìè äî ìiðêóâàíü â äîâåäåííi íå-

ðiâíîñòåé (5.8), îòðèìó¹ìî òàêi íåðiâíîñòi

Re (Q
(n)
i(k)(z)e−iϕ/2) > (1− gi(k)) cos(ϕ/2) > 0 (5.20)

äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, 0 ≤ k ≤ n, n ≥ 1, i äëÿ âñiõ z ∈ Pl(N). Iç íåðiâíîñòåé

(5.20) âèïëèâà¹, ùî Q(n)
i(k)(z) 6= 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, 0 ≤ k ≤ n, n ≥ 0, i
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äëÿ âñiõ z ∈ Pl(N). Öå îçíà÷à¹, ùî ïiäõiäíi äðîáè fn(z), n ≥ 1, áàãàòîâèìið-

íîãî ðåãóëÿðíîãî C -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.16) ôîðìóþòü

ïîñëiäîâíiñòü, ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ â îáëàñòi Pl(N).

Íåõàé

Pl(N),σ = {z ∈ CN : |zk| − Re(zk) < σlk, 1 ≤ k ≤ N}, 0 < σ < 1. (5.21)

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíîñòi (5.20), äëÿ n ≥ 1 i äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ Pl(N),σ,

Pl(N),σ ⊂ Pl(N), îòðèìó¹ìî

|fn(z)| ≤ 1

Re (Q
(n−1)
0 (z)e−iϕ/2)

<
1

(1− g0) cos(ϕ/2)
= C(Pl(N),σ),

äå C(Pl(N),σ) � ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü ëèøå âiä îáëàñòi (5.21). Òàêèì ÷èíîì,

ïîñëiäîâíiñòü {fn(z)}n∈N ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíà â Pl(N),σ.

Íåõàé K � äîâiëüíà êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà îáëàñòi Pl(N). Ïîêðè¹ìî

K îáëàñòÿìè âèãëÿäó (5.21). Iç öüîãî ïîêðèòòÿ âèáåðåìî ñêií÷åííå ïiäïî-

êðèòòÿ Pl(N),σr , 1 ≤ r ≤ m, i ïîêëàäåìî

C(K) = max
1≤r≤m

C(Pl(N),σr).

Òîäi äëÿ n ≥ 1 i äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ K îòðèìà¹ìî |fn(z)| ≤ C(K), òîá-

òî ïîñëiäîâíiñòü {fn(z)}n∈N ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíà íà êîæíié êîìïàêòíié

ïiäìíîæèíi îáëàñòi (5.19).

Äàëi, íåõàé

l = min
1≤k≤N

lk, ∆R =

{
z ∈ RN : 0 < zk < R <

l

8N
, 1 ≤ k ≤ N

}
.

Î÷åâèäíî, ùî ∆R ⊂ Pl(N) äëÿ êîæíîãî R òàêîãî, ùî 0 < R < l/(8N),

çîêðåìà, ∆l/(16N) ⊂ Pl(N). Òîäi iç íåðiâíîñòåé (5.17) i (5.18) äëÿ äîâiëüíîãî

z ∈ ∆R, ∆R ⊂ Pl(N), i äëÿ äîâiëüíèõ i(k) ∈ Ik i k ≥ 1 ìà¹ìî

|ai(k)zik| <
2R

lik
<

1

4N
≤ 1

4ik−1
.

Íàðåøòi, çãiäíî ç òåîðåìîþ 2.5, äå gi(k) = 1/2 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 0, i

zi(k) = 4ai(k)zik äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé C -äðiá
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ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.16) çáiãà¹òüñÿ â îáëàñòi ∆R, ∆R ⊂ Pl(N).

Òîìó, íà ïiäñòàâi òåîðåìè 1.19 áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé C -äðiá ç íåðiâ-

íîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.16) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié

ïiäìíîæèíi îáëàñòi Pl(N) äî ãîëîìîðôíî¨ ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ ó öié

îáëàñòi. �

Ìiðêóâàííÿìè, ïîäiáíèìè äî ìiðêóâàíü â äîâåäåííÿõ òåîðåì 5.2 i 5.3,

iç âèêîðèñòàííÿì ëåìè 1.2, òåîðåì 1.19 i 2.7 îòðèìó¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 5.4. Íåõàé êîåôiöi¹íòè ai(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, áàãàòîâèìið-

íîãî ðåãóëÿðíîãî C-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.16) ëåæàòü íà

ïðîìåíi ϕ = arg(ai(k)) äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, −π < ϕ < π, i çàäîâîëü-

íÿþòü íåðiâíiñòü

lik|ai(k)| ≤ gi(k−1)(1− gi(k))(1 + cos(ϕ)) äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1,

äå lk, 1 ≤ k ≤ N, � äîäàòíi ÷èñëà, {gi(k)}i(k)∈Ik, k∈N0
� ïîñëiäîâíiñòü

äiéñíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (5.18). Òîäi áàãàòîâè-

ìiðíèé ðåãóëÿðíèé C-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.16) çáiãà¹òüñÿ

äî ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi

Dl(N) =

{
z ∈ CN :

N∑
k=1

|zk| − Re (zk)

lk
< 1

}
,

ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi

îáëàñòi Dl(N).

Íàîñòàíîê â öüîìó ïiäðîçäiëi ñôîðìóëþ¹ìî äâi îçíàêè çáiæíîñòi äëÿ

áàãàòîâèìiðíèõ ðåãóëÿðíèõ C -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè. �õ äî-

âåäåííÿ ¹ ïðîñòèì çàñòîñóâàííÿì âiäïîâiäíî òåîðåì 2.1 i 2.2.

Òåîðåìà 5.5. Íåõàé êîåôiöi¹íòè ai(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, áàãàòîâèìið-

íîãî ðåãóëÿðíîãî C-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.1) çàäîâîëüíÿ-

þòü íåðiâíiñòü

|ai(k)| ≤ qiki(k)q
ik−1
i(k−1)(1− qi(k−1)) äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, (5.22)
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äå {qi(k)}i(k)∈Ik, k∈N0
� ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî

0 ≤ qi(k) < 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 0, (5.23)

àáî

0 < qi(k) ≤ 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 0. (5.24)

Òîäi äëÿ êîæíîãî z iç ìíîæèíè

O =
{
z ∈ CN : |zk| ≤ 1, 1 ≤ k ≤ N

}
(5.25)

áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé C-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.1) çái-

ãà¹òüñÿ äî ñêií÷åííîãî çíà÷åííÿ f(z), ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî

íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Int (O), à f(z) � ãîëîìîðôíà

ôóíêöiÿ áàãàòüîõ çìiííèõ â Int (O).

Òåîðåìà 5.6. Íåõàé êîåôiöi¹íòè ai(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, áàãàòîâèìið-

íîãî ðåãóëÿðíîãî C-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.16) çàäîâîëüíÿ-

þòü íåðiâíiñòü (5.22), äå {qi(k)}i(k)∈Ik, k∈N0
� ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë

òàêèõ, ùî âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (5.23) àáî (5.24). Òîäi äëÿ êîæíîãî z

iç ìíîæèíè (5.25) áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé C-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè (5.16) çáiãà¹òüñÿ äî ñêií÷åííîãî çíà÷åííÿ f(z), ïðè öüîìó çái-

ãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Int (O),

à f(z) � ãîëîìîðôíà ôóíêöiÿ áàãàòüîõ çìiííèõ â Int (O).

5.2. Çáiæíiñòü áàãàòîâèìiðíèõ S -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿíåìî áàãàòîâèìiðíi S -äðîáè ç íåðiâíîçíà-

÷íèìè çìiííèìè

N∑
i1=1

ci(1)zi1
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

ci(k)zik
1

(5.26)
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äå ci(k) > 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, i

1

1 +

N∑
i1=1

ci(1)zi1
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

ci(k)zik
1

, (5.27)

äå ci(k) > 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1. Äëÿ äîâåäåííÿ ðåçóëüòàòiâ âèêîðè-

ñòîâóâàòèìåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

Q
(n)
i(n)(z) ≡ 1, i(n) ∈ In, n ≥ 0, (5.28)

Q
(n)
i(k)(z) = 1 +

n

D
r=k+1

ir−1∑
ir=1

ci(r)zir
1

, i(k) ∈ Ik, 0 ≤ k ≤ n− 1, n ≥ 1. (5.29)

Òîäi, î÷åâèäíî, âèêîíó¹òüñÿ ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ

Q
(n)
i(k)(z) = 1 +

ik∑
ik+1=1

ci(k+1)zik+1

Q
(n)
i(k+1)(z)

(5.30)

äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, 0 ≤ k ≤ n− 1, n ≥ 1.

Âñòàíîâèìî îçíàêè çáiæíîñòi äëÿ áàãàòîâèìiðíîãî S -äðîáó ç íåðiâíî-

çíà÷íèìè çìiííèìè (5.26). Íåõàé

fn(z) =
N∑
i1=1

ci(1)zi1

Q
(n)
i(1)(z)

� n-èé ïiäõiäíèé äðiá öüîãî ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà-

÷íèìè çìiííèìè, n ≥ 1.

Òåîðåìà 5.7. Íåõàé êîåôiöi¹íòè ci(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, áàãàòîâè-

ìiðíîãî S-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.26) çàäîâîëüíÿþòü íåðiâ-

íiñòü
ik−1∑
ik=1

ci(k)lik ≤ 1 äëÿ âñiõ i(k − 1) ∈ Ik−1, k ≥ 2, (5.31)

äå lk, 1 ≤ k ≤ N, � äîäàòíi ÷èñëà. Òîäi áàãàòîâèìiðíèé S-äðiá ç íå-

ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.26) çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ,

ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi

Pl(N),M =
⋃

α∈(−π/2,π/2)

Pl(N),M,α, (5.32)
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äå

Pl(N),M,α =

=

{
z ∈ CN :

|zk| − Re (zke
−2iα)

lk cos2(α)
<

1

2
, |zk| < M, 1 ≤ k ≤ N

}
, (5.33)

äëÿ êîæíî¨ ñòàëî¨ M > 0, ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié

êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi (5.32).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé α � äîâiëüíå ÷èñëî iç iíòåðâàëó (−π/2, π/2), n

� äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, i íåõàé z � äîâiëüíà ôiêñîâàíà òî÷êà iç

(5.32). Çà iíäóêöi¹þ çà k äëÿ êîæíîãî ìóëüòèiíäåêñó i(k) ∈ Ik äîâåäåìî
òàêi íåðiâíîñòi

Re (Q
(n)
i(k)(z)e−iα) >

cos(α)

2
> 0, (5.34)

äå 1 ≤ k ≤ n.

Íåðiâíîñòi (5.34) äëÿ k = n i äëÿ âñiõ i(n) ∈ In, âðàõîâóþ÷è (5.28),

î÷åâèäíi. Ïðèïóñòèìî, ùî íåðiâíîñòi (5.34) âèêîíóþòüñÿ äëÿ k = r + 1 i

äëÿ âñiõ i(r + 1) ∈ Ir+1 òàêèõ, ùî r + 1 ≤ n. Äîâåäåìî ¨õ äëÿ k = r i äëÿ

êîæíîãî i(r) ∈ Ir.
Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (5.30), äëÿ äîâiëüíîãî ìóëüòèiíäåêñó

i(r) ∈ Ir ìà¹ìî

Q
(n)
i(r)(z)e−iα = e−iα +

ir∑
ir+1=1

ci(r+1)zir+1
e−2iα

Q
(n)
i(r+1)(z)e−iα

. (5.35)

Iç (5.31) i íåðiâíîñòi iç (5.33) âèïëèâà¹, ùî

|ci(r+1)zir+1
e−2iα| − Re (ci(r+1)zir+1

e−2iα) <
cos2(α)

2
, |zir+1

| < M (5.36)

äëÿ âñiõ iíäåêñiâ ir+1 òàêèõ, ùî 1 ≤ ir+1 ≤ ir. Íåõàé

u = Re (ci(r+1)zir+1
e−2iα), v = Im (ci(r+1)zir+1

e−2iα),

x = Re (Q
(n)
i(r+1)(z)e−iα), y = Im (Q

(n)
i(r+1)(z)e−iα).
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Òîäi åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè îòðèìó¹ìî v2 ≤ 4u+4. Çàñòîñîâóþ÷è

ïîñëiäîâíî ëåìó 1.2, íåðiâíiñòü iç (5.33), ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ òà íåðiâíiñòü

(5.31) äî ñïiââiäíîøåííÿ (5.35), îòðèìà¹ìî

Re (Q
(n)
i(r)(z)e−iα) ≥ cos(α)−

ir∑
ir+1=1

ci(r+1)(|zir+1
| − Re (zir+1

e−2iα))

2Re (Q
(n)
i(r+1)(z)e−iα)

>

> cos(α)−
ir∑

ir+1=1

ci(r+1)lir+1
cos(α)

2
≥ cos(α)

2
> 0.

Iç íåðiâíîñòåé (5.34) âèïëèâà¹, ùî Q(n)
i(k)(z) 6= 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik,

1 ≤ k ≤ n, n ≥ 1, i äëÿ âñiõ z iç îáëàñòi (5.32). Òàêèì ÷èíîì, ïiäõiäíi

äðîáè fn(z), n ≥ 1, áàãàòîâèìiðíîãî S -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

(5.26) ôîðìóþòü ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíèõ â

îáëàñòi Pl(N),M .

Íåõàé çíîâó α � äîâiëüíå ÷èñëî iç iíòåðâàëó (−π/2, π/2) i, êðiì öüîãî,

íåõàé

Pl(N),M,α,σ =

{
z ∈ CN :

|zk| − Re (zke
−2iα)

lk cos2(α)
<
σ

2
, |zk| < σM, 1 ≤ k ≤ N

}
,

äå 0 < σ < 1. Ïîêëàäåìî

C = max
1≤i1≤N

ci(1). (5.37)

Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíîñòi (5.34), äëÿ n ≥ 1 i äëÿ äîâiëüíîãî z ∈
Pl(N),M,α,σ, Pl(N),M,α,σ ⊂ Pl(N),M , îòðèìà¹ìî

|fn(z)| =

∣∣∣∣∣∣
N∑
i1=1

ci(1)zi1

Q
(n)
i(1)

∣∣∣∣∣∣ ≤
N∑
i1=1

ci(1)|zi1|
Re (Q

(n)
i(1)(z)e−iα)

<
2σCMN

cos(α)
= C(Pl(N),M,α,σ),

äå C(Pl(N),M,α,σ) � ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü ëèøå âiä îáëàñòi Pl(N),M,α,σ. Çâiäñè

âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü {fn(z)}n∈N ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíà â Pl(N),M,α,σ.

Íåõàé K � äîâiëüíà êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà îáëàñòi (5.32). Ïîêðè¹-

ìî K îáëàñòÿìè âèãëÿäó Pl(N),M,α,σ. Iç öüîãî ïîêðèòòÿ âèáåðåìî ñêií÷åííå

ïiäïîêðèòòÿ Pl(N),M,αr,σr , 1 ≤ r ≤ m, i ïîêëàäåìî

C(K) = max
1≤r≤m

C(Pl(N),M,αr,σr).
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Òîäi äëÿ n ≥ 1 i äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ K îòðèìà¹ìî |fn(z)| ≤ C(K), òîá-

òî ïîñëiäîâíiñòü {fn(z)}n∈N ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíà íà êîæíié êîìïàêòíié

ïiäìíîæèíi îáëàñòi (5.32).

Íåõàé

b = min

{
1

C
, l1, l2, . . . , lN , 2MN

}
,

äå C îçíà÷åíå â (5.37), i íåõàé

∆R =

{
z ∈ RN : 0 < zk < R <

b

4N
, 1 ≤ k ≤ N

}
.

Î÷åâèäíî, ùî ∆R ⊂ Pl(N),M äëÿ êîæíîãî R òàêîãî, ùî 0 < R < b/(4N),

çîêðåìà, ∆b/(8N) ⊂ Pl(N),M . Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ ∆R, ∆R ⊂ Pl(N),M , i

äëÿ äîâiëüíîãî i(1) ∈ I1 ìà¹ìî

|ci(1)zi1| < CR <
Cb

4N
<

1

2N
,

à äëÿ äîâiëüíèõ i(k) ∈ Ik i k ≥ 2 îòðèìà¹ìî

|ci(k)zik| <
R

lik
<

b

4Nlik
≤ 1

4ik−1
.

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 2.3, äå äå gi(k) = 1/2 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, zi(1) =

2ci(1)zi1 äëÿ âñiõ i(1) ∈ I1 i zi(k) = 4ci(k)zik äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, áàãà-

òîâèìiðíèé S -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.26) çáiãà¹òüñÿ â îáëàñòi

∆R, ∆R ⊂ Pl(N),M . Òîìó, íà ïiäñòàâi òåîðåìè 1.19 áàãàòîâèìiðíèé S -äðiá ç

íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.26) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïà-

êòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Pl(N),M äî ãîëîìîðôíî¨ ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ

â öié îáëàñòi. �

Âèêîðèñòîâóþ÷è iäå¨, âèêëàäåíi â äîâåäåííi òåîðåìè 5.7, äîâåäåìî òà-

êó òåîðåìó:

Òåîðåìà 5.8. Íåõàé êîåôiöi¹íòè ci(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, áàãàòîâè-

ìiðíîãî S-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.26) çàäîâîëüíÿþòü íåðiâ-

íiñòü

ci(k)lik ≤ 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, (5.38)
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äå lk, 1 ≤ k ≤ N, � äîäàòíi ÷èñëà. Òîäi áàãàòîâèìiðíèé S-äðiá ç íå-

ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.26) çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ,

ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi

Dl(N),M =
⋃

α∈(−π/2,π/2)

Dl(N),M,α, (5.39)

äå

Dl(N),M,α =

{
z ∈ CN :

N∑
k=1

|zk| − Re (zke
−2iα)

lk cos2(α)
<

1

2
,

N∑
k=1

|zk| < M

}
, (5.40)

äëÿ êîæíî¨ ñòàëî¨ M > 0, ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié

êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Dl(N),M .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé α � äîâiëüíå ÷èñëî iç iíòåðâàëó (−π/2, π/2), n �

äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî i íåõàé z � äîâiëüíà ôiêñîâàíà òî÷êà iç îáëàñòi

(5.39). Çà iíäóêöi¹þ çà k äëÿ êîæíîãî ìóëüòèiíäåêñó i(k) ∈ Ik ïîêàæåìî
ïðàâèëüíiñòü íåðiâíîñòåé (5.34), äå 1 ≤ k ≤ n.

Íåðiâíîñòi (5.34) äëÿ k = n i äëÿ âñiõ i(n) ∈ In, âðàõîâóþ÷è (5.28),

î÷åâèäíi. Ïðèïóñòèìî, ùî íåðiâíîñòi (5.34) âèêîíóþòüñÿ äëÿ k = r + 1 i

äëÿ âñiõ i(r + 1) ∈ Ir+1 òàêèõ, ùî r + 1 ≤ n. Äîâåäåìî ¨õ äëÿ k = r i äëÿ

êîæíîãî i(r) ∈ Ir.
Iç óìîâè (5.38) i îçíà÷åííÿ îáëàñòi (5.40) âèïëèâà¹ ïðàâèëüíiñòü íåðiâ-

íîñòåé (5.36) äëÿ âñiõ iíäåêñiâ ir+1 òàêèõ, ùî 1 ≤ ir+1 ≤ ir. Çàñòîñîâóþ÷è

ïîñëiäîâíî ëåìó 1.2, íåðiâíiñòü (5.38), ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ òà íåðiâíiñòü iç

(5.40) äî ñïiââiäíîøåííÿ (5.35), îòðèìà¹ìî

Re (Q
(n)
i(r)(z)e−iα) ≥ cos(α)−

ir∑
ir+1=1

ci(r+1)(|zir+1
| − Re (zir+1

e−2iα))

2Re (Q
(n)
i(r+1)(z)e−iα)

>

> cos(α)−
ir∑

ir+1=1

|zir+1
| − Re (zir+1

e−2iα)

lir+1
cos(α)

≥ cos(α)

2
> 0.

Iç íåðiâíîñòåé (5.34) âèïëèâà¹, ùî Q(n)
i(k)(z) 6= 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik,

1 ≤ k ≤ n, n ≥ 1, i äëÿ âñiõ z ∈ Dl(N),M . Òàêèì ÷èíîì, ïiäõiäíi äðîáè
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fn(z), n ≥ 1, áàãàòîâèìiðíîãî S -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.26)

ôîðìóþòü ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíèõ â îáëàñòi

Dl(N),M .

Íåõàé äàëi α � äîâiëüíå ÷èñëî iç iíòåðâàëó (−π/2, π/2) i, êðiì öüîãî,

íåõàé

Dl(N),M,α,σ =

=

{
z ∈ CN :

N∑
k=1

|zk| − Re (zke
−2iα)

lk cos2(α)
<
σ

2
,

N∑
k=1

|zk| < σM, 1 ≤ k ≤ N

}
,

äå 0 < σ < 1. Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü (5.34), äëÿ n ≥ 1 i äëÿ

äîâiëüíîãî z ∈ Dl(N),M,α,σ, Dl(N),M,α,σ ⊂ Dl(N),M , îòðèìà¹ìî

|fn(z)| ≤
N∑
i1=1

ci(1)|zi1|
Re (Q

(n)
i(1)(z)e−iα)

<
2σCM

cos(α)
= C(Dl(N),M,α,σ),

äå C îçíà÷åíå â (5.37), C(Dl(N),M,α,σ) � ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü ëèøå âiä îáëà-

ñòi Dl(N),M,α,σ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü {fn(z)}n∈N ¹ ðiâíîìiðíî

îáìåæåíà â Dl(N),M,α,σ.

ÍåõàéK � äîâiëüíà êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà îáëàñòiDl(N),M .Ïîêðè¹ìî

K îáëàñòÿìè âèãëÿäó Dl(N),M,α,σ. Iç öüîãî ïîêðèòòÿ âèáåðåìî ñêií÷åííå

ïiäïîêðèòòÿ Dl(N),M,αr,σr , 1 ≤ r ≤ m, i ïîêëàäåìî

C(K) = max
1≤r≤m

C(Dl(N),M,αr,σr).

Òîäi äëÿ n ≥ 1 i äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ K îòðèìà¹ìî |fn(z)| ≤ C(K), òîá-

òî ïîñëiäîâíiñòü {fn(z)}n∈N ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíà íà êîæíié êîìïàêòíié

ïiäìíîæèíi îáëàñòi (5.39).

Íåõàé

l = min
1≤k≤N

lk, b = min

{
1

C
, l, 2MN

}
,

äå C îçíà÷åíå â (5.37), i íåõàé

∆R =

{
z ∈ RN≥0 :

N∑
k=1

zk < R <
b

4

}
.
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Î÷åâèäíî, ùî ∆R ⊂ Dl(N),M äëÿ êîæíîãî R òàêîãî, ùî 0 < R < b/4,

çîêðåìà, ∆b/8 ⊂ Dl(N),M . Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ ∆R, ∆R ⊂ Dl(N),M , ìà¹ìî

N∑
i1=1

|ci(1)zi1| < CR <
Cb

4
<

1

2

i, êðiì öüîãî, äëÿ äîâiëüíèõ i(k) ∈ Ik i k ≥ 1 îòðèìà¹ìî

ik∑
ik+1=1

|ci(k+1)zik+1
| < R

l
<

b

4l
≤ 1

4
.

Òîìó, çãiäíî ç òåîðåìîþ 2.6, äå gi(k) = 1/2 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1,

zi(1) = 2ci(1)zi1 äëÿ âñiõ i(1) ∈ I1 i zi(k) = 4ci(k)zik äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik,
k ≥ 2, áàãàòîâèìiðíèé S -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.26) çáiãà¹-

òüñÿ â îáëàñòi ∆R, ∆R ⊂ Dl(N),M . Íàðåøòi, íà ïiäñòàâi òåîðåìè 1.19 áàãàòî-

âèìiðíèé S -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.26) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî

íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Dl(N),M äî ãîëîìîðôíî¨ ôóíêöi¨

áàãàòüîõ çìiííèõ â öié îáëàñòi. �

Ïðè N = 1 äëÿ S -äðîáó
∞

D
k=1

ckz

1
, (5.41)

äå ck > 0 äëÿ k ≥ 1, iç òåîðåìè 5.7 (àáî òåîðåìè 5.8) áåçïîñåðåäíüî îòðè-

ìó¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò:

Íàñëiäîê 5.1. Íåõàé êîåôiöi¹íòè ck, k ≥ 2, S-äðîáó (5.41) çàäîâîëü-

íÿþòü íåðiâíiñòü ckl ≤ 1 äëÿ k ≥ 2, äå l � äîäàòíå ÷èñëî. Òîäi S-äðiá

(5.41) çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨, ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi

Hl,M =

{
z ∈ C :

∣∣∣∣arg

(
z +

l

4

)∣∣∣∣ < π, |z| < M

}
äëÿ êîæíî¨ ñòàëî¨ M > 0, ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié

êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Hl,M .

Âiäìiòèìî, ùî ç îãëÿäó íà òâåðäæåííÿ òåîðåìè 1.15 íàñëiäîê 5.1 ¹

íîâîþ îçíàêîþ çáiæíîñòi äëÿ S -äðîáiâ.



220

Òåïåð âñòàíîâèìî îçíàêè çáiæíîñòi äëÿ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó

ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.27).

Òåîðåìà 5.9. Íåõàé êîåôiöi¹íòè ci(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, áàãàòîâè-

ìiðíîãî S-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.27) çàäîâîëüíÿþòü íåðiâ-

íiñòü

ik−1∑
ik=1

ci(k)lik ≤ 1 äëÿ âñiõ i(k − 1) ∈ Ik−1, k ≥ 1, (5.42)

äå lk, 1 ≤ k ≤ N, � äîäàòíi ÷èñëà. Òîäi áàãàòîâèìiðíèé S-äðiá ç íå-

ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.27) çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ,

ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi

Pl(N) =
⋃

α∈(−π/2,π/2)

Pl(N),α, (5.43)

äå

Pl(N),α =

{
z ∈ CN :

|zk| − Re (zke
−2iα)

lk cos2(α)
<

1

2
, 1 ≤ k ≤ N

}
,

ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi

îáëàñòi Pl(N).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé α � äîâiëüíå ÷èñëî iç iíòåðâàëó (−π/2, π/2),

fn(z) = 1/Q
(n−1)
0 , äå Q(n−1)

0 , n ≥ 1, îçíà÷åíi â (5.28) i (5.29), � n-èé ïiäõi-

äíèé äðiá áàãàòîâèìiðíîãî S -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.27), n ≥
1. Ìiðêóâàííÿìè, ïîäiáíèìè äî ìiðêóâàíü â äîâåäåííi íåðiâíîñòi (5.34),

îòðèìó¹ìî òàêi íåðiâíîñòi

Re (Q
(n)
i(k)(z)e−iα) >

cos(α)

2
> 0 (5.44)

äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, 0 ≤ k ≤ n, n ≥ 1, i äëÿ âñiõ z ∈ Pl(N). Iç íåðiâíîñòåé

(5.44) âèïëèâà¹, ùî Q(n)
i(k)(z) 6= 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, 0 ≤ k ≤ n, n ≥ 0, i

äëÿ âñiõ z ∈ Pl(N). Öå îçíà÷à¹, ùî ïiäõiäíi äðîáè fn(z), n ≥ 1, áàãàòîâèìið-

íîãî S -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.27) ôîðìóþòü ïîñëiäîâíiñòü

ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ â îáëàñòi (5.43).
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Íåõàé α � äîâiëüíå ÷èñëî iç iíòåðâàëó (−π/2, π/2) i íåõàé

Pl(N),α,σ =

{
z ∈ CN :

|zk| − Re (zke
−2iα)

lk cos2(α)
<
σ

2
, 1 ≤ k ≤ N

}
,

äå 0 < σ < 1. Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü (5.44), äëÿ n ≥ 1 i äëÿ äîâiëüíîãî

z ∈ Pl(N),α,σ, Dl(N),α,σ ⊂ Pl(N), îòðèìó¹ìî

|fn(z)| ≤ 1

Re (Q
(n−1)
0 (z)e−iα)

<
2

cos(α)
= C(Pl(N),α,σ),

äå C(Pl(N),α,σ) � ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü ëèøå âiä îáëàñòi Pl(N),α,σ. Òàêèì ÷è-

íîì, ïîñëiäîâíiñòü {fn(z)}n∈N ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíà â Pl(N),α,σ.

Íåõàé K � äîâiëüíà êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà îáëàñòi Pl(N). Ïîêðè¹ìî

K îáëàñòÿìè âèãëÿäó Pl(N),α,σ. Iç öüîãî ïîêðèòòÿ âèáåðåìî ñêií÷åííå ïiä-

ïîêðèòòÿ Pl(N),αr,σr , 1 ≤ r ≤ m, i ïîêëàäåìî

C(K) = max
1≤r≤

C(Pl(N),αr,σr).

Òîäi äëÿ n ≥ 1 i äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ K îòðèìà¹ìî |fn(z)| ≤ C(K), òîá-

òî ïîñëiäîâíiñòü {fn(z)}n∈N ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíà íà êîæíié êîìïàêòíié

ïiäìíîæèíi îáëàñòi (5.43).

Äàëi, íåõàé

l = min
1≤k≤N

lk, ∆R =

{
z ∈ RN : 0 < zk < R <

l

4N
, 1 ≤ k ≤ N

}
.

Î÷åâèäíî, ùî ∆R ⊂ Pl(N) äëÿ êîæíîãî R òàêîãî, ùî 0 < R < l/(4N),

çîêðåìà, ∆l/(8N) ⊂ Pl(N). Òîäi iç íåðiâíîñòi (5.42) äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ ∆R,

∆R ⊂ Pl(N), i äëÿ äîâiëüíèõ i(k) ∈ Ik i k ≥ 1 ìà¹ìî

|ci(k)zik| <
R

lik
<

1

4N
≤ 1

4ik−1
.

Íàðåøòi, çãiäíî ç òåîðåìîþ 2.5, äå gi(k) = 1/2 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 0,

i zi(k) = 4ai(k)zik äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, áàãàòîâèìiðíèé S -äðiá ç íå-

ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.27) çáiãà¹òüñÿ â îáëàñòi ∆R, ∆R ⊂ Pl(N). Òîìó,

íà ïiäñòàâi òåîðåìè 1.19 áàãàòîâèìiðíèé S -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííè-

ìè (5.27) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi

(5.43) äî ãîëîìîðôíî¨ ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ â öié îáëàñòi. �
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Ìiðêóâàííÿìè, ïîäiáíèìè äî ìiðêóâàíü â äîâåäåííÿõ òåîðåì 5.8 i 5.9,

iç âèêîðèñòàííÿì ëåìè 1.2, òåîðåì 1.19 i 2.7 îòðèìó¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 5.10. Íåõàé êîåôiöi¹íòè ci(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, áàãàòîâè-

ìiðíîãî S-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.27) çàäîâîëüíÿþòü íåðiâ-

íiñòü

ci(k)lik ≤ 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, (5.45)

äå lk, 1 ≤ k ≤ N, � äîäàòíi ÷èñëà. Òîäi áàãàòîâèìiðíèé S-äðiá ç íå-

ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.27) çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ,

ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi

Dl(N) =
⋃

α∈(−π/2,π/2)

Dl(N),α,

äå

Dl(N),α =

{
z ∈ CN :

N∑
k=1

|zk| − Re (zke
−2iα)

lk cos2(α)
<

1

2

}
, (5.46)

ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi

îáëàñòi Dl(N).

Ïðè N = 1 äëÿ S -äðîáó

1

1 +

∞

D
k=1

ckz

1
, (5.47)

äå ck > 0 äëÿ k ≥ 1, iç òåîðåìè 5.9 (àáî òåîðåìè 5.10) áåçïîñåðåäíüî îòðè-

ìó¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò:

Íàñëiäîê 5.2. Íåõàé êîåôiöi¹íòè ck, k ≥ 1, S-äðîáó (5.47) çàäîâîëü-

íÿþòü íåðiâíiñòü ckl ≤ 1 äëÿ k ≥ 1, äå l � äîäàòíå ÷èñëî. Òîäi S-äðiá

(5.47) çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨, ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi

Hl =

{
z ∈ C :

∣∣∣∣arg

(
z +

l

4

)∣∣∣∣ < π

}
,

ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi

îáëàñòi Hl.
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Âiäìiòèìî, ùî ç îãëÿäó íà òâåðäæåííÿ òåîðåìè 1.15 íàñëiäîê 5.2 òàê

ñàìî, ÿê i íàñëiäîê 5.1, ¹ íîâîþ îçíàêîþ çáiæíîñòi äëÿ S -äðîáiâ. Êðiì öüîãî,

âiäìiòèìî, ùî îáëàñòi çáiæíîñòi â òåîðåìàõ 5.7�5.10 äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ S -

äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè ¹ â ïåâíîìó ñåíñi íàéøèðøèìè.

Ïðîäîâæèìî äàëi äîñëiäæóâàòè îáëàñòi çáiæíîñòi áàãàòîâèìiðíèõ S -

äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè çà îñîáëèâèõ óìîâ íà éîãî êîåôiöi¹íòè.

Çàñòîñîâóþ÷è ìiðêóâàííÿ, ïîäiáíi äî ìiðêóâàíü ó äîâåäåííi òåîðåìè 5.7

ðàçîì iç ëåìîþ 1.2, òåîðåìàìè 1.19 i 2.1, îòðèìó¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 5.11. Íåõàé êîåôiöi¹íòè ci(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, áàãàòîâè-

ìiðíîãî S-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.26) çàäîâîëüíÿþòü íåðiâ-

íiñòü

ci(k) ≤ qiki(k)q
ik−1
i(k−1)(1− qi(k−1)) äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 2,

äå {qi(k)}i(k)∈Ik, k∈N � ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî

0 < qi(k) < 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1. (5.48)

Òîäi áàãàòîâèìiðíèé S-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.26) çáiãà¹òüñÿ

äî ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi

PM =
⋃

α∈(−π/2,π/2)

PM,α,

äå

PM,α =
{
z ∈ CN : |zk| − Re (zke

−2iα) < 2 cos2(α), |zk| < M, 1 ≤ k ≤ N
}
,

äëÿ êîæíî¨ ñòàëî¨ M > 0, ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíîþ íà êîæíié

êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi PM .

Êðiì öüîãî, ìiðêóâàííÿìè, ïîäiáíèìè äî ìiðêóâàíü â äîâåäåííi òåîðå-

ìè 5.9, iç âèêîðèñòàííÿì ëåìè 1.2, òåîðåìè 1.19 i âiäïîâiäíî òåîðåì 2.9 i

2.12 îòðèìó¹ìî íàñòóïíi äâà ðåçóëüòàòè:
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Òåîðåìà 5.12. Íåõàé êîåôiöi¹íòè ci(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, áàãàòîâè-

ìiðíîãî S-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.27) çàäîâîëüíÿþòü íåðiâ-

íiñòü

ci(k) ≤ qiki(k)q
ik−1
i(k−1)(1− qi(k−1)) äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1,

äå {qi(k)}i(k)∈Ik, k∈N0
� ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî

0 < qi(k) < 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 0.

Òîäi áàãàòîâèìiðíèé S-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.27) çáiãà¹òüñÿ

äî ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi

D =
⋃

α∈(−π/2,π/2)

Dα, (5.49)

äå

Dα =
{
z ∈ CN : |zk| − Re (zke

−2iα) < 2 cos2(α), 1 ≤ k ≤ N
}
,

ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíîþ íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi

îáëàñòi D.

Òåîðåìà 5.13. Íåõàé êîåôiöi¹íòè ci(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, áàãàòîâè-

ìiðíîãî S-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.27) çàäîâîëüíÿþòü íåðiâ-

íîñòi

ci(1) ≤ qi1+1
i(1) äëÿ âñiõ i(1) ∈ I1,

ci(k) ≤ qiki(k)q
ik−1
i(k−1)(1− qi(k−1)) äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 2,

äå {qi(k)}i(k)∈Ik, k∈N � ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî âèêîíóþòüñÿ

íåðiâíîñòi (5.48) i

N∑
i1=1

qi(1) < 1.

Òîäi áàãàòîâèìiðíèé S-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.27) çáiãà¹òüñÿ

äî ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi (5.49), ïðè öüîìó çái-

ãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíîþ íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi öi¹¨ îáëàñòi.
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Íàîñòàíîê ó öüîìó ïiäðîçäiëi âñòàíîâèìî îöiíêè ïîõèáîê íàáëèæåíü

(äèâ. ñ. 77) äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ S -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè. Ç

öi¹þ ìåòîþ íàâåäåìî òàêi äâà äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ:

Òåîðåìà 5.14 (Â. Á. Äæîóíñ i Â. Éî. Òðîí [149, c. 48]). Ïåðiîäè÷íèé

íåïåðåðâíèé äðiá

∞

D
k=1

ak
1
,

äå ak = a äëÿ k ≥ 1, çáiãà¹òüñÿ äëÿ âñiõ íåíóëüîâèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë a,

êðiì a = −1/4 + c, äå c � äiéñíå âiä'¹ìíå ÷èñëî, i äëÿ a = −1/4 + c, äå

c = |c|eiγ, −π < γ < π, éîãî çíà÷åííÿ äîðiâíþ¹

−1

2
+
√
|c|eiγ/2.

Ëåìà 5.1 (Ò. Ì. Àíòîíîâà [8], Î. �. Áàðàí [15, c. 67]). Äëÿ äîâiëüíîãî

íàòóðàëüíîãî N âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

N∑
i1=1

i1∑
i2=1

. . .

in∑
in+1=1

1 = CN−1
N+n

äëÿ êîæíîãî n ∈ N0.

Òåïåð äîâåäåìî òàêå òâåðäæåííÿ:

Òåîðåìà 5.15. Áàãàòîâèìiðíèé S-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

(5.26) iç ïîñëiäîâíiñòþ ïiäõiäíèõ äðîáiâ {fn(z)}n∈N i êîåôiöi¹íòàìè ci(k),

i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü (5.45), çáiãà¹òüñÿ äî ôóí-

êöi¨ f(z) â îáëàñòi ⋃
α∈(−π/2,π/2)

(
Dl(N),α

⋂
Ol(N),α

)
, (5.50)

äå Dl(N),α � îáëàñòü îçíà÷åíà â (5.46),

Ol(N),α =

{
z ∈ CN :

|zk|
lk cos2(α)

<

<

(
1

2
+

(
1

4
−

k∑
r=1

|zr| − Re (zre
−2iα)

2lr cos2(α)

)1/2)2

, 1 ≤ k ≤ N

}
, (5.51)
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i äëÿ êîæíîãî z ∈ (Dl(N),α

⋂
Ol(N),α) âèêîíóþòüñÿ îöiíêè

|f(z)− fn(z)| ≤

≤ cos2(α)
∑
|n|=n+1
n≥0

N∏
r=1

(
|zr|

lr cos2(α)

)nr
(

1

2
+

(
1

4
−

r∑
k=1

|zk| − Re (zke
−2iα)

2lk cos2(α)

)1/2)2nr
(5.52)

äëÿ n ≥ 1 i äëÿ êîæíîãî α ∈ (−π/2, π/2).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé α � äîâiëüíå ÷èñëî ç iíòåðâàëó (−π/2, π/2) i íåõàé

z � äîâiëüíà ôiêñîâàíà òî÷êà iç Dl(N),α

⋂
Ol(N),α. Îöiíèìî ìîäóëü ðiçíèöi

ïiäõiäíèõ äðîáiâ |fn+k(z) − fn(z)| áàãàòîâèìiðíîãî S -äðîáó ç íåðiâíîçíà-

÷íèìè çìiííèìè (5.26) äëÿ n ≥ 1 i k ≥ 1.

Äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî m òàêîãî, øî 1 ≤ m ≤ N ðîçãëÿíåìî

ïåðiîäè÷íèé íåïåðåðâíèé äðiá
∞

D
k=1

−c(m)
k

1
, (5.53)

äå

c
(m)
k =

m∑
p=1

|zp| − Re (zpe
−2iα)

2lp cos2(α)
, k ≥ 1. (5.54)

Íåõàé G(n)
n (m) = 1, n ≥ 1, i

G
(n)
k (m) = 1 +

n

D
r=k+1

−c(m)
r

1
, 1 ≤ k ≤ n− 1, n ≥ 2.

Òîäi, î÷åâèäíî, âèêîíó¹òüñÿ ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ

G
(n)
k (m) = 1−

c
(m)
k+1

G
(n)
k+1(m)

äëÿ âñiõ 1 ≤ k ≤ n− 1, n ≥ 2, (5.55)

i òîìó n-èé ïiäõiäíèé äðiá gn(z) ïåðiîäè÷íîãî íåïåðåðâíîãî äðîáó (5.53)

çàïèøåìî ó âèãëÿäi

gn(m) = − c
(m)
1

G
(n)
1 (m)

, n ≥ 1.
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Íåõàé n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Çà iíäóêöi¹þ çà k ïîêàæåìî

ïðàâèëüíiñòü íåðiâíîñòi

G
(n)
k (m) > 1/2, (5.56)

äå 1 ≤ k ≤ n.

Ïðè k = n íåðiâíiñòü (5.56) î÷åâèäíi. Ïðèïóñòèìî, ùî íåðiâíîñòi (5.56)

âèêîíóþòüñÿ äëÿ k = r + 1 òàêèõ, ùî r ≤ n − 1. Òîäi, çàñòîñîâóþ÷è äî

ñïiââiäíîøåííÿ (5.55) íåðiâíiñòü iç (5.46) i ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨, äëÿ k = r

ìà¹ìî

G(n)
r (m) = 1−

c
(m)
r+1

G
(n)
r+1(m)

> 1−
m∑
p=1

|zp| − Re (zpe
−2iα)

lp cos2(α)
>

1

2
.

Çàçíà÷èìî, ùî iç îçíà÷åííÿ (5.54), ñïiââiäíîøåííÿ (5.55) i âèùå âèêëà-

äåíèõ ìiðêóâàíü, âèïëèâà¹, ùîG(n)
k (m) ≥ G

(n)
k (m+1) äëÿ âñiõ 1 ≤ k ≤ n−1,

n ≥ 2, 1 ≤ m ≤ N − 1, N ≥ 2.

Íåõàé òåïåð n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî òàêå, ùî n ≥ 2. Çà iíäóêöi-

¹þ çà k ïîêàæåìî, ùî äëÿ êîæíîãî ìóëüòèiíäåêñó i(k) ∈ Ik âèêîíóþòüñÿ
òàêi íåðiâíîñòi

Re (Q
(n)
i(k)(z)e−iα) ≥ cos(α)

(
1 +

n

D
r=k+1

−c(ik)r

1

)
> 0, (5.57)

äå 1 ≤ k ≤ n− 1.

Çàñòîñîâóþ÷è ïîñëiäîâíî ëåìó 1.2, íåðiâíîñòi (5.45) i (5.56) äî ñïiââiä-

íîøåííÿ (5.30) i âðàõîâóþ÷è (5.46) òà (5.54), äëÿ k = n− 1 ìà¹ìî

Re (Q
(n)
i(n−1)(z)e−iα) = Re

(
e−iα +

in−1∑
in=1

ci(n)zine
−2iα

Q
(n)
i(n)(z)e−iα

)
≥

≥ cos(α)−
in−1∑
in=1

|zin| − Re (zine
−2iα)

2linRe (Q
(n)
i(n)(z)e−iα)

≥

≥ cos(α)

(
1−

in−1∑
in=1

|zin| − Re (zine
−2iα)

2lin cos2(α)

)
≥ cos(α)

(
1− c

(in−1)
n

1

)
> 0.
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Íåõàé íåðiâíîñòi (5.57) âèêîíóþòüñÿ äëÿ k = r+ 1 i äëÿ âñiõ i(r+ 1) ∈ Ir+1

òàêèõ, ùî r ≤ n−2. Òîäi äëÿ k = r i äëÿ äîâiëüíîãî ìóëüòèiíäåêñó i(r) ∈ Ir
îòðèìó¹ìî

Re (Q
(n)
i(r)(z)e−iα) ≥ cos(α)−

ir∑
ir+1=1

|zir+1
| − Re (zir+1

e−2iα)

2lir+1
Re (Q

(n)
i(r+1)(z)e−iα)

≥

≥ cos(α)−
ir∑

ir+1=1

|zir+1
| − Re (zir+1

e−2iα)

2lir+1
cos(α)

1 +

n

D
p=r+2

−c(ir+1)
p

1
≥

≥ cos(α)−
ir∑

ir+1=1

|zir+1
| − Re (zir+1

e−2iα)

2lir+1
cos(α)

1 +

n

D
p=r+2

−c(ir)p

1
=

= cos(α)

(
1 +

n

D
p=r+1

−c(ir)p

1

)
= cos(α)

(
1−

c
(ir)
r+1

Gn
r+1(ir)

)
> 0.

Iç íåðiâíîñòåé (5.56) âèïëèâà¹, ùî G(n)
k (m) 6= 0 äëÿ n ≥ 1, 1 ≤ k ≤ n

i 1 ≤ m ≤ N. Íåõàé çíîâó m � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî òàêå, øî 1 ≤
m ≤ N. Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó (1.44) ïðè N = 1 äî ðiçíèöi äâîõ ïiäõiäíèõ

äðîáiâ ïåðiîäè÷íîãî íåïåðåðâíîãî äðîáó (5.53), äëÿ n ≥ 1 i k ≥ 1 çíàõîäèìî

gn+k(m)− gn(m) =

−
n+1∏
r=1

c(m)
r (z)

n+1∏
r=1

G(n+k)
r (m)

n∏
r=1

G(n)
r (m)

.

Çâiäñè òà iç ñïiââiäíîøåíü (5.54) i (5.56) âèïëèâà¹, ùî gn+k(m) < gn(m)

äëÿ n ≥ 1 i k ≥ 1, òîáòî ïîñëiäîâíiñòü {gn(m)}n∈N ìîíîòîííî ñïàäà¹. Íà

ïiäñòàâi òåîðåìè 5.14 ïåðiîäè÷íèé íåïåðåðâíèé äðiá (5.53) çáiãà¹òüñÿ, i éîãî

çíà÷åííÿ äîðiâíþ¹

−1

2
+

(
1

4
−

m∑
p=1

|zp| − Re (zpe
−2iα)

2lp cos2(α)

)1/2

.
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Òàêèì ÷èíîì, âðàõîâóþ÷è íåðiâíîñòi (5.57) îòðèìó¹ìî

Re (Q
(n)
i(k)(z)e−iα) ≥ cos(α)

(
1

2
+

(
1

4
−

ik∑
p=1

|zp| − Re (zpe
−2iα)

2lp cos2(α)

)1/2)
(5.58)

äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, 1 ≤ k ≤ n− 1, n ≥ 2.

Äàëi, iç íåðiâíîñòi (5.57) âèïëèâà¹, ùî Q(n)
i(k)(z) 6= 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik,

1 ≤ k ≤ n i n ≥ 1. Çíîâó çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó (1.44) äî ðiçíèöi äâîõ

ïiäõiäíèõ äðîáiâ òåïåð óæå áàãàòîâèìiðíîãî S -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè (5.26), äëÿ n ≥ 1 i k ≥ 1 çíàõîäèìî

fn+k(z)− fn(z) =
N∑
i1=1

i1∑
i2=1

. . .

in∑
in+1=1

(−1)n
n+1∏
r=1

ci(r)zir

n+1∏
r=1

Q
(n+k)
i(r) (z)

n∏
r=1

Q
(n)
i(r)(z)

.

Íåõàé n, k i r � äîâiëüíi íàòóðàëüíi ÷èñëà òàêi, ùî n ≥ 2, k ≥ 1 i 1 ≤
r ≤ n− 1. Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíîñòi (5.45) i (5.58), äëÿ äîâiëüíîãî

ìóëüòèiíäåêñó i(r) ∈ Ir îòðèìó¹ìî

∣∣∣∣∣ ci(r)zir

Q
(n+k)
i(r) (z)Q

(n)
i(r)(z)

∣∣∣∣∣ ≤
|zir |

lir cos2(α)(
1

2
+

(
1

4
−

ir∑
p=1

|zp| − Re (zpe
−2iα)

2lp cos2(α)

)1/2)2
.

Òîìó, çàñòîñîâóþ÷è öi íåðiâíîñòi, à òàêîæ íåðiâíîñòi (5.45), (5.58) i ñïiâ-

âiäíîøåííÿ (5.28) äî îöiíêè ìîäóëÿ ðiçíèöi äâîõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ áàãàòî-

âèìiðíîãî S -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.26), äëÿ n ≥ 1 i k ≥ 1

ìà¹ìî

|fn+k(z)− fn(z)| ≤

≤
N∑
i1=1

i1∑
i2=1

. . .

in∑
in+1=1

|zin|
lin cos(α)

1

2
+

(
1

4
−

in∑
p=1

|zp| − Re (zpe
−2iα)

2lp cos2(α)

)1/2
×
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×
|zin+1

|

lin+1
cos(α)

(
1

2
+

(
1

4
−

in+1∑
p=1

|zp| − Re (zpe
−2iα)

2lp cos2(α)

)1/2)×

×
n−1∏
r=1

|zir |
lir cos2(α)(

1

2
+

(
1

4
−

ir∑
p=1

|zp| − Re (zpe
−2iα)

2lp cos2(α)

)1/2)2
≤

≤ cos2(α)
N∑
i1=1

i1∑
i2=1

. . .

in∑
in+1=1

n+1∏
r=1

|zir |
lir cos2(α)(

1

2
+

(
1

4
−

ir∑
p=1

|zp| − Re (zpe
−2iα)

2lp cos2(α)

)1/2)2
.

àáî òå ñàìå, ùî

|fn+k(z)− fn(z)| ≤

≤ cos2(α)
∑
|n|=n+1
n≥0

N∏
r=1

(
|zr|

lr cos2(α)

)nr
(

1

2
+

(
1

4
−

r∑
p=1

|zp| − Re (zpe
−2iα)

2lp cos2(α)

)1/2)2nr
.

Çâiäñè, ïðÿìóþ÷è äî ãðàíèöi ïðè k →∞, îòðèìó¹ìî îöiíêè (5.52).
Íåõàé

1

L(z)
= max

1≤k≤N

|zk|
lk cos2(α)(

1

2
+

(
1

4
−

k∑
r=1

|zr| − Re (zre
−2iα)

2lr cos2(α)

)1/2)2
. (5.59)

Òîäi iç íåðiâíîñòi â îçíà÷åííi îáëàñòi (5.51) âèïëèâà¹, ùî L(z) > 1 äëÿ âñiõ

z ∈ Dl(N),α

⋂
Ol(N),α, à íà ïiäñòàâi ëåìè 5.1 äëÿ êîæíîãî z ∈ Dl(N),α

⋂
Ol(N),α

îòðèìà¹ìî

∑
|n|=n+1
n≥0

N∏
r=1

(
|zr|

lr cos2(α)

)nr
(

1

2
+

(
1

4
−

r∑
p=1

|zp| − Re (zpe
−2iα)

2lp cos2(α)

)1/2)2nr
≤

CN−1
N+n

Ln+1(z)
=
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=
n∏
k=0

N + k

(k + 1)L(z)
=

n∏
k=0

(
1− (k + 1)L(z)−N − k

(k + 1)L(z)

)
.

Çâiäñè, îñêiëüêè ðÿä
∞∑
k=0

(k + 1)L(z)−N − k
(k + 1)L(z)

ðîçáiãà¹òüñÿ, âèïëèâà¹, ùî âèðàç â ïðàâié ÷àñòèíi íåðiâíîñòi (5.52) ïðÿìó¹

äî íóëÿ ïðè n → ∞ i, îòæå, áàãàòîâèìiðíèé S -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè (5.26) çáiãà¹òüñÿ â îáëàñòi Dl(N),α

⋂
Ol(N),α. Íàðåøòi, iç äîâiëü-

íîñòi α âèïëèâà¹, ùî áàãàòîâèìiðíèé S -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

(5.26) çáiãà¹òüñÿ â îáëàñòi (5.50). �

Çàóâàæåííÿ 5.1. Íà ïiäñòàâi ëåìè 5.1, çà óìîâ òåîðåìè 5.15, íåðiâ-

íiñòü (5.52) äëÿ êîæíîãî z ∈ (Dl(N),α

⋂
Ol(N),α), äå Dl(N),α, Ol(N),α îçíà÷åíi

âiäïîâiäíî â (5.46) i (5.51), ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

|f(z)− fn(z)| ≤ cos2(α)
CN−1
N+n

Ln+1(z)

äëÿ n ≥ 1 i äëÿ êîæíîãî α ∈ (−π/2, π/2), äå 1/L(z) îçíà÷åíå â (5.59).

Çðîçóìiëî, ùî âèðàç â ïðàâié ÷àñòèíi öi¹¨ íåðiâíîñòi ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè

n→∞.

Ìiðêóâàííÿìè, ïîäiáíèìè äî ìiðêóâàíü â äîâåäåíi òåîðåìè 5.15, iç âè-

êîðèñòàííÿì òåîðåìè 5.14 îòðèìó¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 5.16. Áàãàòîâèìiðíèé S-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

(5.27) iç ïîñëiäîâíiñòþ ïiäõiäíèõ äðîáiâ {fn(z)}n∈N i êîåôiöi¹íòàìè ci(k),

i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü (5.45), çáiãà¹òüñÿ äî ôóí-

êöi¨ h(z) â îáëàñòi (5.50) i äëÿ êîæíîãî z ∈ (Dl(N),α

⋂
Ol(N),α), äå Dl(N),α,

Ol(N),α îçíà÷åíi âiäïîâiäíî â (5.46) i (5.51), âèêîíóþòüñÿ îöiíêè

|f(z)− fn(z)| ≤ cos2(α)
∑
|n|=n
n≥0

N∏
r=1

(
|zr|

lr cos2(α)

)nr
(

1

2
+

(
1

4
−

r∑
k=1

|zk| − Re (zke
−2iα)

2lk cos2(α)

)1/2)2nr
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äëÿ n ≥ 2 i äëÿ êîæíîãî α ∈ (−π/2, π/2).

Çàóâàæåííÿ, ïîäiáíå äî çàóâàæåííÿ 5.1, ¹ ïðàâèëüíèì i äî òåîðå-

ìè 5.16. Êðiì öüîãî, çàóâàæèìî, ùî iç âñòàíîâëåíèõ îöiíîê øâèäêîñòi çái-

æíîñòi ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ â òåîðåìàõ 4.1 i 4.2 [15, c. 108�112]

ìà¹ìî îöiíêè ïîõèáîê íàáëèæåíü äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ S -äðîáiâ ç íåðiâíî-

çíà÷íèìè çìiííèìè âiäïîâiäíî çà óìîâ ci(k)|zik| ≤ t(1− t)/ik−1 i ci(k)|zik| ≤
t(1− t)/N äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, äå z ∈ CN , t � äiéñíà ñòàëà òàêà, ùî

0 ≤ t ≤ 1/2, à â òåîðåìi 3 [8], çîêðåìà, äëÿ z ∈ RN çà óìîâ

N∑
i1=1

ci(1)zi1 ≥ t(t− 1),

ik∑
ik+1=1

ci(k+1)zik+1
≥ t(t− 1) i ci(k)zik ≤ ρ(1− t)2,

äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, äå t � äiéñíà ñòàëà òàêà, ùî 0 < t < 1/2, ρ �

äiéñíà ñòàëà òàêà, ùî 0 < ρ < 1. Ç îãëÿäó íà öå, â òåîðåìàõ 5.15 i 5.16 ìà¹ìî

îöiíêè ïîõèáîê íàáëèæåíü äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ S -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè çà iíøèõ óìîâ íà ¨õ åëåìåíòè, çîêðåìà, äëÿ z ∈ RN çà òàêèõ
N∑
i1=1

ci(1)zi1 > −
1

4
,

ik∑
ik+1=1

ci(k+1)zik+1
> −1

4
i ci(k)zik < 1

äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1.

5.3. Çáiæíiñòü áàãàòîâèìiðíèõ g-äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè

Ðîçãëÿíåìî áàãàòîâèìiðíèé g-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

s0
1 +

N∑
i1=1

gi(1)zi1
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

gi(k)(1− gi(k−1))zik
1

, (5.60)

äå s0 > 0, 0 < gi(k) < 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1 i áàãàòîâèìiðíèé π-äðiá ç

íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

π0

1 +
N∑
i1=1

zi1

+

N∑
i1=1

−zi1
1 +

πi(1)

1 +

i1∑
i2=1

zi2

+

i1∑
i2=1

−zi2
1 +

πi(2)

1 +

i2∑
i3=1

zi3

+
. . . , (5.61)
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äå πi(k) > 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 0.

Äëÿ äîâåäåííÿ ðåçóëüòàòiâ öüîãî ïiäðîçäiëó ñôîðìóëþ¹ìî i äîâåäåìî

äîïîìiæíó ëåìó, ïðè öüîìó âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ïîçíà÷åííÿ, ââåäåíi ó

ïiäðîçäiëi 1.5 (äèâ. ñ. 63).

Ëåìà 5.2. Ïàðíîþ ÷àñòèíîþ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó

a0
1 +

N∑
i1=1

ai(1)
1 +

bi(1)
1 +

i1∑
i2=1

ai(2)
1 +

bi(2)
1 +

. . . , (5.62)

äå ai(k) ∈ C, bi(k) ∈ C äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, ¹ ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé

äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè âèãëÿäó

a0

1 +
N∑
i1=1

ai(1)
+

N∑
i1=1

−ai(1)bi(1)

1 + bi(1) +

i1∑
i2=1

ai(2)
+

i1∑
i2=1

−ai(2)bi(2)

1 + bi(2) +

i2∑
i3=1

ai(3)
+
. . . . (5.63)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {fn}n∈N, {gn}n∈N � ïîñëiäîâíîñòi ïiäõiäíèõ äðîáiâ

ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ (5.62) i (5.63) âiäïîâiäíî. Ïîêàæåìî, ùî gn =

f2n äëÿ n ≥ 1. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî òàêi ïîñëiäîâíîñòi áàãàòîâèìiðíèõ

äðîáîâî-ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü:

{ui(k)(wi(k))}i(k)∈Ik, k∈N0
, {vi(k)(w

(1)
i(k))}i(k)∈Ik, k∈N0

,

{Uk(w(k))}k∈N0
, {Vk(w(k+1))}k∈N0

,

äå

u0(w0) = a0w0, v0(w
(1)
0 ) = v0(w

(1)) =
1

1 +

N∑
i1=1

ai(1)wi(1),

ξi(k) = ui(k)(wi(k)) =
1

1 + bi(k)wi(k)
äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1,

ηi(k) = vi(k)(w
(1)
i(k)) =

1

1 +

ik∑
ik+1=1

ai(k+1)wi(k+1) äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1,

i

U0(w
(0)) = U0(w0) = u0(w0), V0(w

(1)) = U0(v0(w
(1))),

Uk(w
(k)) = Vk−1(ξ

(k)), Vk(w
(k+1)) = Uk(η

(k)) äëÿ k ≥ 1.
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Äëÿ êîæíîãî n ≥ 0 çíàéäåìî ÿâíi âèðàçè äëÿ Un(1(n)) i Vn(1(n+1)), äå

1(0) = 1, 1(k) = (11 . . . 1) � âåêòîð iç Cp, äå p = CN−1
N+k , äëÿ k ≥ 1. Ìà¹ìî

U0(1
(0)) = U0(1) = a0, V0(1

(1)) =
a0
1 +

N∑
i1=1

ai(1).

Äëÿ n = 1 çíàõîäèìî

U1(w
(1)) = V0(ξ

(1)) = u0(v0(u1(w1), u2(w2), . . . , uN(wN))),

V1(w
(2)) = U1(η

(1)) = u0(v0(u1(v1(w
(1)
1 )), u2(v2(w

(1)
2 )), . . . , uN(vN(w

(1)
N )))).

Òîìó

U1(1
(1)) = u0(v0(u1(1), u2(1), . . . , uN(1))) =

a0
1 +

N∑
i1=1

ai(1)
1 +

bi(1)
1
,

V1(1
(2)) = u0(v0(u1(v1(1)), u2(v2(1, 1)), . . . , uN(vN(1(1))))) =

=
a0
1 +

N∑
i1=1

ai(1)
1 +

bi(1)
1 +

i1∑
i2=1

ai(2)
1
.

Çàñòîñîâóþ÷è äàëi âêàçàíi âèùå ìiðêóâàííÿ, äëÿ äîâiëüíîãî k ≥ 1

îòðèìó¹ìî

Uk(1
(k)) =

a0
1 +

N∑
i1=1

ai(1)
1 +

bi(1)
1 +

i1∑
i2=1

ai(2)
1 +

bi(2)
1 +

. . .
+

ik−1∑
ik=1

ai(k)
1 +

bi(k)
1
,

Vk(1
(k+1)) =

a0
1 +

N∑
i1=1

ai(1)
1 +

bi(1)
1 +

i1∑
i2=1

ai(2)
1 +

bi(2)
1 +

. . .
+

bi(k)
1 +

ik∑
ik+1=1

ai(k+1)

1
.

Òàêèì ÷èíîì, Un(1(n)) = f2n+1 i Vn(1(n+1)) = f2n+2 äëÿ âñiõ n ≥ 0.

Íåõàé

s0(w
(1)) = u0(v0(w

(1))),

ζi(k) = si(k)(w
(1)
i(k)) = ui(k)(vi(k)(w

(1)
i(k))) äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1,

S0(w
(1)) = s0(w

(1)), Sk(w
(k+1)) = Sk−1(ζ

(k)) äëÿ k ≥ 1.

Òîäi iç íàâåäåíèõ âèùå ìiðêóâàíü âèïëèâà¹, ùî

Sn(1
(n+1)) = Vn(1

(n+1)) = f2n+2 äëÿ n ≥ 0.
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Íàðåøòi, ïîçàÿê çà îçíà÷åííÿì

s0(w
(1)) = u0(v0(w

(1))) =
a0
1 +

N∑
i1=1

ai(1)wi(1)

i äëÿ äîâiëüíîãî ìóëüòèiíäåêñó i(k) ∈ Ik i k ≥ 1 îòðèìó¹ìî

si(k)(w
(1)
i(k)) = ui(k)(vi(k)(w

(1)
i(k))) =

=
1

1 +

bi(k)
1 +

N∑
ik+1=1

ai(k+1)wi(k+1) = 1−
bi(k)

1 + bi(k) +

ik∑
ik+1=1

ai(k+1)wi(k+1)

,

òî çà îçíà÷åííÿì ïiäõiäíîãî äðîáó ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâ-

íîçíà÷íèìè çìiííèìè (äèâ. ñ. 64) ìà¹ìî Sn(1(n+1)) = gn+1 äëÿ n ≥ 0.

Îòæå, gn = f2n äëÿ n ≥ 1. �

ßç çàçíà÷àëîñÿ âèùå, êëàñ π-äðîáiâ óâåäåíî äî ðîçãëÿäó Â. Á. �ðà -

 îì [122,123] ó çâ'ÿçêó ç äîñëiäæåííÿì øâèäêîñòi çáiæíîñòi g-äðîáiâ. Íèì

âñòàíîâëåíî, ùî ïàðíîþ ÷àñòèíîþ π-äðîáó ¹ g-äðiá. Öÿ âëàñòèâiñòü âèêî-

íó¹òüñÿ i äëÿ ¨õ óçàãàëüíåíü, òîáòî ïðàâèëüíà òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 5.17. Ïàðíîþ ÷àñòèíîþ áàãàòîâèìiðíîãî π-äðîáó ç íåðiâ-

íîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.61) ¹ áàãàòîâèìiðíèé g-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè (5.60), äå s0 = π0 i

gi(k) =
πi(k)

1 + πi(k)
äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1. (5.64)

Äîâåäåííÿ. Åêâiâàëåíòíèì ïåðåòâîðåííÿì

ρi(2k) =

1 +

ik∑
ik+1=1

zik+1

−1 , ρi(2k+1) = 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 0,

áàãàòîâèìiðíèé π-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.61) çâåäåìî äî âè-

ãëÿäó
π0

1 +
N∑
i1=1

zi1

1 +

N∑
i1=1

− zi1

1 +
N∑
i1=1

zi1

1 +

πi(1)

1 +

i1∑
i2=1

zi2

1 +
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+

i1∑
i2=1

− zi2

1 +

i1∑
i2=1

zi2

1 +

πi(2)

1 +

i2∑
i3=1

zi3

1 +
. . . . (5.65)

Íà ïiäñòàâi ëåìè 5.2 ïàðíîþ ÷àñòèíîþ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç

íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.65) ¹ òàêèé ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íå-

ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

π0

1 +
N∑
i1=1

zi1

1−
N∑
i1=1

zi1

1 +
N∑
i1=1

zi1

+

∞

D
k=1

ik−1∑
ik=1

−
zikπi(k)(

1 +

ik−1∑
ik=1

zik

)(
1 +

ik∑
ik+1=1

zik+1

)

1 +
πi(k)

1 +

ik∑
ik+1=1

zik+1

−
ik∑

ik+1=1

zik+1

1 +

ik∑
ik+1=1

zik+1

àáî

π0

1 +
N∑
i1=1

zi1

1

1 +
N∑
i1=1

zi1

+

∞

D
k=1

ik−1∑
ik=1

−
zikπi(k)(

1 +

ik−1∑
ik=1

zik

)(
1 +

ik∑
ik+1=1

zik+1

)
1 + πi(k)

1 +

ik∑
ik+1=1

zik+1

. (5.66)

Íàðåøòi, çàñòîñîâóþ÷è åêâiâàëåíòíå ïåðåòâîðåííÿ

ρ0 = 1 +
N∑
i1=1

zi1, ρi(k) =

1 +

ik∑
ik+1=1

zik+1

1 + πi(k)
äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1,

äî ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.66), îòðè-

ìó¹ìî áàãàòîâèìiðíèé g-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.60), äå s0 =

π0, à gi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè (5.64). �
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Òåïåð äîñëiäèìî çáiæíiñòü áàãàòîâèìiðíèõ g-äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè. Äëÿ öüîãî ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

F
(n)
i(n)(z) = 1 +

in∑
in+1=1

zin+1
, i(n) ∈ In, n ≥ 0, (5.67)

F
(n)
i(k)(z) = 1 +

ik∑
ik+1=1

zik+1
+

ik∑
ik+1=1

−zik+1

1 +

+

πi(k+1)

1 +

ik+1∑
ik+2=1

zik+2

+
. . .

+

in−2∑
in−1=1

−zin−1
1 +

πi(n−1)

1 +

in−1∑
in=1

zin

+

in−1∑
in=1

−zin
1
, (5.68)

äå i(k) ∈ Ik, 0 ≤ k ≤ n− 1, n ≥ 1, i

G
(n)
i(n)(z) ≡ 1 i(n) ∈ In, n ≥ 1, (5.69)

G
(n)
i(k)(z) = 1 +

πi(k)

1 +

ik∑
ik+1=1

zik+1

+

ik∑
ik+1=1

−zik+1

1 +
. . .

+

πi(n−1)

1 +

in−1∑
in=1

zin

+

in−1∑
in=1

−zin
1
,

äå i(k) ∈ Ik, 1 ≤ k ≤ n− 1, n ≥ 2. Òîäi âèêîíóþòüñÿ ðåêóðåíòíi ñïiââiäíî-

øåííÿ

F
(n)
i(k)(z) = 1 +

ik∑
ik+1=1

zik+1
−

ik∑
ik+1=1

zik+1

G
(n)
i(k+1)(z)

(5.70)

äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, 0 ≤ k ≤ n− 1, n ≥ 1, i

G
(n)
i(k)(z) = 1 +

πi(k)

F
(n)
i(k)(z)

(5.71)

äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, 1 ≤ k ≤ n− 1, n ≥ 2.

Äîâåäåìî òàêó òåîðåìó:

Òåîðåìà 5.18. Áàãàòîâèìiðíèé g-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

(5.60) çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi

P =
⋃

α∈(−π/2,π/2)

Pα, (5.72)
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äå

Pα =

{
z ∈ CN :

N∑
k=1

|zk| − Re (zke
−2iα)

cos2(α)
< 2

}
, (5.73)

ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi

îáëàñòi P.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè çãiäíî ç òåîðåìîþ 5.17 áàãàòîâèìiðíèé g-äðiá

ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.60) ¹ ïàðíîþ ÷àñòèíîþ áàãàòîâèìiðíîãî π-

äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.61), òî π0 = s0 i

πi(k) =
gi(k)

1− gi(k)
äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1. (5.74)

Êðiì öüîãî, n-èé ïiäõiäíèé äðiá fn(z) áàãàòîâèìiðíîãî g-äðîáó ç íåðiâíî-

çíà÷íèìè çìiííèìè (5.60) çàïèøåìî ó âèãëÿäi

fn(z) =
s0

F
(n)
0 (z)

, n ≥ 1, (5.75)

äå F (n)
0 (z), n ≥ 1, îçíà÷åíi â (5.68).

Íåõàé n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, α � äîâiëüíå ÷èñëî ç iíòåðâà-

ëó (−π/2, π/2) i z � äîâiëüíà ôiêñîâàíà òî÷êà iç (5.73). Çà iíäóêöi¹þ çà

k ïîêàæåìî, ùî äëÿ êîæíîãî ìóëüòèiíäåêñó i(k) ∈ Ik âèêîíóþòüñÿ òàêi

íåðiâíîñòi

Re (F
(n)
i(k)(z)e−iα) ≥ D

(n)
ik,k

(z) cos(α) > 0, (5.76)

äå 0 ≤ k ≤ n− 1, D
(m)
im−1,m−1(z) ≡ 1 äëÿ m ≥ 1,

D
(m)
ik,q

(z) = 1 +
m−1

D
r=q+1

−µr
ik∑
p=1

|zp| − Re (zpe
−2iα)

2 cos2(α)

1 + µr
äëÿ k ≤ q ≤ m− 2, m ≥ 2,

i äå íà ïiäñòàâi ñïiââiäíîøåííÿ (5.64)

µr = max
i(r)∈Ir

πi(r) = max
i(r)∈Ir

gi(r)
1− gi(r)

äëÿ r ≥ 1. (5.77)
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Çàçíà÷èìî, ùî iç íåðiâíîñòi â (5.73), ñïiââiäíîøåííÿ (5.77) i âèêëà-

äåíèõ â äîâåäåííi íåðiâíîñòi (5.56) ìiðêóâàíü, âèïëèâà¹, ùî D
(m)
ik,k

(z) ≥
D

(m)
ik−1,k

(z) äëÿ âñiõ 1 ≤ k ≤ n− 1, n ≥ 2, m ≥ 1.

Îñêiëüêè äëÿ k = n− 1 iç ñïiââiäíîøåíü (5.69) i (5.70)

F
(n)
i(n−1)(z) = 1 +

in−1∑
in=1

zin −
in−1∑
in=1

zin

G
(n)
i(n)(z)

= 1,

òî

Re (F
(n)
i(n−1)(z)e−iα) = cos(α) > 0.

Ïðèïóñòèìî, ùî íåðiâíîñòi (5.76) âèêîíóþòüñÿ äëÿ k = r + 1 i äëÿ âñiõ

i(r + 1) ∈ Ir+1 òàêèõ, ùî r ≤ n − 2. Äîâåäåìî ¨õ äëÿ k = r i äëÿ êîæíîãî

i(r) ∈ Ir.
Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (5.70) i (5.71), äëÿ äîâiëüíîãî ìóëü-

òèiíäåêñó i(r) ∈ Ir ìà¹ìî

F
(n)
i(r)(z)e−iα = e−iα

(
1 +

ir∑
ir+1=1

zir+1
−

ir∑
ir+1=1

zir+1

G
(n)
i(r+1)(z)

)
=

= e−iα +

ir∑
ir+1=1

πi(r+1)zir+1
e−2iα

(πi(r+1) + F
(n)
i(r+1)(z))e−iα

. (5.78)

Íåõàé

u = Re (zir+1
e−2iα), v = Im (zir+1

e−2iα),

x = Re ((πi(r+1) + F
(n)
i(r+1)(z))e−iα), y = Im ((πi(r+1) + F

(n)
i(r+1)(z))e−iα).

Òîäi iç íåðiâíîñòi â (5.73) âèïëèâà¹, v2 ≤ 4u+4. Òîìó, çàñòîñîâóþ÷è ëåìó 1.2

i ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ äî ñïiââiäíîøåííÿ (5.78), îòðèìà¹ìî

Re (F
(n)
i(r)(z)e−iα) ≥ cos(α)−

ir∑
ir+1=1

πi(r+1)(|zir+1
| − Re (zir+1

e−2iα))

2(πi(r+1) cos(α) + Re (F
(n)
i(r+1)(z)e−iα))

≥

≥ cos(α)−

µr+1

ir∑
p=1

|zp| − Re (zpe
−2iα)

2 cos(α)

µr+1 +D
(n)
ir+1,r+1(z)

≥
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≥ cos(α)−

µr+1

ir∑
p=1

|zp| − Re (zpe
−2iα)

2 cos(α)

µr+1 +D
(n)
ir,r+1(z)

= D
(n)
ir,r

(z) cos(α) > 0.

Iç íåðiâíîñòåé (5.76) âèïëèâà¹, ùî F (n)
i(k)(z) 6= 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik,

0 ≤ k ≤ n, n ≥ 0, i äëÿ âñiõ z ∈ P. Öå îçíà÷à¹, ùî ïiäõiäíi äðîáè fn(z), n ≥
1, áàãàòîâèìiðíîãî g-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.60) ôîðìóþòü

ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíèõ â îáëàñòi (5.72).

Åêâiâàëåíòíèì ïåðåòâîðåííÿì ρn = 1/(1+µn) äëÿ n ≥ 1, íåïåðåðâíèé

äðiá D(∞)
N,0 (z) çâåäåìî äî âèãëÿäó

1 +
∞

D
n=1

− µn
1 + µn

(
1− µn−1

1 + µn−1

) N∑
k=1

|zk| − Re (zke
−2iα)

2 cos2(α)

1
, (5.79)

äå µ0 = 0. Íà ïiäñòàâi òåîðåì 1.10 íåïåðåðâíèé äðiá

µ1
1 + µ1

1 +

∞

D
n=2

− µn
1 + µn

(
1− µn−1

1 + µn−1

) N∑
k=1

|zk| − Re (zke
−2iα)

2 cos2(α)

1

çáiãà¹òüñÿ, çíà÷åííÿ öüîãî íåïåðåðâíîãî äðîáó i éîãî ïiäõiäíèõ äðîáiâ íå

áiëüøå, íiæ 1− 1/S1, äå

S1 = 1 +
∞∑
k=1

k∏
r=1

µr. (5.80)

Íåõàé çíîâó α � äîâiëüíå ÷èñëî iç iíòåðâàëó (−π/2, π/2) i, êðiì öüîãî,

íåõàé

Pα,σ =

{
z ∈ CN :

N∑
k=1

|zk| − Re (zke
−2iα)

cos2(α)
< 2σ

}
, (5.81)

äå 0 < σ < 1. Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíîñòi (5.76) i âèêëàäåíi âèùå ìiðêóâà-

ííÿ, äëÿ n ≥ 1 i äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ Pα,σ, Pα,σ ⊂ P, îòðèìà¹ìî

|fn(z)| ≤ s0

Re (F
(n)
0 (z)e−iα)

≤
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≤ s0

D
(n)
N,0(z) cos(α)

≤ s0(
1−

(
1− 1

S1

) N∑
k=1

|zk| − Re (zke
−2iα)

2 cos2(α)

)
cos(α)

≤

≤ s0S1

(S1 + (1− S1)σ) cos(α)
= C(Pα,σ),

äå C(Pα,σ) � ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü ëèøå âiä îáëàñòi Pα,σ, Çâiäñè âèïëèâà¹,

ùî ïîñëiäîâíiñòü {fn(z)}n∈N ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíà â (5.81).

Íåõàé K � äîâiëüíà êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà îáëàñòi (5.72). Ïîêðè¹ìî

K îáëàñòÿìè âèãëÿäó (5.81), âèáåðåìî ç öüîãî ïîêðèòòÿ ñêií÷åííå ïiäïî-

êðèòòÿ Pαr,σr , 1 ≤ r ≤ m, i ïîêëàäåìî

C(K) = max
1≤r≤m

C(Pαr,σr).

Òîäi äëÿ n ≥ 1 i äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ K îòðèìà¹ìî |fn(z)| ≤ C(K), òîá-

òî ïîñëiäîâíiñòü {fn(z)}n∈N ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíà íà êîæíié êîìïàêòíié

ïiäìíîæèíi îáëàñòi (5.72).

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 2.8 áàãàòîâèìiðíèé g-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìií-

íèìè (5.60) çáiãà¹òüñÿ â îáëàñòi

∆R =

{
z ∈ CN :

N∑
k=1

|zk| < R < 1

}
.

Î÷åâèäíî, ùî ∆R ⊂ P äëÿ êîæíîãî R òàêîãî, ùî 0 < R < 1, çîêðåìà,

∆1/2 ⊂ P. Òîìó íà ïiäñòàâi òåîðåìè 1.19 áàãàòîâèìiðíèé g-äðiá ç íåðiâ-

íîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.60) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié

ïiäìíîæèíi îáëàñòi (5.72). �

Âiäìiòèìî, ùî ïðè N = 1 îáëàñòü (5.72) çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi (1.40),

ùî ¹ îáëàñòþ çáiæíîñòi g-äðîáó (äèâ. òåîðåìó 1.16). Òîìó ïðèïóñêà¹ìî,

ùî îáëàñòü çáiæíîñòi (5.72) â òåîðåìi 5.18 äëÿ áàãàòîâèìiðíîãî g-äðîáó ç

íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.60) ¹ â ïåâíîìó ñåíñi íàéøèðøîþ.

Ó íàñòóïíèõ äâîõ òåîðåìàõ äîñëiäèìî çáiæíiñòü äåÿêèõ ìîäèôiêîâà-

íèõ áàãàòîâèìiðíèõ g-äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.
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Òåîðåìà 5.19. Ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìií-

íèìè

g0
1 +

N∑
i1=1

gi(1)(1− g0)zi1
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

gi(k)(1− gi(k−1))zik
1

, (5.82)

äå 0 < gi(k) < 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 0, çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ áàãàòüîõ

çìiííèõ, ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi (5.72), ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíîþ

íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi öi¹¨ îáëàñòi.

Äîâåäåííÿ. Çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (äèâ. c. 53)

mi(k) =
gi(k)(1− gi(k−1))

1−mi(k−1)
äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, (5.83)

äå m0 = 0, ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.82)

çâåäåìî äî âèãëÿäó

g0
1 +

N∑
i1=1

mi(1)zi1
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

mi(k)(1−mi(k−1))zik
1

.

Òîìó òâåðäæåííÿ öi¹¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ iç òåîðåìè 5.18. �

Òåîðåìà 5.20. Ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìií-

íèìè

N∑
i1=1

gi(1)zi1
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

gi(k)(1− gi(k−1))zik
1

, (5.84)

äå 0 < gi(k) < 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ áàãàòüîõ

çìiííèõ, ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi

P
⋂

OM , (5.85)

äå P îçíà÷åíå â (5.72),

OM =

{
z ∈ CN :

N∑
k=1

|zk| < M

}
,

äëÿ êîæíî¨ ñòàëî¨ M > 0, ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié

êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi (5.85).
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Äîâåäåííÿ. Çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

mi(k) =
gi(k)(1− gi(k−1))

1−mi(k−1)
äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, (5.86)

äå mi(1) = 0, 1 ≤ i1 ≤ N, ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè (5.85) çâåäåìî äî âèãëÿäó

N∑
i1=1

gi(1)zi1
1 +

i1∑
i2=1

mi(2)zi2
1 +

∞

D
k=3

ik−1∑
ik=1

mi(k)(1−mi(k−1))zik
1

. (5.87)

Íåõàé fn(z) � n-èé ïiäõiäíèé äðiá ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íå-

ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.87), n ≥ 1. Îñêiëüêè çãiäíî ç òåîðåìîþ 5.17 äëÿ

êîæíîãî 1 ≤ i1 ≤ N áàãàòîâèìiðíèé g-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

gi(1)
1 +

i1∑
i2=1

mi(2)zi2
1 +

∞

D
k=3

ik−1∑
ik=1

mi(k)(1−mi(k−1))zik
1

¹ ïàðíîþ ÷àñòèíîþ áàãàòîâèìiðíîãî π-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

âèãëÿäó (5.61), òî äëÿ n ≥ 1 i äëÿ äîâiëüíîãî z iç (5.85) ìà¹ìî

fn(z) =
N∑
i1=1

gi(1)zi1

F
(n+1)
i(1) (z)

,

äå F (n+1)
i(1) (z), i(1) ∈ I1, n ≥ 1 îçíà÷åíi â (5.68) iç

πi(k) =
mi(k)

1−mi(k)
äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 2. (5.88)

Iç äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.18 âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî i(k) ∈ Ik, 1 ≤
k ≤ n− 1, n ≥ 1, i äëÿ êîæíîãî z ∈ (P

⋂
OM), âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

(5.76) ç

µr = max
i(r)∈Ir

πi(r) äëÿ r ≥ 2, (5.89)

äå πi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, îçíà÷åíi â (5.88). Iç íåðiâíîñòåé (5.76) âèïëèâà¹,

ùî F (n)
i(k)(z) 6= 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, 1 ≤ k ≤ n, n ≥ 1, i äëÿ âñiõ z ∈

(P
⋂
OM). Öå îçíà÷à¹, ùî ïiäõiäíi äðîáè fn(z), n ≥ 1, áàãàòîâèìiðíîãî g-

äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.87) ôîðìóþòü ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

áàãàòüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíèõ â îáëàñòi (5.85).
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Íåõàé α � äîâiëüíå ÷èñëî iç iíòåðâàëó (−π/2, π/2) i íåõàé

OM,σ =

{
z ∈ CN :

N∑
k=1

|zk| < σM

}
,

äå 0 < σ < 1. Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíîñòi (5.76) i âèêëàäåíi â äîâåäåííi

òåîðåìè 5.18 ìiðêóâàííÿ, äëÿ n ≥ 1 i äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ (Pα,σ
⋂
OM,σ), äå

Pα,σ îçíà÷åíå â (5.81), (Pα,σ
⋂
OM,σ) ⊂ (P

⋂
OM), îòðèìà¹ìî

|fn(z)| ≤
N∑
i1=1

gi(1)|zi1|
Re (F

(n+1)
i(1) (z)e−iα)

≤
N∑
i1=1

|zi1|M
D

(n+1)
i1,1

(z) cos(α)
≤

≤ σMS2

(S2 + (1− S2)σ) cos(α)
= C

(
Pα,σ

⋂
OM,σ

)
,

äå

S2 = 1 +
∞∑
k=2

k∏
r=2

µr,

µr, r ≥ 2, îçíà÷åíi â (5.89), C(Pα,σ
⋂
OM,σ) � ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü ëèøå

âiä îáëàñòi Pα,σ
⋂
OM,σ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü {fn(z)}n∈N ¹

ðiâíîìiðíî îáìåæåíà â Pα,σ
⋂
OM,σ.

Íåõàé K � äîâiëüíà êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà îáëàñòi (5.72). Ïîêðè¹ìî

K îáëàñòÿìè âèãëÿäó (5.81), âèáåðåìî ç öüîãî ïîêðèòòÿ ñêií÷åííå ïiäïî-

êðèòòÿ Pαr,σr , 1 ≤ r ≤ m, i ïîêëàäåìî

C(K) = max
1≤j≤m

C(Pαj ,σj).

Òîäi äëÿ n ≥ 1 i äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ K îòðèìà¹ìî |fn(z)| ≤ C(K), òîá-

òî ïîñëiäîâíiñòü {fn(z)}n∈N ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíà íà êîæíié êîìïàêòíié

ïiäìíîæèíi îáëàñòi (5.72).

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 2.6 áàãàòîâèìiðíèé g-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìií-

íèìè (5.60) çáiãà¹òüñÿ â îáëàñòi

∆R =

{
z ∈ CN :

N∑
k=1

|zk| < R < R′

}
,
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äå R′ = min{1,M}. Î÷åâèäíî, ùî ∆R ⊂ (P
⋂
OM) äëÿ êîæíîãî R òàêîãî,

ùî 0 < R < R′, çîêðåìà, ∆R′/2 ⊂ (P
⋂
OM). Òîìó íà ïiäñòàâi òåîðåìè 1.19

áàãàòîâèìiðíèé g-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.60) çáiãà¹òüñÿ ðiâíî-

ìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi (5.72). �

Äàëi âñòàíîâèìî îöiíêè ïîõèáîê íàáëèæåíü äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ g-

äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

Òåîðåìà 5.21. Áàãàòîâèìiðíèé g-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

(5.60) iç ïîñëiäîâíiñòþ ïiäõiäíèõ äðîáiâ {fn(z)}n∈N çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨

f(z) â îáëàñòi ⋃
α∈(−π/2,π/2)

(Pα
⋂

Oα), (5.90)

äå Pα îçíà÷åíå â (5.73),

Oα =
{
z ∈ CN :

|zk| < 4 cos2(α)− 2T
k∑
r=1

(|zr| − Re (zre
−2iα)), 1 ≤ k ≤ N

}
, (5.91)

äå

T = sup
n∈N

(
1−

(
1 +

∞∑
k=n

k∏
r=n

µr

)−1)
, (5.92)

µr, r ≥ 1, îçíà÷åíi â (5.77), i äëÿ êîæíîãî z ∈ Pα
⋂
Oα âèêîíóþòüñÿ

îöiíêè

|f(z)− fn(z)| ≤
16s0 cos(α)

N∑
k=1

|zk|(
2 cos2(α)− T

N∑
k=1

(|zk| − Re (zke
−2iα))

)2
×

×
∑
|n|=n−1
n≥0

N∏
r=1

|zr|nr(
4 cos2(α)− 2T

r∑
k=1

(|zk| − Re (zke
−2iα))

)nr (5.93)

äëÿ n ≥ 2 i äëÿ êîæíîãî α ∈ (−π/2, π/2).
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Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíîãî α ∈ (−π/2, π/2) îöiíèìî ìîäóëü ðiçíèöi

ïiäõiäíèõ äðîáiâ |fn+k(z) − fn(z)| áàãàòîâèìiðíîãî g-äðîáó ç íåðiâíîçíà-

÷íèìè çìiííèìè (5.60) äëÿ n ≥ 2 i k ≥ 1.

Îñêiëüêè çãiäíî ç òåîðåìîþ 5.17 áàãàòîâèìiðíèé g-äðiá ç íåðiâíîçíà-

÷íèìè çìiííèìè (5.60) ¹ ïàðíîþ ÷àñòèíîþ áàãàòîâèìiðíîãî π-äðîáó ç íå-

ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.61), òî π0 = s0 i âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

(5.74). Êðiì öüîãî, âðàõîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ (5.68), äëÿ êîæíîãî n ≥ 1 n-èé

ïiäõiäíèé äðiá fn(z) áàãàòîâèìiðíîãî g-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

(5.60) çàïèøåìî ó âèãëÿäi (5.75).

Iç äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.18 âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî i(k) ∈ Ik, 1 ≤
k ≤ n− 1, n ≥ 1, i äëÿ êîæíîãî z iç (5.90) âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (5.76).

Iç íåðiâíîñòåé (5.67), (5.69), (5.71) i (5.76) âèïëèâà¹, ùî F
(n)
i(k)(z) 6= 0 i

G
(n+1)
i(k+1)(z) 6= 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, 0 ≤ k ≤ n, n ≥ 0, i äëÿ âñiõ z iç (5.90).

Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîäèêó âñòàíîâëåííÿ ôîðìóëè (1.44) (äèâ., íàïðè-

êëàä, [9]) i ñïiââiäíîøåííÿ (5.67)�(5.70), çíàéäåìî ôîðìóëó ðiçíèöi äâîõ

ïiäõiäíèõ äðîáiâ (fn+k(z) − fn(z)) áàãàòîâèìiðíîãî g-äðîáó ç íåðiâíîçíà-

÷íèìè çìiííèìè (5.60). Äëÿ n ≥ 2 i k ≥ 1 íà ïåðøèõ äâîõ êðîêàõ ìà¹ìî

fn+k(z)− fn(z) =
s0

F
(n+k)
0 (z)

− s0

F
(n)
0 (z)

= −s0(F
(n+k)
0 (z)− F (n)

0 (z))

F
(n+k)
0 (z)F

(n)
0 (z)

=

= − s0

F
(n+k)
0 (z)F

(n)
0 (z)

(
N∑
i1=1

zi1

G
(n+k)
i(1) (z)

−
N∑
i1=1

zi1

G
(n)
i(1)(z)

)
=

=
s0

F
(n+k)
0 (z)F

(n)
0 (z)

N∑
i1=1

zi1(G
(n+k)
i(1) (z)−G(n)

i(1)(z))

G
(n+k)
i(1) (z)G

(n)
i(1)(z)

=

=
s0

F
(n+k)
0 (z)F

(k)
0 (z)

N∑
i1=1

zi1

G
(n+k)
i(1) (z)G

(n)
i(1)(z)

(
πi(1)

F
(n+k)
i(1) (z)

−
πi(1)

F
(n)
i(1)(z)

)
=

= − s0

F
(n+k)
0 (z)F

(k)
0 (z)

N∑
i1=1

zi1πi(1)(F
(n+k)
i(1) (z)− F (n)

i(1)(z))

G
(n+k)
i(1) (z)G

(n)
i(1)(z)F

(n+k)
i(1) (z)F

(n)
i(1)(z)

.

Íåõàé r � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî òàêå, ùî 0 ≤ r ≤ n − 2, n ≥ 2.
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Òîäi äëÿ n ≥ 2 i k ≥ 1 îòðèìà¹ìî

F
(n+k)
i(r) (z)− F (n)

i(r)(z) =

ir∑
ir+1=1

zir+1

G
(n+k)
i(r+1)(z)

−
ir∑

ir+1=1

zir+1

G
(n)
i(r+1)(z)

=

=

ir∑
ir+1=1

zir+1
(G

(n+k)
i(r+1)(z)−G(n)

i(r+1)(z))

G
(n+k)
i(r+1)(z)G

(n)
i(r+1)(z)

=

=

ir∑
ir+1=1

zir+1
πi(r+1)(F

(n+k)
i(r+1)(z)− F (n)

i(r+1)(z))

G
(n+k)
i(r+1)(z)G

(n)
i(r+1)(z)F

(n+k)
i(r+1)(z)F

(n)
i(r+1)(z)

. (5.94)

Çàñòîñîâóþ÷è ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ (5.94) i âðàõîâóþ÷è, ùî

F
(n+k)
i(n−1)(z)− F (n)

i(n−1)(z) = −
in−1∑
in=1

zinπi(n)

G
(n+k)
i(n) (z)F

(n+k)
i(n) (z)

,

íà (2n− 1)-ìó êðîöi çíàõîäèìî

fn+k(z)− fn(z) =

=
s0

F
(n+k)
0 (z)F

(n)
0 (z)

N∑
i1=1

i1∑
i2=1

. . .

in−1∑
in=1

n∏
r=1

zirπi(r)

n∏
r=1

F
(n+k)
i(r) (z)G

(n+k)
i(r) (z)

n−1∏
r=1

F
(n)
i(r)(z)G

(n)
i(r)(z)

.

Çâiäñè, âèêîðèñòîâóþ÷è ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ (5.71), îòðèìó¹ìî

fn+k(z)− fn(z) =
s0

F
(n+k)
0 (z)F

(n)
0 (z)

×

×
N∑
i1=1

i1∑
i2=1

. . .

in−1∑
in=1

n∏
r=1

zirπi(r)

n∏
r=1

(πi(r) + F
(n+k)
i(r) (z))

n−1∏
r=1

(πi(r) + F
(n)
i(r)(z))

. (5.95)

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ x > 0, a1 > 0 i a2 > 0

max
x>0

x

(x+ a1)(x+ a2)
=

1

(
√
a1 +

√
a2)2

. (5.96)
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Äiéñíî, ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ âèðàçó

f(x) =
x

(x+ a1)(x+ a2)

äîñÿãà¹òüñÿ ïðè x =
√
a1a2, îñêiëüêè f ′(x) = 0 ïðè x =

√
a1a2 i

f ′′(
√
a1a2) < 0, lim

x→0
f(x) = lim

x→∞
f(x) = 0.

Íåõàé α � äîâiëüíå ÷èñëî ç iíòåðâàëó (−π/2, π/2) i íåõàé z � äîâiëüíà

ôiêñîâàíà òî÷êà iç Pα
⋂
Oα. Çàñòîñîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (5.77), îöiíêè

(5.76) i (5.96) äî ôîðìóëè (5.95), ìà¹ìî

|fn+k(z)− fn(z)| ≤ s0

D
(n+k)
N,0 D

(n)
N,0 cos2n+1(α)

×

×
N∑
i1=1

i1∑
i2=1

. . .

in−1∑
in=1

µn

n∏
r=1

|zir |

(µn +D
(n+k)
in,n

)
n−1∏
r=1

(√
D

(n+k)
ir,r

+

√
D

(n)
ir,r

)2 .
Çàçíà÷èìî, ùî iç ñïiââiäíîøåíü (5.77), íåðiâíîñòi â îçíà÷åííi îáëàñòi

(5.73) i âèêëàäåíèõ â äîâåäåííi òåîðåìè 5.18 ìiðêóâàíü, âèïëèâà¹, ùî äëÿ

êîæíîãî r ≥ 0, 1 ≤ in ≤ in−1, n ≥ 1, åëåìåíòè íåïåðåðâíîãî äðîáó D(∞)
ir,r

çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òåîðåì 1.10�1.12. Òîìó, íà ïiäñòàâi öèõ òåîðåì äëÿ

êîæíîãî r ≥ 0, 1 ≤ in ≤ in−1, n ≥ 1, íåïåðåðâíèé äðiá D(∞)
ir,r

çáiãà¹òüñÿ

áåçóìîâíî (äèâ. îçíà÷åííÿ íà ñ. 34), ïîñëiäîâíiñòü éîãî ïiäõiäíèõ äðîáiâ

ìîíîòîííî ñïàäà¹ i, êðiì öüîãî, çíà÷åííÿ öüîãî íåïåðåðâíîãî äðîáó i éîãî

ïiäõiäíèõ äðîáiâ íå ìåíøå, íiæ

1− T
ir∑
p=1

|zp| − Re (zpe
−2iα)

2 cos2(α)
,

äå T îçíà÷åíå â (5.92). Òàêèì ÷èíîì,

|fn+k(z)− fn(z)| ≤ s0(
1− T

N∑
p=1

|zp| − Re (zpe
−2iα)

2 cos2(α)

)2

cos3(α)

×
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×
N∑
i1=1

i1∑
i2=1

. . .

in−1∑
in=1

µn|zin|

µn + 1− T
in∑
p=1

|zp| − Re (zpe
−2iα)

2 cos2(α)

×

×
n−1∏
r=1

|zir |

4 cos2(α)− 2T

ir∑
p=1

(|zp| − Re (zpe
−2iα))

≤

≤
16s0 cos(α)

N∑
k=1

|zk|(
2 cos2(α)− T

N∑
k=1

(|zk| − Re (zke
−2iα))

)2
×

×
N∑
i1=1

i1∑
i2=1

. . .

in−2∑
in−1=1

n−1∏
r=1

|zir |

4 cos2(α)− 2T

ir∑
p=1

(|zp| − Re (zpe
−2iα))

àáî òå ñàìå, ùî

|fn+k(z)− fn(z)| ≤
16s0 cos(α)

N∑
k=1

|zk|(
2 cos2(α)− T

N∑
k=1

(|zk| − Re (zke
−2iα))

)2
×

×
∑
|n|=n−1
n≥0

N∏
r=1

|zr|nr(
4 cos2(α)− 2T

r∑
p=1

(|zp| − Re (zpe
−2iα))

)nr .
Çâiäñè, ïðÿìóþ÷è äî ãðàíèöi ïðè k →∞, îòðèìó¹ìî îöiíêè (5.93).

Íåõàé

1

L(z)
= max

1≤k≤N

|zk|

4 cos2(α)− 2T
k∑
r=1

(|zr| − Re (zre
−2iα))

. (5.97)

Òîäi iç íåðiâíîñòi â îçíà÷åííi îáëàñòi (5.91) âèïëèâà¹, ùî L(z) > 1 äëÿ âñiõ
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z ∈ Pα
⋂
Oα, à íà ïiäñòàâi ëåìè 5.1 äëÿ êîæíîãî z ∈ Pα

⋂
Oα îòðèìà¹ìî

∑
|n|=n−1
n≥0

N∏
r=1

|zr|nr(
4 cos2(α)− 2T

r∑
k=1

(|zk| − Re (zke
−2iα))

)nr ≤ CN−1
N+n−2

Ln−1(z)
=

=
n∏
k=2

N + k − 2

(k − 1)L(z)
=

n∏
k=2

(
1− (k − 1)L(z)−N − k + 2

(k − 1)L(z)

)
.

Çâiäñè, îñêiëüêè ðÿä

∞∑
k=2

(k − 1)L(z)−N − k + 2

(k − 1)L(z)

ðîçáiãà¹òüñÿ, âèïëèâà¹, ùî âèðàç â ïðàâié ÷àñòèíi íåðiâíîñòi (5.93) ïðÿ-

ìó¹ äî íóëÿ ïðè n → ∞ i, îòæå, áàãàòîâèìiðíèé g-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íè-

ìè çìiííèìè (5.60) çáiãà¹òüñÿ â îáëàñòi Pα
⋂
Oα. Íàðåøòi, iç äîâiëüíîñòi

α âèïëèâà¹, ùî áàãàòîâèìiðíèé g-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.60)

çáiãà¹òüñÿ â îáëàñòi (5.90). �

Ç îãëÿäó íà çàóâàæåííÿ 5.1 ìà¹ìî òàêå çàóâàæåííÿ:

Çàóâàæåííÿ 5.2. Çà óìîâ òåîðåìè 5.21 íåðiâíiñòü (5.93) äëÿ êîæíî-

ãî z ∈ (Pα
⋂
Oα), äå Pα, Oα îçíà÷åíi âiäïîâiäíî â (5.73) i (5.91), ìîæíà

çàïèñàòè ó âèãëÿäi

|f(z)− fn(z)| ≤
16s0C

N−1
N+n−2 cos(α)

N∑
k=1

|zk|

Ln−1(z)

(
2 cos2(α)− T

N∑
k=1

(|zk| − Re (zke
−2iα))

)2

äëÿ n ≥ 2 i äëÿ êîæíîãî α ∈ (−π/2, π/2), äå 1/L(z) îçíà÷åíå â (5.97).

Çðîçóìiëî, ùî âèðàç â ïðàâié ÷àñòèíi öi¹¨ íåðiâíîñòi ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè

n→∞.

Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó êîëè êîåôiöi¹íòè gi(k) áàãàòîâèìiðíîãî g-

äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.60) òàêi, ùî ðÿä (5.80), äå µr, r ≥ 1,
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îçíà÷åíi â (5.77), ðîçáiãà¹òüñÿ i zk = z/N, 1 ≤ k ≤ N, cos(α) = 1, òî â

òåîðåìi 5.21 îáëàñòü Oα çàïèøåìî ó âèãëÿäi(
x− 8N

1 + 4N

)2

+
(1 + 2N)2

1 + 4N
y2 < 16N 2

(
1 + 2N

1 + 4N

)2

,

äå x = Re (z), y = Im (z). Öå âíóòðiøíiñòü åëiïñà ç öåíòðîì ó òî÷öi(
8N

1 + 4N
, 0

)
i ïiâîñÿìè 4N

1 + 2N

1 + 4N
i

4N√
1 + 4N

.

Oα ⊂ Pα ëèøå ïðè N = 1.

Íàñòóïíi äâi òåîðåìè ïðî øâèäêiñòü çáiæíîñòi ìîäèôiêîâàíèõ áàãàòî-

âèìiðíèõ g-äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.81) i (5.84) îòðèìó¹ìî

ìiðêóâàííÿìè ïîäiáíèìè äî ìiðêóâàíü äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.21.

Òåîðåìà 5.22. Ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìií-

íèìè (5.81) iç ïîñëiäîâíiñòþ ïiäõiäíèõ äðîáiâ {fn(z)}n∈N çáiãà¹òüñÿ äî

ôóíêöi¨ f(z) â îáëàñòi (5.90), äå Pα, Oα îçíà÷åíi âiäïîâiäíî â (5.73) i (5.91),

T îçíà÷åíå â (5.92) iç

µr = max
i(r)∈Ir

mi(r)

1−mi(r)
, r ≥ 1,

äå mi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, âèçíà÷åíi â (5.83), i äëÿ êîæíîãî z ∈ Pα
⋂
Oα

âèêîíóþòüñÿ îöiíêè (5.93), äå s0 = g0, äëÿ n ≥ 2 i äëÿ êîæíîãî α ∈
(−π/2, π/2).

Òåîðåìà 5.23. Ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìií-

íèìè (5.84) iç ïîñëiäîâíiñòþ ïiäõiäíèõ äðîáiâ {fn(z)}n∈N çáiãà¹òüñÿ äî

ôóíêöi¨ f(z) â îáëàñòi (5.90), äå Pα, Oα îçíà÷åíi âiäïîâiäíî â (5.73) i (5.91),

äå

T = sup
n∈N

(
1−

(
1 +

∞∑
k=n+1

k∏
r=n+1

µr

)−1)
, µr = max

i(r)∈Ir

mi(r)

1−mi(r)
, r ≥ 2,

mi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, âèçíà÷åíi â (5.86), i äëÿ êîæíîãî z ∈ Pα
⋂
Oα
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âèêîíóþòüñÿ îöiíêè

|f(z)− fn(z)| ≤
N∑
p=1

16 cos(α)gp|zp|
N∑
k=1

|zk|(
2 cos2(α)− T

p∑
k=1

(|zk| − Re (zke
−2iα))

)2
×

×
∑

np+np+1+...+nN=n−1
n≥0

N∏
r=p

|zr|nr(
4 cos2(α)− 2T

r∑
k=1

(|zk| − Re (zke
−2iα))

)nr
äëÿ n ≥ 2 i äëÿ êîæíîãî α ∈ (−π/2, π/2).

Çàóâàæåííÿ, ïîäiáíi äî çàóâàæåííÿ 5.2, ¹ ïðàâèëüíèì i äî òåîðåì 5.22

i 5.23.

5.4. Îáëàñòi i ìíîæèíè çáiæíîñòi áàãàòîâèìiðíèõ ïðè¹äíàíèõ

äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i áàãàòîâèìiðíèõ J -äðîáiâ ç

íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi äîñëiäèìî çáiæíiñòü áàãàòîâèìiðíîãî ïðè¹äíàíîãî

äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

N∑
i1=1

pi(1)zi1
1 + qi(1)zi1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

(−1)δik−1,ikpi(k)zik−1zik
1 + qi(k)zik

, (5.98)

äå pi(k) ∈ C\{0}, qi(k) ∈ C äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, δi,j � ñèìâîë Êðîíåêåðà,

i, ÿê çàçíà÷àëîñÿ âèùå, òiñíî ïîâ'ÿçàíîãî iç íèì áàãàòîâèìiðíîãî J -äðîáó

ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

N∑
i1=1

ci(1)
di(1) + zi1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

(−1i(k))
δik−1,ikci(k)

di(k) + zik
, (5.99)

äå ci(k) ∈ C\{0}, di(k) ∈ C äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, δi,j � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Ç öi¹þ ìåòîþ ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

Q
(n)
i(n)(z) = 1 + qi(n)zin, i(n) ∈ In, n ≥ 1, (5.100)
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Q
(n)
i(k)(z) = 1 + qi(k)zik +

n

D
r=k+1

ir−1∑
ir=1

(−1)δir−1,irpi(r)zir−1zir
1 + qi(r)zir

,

äå i(k) ∈ Ik, 1 ≤ k ≤ n− 1, n ≥ 2. Òîäi, î÷åâèäíî, âèêîíó¹òüñÿ ðåêóðåíòíå

ñïiââiäíîøåííÿ

Q
(n)
i(k)(z) = 1 + qi(k)zik +

ik∑
ik+1=1

(−1)δik,ik+1pi(k+1)zikzik+1

Q
(n)
i(k+1)(z)

(5.101)

äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, 1 ≤ k ≤ n− 1, n ≥ 2, i, òàêèì ÷èíîì, n-èé ïiäõiäíèé äðiá

áàãàòîâèìiðíîãî ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.98) çà-

ïèøåìî ó âèãëÿäi

fn(z) = 1 +
N∑
i1=1

pi(1)zi1

Q
(n)
i(1)(z)

, n ≥ 1.

Äîâåäåìî òàêó òåîðåìó:

Òåîðåìà 5.24. Íåõàé êîåôiöi¹íòè pi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, áàãàòîâè-

ìiðíîãî ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.98) çàäîâîëü-

íÿþòü íåðiâíiñòü

ik−1∑
ik=1

|pi(k)| − Re ((−1)δik−1,ikpi(k))

lik−1likgi(k−1)(1− gi(k))
≤ 1

2
äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, (5.102)

äå lk, 1 ≤ k ≤ N, � äîäàòíi ÷èñëà, {gi(k)}i(k)∈Ik, k∈N � ïîñëiäîâíiñòü äié-

ñíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî

0 < gi(k) < 1 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, (5.103)

à êîåôiöi¹íòè qi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, � íåðiâíiñòü

Re (qi(k)) ≥ 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1. (5.104)

Òîäi áàãàòîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.98)

çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi

Pl(N) =

{
z ∈ CN :

lk|zk|
cos(arg(zk))

< 2, | arg(zk)| <
π

2
, 1 ≤ k ≤ N

}
, (5.105)
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ÿêùî iñíó¹ ñòàëà M > 0 òàêà, ùî

|pi(k)| ≤M äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, (5.106)

ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi

îáëàñòi Pl(N).

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî

zk = |zk|eiϕk, 1 ≤ k ≤ N. (5.107)

Íåõàé n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî i z � äîâiëüíà ôiêñîâàíà òî÷êà iç

(5.105). Çà iíäóêöi¹þ çà k äëÿ êîæíîãî ìóëüòèiíäåêñó i(k) ∈ Ik, 1 ≤ k ≤ n,

äîâåäåìî íåðiâíîñòi

Re (Q
(n)
i(k)(z)e−iϕik ) ≥ (1− gi(k)) cos(ϕik) > 0, (5.108)

äå 1 ≤ k ≤ n.

Íåðiâíîñòi (5.108) äëÿ k = n i äëÿ âñiõ i(n) ∈ In, âðàõîâóþ÷è (5.100),

î÷åâèäíi. Ïðèïóñêàþ÷è, ùî íåðiâíîñòi (5.108) âèêîíóþòüñÿ äëÿ k = r+ 1 i

äëÿ âñiõ i(r + 1) ∈ Ir+1 òàêèõ, ùî r ≤ n − 1, äîâåäåìî ¨õ äëÿ k = r i äëÿ

êîæíîãî i(r) ∈ Ir. Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (5.101) i (5.107), äëÿ

äîâiëüíîãî ìóëüòèiíäåêñó i(r) ∈ Ir ìà¹ìî

Q
(n)
i(r)(z)e−iϕir = e−iϕir + |zir |qi(r) +

ir∑
ir+1=1

(−1)δir,ir+1pi(r+1)|zir ||zir+1
|

Q
(n)
i(r+1)(z)e−iϕir+1

. (5.109)

Iç íåðiâíîñòi (5.102) âèïëèâà¹, ùî

|pi(r+1)| − Re ((−1)δir,ir+1pi(r+1))

lirlir+1
gi(r)(1− gi(r+1))

≤ 1

2
(5.110)

äëÿ âñiõ iíäåêñiâ ir+1 òàêèõ, ùî 1 ≤ ir+1 ≤ ir. Êðiì öüîãî, iç íåðiâíîñòåé

(5.103) i (5.105) äëÿ äîâiëüíîãî iíäåêñó ir+1 òàêîãî, ùî 1 ≤ ir+1 ≤ ir, ìà¹ìî

|zir ||zir+1
|lirlir+1

gi(r)(1− gi(r+1)) < 4. (5.111)
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Íåõàé

u = Re ((−1)δir,ir+1pi(r+1)|zir ||zir+1
|), v = Im ((−1)δir,ir+1pi(r+1)|zir ||zir+1

|),

x = Re (Q
(n)
i(r+1)(z)e−iϕir+1), y = Im (Q

(n)
i(r+1)(z)e−iϕir+1).

Òîäi, êîìáiíóþ÷è íåðiâíîñòi (5.110) i (5.111), åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåí-

íÿìè îòðèìó¹ìî v2 ≤ 4u+4. Çàñòîñîâóþ÷è ïîñëiäîâíî ëåìó 1.2, íåðiâíiñòü

(5.104), ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ i íåðiâíîñòi (5.102) äî ñïiââiäíîøåííÿ (5.109),

à òàêîæ âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü (5.103), ìà¹ìî

Re (Q
(n)
i(r)(z)e−iϕir ) ≥

≥ cos(ϕir)−
ir∑

ir+1=1

|zir ||zir+1
|(|pi(r+1)| − Re ((−1)δir,ir+1pi(r+1)))

2Re (Q
(n)
i(r+1)(z)e−iϕir+1)

≥

≥ cos(ϕir)−
ir∑

ir+1=1

2(|pi(r+1)| − Re ((−1)δir,ir+1pi(r+1))) cos(ϕir)

lirlir+1
(1− gi(r+1))

≥

≥ cos(ϕir)− gi(r) cos(ϕir) = (1− gi(r)) cos(ϕir) > 0.

Iç íåðiâíîñòåé (5.108) âèïëèâà¹, ùî Q(n)
i(k)(z) 6= 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik,

1 ≤ k ≤ n, n ≥ 1, i äëÿ âñiõ z iç (5.105). Òàêèì ÷èíîì, ïiäõiäíi äðîáè fn(z),

n ≥ 1, áàãàòîâèìiðíîãî ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

(5.98) ôîðìóþòü ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíèõ â

îáëàñòi Pl(N).

Íåõàé

Pl(N),σ =

{
z ∈ CN :

lk|zk|
cos(arg(zk))

< 2σ, | arg(zk)| <
σπ

2
, 1 ≤ k ≤ N

}
,

äå 0 < σ < 1. Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíîñòi (5.106) i (5.108), äëÿ n ≥ 1 i äëÿ

äîâiëüíîãî z ∈ Pl(N),σ, Pl(N),σ ⊂ Pl(N), îòðèìà¹ìî

|fn(z)| ≤
N∑
i1=1

|pi(1)||zi1|
Re (Q

(n)
i(1)(z)e−iϕi1)

<
N∑
i1=1

2Mσ

li1(1− gi(1))
= C(Pl(N),σ),

äå C(Pl(N),σ) � ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü ëèøå âiä îáëàñòi Pl(N),σ. Öå îçíà÷à¹,

ùî ïîñëiäîâíiñòü {fn(z)}n∈N ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíà â Pl(N),σ.
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Íåõàé K � äîâiëüíà êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà îáëàñòi Pl(N). Ïîêðè¹ìî

K îáëàñòÿìè âèãëÿäó Pl(N),σ. Iç öüîãî ïîêðèòòÿ âèáåðåìî ñêií÷åííå ïiäïî-

êðèòòÿ Pl(N),σr , 1 ≤ r ≤ m, i ïîêëàäåìî

C(K) = max
1≤r≤m

C(Pl(N),σr).

Òîäi äëÿ n ≥ 1 i äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ K îòðèìà¹ìî |fn(z)| ≤ C(K), òîá-

òî ïîñëiäîâíiñòü {fn(z)}n∈N ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíà íà êîæíié êîìïàêòíié

ïiäìíîæèíi îáëàñòi (5.105).

Åêâiâàëåíòíèì ïåðåòâîðåííÿì

ρi(k) =
1

1 + qi(k)zik
äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1,

áàãàòîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.98) çâåäå-

ìî äî âèãëÿäó

N∑
i1=1

pi(1)zi1
1 + qi(1)zi1

1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

(−1)δik−1,ikpi(k)zik−1zik
(1 + qi(k−1)zik−1)(1 + qi(k)zik)

1
. (5.112)

Íåõàé

L = max
1≤k≤N

lk. (5.113)

Òîäi, iç íåðiâíîñòi (5.106) âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ äîäàòíà ñòàëà M ′ òàêà, ùî
√
M ′ > max{1,M,L/(2N)} i, îòæå, îáëàñòü

∆R =

{
z ∈ RN : 0 < zk < R <

1

2N
√
M ′

, 1 ≤ k ≤ N

}
ìiñòèòüñÿ â Pl(N) äëÿ êîæíîãî R òàêîãî, ùî

0 < R <
1

2N
√
M ′

,

çîêðåìà, ∆1/(4N
√
M ′) ⊂ Pl(N). Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíîñòi (5.104) i

(5.106), äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ ∆R, ∆R ⊂ Pl(N), i äëÿ äîâiëüíîãî i(1) ∈ I1
ìà¹ìî ∣∣∣∣ pi(1)zi1

1 + qi(1)zi1

∣∣∣∣ ≤ M

2N
√
M ′

<
1

2N
,



257

à äëÿ äîâiëüíèõ i(k) ∈ Ik i k ≥ 2 îòðèìà¹ìî∣∣∣∣∣ (−1)δik−1,ikpi(k)zik−1zik
(1 + qi(k−1)zik−1)(1 + qi(k)zik)

∣∣∣∣∣ ≤ M

4N 2M ′ <
1

4ik−1
.

Òîìó, çãiäíî ç òåîðåìîþ 2.3, äå gi(k) = 1/2 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1,

zi(1) = 2pi(1)zi1/(1 + qi(1)zi1) äëÿ âñiõ i(1) ∈ I1 i

zi(k) =
4(−1)δik−1,ikpi(k)zik−1zik

(1 + qi(k−1)zik−1)(1 + qi(k)zik)
äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 2,

ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.112) çáiãà¹òüñÿ

â îáëàñòi ∆R, ∆R ⊂ Pl(N). Êðiì öüîãî, iç îçíà÷åííÿ åêâiâàëåíòíîñòi äâîõ

ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i òâåðäæåííÿ 1.1

âèïëèâà¹, ùî áàãàòîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

(5.98) òàêîæ çáiãà¹òüñÿ â îáëàñòi ∆R, ∆R ⊂ Pl(N). Íàðåøòi, íà ïiäñòàâi

òåîðåìè 1.19 áàãàòîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

(5.98) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Pl(N)

äî ãîëîìîðôíî¨ ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ â öié îáëàñòi. �

Ïîçàÿê iñíó¹ çâ'ÿçîê ìiæ ôóíêöiîíàëüíèìè ãiëëÿñòèìè ëàíöþãîâèìè

äðîáàìè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.98) i (5.99), òî çáiæíiñòü áàãàòîâè-

ìiðíîãî J -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.99) äîñëiäèìî çà äîïîìî-

ãîþ åêâiâàëåíòíîãî áàãàòîâèìiðíîãî ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè

N∑
i1=1

ci(1)ξi1
1 + di(1)ξi1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

(−1)δik−1,ikci(k)ξik−1ξik
1 + di(k)ξik

, (5.114)

äå ξk = 1/zk, 1 ≤ k ≤ N.

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 5.24 áàãàòîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç íåðiâíîçíà-

÷íèìè çìiííèìè (5.114) çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ, ãîëîìîð-

ôíî¨ â îáëàñòi

Pl(N) =

{
ξ ∈ CN :

lk|ξk|
cos(arg(ξk))

< 2, | arg(ξk)| <
π

2
, 1 ≤ k ≤ N

}
, (5.115)
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ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

ik−1∑
ik=1

|ci(k)| − Re ((−1)δik−1,ikci(k))

lik−1likgi(k−1)(1− gi(k))
≤ 1

2
äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, (5.116)

äå lk, 1 ≤ k ≤ N, � äîäàòíi ÷èñëà, {gi(k)}i(k)∈Ik, k∈N � ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ

÷èñåë òàêèõ, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü (5.103), à òàêîæ íåðiâíiñòü

Re (di(k)) ≥ 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, (5.117)

i, êðiì öüîãî, iñíó¹ ñòàëà M > 0 òàêà, ùî

|ci(k)| ≤M äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, (5.118)

ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi

Pl(N).

Âðàõîâóþ÷è, ùî ξk = 1/zk, 1 ≤ k ≤ N, iç íåðiâíîñòåé (5.115) çíàõîäè-

ìî ∣∣∣∣ 1

zk

∣∣∣∣ < 2

lk
cos

(
arg

(
1

zk

))
,

∣∣∣∣arg

(
1

zk

)∣∣∣∣ < π

2
, 1 ≤ k ≤ N,

àáî Re (zk) > lk/2, 1 ≤ k ≤ N.

Îòæå, ÿê íàñëiäîê iç òåîðåìè 5.24 îòðèìó¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò:

Íàñëiäîê 5.3. Íåõàé êîåôiöi¹íòè ci(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, áàãàòîâè-

ìiðíîãî J-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.99) äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik i

k ≥ 1 çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü (5.116), à êîåôiöi¹íòè di(k), i(k) ∈ Ik,
k ≥ 1, � íåðiâíiñòü (5.117). Òîäi áàãàòîâèìiðíèé J-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íè-

ìè çìiííèìè (5.99) çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíî¨

â îáëàñòi

Rl(N) =

{
z ∈ CN : Re (zk) >

lk
2
, 1 ≤ k ≤ N

}
,

ÿêùî iñíó¹ ñòàëà M > 0 òàêà, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (5.118), ïðè

öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi

Rl(N).
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Çàñòîñóâàííÿì òåîðåìè 5.24 ¹ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 5.25. Íåõàé êîåôiöi¹íòè pi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, áàãàòîâè-

ìiðíîãî ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.98) çàäîâîëü-

íÿþòü íåðiâíiñòü (−1)δik−1,ikpi(k) > 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, à êîåôi-

öi¹íòè qi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, � íåðiâíiñòü (5.104). Òîäi áàãàòîâèìiðíèé

ïðè¹äíàíèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.98) çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨

áàãàòüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi

P =
{
z ∈ CN : | arg zk| <

π

2
, 1 ≤ k ≤ N

}
, (5.119)

ÿêùî iñíó¹ ñòàëà M > 0 òàêà, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (5.106), ïðè

öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi

(5.119).

Äîâåäåííÿ. ßêùî gi(k) = 1/2 i (−1)δik,ik+1pi(k+1) > 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈
Ik, k ≥ 1, òî, î÷åâèäíî, íåðiâíiñòü (5.102) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ lk > 0,

1 ≤ k ≤ N.

ÍåõàéK � äîâiëüíà êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà îáëàñòi (5.119). Òîäi âèêî-

íóþòüñÿ âêëþ÷åííÿ K ⊆ Pl(N) ⊆ P äëÿ äåÿêèõ äîñèòü ìàëèõ l1, l2, . . . , lN
äëÿ ÿêèõ ìíîæèíà Pl(N) ¹ îáëàñòü (5.105). Òàêèì ÷èíîì, öÿ òåîðåìà ¹ áåç-

ïîñåðåäíiì íàñëiäêîì òåîðåìè 5.24. �

Âðàõîâóþ÷è íàâåäåíi âèùå ìiðêóâàííÿ, iç òåîðåìè 5.25 îòðèìó¹ìî òà-

êèé íàñëiäîê:

Íàñëiäîê 5.4. Íåõàé êîåôiöi¹íòè ci(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, áàãàòîâè-

ìiðíîãî J-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.99) çàäîâîëüíÿþòü íåðiâ-

íiñòü (−1)δik−1,ikci(k) > 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, à êîåôiöi¹íòè di(k),

i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, � íåðiâíiñòü (5.117). Òîäi áàãàòîâèìiðíèé J-äðiá ç íå-

ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.99) çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ,

ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi (5.119), ÿêùî iñíó¹ ñòàëà M > 0 òàêà, ùî âèêî-

íó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (5.118), ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié

êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi (5.119).
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Òåïåð äîâåäåìî íàñòóïíó òåîðåìó:

Òåîðåìà 5.26. Íåõàé êîåôiöi¹íòè pi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, áàãàòîâè-

ìiðíîãî ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.98) çàäîâîëü-

íÿþòü íåðiâíiñòü

|pi(k)| − Re ((−1)δik−1,ikpi(k))

lik−1likgi(k−1)(1− gi(k))
≤ 1

2
äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, (5.120)

äå lk, 1 ≤ k ≤ N, � äîäàòíi ÷èñëà, {gi(k)}i(k)∈Ik, k∈N � ïîñëiäîâíiñòü äié-

ñíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (5.103), à êîåôiöi¹íòè qi(k),

i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, � íåðiâíiñòü (5.104). Òîäi áàãàòîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé

äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.98) çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ áàãàòüîõ

çìiííèõ, ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi

Dl(N) =

=

{
z ∈ CN :

N∑
k=1

lk|zk|
cos(arg(zk))

< 2, | arg(zk)| <
π

2
, 1 ≤ k ≤ N

}
, (5.121)

ÿêùî iñíó¹ ñòàëà M > 0 òàêà, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (5.106), ïðè

öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi

Dl(N).

Äîâåäåííÿ. Òàê ñàìî, ÿê â äîâåäåííi òåîðåìè 5.24 ïîêëàäåìî zk =

|zk|eiϕk, 1 ≤ k ≤ N. Íåõàé n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî i z � äîâiëüíà

ôiêñîâàíà òî÷êà iç îáëàñòi (5.121). Çà iíäóêöi¹þ çà k äëÿ êîæíîãî ìóëüòè-

iíäåêñó i(k) ∈ Ik äîâåäåìî íåðiâíîñòi (5.108).
Íåðiâíîñòi (5.108) ïðè k = n, âðàõîâóþ÷è (5.100), î÷åâèäíi. Ïðèïóñòè-

ìî, ùî íåðiâíîñòi (5.108) âèêîíóþòüñÿ äëÿ k = r+1 i äëÿ âñiõ i(r+1) ∈ Ir+1

òàêèõ, ùî r + 1 ≤ n. Òîäi, ïîñëiäîâíî çàñòîñîâóþ÷è ëåìó 1.2 íà ïiäñòàâi

ìiðêóâàíü, âèêëàäåíèõ â äîâåäåííi òåîðåìè 5.24, íåðiâíîñòi (5.104), (5.120),

ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ i íåðiâíîñòi (5.121) äî ñïiââiäíîøåííÿ (5.109), à òàêîæ

âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü (5.103), äëÿ k = r i äëÿ äîâiëüíîãî ìóëüòèiíäåêñó
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i(r) ∈ Ir ìà¹ìî

Re (Q
(n)
i(r)(z)e−iϕir ) ≥

≥ cos(ϕir)−
ir∑

ir+1=1

|zir ||zir+1
|(|pi(r+1)| − Re ((−1)δir,ir+1pi(r+1)))

2Re (Q
(n)
i(r+1)(z)e−iϕir+1)

≥

≥ cos(ϕir)−
ir∑

ir+1=1

2(|pi(r+1)| − Re ((−1)δir,ir+1pi(r+1))) cos(ϕir)

lirlir+1
(1− gi(r+1))

≥

≥ cos(ϕir)− gi(r) cos(ϕir) = (1− gi(r)) cos(ϕir) > 0.

Iç íåðiâíîñòåé (5.108) âèïëèâà¹, ùî Q(n)
i(k)(z) 6= 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik,

1 ≤ k ≤ n, n ≥ 1, i äëÿ âñiõ z iç (5.105). Öå îçíà÷à¹, ùî ïiäõiäíi äðîáè fn(z),

n ≥ 1, áàãàòîâèìiðíîãî ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

(5.98) ôîðìóþòü ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíèõ â

îáëàñòi Dl(N).

Íåõàé

Dl(N),σ =

{
z ∈ CN :

N∑
k=1

lk|zk|
2 cos(arg(zk))

< σ, | arg(zk)| <
σπ

2
, 1 ≤ k ≤ N

}
,

äå 0 < σ < 1. Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíîñòi (5.106), (5.108) i (5.118), äëÿ

n ≥ 1 i äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ Dl(N),σ, Dl(N),σ ⊆ Dl(N), îòðèìà¹ìî

|fn(z)| ≤
N∑
i1=1

|pi(1)||zi1|
Re (Q

(n)
i(1)(z)e−iϕi1)

<

N∑
i1=1

M |zi1|
(1− gi(1)) cos(ϕi1)

<

<
2σM

l(1− gi(1))
= C(Dl(N),σ),

äå l = min{l1, l2, . . . , lN}, C(Dl(N),σ) � ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü ëèøå âiä îáëàñòi

Dl(N),σ. Òàêèì ÷èíîì, ïîñëiäîâíiñòü {fn(z)}n∈N ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíà â

Dl(N),σ.

Òåïåð íåõàé K � äîâiëüíà êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà îáëàñòi Dl(N). Ïî-

êðè¹ìîK îáëàñòÿìè âèãëÿäóDl(N),σ. Iç öüîãî ïîêðèòòÿ âèáåðåìî ñêií÷åííå

ïiäïîêðèòòÿ Dl(N),σr , 1 ≤ r ≤ m, i ïîêëàäåìî

C(K) = max
1≤r≤m

C(Dl(N),σr).
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Òîäi äëÿ n ≥ 1 i äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ K îòðèìà¹ìî |fn(z)| ≤ C(K), òîá-

òî ïîñëiäîâíiñòü {fn(z)}n∈N ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíà íà êîæíié êîìïàêòíié

ïiäìíîæèíi îáëàñòi (5.121).

Iç íåðiâíîñòi (5.106) âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ñòàëà M ′ òàêà, ùî
√
M ′ >

max{1,M,L/2}, äå L îçíà÷åíå â (5.113), i, îòæå, îáëàñòü

∆R =

{
z ∈ RN : 0 <

N∑
k=1

zk < R <
1

2
√
M ′

, z > 0

}
ìiñòèòüñÿ â Dl(N) äëÿ êîæíîãî R òàêîãî, ùî 0 < R < 1/(2

√
M ′), çîêðåìà,

∆1/(4
√
M ′) ⊂ Dl(N). Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíîñòi (5.104) i (5.106), äëÿ

äîâiëüíîãî z ∈ ∆R, ∆R ⊂ Dl(N), ìà¹ìî

N∑
i1=1

∣∣∣∣ pi(1)zi1
1 + qi(1)zi1

∣∣∣∣ ≤ M

2
√
M ′

<
1

2
,

à äëÿ äîâiëüíèõ i(k) ∈ Ik i k ≥ 1 îòðèìà¹ìî
ik∑

ik+1=1

∣∣∣∣∣ (−1)δik−1,ikpi(k)zik−1zik
(1 + qi(k−1)zik−1)(1 + qi(k)zik)

∣∣∣∣∣ ≤ M

4M ′ <
1

4
, i(k) ∈ Ik, k ≥ 1,

Òîìó, çãiäíî ç òåîðåìîþ 2.6, äå gi(k) = 1/2 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1,

zi(1) = 2pi(1)zi1/(1 + qi(1)zi1) äëÿ âñiõ i(1) ∈ I1 i

zi(k) =
4(−1)δik−1,ikpi(k)zik−1zik

(1 + qi(k−1)zik−1)(1 + qi(k)zik)
äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 2,

ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.112) çáiãà¹òüñÿ

â îáëàñòi ∆R, ∆R ⊂ Dl(N). Êðiì öüîãî, iç îçíà÷åííÿ åêâiâàëåíòíîñòi äâîõ

ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i òâåðäæåííÿ 1.1

âèïëèâà¹, ùî áàãàòîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííè-

ìè (5.98) òàêîæ çáiãà¹òüñÿ â îáëàñòi ∆R, ∆R ⊂ Dl(N). Íàðåøòi, íà ïiäñòàâi

òåîðåìè 1.19 áàãàòîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííè-

ìè (5.98) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi

(5.121) äî ãîëîìîðôíî¨ ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ â öié îáëàñòi. �

Ìiðêóâàííÿìè, ïîäiáíèìè äî ìiðêóâàíü ïðè îòðèìàííi íàñëiäêó 5.3,

îòðèìó¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò:
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Íàñëiäîê 5.5. Íåõàé êîåôiöi¹íòè ci(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, áàãàòîâè-

ìiðíîãî J-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.99) çàäîâîëüíÿþòü íåðiâ-

íiñòü

|ci(k)| − Re ((−1)δik−1,ikci(k))

lik−1likgi(k−1)(1− gi(k))
≤ 1

2
äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 2,

äå lk, 1 ≤ k ≤ N, � äîäàòíi ÷èñëà, {gi(k)}i(k)∈Ik, k∈N � ïîñëiäîâíiñòü äié-

ñíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (5.103), à êîåôiöi¹íòè di(k),

i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, � íåðiâíiñòü (5.117). Òîäi áàãàòîâèìiðíèé J-äðiá ç íå-

ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.99) çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ,

ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi

Gl(N) =

{
z ∈ CN :

N∑
k=1

lk
Re (zk)

< 2, | arg(zk)| <
π

2
, 1 ≤ k ≤ N

}
,

ÿêùî iñíó¹ ñòàëà M > 0 òàêà, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (5.118), ïðè

öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi

Dl(N).

Äàëi ðîçãëÿäàòèìåìî îñîáëèâi âèïàäêè ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ

ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.98) i (5.99). Ñïî÷àòêó äîñëiäèìî çáiæíiñòü

áàãàòîâèìiðíîãî ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

N∑
i1=1

pi(1)zi1
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

(−1)δik−1,ikpi(k)zik−1zik
1

, (5.122)

äå pi(k) ∈ C \ {0} äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, δi,j � ñèìâîë Êðîíåêåðà, i

âiäïîâiäíî áàãàòîâèìiðíîãî J -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

N∑
i1=1

ci(1)
zi1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

(−1)δik−1,ikci(k)
zik

, (5.123)

äå ci(k) ∈ C \ {0} äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, δi,j � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Íåõàé

Q
(n)
i(n)(z) ≡ 1, i(n) ∈ In, n ≥ 1, (5.124)
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i

Q
(n)
i(k)(z) = 1 +

n

D
r=k+1

ir−1∑
ir=1

(−1)δir−1,irpi(r)zir−1zir
1

, (5.125)

äå i(k) ∈ Ik, 1 ≤ k ≤ n− 1, n ≥ 2. Òîäi n-èé ïiäõiäíèé äðiá áàãàòîâèìið-

íîãî ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.122) çàïèøåìî ó

âèãëÿäi

fn(z) =
N∑
i1=1

pi(1)zi1

Q
(n)
i(1)(z)

, n ≥ 1.

Òåîðåìà 5.27. Íåõàé êîåôiöi¹íòè pi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, áàãàòîâè-

ìiðíîãî ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.122) çàäîâîëü-

íÿþòü íåðiâíîñòi

N∑
i1=1

|pi(1)| − Re (pi(1))

li1g0(1− gi(1))
≤ 1− ε, (5.126)

ik−1∑
ik=1

|pi(k)| − Re ((−1)δik−1,ikpi(k))

lik−1likgi(k−1)(1− gi(k))
≤ 1− ε

2
äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, (5.127)

äå 0 < ε < 1, lk, 1 ≤ k ≤ N, � äîäàòíi ÷èñëà, {gi(k)}i(k)∈Ik, k∈N0
� ïîñëi-

äîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî

g0 ≥ 0 i 0 ≤ gi(k) ≤ 1− ε äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1. (5.128)

Òîäi

1) äëÿ âñiõ z iç ìíîæèíè

Pl(N),ε =

=

{
z ∈ CN :

lk|zk|
cos(arg(zk))

≤ 2, | arg(zk)| <
π

2(1 + ε)
, 1 ≤ k ≤ N

}
(5.129)

ïîñëiäîâíîñòi ïàðíèõ i íåïàðíèõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ áàãàòîâèìiðíîãî ïðè¹ä-

íàíîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.122) çáiãàþòüñÿ âiäïîâiäíî

äî ñêií÷åííèõ çíà÷åíü g(z) i h(z), ïðè öüîìó çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî íà
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êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Int (Pl(N),ε), à g(z), h(z) � ãîëî-

ìîðôíi ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ â îáëàñòi Int (Pl(N),ε);

2) äëÿ êîæíîãî z ∈ Pl(N),ε áàãàòîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç íåðiâíî-

çíà÷íèìè çìiííèìè (5.122) çáiãà¹òüñÿ äî ñêií÷åííîãî çíà÷åííÿ f(z), ÿêùî

ðÿä

∞∑
k=1

(
max
i(k)∈Ik

|pi(k)|
)−1

(5.130)

ðîçáiãà¹òüñÿ, ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié

ïiäìíîæèíi îáëàñòi Int (Pl(N),ε), à f(z) � ãîëîìîðôíà ôóíêöiÿ áàãàòüîõ

çìiííèõ â Int (Pl(N),ε).

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî zk = |zk|eiϕk, 1 ≤ k ≤ N, i âèáåðåìî

r0 = g0 i ri(k) = gi(k) cos(ϕik) äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1. (5.131)

Íåõàé z � äîâiëüíà ôiêñîâàíà òî÷êà iç Pl(N),ε. Òîäi iç íåðiâíîñòi (5.126)

ìà¹ìî

N∑
i1=1

|pi(1)zi1| − Re (pi(1)zi1e
−iϕi1)

|zi1|li1g0(1− gi(1))
≤ 1− ε,

à iç (5.127) äëÿ äîâiëüíîãî i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, îòðèìó¹ìî

ik−1∑
ik=1

|pi(k)zik−1zik| − Re ((−1)δik−1,ikpi(k)zik−1zike
−i(ϕik−1+ϕik

))

|zik−1||zik|lik−1likgi(k−1)(1− gi(k))
≤ 1− ε

2

àáî

N∑
i1=1

|pi(1)zi1| − Re (pi(1)zi1e
−iϕi1)

|zi1|li1
cos(ϕi1)

r0(cos(ϕi1)− ri(1))
≤ 1− ε (5.132)

i âiäïîâiäíî

ik−1∑
ik=1

|pi(k)zik−1zik| − Re ((−1)δik−1,ikpi(k)zik−1zike
−i(ϕik−1+ϕik

))

|zik||zik−1|lik−1lik
cos(ϕik−1) cos(ϕik)

ri(k−1)(cos(ϕik)− ri(k))
≤ 1− ε

2
. (5.133)
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Iç ñïiââiäíîøåíü (5.129) i (5.131) âèïëèâà¹, ùî

|zk|lk ≤ 2 cos(ϕk), 1 ≤ k ≤ N. (5.134)

Òîìi iç íåðiâíîñòi (5.132) îòðèìó¹ìî

N∑
i1=1

|pi(1)zi1| − Re (pi(1)zi1e
−iϕi1)

r0(cos(ϕi1)− ri(1))
≤ 2(1− ε) (5.135)

à iç íåðiâíîñòi (5.133) ìà¹ìî

ik−1∑
ik=1

|pi(k)zik−1zik| − Re ((−1)δik−1,ikpi(k)zik−1zike
−i(ϕik−1+ϕik

))

ri(k−1)(cos(ϕik)− ri(k))
≤

≤ 2(1− ε) äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1. (5.136)

Êðiì öüîãî, iç íåðiâíîñòåé (5.128) âèïëèâà¹, ùî

0 ≤ ri(k) ≤ (1− ε) cos(ϕik) äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1. (5.137)

Òàêèì ÷èíîì, åëåìåíòè áàãàòîâèìiðíîãî ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç íåðiâíî-

çíà÷íèìè çìiííèìè (5.122) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òåîðåìè 1.18, äå ϕ0 = 0,

êîëè z ∈ Pl(N),ε. Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 2) öi¹¨ òåîðåìè ïîñëiäîâíîñòi ïàð-

íèõ i íåïàðíèõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ áàãàòîâèìiðíîãî ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç íå-

ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.122) çáiãàþòüñÿ äî ñêií÷åííèõ çíà÷åíü äëÿ âñiõ

z ∈ Pl(N),ε. Êðiì öüîãî, iç òâåðäæåííÿ 1) òåîðåìè 1.18 âèïëèâà¹, ùî äëÿ

êîæíîãî i(1) ∈ I1 çíà÷åííÿ ñêií÷åííèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íå-
ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè Q(n)

i(1)(z), n ≥ 1, (äèâ. (5.124) i (5.125)) ¹ ñêií÷åííi

é ðîçìiùåíi ó ïiâïëîùèíi

Vi(1)(ϕi1, ri(1)) =
{
$ : Re ($e−iϕi1) ≥ cos(ϕi1)− ri(1)

}
. (5.138)

Çâiäñè òà iç íåðiâíîñòåé (5.137) âèïëèâà¹, ùî Q(n)
i(1)(z) 6= 0 äëÿ âñiõ z ∈

Int (Pl(N),ε) i äëÿ âñiõ i(1) ∈ I1, n ≥ 1. Òàêèì ÷èíîì, ïiäõiäíi äðîáè fn(z),

n ≥ 1, áàãàòîâèìiðíîãî ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

(5.122) ôîðìóþòü ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíèõ â

îáëàñòi Int (Pl(N),ε).
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Íåõàé

Pl(N),ε,σ =

=

{
z ∈ CN :

lk|zk|
cos(arg(zk))

<
2

1 + σ
, | arg(zk)| <

σπ

2(1 + ε)
, 1 ≤ k ≤ N

}
,

äå 0 < σ < 1, i íåõàé

P = max
1≤i1≤N

|pi(1)|. (5.139)

Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíîñòi (5.129) i (5.138), äëÿ n ≥ 1 i äëÿ äîâiëüíîãî

z ∈ Pl(N),ε,σ, Pl(N),ε,σ ⊆ Int (Pl(N),ε), îòðèìà¹ìî

|fn(z)| ≤
N∑
i1=1

|pi(1)||zi1|
Re
(
Q

(n)
i(1)(z)e−iϕi1

) < N∑
i1=1

2P cos(ϕi1)

(1 + σ)li1(cos(ϕi1)− ri(1))
≤

≤
N∑
i1=1

2P

(1 + σ)li1(1− gi(1))
≤

N∑
i1=1

2P

ε
(1 + σ)li1 = C(Pl(N),ε,σ),

äå C(Pl(N),ε,σ) � ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü ëèøå âiä îáëàñòi Pl(N),ε,σ. Öå îçíà÷à¹,

ùî ïîñëiäîâíiñòü {fn(z)}n∈N ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíà â Pl(N),ε,σ.

Íåõàé K � äîâiëüíà êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà îáëàñòi Int (Pl(N),ε). Ïî-

êðè¹ìî K îáëàñòÿìè âèãëÿäó Pl(N),ε,σ. Iç öüîãî ïîêðèòòÿ âèáåðåìî ñêií÷åí-

íå ïiäïîêðèòòÿ Pl(N),ε,σr , 1 ≤ r ≤ m, i ïîêëàäåìî

C(K) = max
1≤r≤m

C(Pl(N),ε,σr).

Òîäi äëÿ n ≥ 1 i äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ K îòðèìà¹ìî |fn(z)| ≤ C(K), òîáòî

ïîñëiäîâíiñòü {fn(z)}n∈N ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíà íà êîæíié êîìïàêòíié ïiä-
ìíîæèíi îáëàñòi Int (Pl(N),ε). Òîìó, íà ïiäñòàâi òåîðåìè 1.19 ïîñëiäîâíîñòi

ïàðíèõ i íåïàðíèõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ áàãàòîâèìiðíîãî ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç

íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.122) çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîì-

ïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Int (Pl(N),ε) äî ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié áàãàòüîõ

çìiííèõ â öié îáëàñòi. Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíî òâåðäæåííÿ 1) öi¹¨ òåîðåìè.

Òâåðäæåííÿ 2) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ iç òâåðäæåííÿ 3) òåîðåìè 1.18. �

Ïîäiáíî äî íàñëiäêó 5.3 iç òåîðåìè 5.27 îòðèìó¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò:
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Íàñëiäîê 5.6. Íåõàé êîåôiöi¹íòè ci(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, áàãàòîâè-

ìiðíîãî J-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.123) çàäîâîëüíÿþòü íå-

ðiâíîñòi

N∑
i1=1

|ci(1)| − Re (ci(1))

li1g0(1− gi(1))
≤ 1− ε,

ik−1∑
ik=1

|ci(k)| − Re ((−1)δik−1,ikci(k))

lik−1likgi(k−1)(1− gi(k))
≤ 1− ε

2
äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 2,

äå 0 < ε < 1, lk, 1 ≤ k ≤ N, � äîäàòíi ÷èñëà, {gi(k)}i(k)∈Ik, k∈N0
� ïîñëi-

äîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (5.128). Òîäi

1) äëÿ âñiõ z iç ìíîæèíè

Rl(N),ε =

{
z ∈ CN : Re (zk) ≥

lk
2
, | arg(zk)| <

π

2(1 + ε)
, 1 ≤ k ≤ N

}
ïîñëiäîâíîñòi ïàðíèõ i íåïàðíèõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ áàãàòîâèìiðíîãî J-äðîáó

ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.123) çáiãàþòüñÿ âiäïîâiäíî äî ñêií÷åííèõ

çíà÷åíü g(z) i h(z), ïðè öüîìó çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïà-

êòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Int (Pl(N),ε), à g(z), h(z) � ãîëîìîðôíi ôóíêöi¨

áàãàòüîõ çìiííèõ â Int (Pl(N),ε);

2) äëÿ êîæíîãî z ∈ Pl(N),ε áàãàòîâèìiðíèé J-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè (5.123) çáiãà¹òüñÿ äî ñêií÷åííîãî çíà÷åííÿ f(z), ÿêùî ðÿä
∞∑
k=1

(
max
i(k)∈Ik

|ci(k)|
)−1

(5.140)

ðîçáiãà¹òüñÿ, ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié

ïiäìíîæèíi îáëàñòi Int (Pl(N),ε), à f(z) � ãîëîìîðôíà ôóíêöiÿ áàãàòüîõ

çìiííèõ â Int (Pl(N),ε).

Çàñòîñóâàííÿì òåîðåìè 5.27 ¹ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 5.28. Íåõàé êîåôiöi¹íòè pi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, áàãàòîâè-

ìiðíîãî ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.122) çàäîâîëü-

íÿþòü íåðiâíîñòi

pi(1) > 0 äëÿ âñiõ i(1) ∈ I1 i (−1)δik−1,ikpi(k) > 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 2.
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Òîäi

1) ïîñëiäîâíîñòi ïàðíèõ i íåïàðíèõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ áàãàòîâèìiðíî-

ãî ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.122) çáiãàþòüñÿ äî

ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíèõ â îáëàñòi

Pε =

{
z ∈ CN : | arg(zk)| <

π

2(1 + ε)
, 1 ≤ k ≤ N

}
, (5.141)

äå 0 < ε < 1, ïðè öüîìó çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié

ïiäìíîæèíi îáëàñòi Pε;

2) áàãàòîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

(5.122) çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi

(5.141), ÿêùî ðÿä (5.130) ðîçáiãà¹òüñÿ, ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî

íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Pε.

Äîâåäåííÿ. ßêùî g0 = 1/2, gi(k) = 1/2 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1,

pi(1) > 0 äëÿ âñiõ i(1) ∈ I1 i (−1)δik−1,ikpi(k) > 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 2,

òî, î÷åâèäíî, ùî íåðiâíîñòi (5.126) i (5.125) âèêîíóþòüñÿ äëÿ âñiõ lk > 0,

1 ≤ k ≤ N.

Íåõàé K � äîâiëüíà êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà îáëàñòi Pε. Òîäi âèêîíóþ-

òüñÿ âêëþ÷åííÿK ⊆ Int (Pl(N),ε) ⊆ Pε äëÿ äåÿêèõ äîñèòü ìàëèõ l1, l2, . . . , lN
äëÿ ÿêèõ ìíîæèíà Int (Pl(N),ε) ¹ âíóòðiøíiñòü ìíîæèíè (5.129). Òàêèì ÷è-

íîì, öÿ òåîðåìà ¹ áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì òåîðåìè 5.27. �

Iç òåîðåìè 5.28 îòðèìó¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò:

Íàñëiäîê 5.7. Íåõàé êîåôiöi¹íòè ci(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, áàãàòîâè-

ìiðíîãî J-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.123) çàäîâîëüíÿþòü íå-

ðiâíîñòi

ci(1) > 0 äëÿ âñiõ i(1) ∈ I1 i (−1)δik−1,ikci(k) > 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 2.

Òîäi

1) ïîñëiäîâíîñòi ïàðíèõ i íåïàðíèõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ áàãàòîâèìiðíîãî

J-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.123) çáiãàþòüñÿ äî ôóíêöié áà-

ãàòüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíèõ â îáëàñòi (5.141), ïðè öüîìó çáiãàþòüñÿ

ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Pε;
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2) áàãàòîâèìiðíèé J-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.123) çáiãà-

¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi (5.141), ÿêùî

ðÿä (5.140) ðîçáiãà¹òüñÿ, ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîì-

ïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Pε.

Òåïåð äîâåäåìî íàñòóïíó òåîðåìó:

Òåîðåìà 5.29. Íåõàé êîåôiöi¹íòè pi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, áàãàòîâè-

ìiðíîãî ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.122) çàäîâîëü-

íÿþòü íåðiâíîñòi

|pi(1)| − Re (pi(1))

li1g0(1− gi(1))
≤ 1− ε äëÿ âñiõ i(1) ∈ I1, (5.142)

|pi(k)| − Re ((−1)δik−1,ikpi(k))

lik−1likgi(k−1)(1− gi(k))
≤ 1− ε

2
äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, (5.143)

äå 0 < ε < 1, lk, 1 ≤ k ≤ N, � äîäàòíi ÷èñëà, {gi(k)}i(k)∈Ik, k∈N0
� ïîñëi-

äîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (5.128). Òîäi

1) äëÿ âñiõ z iç ìíîæèíè

Dl(N),ε =
{
z ∈ CN :

N∑
k=1

lk|zk|
cos(arg(zk))

≤ 2, | arg(zk)| <
π

2(1 + ε)
, 1 ≤ k ≤ N

}
(5.144)

ïîñëiäîâíîñòi ïàðíèõ i íåïàðíèõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ áàãàòîâèìiðíîãî ïðè¹ä-

íàíîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.122) çáiãàþòüñÿ âiäïîâiäíî

äî ñêií÷åííèõ çíà÷åíü g(z) i h(z), ïðè öüîìó çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî íà

êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Int (Dl(N),ε), à g(z), h(z) � ãîëî-

ìîðôíi ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ â îáëàñòi Int (Dl(N),ε);

2) äëÿ êîæíîãî z ∈ Dl(N),ε áàãàòîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç íåðiâíî-

çíà÷íèìè çìiííèìè (5.122) çáiãà¹òüñÿ äî ñêií÷åííîãî çíà÷åííÿ f(z), ÿêùî

ðÿä (5.130) ðîçáiãà¹òüñÿ, ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîì-

ïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Int (Dl(N),ε), à f(z) � ãîëîìîðôíà ôóíêöiÿ

áàãàòüîõ çìiííèõ â Int (Dl(N),ε).
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Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî zk = |zk|eiϕk, 1 ≤ k ≤ N, i âèáåðåìî ri(k),

i(k) ∈ Ik, k ≥ 0, òàê ñàìî, ÿê i â (5.131). Òîäi iç íåðiâíîñòåé (5.142) i (5.144)

âèïëèâà¹, ùî
N∑
i1=1

|pi(1)zi1| − Re (pi(1)zi1e
−iϕi1)

g0(1− gi(1)) cos(ϕi1)
≤ 2(1− ε)

àáî òå ñàìå, ùî (5.135). Êðiì öüîãî, iç íåðiâíîñòåé (5.143) i (5.144) äëÿ

äîâiëüíîãî ìóëüòèiíäåêñó i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, îòðèìó¹ìî

ik−1∑
ik=1

|pi(k)zik−1zik| − Re ((−1)δik−1,ikpi(k)zik−1zike
−i(ϕik−1+ϕik

))

|zik−1|lik−1gi(k−1)(1− gi(k)) cos(ϕik)
≤ 1− ε

àáî
ik−1∑
ik=1

|pi(k)zik−1zik| − Re ((−1)δik−1,ikpi(k)zik−1zike
−i(ϕik−1+ϕik

))

|zik−1|lik−1
ri(k−1)

cos(ϕik−1)
(cos(ϕik)− ri(k))

≤ 1− ε. (5.145)

Äàëi, iç ïîçíà÷åíü (5.131) i ñïiââiäíîøåíü (5.144) âèïëèâà¹, ùî âèêîíó¹-

òüñÿ íåðiâíiñòü (5.134). Âðàõîâóþ÷è (5.134), iç íåðiâíîñòi (5.145) âèïëèâà¹

(5.136). Êðiì öüîãî, iç íåðiâíîñòi (5.128) âèïëèâà¹, ùî òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü (5.137).

Òàêèì ÷èíîì, åëåìåíòè áàãàòîâèìiðíîãî ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç íåðiâíî-

çíà÷íèìè çìiííèìè (5.122) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òåîðåìè 1.18, äå ϕi(0) = 0,

êîëè z ∈ Dl(N),ε. Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 2) öi¹¨ òåîðåìè ïîñëiäîâíîñòi ïàð-

íèõ i íåïàðíèõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ áàãàòîâèìiðíîãî ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç íå-

ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.122) çáiãàþòüñÿ äî ñêií÷åííèõ çíà÷åíü äëÿ âñiõ

z ∈ Dl(N),ε. Êðiì öüîãî, iç òâåðäæåííÿ 1) òåîðåìè 1.18 âèïëèâà¹, ùî äëÿ

êîæíîãî i(1) ∈ I1 çíà÷åííÿ ñêií÷åííèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íå-
ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè Q(n)

i(1)(z), n ≥ 1, (äèâ. (5.124) i (5.125)) ¹ ñêií÷åííi

é ðîçìiùåíi ó ïiâïëîùèíi (5.138). Çâiäñè òà iç íåðiâíîñòi (5.137) âèïëèâà¹,

ùî Q(n)
i(1)(z) 6= 0 äëÿ âñiõ Int (Dl(N),ε) i äëÿ âñiõ i(1) ∈ I1 i n ≥ 1. Òàêèì

÷èíîì, ïiäõiäíi äðîáè fn(z), n ≥ 1, áàãàòîâèìiðíîãî ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç

íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.122) ôîðìóþòü ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié áàãà-

òüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíèõ â îáëàñòi Int (Dl(N),ε).
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Íåõàé

Dl(N),ε,σ =

=

{
z ∈ CN :

N∑
k=1

lk|zk|
cos(arg(zk))

< 2σ, | arg(zk)| <
σπ

2(1 + ε)
, 1 ≤ k ≤ N

}
,

äå 0 < σ < 1. Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (5.127), (5.131) i

(5.138), äëÿ n ≥ 1 i äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ Dl(N),ε,σ, Dl(N),ε,σ ⊆ Int (Dl(N),ε),

îòðèìà¹ìî

|fn(z)| ≤
N∑
i1=1

|pi(1)||zi1|
Re (Q

(n)
i(1)(z)e−iϕi1)

≤
N∑
i1=1

P |zi1|
cos(ϕi1)− ri(1)

≤ 2σP

εl
= C(Dl(N),ε,σ),

äå P îçíà÷åíå â (5.139), l = min{l1, l2, . . . , lN}, C(Dl(N),ε,σ) � ñòàëà, ÿêà

çàëåæèòü ëèøå âiä îáëàñòi Dl(N),ε,σ. Öå îçíà÷à¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü {fn(z)}
¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíà â Dl(N),ε,σ.

Íåõàé K � äîâiëüíà êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà îáëàñòi Int (Dl(N),ε). Ïî-

êðè¹ìî K îáëàñòÿìè âèãëÿäó Dl(N),ε,σ. Iç öüîãî ïîêðèòòÿ âèáåðåìî ñêií÷åí-

íå ïiäïîêðèòòÿ Dl(N),ε,σr , 1 ≤ r ≤ m, i ïîêëàäåìî

C(K) = max
1≤r≤m

C(Dl(N),ε,σr).

Òîäi äëÿ n ≥ 1 i äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ K îòðèìà¹ìî |fn(z)| ≤ C(K), òîáòî

ïîñëiäîâíiñòü {fn(z)}n∈N ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíà íà êîæíié êîìïàêòíié ïiä-
ìíîæèíi îáëàñòi Int (Dl(N),ε). Òîìó, íà ïiäñòàâi òåîðåìè 1.19 ïîñëiäîâíîñòi

ïàðíèõ i íåïàðíèõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ áàãàòîâèìiðíîãî ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç

íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.122) çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîì-

ïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Int (Dl(N),ε) äî ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié áàãàòüîõ

çìiííèõ â öié îáëàñòi. Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíî òâåðäæåííÿ 1) öi¹¨ òåîðåìè.

Òâåðäæåííÿ 2) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ iç òâåðäæåííÿ 3) òåîðåìè 1.18. �

Ïîäiáíî äî íàñëiäêó 5.5 iç òåîðåìè 5.29 îòðèìó¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò:

Íàñëiäîê 5.8. Íåõàé êîåôiöi¹íòè ci(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, áàãàòîâè-

ìiðíîãî J-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.123) çàäîâîëüíÿþòü íå-
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ðiâíîñòi

|ci(1)| − Re (ci(1))

li1g0(1− gi(1))
≤ 1− ε äëÿ âñiõ i(1) ∈ I1,

|ci(k)| − Re ((−1)δik−1,ikci(k))

lik−1likgi(k−1)(1− gi(k))
≤ 1− ε

2
äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 2,

äå 0 < ε < 1, lk, 1 ≤ k ≤ N, � äîäàòíi ÷èñëà, {gi(k)}i(k)∈Ik, k∈N0
� ïîñëi-

äîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (5.128). Òîäi

1) äëÿ âñiõ z iç ìíîæèíè

Gl(N),ε =

{
z ∈ CN :

N∑
k=1

lk
Re (zk)

≤ 2, | arg(zk)| <
π

2(1 + ε)
, 1 ≤ k ≤ N

}
ïîñëiäîâíîñòi ïàðíèõ i íåïàðíèõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ áàãàòîâèìiðíîãî J-äðîáó

ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.123) çáiãàþòüñÿ âiäïîâiäíî äî ñêií÷åííèõ

çíà÷åíü g(z) i h(z), ïðè öüîìó çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïà-

êòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Int (Dl(N),ε), à g(z), h(z) � ãîëîìîðôíi ôóíêöi¨

áàãàòüîõ çìiííèõ â îáëàñòi Int (Dl(N),ε);

2) äëÿ êîæíîãî z ∈ Dl(N),ε áàãàòîâèìiðíèé J-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íè-

ìè çìiííèìè (5.123) çáiãà¹òüñÿ äî ñêií÷åííîãî çíà÷åííÿ f(z), ÿêùî ðÿä

(5.140) ðîçáiãà¹òüñÿ, ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîì-

ïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Int (Dl(N),ε), à f(z) � ãîëîìîðôíà ôóíêöiÿ

áàãàòüîõ çìiííèõ â Int (Dl(N),ε).

Íàîñòàíîê ó öüîìó ïiäðîçäiëi äîñëiäèìî çáiæíiñòü áàãàòîâèìiðíîãî J -

äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

−
N∑
i1=1

c2i(1)
di(1) + zi1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

−c2i(k)
di(k) + zik

, (5.146)

äå ci(k) ∈ C \ {0}, di(k) ∈ C äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, i áàãàòîâèìiðíîãî

ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

−
N∑
i1=1

p2i(1)zi1

1 + qi(1)zi1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

−p2i(k)zik−1zik
1 + qi(k)zik

, (5.147)

äå pi(k) ∈ C \ {0}, qi(k) ∈ C äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1.



274

Òåîðåìà 5.30. Íåõàé êîåôiöi¹íòè ci(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, áàãàòîâè-

ìiðíîãî J-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.146) çàäîâîëüíÿþòü íå-

ðiâíîñòi

N∑
i1=1

(Im (ci(1)))
2

li1g0(1− gi(1))
≤ 1− ε, (5.148)

ik−1∑
ik=1

(Im (ci(k)))
2

lik−1likgi(k−1)(1− gi(k))
≤ 1− ε äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, (5.149)

äå 0 < ε < 1, lk, 1 ≤ k ≤ N, � äîäàòíi ÷èñëà, {gi(k)}i(k)∈Ik, k∈N0
� ïî-

ñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (5.128), à

êîåôiöi¹íòè di(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, òàêi, ùî

Re (di(k)) = 0, Im (di(k)) ≥ 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1. (5.150)

Òîäi

1) äëÿ âñiõ z iç ìíîæèíè

Pl(N),d,ε =

=

{
z :

lk
Re (d− izk)

≤ 1, | arg(d− izk)| <
π

2(1 + ε)
, 1 ≤ k ≤ N

}
, (5.151)

äå

d = inf
i(k)∈Ik, k∈N

Im (di(k)), (5.152)

ïîñëiäîâíîñòi ïàðíèõ i íåïàðíèõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ áàãàòîâèìiðíîãî J-äðîáó

ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.146) çáiãàþòüñÿ âiäïîâiäíî äî ñêií÷åííèõ

çíà÷åíü g(z) i h(z), ïðè öüîìó çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïà-

êòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Int (Pl(N),d,ε), à g(z) i h(z) � ãîëîìîðôíi ôóí-

êöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ â Int (Pl(N),d,ε);

2) äëÿ êîæíîãî z ∈ Pl(N),d,ε áàãàòîâèìiðíèé J-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè (5.146) çáiãà¹òüñÿ äî ñêií÷åííîãî çíà÷åííÿ f(z), ÿêùî ðÿä

∞∑
k=1

(
max
i(k)∈Ik

|c2i(k)|
)−1

(5.153)
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ðîçáiãà¹òüñÿ, ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié

ïiäìíîæèíi îáëàñòi Int (Pl(N),d,ε), à f(z) � ãîëîìîðôíà ôóíêöiÿ áàãàòüîõ

çìiííèõ â Int (Pl(N),d,ε).

Äîâåäåííÿ. Åêâiâàëåíòíèì ïåðåòâîðåííÿì

ρi(k) =
1

di(k) + zik
äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, (5.154)

áàãàòîâèìiðíèé J -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.146) çâåäåìî äî âè-

ãëÿäó

i
N∑
i1=1

ic2i(1)
di(1) + zi1

1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

−c2i(k)
(di(k−1) + zik−1)(di(k) + zik)

1
(5.155)

Ïîêëàäåìî

i

di(k) + zik
=

eiϕi(k)

|di(k) + zik|
äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, (5.156)

i âèáåðåìî

p0 = g0, pi(k) = gi(k) cos(ϕi(k)) äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, (5.157)

Òîäi iç íåðiâíîñòi (5.148) ìà¹ìî

N∑
i1=1

∣∣∣∣ c2i(1)
di(1) + zi1

∣∣∣∣− Re

(
ic2i(1)e

−iϕi(1)

di(1) + zi1

)
li1

|di(1) + zi1|
g0(1− gi(1))

≤ 2(1− ε),

à iç íåðiâíîñòi (5.149) äëÿ äîâiëüíîãî i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, îòðèìà¹ìî

ik−1∑
ik=1

∣∣∣∣ c2i(k)
(di(k−1) + zik−1)(di(k) + zik)

∣∣∣∣− Re

( −c2i(k)e−i(ϕi(k−1)+ϕi(k))

(di(k−1) + zik−1)(di(k) + zik)

)
lik−1lik

|di(k−1) + zik−1||di(k) + zik|
gi(k−1)(1− gi(k))

≤

≤ 2(1− ε),
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àáî

N∑
i1=1

∣∣∣∣ c2i(1)
di(1) + zi1

∣∣∣∣− Re

(
ic2i(1)e

−iϕi(1)

di(1) + zi1

)
li1

|di(1) + zi1|
p0

(
1−

pi(1)
cos(ϕi(1))

) ≤ 2(1− ε), (5.158)

i âiäïîâiäíî

ik−1∑
ik=1

∣∣∣∣ c2i(k)
(di(k−1) + zik−1)(di(k) + zik)

∣∣∣∣− Re

( −c2i(k)e−i(ϕi(k−1)+ϕi(k))

(di(k−1) + zik−1)(di(k) + zik)

)
lik−1lik

|di(k−1) + zik−1||di(k) + zik|
pi(k−1)

cos(ϕi(k−1))

(
1−

pi(k)
cos(ϕi(k))

) ≤

≤ 2(1− ε). (5.159)

Iç íåðiâíîñòåé (5.128) âèïëèâà¹, ùî

0 ≤ pi(k) ≤ (1− ε) cosϕi(k) äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1. (5.160)

Òîìó äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ Pl(N),d,ε i äëÿ äîâiëüíîãî i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, îòðèìó-

¹ìî

lik
|di(k) + zik|

=
lik

|Im (di(k))− izik|
≤ lik
|d− izik|

≤

≤ cos(arg(d− izik)) ≤ cos(ϕi(k)). (5.161)

Íà ïiäñòàâi (5.160) i (5.161), íåðiâíîñòi (5.158) i (5.159) çàïèøåìî âiä-

ïîâiäíî ó âèãëÿäi

N∑
i1=1

∣∣∣∣ c2i(1)
di(1) + zi1

∣∣∣∣− Re

(
ic2i(1)e

−iϕi(1)

di(1) + zi1

)
p0(cos(ϕi(1))− pi(1))

≤ 2(1− ε), (5.162)

ik−1∑
ik=1

∣∣∣∣ c2i(k)
(di(k−1) + zik−1)(di(k) + zik)

∣∣∣∣− Re

( −c2i(k)e−i(ϕi(k−1)+ϕi(k))

(di(k−1) + zik−1)(di(k) + zik)

)
pi(k−1)(cos(ϕi(k))− pi(k))

≤

≤ 2(1− ε) äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 2. (5.163)
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Îòæå, åëåìåíòè áàãàòîâèìiðíîãî J -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

(5.155) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òåîðåìè 1.18, äå ϕ0 = 0, êîëè z ∈ Pl(N),d,ε.

Iç òâåðäæåííÿ 2) òåîðåìè 1.18 âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíîñòi ïàðíèõ i

íåïàðíèõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íè-

ìè çìiííèìè (5.155), à îòæå, i áàãàòîâèìiðíîãî J -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íè-

ìè çìiííèìè (5.146) (íà ïiäñòàâi îçíà÷åííÿ åêâiâàëåíòíîñòi äâîõ ãiëëÿñòèõ

ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i òâåðäæåííÿ 1.1 íà ñ. 68)

çáiãàþòüñÿ äî ñêií÷åííèõ çíà÷åíü äëÿ âñiõ z ∈ Pl(N),d,ε i, êðiì öüîãî, iç

òâåðäæåííÿ 1) öi¹¨ òåîðåìè çàêëþ÷à¹ìî, ùî äëÿ êîæíîãî i(1) ∈ I1 çíà÷åí-
íÿ ñêií÷åííèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

Q
(n)
i(1)(z) = 1 +

n

D
k=2

ik−1∑
ik=1

−c2i(k)
(di(k−1) + zik−1)(di(k) + zik)

1
, n ≥ 2, (5.164)

¹ ñêií÷åííi é ðîçìiùåíi ó ïiâïëîùèíi

Vi(1)(ϕi(1), pi(1)) = {w : Re(we−iϕi(1)) ≥ cos(ϕi(1))− pi(1)}, (5.165)

Çâiäñè òà iç íåðiâíîñòåé (5.160) âèïëèâà¹, ùî Q(n)
i(1)(z) 6= 0 äëÿ âñiõ z ∈

Int (Pl(N),d,ε) i äëÿ âñiõ i(1) ∈ I1 i n ≥ 1, ïðè öüîìó Q(1)
i(1)(z) ≡ 1. Çðîçóìiëî,

ùî ïiäõiäíi äðîáè

fn(z) =
N∑
i1=1

−c2i(1)
di(1) + zi1

Q
(n)
i(1)(z)

, n ≥ 1, (5.166)

ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.155) ôîð-

ìóþòü ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíèõ â îáëàñòi

Int (Pl(N),d,ε).

Íåõàé

Pl(N),d,ε,σ =

{
z :

lk
Re (d− izk)

< σ, | arg(d− izk)| <
σπ

2(1 + ε)
, 1 ≤ k ≤ N

}
,

äå 0 < σ < 1, i íåõàé

C = max
1≤i1≤N

|c2i(1)|. (5.167)



278

Îñêiëüêè

|ϕi(1)| <
π

2(1 + ε)
äëÿ âñiõ i(1) ∈ I1,

òî iç íåðiâíîñòåé (5.160) i (5.165) äëÿ n ≥ 1 i äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ Pl(N),d,ε,σ,

Pl(N),d,ε,σ ⊆ Int (Pl(N),d,ε), ìà¹ìî

|fn(z)| ≤
N∑
i1=1

∣∣∣∣ c2i(1)
Im (di(1))− izi1

∣∣∣∣
Re (Q

(n)
i(1)(z)e−iϕi(1))

≤
N∑
i1=1

C

(cos(ϕi(1))− pi(k))|d− izi1|
≤

≤
N∑
i1=1

C

ε cos(arg(d− izi1))|d− izi1|
≤

N∑
i1=1

σC

εli1
= C(Pl(N),d,ε,σ),

äå ñòàëà C(Pl(N),d,ε,σ) çàëåæèòü ëèøå âiä îáëàñòi Pl(N),d,ε,σ. Öå îçíà÷à¹, ùî

ïîñëiäîâíiñòü {fn(z)} ðiâíîìiðíî îáìåæåíà â îáëàñòi Pl(N),d,ε,σ.

Íåõàé K � äîâiëüíà êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà îáëàñòi Int (Pl(N),d,ε). Ïî-

êðè¹ìî K îáëàñòÿìè âèãëÿäó Pl(N),d,ε,σ. Iç öüîãî ïîêðèòòÿ âèáåðåìî ñêií-

÷åííå ïiäïîêðèòòÿ Pl(N),d,ε,σr , 1 ≤ r ≤ m, i ïîêëàäåìî

C(K) = max
1≤r≤m

C(Pl(N),d,ε,σr).

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ K i äëÿ n ≥ 1 ìà¹ìî |fn(z)| ≤ C(K), òîáòî ïîñëi-

äîâíiñòü {fn(z)} ðiâíîìiðíî îáìåæåíà íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi

îáëàñòi Int (Pl(N),d,ε). Òîìó, çãiäíî ç òåîðåìîþ 1.19 ïîñëiäîâíîñòi ïàðíèõ

i íåïàðíèõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà-

÷íèìè çìiííèìè (5.155), à îòæå, i áàãàòîâèìiðíîãî J -äðîáó ç íåðiâíîçíà-

÷íèìè çìiííèìè (5.146) (íà ïiäñòàâi îçíà÷åííÿ åêâiâàëåíòíîñòi äâîõ ãië-

ëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i òâåðäæåííÿ 1.1

íà ñ. 68) çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëà-

ñòi Int (Pl(N),d,ε) äî ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ â öié îáëàñòi.

Òèì ñàìèì, äîâåäåíî òâåðäæåííÿ 1) öi¹¨ òåîðåìè. Íàðåøòi, òâåðäæåííÿ 2)

îòðèìó¹ìî iç òâåðäæåííÿ 3) òåîðåìè 1.18. �

Çáiæíiñòü áàãàòîâèìiðíîãî ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìií-

íèìè (5.147) äîñëiäèìî çà äîïîìîãîþ åêâiâàëåíòíîãî áàãàòîâèìiðíîãî J -
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äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

−
N∑
i1=1

p2i(1)
qi(1) + ξi1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

−p2i(k)
qi(k) + ξik

,

äå ξk = 1/zk, 1 ≤ k ≤ N. Íåõàé êîåôiöi¹íòè pi(k), qi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, öüî-

ãî áàãàòîâèìiðíîãî J -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè çàäîâîëüíÿþòü

óìîâè òåîðåìè 5.30. Òîäi ìíîæèíó (5.151) çàïèøåìî ó âèãëÿäi

Pl(N),q,ε =

=

{
ξ ∈ CN :

lk
Re (q − iξk)

≤ 1, | arg(q − iξk)| <
π

2(1 + ε)
, 1 ≤ k ≤ N

}
,

äå 0 < ε < 1,

q = inf
i(k)∈Ik, k∈N

Im (qi(k)). (5.168)

Îòæå, ÿê íàñëiäîê iç òåîðåìè 5.30 îòðèìó¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò:

Íàñëiäîê 5.9. Íåõàé êîåôiöi¹íòè pi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, áàãàòîâè-

ìiðíîãî ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.147) çàäîâîëü-

íÿþòü íåðiâíîñòi

N∑
i1=1

(Im (pi(1)))
2

li1g0(1− gi(1))
≤ 1− ε,

ik−1∑
ik=1

(Im (pi(k)))
2

lik−1likgi(k−1)(1− gi(k))
≤ 1− ε äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 2,

äå 0 < ε < 1, lk, 1 ≤ k ≤ N, � äîäàòíi ÷èñëà, {gi(k)}i(k)∈Ik, k∈N0
� ïî-

ñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (5.128), à

êîåôiöi¹íòè qi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, òàêi, ùî

Re (qi(k)) = 0, Im (qi(k)) ≥ 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1. (5.169)

Òîäi

1) äëÿ âñiõ z iç ìíîæèíè

Pl(N),q,ε =

=

{
z ∈ CN : Re

(
q − i

zk

)
≥ lk,

∣∣∣∣ arg

(
q − i

zk

)∣∣∣∣ < π

2(1 + ε)
, 1 ≤ k ≤ N

}
,
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äå q îçíà÷åíå â (5.168), ïîñëiäîâíîñòi ïàðíèõ i íåïàðíèõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ

áàãàòîâèìiðíîãî ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.147)

çáiãàþòüñÿ âiäïîâiäíî äî ñêií÷åííèõ çíà÷åíü g(z) i h(z), ïðè öüîìó çáiãàþ-

òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Int (Pl(N),q,ε),

à g(z) i h(z) � ãîëîìîðôíi ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ â Int (Pl(N),q,ε);

2) äëÿ êîæíîãî z ∈ Pl(N),q,ε áàãàòîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç íå-

ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.147) çáiãà¹òüñÿ äî ñêií÷åííîãî çíà÷åííÿ f(z),

ÿêùî ðÿä

∞∑
k=1

(
max
i(k)∈Ik

|p2i(k)|
)−1

(5.170)

ðîçáiãà¹òüñÿ, ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié

ïiäìíîæèíi îáëàñòi Int (Pl(N),q,ε), à f(z) � ãîëîìîðôíà ôóíêöiÿ áàãàòüîõ

çìiííèõ â Int (Pl(N),q,ε).

Çàñòîñóâàííÿì òåîðåìè 5.30 ¹ òàêèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 5.31. Íåõàé êîåôiöi¹íòè di(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, áàãàòîâè-

ìiðíîãî J-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.146) òàêi, ùî âèêîíóþ-

òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (5.150), à ci(k) > 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1. Òîäi

1) ïîñëiäîâíîñòi ïàðíèõ i íåïàðíèõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ áàãàòîâèìiðíîãî

J-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.146) çáiãàþòüñÿ äî ôóíêöié áàãà-

òüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíèõ â îáëàñòi

Pd,ε =

{
z ∈ CN : | arg(d− izk)| <

π

2(1 + ε)
, 1 ≤ k ≤ N

}
,

äå 0 < ε < 1, d îçíà÷åíå â (5.152), ïðè öüîìó çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî íà

êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Pd,ε;

2) áàãàòîâèìiðíèé J-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.146) çáiãà-

¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi Pd,ε, ÿêùî ðÿä

(5.153) ðîçáiãà¹òüñÿ, ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïà-

êòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Pd,ε.
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Äîâåäåííÿ. ßêùî âñi ci(k) > 0, òî íåðiâíîñòi (5.148) i (5.149) âèêîíó-

þòüñÿ äëÿ êîæíîãî lk > 0, 1 ≤ k ≤ N. Íåõàé K � äîâiëüíà êîìïàêòíà ïiä-

ìíîæèíà îáëàñòi Pd,ε. Òîäi ïðàâèëüíi òàêi âêëþ÷åííÿ: K ⊆ Int (Pl(N),d,ε) ⊆
Pd,ε äëÿ äåÿêèõ äîñèòü ìàëèõ lk, 1 ≤ k ≤ N, äëÿ ÿêèõ Int (Pl(N),d,ε) ¹ âíó-

òðiøíiñòü ìíîæèíè (5.151). Òîìó öÿ òåîðåìà ¹ íàñëiäêîì òåîðåìè 5.30. �

Iç òåîðåìè 5.31 îòðèìó¹ìî òàêèé íàñëiäîê:

Íàñëiäîê 5.10. Íåõàé êîåôiöi¹íòè qi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, áàãàòîâè-

ìiðíîãî ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.147) òàêi, ùî

âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (5.169), à pi(k) > 0 äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 1.

Òîäi

1) ïîñëiäîâíîñòi ïàðíèõ i íåïàðíèõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ áàãàòîâèìiðíî-

ãî ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.147) çáiãàþòüñÿ äî

ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíèõ â îáëàñòi

Pq,ε =

{
z ∈ CN :

∣∣∣∣ arg

(
q − i

zk

)∣∣∣∣ < π

2(1 + ε)
, 1 ≤ k ≤ N

}
,

äå 0 < ε < 1, q îçíà÷åíå â (5.168), ïðè öüîìó çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî íà

êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Pq,ε;

2) áàãàòîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

(5.147) çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíî¨ â îáëàñòi

Pq,ε, ÿêùî ðÿä (5.170) ðîçáiãà¹òüñÿ, ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà

êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Pq,ε.

Ïðàâèëüíà òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 5.32. Íåõàé êîåôiöi¹íòè ci(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, áàãàòîâè-

ìiðíîãî J-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.146) çàäîâîëüíÿþòü íå-

ðiâíîñòi

(Im (ci(1)))
2

li1g0(1− gi(1))
≤ 1− ε äëÿ âñiõ i(1) ∈ I1, (5.171)

(Im (ci(k)))
2

lik−1likgi(k−1)(1− gi(k))
≤ 1− ε äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, (5.172)
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äå 0 < ε < 1, lk, 1 ≤ k ≤ N, � äîäàòíi ÷èñëà, {gi(k)}i(k)∈Ik, k∈N0
� ïîñëiäîâ-

íiñòü äiéñíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (5.128), à di(k),

i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, òàêi, ùî âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (5.150). Òîäi

1) äëÿ âñiõ z iç ìíîæèíè

Dl(N),d,ε =
{
z ∈ CN :

N∑
k=1

lk
Re (d− izk)

≤ 1, | arg(d− izk)| <
π

2(1 + ε)
, 1 ≤ k ≤ N

}
, (5.173)

äå d îçíà÷åíå â (5.152), ïîñëiäîâíîñòi ïàðíèõ i íåïàðíèõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ

áàãàòîâèìiðíîãî J-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.146) çáiãàþòüñÿ

âiäïîâiäíî äî ñêií÷åííèõ çíà÷åíü g(z) i h(z), ïðè öüîìó çáiãàþòüñÿ ðiâíî-

ìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Int (Dl(N),d,ε), à g(z) i

h(z) � ãîëîìîðôíi ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ â Int (Dl(N),d,ε);

2) äëÿ êîæíîãî z ∈ Int (Dl(N),d,ε) áàãàòîâèìiðíèé J-äðiá ç íåðiâíîçíà-

÷íèìè çìiííèìè (5.146) çáiãà¹òüñÿ äî ñêií÷åííîãî çíà÷åííÿ f(z), ÿêùî

ðÿä (5.153) ðîçáiãà¹òüñÿ, ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîì-

ïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Int (Dl(N),d,ε), à f(z) � ãîëîìîðôíà ôóíêöiÿ

áàãàòüîõ çìiííèõ â Int (Dl(N),d,ε).

Äîâåäåííÿ. Òàê ñàìî, ÿê i â äîâåäåííi òåîðåìè 5.30, áàãàòîâèìiðíèé

J -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.146) åêâiâàëåíòíèì ïåðåòâîðåííÿì

(5.154) çâåäåìî äî âèãëÿäó (5.155). Íåõàé òàêîæ âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøå-

ííÿ (5.156) i (5.157). Òîäi iç íåðiâíîñòåé (5.171) i (5.173) ìà¹ìî

N∑
i1=1

∣∣∣∣ c2i(1)
di(1) + zi1

∣∣∣∣− Re

(
ic2i(1)e

−iϕi(1)

di(1) + zi1

)
g0(1− gi(1)) cos(ϕi(1))

≤ 2(1− ε),

çâiäêè áåçïîñåðåäíüî îòðèìó¹ìî (5.162). Iç íåðiâíîñòåé (5.172) i (5.173) äëÿ

äîâiëüíîãî i(k) ∈ Ik, k ≥ 2, ìà¹ìî

ik−1∑
ik=1

∣∣∣∣ c2i(k)
(di(k−1) + zik−1)(di(k) + zik)

∣∣∣∣− Re

( −c2i(k)e−iϕi(k)

(di(k−1) + zik−1)(di(k) + zik)

)
lik−1

|di(k−1) + zik−1|
gi(k−1)(1− gi(k)) cos(ϕi(k))

≤



283

≤ 2(1− ε). (5.174)

Î÷åâèäíî, ùî iç (5.128) âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü (5.160). Òîìó äëÿ êîæíîãî z ∈
Dl(N),d,δ i äëÿ êîæíîãî i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (5.161).

Òîäi, çàñòîñîâóþ÷è (5.161) äî íåðiâíîñòi (5.174), îòðèìó¹ìî (5.163).

Òàêèì ÷èíîì, åëåìåíòè áàãàòîâèìiðíîãî J -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè (5.155) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òåîðåìè 1.18, äå ϕi(0) = 0, êîëè

z ∈ Dl(N),d,ε.

Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 2) òåîðåìè 1.18 ïîñëiäîâíîñòi ïàðíèõ i íåïàðíèõ

ïiäõiäíèõ äðîáiâ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó (5.155), à îòæå, i áàãàòîâè-

ìiðíîãî J -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.146) (íà ïiäñòàâi îçíà÷å-

ííÿ åêâiâàëåíòíîñòi äâîõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íè-

ìè çìiííèìè i òâåðäæåííÿ 1.1) çáiãàþòüñÿ äî ñêií÷åííèõ çíà÷åíü äëÿ âñiõ

z ∈ Dl(N),d,δ i, êðiì öüîãî, iç òâåðäæåííÿ 1) öi¹¨ òåîðåìè çàêëþ÷à¹ìî, ùî

äëÿ êîæíîãî i(1) ∈ I1 çíà÷åííÿ ñêií÷åííèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç
íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè Q(n)

i(1)(z), n ≥ 2, (äèâ. (5.164)) ñêií÷åííi é ðîçìi-

ùåíi ó ïiâïëîùèíàõ (5.165). Çâiäñè òà iç íåðiâíîñòåé (5.160) âèïëèâà¹, ùî

Q
(n)
i(1)(z) 6= 0 äëÿ âñiõ z ∈ Int (Pl(N),d,ε) i äëÿ âñiõ i(1) ∈ I1 i n ≥ 1, ïðè öüîìó

Q
(1)
i(1)(z) ≡ 1. Çðîçóìiëî, ùî ïiäõiäíi äðîáè fn(z), n ≥ 1, (äèâ. (5.166)) áàãà-

òîâèìiðíîãî J -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.146) ôîðìóþòü ïîñëi-

äîâíiñòü ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ, ãîëîìîðôíèõ â îáëàñòi Int (Dl(N),d,ε).

Íåõàé

Dl(N),d,ε,σ =

=

{
z :

N∑
k=1

lk
Re (d− izk)

< σ, | arg(d− izk)| <
σπ

2(1 + ε)
, 1 ≤ k ≤ N

}
,

äå 0 < σ < 1. Îñêiëüêè

|ϕi(1)| <
π

2(1 + ε)
äëÿ âñiõ i(1) ∈ I1,

òî, âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíîñòi (5.160) i (5.165), äëÿ n ≥ 1 i äëÿ äîâiëüíîãî
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z ∈ Dl(N),d,ε,σ, Dl(N),d,ε,σ ⊆ Int (Dl(N),d,ε) ìà¹ìî

|fn(z)| ≤
N∑
i1=1

|c2i(1)|
|Im (di(1))− izi1|

Re(Q
(n)
i(1)(z)e−iϕi(1))

≤
N∑
i1=1

C

|d− izi1|
cos(ϕi(1))− pi(1)

≤ σC

εl
=

= M(Dl(N),d,ε,σ),

äå C îçíà÷åíå â (5.167),M(Dl(N),d,ε,σ) � ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü ëèøå âiä îáëà-

ñòi Dl(N),d,ε,σ. Öå îçíà÷à¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü {fn(z)} ðiâíîìiðíî îáìåæåíà â
Dl(N),d,ε,σ.

Íåõàé K � äîâiëüíà êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà îáëàñòi Int (Dl(N),d,ε). Ïî-

êðè¹ìî K îáëàñòÿìè âèãëÿäó Dl(N),d,ε,σ. Iç öüîãî ïîêðèòòÿ âèáåðåìî ñêií-

÷åííå ïiäïîêðèòòÿ Dl(N),d,ε,σr , 1 ≤ r ≤ m. Íåõàé

C(K) = max
1≤r≤m

C(Dl(N),d,ε,σr).

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ K i äëÿ n ≥ 1 ìà¹ìî |fn(z)| ≤ C(K), òîáòî ïîñëi-

äîâíiñòü {fn(z)} ðiâíîìiðíî îáìåæåíà íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi

îáëàñòi Int (Dl(N),d,ε). Òîìó, çãiäíî ç òåîðåìîþ 1.19 ïîñëiäîâíîñòi ïàðíèõ i

íåïàðíèõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íè-

ìè çìiííèìè (5.155), à îòæå, i áàãàòîâèìiðíîãî J -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íè-

ìè çìiííèìè (5.146) (íà ïiäñòàâi îçíà÷åííÿ åêâiâàëåíòíîñòi äâîõ ãiëëÿñòèõ

ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i òâåðäæåííÿ 1.1) çáiãà-

þòüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Int (Dl(N),d,ε)

äî ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ â öié îáëàñòi. Òèì ñàìèì, äî-

âåäåíî òâåðäæåííÿ 1) öi¹¨ òåîðåìè. Íàðåøòi, òâåðäæåííÿ 2) îòðèìó¹ìî iç

òâåðäæåííÿ 3) òåîðåìè 1.18. �

Iç òåîðåìè 5.32 îòðèìó¹ìî òàêèé íàñëiäîê:

Íàñëiäîê 5.11. Íåõàé êîåôiöi¹íòè pi(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, áàãàòîâè-

ìiðíîãî ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.147) çàäîâîëü-

íÿþòü íåðiâíîñòi

(Im (pi(1)))
2

li1g0(1− gi(1))
≤ 1− ε äëÿ âñiõ i(1) ∈ I1,
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(Im (pi(k)))
2

lik−1likgi(k−1)(1− gi(k))
≤ 1− ε äëÿ âñiõ i(k) ∈ Ik, k ≥ 2,

äå 0 < ε < 1, lk, 1 ≤ k ≤ N, � äîäàòíi ÷èñëà, {gi(k)}i(k)∈Ik, k∈N0
� ïîñëiäîâ-

íiñòü äiéñíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (5.128), à qi(k),

i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, òàêi, ùî âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (5.169). Òîäi

1) äëÿ âñiõ z iç ìíîæèíè

Dl(N),q,ε =
{
z ∈ CN :

N∑
k=1

lk
Re (q − i/zk)

≤ 1,

∣∣∣∣ arg

(
q − i

zk

)∣∣∣∣ < π

2(1 + ε)
, 1 ≤ k ≤ N

}
,

äå q îçíà÷åíå â (5.168), ïîñëiäîâíîñòi ïàðíèõ i íåïàðíèõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ

áàãàòîâèìiðíîãî ïðè¹äíàíîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.147)

çáiãàþòüñÿ âiäïîâiäíî äî ñêií÷åííèõ çíà÷åíü g(z) i h(z), ïðè öüîìó çáiãàþ-

òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Int(Dl(N),q,ε),

à g(z) i h(z) � ãîëîìîðôíi ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ â Int (Dl(N),q,ε);

2) äëÿ êîæíîãî z ∈ Int (Dl(N),q,ε) áàãàòîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá

ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (5.147) çáiãà¹òüñÿ äî ñêií÷åííîãî çíà÷åííÿ

f(z), ÿêùî ðÿä (5.170) ðîçáiãà¹òüñÿ, ïðè öüîìó çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà

êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Int (Dl(N),q,ε), à f(z) � ãîëîìîð-

ôíà ôóíêöiÿ áàãàòüîõ çìiííèõ â Int (Dl(N),q,ε).

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 5. Öåé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ çái-

æíîñòi ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè. Ðîçãëÿíóòî ïiäõîäè, ó ÿêèõ äëÿ âñòàíîâëåííÿ îçíàê çáiæíîñòi

âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òåîðåìà ïðî ïðîäîâæåííÿ çáiæíîñòi iç óæå âiäîìî¨ ìàëî¨

îáëàñòi äî áiëüøî¨. Êðiì öüîãî, ðîçãëÿíóòî ïiäõiä, ó ÿêîìó äëÿ çíàõîäæå-

ííÿ îöiíîê øâèäêîñòi çáiæíîñòi ôóíêöiîíàëüíîãî ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî

äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïàðíà ÷àñòèíà iíøîãî

ôóíêöiîíàëüíîãî ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííè-

ìè.
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Ó ðåçóëüòàòi äîñëiäæåíü âñòàíîâëåíî îçíàêè çáiæíîñòi äëÿ áàãàòîâè-

ìiðíèõ ðåãóëÿðíèõ Ñ -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i äëÿ áàãàòîâè-

ìiðíèõ S -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè. ßê íàñëiäîê iç öèõ ðåçóëüòà-

òiâ âñòàíîâëåíî îçíàêè çáiæíîñòi äëÿ S -äðîáó. Êðiì öüîãî, îòðèìàíî îöiíêè

ïîõèáîê íàáëèæåíü äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ S -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìií-

íèìè â äåÿêèõ îáìåæåíèõ îáëàñòÿõ iç CN . Ïîêàçàíî, ùî áàãàòîâèìiðíèé

g-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè ¹ ïàðíîþ ÷àñòèíîþ áàãàòîâèìiðíîãî

π-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè. Íà îñíîâi öüîãî äîñëiäæåíî îáëàñòi

çáiæíîñòi áàãàòîâèìiðíîãî g-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i ðiçíèõ

éîãî ìîäèôiêàöié òà îòðèìàíî îöiíêè ïîõèáîê íàáëèæåíü äëÿ öèõ ãiëëÿ-

ñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè â äåÿêèõ îáìåæåíèõ

îáëàñòÿõ iç CN . Âñòàíîâëåíî îçíàêè çáiæíîñòi äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ ïðè¹ä-

íàíèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i äëÿ òiñíî ïîâ'ÿçàíèõ ç íèìè

áàãàòîâèìiðíèõ J -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

Âiäìiòèìî, ùî çáiæíiñòü áàãàòîâèìiðíèõ g-äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè, áàãàòîâèìiðíèõ ïðè¹äíàíèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííè-

ìè i áàãàòîâèìiðíèõ J -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè äîñëiäæó¹òüñÿ

âïåðøå.

Ðåçóëüòàòè, íàâåäåíi â öüîìó ðîçäiëi, îïóáëiêîâàíi â òàêèõ ïðàöÿõ:

[32,47,48,53,55,56,58,91�93,102,104,106,110].
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ÐÎÇÄIË 6

ÍÀÁËÈÆÅÍÍß ÄÅßÊÈÕ ÀÍÀËIÒÈ×ÍÈÕ

ÔÓÍÊÖIÉ ÁÀÃÀÒÜÎÕ ÇÌIÍÍÈÕ

ÔÓÍÊÖIÎÍÀËÜÍÈÌÈ ÃIËËßÑÒÈÌÈ

ËÀÍÖÞÃÎÂÈÌÈ ÄÐÎÁÀÌÈ Ç

ÍÅÐIÂÍÎÇÍÀ×ÍÈÌÈ ÇÌIÍÍÈÌÈ

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ íàáëèæåííÿ äåÿêèõ àíàëiòè÷íèõ ôóí-

êöié áàãàòüîõ çìiííèõ ôóíêöiîíàëüíèìè ãiëëÿñòèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè

ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìiâ, ïîáóäîâàíèõ â ÷å-

òâåðòîìó ðîçäiëi öi¹¨ äèñåðòàöi¨.

6.1. Åêñïîíåíöiàëüíà ôóíêöiÿ

Åêñïîíåíöiàëüíà ôóíêöiÿ òðüîõ çìiííèõ

exp(z1 + z2 + z3) (6.1)

çîáðàæó¹òüñÿ ôîðìàëüíèì ïîòðiéíèì ñòåïåíåâèì ðÿäîì

L0(z) =
∞∑
k=0

(z1 + z2 + z3)
k

k!
, (6.2)

äå z ∈ C3. Çàñòîñîâóþ÷è àëãîðèòì iç ïiäðîçäiëó 4.1, ïîáóäó¹ìî ðîçâèíåííÿ

ôîðìàëüíîãî ïîòðiéíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (6.2) ó òðèâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé

Ñ -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

Êðîê 1.1. Ìà¹ìî

L0(z) =
∞∑
k=0

zk1
k!

+ z2

(
1 + z1 +

z2
2

+
z21
2

+
z1z2

2
+
z22
6

+ . . .

)
+

+z3

(
1 + z1 + z2 +

z3
2

+
(z1 + z2)

2

2
+

(z1 + z2)z3
2

+
z23
6

+ . . .

)
.
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Êðîêè 1.2 i 1.3. Iç ôîðìóë (4.11) i (4.12) îòðèìó¹ìî

b1,0,0 = b0,1,0 = b0,0,1 = 1,

b2k,0,0 = b0,2k,0 = b0,0,2k =
1

2− 4k
, k ≥ 1,

b2k+1,0,0 = b0,2k+1,0 = b0,0,2k+1 =
1

4k + 2
, k ≥ 1.

Òàêèì ÷èíîì,

L0(z) ∼ K(z1) + z2

(
1 + z1 +

z2
2

+
z21
2

+
z1z2

2
+
z22
6

+ . . .

)
+

+z3

(
1 + z1 + z2 +

z3
2

+
(z1 + z2)

2

2
+

(z1 + z2)z3
2

+
z23
6

+ . . .

)
,

äå

K(z1) = 1 +
z1
1 +

∞

D
k=1

akz1
1
, a2k =

1

2− 4k
, a2k+1 =

1

2 + 4k
, k ≥ 1. (6.3)

Êðîê 1.4. Iç ðåêóðåíòíî¨ ôîðìóëè (4.6) çíàõîäèìî

L0(z) ∼ K(z1) +
z2

1− z1 −
z2
2

+
z21
2

+
z1z2

2
+
z22
12

+ . . .

+

+
z3

1− z1 − z2 −
z3
2

+
(z1 + z2)

2

2
+

(z1 + z2)z3
2

+
z23
12

+ . . .

.

Êðîê 2.1. Ìà¹ìî

L0(z) ∼ K(z1) +
z2

∞∑
k1=0

(−z1)k1
k1!

− z2
2

(
1− z1 −

z2
6

+
z21
2

+
z1z2

6
+ . . .

)+

+
z3

∞∑
k1=0

(−z1)k1
k1!

− z2
(

1− z1 −
z2
2

+ . . .
)
− z3

2

(
1− z1 − z2 −

z3
6

+ . . .
) .

Êðîêè 2.2 i 2.3. Iç ôîðìóë (4.13) i (4.14) îòðèìó¹ìî

b1,1,0 = b1,0,1 = b0,1,1 = −1,

b2k,1,0 = b2k,0,1 = b0,2k,1 = − 1

2− 4k
, k ≥ 1,

b2k+1,1,0 = b2k+1,0,1 = b0,2k+1,1 = − 1

2 + 4k
, k ≥ 1.
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Òàêèì ÷èíîì,

L0(z) ∼ K(z1) +
z2

K(−z1)−
z2
2

(
1− z1 −

z2
6

+
z21
2

+
z1z2

6
+ . . .

)+

+
z3

K(−z1)− z2
(

1− z1 −
z2
2

+ . . .
)
− z3

2

(
1− z1 − z2 −

z3
6

+ . . .
) .

Êðîê 2.4. Iç ðåêóðåíòíî¨ ôîðìóëè (4.7) çíàõîäèìî

L0(z) ∼ K(z1) +
z2

K(−z1) +
−z2/2

1 + z1 +
z2
6

+
z21
2
− z1z2

6
+
z32
36

+ . . .

+

+
z3

K(−z1) +
−z2

1 + z1 +
z2
2

+ . . .
+

−z3/2
1 + z1 + z2 +

z3
6

+ . . .

.

Ïðîäîâæóþ÷è ïðîöåñ ïîáóäîâè, îòðèìó¹ìî òðèâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé

C -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

K(z1) +
z2

K(−z1) +
a2z2

K(z1)+...

+
z3

K(−z1) +
−z2

K(z1)+...
+

a2z3
K(z1)+...

, (6.4)

äå K(z1) i ak, k ≥ 2, âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè (6.3), ÿêèé çãiäíî ç òåî-

ðåìîþ 4.1 ¹ âiäïîâiäíèì äî çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî ïîòðiéíîãî ñòåïåíåâîãî

ðÿäó (6.2) â ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåííÿ âiäíîñíèõ ïîõèáîê íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ òðüîõ

çìiííèõ (6.1) 10-ìè ÷àñòèííèìè ñóìàìè i 10-ìè ïiäõiäíèìè äðîáàìè äëÿ

ðiçíèõ çíà÷åíü z1, z2 i z3 íàâåäåíî ó òàáëèöi 6.1.

Òàêèìè æ ìiðêóâàííÿìè, ÿê i âèùå, äëÿ ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ

exp(z1 + z2 + . . .+ zN)

îòðèìó¹ìî âiäïîâiäíèé áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé C -äðiá ç íåðiâíîçíà-

÷íèìè çìiííèìè

1 +
N∑
i1=1

bei(1)zi1
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

bei(k)zik
1

,
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Òàáëèöÿ 6.1

Âiäíîñíi ïîõèáêè íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ exp(z1 + z2 + z3) 10-ìè

÷àñòèííèìè ñóìàìè i 10-ìè ïiäõiäíèìè äðîáàìè.

(z1, z2, z3) (6.1) (6.2) (6.4)

(-0.3,-0.1,-0.5) 4.0657 · 10−1 1.8 · 10−8 2.51 · 10−10

(-0.1,-0.1,-0.1) 7.4082 · 10−1 5.83 · 10−14 2.1 · 10−15

(0.3,0.4,0.2) 2.4596 3.45 · 10−9 3.61 · 10−10

(1.1,1.2,1.5) 4.4701 · 101 1.93 · 10−3 3.52 · 10−5

(1.5,1.3,1.1) 4.9402 · 101 2.35 · 10−3 4.13 · 10−3

(1.2,0,4.2) 2.2141 · 102 2.25 · 10−2 4.58 · 10−4

(3.1,3.1,3.1) 1.0938 · 104 3.3 · 10−1 8.9 · 10−1

äå

bei(1) = 1, b2nei(1) =
1

2− 4n
, b(2n+1)ei(1) =

1

2 + 4n

äëÿ i(1) ∈ I1, n ≥ 1, i

bei(k+1)
= (−1)k, bei(k)+2neik+1

=
(−1)k

2− 4n
, bei(k)+(2n+1)eik+1

=
(−1)k

2 + 4n

äëÿ 2 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, 1 ≤ ik+1 ≤ ik − 1, k ≥ 1, n ≥ 1.

Çàçíà÷èìî, ùî Î. �. Áàðàí i Ä. I. Áîäíàðîì ó ðîáîòi [10] îòðèìàíî

ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ exp(z1 + z2) ó âiäïîâiäíèé äâîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé Ñ -

äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè òàêå ñàìå, ùî é âèùå ó âèïàäêó N = 2.

6.2. Íàòóðàëüíèé ëîãàðèôì

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿíåìî íàáëèæåííÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié äâîõ

çìiííèõ, âèðàçè ÿêèõ ìiñòÿòü íàòóðàëüíèé ëîãàðèôì, ôóíêöiîíàëüíèìè

ãiëëÿñòèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

Ôóíêöiÿ äâîõ çìiííèõ

Ln

(
1 +

z2
z21

Ln 2(1 + z1)

)
z2
z1

Ln (1 + z1)
(6.5)
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çîáðàæó¹òüñÿ ôîðìàëüíèì ïîäâiéíèì ñòåïåíåâèì ðÿäîì

∞∑
l=0

( ∞∑
k=0

(−z1)k

k + 1

)2l+1
(−z2)l

l + 1
. (6.6)

Çàñòîñîâóþ÷è áàãàòîâèìiðíèé g-àëãîðèòì Áàóåðà, ïîáóäîâàíèé â ïiäðîç-

äiëi 4.3, äî ôîðìàëüíîãî ïîäâiéíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (6.6), îòðèìó¹ìî g-

òàáëèöþ

1/2

0 1/3

2/3 1/2

0 1/4 2/5

3/4 3/5 1/2

0 1/5 1/3 3/7
... 5/6

... 4/5
... 4/7

... 1/2
... ... ... ... . . .

. (6.7)

Òîìó çãiäíî ç òåîðåìîþ 4.6 äâîâèìiðíèé S -äiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

1

1 +

2∑
i1=1

gei(1)zi1
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

gei(k)(1− δik,ik−1gei(k−1))zik
1

, (6.8)

äå

g(2k−l)e1+le2 = g(2k−1)e2 =
1

2
, g2ke1+le2 = g2ke2 =

k

1 + 2k
, k ≥ 1, l ≥ 0,

δi,j � ñèìâîë Êðîíåêåðà, ¹ âiäïîâiäíèì äî ôîðìàëüíîãî ïîäâiéíîãî ñòåïå-

íåâîãî ðÿäó (6.6) â ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

Ó òàáëèöi 6.2 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè îá÷èñëåííÿ âiäíîñíèõ ïîõèáîê íà-

áëèæåííÿ ôóíêöi¨ äâîõ çìiííèõ (6.5) 5-ìè ÷àñòèííèìè ñóìàìè i 5-ìè ïiä-

õiäíèìè äðîáàìè äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü z1 i z2.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ äâîõ çìiííèõ

Ln

(
1 +

4z2
z21

Ln 2

(
1 +

z1
2

))
2z2
z1

Ln

(
1 +

z1
2

) , (6.9)
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Òàáëèöÿ 6.2

Âiäíîñíi ïîõèáêè íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨

(z1/(z2Ln (1 + z1)))Ln (1 + (z2/z
2
1)Ln 2(1 + z1)) 5-ìè ÷àñòèííèìè

ñóìàìè i 5-ìè ïiäõiäíèìè äðîáàìè.

(z1, z2) (6.5) (6.6) (6.8)

(-0.5,-0.5) 4.6769 4.17 · 10−1 1.87 · 10−1

(-0.3,0.3) 9.9113 · 10−1 9.73 · 10−3 2.22 · 10−6

(0.2,-0.2) 9.9697 · 10−1 4.38 · 10−4 5.61 · 10−8

(1,1) 5.6604 · 10−1 5.58 6.55 · 10−4

(4,4) 2.9478 · 10−1 3.88 · 104 2.3 · 10−2

(10,10) 1.8944 · 10−1 3.69 · 106 1.06 · 10−1

(50,50) 6.8519 · 10−2 3.39 · 1010 8.14 · 10−1

ÿêà çîáðàæó¹òüñÿ ôîðìàëüíèì ïîäâiéíèì ñòåïåíåâèì ðÿäîì

∞∑
l=0

( ∞∑
k=0

(−z1)k

2k(k + 1)

)2l+1
(−z2)l

l + 1
. (6.10)

Çàñòîñîâóþ÷è áàãàòîâèìiðíèé g-àëãîðèòì Áàóåðà, ïîáóäîâàíèé â ïiäðîç-

äiëi 4.3, äî ôîðìàëüíîãî ïîäâiéíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (6.10) îòðèìó¹ìî g-

òàáëèöþ (6.7) i òàêó g-òàáëèöþ

1/4

0 1/9

1/3 3/16

0 1/16 8/65

3/8 6/25 13/76

0 1/25 5/57 19/147
... 2/5

... 5/18
... 19/91

... 21/128
... ... ... ... . . .

.

Òàêèì ÷èíîì, íà ïiäñòàâi òåîðåìè 4.5 äâîâèìiðíèé g-äiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè
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Òàáëèöÿ 6.3

Âiäíîñíi ïîõèáêè íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨

(z1/(2z2Ln (1 + z1/2)))Ln (1 + (4z2/z
2
1)Ln 2(1 + z1/2)) 5-ìè ÷àñòèííèìè

ñóìàìè i 5-ìè ïiäõiäíèìè äðîáàìè.

(z1, z2) (6.9) (6.10) (6.11)

(-0.01,-0.01) 1.0076 4.39 · 10−9 4.31 · 10−13

(0.5,-0.8) 1.4205 1.64 · 10−2 1.02 · 10−3

(-0.2,0.6) 8.0747 · 10−1 4.64 · 10−3 4.14 · 10−5

(2,2) 4.8576 · 10−1 6.46 · 101 1.7 · 10−3

(5,0.7) 4.6163 · 10−1 8.92 · 101 5.5 · 10−3

(15,15) 1.8646 · 10−1 6.1 · 106 7.96 · 10−2

(30,30) 1.2724 · 10−1 2.95 · 108 2.04 · 10−1

çìiííèìè

1

1 +

1

4
z1

1 +

1

9

(
1− 1

4

)
z1

1 + ...

+

1

2
z2

1 +

1

2

(
1− 1

2

)
z1

1 + ...
+

1

3

(
1− 1

2

)
z2

1 + ...

(6.11)

¹ âiäïîâiäíèé äî ôîðìàëüíîãî ïîäâiéíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (6.10) â ïî÷àòêó

êîîðäèíàò.

Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåííÿ âiäíîñíèõ ïîõèáîê íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ äâîõ

çìiííèõ (6.9) 5-ìè ÷àñòèííèìè ñóìàìè i 5-ìè ïiäõiäíèìè äðîáàìè äëÿ ði-

çíèõ çíà÷åíü z1 i z2 íàâåäåíî ó òàáëèöi 6.3.

Äàëi ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ äâîõ çìiííèõ

1 + Ln

(
1 + z1 +

z2(1 + z1)

1 + z2Ln (1 + z1)

)
, (6.12)

ÿêà çîáðàæó¹òüñÿ ôîðìàëüíèì ïîäâiéíèì ñòåïåíåâèì ðÿäîì

1−
∞∑
k=1

(−z1)k

k
−
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−
∞∑
l=1

(−z2)l

l

((
1−

∞∑
k=1

(−z1)k

k

)l

−

(
−
∞∑
k=1

(−z1)k

k

)l)
. (6.13)

Çàñòîñîâóþ÷è àëãîðèòì, ïîáóäîâàíèé â ïiäðîçäiëi 4.4, äî ôîðìàëüíîãî ïî-

äâiéíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (6.13) îòðèìó¹ìî äâîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá

ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

1 +
2∑

i1=1

pei(1)zi1
1 + qei(1)zi1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

(−1)δik−1,ikpei(k)zik−1zik
1 + qei(k)zik

, (6.14)

äå δi,j � ñèìâîë Êðîíåêåðà,

pe1+le2 = pe2 = 1, qke1+le2 =
1

2
, k ≥ 0, l ≥ 0, k + l ≥ 1,

p(k+2)e1+le2 =
(k + 1)2

4(2k + 1)(2k + 3)
, k ≥ 0, l ≥ 0,

p(l+2)e2 =
(l + 1)2

4(2l + 1)(2l + 3)
, l ≥ 0.

Òîìó çãiäíî ç òåîðåìîþ 4.7 äâîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íè-

ìè çìiííèìè (6.14) ¹ âiäïîâiäíèì äî ôîðìàëüíîãî ïîäâiéíîãî ñòåïåíåâîãî

ðÿäó (6.13) â ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

Ó òàáëèöi 6.4 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè îá÷èñëåííÿ âiäíîñíèõ ïîõèáîê íà-

áëèæåííÿ ôóíêöi¨ äâîõ çìiííèõ (6.12) 5-ìè ÷àñòèííèìè ñóìàìè i 5-ìè ïiä-

õiäíèìè äðîáàìè äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü z1 i z2.

6.3. Ñòåïåíåâà ôóíêöiÿ àáî çàãàëüíà áiíîìiàëüíà ôóíêöiÿ

Ôóíêöiÿ òðüîõ çìiííèõ

(1 + z1)
−α(1 + z2(1 + z1)

2α)−β

(1 + z3(1 + z1)2α(1 + z2(1 + z1)2α)2β)γ
, (6.15)

äå α 6∈ Z, β 6∈ Z, γ 6∈ Z, çîáðàæó¹òüñÿ ôîðìàëüíèì ïîòðiéíèì ñòåïåíåâèì

ðÿäîì

∞∑
k=0

(α)k
k!

(−z1)k
∞∑
l=0

( ∞∑
k=0

(−2α)k
k!

(−z1)k
)2l

(β)l
l!

(−z2)l×
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Òàáëèöÿ 6.4

Âiäíîñíi ïîõèáêè íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨

1 + Ln (1 + z1 + (z2(1 + z1))/(1 + z2Ln (1 + z1))) 5-ìè ÷àñòèííèìè

ñóìàìè i 5-ìè ïiäõiäíèìè äðîáàìè.

(z1, z2) (6.12) (6.13) (6.14)

(-0.1,-0.1) 7.9044 · 10−1 7.08 · 10−5 2.81 · 10−15

(0.3,-0.2) 1.0253 3.88 · 10−4 2.93 · 10−11

(-0.4,0.4) 8.9645 · 10−1 1.45 · 10−2 2.62 · 10−8

(1.5,1.5) 2.4059 6.28 1.17 · 10−6

(4,0.4) 2.8272 6.42 · 101 3.54 · 10−5

(15,15) 4.0743 1.78 · 108 3.75 · 10−3

(30,30) 4.6874 3.73 · 1010 1.84 · 10−2

×
∞∑
r=0

( ∞∑
l=0

( ∞∑
k=0

(−2α)k
k!

(−z1)k
)2l+1

(−2β)l
l!

(−z2)l
)2r

(γ)r
r!

(−z3)r, (6.16)

äå

(a)0 = 1, (a)k = a(a+ 1)(a+ 2) . . . (a+ k − 1), a ∈ C, k ≥ 1,

� ñèìâîë Ïîõãàììåðà. Çàñòîñîâóþ÷è àëãîðèòì, ïîáóäîâàíèé â ïiäðîçäi-

ëi 4.1, äî ôîðìàëüíîãî ïîòðiéíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (6.16), îòðèìó¹ìî òðè-

âèìiðíèé ðåãóëÿðíèé Ñ -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

1 +
3∑

i1=1

bei(1)zi1
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

bei(k)zik
1

, (6.17)

äå

be1+le2+re3 = −α, be2+le3 = −β, be3 = −γ, l ≥ 0, r ≥ 0,

bke1+le2+re3 =
[k/2]([k/2] + (−1)kα)

(k − 1)k
, k ≥ 2, l ≥ 0, r ≥ 0,

ble2+re3 =
[l/2]([l/2] + (−1)lβ)

(l − 1)l
, l ≥ 2, r ≥ 0,

bre3 =
[r/2]([r/2] + (−1)rγ)

(r − 1)r
, r ≥ 2,
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Òàáëèöÿ 6.5

Âiäíîñíi ïîõèáêè íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨

(1 + z1)
−α(1 + z2(1 + z1)

2α)−β(1 + z3(1 + z1)
2α(1 + z2(1 + z1)

2α)2β)−γ 10-ìè

÷àñòèííèìè ñóìàìè i 10-ìè ïiäõiäíèìè äðîáàìè

äëÿ α = β = γ = −1/2.

(z1, z2, z3) (6.15) (6.16) (6.17)

(-0.1,-0.3,-0.2) 6.3246 · 10−1 9.79 · 10−5 9.46 · 10−10

(0.2,-0.5,0.7) 1.1832 2.1 · 10−7 1.6 · 10−9

(0.5,0.2,0.4) 1.4491 8.06 · 10−3 1.14 · 10−10

(1.4,0.8,0.7) 1.9748 1.41 · 102 2.32 · 10−7

(2,3,1) 2.6458 1.77 · 105 4.05 · 10−6

(11,12,13) 6.0828 5.4 · 1012 4.65 · 10−3

(30,30,30) 9.5394 3.35 · 1016 4.58 · 10−2

(òóò êâàäðàòíi äóæêè îçíà÷àþòü öiëó ÷àñòèíó ÷èñëà). Òàêèì ÷èíîì, íà

ïiäñòàâi òåîðåìè 4.1 òðèâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé Ñ -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè (6.17) ¹ âiäïîâiäíèì äî ôîðìàëüíîãî ïîòðiéíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó

(6.16) ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

Çàçíà÷èìî, ùî ïðè α = β = γ = −1/2 ôóíêöiþ òðüîõ çìiííèõ (6.15)

çàïèøåìî ó âèãëÿäi (1 + z1 + z2 + z3)
1/2. Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåííÿ âiäíîñíèõ

ïîõèáîê íàáëèæåííÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ òðüîõ çìiííèõ 10-ìè ÷àñòèííèìè ñóìà-

ìè i 10-ìè ïiäõiäíèìè äðîáàìè äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü z1, z2 i z3 íàâåäåíî ó

òàáëèöi 6.5.

Çàñòîñîâóþ÷è àëãîðèòì, ïîáóäîâàíèé â ïiäðîçäiëi 4.1, äî

(1 + z1 + z2 + . . .+ zN)1/2 =
∞∑
k=0

(−1/2)k
k!

(
−

N∑
l=1

zl

)k
îòðèìó¹ìî âiäïîâiäíèé áàãàòîâèìiðíèé S -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

1 +
N∑
i1=1

cei(1)zi1
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

cei(k)zik
1

,
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äå ci(1) = 1/2, i(1) ∈ I1, ci(k) = 1/21+δik−1,ik , i(k) ∈ Ik, k ≥ 2.

6.4. Ôóíêöiÿ òàíãåíñ

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ äâîõ çìiííèõ

1 + tg(z1) + tg

(
z2

1 + z2 tg(z1)

)
, (6.18)

ÿêà çîáðàæó¹òüñÿ ôîðìàëüíèì ïîäâiéíèì ñòåïåíåâèì ðÿäîì

1 +
∞∑
k=1

ckz
2k−1
1 +

∞∑
r=1

cr

(
z2

∞∑
l=0

(
− z2

∞∑
k=1

ckz
2k−1
1

)l)2r−1

, (6.19)

äå

cn =
B2n(−4)n(1− 4n)

(2n)!
, n ≥ 1,

Bn =
−1

n+ 1

n∑
k=1

Cn+1
k+1Bn−k, n ≥ 1, B0 = 1,

� ÷èñëà Áåðíóëëi. Çàñòîñîâóþ÷è àëãîðèòì, ïîáóäîâàíèé â ïiäðîçäiëi 4.4, äî

ôîðìàëüíîãî ïîäâiéíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (6.19), îòðèìó¹ìî äâîâèìiðíèé

ïðè¹äíàíèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

1 +
2∑

i1=1

pei(1)zi1
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

(−1)δik−1,ikpei(k)zik−1zik
1

, (6.20)

äå δi,j � ñèìâîë Êðîíåêåðà,

pe1+le2 = pe2 = 1, k ≥ 0, l ≥ 0, k + l ≥ 1,

p(k+2)e1+le2 =
1

(2k + 1)(2k + 3)
, k ≥ 0, l ≥ 0,

p(l+2)e2 =
1

(2l + 1)(2l + 3)
, l ≥ 0.

Òîìó çãiäíî ç òåîðåìîþ 4.7 äâîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íè-

ìè çìiííèìè (6.20) ¹ âiäïîâiäíèì äî ôîðìàëüíîãî ïîäâiéíîãî ñòåïåíåâîãî

ðÿäó (6.19) â ïî÷àòêó êîîðäèíàò.
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Òàáëèöÿ 6.6

Âiäíîñíi ïîõèáêè íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨

1 + tg(z1) + tg(z2/(1 + z2 tg(z1))) 5-ìè ÷àñòèííèìè ñóìàìè i 5-ìè

ïiäõiäíèìè äðîáàìè.

(z1, z2) (6.18) (6.19) (6.20)

(-1.5,-1.5) −1.3169 · 101 2.10 · 10−1 8.64 · 10−5

(-0.85,-0.85) −5.9938 · 10−1 2.78 · 10−1 1.7 · 10−5

(-0.15,-0.15) 7.0113 · 10−1 7 · 10−5 1.05 · 10−12

(0.1,-0.1) 9.9898 · 10−1 6.92 · 10−6 1.1 · 10−14

(0.25,0.25) 1.4948 4 · 10−4 1.14 · 10−10

(0.5,0.5) 1.9505 7.75 · 10−3 8.14 · 10−8

(1,1) 2.9697 1.42 · 10−1 9.07 · 10−6

Ó òàáëèöi 6.6 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè îá÷èñëåííÿ âiäíîñíèõ ïîõèáîê íà-

áëèæåííÿ ôóíêöi¨ äâîõ çìiííèõ (6.18) 5-ìè ÷àñòèííèìè ñóìàìè i 5-ìè ïiä-

õiäíèìè äðîáàìè äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü z1 i z2.

6.5. Ôóíêöiÿ àðêòàíãåíñ

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿíåìî íàáëèæåííÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié äâîõ

çìiííèõ, âèðàçè ÿêèõ ìiñòÿòü ôóíêöiþ àðêòàíãåíñ, ôóíêöiîíàëüíèìè ãië-

ëÿñòèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

Ôóíêöiÿ äâîõ çìiííèõ

1 +
√
z1Arctg (

√
z1) +

√
z2Arctg

( √
z2

1 +
√
z1Arctg (

√
z1)

)
(6.21)

çîáðàæó¹òüñÿ ôîðìàëüíèì ïîäâiéíèì ñòåïåíåâèì ðÿäîì

1−
∞∑
k=1

(−z1)k

2k − 1
−
∞∑
r=1

(−z2)r

2r − 1

( ∞∑
l=0

( ∞∑
k=1

(−z1)k

2k − 1

)l)2r−1

. (6.22)

Çàñòîñîâóþ÷è áàãàòîâèìiðíèé qd -àëãîðèòì Ðóòiñõàóçåðà, ïîáóäîâàíèé â

ïiäðîçäiëi 4.2, äî ôîðìàëüíîãî ïîäâiéíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (6.22), îòðè-
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ìó¹ìî qd -òàáëèöþ

1

0 − 22

1 · 3
−1

3
− 12

3 · 5
0 − 22

3 · 5
− 42

5 · 7
−3

5
− 32

5 · 7
− 32

7 · 9
0 − 22

5 · 7
− 42

7 · 9
− 62

9 · 11
... −5

7
... − 52

7 · 9
... − 52

9 · 11
... − 52

11 · 13... ... ... ... . . .

.

Òîìó çãiäíî ç òåîðåìîþ 4.3 äâîâèìiðíèé S -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííè-

ìè

1 +
2∑

i1=1

cei(1)zi1
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

cei(k)zik
1

, (6.23)

äå

ce2 = ce1+le2 = 1, k ≥ 0, l ≥ 0, k + l ≥ 1,

c(k+2)e1+le2 =
(k + 1)2

(2k + 1)(2k + 3)
, c(l+2)e2 =

(l + 1)2

(2l + 1)(2l + 3)
, k ≥ 0, l ≥ 0,

¹ âiäïîâiäíèì äî ôîðìàëüíîãî ïîäâiéíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (6.22) â ïî÷àòêó

êîîðäèíàò.

Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåííÿ âiäíîñíèõ ïîõèáîê íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ äâîõ

çìiííèõ (6.21) 5-ìè ÷àñòèííèìè ñóìàìè i 5-ìè ïiäõiäíèìè äðîáàìè äëÿ

ðiçíèõ çíà÷åíü z1 i z2 íàâåäåíî ó òàáëèöi 6.7.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ äâîõ çìiííèõ

1 + Arctg (z1) + Arctg

(
z2

1 + z2Arctg (z1)

)
, (6.24)

ÿêà çîáðàæó¹òüñÿ ôîðìàëüíèì ïîäâiéíèì ñòåïåíåâèì ðÿäîì

1 +
∞∑
k=1

(−1)k+1

2k − 1
z2k−11 +
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Òàáëèöÿ 6.7

Âiäíîñíi ïîõèáêè íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨

1 +
√
z1Arctg (

√
z1) +

√
z2Arctg (

√
z2/(1 +

√
z1Arctg (

√
z1))) 5-ìè

÷àñòèííèìè ñóìàìè i 5-ìè ïiäõiäíèìè äðîáàìè.

(z1, z2) (6.21) (6.22) (6.23)

(0.1,0.1) 1.1856 3.85 · 10−4 1.49 · 10−8

(0.3,0.3) 1.4968 2.77 · 10−3 2.92 · 10−6

(0.8,0.8) 2.0964 3.01 · 10−1 1.43 · 10−4

(1.1,0.1) 1.9023 1.71 · 10−1 1.74 · 10−4

(2,2) 3.1169 2.95 · 101 2.66 · 10−3

(10,10) 6.7825 5.38 · 104 8.57 · 10−2

(30,30) 1.1716 · 101 7.92 · 106 3.63 · 10−1

+
∞∑
r=1

(−1)r+1

2r − 1

( ∞∑
l=0

z2r+l−12

( ∞∑
k=1

(−1)k

2k − 1
z2k−11

)l)2r−1

. (6.25)

Çàñòîñîâóþ÷è àëãîðèòì, ïîáóäîâàíèé â ïiäðîçäiëi 4.4, äî ôîðìàëüíîãî ïî-

äâiéíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (6.25), îòðèìó¹ìî äâîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá

ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

1 +
2∑

i1=1

pei(1)zi1
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

(−1)δik−1,ikpei(k)zik−1zik
1

, (6.26)

äå δi,j � ñèìâîë Êðîíåêåðà,

pe1+le2 = pe2 = 1, k ≥ 0, l ≥ 0, k + l ≥ 1,

p(k+2)e1+le2 =
(k + 1)2

(2k + 1)(2k + 3)
, k ≥ 0, l ≥ 0,

p(l+2)e2 =
(l + 1)2

(2l + 1)(2l + 3)
, l ≥ 0.

Òàêèì ÷èíîì, íà ïiäñòàâi òåîðåìè 4.7 äâîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç íå-

ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè (6.26) ¹ âiäïîâiäíèì äî ôîðìàëüíîãî ïîäâiéíîãî

ñòåïåíåâîãî ðÿäó (6.25) â ïî÷àòêó êîîðäèíàò.
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Òàáëèöÿ 6.8

Âiäíîñíi ïîõèáêè íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨

1 + Arctg (z1) + Arctg (z2/(1 + z2Arctg (z1))) 5-ìè ÷àñòèííèìè ñóìàìè

i 5-ìè ïiäõiäíèìè äðîáàìè.

(z1, z2) (6.24) (6.25) (6.26)

(-0.1,-0.1) 8.0164 · 10−1 7.99 · 10−6 1.49 · 10−2

(0.1,0.1) 1.1984 5.35 · 10−6 6.68 · 10−3

(0.5,0.5) 1.8492 4.01 · 10−3 3.05 · 10−2

(0.8,0.8) 2.1539 8.96 · 10−2 1.54 · 10−2

(1,1) 2.296 9.16 · 10−1 6.91 · 10−4

(1.2,1.2) 2.4054 5.33 1.83 · 10−2

(2,2) 2.6637 6.12 · 102 9.44 · 10−2

Ó òàáëèöi 6.8 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè îá÷èñëåííÿ âiäíîñíèõ ïîõèáîê íà-

áëèæåííÿ ôóíêöi¨ äâîõ çìiííèõ (6.24) 5-ìè ÷àñòèííèìè ñóìàìè i 5-ìè ïiä-

õiäíèìè äðîáàìè äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü z1 i z2.

6.6. Ãiïåðãåîìåòðè÷íà ôóíêöiÿ

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿíåìî íàáëèæåííÿ äåÿêèõ ñóïåðïîçèöié ãiïåð-

ãåîìåòðè÷íèõ ôóíêöié Ãàóñà ôóíêöiîíàëüíèìè ãiëëÿñòèìè ëàíöþãîâèìè

äðîáàìè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

Çàñòîñîâóþ÷è áàãàòîâèìiðíèé qd -àëãîðèòì Ðóòiñõàóçåðà, ïîáóäîâàíèé

â ïiäðîçäiëi 4.3, äî ôîðìàëüíîãî ïîäâiéíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó

F (a, 1, c; z1)F (b, 1, d; z2(F (a, 1, c; z1))
2) =

=
∞∑
l=0

(b)l
(d)l

zl2

( ∞∑
k=0

(a)k
(c)k

zk1

)2l+1

, (6.27)

äå

(α)0 = 1, (α)k = α(α + 1)(α + 2) . . . (α + k − 1), a ∈ C, k ≥ 1,
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� ñèìâîë Ïîõãàììåðà, a, b, c i d � äiéñíi ñòàëi òàêi, ùî c 6∈ Z\N, d 6∈ Z\N,
äëÿ êîæíîãî l ≥ 0 äëÿ åëåìåíòiâ q(n)ke1+le2

, d
(n)
ke1+le2

, k ≥ 1, n ≥ 0, qd -òàáëèöi

îòðèìó¹ìî âèðàçè

q
(n)
e1+le2

=
a+ n

c+ n
, n ≥ 0, (6.28)

q
(n)
ke1+le2

=
(a+ n+ k − 1)(c+ n+ k − 2)

(c+ n+ 2k − 3)(c+ n+ 2k − 2)
, k ≥ 2, n ≥ 0, (6.29)

d
(n)
ke1+le2

=
k(c− a+ k − 1)

(c+ n+ 2k − 2)(c+ n+ 2k − 1)
, k ≥ 1, n ≥ 0, (6.30)

a äëÿ åëåìåíòiâ q(n)le2
, d

(n)
le2
, l ≥ 1, n ≥ 0, qd -òàáëèöi � âèðàçè

q(n)e2
=
b+ n

d+ n
, n ≥ 0, (6.31)

q
(n)
le2

=
(b+ n+ k − 1)(d+ n+ k − 2)

(d+ n+ 2k − 3)(d+ n+ 2k − 2)
, l ≥ 2, n ≥ 0, (6.32)

d
(n)
le2

=
k(d− b+ k − 1)

(d+ n+ 2k − 2)(d+ n+ 2k − 1)
, l ≥ 1, n ≥ 0. (6.33)

Òîìó çãiäíî ç òåîðåìîþ 4.2 äâîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé Ñ -äðiá ç íåðiâíîçíà-

÷íèìè çìiííèìè

1

1 +

2∑
i1=1

bei(1)zi1
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

bei(k)zik
1

,

äå

b(2k−l)e1+le2 = −q(0)ke1+le2
, b2ke1+le2 = −d(0)ke1+le2, k ≥ 1, l ≥ 0,

b(2l−1)e2 = −q(0)le2
, b2le2 = −d(0)le2 , l ≥ 1,

¹ âiäïîâiäíèì äî ôîðìàëüíîãî ïîäâiéíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (6.27) â ïî÷àòêó

êîîðäèíàò.

Íàîñòàíîê çàçíà÷èìî, ùî äëÿ ôîðìàëüíîãî ïîäâiéíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿ-

äó

F (a, 1, c;−z1)F (b, 1, d;−z2(F (a, 1, c;−z1))2) =

=
∞∑
l=0

(b)l
(d)l

(−z2)l
( ∞∑
k=0

(a)k
(c)k

(−z1)k
)2l+1

, (6.34)
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äå

(α)0 = 1, (α)k = α(α + 1)(α + 2) . . . (α + k − 1), a ∈ C, k ≥ 1,

� ñèìâîë Ïîõãàììåðà, a, b, c i d � äiéñíi ñòàëi òàêi, ùî 0 < a < c i

0 < b < d, âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 4.4 i, îòæå, äâîâèìiðíèé S -äðiá ç

íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

1

1 +

2∑
i1=1

cei(1)zi1
1 +

∞

D
k=2

ik−1∑
ik=1

cei(k)zik
1

,

äå

c(2k−l)e1+le2 = q
(0)
ke1+le2

, b2ke1+le2 = d
(0)
ke1+le2

, k ≥ 1, l ≥ 0,

b(2l−1)e2 = q
(0)
le2
, b2le2 = d

(0)
le2
, l ≥ 1,

q
(0)
ke1+le2

, d
(0)
ke1+le2

, k ≥ 1, l ≥ 0, âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè (6.28)�(6.30), q(0)le2
,

d
(0)
le2
, l ≥ 1, � çà ôîðìóëàìè (6.31)�(6.33), ¹ âiäïîâiäíèì äî ôîðìàëüíîãî

ïîäâiéíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (6.34) â ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 6. Öåé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî íàáëèæåííþ äå-

ÿêèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ ôóíêöiîíàëüíèìè ãiëëÿñòèìè

ëàíöþãîâèìè äðîáàìè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

Ó ðåçóëüòàòi äîñëiäæåíü ïîáóäîâàíî ðîçâèíåííÿ äåÿêèõ àíàëiòè÷íèõ

ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ, çîáðàæåíèõ ôîðìàëüíèìè êðàòíèì ñòåïåíåâèìè

ðÿäàìè, ó áàãàòîâèìiðíi ðåãóëÿðíi Ñ -äðîáè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè,

áàãàòîâèìiðíi S -äðîáè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, áàãàòîâèìiðíi g-äðîáè

ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i áàãàòîâèìiðíi ïðè¹äíàíi äðîáè ç íåðiâíîçíà-

÷íèìè çìiííèìè. Îá÷èñëåíi âiäíîñíi ïîõèáêè íàáëèæåíü n-ìè ÷àñòèííèìè

ñóìàìè i n-ìè ïiäõiäíèìè äðîáàìè ïîêàçóþòü åôåêòèâíiñòü ïîáóäîâàíèõ

ðîçâèíåíü.

Ðåçóëüòàòè, íàâåäåíi â öüîìó ðîçäiëi, îïóáëiêîâàíi â òàêèõ ïðàöÿõ:

[26,45,49,64,65,103,110,112].
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äèñåðòàöiéíó ðîáîòó ïðèñâÿ÷åíî êëàñè÷íèì çàäà÷àì äîñëiäæåííÿ çái-

æíîñòi ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè, äåÿêèì ïèòàííÿì âiäïîâiäíîñòi, ïîáóäîâi àëãîðèòìiâ ðîçâèíåí-

íÿ çàäàíèõ ôîðìàëüíèõ êðàòíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ ó ôóíêöiîíàëüíi ãiëëÿñòi

ëàíöþãîâi äðîáè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, à òàêîæ çàñòîñóâàííþ öèõ

ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè äî íàáëèæåí-

íÿ äåÿêèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ. Ó ðîáîòi îòðèìàíî òàêi

íàóêîâi ðåçóëüòàòè:

1. Âñòàíîâëåíî íîâå áàãàòîâèìiðíå óçàãàëüíåííÿ îçíàêè çáiæíîñòi Âîð-

ïiöüêîãî äëÿ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i

íîâi åôåêòèâíi îçíàêè çáiæíîñòi äëÿ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâ-

íîçíà÷íèìè çìiííèìè, ÷àñòèííi ëàíêè ÿêèõ ìàþòü âèãëÿä gi(k)(1−gi(k−1))zi(k)
1 ,

à òàêîæ âèãëÿä
q
ik
i(k)q

ik−1
i(k−1)(1−qi(k−1))zi(k)

1 .

2. Îïèñàíî çàãàëüíó òåîðiþ âiäïîâiäíîñòi äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé ôóíêöié

áàãàòüîõ çìiííèõ {Rn(z)}n∈N0
, ìåðîìîðôíèõ â òî÷öi z = 0 (òîáòî ó âiä-

êðèòîìó ïîëiêðóçi, ÿêèé ìiñòèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò), äå Rn(z) � ôóíêöiÿ

áàãàòüîõ çìiííèõ, äëÿ ÿêî¨ iñíó¹ ìóëüòèiíäåêñ m ∈ NN0 òàêèé, ùî Rn(z)zm

¹ ãîëîìîðôíîþ â òî÷öi z = 0 äëÿ êîæíîãî n ≥ 0.

Îçíà÷åíî êëàñè ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâ-

íîçíà÷íèìè çìiííèìè, ÿêi ¹ áàãàòîâèìiðíèìè óçàãàëüíåííÿìè âiäïîâiäíèõ

êëàñiâ ôóíêöiîíàëüíèõ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ.

Äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi âiäïîâiäíîñòi äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ ðåãóëÿðíèõ

C -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ g-äðîáiâ ç íå-

ðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ ïðè¹äíàíèõ äðîáiâ ç íåðiâ-

íîçíà÷íèìè çìiííèìè i äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ J -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè.

3. Ïîáóäîâàíî àëãîðèòìè ðîçâèíåííÿ çàäàíîãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî

ñòåïåíåâîãî ðÿäó ó áàãàòîâèìiðíèé ðåãóëÿðíèé C -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè i ó áàãàòîâèìiðíèé ïðè¹äíàíèé äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííè-
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ìè òà âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ öèõ àëãîðèòìiâ.

Ïîáóäîâàíî áàãàòîâèìiðíèé qd -àëãîðèòì Ðóòiñõàóçåðà ðîçâèíåííÿ çàäàíî-

ãî ôîðìàëüíîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó ó âiäïîâiäíèé áàãàòîâèìiðíèé

ðåãóëÿðíèé C -äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè òà âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi i

äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ öüîãî àëãîðèòìó.

Âñòàíîâëåíî íîâi íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ áàãàòîâèìiðíîãî

S -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, âiäïîâiäíîãî äî çàäàíîãî ôîðìàëü-

íîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó.

Ïîáóäîâàíî áàãàòîâèìiðíèé g-àëãîðèòì Áàóåðà ðîçâèíåííÿ ôîðìàëü-

íîãî êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó ó áàãàòîâèìiðíèé g-äðiá ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè òà âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ öüîãî àëãî-

ðèòìó.

4. Äîâåäåíî, ùî ïåðåòèí ïàðàáîëi÷íî¨ i êðóãîâî¨ îáëàñòåé ¹ îáëàñòþ

çáiæíîñòi áàãàòîâèìiðíîãî ðåãóëÿðíîãî C -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìií-

íèìè, à ïàðàáîëi÷íà îáëàñòü � îáëàñòþ çáiæíîñòi îáåðíåíîãî äî íüîãî áà-

ãàòîâèìiðíîãî ðåãóëÿðíîãî C -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

Äîâåäåíî, ùî îá'¹äíàííÿ ïåðåòèíiâ ïàðàáîëi÷íèõ i êðóãîâèõ îáëàñòåé ¹

îáëàñòþ çáiæíîñòi áàãàòîâèìiðíîãî S -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè,

à îá'¹äíàííÿ ïàðàáîëi÷íèõ îáëàñòåé � îáëàñòþ çáiæíîñòi îáåðíåíîãî äî

íüîãî áàãàòîâèìiðíîãî S -äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, i, ÿê íàñëiäêè

iç öèõ ðåçóëüòàòiâ, îòðèìàíî äâi íîâi îçíàêè çáiæíîñòi äëÿ S -äðîáiâ.

Îòðèìàíî íîâi îöiíêè ïîõèáîê íàáëèæåíü äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ S -äðî-

áiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè â äåÿêèõ îáìåæåíèõ îáëàñòÿõ iç CN .
Äîâåäåíî, ùî îá'¹äíàííÿ ïàðàáîëi÷íèõ îáëàñòåé ¹ îáëàñòþ çáiæíîñòi

áàãàòîâèìiðíîãî g-äðîáó ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i ðiçíèõ éîãî ìîäè-

ôiêàöié òà îòðèìàíî îöiíêè ïîõèáîê íàáëèæåíü äëÿ öèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþ-

ãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè â äåÿêèõ îáìåæåíèõ îáëàñòÿõ iç

CN .
Äîâåäåíî, ùî êðóãîâi i êóòîâi îáëàñòi ¹ îáëàñòÿìè çáiæíîñòi áàãàòîâè-

ìiðíèõ ïðè¹äíàíèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i áàãàòîâèìiðíèõ
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J -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

Äîâåäåíî çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòåé ïàðíèõ i íåïàðíèõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ

áàãàòîâèìiðíèõ ïðè¹äíàíèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè i áàãàòî-

âèìiðíèõ J -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè â äåÿêèõ ïiäìíîæèíàõ iç

CN i ¨õ ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü íà êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèíàõ îáëàñòåé iç CN ,
ÿêi ¹ âíóòðiøíîñòÿìè öèõ ïiäìíîæèí, à òàêîæ äîâåäåíî, ùî óìîâîþ çái-

æíîñòi äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ ïðè¹äíàíèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

i áàãàòîâèìiðíèõ J -äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè â ïiäìíîæèíàõ iç

CN ¹ ðîçáiæíiñòü ðÿäiâ, ñêëàäåíèõ iç êîåôiöi¹íòiâ åëåìåíòiâ öèõ ãiëëÿñòèõ

ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

5. Ïîáóäîâàíî íàáëèæåííÿ äåÿêèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìií-

íèõ ôóíêöiîíàëüíèìè ãiëëÿñòèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè ç íåðiâíîçíà÷íè-

ìè çìiííèìè i ïîêàçàíî åôåêòèâíiñòü öèõ íàáëèæåíü.

Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ âíåñêîì â àíàëiòè÷íó òåîðiþ íå-

ïåðåðâíèõ òà ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ. Âñòàíîâëåíi îçíàêè çáiæíîñòi

äëÿ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè, ÷àñòèííi

çíàìåííèêè ÿêèõ äîðiâíþþòü îäèíèöi, òà çàïðîïîíîâàíi ïiäõîäè äî äîñëi-

äæåííÿ çáiæíîñòi ôóíêöiîíàëüíèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ç íåðiâíî-

çíà÷íèìè çìiííèìè ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ äîñëiäæåííÿ çáiæíîñòi ãiëëÿ-

ñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ çàãàëüíîãî âèãëÿäó, à ïîáóäîâàíi àëãîðèòìè ðîç-

âèíåííÿ çàäàíèõ ôîðìàëüíèõ êðàòíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ ó ôóíêöiîíàëüíi

ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè ìîæíà çàñòîñóâàòè

äî íàáëèæåííÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ, ÿêi âèíèêàþòü ó

ïðèêëàäíèõ çàäà÷àõ ìàòåìàòèêè, ôiçèêè òà iíæåíåði¨.
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ðiâíÿíü Íàöiîíàëüíîãî ïåäàãîãi÷íîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Ì. Ï. Äðàãî-

ìàíîâà (Êè¨â, 21 ëþòîãî 2018 ð., êåðiâíèê ñåìiíàðó: ä.ô.-ì.í., ïðîô.

Ã. Ì. Òîðáií).

27. Íàóêîâèé ñåìiíàð âiääiëó òåîði¨ ôóíêöié Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ

Óêðà¨íè (Êè¨â, 2 áåðåçíÿ 2018 ð., êåðiâíèê ñåìiíàðó: ä.ô.-ì.í., ïðîô.

À. Ñ. Ðîìàíþê).

28. Íàóêîâèé ñåìiíàð êàôåäðè ìàòåìàòè÷íîãî i ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó

ÄÂÍÇ �Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Âàñèëÿ Ñòå-

ôàíèêà� (Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, 5 âåðåñíÿ 2018 ð., êåðiâíèê ñåìiíàðó: ä.ô.-

ì.í., ïðîô. À. Â. Çàãîðîäíþê).


