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Вступ

Актуальнiсть теми. Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню

нескiнченних систем класичної статистичної механiки. Статистична

механiка виникла в кiнцi XIX — на початку XX столiття в роботах

Больцмана, Максвела, Гiббса. В той час вченi намагалися створити ма-

тематичний апарат, який був би зручним для дослiдження систем, що

складаються з надзвичайно великої кiлькостi елементiв. Такi фiзичнi

системи моделюють гази, рiдини, кристали, а також можуть описува-

ти взаємодiї у великих бiологiчних, екологiчних, економiчних системах

тощо.

На перший погляд усi вiдомi системи є скiнченними. Наприклад, газ

у колбi має скiнченне число атомiв чи молекул. Але з елементарної фi-

зики вiдомо, що в одному молi будь-якої речовини мiститься приблизно

6 · 1023 молекул (закон Авогадро). Зрозумiло, що слiдкувати за такою

кiлькiстю частинок це те ж саме, що слiдкувати за нескiнченною кiль-

кiстю частинок. Отже, нескiнченнi системи є деякою математичною

iдеалiзацiєю великих скiнченних систем, яку зручно застосовувати при

вивченнi реальних великих систем.

Реальна фiзична чи бiологiчна система у кожний момент часу t за-

ймає деяку конфiгурацiю γ̃(t) = {x̃1(t), ..., x̃n(t), ...}фазового простору

Γ̃, який є множиною усiх допустимих конфiгурацiй, а змiнною x̃(t) ми

позначаємо усi фiзичнi характеристики частинки: координату, iмпульс,

спiн, тощо. Бiльш детальне визначення для систем, якi розглядаються

в дисертацiї, ми наведемо нижче. Пiд впливом внутрiшнiх або ще й

зовнiшнiх взаємодiй така система перебуває у постiйному русi, тобто

кожна частинка описує якусь неперервну траєкторiю, а мiкроскопi-
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чний стан усiєї системи визначається сукупнiстю таких траєкторiй.

Проте для дослiдження системи необхiдно знати не мiкроскопiчну по-

ведiнку, а її макроскопiчнi наслiдки, що виражаються такими хара-

ктеристиками, як тиск, енергiя, теплоємнiсть тощо. Такi фiзичнi хара-

ктеристики називають спостережуваними величинами, якi описують

вимiрними функцiями на фазовому просторi. Нехай F (γ̃(t)) — фун-

кцiя, що описує деяку спостережувану величину. Тодi макроскопiчна

характеристика, яка їй вiдповiдає i яку ми можемо спостерiгати на

експериментi, є середнє значення цiєї величини, яке обраховується за

наступною формулою:

F := lim
T→∞

1

T

T∫
0

F (γ̃(t))dt. (0.1)

Проте порахувати такий iнтеграл для реальної системи неможливо,

навiть у тому випадку, коли б були вiдомi усi траєкторiї частинок.

Тому на початку XX столiття американський фiзик-теоретик Джо-

зайя Вiллард Гiббс запропонував замiсть однiєї системи ввести ан-

самбль тотожних систем, якi кожної митi з якоюсь ймовiрнiстю за-

йматимуть ту чи iншу конфiгурацiю.

Такi однаковi екземпляри систем отримали назву ансамблiв Гiббса.

Основним постулатом Гiббса є iснування деякої ймовiрнiсної мiри µ

на фазовому просторi Γ̃:∫
Γ̃

µ(dγ̃) = 1 (0.2)

такої, що:

F =< F (·) >µ=

∫
Γ̃

F (γ̃)µ(dγ̃). (0.3)

Таким чином замiсть детермiнiстичного опису однiєї системи роз-

глядають статистичний опис поведiнки ансамблiв iдентичних систем.
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Фiзичне обґрунтування вигляду такої мiри в обмеженому об’ємi було

запропоновано Гiббсом ще у 1902 роцi [62].

Важливою характеристикою мiри Гiббса є послiдовнiсть кореляцiй-

них функцiй, якi описують мiкроскопiчну поведiнку фiзичних систем.

За допомогою кореляцiйних функцiй зручно записувати середнi зна-

чення спостережуваних величин.

Макроскопiчну поведiнку фiзичних систем дослiджують за допомо-

гою так званих термодинамiчних функцiй (їх ще називають термо-

динамiчними потенцiалами), таких як тиск, вiльна енергiя, ентропiя

тощо. Тому дослiдження кореляцiйних та термодинамiчних функцiй є

надзвичайно актуальною задачею математичної фiзики.

Актуальним питанням в дослiдженнi неперервних статистичних си-

стем залишається доведення iснування фазових переходiв для стан-

дартних взаємодiй типу Ленарда—Джонса. Критична поведiнка ли-

ше добре дослiджена для ґратчастих систем, якi моделюють спiновi

системи магнетикiв та ангармонiчних кристалiв. Математично строге

доведення цiєї проблеми почалося ще в 60-тi роки минулого столiт-

тя в роботах Лебовiца та Пенроуза (див., наприклад, [87]) для систем

частинок, взаємодiя яких описується мiжмолекулярним потенцiалом,

запропонованим Кацом [72] в так званiй Ван-дер-Ваальсiвськiй гра-

ницi. На сьогоднiшнiй день ця проблема була вирiшена для специфi-

чних моделей типу Уiдома—Роулiнсона [123] (див., також, [118], [47]),

моделi з Гамiльтонiаном типу квантово-польових моделей [85] (див.,

також, лекцiї [100]). Необхiдно вiдмiтити роботи [115], [67], в яких бу-

ло доведено iснування фазових переходiв, пов’язаних з орiєнтацiйними

положеннями частинок в неперервних спiнових моделях фероелектри-

чних рiдин, а також дослiдження останнiх рокiв, якi використовують

методи великих вiдхилень (див. [101], [71]).

Запропонована дисертацiя є подальшим розвитком теоретичних до-



7

слiджень нескiнченних систем класичної статистичної механiки мето-

дами нескiнченновимiрного аналiзу, а роздiл 4 дисертацiї можна роз-

глядати як пiдготовчу роботу до вирiшення проблеми iснування фа-

зових переходiв в модельних неперервних системах класичних части-

нок, якi взаємодiють за допомогою парних потенцiалiв типу Ленарда—

Джонса.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дисертацiю виконано у вiддiлi математичної фiзики Iнституту матема-

тики НАН України згiдно з науково-дослiдною темою "Дослiдження

спектральних характеристик та критичної поведiнки складних систем

математичної фiзики"(номер державної реєстрацiї 0111U001030).

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є до-

слiдження поведiнки термодинамiчних та кореляцiйних функцiй не-

скiнченних статистичних систем.

Об’єктом дослiдження є класичнi неперервнi статистичнi системи

з нескiнченним числом частинок, що взаємодiють за допомогою дво-

частинкового потенцiалу.

Предметом дослiдження є побудова нових розкладiв для термо-

динамiчних потенцiалiв, зокрема тиску; апроксимацiя вiльної енергiї

Гельмгольца в рамках моделi комiркового газу.

Завдання дослiдження:

1. Описати основнi методи нескiнченновимiрного аналiзу в стати-

стичнiй механiцi, за допомогою яких значно спрощуються доведення

деяких важливих теорем i формул статистичної механiки: теорема, що

вiдображає властивостi мiри Лебега—Пуассона i є важливою у пред-

ставленнi великої статистичної суми у виглядi експоненти, що в свою

чергу є необхiдним для побудови термодинамiчних потенцiалiв при

переходi до нескiнченного об’єму; продемонструвати новий спосiб ви-

ведення рiвнянь ББҐКI та Кiрквуда—Зальцбурга для кореляцiйних
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функцiй;

2. Отримати новi форми запису розкладiв Майєра та довести їх збi-

жнiсть;

3. Довести збiжнiсть апроксимованої вiльної енергiї Гельмгольца мо-

делi комiркового газу до вiдповiдної вiльної енергiї неперервної систе-

ми.

Методи дослiдження. Основними методами є методи нескiнченно-

вимiрного аналiзу та метод термодинамiчного граничного переходу.

Наукова новизна одержаних результатiв. У дисертацiї отримано

новi теоретичнi результати, основними з яких є такi:

1. Запропоновано новий метод доведення теореми про представле-

ння деяких iнтегралiв за мiрою Лебега—Пуассона у виглядi екс-

поненти, а також розглянуто її застосування до термодинамiчних

потенцiалiв, зокрема тиску;

2. Запропоновано новi методи виведення рiвнянь ББҐКI та

Кiрквуда—Зальцбурга для кореляцiйних функцiй методами не-

скiнченновимiрного пуассонiвського аналiзу;

3. Побудовано розклад Майєра у формi Брiджеса—Федербуша для

системи точкових частинок, якi взаємодiють за допомогою неiн-

тегрованого потенцiалу взаємодiї, а також доведено збiжнiсть та-

кого розкладу;

4. Запропоновано нове виведення розкладу Майєра для зв’язних ко-

реляцiйних функцiй методами нескiнченновимiрного пуассонiв-

ського аналiзу;

5. Побудовано новий розклад для термодинамiчного потенцiалу ти-

ску, який дає можливiсть покращити результати попереднiх до-

слiджень;
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6. Доведено, що вiльна енергiя комiркового газу f (a)(v, β) є моно-

тонною, неперервною, вгнутою функцiєю вiд питомого об’єму v;

7. В рамках канонiчного ансамблю доведено, що апроксимована

вiльна енергiя моделi комiркового газу з будь-яким ступенем то-

чностi наближається до вiдповiдної вiльної енергiї неперервної си-

стеми.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати i ме-

тоди дисертацiйної роботи мають теоретичний характер i можуть бути

використанi при подальших дослiдженнях нескiнченних систем взає-

модiючих точкових частинок статистичної механiки, а також в стати-

стичнiй фiзицi для розрахункiв середнiх спостережуваних величин.

Особистий внесок здобувача. Визначення головних напрямкiв

дослiдження належить науковому керiвнику д.фiз-мат. н. О. Л. Ребен-

ку. За темою дисертацiї опублiковано 5 робiт, з них чотири [44],[35],[45],

[36] у спiвавторствi з О. Л. Ребенком. Робота [9] написана здобувачем

самостiйно.

Зi спiльних робiт на захист виносяться лише результати, отриманi

здобувачем особисто.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисерта-

цiйного дослiдження доповiдались та обговорювались на:

– IM Workshop on mathematical physics. Workshop on occasion of the

105th anniversary of academician M. M. Bogolubov (Київ, Iнститут ма-

тематики НАН України, 19 листопада 2014 р.);

– III Мiжнароднiй науково-практичнiй конференцiї “Розвиток суча-

сної освiти i науки: результати, проблеми, перспективи” (Дрогобич,

26-27 березня 2015 року);

– XVI Мiжнароднiй науковiй конференцiї iм. акад. М. Кравчука (Ки-

їв, 14-15 травня 2015 року);
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– Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв (Київ, 3-6 червня

2015 року);

– наукових семiнарах вiддiлу математичної фiзики Iнституту мате-

матики НАН України (керiвники семiнару — доктор фiз.-мат. наук,

професор О. Л. Ребенко та доктор фiз.-мат. наук, професор В. Д. Ко-

шманенко);

– об’єднаному семiнарi з математичної фiзики Iнституту математики

НАН України (керiвники семiнару — доктор фiз.-мат. наук Є. Д. Бiло-

колос та доктор фiз.-мат. наук, чл. - кор. НАН України А. Г. Нiкiтiн).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйного дослiдження ви-

кладено у п’яти статтях [44], [35],[45], [36], [9], опублiкованих у видан-

нях, що входять до перелiку фахових видань, та додатково вiдображе-

но у матерiалах конференцiй [6], [7], [8]. Серед статей двi опублiковано

в журналах, якi входять до наукометричних баз даних (MathSciNet,

Google Scholar).

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi всту-

пу, чотирьох роздiлiв, висновкiв та списку використаних джерел, що

мiстить 128 найменувань. Повний обсяг дисертацiї становить 127 сто-

рiнок друкованого тексту.

Висловлюю щиру та глибоку подяку своєму науковому керiвнику

доктору фiзико-математичних наук Олексiю Лукичу Ребенку за по-

становку задач, постiйну увагу, кориснi зауваження та поради щодо

роботи.



11

РОЗДIЛ 1

Основи математичного пiдходу до опису

великих статистичних систем

Метою першого роздiлу є введення понятiйного апарату статистичної

механiки, який буде використовуватись у другому, третьому та четвер-

тому роздiлах, а також виклад короткого огляду попереднiх наукових

дослiджень, що стосуються теми дисертацiйної роботи.

1.1. Огляд лiтератури

Вивчення специфiчних закономiрностей фiзичних систем, що склада-

ються з надзвичайно великої кiлькостi частинок, є одним iз основних

завдань статистичної механiки. Для математичного опису нескiнчен-

них систем взаємодiючих частинок ключовим є поняття стану. Оскiль-

ки поведiнцi таких систем притаманний ймовiрнiсний характер, то ви-

никає потреба у побудовi деякої ймовiрнiсної мiри на фазовому про-

сторi нескiнченних систем. Для рiвноважної скiнченної системи такою

ймовiрнiсною мiрою є мiра Гiббса, яку можна будувати в мiкроканонi-

чному, канонiчному або великому канонiчному ансамблi в залежностi

вiд потреб конкретної фiзичної задачi.

В 1946 роцi в монографiї М. М. Боголюбова [5] були намiченi шляхи

математичного обґрунтування термодинамiчного граничного перехо-

ду в рамках формалiзму канонiчного ансамблю Гiббса, а також розро-

блено загальний метод вiдшукання граничнихm-частинкових функцiй
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розподiлу (кореляцiйних функцiй) у виглядi формальних рядiв за сте-

пенями густини частинок у системi. Строге обґрунтування збiжностi

таких рядiв для випадку позитивного парного потенцiалу взаємодiї бу-

ло опублiковано в роботах [4], [39]. Узагальнення цих результатiв на

випадок парних стiйких потенцiалiв взаємодiї були зробленi М. М. Бо-

голюбовим, Д. Я. Петриною та Б. I. Хацетом [3].

В 1963 роцi Д. Рюель [116] запропонував подiбний метод, який ба-

зувався на дослiдженнi рiвнянь Кiрквуда—Зальцбурга для кореляцiй-

них функцiй великого канонiчного ансамблю. В роботi [116] проблема

термодинамiчної границi була вирiшена для термодинамiчних потен-

цiалiв, а також було узагальнено дослiдження Ван-Хова [121] i Янга—

Лi [125] на випадок бiльш загальних потенцiалiв взаємодiї. Цi роботи

стали значним поштовхом для математичних дослiджень нескiнчен-

них розрiджених систем статистичної механiки. Вони були детально

викладенi в монографiї [37], а також в лекцiях Мiнлоса [22] та моно-

графiї Д. Я. Петрини, В. I. Герасименка i П. В. Малишева [32](див.

переклад [99]).

Значення параметрiв активностi z та оберненого значення темпе-

ратури β = 1/kT , при яких iснує єдиний гiббсiвський стан, назива-

ють регулярним. Дослiдження рiвнянь Кiрквуда-Зальцбурга в областi

регулярних значень параметрiв z, β детально описано в монографi-

ях [37], [32]. Вивченням спектру оператора Кiрквуда—Зальцбурга за-

ймався також Л. А. Пастур [28], який показав, що спектр оператора

Кiрквуда—Зальцбурга для обмеженої системи збiгається з нулями ве-

ликої статистичної суми. В роботi [128] було встановлено структуру

спектру оператора Кiрквуда—Зальцбурга для обмеженої системи та

встановлено його фредгольмiв характер.

Крiм рiвнянь Кiрквуда-Зальцбурга iснують й iншi рiвняння, яким

задовольняє кореляцiйний функцiонал рiвноважних систем статисти-
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чної механiки. Це рiвняння Майєра—Монтролла(див. [37], розд. 4.2.5),

рiвняння Боголюбова, яке виводиться з еволюцiйних рiвнянь ББҐКI

(Боголюбова—Борна—Ґрiна—Кiрквуда—Iвона), рiвняння Гончара [12]

(див., також, [65]) та iншi.

Але побудова стану в розумiннi iдеї Гiббса для нескiнченної системи

ще залишилась вiдкритою проблемою. Вперше цю проблему розгляну-

ли у 1967 роцi незалежно Р. А. Мiнлос [24],[25] i Д. Рюель [119]. Якщо

у Рюеля це був алгебраїчний пiдхiд, що опирався на iдеї Сiгала, Хаага,

Кастлера i тому був бiльш абстрактним, то Мiнлос побудував сiмей-

ство гiббсових мiр на цилiндричних множинах нескiнченновимiрного

конфiгурацiйного простору i визначив гiббсову мiру як граничну мiру.

Вона будувалась як продовження цього сiмейства на всю σ-алгебру

нескiнченновимiрного простору конфiгурацiй.

В серiї робiт Добрушина [14],[16], [18], [13], [15] було приведене бiльш

загальне визначення гiббсової мiри за допомогою умовних розподiлiв.

Практично в той же час майже аналогiчний пiдхiд був також запро-

понований Ленфордом i Рюелем [84]. Критерiєм iснування гiббсової

мiри на просторi нескiнченних конфiгурацiй є умова, що мiра задо-

вольняє рiвняння Добрушина-Ленфорда-Рюеля (ДЛР). Ключовою у

цьому пiдходi була робота Рюеля [120], в якiй була визначена систе-

ма з надстiйкою взаємодiєю i встановлено, що граничнi кореляцiйнi

функцiї такої системи задовольняють нерiвностi:

ρm(x1, . . . , xm) ≤ ξm (1.1)

при довiльних значеннях густини частинок в системi i довiльнiй тем-

пературi. Це дає змогу довести, що нескiнченна послiдовнiсть кореля-

цiйних функцiй ρ = (ρm)m≥1 задовольняє систему рiвнянь Кiрквуда—

Зальцбурга при довiльних значеннях густини частинок в системi i до-

вiльнiй температурi, а вiдповiдна мiра Гiббса задовольняє рiвняння
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ДЛР. Для розрiджених систем рiвняння Кiрквуда—Зальцбурга мають

єдиний розв’язок, якому вiдповiдає єдиний гiббсовий стан. Взагалi,

умова (1.1) не є необхiдною. В роботi [83] А. Ленард показав, що для

iснування вiдповiдної мiри достатньо виконання бiльш слабкої умови

ρm(x1, . . . , xm) ≤ ξmm2m. (1.2)

В роботах [89], [90] Ленард детально проаналiзував зв’язки довiльної

мiри µ на просторi нескiнченних конфiгурацiй з її кореляцiйною мiрою

ρ, що визначається на просторi скiнченних конфiгурацiй. Деякi аспе-

кти цього аналiзу та його узагальнення були продовженнi в роботах

[80], [81].

Важливим напрямом вивчення класичних неперервних систем ста-

тистичної механiки є дослiдження розв’язкiв еволюцiйних рiвнянь

ББҐКI. Ланцюжок рiвнянь Боголюбова визначає всi можливi стани

системи. Окремий напрямок дослiджень рiвнянь ББҐКI був створе-

ний Д. Я. Петриною та його учнями. Їм вдалося розробити новий пiд-

хiд до еволюцiйних рiвнянь Боголюбова, побудувати у явному виглядi

еволюцiйний оператор та довести iснування термодинамiчної границi

для нерiвноважних станiв класичних та квантових систем (див. [32],

[99], [33]).

Для 80-90-х рокiв минулого столiття характерними є активнi на-

уковi дослiдження Престона [34], Георгii [56], [57], [58], Альбеверiо—

Кондратьєва—Рьокнера [41], [42], Бiлецького—Печерського[43], Кон-

дратьєва i його учнiв [77], [80], [78], [69], [70], [68], [79], [81], що сто-

сувались вирiшення проблем теорiї мiри Гiббса. Саме в цих роботах

методи нескiнченновимiрного аналiзу дозволили значно розвинути те-

орiю мiр Гiббса для класичних систем статистичної механiки.

В 1993 роцi i пiзнiше в 1998 роцi О. Л. Ребенко в своїх роботах

[109], [106] вперше запропонував новi кластернi розклади, побудова
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яких базується на однiй з фундаментальних властивостей точкових мiр

— властивостi нескiнченної подiльностi. Цi розклади дали можливiсть

значно спростити доведення оцiнок Рюеля [120] i отримати аналогiчнi

результати для нескiнченних точкових систем з багаточастинковими

потенцiалами взаємодiї [82], [96], [97], [104], [113], [114]. А в роботi [126]

цi методи були узагальненi на випадок квантових систем.

1.2. Простори конфiгурацiй систем статистичної

механiки

Простори нескiнченних конфiгурацiй. Нехай Rd — це d-вимiрний ев-

клiдовий простiр. Позначимо через B(Rd) борелiвську σ-алгебру вiд-

критих множин в Rd, а через Bc(Rd) усi пiдмножини, що мають ком-

пактне замикання, тобто систему всiх обмежених множин з B(Rd).

Конфiгурацiйний простiр Γ := ΓRd буде складатися з усiх локально

скiнченних пiдмножин простору Rd, тобто:

Γ = ΓRd :=
{
γ ⊂ Rd

∣∣ |γ ∩ Λ| <∞ для всiх Λ ∈ Bc(Rd)
}
, (1.3)

де для довiльної множини A ∈ Bc(Rd) |A| — кiлькiсть елементiв в

множинi A. Це досить природне визначення з точки зору застосувань,

оскiльки в обмеженому об’ємi не може знаходитись нескiнченна кiль-

кiсть частинок.

Простори скiнченних конфiгурацiй. Позначимо множину усiх скiн-

ченних конфiгурацiй простору Γ через Γ0. Насправдi Γ0 є пiдмно-

жиною Γ, але вона буде розглядатися як самостiйний конфiгурацiй-

ний простiр. Визначимо спершу конфiгурацiйний простiр з фiксованою

кiлькiстю точок:

Γ(n) := {γ ∈ Γ| |γ| = n, n ∈ N}, Γ(0) := ∅. (1.4)
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Якщо усi такi конфiгурацiї знаходяться в деякiй обмеженiй множинi

Λ ∈ Bc(Rd), то вiдповiдний простiр буде:

Γ
(n)
Λ := {γ ∈ Γ(n)|γ ⊂ Λ}. (1.5)

Такi простори скiнченних конфiгурацiй в Rd i в Λ ∈ Bc(Rd) можна

представити у виглядi диз’юнктивних об’єднань:

Γ0 :=
∞∐
n=0

Γ(n), i ΓΛ :=
∞∐
n=0

Γ
(n)
Λ . (1.6)

Простори щiльних та розрiджених конфiгурацiй. В дослiдженнi ба-

гатьох термодинамiчних характеристик нескiнченних систем важливе

значення має розбиття простору Rd на елементарнi гiперкубики з дов-

жиною ребер a > 0, центри яких розташованi в точках r ∈ aZd ⊂ Rd:

∆a(r) := {x ∈ Rd|(ri − a/2) ≤ xi < (ri + a/2), i = 1, . . . , d}. (1.7)

Будемо писати ∆ замiсть ∆a(r), якщо не має потреби вказувати, де

знаходиться центр гiперкубика. Позначимо таке розбиття через ∆a.

Для довiльного Λ ∈ Bc(Rd) i довiльного розбиття ∆a позначимо че-

рез ∆a,Λ := {∆ ∈ ∆a|∆∩Λ 6= ∅} мiнiмальне покриття Λ гiперкубиками

∆ ∈ ∆a таким чином, що

Λ ⊆ Λa i lim
a→0

Λa = Λ. (1.8)

Для довiльного розбиття ∆a введемо простiр розрiджених конфiгу-

рацiй:

Γ(dil) = Γ(dil)(∆) := {γ ∈ Γ| |γ∆| = 0 ∨ 1, для всiх ∆ ∈ ∆} (1.9)

i простiр щiльних конфiгурацiй:

Γ(den) = Γ(den)(∆) := {γ ∈ Γ| |γ∆| ≥ 2, для всiх ∆ ∈ ∆}. (1.10)
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Для довiльного Λ ∈ Bc(Rd) простори Γ
(dil)
Λ i Γ

(den)
Λ визначаються ана-

логiчно до формул (1.5), (1.6) та (1.9), (1.10).

Зрозумiло, що для довiльного ∆ ∈ ∆a простiр Γ∆ = Γ
(dil)
∆ ∪ Γ

(den)
∆ ,

але ΓΛ 6= Γ
(dil)
Λ ∪ Γ

(den)
Λ для Λ 6= ∆.

1.3. Умови на енергiю взаємоємодiї

В дисертацiйнiй роботi будемо розглядати нескiнченну систему тото-

жних точкових частинок у просторi Rd, взаємодiя мiж якими описує-

ться парним потенцiалом φ(|x−y|), де x, y ∈ Rd, |x−y| — вiдстань мiж

x та y d Rd. При цьому потенцiальна енергiя взаємодiї буде виражатись

формулою:

U(x1, . . . , xn) =
∑

1≤i<j≤n
φ(|xi − xj|),

що скорочено можна записати в такому виглядi:

U(γ) =
∑
{x,y}⊂γ

φ(|x− y|), γ ∈ Γ0. (1.11)

Взаємодiя мiж конфiгурацiями η i γ буде виражатись наступним

чином:

W (η, γ) :=
∑
x∈η
y∈γ

φ(|x− y|). (1.12)

Основними фундаментальними характеристиками системи взаємо-

дiючих частинок є властивостi стiйкостi, надстiйкостi та посиленої над-

стiйкостi взаємодiї.

Умова стiйкостi може бути сформульована за допомогою системи

нескiнченного числа нерiвностей, кожна з яких вiдповiдає певнiй скiн-

ченiй пiдсистемi, що складається з N частинок, якi розташованi у то-

чках x1, . . . , xN простору Rd [37].
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1. Умова стiйкостi. Будемо називати потенцiал φ стiйким, якщо

потенцiальна енергiя U(γ) конфiгурацiї γ ∈ ΓΛ задовольняє наступну

нерiвнiсть:

U(γ) =
∑
{x,y}⊂γ

φ(|x− y|) ≥ −B|γ|, для |γ| ≥ 2 (1.13)

зi сталою величиною B ≥ 0.

Зауважимо, що умова стiйкостi є необхiдною для коректного опису

статистичних систем з нескiнченною кiлькiстю частинок, iснування

граничних кореляцiйних функцiй.

Для того, щоб побудувати мiру Гiббса у випадку системи нескiнчен-

ного числа частинок для будь-яких додатних значень параметрiв β та

z, необхiдно накласти додатковi обмеження на взаємодiю мiж частин-

ками. Такою умовою є умова надстiйкостi, яку ввiв Рюель в роботi

[120].

2. Умова надстiйкостi. Потенцiал φ називають надстiйким, якщо

iснують константи A > 0, B ≥ 0 та розбиття ∆̄a таке, що потенцiальна

енергiя U(γ) задовольняє нерiвнiсть:

U(γ) ≥ A
∑

∆∈∆̄a

|γ∆|2 −B|γ|, для довiльної γ ∈ Γ0. (1.14)

Якщо потенцiал взаємодiї не буде задовольняти умову стiйкостi, то,

як наслiдок, це може призвести до порушення термодинамiчної по-

ведiнки системи. Адже умова стiйкостi є надзвичайно важливою при

встановленнi збiжностi ряду, за допомогою якого визначена велика ста-

тистична сума (1.47). Слiд зазначити, що для випадку парних взаємо-

дiй велика статистична сума буде розбiжною тодi i тiльки тодi, коли

умова стiйкостi не буде виконуватись.

В роздiлi 4 дисертацiйної роботи ми будемо також використовувати

поняття посилено надстiйкої взаємодiї, тому доцiльно його ввести.
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3. Умова посиленої надстiйкостi. Взаємодiя називається поси-

лено надстiйкою, якщо iснує a0 > 0 та константи A(a) > 0, B(a) ≥ 0 i

m ≥ 2 для всiх 0 < a ≤ a0, а також для довiльної конфiгурацiї γ ∈ Γ0

для потенцiальної енергiї буде виконуватись умова:

U(γ) ≥ A(a)
∑

∆∈∆a:|γ∆|≥2

|γ∆|m −B(a)|γ|. (1.15)

Парк В. М. [94] був першим, хто застосував умову (1.15) зm > 2 при

доведеннi границi для експоненти локального числа оператора кван-

тових систем взаємодiї Бозе-газу. Зауважимо, що у Парка константи

A та B не залежали вiд парамера a. В роботi [107] означення посиле-

но надстiйкої взаємодiї було дещо змiнено: включено випадок m = 2,

але з константами, що залежать вiд параметра a. Посилено надстiйкi

потенцiали включають всi потенцiали взаємодiї, що є неiнтегровними

поблизу нуля.

Iншою не менш важливою умовою, що накладають на потенцiал

взаємодiї мiж частинками, є умова регулярностi [37].

4. Умова регулярностi. Двочастинковий потенцiал φ називається

регулярним, якщо вiн обмежений знизу та виконується умова

C(β) :=

∫
Rd

|e−βφ(|x|) − 1|dx <∞. (1.16)

Умови стiйкостi, надстiйкостi та посиленої надстiйкостi накладають

загальнi умови на характер енергiї взаємодiї. В рамках наближення

таких взаємодiй двочастинковими (парними) потенцiалами слiд зна-

йти найбiльш оптимальнi достатнi умови їх виконання. Такi умови

дослiджувались багатьма вченими. Зокрема, О. Л. Ребенко спiльно зi

своїм учнем М. В. Тертичним опублiкували роботу [107], присвячену

детальному огляду попереднiх результатiв цiєї проблеми та дослiджен-
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ню нових умов, якi б забезпечували посилену надстiйкiсть для парних

взаємодiй.

Прикладом посилено надстiйких взаємодiй є потенцiали, що задо-

вольняють умови (A).

(A): Умови на потенцiал взаємодiї Розглянемо потенцiали загально-

го вигляду φ, якi є неперервними функцiями на R+\{0} i для яких

iснують константи r0 > 0, R > r0, ϕ0 > 0, ϕ1 > 0 i ε0 > 0 такi, що:

1) φ(|x|) ≡ −φ−(|x|) ≥ − ϕ1

|x|d+ε0
для |x| ≥ R; (1.17)

2) φ(|x|) ≡ φ+(|x|) ≥ ϕ0

|x|s
, s ≥ d для |x| ≤ r0, (1.18)

де

φ+(|x|) := max{0;φ(|x|)}, φ−(|x|) := −min{0, φ(|x|)}, (1.19)

а

φ(|x|) = φ+(|x|)− φ−(|x|). (1.20)

Умова (1.17) описує поведiнку потенцiалу на нескiнченностi — ко-

ли вiдстань мiж частинками є достатньо великою, то потенцiал спадає

так, що є iнтегровним. А умова (1.18) характеризує поведiнку потен-

цiалу поблизу початку координат — функцiя не є iнтегровною в нулi.

В дисертацiйнiй роботi ми будемо розглядати потенцiали типу

Ленарда—Джонса (див. рис. 1.1)

φ(|x|) =
C

|x|12
− D

|x|6
,

де C > 0, D > 0 — деякi константи.

Область 0 < |x| < r1, на якiй графiк функцiї φ(|x|) спадає, нази-

вають областю вiдштовхування, а область r1 < |x| < ∞, де графiк

функцiї φ(|x|) зростає, називають областю притягування.
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Рис. 1.1: Потенцiал Ленарда—Джонса

Зауважимо також, що для потенцiалiв, якi задовольняють умови

(A) (див. формули (1.17)-(1.20)), вiдповiднi константи A(a) та B(a)

мають такий вигляд [111]:

A(a) = Cs,d −
v0

2
s
d

, B(a) =
v0

2
, m = 1 +

s

d
,

Cs,d =
1

22s+1

(
2π

d
2

dΓ(d2)

) s
d ϕ0

a3
, (1.21)

де

v0(a) :=
∑
∆∈∆̄

sup
x∈∆

φ−(|x|). (1.22)

1.4. Мiри на просторах конфiгурацiй

Мiри Пуассона та Лебега-Пуассона. Нехай σ — це мiра Лебега в d-

вимiрному евклiдовому просторi Rd. Стан iдеального газу в рiвнова-

жнiй статистичнiй механiцi описується мiрою Пуассона πzσ на конфi-

гурацiйному просторi Γ, де z > 0 — це активнiсть (фiзичний параметр,

який пов’язаний з густиною частинок в системi). Мiру πzσ з мiрою iн-

тенсивностi zσ ми визначимо трохи нижче. Для цього спершу введемо
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так звану мiру Лебега—Пуассона λzσ = λΛ
zσ на просторi скiнченних

конфiгурацiй ΓΛ, Λ ∈ Bc(Rd) (або Γ0) за формулою:∫
ΓΛ

F (γ)λzσ(dγ) :=

:=
∞∑
n=0

zn

n!

∫
Λ

· · ·
∫
Λ

F ({x1, . . . , xn})σ(dx1) · · ·σ(dxn) =

=
∞∑
n=0

zn

n!

∫
Λ

· · ·
∫
Λ

Fn(x1, . . . , xn)dx1 · · · dxn, (1.23)

для всiх вимiрних функцiй F = {Fn}n≥0, Fn ∈ L∞(Λn) (або Fn ∈
L1(Rdn)).

Зазначимо, що нормуючий множник n! у формулi (1.23) враховує

той факт, що перестановки координат частинок не змiнюють конфiгу-

рацiю, тобто частинки вважаються iдентичними.

За допомогою мiри λzσ побудуємо сiм’ю ймовiрнiсних мiр

πΛ
zσ := e−zσ(Λ)λΛ

zσ,Λ ∈ Bc(Rd). (1.24)

Зауважимо, використовуючи означення (1.23), що сiмейство мiр

{πΛ
zσ : Λ ∈ Bc(Rd)} буде попарно узгодженим, тобто для будь-яких

Λ1 ⊂ Λ2 буде виконуватись πΛ2
zσ � ΓΛ1

= πΛ1
zσ . За теоремою Колмого-

рова [95] iснуватиме єдина ймовiрнiсна мiра πzσ на конфiгурацiйному

просторi Γ, яка буде визначатись наступним чином:

∀Λ ∈ Bc(Rd), πΛ
zσ = πzσ ◦ (pΛ)−1, pΛ : Γ 7→ ΓΛ.

Мiра Пуассона задовольняє так звану тотожнiсть Мекке:∫
Γ

∑
x∈γ

H(x; γ)πσ(dγ) =

∫
Γ

∫
Rd

H(x; γ ∪ {x})σ(dx)πσ(dγ) (1.25)

для довiльної B(Rd)⊗ B(Γ)-вимiрної функцiї H. Цю формулу встано-

вив Н. Р. Кемпбелл [49], [50], а Дж. Мекке [88] показав, що тотожнiсть
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(1.25) є необхiдною i достатньою умовою того, щоб πσ була пуассонiв-

ською мiрою з мiрою iнтенсивностi σ.

Мiра Лебега—Пуассона задовольняє властивiсть нескiнченної по-

дiльностi. Сформулюємо її у виглядi леми 1.1 (див. (13) в [109]). Окре-

мо зазначимо, що аналогiчна властивiсть буде також справедливою i

для мiри Пуассона.

Лема 1.1. Нехай X1 ∈ Bc(Rd), X2 ∈ Bc(Rd) i X1∩X2 = ∅, X1∪X2 = Λ.

Функцiї Fi, (i = 1, 2) є B(ΓXi
)-вимiрнi. Тодi∫

ΓΛ

F1(γ)F2(γ)λzσ(dγ) =

∫
ΓX1

F1(γ)λzσ(dγ)

∫
ΓX2

F2(γ)λzσ(dγ). (1.26)

Доведення. Скористаємось означенням мiри Лебега—Пуассона (1.23):∫
ΓΛ

F1(γ)F2(γ)λσ(dγ) =

=
∞∑
n=0

1

n!

( ∫
Λ

σ(dx)
)n
F1({x}n1 ∩X1)F2({x}n1 ∩X2) =

=
∞∑
n=0

1

n!

( ∫
X1

σ(dx) +

∫
X2

σ(dx)
)n
F1({x}n1 ∩X1)F2({x}n1 ∩X2) =

=
∞∑
n=0

n∑
k=0

1

k!(n− k)!

( ∫
X1

σ(dx)
)k( ∫

X2

σ(dx′)
)n−k

F1({x}k1)F2({x′}n−k1 ) =

=

∫
ΓX1

F1(γ)λX1
σ (dγ)

∫
ΓX2

F2(γ)λX2
σ (dγ).

Лему доведено.

Наведемо ще одну важливу технiчну лему, яка буде використана у

дисертацiйному дослiдженнi (див., наприклад, лему 2.1.3 в [81]).
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Лема 1.2. Для всiх позитивних вимiрних функцiй G : Γ0 7→ R
i H : Γ0 × Γ0 7→ R на просторi ΓX , де ΓX ∈ {Γ0,ΓΛ} (вiдповiдно

X ∈ {Rd,Λ}), справедлива наступна рiвнiсть:∫
ΓX

G(γ)
∑
η⊆γ

H(η, γ \ η)λσ(dγ) =

=

∫
ΓX

∫
ΓX

G(η ∪ γ)H(η, γ)λσ(dγ)λσ(dη). (1.27)

Доведення. Нехай η � Γ
(k)
X = {x1, . . . , xk} := {x}k1,

γ � Γ
(m)
X = {xk+1, . . . , xk+m} := {x}k+m

k+1 . Тодi отримуємо∫
ΓX

∫
ΓX

G(η ∪ γ)H(η, γ)λσ(dγ)λσ(dη) =

=
∞∑

k,m=0

1

k!m!

∫
Xk

∫
Xm

G({x}k+m
1 )H({x}k1, {x}k+m

k+1 )σ(dx)k+m =

=
∞∑
n=0

1

n!

n∑
k=0

Ck
n

∫
Xn

G({x}n1)H({x}k1, {x}nk+1)σ(dx)n =

=

∫
ΓX

G(γ)
∑
η⊆γ

H(η, γ \ η)λσ(dγ).

Лему доведено.

Визначення мiри Гiббса нескiнченних систем. В рамках великого ка-

нонiчного ансамблю система, що знаходиться в обмеженому об’ємi Λ,

характеризується фiксованою температурою T та параметром µ, який

називається хiмiчним потенцiалом. Параметр µ вiдповiдає за розподiл

кiлькостi частинок N в Λ. Для рiвноважних систем вираз для мiри

Гiббса на просторi конфiгурацiй ΓΛ можна подати у такому виглядi:

µΛ(dγ) =
1

ZΛ
e−βU(γ)λzσ(dγ), (1.28)
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ZΛ =

∫
ΓΛ

e−βU(γ)λzσ(dγ), (1.29)

де ми скористалися визначенням мiри Лебега—Пуассона (1.23) для за-

пису нормуючого множника великої статистичної суми.

Визначимо мiру Гiббса на просторi нескiнченних конфiгурацiй.

Якщо у формулi (1.28) ми будемо безпосередньо переходити до нескiн-

ченного об’єму i розглядати γ ∈ Γ, то запропоноване спiввiдношення

(1.28) втратить математичний змiст.

У випадку нескiнченної системи в Rd у пiдходi Добрушина—

Ленфорда—Рюеля (див. [84], [42]) мiра Гiббса µ визначається на Γ

за допомогою сiм’ї умовних ймовiрнiсних розподiлiв, щiльнiсть яких

визначається похiдною Радона—Нiкодима

dµΛ

dλzσ
(η| γΛc) =

e−βU(η| γΛc)

ZΛ(γΛc)
, (1.30)

де

Λ ∈ Bc(Rd), Λc = Rd\Λ, η ∈ ΓΛ, γ ∈ Γ.

Вiдповiднi ймовiрностi визначаються формулою:

ΠΛ(A, γΛc) =

∫
ΓΛ

11A(γ̃Λc ∪ η)µΛ(dη|γ̃Λc), A ∈ B(Γ), (1.31)

де

U(η|γ̃Λc) := U(η) +W (η; γΛc), (1.32)

де U(η) — це енергiя взаємодiї усiх частинок конфiгурацiї η ⊂ Λ, а

W (η; γΛc) — це енергiя взаємодiї мiж частинками конфiгурацiї η i ча-

стинками конфiгурацiй γΛc, що визначається формулою (1.12), а

ZΛ(γΛc) =

∫
ΓΛ

e−U(η| γΛc)λzσ(dη). (1.33)
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Тодi µ будемо називати мiрою Гiббса, якщо

µ(ΠΛ(A, ·)) =

∫
Γ

ΠΛ(A | γ)µ(dγ) = µ(A) (1.34)

для довiльного A ∈ B(Γ) i Λ ∈ Bc(Rd).

Формулу (1.34) називають рiвнянням Добрушина—Ленарда—Рюеля

(ДЛР). Якщо мiра µ задовольняє рiвняння ДЛР, тодi це є необхiдною

i достатньою умовою того, що µ є мiрою Гiббса.

Зауважимо, що мiра Гiббса також задовольняє i iншi рiвняння, серед

яких рiвняння Рюеля, запропоноване вченим в роботi [120] та рiвняння

Георгiї—Нгуєна—Цессiна [56], [92]. Бiльш детальний опис мiри Гiббса

можна знайти в монографiях [56], [34], [57].

1.5. Кореляцiйнi та термодинамiчнi функцiї мiр

Гiббса

Статистичнi властивостi нескiнченних систем взаємодiючих частинок

у практичному аспектi доцiльно описувати, використовуючи кореля-

цiйнi функцiї. З точки зору фiзичних мiркувань кореляцiйнi функцiї

були вперше введенi ще на початку XX столiття Орштейном i Цернi-

ке при дослiдженнi критичних флуктуацiй. Математичнi дослiдження

кореляцiйних функцiй почалися з роботи Iвона [127] i незалежних до-

слiджень Боголюбова [5], Кiрквуда [75] та Борна—Грiна [46]. З точки

зору теорiї мiри кореляцiйнi функцiї є в певному сенсi аналогом мо-

ментiв мiри.

Перш за все треба зауважити, що кожну конфiгурацiю γ можна

ототожнити з узагальненою функцiєю. Але у просторi узагальнених

функцiй операцiя множення (зведення у степiнь) не є визначеною. У

гауссiвському аналiзi (тобто на просторах функцiй, якi iнтегрованi за
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мiрою Гаусса) вводять так звану вiкiвську регуляризацiю. Так само

можна зробити i у випадку пуассонiвського аналiзу [81], [70], [68].

Перша степiнь визначається звичайним чином за визначенням уза-

гальненої функцiї. Нехай G є функцiєю на просторi Γ0(G : Γ0 → R),

такою, що

G � Γ
(n)
0 = G(n)({x1, . . . , xn}) :=

:= Gn(x1, . . . , xn), Gn ∈ C0(Rdn). (1.35)

Тодi

< G(1), γ >:=
∑
x1∈γ

< G(1), δx1
>=

∑
x1∈γ

G1(x1), (1.36)

n-у ступiнь визначимо формулою

< G(n), : γ⊗n :>:=
∑

{x1,...,xn}⊂γ

Gn(x1, . . . , xn). (1.37)

Тодi аналогом формули моментiв є формула∫
Γ

< G(n), : γ⊗n :> µ(dγ) := (1.38)

:=

∫
Rdn

Gn(x1, . . . , xn)ρ
(n)((σ(dx1), . . . , σ(dxn))).

Фунцiю ρ(n) будемо називати кореляцiйною мiрою мiри µ на Γ(n).

Якщо кореляцiйна мiра ρ(n) є абсолютно неперервною вiдносно мiри

Лебега в Rdn, тодi її щiльнiсть визначає вiдповiдну кореляцiйну фун-

кцiю:

ρ(n)(σ(dx1), . . . , σ(dxn)) :=
1

n!
ρn(x1, . . . , xn)σ(dx1) · · ·σ(dxn),

ρn(x1, . . . , xn) := ρ(η) � Γ(n), η = {x1, . . . , xn}. (1.39)
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З урахуванням (1.37) формулу (1.38) можна переписати у виглядi∫
Γ

∑
{x1,...,xn}⊂γ

Gn(x1, . . . , xn)µ(dγ) = (1.40)

=

∫
Rdn

Gn(x1, . . . , xn)ρ
(n)(σ(dx1), . . . , σ(dxn)).

Кореляцiйну мiру тепер можна визначити на просторi усiх скiнчен-

них конфiгурацiй Γ0, просумувавши рiвнiсть (1.40) за всiма n ≥ 0. Тодi

з (1.40) отримуємо формулу:∫
Γ

∞∑
n=0

∑
{x1,...,xn}⊂γ

Gn(x1, . . . , xn)µ(dγ) := (1.41)

:=

∫
Γ

∑
ηbγ

G(η)µ(dγ) =

∫
Γ0

G(η)ρ(dη),

а у випадку (1.39)∫
Γ

∑
ηbγ

G(η)µ(dγ) =

∫
Γ0

G(η)ρ(η)λσ(dη), (1.42)

де значок η b γ означає сумування за усiма скiнченними пiдмно-

жинами η нескiнченної конфiгурацiї γ. Пiдставимо в (1.40) G = 11A,

A ∈ B(Γ0), тодi отримуємо означення кореляцiйної мiри на B(Γ0):

ρµ(A) = ρ(A) =

∫
Γ

∑
ηbγ

11A(η)µ(dγ), (1.43)

або, використовуючи праву частину (1.42) та визначення мiри λσ, отри-

муємо:

ρ(A) =

∫
Γ0

11A(η)ρ(η)λσ(dη) =

∫
Γ0

11A(η)z−|η|ρ(η)λzσ(dη). (1.44)



29

Знаючи вираз для кореляцiйної функцiї, можна обчислити середнi

спостережуваних величин, обраховуючи iнтеграли за мiрою Лебега—

Пуассона:

< FB >µ=

∫
Γ

FB(γ)µ(dγ) =

∫
Γ0

fB(η)ρ(η)λσ(dη). (1.45)

Вiдомо, що для кожного iз трьох ансамблiв Гiббса, вводять деяку

статистичну суму, яка являє собою загальну мiру фазового простору

системи. Логарифм статистичної суми, подiлений на об’єм областi, що

мiстить цю систему, має границю при збiльшеннi частинок у систе-

мi. Цю границю зазвичай i ототожнюють з деякою термодинамiчною

функцiєю. Оскiльки термодинамiчнi функцiї залежать вiд ансамблiв,

то вони мають задовольняти звичайнi термодинамiчнi спiввiдношення

(еквiвалентнiсть ансамблiв).

В дисертацiйнiй роботi будемо розглядати термодинамiчнi функцiї,

якi визначають основнi макроскопiчнi характеристики дослiджуваної

системи — тиск та вiльну енергiю Гельмгольца.

Тиск системи є функцiєю вiд активностi z, яка безпосередньо пов’я-

зана з густиною системи частинок, та оберненого значення темпера-

тури β = 1
kT , де T — температура системи, а k — стала Больцмана,

що забезпечує перехiд вiд температурної до енергетичної шкали. Об-

числюємо тиск за допомогою формули:

p(z, β) = lim
Λ↑Rd

pΛ(z, β) :=
1

β
lim
Λ↑Rd

1

σ(Λ)
logZΛ(z, β), (1.46)

де ZΛ(z, β) — це велика статистична сума. Аналiтичний запис ве-

ликої статистичної суми можна подати у виглядi iнтегралу за мiрою

Лебега—Пуассона по всiм можливим конфiгурацiям частинок вiд фа-
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ктора Больцмана [37]:

ZΛ(z, β) :=

∫
ΓΛ

e−βU(γ)λzσ(dγ), (1.47)

де потенцiальна енергiя системи

U(γ) =


0, для |γ| = 0 ∨ 1;∑
{x,y}⊂γ

φ(|x− y|) :=
∑

{x,y}⊂γ
φxy, для |γ| ≥ 2.

(1.48)

Запис великої статистичної суми у виглядi (1.47) був вiдомий ще

з робiт Р. А. Мiнлоса, Я. Г. Сiная та їх учнiв (1967-1968 р.р.), якi у

своїх дослiдженнях зосереджували увагу на вивченнi теорiї фазових

переходiв, властивостях конфiгурацiйних просторiв, а також вперше

розвинули контурну технiку для аналiзу та оцiнок ймовiрностi рiзних

конфiгурацiй у фазовому просторi системи частинок [38], [22].

Вiльна енергiя системи є функцiєю вiд питомого об’єму v (об’єм,

що припадає на одну частинку) та оберненого значення температури

β = 1
kT , де T — температура системи, а k — стала Больцмана. Обчи-

слюється вiльна енергiя системи за допомогою формули:

f(v, β) = −1

β
lim

N,V→∞
V
N→v

1

N
logZΛ(N, β). (1.49)

ZΛ(N, β) називають конфiгурацiйним iнтегралом або статистичною су-

мою канонiчного ансамблю, аналiтичний запис якої можна подати в

наступному виглядi:

ZΛ(N, β) =

∫
Γ

(N)
Λ

e−βU(γ)λλ−dD σ(dγ), (1.50)

де λD = ( h
2β

2πm)
1
2 , h – стала, яку вводять, щоб позбутися розмiрностi.
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1.6. Висновки до першого роздiлу

У першому роздiлi дисертацiйної роботи здiйснено огляд лiтератур-

них джерел за темою дисертацiйного дослiдження та введено основнi

означення та поняття рiвноважної статистичної механiки, якi будуть

необхiдними при формулюваннi одержаних результатiв дослiдження в

наступних роздiлах. У пiдроздiлi 1.1 представлено основнi етапи ево-

люцiї дослiджень актуальних задач математичної фiзики. У пiдроз-

дiлi 1.2 описано простори конфiгурацiй систем статистичної механiки

(простiр нескiнченних конфiгурацiй, простiр скiнченних конфiгурацiй,

простiр щiльних та розрiджених конфiгурацiй). У пiдроздiлi 1.3 введе-

но поняття парного потенцiалу взаємодiї тотожних точкових частинок,

сформульовано означення потенцiальної енергiї взаємодiї мiж частин-

ками, розглянуто умови, якi накладають на двочастинковий потен-

цiал взаємодiї (умови стiйкостi, надстiйкостi, посиленої надстiйкостi

та умова регулярностi); наведено приклад посилено надстiйких взає-

модiй, розглянуто потенцiали типу Ленарда—Джонса. У пiдроздiлi 1.4

описано мiри на просторах конфiгурацiй: введено поняття мiр Лебега—

Пуассона та Пуассона, а також розглянуто їх основнi властивостi, най-

важливiшою серед яких є властивiсть нескiнченної подiльностi; окрему

увагу придiлено мiрi Гiббса нескiнченних систем. У пiдроздiлi 1.5 роз-

глянуто основнi характеристики мiри Гiббса — кореляцiйнi функцiї;

описано зв’язок мiж кореляцiйною мiрою та мiрою Гiббса; визначенi

основнi термодинамiчнi функцiї.
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РОЗДIЛ 2

Застосування нескiнченновимiрного

аналiзу в статистичнiй механiцi

Фiзичнi системи статистичної механiки можна розглядати як приклад

застосування математичних методiв нескiнченновимiрного аналiзу то-

чкових злiченних систем. Завдяки даному методу не лише спрощує-

ться запис фiзичних характеристик статистичних систем (статистичнi

суми, кореляцiйнi функцiї тощо), але й доведення громiздких комбiна-

торних формул. Слiд також зазначити, що метод нескiнченновимiрно-

го аналiзу є надзвичайно зручним для отримання нових математичних

результатiв.

Основна мета написання другого роздiлу — продемонструвати гли-

бокий зв’язок математичного опису нескiнченних систем статистичної

механiки i методiв нескiнченновимiрного пуассонiвського аналiзу на

фазових просторах таких систем.

2.1. Експоненцiальне представлення деяких iнте-

гралiв за мiрою Лебега—Пуассона

Одним iз яскравих прикладiв застосування методу нескiнченновимiр-

ного пуассонiвського аналiзу при дослiдженнi нескiнченних систем то-

чкових частинок є результат, який буде сформульований у виглядi те-

ореми 2.1.
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В статистичнiй механiцi доведення цього результату зводиться до

алгебраїчних перетворень, наприклад в монографiї Рюеля [37], [117].

Це також слiдує з роботи [53], проте вимагає ще додатково певнi ком-

бiнаторнi пересумування. Ми ж ставимо за мету продемонструвати

iнший варiант доведення формули (2.6). Зауважимо, що отриманий

результат є надзвичайно корисним при вивченнi окремих питань ста-

тистичної механiки, а саме для зручностi обчислення деяких комбiна-

торних формул. В данiй роботi будуть використанi математичнi вла-

стивостi iнтегралiв за мiрою Пуассона (в обмеженому об’ємi дану мiру

називають мiрою Лебега—Пуассона [41], [42]). Слiд зазначити, що мiра

Пуассона визначається на просторi локально скiнченних конфiгурацiй

евклiдового простору Rd i використовується при побудовi мiри Гiббса

для нескiнченних систем точкових частинок.

Мiра Пуассона належить до класу мiр, що мають властивiсть не-

скiнченної подiльностi. Дана властивiсть вiдповiдно поширюється i на

iнтеграли за мiрою Лебега—Пуассона. Ось чому є надзвичайно кори-

сним технiчним засобом для побудови нових типiв кластерних розкла-

дiв, використання яких робить можливим спростити доведення супер-

стiйкостi оцiнок для кореляцiйних функцiй.

Отже, нехай Rd — d-вимiрний евклiдовий простiр, всi локально скiн-

ченнi пiдмножини якого утворюють простiр конфiгурацiй Γ, визначе-

ний формулою (1.3). Простори скiнченних конфiгурацiй Γ0 та конфi-

гурацiй, що знаходяться в деякiй обмеженiй множинi, ΓΛ визначимо

формулами (1.6). Вiдповiднi σ-алгебри цих просторiв будемо познача-

ти B(Γ0) та B(ΓΛ).

Нехай σ — мiра Лебега в B(Rd). Для будь-якого n ∈ N визначимо

добуток мiр σ⊗n, який можна розглядати як мiру на

(̃Rd)n = {(x1, . . . , xn) ∈ (Rd)n | xk 6= xl, якщо k 6= l}.
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Як наслiдок, мiру σ(n) на Γ(n) визначають шляхом вiдображення

symn : (̃Rd)n 3 (x1, . . . , xn) 7→ {x1, . . . , xn} ∈ Γ(n).

Для всiх z > 0 мiру Лебега—Пуассона λzσ на B(Γ0) було визначено

формулою (1.23), але абстрактно вона може бути представлена насту-

пним чином

λzσ :=
∑
n≥0

zn

n!
σ(n). (2.1)

Для будь-якої B(ΓΛ) — вимiрної функцiї F iнтеграл за мiрою

Лебега—Пуассона (2.1) визначатиметься за допомогою формули (1.23),

для всiх функцiй F : ΓΛ 7→ R або F : Γ0 7→ R, що можуть бути пред-

ставленi як нескiнченна послiдовнiсть симетричних функцiй {Fn}n≥0

так, що для будь-якої конфiгурацiї γ = {x1, . . . , xn} ∈ (Rd)⊗n матиме-

мо:

F (γ) = F ({x1, . . . , xn}) = Fn(x1, . . . , xn) = F (xπ(1), . . . , xπ(n)), (2.2)

F (∅) = F0 ∈ R, π ∈ Pn, а Pn — є множиною перестановок з n елементiв.

Будемо розглядати функцiї на конфiгурацiйному просторi ΓΛ, що

мають вигляд:

Φ(γ) =

|γ|∑
k=1

∗∑
{γ1,...,γk}⊂γ

F (γ1)F (γ2) . . . F (γk), Φ(∅) = 1, (2.3)

де ∗ в межi суми означає, що сумування вiдбувається по всiх k-

непорожнiм неперетинним пiдмножинам γ, тобто

k⋃
j=1

γj = γ, γi∩γj = ∅ для всiх i 6= j, γi 6= ∅, i, j ∈ {1, . . . , k}. (2.4)
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Теорема 2.1. Нехай функцiя Φ має вигляд (2.3), а функцiї Fn, заданi

формулою (2.2), задовольняють наступнi оцiнки:∫
Λ

. . .

∫
Λ

Fn(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn ≤ cnCΛn!, (2.5)

де стала c не залежить вiд Λ. Тодi буде справджуватись рiвнiсть:∫
ΓΛ

Φ(γ)λzσ(dγ) = e

∫
ΓΛ\{∅}

F (γ)λzσ(dγ)

(2.6)

для 0 < z < 1/2c.

Доведення. Введемо в розгляд функцiю

Φ(α; γ) =

|γ|∑
k=1

αk

k!
Φk(γ), α ∈ R, |γ| ≥ 1, Φ(α, ø) = 1, (2.7)

в якiй

Φk(γ) =
∗∑

(γ1,...,γk)⊂γ

F (γ1)F (γ2) . . . F (γk), (2.8)

де функцiї F є такими ж, як у (2.3)–(2.6). На вiдмiну вiд форму-

ли (2.3), у формулi (2.8) сумування вiдбувається по всiм впорядкова-

ним пiдмножинам множини, що задовольняють (2.4). Очевидно, що

Φ(γ) = Φ(1; γ). В наступних етапах доведення теореми нам буде по-

трiбна лема.

Лема 2.1. Нехай функцiя F в означеннi (2.3) задовольняє припущен-

ня (2.5). Для будь-якого α ∈ R функцiя Φ(α; ·) є iнтегрованою на ΓΛ

за мiрою Лебега—Пуассона λzσ i для будь-якого 0 < z < 1/2c функцiя

I визначається формулою

I(α) =

∫
ΓΛ

Φ(α; γ)λzσ(dγ), α ∈ R (2.9)

є аналiтичною i може бути представлена у виглядi розкладу Макло-

рена для будь-якого α ∈ (−R;R) та R > 0.
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Доведення леми 2.1. Запишемо вираз (2.9), враховуючи означен-

ня мiри Лебега—Пуассона (1.23):

I(α) = 1 +
∞∑
N=1

zN

N !

N∑
k=1

αk

k!

∫
ΛN

(dx)NΦk(γ), де γ = {x1, . . . , xn}. (2.10)

Продиференцiюємо функцiю I(α) (2.10):

dI(α)

dα
=

∞∑
N=1

zN

N !

N∑
k=1

kαk−1

k!

∫
ΛN

(dx)NΦk(γ) =

=
∞∑
N=1

zN

N !

N∑
k=1

αk−1

(k − 1)!

∫
ΛN

(dx)NΦk(γ);

d2I(α)

dα2
=

∞∑
N=2

zN

N !

N∑
k=2

(k − 1)αk−2

(k − 1)!

∫
ΛN

(dx)NΦk(γ) =

=
∞∑
N=2

zN

N !

N∑
k=2

αk−2

(k − 2)!

∫
ΛN

(dx)NΦk(γ)

i так далi.

Зрозумiло, що похiдна m-го порядку вiд функцiї I(α) буде виража-

тися наступним чином:

I(m)(α) =
dmI(α)

dαm
=

=

∫
ΓΛ

11Am(γ)

|γ|∑
k=m

αk−m

(k −m)!
Φk(γ)λzσ(dγ) = (2.11)

=
∞∑

N=m

zN

N !

N∑
k=m

αk−m

(k −m)!

∫
ΛN

(dx)N
∗∑

(γ1,...,γk)⊂{x1,...,xN}

F (γ1)F (γ2) . . . F (γk),

де 11Am(γ) є iндикатором множини

Am := {γ ∈ ΓΛ | |γ| ≥ m}. (2.12)
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Позначимо кiлькiсть частинок конфiгурацiї |γj| = nj, де j = 1, k.

Сума з ∗ у формулi (2.8) є сумою по всiх можливих розбиттях кон-

фiгурацiї {x1, . . . , xN} на k неперетиннi конфiгурацiї з фiксованим чи-

слом елементiв n1, . . . , nk, а також сумою по всiм можливим значенням

nj ≥ 1 з обмеженням n1 + n2 + . . . + nk = N . Сума по всiх можли-

вих розбиттях є класичною комбiнаторною задачею (модель Бозе—

Ейнштейна) i налiчує N !
n1!...nk! елементiв i∑

{n1,...,nk≥1}
n1+...+nk=N

1 ≤
∑

{n1,...,nk≥0}
n1+...+nk=N

1 = CN
N+k−1 < 2N+k

Враховуючи оцiнку (2.5), отримуємо

|I(m)(α)| ≤
∞∑

N=m

(2cz)N
N∑
k=m

|α|k−m(2CΛ)k

(k −m)!
<

<
(4czCΛR)m

(1− 2cz)Rm
e2|α|CΛ < M

m!

Rm
, (2.13)

де

M = M(R) =
e2(1+2cz)RCΛ

1− 2cz
(2.14)

для будь-якого R > 0.

Отже, згiдно з критерiєм аналiтичностi (див. (1.2:1) у [21]) функцiя

I(α) буде аналiтичною.

Тому дану функцiю I(α) можна подати у виглядi степеневого ряду

Маклорена:

I(α) =
∞∑
m=0

αm

m!
I(m)(0), |α| < R. (2.15)

Лему доведено.

Продовження доведення теореми 2.1. З формули (2.11) видно, що

функцiя I(1) є лiвою частиною рiвностi (2.6). Тому для того, щоб до-
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вести теорему, слiд показати, що права частина (2.15) може бути пред-

ставлена у виглядi експоненти (2.6) при α = 1. З рiвностi (2.11) при

α = 0 отримуємо:

I(m)(0) =

∫
ΓΛ

11Am(γ)Φm(γ)λzσ(dγ) = (2.16)

=
∞∑

N=m

zN

N !

∫
ΛN

(dx)N
∗∑

(γ1,...,γN )⊂{x1,...,xN}

F (γ1)F (γ2) . . . F (γN).

Зважаючи на те, що γ = {x1, . . . , xN}, функцiю Φm(γ) (див. 2.8)

можна записати у виглядi

Φm(γ) =
∗∑

(γ1,...,γN )⊂γ

F (γ1) . . . F (γN) =

=
∑

(γ1,...,γN )⊂γ
N⋃
i=1

γi=γ

11A1
(γ1)F (γ1)11A1

(γ2)F (γ2) . . . 11A1
(γN)F (γN).

Нехай в останнiй рiвностi конфiгурацiя γN = η, тодi

Φm(γ) =
∑
η⊆γ

11A1
(η)F (η)×

×
∑

(γ1,...,γN−1)⊂γ\η
N−1⋃
i=1

γi=γ\η

11A1
(γ1)F (γ1) . . . 11A1

(γN−1)F (γN−1) =

=
∑
η⊆γ

11A1
(η)F (η)11Am−1

(γ\η)Φm−1(γ\η). (2.17)

В рiвностi (2.17) сума починається з η = ∅, але вiдповiдний член

дорiвнюватиме нулю, оскiльки 11A1
(∅) = 0 за означенням.

Застосувавши формулу (1.27), покладаючи в нiй G(γ) = 11Am(γ) та

H(η, γ\η) = 11A1
(η)F (η)11Am−1

(γ\η)Φm−1(γ\η), (2.18)
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i використавши рiвнiсть

11Am(γ ∪ η)11A1
(η)11Am−1

(γ) = 11A1
(η)11Am−1

(γ),

отримаємо

I(m)(0) =

∫
ΓΛ

∫
ΓΛ

11Am(γ∪η)11A1
(η)F (η)11Am−1

(γ)Φm−1(γ)λzσ(dη)λzσ(dγ) =

=

∫
ΓΛ

11A1
(η)F (η)λzσ(dη)

∫
ΓΛ

11Am−1
(γ)Φm−1(γ)λzσ(dγ). (2.19)

Тому

I(m)(0) = (

∫
ΓΛ

11A1
(η)F (η)λzσ(dη))I(m−1)(0). (2.20)

Iтерацiї цього рiвняння дають результат леми 2.1 (див. формулу

(2.15)), тому (2.20) можна записати у виглядi

I(m)(0) =
( ∫

ΓΛ

11A1
(η)F (η)λzσ(dη)

)m
.

А далi

I(α) =

∫
ΓΛ

Φ(α; γ)λzσ(dγ) =
∞∑
m=0

αm

m!

( ∫
ΓΛ

11A1
(η)F (η)λzσ

)m
.

Остаточно при α = 1 отримуємо результат теореми 2.1∫
ΓΛ

Φ(γ)λzσ(dγ) = e

∫
ΓΛ\{ø}

F (γ)λzσ(dγ)

.

Що i треба було довести.

2.2. Застосування теореми 2.1 до великої статисти-

чної суми та тиску

Одним iз прикладiв застосування теореми 2.1 є представлення вели-

кої статистичної суми (1.47) у виглядi експоненти. Даний результат
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є надзвичайно важливим для побудови термодинамiчних потенцiалiв,

зокрема тиску(1.46) при переходi до нескiнченного об’єму.

Отже, будемо використовувати доведену в попередньому пунктi ди-

сертацiйної роботи теорему для отримання так званого розкладу Майє-

ра для тиску та густини нескiнченної системи точкових частинок, що

взаємодiють через парний потенцiал φ, який є неперервною функцiєю

на R+\{0} i задовольняє умови стiйкостi (1.13) та регулярностi (1.16).

Для того, щоб нам було зручно застосувати теорему 2.1, необхiдно

записати функцiонал e−βU(γ), який входить в означення великої стати-

стичної суми (1.47), у наступному виглядi:

e−βU(γ) = e
−β

∑
{z,y}⊂γ

φxy
=

∏
{x,y}⊂γ

e−βφxy =

=
∏
{x,y}⊂γ

(
(e−βφxy − 1) + 1

)
,

тобто

e−βU(γ) =


1, для |γ| = 0 ∨ 1;∏
{x,y}⊂γ

(Cxy + 1), для |γ| ≥ 2,
(2.21)

де Cxy := e−βφxy − 1.

Добуток у формулi (2.21) можна записати як суму внескiв графа,

вершинами якого є точки конфiгурацiї γ. Внесок кожної вершини ви-

ражається одиницею, а внесок лiнiї l = lxy, що з’єднує двi точки

x, y ∈ γ, є функцiєю Cxy. Таким чином, внесок будь-якого графу є

сумою функцiй Clxy = Cxy по всiм внутрiшнiм лiнiям L(G) графу

G. Легко порахувати, що для будь-якої конфiгурацiї γ ∈ ΓΛ сума в

(2.21) включатиме 2N(N−1)/2 графи, де число N = |γ|. Позначимо граф

G = G(γ), а G(γ) — сукупнiсть таких графiв, тодi функцiю Больцмана
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можна подати у виглядi суми:

e−βU(γ) =
∑

G∈G(γ)

∏
{x,y}∈L(G)

Cxy. (2.22)

Кожен граф G може бути представлений у виглядi композицiї з k

графiв GT
i (i ∈ {1, . . . , k}), при чому цi графи будуть зв’язними:

G = CT
1 ∗ . . . ∗GT

k . (2.23)

Число k називають порядком незв’язностi графа G(1 ≤ k ≤ N),

де N = |γ|. Внески графу G з k > 1 є сумою k внескiв з кожного

графу GT
i , i = 1, k. Кожен граф G ∈ G може бути спiвставлений з

розбиттям конфiгурацiї γ на множину пiдконфiгурацiй {γ1, . . . , γk},
що задовольняють умову (2.4), проте для кожного такого розбиття є

багато графiв G з однаковим значенням k.

Далi можна здiйснити повторне пересумування в (2.21), розклавши

суму на N = |γ| доданкiв з однаковим числом k. Потiм роздiлити

доданки з однаковим числом k, суму графiв з однаковими вершина-

ми, якi належать до однiєї з k пiдмножин конфiгурацiї γ, на якi вона

подiлена {γ1, . . . , γk}. Спочатку ми сумуємо всi графи з однаковими

внесками, що належать {γ2, . . . , γk} та з рiзними внесками з γ1. В ре-

зультатi отримуємо суму внескiв, кожен доданок якої матиме однако-

вий перший член:

ΦT (γ1) =


1, для |γ1| = 1,∑
GT∈GT (γ1)

∏
{x,y}∈L(GT )

Cxy, для |γ1| ≥ 2,
(2.24)

де GT (γ1) — множина усiх зв’язних графiв, вершини яких є точками

конфiгурацiї γ1, функцiї ΦT (γ) називають функцiями Урселла [37], якi

безпосередньо пов’язанi зi зв’язними узагальненими функцiями [91].

Пiсля аналогiчних пересумувань для γ2, . . . , γk, в результатi отримає-
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мо:

e−βU(γ) =

|γ|∑
k=1

∗∑
{γ1,...,γk}⊂γ

ΦT (γ1) . . .Φ
T (γk), (2.25)

де ∗ в межi суми означає те ж саме, що i у формулi (2.3). В результатi

отримуємо новий вираз для великої статистичної суми:

ZΛ(z, β) :=

∫
ΓΛ

|γ|∑
k=1

∗∑
{γ1,...,γk}⊂γ

ΦT (γ1) . . .Φ
T (γk)λzσ(dγ). (2.26)

Для того, щоб застосувати теорему 2.1 з F (γ) = ΦT (γ) необхiдно

оцiнити ΦT (γ). Оцiнки для таких функцiй можна знайти в роботi [37]:

∫
Λ

. . .

∫
Λ

|ΦT ({x1, . . . , xn})|dx2 . . . dxn ≤ (n−1)!e−2βB(e2βB+1C(β))n−1.

(2.27)

Використаємо теорему 2.1 з CΛ = σ(Λ)C (β)−1e−4βB−1 i

c = e2βB+1C(β) для того, щоб представити велику статистичну суму у

виглядi:

ZΛ(z, β) = e

∫
ΓΛ\{ø}

ΦT (γ)λzσ(dγ)

. (2.28)

Остання рiвнiсть та оцiнка (2.27) доводять iснування та аналiти-

чнiсть тиску. Дiйсно, використовуючи означення (1.46), отримуємо:

p(z, β) := lim
Λ↑Rd

pΛ :=
1

β
lim
Λ↑Rd

1

σ(Λ)
logZΛ(z, β) =

=
1

β
lim
Λ↑Rd

1

σ(Λ)
log e

∫
ΓΛ\{ø}

ΦT (γ)λzσ(dγ)

=
1

β
lim
Λ↑Rd

1

σ(Λ)

∫
ΓΛ\{ø}

ΦT (γ)λzσ(dγ) =

=
1

β
lim
Λ↑Rd

1

σ(Λ)

∞∑
n=1

∫
Λ

. . .

∫
Λ

|ΦT ({x1, . . . , xn})|dx1 . . . dxn. (2.29)
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Слiд зазначити, що iснування та аналiтичнiсть тиску є наслiдком

iснування iнтегралiв вiд функцiй ΦT ({x1, . . . , xn}) по x2, . . . , xn (див.

формулу (2.26)).

Аналогiчний результат також справджується i для густини нескiн-

ченної системи точкових частинок. Це слiдує з представлення густини

(див. [37]):

ρ = lim
Λ→∞

z
d

dz

1

σ(Λ)
logZΛ(z, β) =

= lim
Λ→∞

z
d

dz

1

σ(Λ)
log e

∫
ΓΛ\{ø}

ΦT (γ)λzσ(dγ)

=

= lim
Λ→∞

z
d

dz

1

σ(Λ)

∫
ΓΛ\{ø}

ΦT (γ)λzσ(dγ) =

= lim
Λ→∞

z

σ(Λ)

d

dz

( ∞∑
n=1

zn

n!

∫
Λ

. . .

∫
Λ

|ΦT
(
{x1, . . . , xn}

)
|dx1 . . . dxn

)
=

= lim
Λ→∞

1

σ(Λ)
z

(
1+

∞∑
n=2

zn−1

(n− 1)!

∫
Λ

. . .

∫
Λ

|ΦT
(
{x1, . . . , xn}

)
|dx2 . . . dxn

)
=

= z +
∞∑
n=2

zn

(n− 1)!

∫
Rd

. . .

∫
Rd

|ΦT
(
{x1, . . . , xn}

)
|dx2 . . . dxn (2.30)

та оцiнки (2.26).

2.3. Рiвняння Кiрквуда—Зальцбурга для кореля-

цiйних функцiй рiвноважних систем

Запишемо вираз для кореляцiйних функцiй ρΛ, у виглядi:

ρΛ(ø) = 1,

ρΛ(η) =
z|η|

ZΛ

∫
ΓΛ

e−βU(η∪γ)λzσ(dγ), при |η| ≥ 1. (2.31)
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Достатньою умовою iснування кореляцiйних функцiй на ΓΛ є умова

стiйкостi (1.13) при |γ| = N . Ця умова дозволяє отримати оцiнки:

1 ≤ ZΛ ≤ eze
βBσ(Λ) (2.32)

та

0 ≤ ρΛ(η) ≤ Z−1
Λ eze

βBσ(Λ). (2.33)

Цi оцiнки є наслiдком умови стiйкостi (1.13) i означення iнтегралу

за мiрою Лебега—Пуассона (1.23).

Але оцiнка (2.33) не дає пiдстав зробити висновок, що послiдовнiсть

функцiй ρΛ(η) має термодинамiчну границю при Λ ↑ Rd.

Одним з методiв побудови кореляцiйних функцiй при нескiнченно-

му об’ємi є метод рiвнянь. Треба отримати рiвняння для функцiй ρ i

знайти їх розв’язок. Отримаємо спершу такi рiвняння для функцiй ρΛ,

тобто у скiнченному об’ємi. Видiлимо для цього в конфiгурацiї η де-

яку точку x ∈ η i введемо позначення η(x̂) := η\{x}. Тодi вираз (2.31)

можна переписати у виглядi:

ρΛ(η) = z|η|
e−βW (x;η(x̂))

ZΛ

∫
ΓΛ

e−βW (x;γ)e−βU(η(x̂)∪γ)λzσ(dγ). (2.34)

Зауважимо, що при |η| = 1, тобто η = {x1}, буде виконуватись

рiвнiсть

e−βW (x1;η(x1)) = 1.

Скористаємося тим, що у випадку парного потенцiалу взаємодiї

енергiя взаємодiї двох конфiгурацiй задається формулою (1.32).

Тодi експоненту в (2.34) можна зписати у виглядi:

e−βW (x;γ) =
∏
y∈γ

[
(e−βφ(|x−y|) − 1) + 1

]
. (2.35)
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Далi для довiльної неперервної функцiї ϕ ∈ C(Rd) i довiльного γ ∈
ΓΛ справедлива проста комбiнаторна формула:∏

y∈γ
[1 + ϕ(y)] =

∑
ξ⊆γ

∏
y∈ξ

ϕ(y). (2.36)

Введемо наступне позначення:

K(x; ξ) :=


∏
y∈ξ

(e−βφ(|x−y|) − 1), |ξ| ≥ 1,

1, ξ = ∅.
(2.37)

Тодi вираз (2.34) можна переписати у виглядi:

ρΛ(η) = z|η|
e−βW (x;η(x̂))

ZΛ

∫
ΓΛ

∑
ξ⊆γ

K(x; ξ)e−βU(η(x̂)∪γ)λzσ(dγ). (2.38)

Застосуємо до правої частини (2.38) лему 1.2 з ΓΛ замiсть Γ0 i

G(γ) = e−βU(η(x̂)∪γ), (2.39)

H(ξ, γ\ξ) = K(x; ξ) ≡ K(x; ξ)11ΓΛ
(γ\ξ).

Тодi

ρΛ(η) = z|η|
e−βW (x;η(x̂))

ZΛ

∫
ΓΛ

∫
ΓΛ

K(x; ξ)e−βU(η(x̂)∪ξ∪γ)λzσ(dγ)λzσ(dξ). (2.40)

Використовуючи означення кореляцiйного функцiоналу (2.31),

отримаємо остаточне спiввiдношення:

ρΛ(η) = ze−βW (x;η(x̂))

∫
ΓΛ

K(x; ξ)ρΛ(η(x̂) ∪ ξ)λσ(dξ). (2.41)

В останньому iнтегралi була використана рiвнiсть:∫
ΓΛ

z−|ξ|f(ξ)λzσ(dξ) =

∫
ΓΛ

f(ξ)λσ(dξ), (2.42)
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яка випливає з означення iнтеграла за мiрою Лебега—Пуассона.

Формально таке саме рiвняння можна записати i для нескiнченної

системи в усьому просторi Rd:

ρ(η) = ze−βW (x;η(x̂))

∫
Γ0

K(x; ξ)ρ(η(x̂) ∪ ξ)λσ(dξ), η ∈ Γ0. (2.43)

Якщо iснують розв’язки обох рiвнянь (2.41), (2.43), i розв’язок рiв-

няння (2.41) в деякому сенсi прямує до розв’язку рiвняння (2.43) при

Λ ↑ Rd, то вiн вiдповiдає сiм’ї кореляцiйних функцiй мiри Гiббса. Якщо

такий розв’язок є єдиним при певних значеннях термодинамiчних па-

раметрiв z, β, то вiдповiдна мiра Гiббса буде вiдповiдати єдиному гiбб-

сiвському стану. Якщо ж декiлька розв’язкiв при певних значеннях

термодинамiчних параметрiв z, β, тодi цi розв’язки будуть вiдповiда-

ти рiзним гiббсiвським станам i тодi кажуть, що в системi в околi цих

термодинамiчних параметрiв вiдбувається фазовий перехiд.

2.4. Рiвняння ББҐКI

Еволюцiя стану системи визначається рiвнянням Боголюбова, яке яв-

ляє собою нескiнченну системи iнтегрально-диференцiальних рiвнянь

для кореляцiйних функцiй. Дане рiвняння має стацiонарнi розв’язки,

серед яких особливу роль вiдiграє перший розв’язок — розподiл Гiбб-

са, що визначає рiвноважний стан системи. Таким чином в основi ста-

тистичної механiки лежать рiвняння Боголюбова, якi єдиним чином

визначають через стацiонарний та нестацiонарний розв’язки рiвнова-

жний та нерiвноважний стан статистичної системи.

Рiвняння Боголюбова розглядають як абстрактно еволюцiйнi рiвня-

ння в деякому визначеному функцiональному просторi. Щоб визначи-

ти еволюцiю стану, слiд побудувати для них еволюцiйний оператор.

Виникає проблема: оператор в рiвняннях Боголюбова є необмежений,
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а функцiональний простiр повинен мати в собi функцiї розподiлу не-

скiнченних систем. Для розв’язку цiєї проблеми в статистичнiй механi-

цi була створена процедура термодинамiчного граничного переходу —

спершу будуються розв’язки, що описують стан скiнченних систем, а

далi число частинок i об’єм посудини спрямовують до нескiнченностi

при сталiй густинi. Отриманi розв’язки описуватимуть стан нескiнчен-

них систем статистичної механiки.

Якщо кожна частинка системи має такi характеристики як iмпульс,

спiн, заряд тощо, тодi фазовим простором є так званий маркований

конфiгурацiйний простiр Γ̃ (див. [59], [60], [67]). Ми розглянемо най-

бiльш простий фазовий простiр класичного точкового газу, кожна ча-

стинка якого в довiльнiй точцi x ∈ γ ⊂ Rd має iмпульс px = mvx ∈ Rd.

Кожна точка γ̃ ∈ Γ̃ — це нескiнченна множина пар (x, px), в яких

x ∈ γ ∈ Γ, а px ∈ Rd:

Γ̃ := {γ̃ = {(x, px)} | x ∈ γ, px ∈ Rd}. (2.44)

Для того, щоб записати рiвняння для кореляцiйних функцiй нерiв-

новажної системи взаємодiючих частинок, треба розглянути їх в кон-

фiгурацiйному просторi маркованих конфiгурацiй Γ̃, визначеному в

(2.44). Для довiльної конфiгурацiї γ̃ ∈ Γ̃ з γ ∈ Γ0 гамiльтонiан склада-

ється з кiнетичної енергiї частинок конфiгурацiї i потенцiальної енергiї

їх взаємодiї:

H(γ̃) = Ek(γ̃) + U(γ), Ek(γ̃) =
∑
x∈γ

p2
x

2m
. (2.45)

Розглянемо спершу систему в деякiй обмеженiй областi Λ ⊂ Rd. Ва-

жливою характеристикою системи є поведiнка частинок поблизу гра-

ницi ∂Λ посудини Λ. Задамо такi граничнi умови за допомогою деякого
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зовнiшнього поля uΛ(x), x ∈ Λ:

uΛ(x) :=

+∞, якщо x ∈ ∂Λ,

0, якщо x ∈ Λδ,
(2.46)

де область Λδ мiстить точки x ∈ Λ, якi знаходяться на вiдстанi

d ≥ δ > 0 вiд ∂Λ. В областi Λ\Λδ функцiя uΛ(x) є гладкою позитивною

функцiєю. Гамiльтонiан такої системи має вигляд:

HΛ(γ̃) = Ek(γ̃) +UΛ(γ), UΛ(γ) := U(γ) +
∑
x∈γ

uΛ(x), γ ∈ ΓΛ. (2.47)

Виведення рiвнянь ББҐКI. В рамках великого канонiчного ансамблю

вираз для щiльностi мiри Гiббса буде мати вигляд:

DΛ(γ̃, N) =
1

ZΛ

1

N !
eβµN−βE(γ̃), N = |γ̃|, (2.48)

де µ — хiмiчний потенцiал, а ZΛ — велика статистична сума, що вира-

жається формулою:

ZΛ =
∑
N≥0

1

N !

∫
Γ̃

(N)
Λ

dγ̃eβµN−βE(γ̃), dγ̃ := (dσ̃)N := (dσ ⊗ dp)N . (2.49)

Еволюцiя щiльностi мiри Гiббса описується рiвнянням Лiувiля:

∂

∂t
DΛ(t; γ̃) = {HΛγ̃, D(t; γ̃)}P = (2.50)

=
∑
x∈γ

[∇xH
Λ(γ̃) · ∇pxDΛ(t; γ̃)−∇pxH

Λ(γ̃) · ∇xDΛ(t; γ̃)],

де {·, ·}P — це дужки Пуассона, якi визначаються другою стрiчкою

рiвняння (2.50), а ∇x(∇px) — градiєнт за змiнною x(px). Треба також

задати початковий розподiл:

DΛ(t; γ̃)|t=0 = D0
Λ(γ̃). (2.51)
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Виходячи з вигляду гамiльтонiану (див. (2.45) – (2.47)), граничнi

умови для функцiй DΛ(t; γ̃) можна записати у такому виглядi:

DΛ(t; γ̃)|∀x∈γ,x∈∂Λ = DΛ(t; γ̃)|∀x∈γ,p(α)
x =±∞,α=1,d

= 0. (2.52)

Еволюцiя початкової функцiї розподiлуD0
Λ(γ̃) описується рiвнянням

Лiувiля (2.50) i визначається еволюцiєю початкової конфiгурацiї γ =

{x̃1, . . . , x̃N}, N = |γ|, або на мовi пуассонiвських полiв:

γ̃(x̃) =
N∑
i=1

δ(x̃− x̃i) = δ(x− xi)δ(px − pxi). (2.53)

Стан системи частинок в момент часу t буде визначатись конфiгу-

рацiєю

γ̃t = {x1(t), . . . , xN(t)}, γ̃t(x̃) =
N∑
i=1

δ(x̃− x̃i(t)), x̃i(t) = x̃i(t, γ̃), (2.54)

де точки конфiгурацiї x̃i(t) задовольняють систему рiвнянь Гамiль-

тона:

dpxi(t)

dt
= −∂H

Λ(γ̃t)

∂xi(t)
,
dxi(t)

dt
=
∂HΛ(γ̃t)

∂pxi(t)
. (2.55)

Позначимо через Tt оператор зсуву вздовж траєкторiї частинок. Тодi

Ttγ̃ = γ̃t. (2.56)

Зауважимо, якщо Γ̃Λ з Λ ∈ Bc є фазовим простором системи ча-

стинок, еволюцiя фазових точок γ̃ ∈ Γ̃Λ яких описує система рiвнянь

Гамiльтона (2.55) з гамiльтонiаном (2.47), тодi мiра

µtDΛ
(dγ̃) := DΛ(t; γ̃)λσ̃(dγ̃), t ≥ 0 (2.57)

є iнварiантною вiдносно зсувiв Tt:∫
Γ̃Λ

F (γ̃)µtDΛ
(dγ̃) =

∫
Γ̃Λ

F (Ttγ̃)µ0
DΛ

(dγ̃) (2.58)
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для функцiй F , для яких iнтеграли в (2.58) приймають скiнченне

значення.

Доведення є наслiдком вiдомої теореми Лiувiля (див. [32]) та визна-

чення мiри λσ̃.

Кореляцiйнi функцiї, якi вiдповiдають нерiвноважнiй динамiцi, ви-

значаються за формулою:

ρΛ(t; η̃) =

∫
Γ̃Λ

DΛ(t; η̃ ∪ γ̃)λσ̃(dγ̃), (2.59)

де σ̃ — мiра Лебега в Rd⊗Rd, тобто dσ̃ = dxdpx. Продиференцiюємо

рiвняння (2.59). Враховуючи рiвняння Лiувiля та спiввiдношення:

∇xH
Λ(γ̃) :=

∇xU
Λ(η) +∇xW (η; γ), якщо x ∈ η,

∇xU
Λ(γ) +∇xW (η; γ), якщо x ∈ γ,

(2.60)

∇pxH
Λ(γ̃) =

1

m
px, x ∈ η ∪ γ, (2.61)

отримуємо:

∂

∂t
ρΛ(t; η̃) =

∑
x∈η

[
∇xU

Λ(η) · ∇pxρΛ(t; η̃)− 1

m
px · ∇xρΛ(t; η̃)

]
+ (2.62)

+
∑
x∈η

∫
Γ̃Λ

∑
y∈γ
∇xφ(|x− y|) · ∇pxDΛ(t; η̃ ∪ γ̃)λσ̃(dγ̃)+

+

∫
Γ̃Λ

∑
x∈γ
∇xH

Λ(η̃ ∪ γ̃) · ∇pxDΛ(t; η̃ ∪ γ̃)λσ̃(dγ̃)−

−
∫
Γ̃Λ

∑
x∈γ
∇pxH

Λ(η̃ ∪ γ̃) · ∇xDΛ(t; η̃ ∪ γ̃)λσ̃(dγ̃).
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Застосуємо до 2-го, 3-го i 4-го доданкiв рiвняння (2.62) формулу

Мекке (1.25), яка має мiсце також на просторi Γ̃Λ для мiри λσ̃. Врахо-

вуючи означення (2.59) та граничнi умови (2.52), отримуємо рiвняння

ББҐКI:

∂

∂t
ρΛ(t; η̃) =

∑
x∈η

[
∇xU

Λ(η) · ∇pxρΛ(t; η̃)− 1

m
px · ∇xρΛ(t; η̃)

]
+ (2.63)

+
∑
x∈η

∫
Λ

∫
Rd

∇xφ(|x− y|) · ∇pxρΛ(t; η̃ ∪ {(y, py)})dydpy.

Представлення розв’язку рiвнянь ББҐКI. Щоб отримати формулу,

подiбну до формули (2.44), запишемо спершу твiрний функцiонал для

послiдовностi функцiй ρΛ
n(t; x̃1, . . . , x̃n):

FΛ(t; j) =
∞∑
n=0

1

n!

∫
Λn

∫
Rdn

(dx̃)nρΛ
n(t; x̃1, . . . , x̃n)j(x̃1) · · · j(x̃n) =

=

∫
Γ̃Λ

ρΛ(t; η̃)
∏
x̃∈η̃

j(x̃)λσ̃(dη̃). (2.64)

Пiдставимо у цю формулу визначення (2.59) i застосуємо рiвнiсть

(лема 1.2), яка справедлива i для мiри λσ̃ на просторi Γ̃Λ маркованих

конфiгурацiй γ̃ з X = Λ ⊗ Rd, G(η̃ ∪ γ̃) = DΛ(t, η̃ ∪ γ̃) i H(η̃, γ̃) =

(
∏̃
x∈η̃

j(x̃))11Λ(γ). В результатi отримуємо:

FΛ(t; j) =

∫
Γ̃Λ

DΛ(t; γ̃)
∑
η̃⊆γ̃

∏
x̃∈η̃

j(x̃)λσ̃(dγ̃) =

=

∫
Γ̃Λ

DΛ(t; γ̃)e<γ̃,log(1+j)>λσ̃(dγ̃) =

=

∫
Γ̃Λ

DΛ(t; γ̃) : e<γ̃,j> : λσ̃(dγ̃), (2.65)
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де ми скористалися формулою

: e<γ,g> := e<γ,log(1+g)>. (2.66)

Формула (2.66) буде слiдувати з формули (1.37) для функцiй

Gn(x1, . . . , xn) =
∏

{x1,...,xn}⊂γ

g(x1) . . . g(xn)

та формули ∑
{x1,...,xn}⊂γ

n∏
j=1

g(xj) =
∏
x∈γ

(1 + g(x)).

Скористаємося формулою (2.58). Тодi остаточно отримуємо насту-

пне представлення для твiрного функцiоналу:

FΛ(t; j) =

∫
Γ̃Λ

: e<γ̃t;j> : DΛ(0; γ̃)λσ̃(dγ̃) = (2.67)

=

∫
Γ̃Λ

e<γt,log(1+j)>DΛ(0; γ̃)λσ̃(dγ̃)

i автоматично для кореляцiйних функцiй:

ρΛ(t, η̃) =

∫
Γ̃Λ

:
∏
x̃∈η̃

γ̃t(x̃) : DΛ(0; γ̃)λσ̃(dγ̃). (2.68)

Залишається з’ясувати, яким чином визначити еволюцiю пуассонiв-

ського поля, тобто функцiю γ̃t (див. (2.54)).

Для цього виконаємо диференцiювання по змiннiй t функцiоналу

FΛ(t; j) у формулi (2.65), вставляючи праву частину рiвняння Лiувiля

(2.50). Застосуємо знову формулу Мекке (1.25) i скористаємося фор-

мулами (2.60),(2.61), (1.32):

∂FΛ(t; j)

∂t
=

=

∫
Γ̃Λ

∫
Λ

∫
Rd

[
∇xW

Λ
x (γ) · ∇pxDΛ(t; γ̃ ∪ {x})

]
: e<γ̃∪{x},j> : dx̃λσ̃(dγ̃)−
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−
∫
Γ̃Λ

∫
Λ

∫
Rd

[
1

m
px · ∇xDΛ(t; γ̃ ∪ {x})

]
: e<γ̃∪{x},j> : dx̃λσ̃(dγ̃), (2.69)

де WΛ
x (γ) := W (x; γ) + uΛ(x). Враховуючи граничнi умови (2.52),

виконаємо iнтегрування за частинами по змiннiй px у першому доданку

i по змiннiй x — у другому доданку, дiючи вiдповiдними операторами

∇px i∇x на фактор : e<γ̃∪{x},j> :. Далi знову застосуємо формулу (1.25),

повертаючись до сумування по точках конфiгурацiї γ̃ i замiняючи це

сумування введенням iнтегралу вiд пуассонiвського поля γ̃(x̃). Пiсля

цього виконаємо ще раз iнтегрування за частинами в цих iнтегралах

в сенсi узагальнених функцiй, тобто перекидаючи оператори ∇px i ∇x

на пуассонiвськi поля. Тодi остаточно отримаємо таке представлення:
∂FΛ(t; j)

∂t
= −

∫
Γ̃Λ

λσ̃(dγ̃)DΛ(t; γ̃)

∫
Λ

∫
Rd

dx̃

(
1

m
px · ∇xγ̃(x̃)−

− : ∇pxγ̃(x̃)

∫
Λ

∫
Rd

dx̃′γ̃(x̃′) : ·(∇xφ(|x− x′|)+

+∇xu
Λ(x))

)
δ

γ̃(x)
: e<γ̃,j> :, (2.70)

де

: γ̃(x̃)γ̃(x̃′) := γ̃(x̃)γ̃(x̃′)− δ(x̃− x̃′),

що усуває доданок ∇xφ(|x − x′|) при x − x′ = 0. Аналогiчно, ди-

ференцiюючи FΛ(t; j) у формулi (2.69), отримаємо вираз, який пiсля

застосування рiвностi (2.58) буде збiгатись з правою частиною (2.70),

якщо функцiя γ̃t(x̃), буде задовольняти рiвняння Власова

∂γ̃t(x̃)

∂t
= − 1

m
px · ∇xγ̃t(x̃)+ (2.71)

+ : ∇pxγ̃t(x̃)

∫
Λ

∫
Rd

dx̃′γ̃′t(x̃
′) : ·(∇xφ(|x− x′|) +∇xu

Λ(x))
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у сенсi узагальнених функцiй. Використовуючи це рiвняння, легко пе-

ревiрити безпосередньо, що вираз (2.68) задовольняє рiвняння (2.63)

(див. також [108]).

2.5. Висновки до другого роздiлу

У другому роздiлi дисертацiйної роботи продемонстровано зручнiсть

використання методу нескiнченновимiрного пуассонiвського аналiзу

для доведення теорем статистичної механiки. У пiдроздiлi 2.1 за допо-

могою даного методу доведено теорему 2.1 про експоненцiальне пред-

ставлення деяких iнтегралiв за мiрою Лебега—Пуассона. У пiдроздiлi

2.2 розглянуто застосування результату теореми 2.1 до великої ста-

тистичної суми, густини та тиску. У пiдроздiлi 2.3 запропонований

новий спосiб виведення рiвнянь Кiрквуда—Зальцбурга для кореляцiй-

них функцiй рiвноважних систем. В останньому пiдроздiлi з позицiї

нескiнченновимiрного пуассонвiського аналiзу розглянуто виведення

ланцюжка рiвнянь ББҐКI для кореляцiйних функцiй.

Основнi результати другого роздiлу опублiковано в працях [35], [44],

[8].
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РОЗДIЛ 3

Розклади кореляцiйних та

термодинамiчних функцiй

Дослiдження термодинамiчних потенцiалiв є основним математичним

засобом для розумiння природи фазових переходiв в системах взаємо-

дiючих частинок. Одним з методiв дослiдження статистичних систем

є розклад величин, що їх характеризують, за степенями активностi z.

Такий розклад називають розкладом Майєра [37], [32]. Представлення

термодинамiчних величин за степенями густини ρ називають варiаль-

ним розкладом. По мiрi того як активнiсть z або густина ρ прямує

до нуля, поведiнка вiдповiдної системи взаємодiючих частинок набли-

жається до поведiнки системи без взаємодiї. Актуальним питанням є

дослiдження розкладiв кореляцiйних та термодинамiчних функцiй у

ряди.

Слiд зазначити, що перший нетривiальний результат про збiжнiсть

ряду розкладу термодинамiчних функцiй за степенями активностi був

отриманий незалежно Боголюбовим, Хацетом [4] та Грьонвельдом для

випадку додатних парних взаємодiй. Пiзнiше Рюелю вдалося узагаль-

нити отриманий Грьонвельдом результат для бiльш широкого класу

взаємодiй. Завдяки дослiдженням Пенроуза були отриманi оцiнки для

радiусiв збiжностi розкладiв Майєра, що не залежать вiд об’єму куба,

в якому знаходиться система. У своїх дослiдженнях вчений викори-

стовував рiвняння Майєра—Монтролла. Над питаннями, пов’язаними
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з розкладами термодинамiчних функцiй в ряди, працювали також такi

вченi, як Галлавоттi та Мiракль—Соля, Лебовiц, Лiба та iншi [37].

3.1. Розклад Брiджеса—Федербуша для неiнте-

гровних потенцiалiв взаємодiї

Одним iз методiв обчислення коефiцiєнтiв розкладу Майєра є метод

Брiджеса—Федербуша [48]. Особливiстю цього методу є нова форма

запису коефiцiєнтiв розкладу, аналiтичний вигляд яких описується

вкладами вiд графiв-дерев на вiдмiну вiд майєрiвських графiв. Аналi-

тичним вкладом кожної лiнiї, що з’єднує двi вершини x ∈ Rd та y ∈ Rd

такого графа, є парний потенцiал взаємодiї φ(|x−y|), який повинен бу-

ти iнтегрованим. В методi Брiджеса—Федербуша значно спрощується

доведення збiжностi рядiв в областi малих значень параметра актив-

ностi z.

Будемо розглядати систему точкових частинок, якi взаємодiють не-

iнтегровним в околi нуля потенцiалом. Такi системи можна розгляда-

ти в рамках моделi комiркового газу, яка була введена О. Л. Ребенком

[103] як апроксимацiя неперервних систем статистичної механiки з по-

силено надстiйкими взаємодiями [107].

Потенцiали таких взаємодiй не є iнтегровними, тому безпосередньо

застосувати метод Брiджеса—Федербуша до таких систем неможливо.

Посилено надстiйкi потенцiали, якi ми розглядаємо, не задовольня-

ють цим вимогам. Тому потрiбно застосувати деякi промiжнi технiчнi

конструкцiї, щоб коректно побудувати цей розклад.

Продемонструємо цю технiчну роботу i доведемо збiжнiсть даного

розкладу.
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3.1.1. Побудова розкладу. Для початку введемо простори конфi-

гурацiй Γ, Γ0 i ΓΛ вiдповiдно формулами (1.3), (1.6). Будемо також

розглядати мiру Лебега—Пуассона λzσ на σ-алгебрi B(Γ0), що визна-

чатиметься формулою (1.23). Звуження мiри λσ на B(ΓΛ) ми також

позначатимемо λσ ≡ λΛ
σ . Нехай також потенцiал взаємодiї задоволь-

няє умови (А) (див. (1.17)-(1.23)). Потенцiали такого класу є поси-

лено надстiйкими [103], [107], але для побудови розкладу достатньою

умовою є умова стiйкостi взаємодiї (2.18). Розглядатимемо потенцiали

типу Ленарда—Джонса (див. рис. 1.1).

Велика статистична сума для системи, що знаходиться в деякому

обмеженому об’ємi Λ ∈ Bc(Rd) визначається формулою (1.47).

Термодинамiчний потенцiал, який вiдповiдає тиску, визначається за

формулою (1.46).

Розкладом Майєра, який ми зараз побудуємо, є ряд:

βp(z, β) =
∞∑
n=1

bn(β)zn. (3.1)

Отже, представимо велику статистичну суму ZΛ(z, β) у виглядi:

ZΛ(z, β) =
∞∑
N=0

zNZΛ(N), (3.2)

де

ZΛ(N) =

∫
Γ

(N)
Λ

e−βU(γ)λσ(dγ) =
1

N !

∫
ΛN

(dx)Ne−βU
(N)

, (3.3)

для γ = {x1, . . . , xN}, де |γ| = N , а

U (N) := U({x1, . . . , xN}) =

=
∑

1≤i<j≤N

φ(|xi − xj|) :=
∑

1≤i<j≤N

φij. (3.4)
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Якщо ми видiлимо першi k частинок, то енергiя N − k частинок

U (N−k) := U({xk+1, . . . , xN}) :=

:=
∑

k+1≤i<j≤N

φ(|xi − xj|) :=
∑

k+1≤i<j≤N

φij. (3.5)

Перш нiж побудувати розклад за допомогою методу Брiджеса—

Федербуша, зробимо деяке промiжне розбиття потенцiалу φ. Нехай

v — позитивний iнтегровний парний потенцiал, такий що

w(|x|) := φ+(|x|)− v(|x|) ≥ 0 для всiх x ∈ Rd, (3.6)

а потенцiал

ϕ = v − φ− (3.7)

є стiйким (1.13), тобто

Uϕ(γ) =
∑
{x,y}⊂γ

ϕ(|x− y|) ≥ −B1|γ| (3.8)

з деякою константою B1 ≥ 0. Тодi

φ = w + ϕ, U(γ) = Uφ(γ) = Uw(γ) + Uϕ(γ). (3.9)

Наведемо приклад такого позитивного iнтегровного парного потен-

цiалу v.

Виберемо в якостi v = φ+
0 , де φ

+
0 визначається так само, як в умовi

(1.18) при s < d. Тодi w = φ+ − φ+
0 ≥ 0. За рахунок вигляду функцiї

w, у записi якої присутнi лише додатнi частини потенцiалу φ+ та φ+
0 ,

значення функцiї w будуть невiд’ємнi, тому графiк потенцiалу w буде

лежати в I чвертi системи координат. Очевидно, що ϕ = v−φ− = (φ+−
φ+

0 )− φ− буде задовольняти умову посиленої надстiйкостi.



59

Рис. 3.1: Графiк функцiї w(|x|) = φ+(|x|)− v(|x|)

Введемо параметри iнтенсивностi взаємодiї. Нехай sk (o ≤ sk ≤ 1)

характеризує iнтенсивнiсть взаємодiї перших k частинок з рештоюN−
k частинками. Пiдставимо спершу параметр s1 у вираз для енергiї N

частинок таким чином, щоб при s1 = 0 взаємодiя першої частини з

рештою виключалась, а при s1 = 1 зберiгалась повна взаємодiя усiх

N частинок. Спершу введемо цi параметри в енергiю Uϕ(γ). Тодi при

0 < s1 < 1 енергiю U
(N)
ϕ можна записати таким чином

V
(N)

1 (s1) = (1− s1)V
(N),(1)

0 + s1V
(N)

0 , (3.10)

де

V
(N),(1)

0 := U (1)
ϕ + U (N−1)

ϕ , а V (N)
0 := U (N)

ϕ . (3.11)

Тепер у цей вираз пiдставимо параметр s2, вiдокремлюючи взаємо-

дiю першої i другої частинки вiд (N − 2)-х частинок, що залишились.

В результатi отримуємо вираз:

V
(N)

2 (s1, s2) = (1− s2)V
(N),(2)

1 (s1) + s2V
(N)

1 (s1), (3.12)

де V (N),(2)
1 (s1) := V

(N)
1 (s1) + U

(N−2)
ϕ . Пiсля пiдстановки параметра sk

маємо:

V
(N)
k (s1, . . . , sk) = (1− sk)V (N),(k)

k−1 (s1, . . . , sk−1)+
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+skV
(N)
k−1 (s1, . . . , sk−1), (3.13)

де V (N),(k)
k−1 (s1, . . . , sk−1) := V

(k)
k−1(s1, . . . , sk−1) + U

(N−k)
ϕ ,

а при k = N − 1

V
(N)
N−1(σN−1) := V (N)(σN−1) =

∑
1≤i<j≤N

sisi+1 . . . sj−1ϕij, (3.14)

де для скорочення запису введемо позначення

σN−1 := (s1, . . . , sN−1) := (s)N−1. (3.15)

Вiдповiдну послiдовнiсть для потенцiалу w означимо наступним чи-

ном:

W (N)(σN−1) = −1

β

∑
1≤i<j≤N

ln(1 + s1 . . . sj−1uij), (3.16)

де

uij = e−βwij − 1. (3.17)

При s1 = . . . = sN−1 = 1 маємо

W (N)(σN−1) = Uw =
∑

1≤i<j≤N

wij. (3.18)

Вигляд енергiї (3.16) виникає пiсля пiдстановки параметра iнтенсив-

ностi s не перед потенцiалом w, як ми це робили у виразi для Uϕ, а

замiною експоненти e−βwij на вираз 1+suij, який при s = 1 збiгається з

даною експонентою, а при s = 0 взаємодiя мiж i-ю та j-ю частинками

зникає.

Повну потенцiальну енергiю N частинок з введеними параметрами

iнтенсивностi позначимо наступним чином:

U (N)(σN−1) := V (N)(σN−1) +W (N)(σN−1). (3.19)
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Введемо також додатковi позначення, якi далi будуть використову-

ватись:

ϕ′ij = ϕij −
1

β

uij
1 + si . . . sj−1uij

, (3.20)

KΛ
l =

1

l

∫
Λl

(dx)lJ (l)(x)l, (3.21)

де

J (1)(x)1 = J (1)(x1) = 1,

J (l)(x)l = (−β)l−1

1∫
0

dσl−1e
−βU(σl−1)

l∏
j=2

[
s1 . . . sj−2ϕ

′
1j+

+s2 . . . sj−2ϕ
′
2j + . . .+ s(j−2)jϕ

′
(j−2)j + ϕ′(j−1)j

]
, (3.22)

де l ≥ 2, а

ZΛ(N − l) =
1

(N − l)!

∫
ΛN−l

(dx)N−l
∏

l+1≤i<j≤N

e−β(wij+ϕij). (3.23)

У формулi (3.22) ми також ввели позначення:

1∫
0

dσN−1 =

1∫
0

ds1

1∫
0

ds2 . . .

1∫
0

dsN−1. (3.24)

Перетворимо функцiонал ZΛ(N) наступним чином. Для початку вiд-

окремимо взаємодiю першої частинки вiд решти, ввiвши параметр iн-

тенсивностi s1 i використовуючи тотожнiсть:

ef(1) = ef(0) +

1∫
0

ds1f
′(s1)e

f(s1). (3.25)

Тодi вираз (3.3) набуває вигляду:
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ZΛ(N) =
1

N !

∫
Λ(N)

(dx)N
∏

1≤i<j≤N

e−β(wij+ϕij) =

=
1

N !

∫
ΛN

(dx)N
∏

2≤i<j≤N

e−β(wij+ϕij)
N∏
j=2

e−β(w1j+ϕ1j) =

=
1

N !

∫
ΛN

(dx)N
∏

2≤i<j≤N

e−β(wij+ϕij)×

×
[
1 +

1∫
0

ds1
d

ds1
[
N∏
j=2

e−βs1ϕ1j(1 + s1u1j)]

]
, (3.26)

де u1j визначено у формулi (3.17). В iнтегралi за змiнною s1 виконаємо

диференцiювання:

1∫
0

ds1
d

ds1

[ N∏
j=2

e−βs1ϕ1j(1 + s1u1j)

]
=

=

1∫
0

ds1
1

ds1

[
e−βs1ϕ12(1 + s1u12) · e−βs1ϕ13(1 + s1u13) · . . . ·

·e−βs1ϕ1N (1 + s1u1N)

]
=

1∫
0

ds1

[[
−βϕ12(1 + s1u12)e

−βs1ϕ12+

+u12e
−βs1φ12

] N∏
j=3

e−βs1ϕ1j(1 + s1u1j) + . . .+

+[−βϕ1N(1 + s1u1N)e−βs1ϕ1N + u1Ne
−βs1ϕ1N ]

N−1∏
j=2

e−βs1ϕ1j(1 + s1u1j)

]
=

=

1∫
0

ds1

[
−βϕ12(1 + s1u12) + u12

1 + s1u12

N∏
j=2

e−βs1ϕ1j(1 + s1u1j) + . . .+
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+
−βϕ1N(1 + s1u1N) + u1N

1 + s1u1N

N∏
j=2

e−βs1ϕ1j(1 + s1u1j)

]
=

=

1∫
0

ds1

N∑
j=2

[ N∏
j=2

e−βs1ϕ1j(1 + s1u1j)
]−βϕ1j(1 + s1u1j) + u1j

1 + s1u1j
=

= (−β)

1∫
0

ds1

N∑
j′=2

(ϕ1j′ +
u1j′

1 + s1u1j′
)
N∏
j=2

e−βs1ϕ1j(1 + s1u1j). (3.27)

Пiдставимо отриманий вираз (3.27) у формулу (3.26) i скористаємось

симетричнiстю пiдiнтегральної функцiї вiдносно перестановки змiнних

x1, . . . , xN . В результатi отримаємо рiвнiсть:

Z
(N)
Λ =

1

N !

∫
ΛN

(dx)N
∏

2≤i<j≤N

e−β(wij+ϕij)

[
1+

+(−β)

1∫
0

ds1

N∑
j′=2

(ϕ1j′ +
u1j′

1 + s1u1j′
)
N∏
j=2

e−βs1ϕ1j(1 + s1u1j)

]
=

=
1

N !

∫
ΛN

(dx)N
∏

2≤i<j≤N

e−β(wij+ϕij) +
1

N !

∫
ΛN

(dx)N
∏

2≤i<j≤N

e−β(wij+ϕij)×

×(−β)

1∫
0

ds1

N∑
j′=2

(ϕ1j′ +
u1j′

1 + s1u1j′
)
N∏
j=2

e−βs1ϕ1j(1 + s1u1j). (3.28)

Враховуючи означення (3.21) та (3.22) для l = 1 маємо:

ZΛ(N) =
1

N
KΛ

1 ZΛ(N − 1) +
(−β)

(N − 2)!N

∫
ΛN

(dx)N×

×
∏

2≤i<j≤N

e−β(wij+ϕij)

1∫
0

ds1ϕ
′
12

N∏
j=2

e−βs1ϕ1j(1 + s1u1j), (3.29)

де ϕ′12 визначено формулою (3.20).
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В множниках добуткiв правої частини формули (3.29) встановимо

параметр iнтенсивностi взаємодiї s2 мiж першими двома частинками

та рештою (N − 2) частинками, використавши тотожнiсть:

N∏
j=3

e−β(w2j+ϕ2j)e−βs1ϕ1j(1 + s1u1j) =

= 1 +

1∫
0

ds2
d

ds2

[ N∏
j=3

e−βs1s2ϕ1j(1 + s1s2u1j)e
−βs2ϕ2j(1 + s2u2j)

]
. (3.30)

У формулi (3.30) виконаємо диференцiювання по параметру iнтен-

сивностi взаємодiї s2:

d

ds2

[ N∏
j=3

e−βs1s2ϕ1j(1 + s1s2u1j)e
−βs2ϕ2j(1 + s2u2j)

]
=

= −β
N∑
j=3

N∏
j=3

e−βs1s2ϕ1j(1 + s1s2u1j)e
−βs2ϕ2j(1 + s2u2j)×

×
[
s1(ϕ1j −

1

β

u1j

1 + s1s2u1j
) + (ϕ2j −

1

β

u2j

1 + s2u2j
)
]
.

Пророблюючи усi операцiї, як на першому кроцi i враховуючи по-

значення (3.14), (3.16), (3.19), (3.20), (3.21), (3.22) при l = 2 отримаємо

наступний член розкладу рiвностi (3.29)

ZΛ(N) =
1

N
K l

1ZΛ(N − 1) +
2

N
K l

2ZΛ(N − 2)+

+
(−β)2

(N − 3)!N

∫
ΛN

(dx)N
∏

3≤i<j≤N

e−β(wij+ϕij)×

×
1∫

0

ds1

1∫
0

ds2ϕ
′
12(s1ϕ

′
13 + ϕ′23)e

−βU (2)(s1)×

×
N∏
j=3

e−β[s1s2ϕ1j+s2ϕ2j ](1 + s1s2u1j)(1 + s2u2j). (3.31)
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Продовжуючи цей процес до тих пiр, доки не буде вичерпано усi

змiннi, отримаємо розклад:

ZΛ(N) =
N∑
l=1

l

N
KΛ
l ZΛ(N − l). (3.32)

Пiдставимо праву частину тотожностi (3.32) у вираз для великої ста-

тистичної суми (3.2) i продиференцiюємо за змiнною z, припускаючи,

що ряд
∑
n≥1

nzn−1KΛ
n рiвномiрно збiгається в деякому околi точки z = 0

(це буде доведено нижче). Тодi отримаємо рiвняння:

dZΛ

dz
= (

∞∑
n=1

nzn−1KΛ
n )ZΛ. (3.33)

Тодi остаточно для статистичної суми отримуємо представлення:

ZΛ = exp(
∞∑
n=1

znKΛ
n ), (3.34)

а враховуючи означення (1.46) i (3.1), отримуємо:

bn(β) = lim
Λ↑Rd

1

σ(Λ)
KΛ
n . (3.35)

3.1.2. Доведення збiжностi. Збiжнiсть розкладу Майєра, про який

було описано в попередньому пiдпунктi, буде виражати наступна тео-

рема.

Теорема 3.1. Нехай потенцiал взаємодiї задовольняє умови (А)

(див. (1.17)-(1.20)). Тодi iснує границя

lim
Λ↑Rd

1

σ(Λ)
logZΛ(z, β) = βp(z, β) =

∞∑
n=1

bn(β)zn (3.36)

для достатньо малих значень активностi z, якi визначаються не-

рiвнiстю:

zβeβB1+1(||ϕ||1 + ||u||1) < 1, (3.37)
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де

||f ||1 :=

∫
Rd

|f(x)|dx <∞. (3.38)

Доведення. Представимо тепер добуток сум у J (n)(x)n (див. формулу

(3.22)) у виглядi суми добуткiв. Тодi

J (n)(x)n =
∑
η

J (n)
η (x)n, (3.39)

де

J (n)
η (x)n = (−β)n−1

1∫
0

dσn−1f(η, σn−1)(
n∏
i=2

ϕ′η(i)i)e
−βU (n)(σn−1), (3.40)

а η — це вiдображення

η : {2, 3, . . . , n} 7→ {1, 2, . . . , n− 1}, η(i) < i, (3.41)

тобто η(k) може приймати значення тiльки у множинi {1, 2, . . . , k−1}.
Добуток в (3.40) можна розглядати як внесок графа-дерева з верши-

нами у точках {x1, . . . , xn}, а кожнiй лiнiї, що з’єднує вершину xη(i) i

вершину xi, вiдповiдає фактор ϕ′η(i)i. З визначення вiдображення (3.41)

слiдує, що кожний граф-дерево побудовано таким чином, що кожна k-

та вершина xk (починаючи з другої) приєднується до вершини xη(k)

графа, що складається з (k − 1)-ї вершини. Зрозумiло, що усiх таких

графiв у сумi (3.43) буде (n − 1)!. Але цей факторiал буде контролю-

ватись iнтегралом вiд функцiй f(η, σn−1), яка має вигляд:

f(η, σn−1) :=


1, якщо n = 2,
n−1∏
i=2

sη(i) . . . si−1, якщо n > 2,
(3.42)

який слiдує безпосередньо з побудови розкладу. Легко переконатись

(див. [48]), що

∑
η

1∫
0

dσn−1f(η, σn−1) ≤ en−1. (3.43)
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Враховуючи цю оцiнку легко довести наступну пропозицiю.

Пропозицiя 2.1. Нехай потенцiал взаємодiї задовольняє умови (А)

(див. (1.17)- (1.20)). Тодi

|KΛ
n | ≤ βn−1(||ϕ||1 + ||u||1)n−1en(βB1+1)−1σ(Λ). (3.44)

Доведення. Дана нерiвнiсть слiдує з очевидного факту, що

0 < 1 + si . . . sj−1uij < 1, (3.45)

внаслiдок чого

|ϕ′η(i)i(1 + sη(i) . . . si−1uη(i)i)| ≤ |ϕη(i)i|+ |uη(i)i|, (3.46)

трансляцiйної iнварiантностi добутку у правiй частинi (3.40) за змiнни-

ми x1, . . . , xn, умови (3.8) та визначень (3.16)— (3.22) та (3.38)—(3.40).

Оцiнка (3.44) забезпечує iснування границi (3.36) i теорему 3.1 до-

ведено.

3.2. Розклади Майєра для зв’язних кореляцiйних

функцiй

Твiрнi функцiонали кореляцiйних функцiй ρm(x1, . . . , xm) i зв’язних

кореляцiйних функцiй ρTm(x1, . . . , xm) задовольняють спiввiдношенню:

FΛ(j) = eF
T
Λ (j), F T

Λ (j) = lnFΛ(j) (3.47)

де

FΛ(j) =
∞∑
N=0

1

N !

∫
ΛN

(dx)Nj(x1) . . . j(xN)ρN ;Λ(x1, . . . , xN), (3.48)
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F T
Λ (j) =

∞∑
N=1

1

N !

∫
ΛN

(dx)Nj(x1) . . . j(xN)ρTN ;Λ(x1, . . . , xN). (3.49)

Вiдповiднi функцiї:

ρΛ
N(x1, . . . , xN) =

δNFΛ(j)

δj(x1) . . . δj(xN)

∣∣∣∣
j=0

;

ρΛT

N (x1, . . . , xN) =
δNF T

Λ (j)

δj(x1) . . . δj(xN)

∣∣∣∣
j=0

; (3.50)

конфiгурацiя η = {x1, . . . , xN},

eλ(j, η) =
∏
x∈η

j(x) = j(x1)j(x2) . . . j(xN).

Наведемо приклад зв’язних кореляцiйних функцiй, врахувавши, що

F T
Λ (j) = lnFΛ(j)

ρT (x1) =
δF T

Λ (j)

δj(x1)

∣∣∣∣
j=0

=
(
F (j)

)−1 δF (j)

δj(x1)

∣∣∣∣
j=0

= ρ(x1);

ρT (x1, x2) =
δ2F T

Λ (j)

δj(x1)δj(x2)

∣∣∣∣
j=0

= ρ2(x1, x2)− ρ1(x1)ρ1(x2);

ρT (x1, x2, x3) =
δ3F T

Λ (j)

δj(x1)δj(x2)δj(x3)

∣∣∣∣
j=0

=

= ρ3(x1, x2, x3)− ρ2(x1, x2)ρ1(x3)− ρ2(x2, x3)ρ1(x1)−

−ρ2(x1, x3)ρ1(x2) + 2ρ1(x1)ρ1(x2)ρ1(x3);

ρT4 (x1, x2, x3, x4) =
δ4F T

Λ (j)

δj(x1)δj(x2)δj(x3)δj(x4)

∣∣∣∣
j=0

=

= ρ4(x1, x2, x3, x4)− ρ3(x1, x2, x3)ρ1(x4)− ρ3(x1, x2, x4)ρ1(x3)−

−ρ3(x1, x3, x4)ρ1(x2)− ρ3(x2, x3, x4)ρ(x1)− ρ2(x1, x2)ρ2(x3, x4)−

−ρ2(x1, x3)ρ2(x2, x4)− ρ2(x1, x4)ρ2(x2, x3) + 2ρ2(x1, x2)ρ1(x3)ρ1(x4)+
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+2ρ2(x1, x3)ρ1(x2)ρ1(x4) + 2ρ2(x1, x4)ρ1(x2)ρ1(x3)+

+2ρ2(x2, x3)ρ1(x1)ρ1(x4) + 2ρ2(x2, x4)ρ1(x1)ρ1(x3)+

+2ρ2(x3, x4)ρ1(x1)ρ1(x2)− 6ρ1(x1)ρ1(x2)ρ1(x3)ρ1(x4).

Для випадку |η| = N , тобто η = {x1, . . . , xN}, зв’язна кореляцiйна

функцiя матиме вигляд:

ρTN(η) =

|η|∑
k=1

(−1)k−1(k − 1)!
∗∑

{η1,...,ηk}⊂η

ρ(η1) . . . ρ(ηk).

Щоб знайти вигляд для функцiй ρTΛ запишемо FΛ(j) у наступному

виглядi та скористаємось лемою 2.1:

FΛ(j) =

∫
ΓΛ

eλ(j, η)ρΛ(η)λσ(dη) =

=

∫
ΓΛ

eλ(j, η)
z|η|

ZΛ

∫
ΓΛ

e−βU(η∪γ)λzσ(dγ)λσ(dη) =

=
1

ZΛ

∫
ΓΛ

∫
ΓΛ

e−βU(η∪γ)z|η∪γ|eλ(j, η)λσ(dγ)λσ(dη) =

=
1

ZΛ

∫
ΓΛ

z|γ|e−βU(γ)
∑
η⊂γ

eλ(j, η)λσ(dγ).

Врахувавши, що ∑
η⊂γ

eλ(j, η) = eλ(1 + j, γ),

отримуємо

FΛ(j) =
1

Zλ

∫
ΓΛ

z|γ|eλ(1 + j, γ)e−βU(γ)λσ(dγ). (3.51)

Використаємо представлення функцiї Больцмана у виглядi суми (2.25)

для γ =
k⋃
l=1

γl, γi ∩ γl = ø при i 6= l та формулу

eλ(1 + j, γ) =
k∏
l=1

eλ(1 + j, γl). (3.52)
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Тодi функцiонал кореляцiйних функцiй можна подати у виглядi

FΛ(j) =
1

ZΛ

∫
ΓΛ

λσ(dγ)

|γ|∑
k=1

∗∑
{γ1,...,γk}

Φ̃T (γ1) · · · Φ̃T (γk), (3.53)

де у представленнi якого

Φ̃T (γl) = z|γl|eλ(1 + j, γl)Φ
T (γl), (3.54)

а

ZΛ = FΛ(0). (3.55)

За теоремою 2.1 отримаємо

FΛ(j) = e

∫
ΓΛ\{ø}

∏
x∈γ

(1+j(x))ΦT (γ)λzσ(dγ)−
∫

ΓΛ\{ø}
ΦT (γ)λzσ(dγ)

. (3.56)

Отже згiдно з (3.47) породжуючий функцiолнал зв’язних кореляцiй-

них функцiй для z, що забезпечує збiжнiсть iнтегралiв у (3.56), має

вигляд

F T (j) =

∫
ΓΛ\{ø}

∏
x∈γ

(1+j(x))ΦT (γ)λzσ(dγ)−
∫

ΓΛ\{ø}

ΦT (γ)λzσ(dγ). (3.57)

Перепишемо перший член формули (3.57):∫
ΓΛ\{ø}

∏
x∈γ

(1 + j(x))ΦT (γ)λzσ(dγ) =

∫
ΓΛ

ΦT (γ)
∑
η⊂γ

eλ(j; η)λzσ(dγ) =

=

∫
ΓΛ

eλ(j; η)
[ ∫

ΓΛ

ΦT (η ∪ γ)λzσ(dγ)
]
λzσ(dη),

де ми скористались лемою 1.2 та простою комбiнаторною формулою∏
x∈γ

[1 + j(x)] =
∑
η⊆γ

∏
x∈η

j(x) =
∑
η⊆γ

eλ(j; η).

Зауважимо також, що оскiльки ΦT (ø) = 0, то iнтегрування може вiд-

буватись не по ΓΛ\{ø}, а по простору ΓΛ.
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З формули (3.49) враховуючи, що ρT (ø) = 0, маємо

F T (j) =

∫
ΓΛ

eλ(j; η)ρT (η)λσ(dη).

Отже, зв’язнi кореляцiйнi функцiї остаточно можна подати у виглядi

ρT (η) = z|η|
∫

ΓΛ\{ø}

ΦT (η ∪ γ)λzσ(dγ). (3.58)

3.3. Нова форма запису розкладiв Майєра

В цьому пiдроздiлi нами запропонована нова форма запису розкладiв

Майєра для термодинамiчних потенцiалiв нескiнченних систем стати-

стичної механiки. Iдея полягає у тому, щоб роздiлити додатню i вiд’-

ємну частини потенцiалу взаємодiї мiж частинками i побудувати роз-

клад за функцiями Урсела вiд’ємної частини, яка iнтегрується за мi-

рою Гiббса, що визначається додатньою частиною потенцiалу. Такий

запис дає можливiсть покращити радiус збiжностi розкладiв Майєра i

дослiдити деякi новi властивостi термодинамiчних потенцiалiв.

Будемо розглядати простори конфiгурацiй Γ, Γ0 i ΓΛ, що визна-

ченi вiдповiдно у формулах (1.3),(1.6). Введемо також мiру Лебега—

Пуассона λσ на Γ0, яка буде визначатись формулою (1.23). Звуження

мiри λσ на B(ΓΛ) ми також будемо позначати λσ ≡ λΛ
σ , але всi iнте-

грали по простору Rd треба замiнити по Λ.

Потенцiальну енергiю довiльної конфiгурацiї γ ∈ Γ0 для частинок,

взаємодiю якмх описує парний потенцiал φ, будемо записувати так, як

в (1.11)

U(γ) = Uφ(γ) :=
∑
{x,y}⊂γ

φ(|x− y|) :=
∑
{x,y}⊂γ

φxy. (3.59)



72

Будемо розглядати мiнiмальнi обмеження на потенцiал φ: стiйкiсть

та регулярнiсть (див. умови (2.18) та (2.19)), а його графiчне зобра-

ження буде мати вигляд потенцiалу Ленарда—Джонса (див. рис. 1.1).

Позначимо також через r0 вiдстань, для якої φ(r0) = 0.

Термодинамiчнi потенцiали визначають основнi макроскопiчнi ха-

рактеристики системи: тиск, вiльну енергiю, тощо. Аналiтично цi ха-

рактеристики визначаються за допомогою статистичних сум великого

канонiчного та канонiчного ансамблiв Гiббса ZΛ(z, β) (1.47) i ZΛ(N, β)

(1.50):

ZΛ(z, β) =

∫
ΓΛ

e−βU(γ)λzσ(dγ) =
∑
N≥0

zN
∫

Γ
(N)
Λ

e−βU(γ)λzσ(dγ) = (3.60)

=
∑
N≥0

zNZΛ(N, β),

де z — активнiсть, β = 1
kT — обернена температура системи, наступни-

ми формулами:

–вiльна енергiя (1.49)

f(v, β) = −1

β
lim

N,V→∞
V
N→v

1

N
logZΛ(N, β);

–тиск (1.46)

p(z, β) :=
1

β
lim
Λ↑Rd

1

V
logZΛ(z, β).

Пiд час побудови розкладiв Майєра стандартною процедурою є

представлення експоненти у виразi (3.60) у виглядi (1.46). При цьо-

му експоненту зручно записати за допомогою функцiй Урсела ΦT (γ)

(див. [37]):

e−βU(γ) =

|γ|∑
k=1

∗∑
{γ1,...,γk}⊂γ

ΦT (γ1) . . .Φ
T (γk)
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(див. формулу (2.23)). Тодi застосовуючи теорему 2.1 (див. формули

(2.2)-(2.3)) велику статистичну суму ZΛ(z, β) можна записати у вигля-

дi (2.25):

ZΛ(z, β) = e

∫
ΓΛ\{ø}

ΦT (γ)λzσ(dγ)

.

Пiдставивши останню рiвнiсть у формулу (1.46) i врахувавши ви-

значення мiри λσ (див. (1.23)) отримаємо вiдомий розклад тиску за

степенями активностi.

Для побудови нового розкладу, який ми хочемо тут продемонстру-

вати, ми скористаємось вище наведеною процедурою тiльки для екс-

поненти вiд енергiї, яка враховує лише вiд’ємну частину потенцiалу φ−

(φ = φ+ + φ−) i запишемо її у виглядi:

e−βU
−(γ) =

∑
η⊂γ

F̃ (η), F̃ (ø) = 1, (3.61)

F̃ (η) =

|η|∑
k=1

∗∑
{η1,...,ηk}⊂η

F (η1) . . . F (ηk). (3.62)

F ({x}) = 0 i F (η) = ΦT
−(η) для |η| ≥ 2, а вираз для ΦT

−(η) вiд-

рiзняється вiд функцiй Урсела ΦT (η) тим, що у кожному зв’язному

графi, внесок якого входить у визначення ΦT
−(η), аналiтичний вираз

Cxy, який вiдповiдає кожнiй лiнiї графа, треба замiнити на функцiї

C−xy := e−βφ
−
xy − 1.

Тодi велика статистична сума набуває вигляду:

ZΛ(z, β) = Z+
Λ (z, β)

∫
ΓΛ

e−βU
+(γ)

Z+(z, β)

∑
η⊂γ

F̃ (η)λzσ(dγ) =

= Z+
Λ (z, β)

∫
ΓΛ

∑
η⊂γ

F̃ (η)µ+
Λ(dγ), (3.63)

де µ+
Λ — це мiра Гiббса в Λ, яка вiдповiдає взаємодiї φ+, тобто
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µ+
Λ(dγ) =

1

Z+
Λ (z, β)

e−βU
+(γ)λzσ(dγ),

Z+
Λ (z, β) =

∫
ΓΛ

e−βU
+(γ)λzσ(dγ).

До правої частини рiвностi застосуємо формулу (1.42):∫
ΓΛ

∑
η⊂γ

F̃ (η)µ+
Λ(dγ) =

∫
ΓΛ

F̃ (η)ρ(+)(η)λσ(dη), (3.64)

де ρ(+)(η) — сiм’я кореляцiйних функцiй, якi вiдповiдають взаємодiї

φ+.

А далi, враховуючи вигляд функцiї F̃ (η) в (3.62), пiдiнтегральний

вираз в (3.64) представимо у виглядi:

|η|∑
k=1

∗∑
{η1,...,ηk}⊂η

F (η1)F (η2) . . . F (ηk)ρ
(+)(η) =

=

|η|∑
k=1

∗∑
{η1,...ηk}⊂η

X(η1)X(η2) . . . X(ηk). (3.65)

Для того, щоб визначити функцiї X з рiвняння (3.65), слiд скори-

статись методом математичної iндукцiї.

1) Для k = 1 функцiя

X1 = X1(x1) = F1(x1)ρ
(+)
1 (x1). (3.66)

2) Для k = 2 з рiвняння (3.65) маємо:

X2(x1, x2) +X1(x1)X1(x2) =

= F2(x1, x2)ρ
(+)
2 (x1, x2) + F1(x1)F1(x2)ρ

(+)
2 (x1, x2),

тодi, враховуючи формулу (3.66), можна записати:

X2(x1, x2) + F1(x1)ρ
(+)
1 (x1)F1(x2)ρ

(+)
1 (x2) =
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= F2(x1, x2)ρ
(+)
2 (x1, x2) + F1(x1)F1(x2)ρ

(+)
2 (x1, x2),

тодi остаточно

X2(x1, x2) = F2(x1, x2)ρ
(+)
2 (x1, x2)+

+F1(x1)F1(x2)
(
ρ

(+)
2 (x1, x2)− ρ(+)

1 (x1)ρ
(+)
1 (x2)

)
. (3.67)

3) Розглянемо тепер випадок, коли k = 3. Iз формули (3.65), вико-

ристовуючи формули (3.66) та (3.67), отримуємо:

F3(x1, x2, x3)ρ
(+)
3 (x1, x2, x3) + F2(x1, x2)F1(x3)ρ

(+)
3 (x1, x2, x3)+

+F2(x1, x3)F1(x2)ρ
(+)
3 (x1, x2, x3) + F2(x2, x3)F1(x1)ρ

(+)
3 (x1, x2, x3)+

+F1(x1)F1(x2)F1(x3)ρ
(+)
3 (x1, x2, x3) = X3(x1, x2, x3)+

+X2(x1, x2)X1(x3) +X2(x1, x3)X1(x2)+

+X2(x2, x3)X1(x1) +X1(x1)X1(x2)X1(x3),

тодi, перетворивши, маємо:

X3(x1, x2, x3) = F3(x1, x2, x3)ρ
(+)
3 (x1, x2, x3)+

+F2(x1, x2)F1(x3)ρ
(+)
3 (x1, x2, x3) + F2(x1, x3)F1(x2)ρ

(+)
3 (x1, x2, x3)+

+F2(x2, x3)F1(x1)ρ
(+)
3 (x1, x2, x3)+

+F1(x1)F1(x2)F1(x3)ρ
(+)
3 (x1, x2, x3)

−F2(x1, x2)F1(x3)ρ
(+)
2 (x1, x2)ρ

(+)
1 (x3)−

−F1(x1)F1(x2)F1(x3)ρ
(+)
2 (x1, x2)ρ

(+)
1 (x3)+

+F1(x1)F1(x2)F1(x3)ρ
(+)
1 (x1)ρ

(+)
1 (x2)ρ

(+)
1 (x3)−

−F2(x1, x3)F1(x2)ρ
(+)
2 (x1, x3)ρ

(+)
1 (x2)−

−F1(x1)F1(x3)F1(x2)ρ
(+)
2 (x1, x3)ρ

(+)
1 (x2)+
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+F1(x1)F1(x2)F1(x3)ρ
(+)
1 (x1)ρ

(+)
1 (x2)ρ

(+)
1 (x3)−

−F2(x2, x3)F1(x1)ρ
(+)
2 (x2, x3)ρ

(+)
1 (x1)−

−F1(x1)F1(x2)F1(x3)ρ
(+)
2 (x2, x3)ρ

+
1 (x1)+

+F1(x1)F1(x2)F1(x3)ρ
(+)
1 (x1)ρ

(+)
1 (x2)ρ

(+)
1 (x3)−

−F1(x1)F1(x2)F1(x3)ρ
(+)
1 (x1)ρ

(+)
1 (x2)ρ

(+)
1 (x3).

Просумувавши та згрупувавши функцiї ρ(+) при вiдповiдних F , оста-

точно отримуємо:

X3(x1, x2, x3) = F3(x1, x2, x3)ρ
(+)
3 (x1, x2, x3)+

+F2(x1, x2)F1(x3)
(
ρ

(+)
3 (x1, x2, x3)− ρ(+)

2 (x1, x2)ρ
(+)
1 (x3)

)
+

+F2(x1, x3)F1(x2)
(
ρ

(+)
3 (x1, x2, x3)− ρ(+)

2 (x1, x3)ρ
(+)
1 (x2)

)
+

+F2(x2, x3)F1(x1)
(
ρ

(+)
3 (x1, x2, x3)− ρ(+)

2 (x2, x3)ρ
(+)
1 (x1)

)
+

+F1(x1)F1(x2)F1(x3)
(
ρ

(+)
3 (x1, x2, x3)− ρ(+)

2 (x1, x2)ρ
(+)
1 (x3)−

−ρ(+)
2 (x1, x3)ρ

(+)
1 (x2)− ρ(+)

2 (x2, x3)ρ
(+)
1 (x1)+

+2ρ
(+)
1 (x1)ρ

(+)
1 (x2)ρ

(+)
1 (x3)

)
. (3.68)

4) Аналогiчно отримуємо вираз для невiдомої функцiї X у випадку

k = 4:

X4(x1, x2, x3, x4) +X3(x1, x2, x3)X1(x4) +X3(x1, x2, x4)X1(x3)+

+X3(x1, x3, x4)X1(x2) +X3(x2, x3, x4)X1(x1) +X2(x1, x2)X2(x3, x4)+

+X2(x1, x3)X2(x2, x4)+X2(x1, x4)X2(x2, x3)+X2(x1, x2)X1(x3)X1(x4)+

+X2(x1, x3)X1(x2)X1(x4) +X2(x1, x4)X1(x2)X1(x3)+

+X2(x2, x3)X1(x1)X1(x4) +X2(x2, x4)X1(x1)X1(x3)+
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+X2(x3, x4)X1(x1)X1(x2) +X1(x1)X1(x2)X1(x3)X1(x4) =

= F4(x1, x2, x3, x4)ρ
(+)
4 (x1, x2, x3, x4)+F3(x1, x2, x3)F1(x4)ρ

(+)
4 (x1, x2, x3, x4)+

+F3(x1, x2, x4)F1(x3)ρ
(+)
4 (x1, x2, x3, x4)+F3(x1, x3, x4)F1(x2)ρ

(+)
4 (x1, x2, x3, x4)+

+F3(x2, x3, x4)F1(x1)ρ
(+)
4 (x1, x2, x3, x4)+F2(x1, x2)F2(x3, x4)ρ

(+)
4 (x1, x2, x3, x4)+

+F2(x1, x3)F2(x2, x4)ρ
(+)
4 (x1, x2, x3, x4)+F2(x1, x4)F2(x2, x3)ρ

(+)
4 (x1, x2, x3, x4)+

+F2(x1, x2)F1(x3)F1(x4)ρ
(+)
4 (x1, x2, x3, x4)+

+F2(x1, x3)F1(x2)F1(x4)ρ
(+)
4 (x1, x2, x3, x4)+

+F2(x1, x4)F1(x2)F1(x3)ρ
(+)
4 (x1, x2, x3, x4)+

+F2(x2, x3)F1(x1)F1(x4)ρ
(+)
4 (x1, x2, x3, x4)+

+F2(x2, x4)F1(x1)F1(x3)ρ
(+)
4 (x1, x2, x3, x4)+

+F2(x3, x4)F1(x1)F1(x2)ρ
(+)
4 (x1, x2, x3, x4)+

+F1(x1)F1(x2)F1(x3)F1(x4)ρ
(+)
4 (x1, x2, x3, x4).

Пiсля вiдповiдних перетворень одержимо:

X4(x1, x2, x3, x4) = F4(x1, x2, x3, x4)ρ
(+)
4 (x1, x2, x3, x4)+

+F3(x1, x2, x3)F1(x4)(ρ
(+)
4 (x1, x2, x3, x4)− ρ(+)

3 (x1, x2, x3)ρ
(+)
1 (x4))+

+F3(x1, x2, x4)F1(x3)(ρ
(+)
4 (x1, x2, x3, x4)− ρ(+)

3 (x1, x2, x4)ρ
(+)
1 (x3))+

+F3(x1, x3, x4)F1(x2)(ρ
(+)
4 (x1, x2, x3, x4)− ρ(+)

3 (x1, x3, x4)ρ
(+)
1 (x2))+

+F3(x2, x3, x4)F1(x1)(ρ
(+)
4 (x1, x2, x3, x4)− ρ(+)

3 (x2, x3, x4)ρ
(+)
1 (x1))+

+F2(x1, x2)F2(x3, x4)(ρ
(+)
4 (x1, x2, x3, x4)− ρ(+)

2 (x1, x2)ρ
(+)
2 (x3, x4))+

+F2(x1, x3)F2(x2, x4)(ρ
(+)
4 (x1, x2, x3, x4)− ρ(+)

2 (x1, x3)ρ
(+)
2 (x2, x4))+

+F2(x1, x4)F2(x2, x3)(ρ
(+)
4 (x1, x2, x3, x4)− ρ(+)

2 (x1, x4)ρ
(+)
2 (x2, x3))+

+F2(x1, x2)F1(x3)F1(x4)(ρ
(+)
4 (x1, x2, x3, x4)− ρ(+)

3 (x1, x2, x3)ρ
(+)
1 (x4)−
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−ρ(+)
3 (x1, x2, x4)ρ

(+)
1 (x3)− ρ(+)

2 (x1, x2)ρ
(+)
2 (x3, x4)+

+2ρ
(+)
2 (x1, x2)ρ

(+)
1 (x3)ρ

(+)
1 (x4))+F2(x1, x3)F1(x2)F1(x4)(ρ

(+)
4 (x1, x2, x3, x4)−

−ρ(+)
3 (x1, x2, x3)ρ

(+)
1 (x4)−ρ(+)

3 (x1, x3, x4)ρ
(+)
1 (x2)−ρ(+)

2 (x1, x3)ρ
(+)
2 (x2, x4)+

+2ρ
(+)
2 (x1, x3)ρ

(+)
1 (x2)ρ

(+)
1 (x4))+F2(x1, x4)F1(x2)F1(x3)(ρ

(+)
4 (x1, x2, x3, x4)−

−ρ(+)
3 (x1, x2, x4)ρ

(+)
1 (x3)−ρ(+)

3 (x1, x3, x4)ρ
(+)
1 (x2)−ρ(+)

2 (x1, x4)ρ
(+)
2 (x2, x3)+

+2ρ
(+)
2 (x1, x4)ρ

(+)
1 (x2)ρ

(+)
1 (x3))+F2(x2, x3)F1(x1)F1(x4)(ρ

(+)
4 (x1, x2, x3, x4)−

−ρ(+)
3 (x1, x2, x3)ρ

(+)
1 (x4)−ρ(+)

3 (x2, x3, x4)ρ
(+)
1 (x1)−ρ(+)

2 (x2, x3)ρ
(+)
2 (x1, x4)+

+2ρ
(+)
2 (x2, x3)ρ

(+)
1 (x1)ρ

(+)
1 (x4))+F2(x2, x4)F1(x1)F1(x3)(ρ

(+)
4 (x1, x2, x3, x4)−

−ρ(+)
3 (x1, x2, x4)ρ

(+)
1 (x3)−ρ(+)

3 (x2, x3, x4)ρ
(+)
1 (x1)−ρ(+)

2 (x1, x3)ρ
(+)
2 (x2, x4)+

+2ρ
(+)
2 (x2, x4)ρ

(+)
1 (x1)ρ

(+)
1 (x3))+F2(x3, x4)F1(x1)F1(x2)(ρ

(+)
4 (x1, x2, x3, x4)−

−ρ(+)
3 (x1, x3, x4)ρ

(+)
1 (x2)−ρ(+)

3 (x2, x3, x4)ρ
(+)
1 (x1)−ρ(+)

2 (x1, x2)ρ
(+)
2 (x3, x4)+

+2ρ
(+)
2 (x3, x4)ρ

(+)
1 (x1)ρ

(+)
1 (x2)) + F1(x1)F1(x2)F1(x3)F1(x4)×

×
(
ρ

(+)
4 (x1, x2, x3, x4)− ρ(+)

3 (x1, x2, x3)ρ
(+)
1 (x4)−

−ρ(+)
3 (x1, x2, x4)ρ

(+)
1 (x3)− ρ(+)

3 (x1, x3, x4)ρ
(+)
1 (x2)−

−ρ(+)
3 (x2, x3, x4)ρ

(+)
1 (x1)− ρ(+)

2 (x1, x2)ρ
(+)
2 (x3, x4)−

−ρ(+)
2 (x1, x3)ρ

(+)
2 (x2, x4)− ρ(+)

2 (x1, x4)ρ
(+)
2 (x2, x3)+

+2ρ
(+)
2 (x1, x2)ρ

(+)
1 (x3)ρ

(+)
1 (x4) + 2ρ

(+)
2 (x1, x3)ρ

(+)
1 (x2)ρ

(+)
1 (x4)+

+2ρ
(+)
2 (x1, x4)ρ

(+)
1 (x2)ρ

(+)
1 (x3) + 2ρ

(+)
2 (x2, x3)ρ

(+)
1 (x1)ρ

(+)
1 (x4)+

+2ρ
(+)
2 (x2, x4)ρ

(+)
1 (x1)ρ

(+)
1 (x3) + 2ρ

(+)
2 (x3, x4)ρ

(+)
1 (x1)ρ

(+)
1 (x2)−

−6ρ
(+)
1 (x1)ρ

(+)
1 (x2)ρ

(+)
1 (x3)ρ

(+)
1 (x4)

)
. (3.69)
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Тодi аналiзуючи формули (3.66)-(3.69), для довiльного значення k

остаточно отримуємо формулу

X(η) =

|η|∑
k=1

∗∑
{η1,...,ηk}⊂η

F (η1) . . . F (ηk)ρ
(+),T (η1, . . . , ηk|η), (3.70)

де ρ(+),T (η1, . . . , ηk| η) — узагальненi зв’язнi кореляцiйнi функцiї [52],

якi вiдповiдають взаємодiї φ+. Вони визначаються як звичайнi зв’язнi

кореляцiйнi функцiї по вiдношенню до пiдмножин η1, . . . , ηk конфiгу-

рацiї η, тобто є звичайними зв’язними кореляцiйними функцiями у

випадку, коли кожна з пiдмножин η1, . . . , ηk мiстить по однiй точцi.

Узагальненi зв’язнi кореляцiйнi функцiї ρT (η1, . . . , ηk|η) визначаю-

ться наступною формулою [52]:

ρT (η|η) = ρT (η)

ρT (η1, . . . , ηk|η) = ρT (η)−
η1,...,ηk∑

(π1,...,πi)

i∏
j=1

ρT
({

η(πj)
}
|η(πj)

)
=

= ρT (η)−
|η|∑
k=1

∗∑
{η1,...,ηk}⊂η

k∏
j=1

ρT (ηj|ηj),

де
η1,...,ηk∑
π1,...,πi

є сумою по усiх можливих розбиттях пiдмножин (η1, . . . , ηk);

{η(πj)}— це сукупнiсть пiдмножин ηt, якi належать πj, η(πj) — це мно-

жина, що складається з елементiв xi, якi належать до рiзних пiдмно-

жин з {η(πj)}. Зауважимо також, що узагальненi зв’язнi кореляцiйнi

функцiї ρT (η1, . . . , ηk|η) можуть бути представленi через звичайнi зв’я-

знi кореляцiйнi функцiї (3.58) наступною рекурентною формулою

ρT (η1, . . . , ηk|η) = ρT (η) +

(x1,...,xn)∑
(π1,...,πj)c\η1,...,ηk

j∏
i=1

ρT (η(πj)),

де в правiй частинi рiвностi сумування вiдбуватиметься по всiх

x1, . . . , xn, якi беруться з пiдмножин η1, . . . , ηk та утворюють зв’язний
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граф з n вершинами лише за умови, коли кожна з цих точок буде його

вершиною та кожна з пiдмножин η1, . . . , ηk мiститиме лише одну з цих

точок.

Далi враховуючи (3.65) i теорему 2.1 (див. формули (2.2)-(2.3)),

отримуємо рiвнiсть:∫
ΓΛ

F̃ (η)ρ(+)(η)λσ(dη) = e

∫
ΓΛ\{ø}

X(γ)λzσ(dγ)

. (3.71)

Тодi використовуючи формули (3.63)-(3.65), (3.70), (3.71) та означе-

ння (1.46), отримуємо розклад тиску p за степенями активностi z:

p(z, β) :=
1

β
lim
Λ↑Rd

1

σ(Λ)
logZΛ(z, β) =

=
1

β
lim
Λ↑Rd

1

σ(Λ)
log
(
Z+

Λ (z, β)

∫
ΓΛ

∑
η⊂γ

F̃ (η)µ+
Λ(dγ)

)
=

=
1

β
lim
Λ↑Rd

1

σ(Λ)
logZ+

Λ (z, β) +
1

β
lim
Λ↑Rd

1

σ(Λ)
log

∫
ΓΛ

∑
η⊂γ

F̃ (η)µ+
Λ(dγ) =

= p+(z, β) +
1

β
lim
Λ↑Rd

1

σ(Λ)
log

∫
ΓΛ

F̃ (η)ρ(+)(η)λσ(dη) =

= p+(z, β) +
1

β
lim
Λ↑Rd

1

σ(Λ)
log e

∫
ΓΛ\{ø}

X(γ)λzσ(dγ)

=

= p+(z, β) +
1

β
lim
Λ↑Rd

1

σ(Λ)

∫
ΓΛ\{ø}

X(γ)λzσ(dγ) =

= p+(z, β) + kT
∞∑
n=2

zn

n!

∫
Rd

. . .

∫
Rd

Xn(x1, . . . , xn)dx2 . . . dxn. (3.72)

Щоб показати збiжнiсть розкладу (3.72), наведемо ряд оцiнок. Для

цього проаналiзуємо формулу (3.70). Сума з ∗ в данiй формулi є сумою

по всiх можливих розбиттях множини η на k пiдмножин ηj з фiксова-

ним числом елементiв |η1| = n1, . . . , |ηk| = nk не менше, нiж одиниця,
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при цьому n1 + . . .+nk = N , де |η| = N . Така сума налiчує N !
n1!...nk! еле-

ментiв i аналогiчно до мiркувань, наведених при доведеннi леми 2.1,

можна стверджувати, що:

∑
{n1,...,nk≥1}
n1+...+nk=N

1 ≤ 2N+k. (3.73)

При |η| ≥ 2 функцiї F (η) будуть сумою зв’язних графiв. При цьому

сума добуткiв таких функцiй буде включати i незв’язнi графи. Уза-

гальненi зв’язнi кореляцiйнi функцiї ρ(+),T (η1, . . . , ηk | η), що присутнi

у формулi (3.72), будуть утворювати лiнiї мiж незв’язними точками

отриманих графiв. В результатi сума iз незв’язних графiв перетвори-

ться на суму зв’язних графiв. В такому випадку можна скористатись

оцiнкою для функцiй F (η), яку можна знайти в монографiї Рюеля

[118], при |η| = m, матимемо оцiнку такого типу:∫
Λ

. . .

∫
Λ

∣∣∣∣ΦT
−({x1, . . . , xm})

∣∣∣∣dx2 . . . dxm ≤ (m− 1)!Cm−1, (3.74)

де стала C залежить вiд β.

Зауважимо також, що узагальненi зв’язнi кореляцiйнi функцiї

ρ(+),T (η1, . . . , ηk | η) будуть задовольняти оцiнцi, наведенiй в [52]:∣∣∣∣ρ(+),T (η1, . . . , ηk | )
∣∣∣∣ <

<

( k∏
i=1

(
|ηi|
)) (η1,...,ηk)∑

G

k−1∏
l=1

u
(
dist(η′l, η

′′
l )
)
, (3.75)

де
η1,...,ηk∑
G

є сумою по всiх деревах k−1 лiнiй, що з’єднують пiдмножини

η1, . . . , ηk. Пiдмножини η′l та η
′′
l є такими, що з’єднанi лiнiєю l, а вираз

dist(η′l, η
′′
l ) є вiдстанню мiж цими пiдмножинами.



82

Отже, збiжнiсть розкладу (3.72) випливає з оцiнок ρ(+),T (η1, . . . , ηk | η)

(див. [52]) та внескiв F (η) зв’язних графiв, побудованих за допомогою

функцiй C−xy,вирiшальною властивiстю яких є умови:

C−xy = 0 при |x− y| ≤ r0

та

C−(β, r0) =

∫
Rd

C−0xdx <∞. (3.76)

Зауважимо також, що така нова форма запису розкладу Майєра дає

можливiсть покращити радiус збiжностi даного розкладу. В моногра-

фiї Рюеля [118] було встановлено, що такий ряд буде збiжний в крузi

|z| < e−βB−1C(β)−1,

де C(β) задано в умовi регулярностi потенцiалу (1.17).

В розглянутому випадку певне покращення радiуса збiжностi буде

полягати в тому, що

C−(β) =

∫
|x|>r0

(e−βφ−(x) − 1)dx < C(β),

тому

C−1
− > C(β)−1.

3.4. Висновки до третього роздiлу

У пiдроздiлi 3.1 дисертацiйної роботи побудовано методом Брiджеса—

Федербуша розклад Майєра для неiнтегровних потецiалiв взаємодiї;

доведено теорему 3.1 про збiжнiсть побудованого розкладу. У пiдроз-

дiлi 3.2 запропоновано новий спосiб виведення розкладу Майєра для

зв’язних кореляцiйних функцiй методами нескiнченновимiрного пуас-

сонiвського аналiзу. У пiдроздiлi 3.3 запропонована нова форма запису
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розкладiв Майєра для термодинамiчних потенцiалiв нескiнченних си-

стем статистичної механiки.

Основнi результати дослiджень третього роздiлу опублiковано в [9],

[7], [36].
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РОЗДIЛ 4

Вiльна енергiя моделi комiркового газу

В класичнiй статистичнiй механiцi найбiльший iнтерес у дослiдника

викликають фiзичнi явища з низькою температурою та системи з вели-

кою густиною частинок, де вiдбуваються фазовi переходи. В 1933 роцi

австрiйсько-нiдерландський фiзик-теоретик П. Еренфест ввiв класи-

фiкацiю фазових переходiв, згiдно з якою розрiзняють фазовi пере-

ходи першого та другого роду. До фазових переходiв першого роду

вiдносять переходи, за яких стрибком змiнюються величини, що ви-

значаються як першi похiднi термодинамiчного потенцiалу за темпе-

ратурою та тиском. При фазових переходах другого роду неперерв-

ними залишаються термодинамiчний потенцiал i його першi похiднi

за температурою та тиском, але стрибком змiнюються другi похiднi,

через якi виражають теплоємнiсть, коефiцiєнти теплового розширення

та стиску. Основи теорiї фазових переходiв другого роду були створенi

Л. Ландау у 1937 роцi.

Проблема фазових переходiв ще й досi залишається актуальною,

навiть зважаючи на цiлу низку опублiкованих дослiджень, що стосую-

ться даного питання. Так незалежно один вiд одного Р. Л. Добрушин

[20] та Р. Грiффiтс [66] довели iснування фазового переходу першого

роду для моделi Iзiнга. В роботi Грiффiтса були використанi деякi iдеї

раннiх дослiджень Пайєрлса [93]. Iснує також приклад одновимiрної

неперервної системи (так звана модель Каца), в якiй виявлено фазо-

вий перехiд першого роду (див. науковi статтi М. Каца, Г. Уленбека i
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П. Хеммери [73]; М. Каца та Є. Гельфанда [74]). Загальний опис та-

кого роду моделей мiститься в роботах Ван-Кампена [122], Лебовiца

i Пенроуза [87]. Починаючи з 1965 року над дослiдженнями iснува-

ння фазових переходiв працювали такi науковцi як Р. Л. Добрушин,

Я. Г. Сiнай, Р. А. Мiнлос, Ф. А. Березiн, Д. Рюель, Ф. Женiбер, А. Гро-

сман, А. Ф. Андрєєв, Н. В. Вдовиченко та iншi ([2], [51], [55], [26], [27],

[23], [1], [10], [11]).

Проте для звичайних неперервних систем взаємодiючих частинок

узагальнити розробленi вченими методи ще й досi не вдалося. Деякi

аналогiчнi результати були отриманi для неперервних систем в обла-

стi граничних значень достатньо малих значень параметрiв оберненої

температури β та хiмiчної активностi z. Задача зводилась до розгляду

штучних моделей — моделi Уiдома—Роулiнсона (див. [124]), при цьому

методи дослiдження базувались на теорiї ґратчастих систем (див. [47],

[61], [86], [118]).

У 2012 роцi О. Л. Ребенком була введена нова неперервна модель —

комiрковий газ [103].

Модель комiркового газу є перехiдною мiж моделями ґратчастих га-

зiв i неперервними системами статистичної механiки. В рамках введе-

ної модельної системи за порiвняно невеликий перiод часу вже вдалося

отримати ряд важливих результатiв. В роботах О. Л Ребенка спiльно з

його учнями М. В. Тертичним та С. М. Петренком [30] було показано,

що:

— для двочастинкових потенцiалiв, що мають неiнтегровну особли-

вiсть в околi нуля (посилено надстiйкi потенцiали), тиск апроксимова-

ної системи прямує до тиску дослiджуваної неперервної системи, якщо

параметр розбиття спрямувати до нуля a→ 0 для будь-яких додатнiх

значень оберненої температури β > 0 та хiмiчної активностi z. По-

дiбний результат було узагальнено для систем з багаточастинковою
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взаємодiєю [111], [112], [29];

— аналогiчно було встановлено результат для сiм’ї кореляцiйних

функцiй, але лише для областi достатньо малих значень параме-

тра z, значення якого обмежувались радiусом збiжностi розкладiв

Кiрквуда—Зальцбурга для кореляцiйних функцiй системи [112]. Для

довiльних додатнiх значень параметрiв z, β i для парних i для ба-

гаточастинкових посилено надстiйких потенцiалiв вдалося завершити

побудову квазiнеперервної апроксимацiї для кореляцiйних функцiй в

роботi [30];

— спираючись на квазiнеперервну апроксимацiю для систем з двоча-

стинковою взаємодiєю нескiнченного радiуса дiї, було запропоновано

нове просте доведення єдиностi граничної кореляцiйної функцiї, яка

не залежить вiд граничних умов. Доведено, що в класi мiр помiрного

росту при малих значеннях параметра активностi z iснує єдина мiра

Гiббса з вiдповiдною граничною кореляцiйною функцiєю [98], [30].

Зауважимо, що наведенi результати були отриманi в рамках велико-

го канонiчного ансамблю. Бiльш складнiшою задачею виявилось вста-

новлення подiбного результату для вiльної енергiї Гельмгольца, оскiль-

ки в даному випадку дослiдження вiдбуваються в канонiчному ансам-

блi.

У цьому роздiлi буде показано, що для довiльних позитивних зна-

чень оберненої температури β > 0 та питомого об’єму v > 0 апрокси-

мована вiльна енергiя модельної системи буде прямувати до вiльної

енергiї неперервної системи, коли параметр розбиття a → 0. Також

доведемо, що функцiя апроксимованої вiльної енергiї є монотонною,

неперервною, вгнутою функцiєю вiд питомого об’єму v.
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4.1. Конфiгурацiйний простiр та термодинамiчнi

функцiї моделi комiркового газу

Якщо розбити простiр Rd на маленькi неперетиннi d-вимiрнi куби, то

для кожної конфiгурацiї весь простiр подiлиться на областi, в яких у

кожному кубику мiститься двi i бiльше точок конфiгурацiй (щiльна

частина конфiгурацiї) та областi, де в кубиках буде 0 або 1 точка кон-

фiгурацiї (розрiджена частина конфiгурацiї). Бiльш детальнiше таке

розбиття було описане в першому роздiлi (див. (1.7)-(1.10)).

Нескiнченну систему частинок, конфiгурацiйний простiр якої скла-

дається з розрiджених конфiгурацiй, розглядають як модель комiрко-

вого газу. Зауважимо, що це не означає, що частинка весь час пере-

буває в одному i тому ж кубику; конфiгурацiї неперервно перемiщую-

ться в просторi, але це вiдбувається за умови, що в кожному кубику

перебуватиме одна частинка. Зупинемось детальнiше на описi конфi-

гурацiйного простору модельної системи.

Означення 4.1. Для заданого розбиття ∆a простору Rd система ко-

мiркового газу визначається конфiгурацiйним простором (1.9).

При цьому для моделi комiркового газу конфiугацiйний простiр Γ(dil)

будемо позначати Γ̃(a).

Для того, щоб описати множини простору Γ(dil), перевизначимо його

як простiр маркованих конфiгурацiй:

Γ(a) := {γ̃ = {(∆1, x1), . . . , (∆n, xn), . . . } | ∆i 6= ∆j, i 6= j}, (4.1)

де xi ∈ ∆i ⊂ Rd, ∆i ∈ ∆a. Тобто даний простiр можна представити як

дискретну множину обмежених неперервних "спiнiв"(див. наприклад,

[59], [60]).

При цьому аналогiчно до (1.6) введемо множину скiнченних конфi-
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гурацiй Γ̃
(a)
0 :

Γ̃
(a)
0 =

∐
n∈N0

Γ̃(a;n), (4.2)

де Γ̃(a;n) — це простiр конфiгурацiй в γ̃ ∈ Γ̃
(a)
0 , який складається з n

кубiв {∆1, . . . ,∆n} ⊂ ∆a i вiдповiдних положень {x1 ∈ ∆1, . . . , xn ∈
∆n}.

Позначимо через Xn множину кубiв ∆j ∈ ∆a, а через Xn ⊂ Rd

об’єднання цих кубiв. Нехай X∆j
— це борелiвськi множини в B(∆j) :=

B(Rd) � ∆j,∆j ∈ ∆a. Тодi цилiндричну множину X̃(n)
N = X̃

(n)
N (ΛN ,XN)

в Γ̃(a;n) i Γ̃
(a)
0 можна визначити за допомогою фiксованої множини ΛN

i послiдовностi множин X∆j
, j = 1, N наступним чином (n ≤ N):

X̃
(n)
N {{(∆1, x1), . . . , (∆n, xn)} ∈ Γ̃(a;n)|Λn j ΛN , xj ∈ X∆j

, j = 1, N}

(4.3)

та

X̃ :=
⋃
n∈N

⋃
ΛN⊂Λn

⋃
XN

N∐
n=0

X̃
(n)
N (ΛN ,XN) ∈ B(Γ̃0

(a)
) (4.4)

де XN = {X∆1
, . . . ,X∆N

}.
Визначимо мiру Лебега—Пуассона на Γ̃

(a)
0 . Для цього спершу визна-

чимо мiру σ̃(n) на множинi (4.3):

σ̃(n)(X
(n)
N (ΛN ,XN)) =


1, для n = 0,∑
Λn⊆ΛN

σ(X∆1
)σ(X∆2

) . . . σ(X∆n
), для 1 ≤ n ≤ N,

0, для n ≥ N .

(4.5)

Введемо також функцiю-iндикатор для розрiджених конфiгурацiй
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формулою:

χ∆
−(γ) =

1, якщо |γ∆| = 0 ∨ 1;

0, в iншому випадку.
(4.6)

Використовуючи (4.6), можна порахувати, що для 1 ≤ n ≤ N

σ(n)(X̃
(n)
N (ΛN ,XN)) =

1

n!

∫
XN

dx1 . . .

∫
XN

dxn

N∏
i=1

χ∆i
− ({x1, . . . , xn}) (4.7)

де XN :=
N⋃
i=1

X∆i
i dxi = σ(dxi). Тодi мiру Лебега—Пуассона на Γ̃

(a)
0 i

Γ̃
(a)

ΛN
можна визначити формулою:

λ(a)
σ :=

∞∑
n=0

σ(n). (4.8)

Враховуючи (4.7), для довiльної F ∈ L1(Γ0, λσ)∫
Γ̃

(a)
0

F (γ̃)λ(a)
σ =

∫
Γ0

F (γ)
∏

∆∈∆a

χ∆
−(γ)λσ(dγ). (4.9)

Отже, будемо розглядати двочастинковий потенцiал взаємодiї φ(|x−
y|), де φ : R+ → R ∪ {+∞}, який буде задовольняти умову A (див.

(1.17)-(1.20)).

Надзвичайно важливим залишається той факт, що багато явищ не

залежать якiсно вiд точного виду потенцiалу взаємодiї, а лише вiд за-

гального характеру його поведiнки на великих та малих вiдстанях |x|.
В зв’язку з цим будемо розглядати потенцiали, графiки яких мають

такий же характер, що i графiк потенцiалу Ленарда—Джонса, зобра-

жений на рисунку 1.1 у першому роздiлi.

Бiльшiсть фiзичних характеристик системи визначаються за допо-

могою термодинамiчних потенцiалiв. До таких термодинамiчних по-

тенцiалiв належать внутрiшня енергiя, ентальпiя, вiльна енергiя, вiль-
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на ентальпiя, тиск та iншi. Термодинамiчнi потенцiали зазвичай зале-

жать лише вiд двох параметрiв системи: так, наприклад, тиск зале-

жить вiд значення оберенної температури β та активностi z системи,

а вiльна енергiя вiд оберненої температури β та питомого об’єму v.

Цiкавим залишається той факт, що знаючи, наприклад, вiльну енер-

гiю, можна знайти тиск системи, встановивши таким чином рiвняння

стану.

Визначимо основнi термодинамiчнi функцiї для моделi комiркового

газу. Для цього спершу означимо статистичнi суми великого канонi-

чного та канонiчного ансамблiв, при цьому скористаємось функцiєю-

iндикатором для розрiджених конфiгурацiй, яка була введена за до-

помогою формули (4.6):

— велика статистична сума

Z
(a)
Λ (z, β) =

∫
Γ

(dil)
Λ

e−βU(γ)λzσ(dγ) =

∫
ΓΛ

∏
∆∈∆a,Λ

χ∆
−(γ)e−βU(γ)λzσ(dγ), (4.10)

— статистична сума канонiчного ансамблю

Z
(a)
Λ (N, β) =

∫
Γ

(N)
Λ

∏
∆∈∆a,Λ

χ∆
−(γ)e−βU(γ)λλ−dD σ(dγ). (4.11)

Означення вiльної енергiї та тиску модельної системи ґрунтується

на безпосередньому фiзичному змiстi статистичних сум великого кано-

нiчного та канонiчного ансамблiв, що були введенi у формулах (4.10)

та (4.11):

— тиск

p(a)(z, β) = lim
Λ↑Rd

p
(a)
Λ (z, β) :=

1

β
lim
Λ↑Rd

1

σ(Λ)
logZ

(a)
Λ (z, β); (4.12)

— вiльна енергiя

f (a)(v, β) = lim
N→∞
Λ↑Rd

f
(a)
Λ (N, β) := −1

β
lim
N→∞
Λ↑Rd

1

N
logZ

(a)
Λ (N, β). (4.13)
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Зауваження 4.1. Основною iдеєю введення апроксимацiї є той факт,

що у виразах для основних термодинамiчних характеристик систем

iнтегрування здiйснюється не по всьому простору конфiгурацiй ΓΛ, а

тiльки по тих конфiгурацiях, якi мiстять для заданого фiксованого

розбиття ∆a не бiльше, нiж одну частинку в кожному кубi ∆ ∈ ∆a.

При цьому основнi характеристики системи комiркового газу апро-

ксимують неперервну систему з будь-якою наперед заданою точнiстю.

4.2. Властивостi вiльної енергiї комiркового газу

як функцiї питомого об’єму v

Аналiтично вiльну енергiю f(v) нескiнченної системи визначають за

допомогою статистичної суми канонiчного ансамблю Гiббса, викори-

стовуючи формулу (1.49).

Першi спроби доведення iснування границi (1.49) були проробленi

Ван-Ховом в 1949 роцi для потенцiалу з твердою серцевиною. З цi-

єю метою вчений розробив метод, який нагадує метод “викидань”, що

зазвичай використовують при асимптотичному дослiдженнi сум зале-

жних величин [121]. Проте думки, викладенi Ван-Ховом, мiстили деякi

протирiччя. Перше строге доведення iснування границi (1.49) було за-

пропоноване Рюелем в 1963 роцi [116], який доповнив метод Ван-Хова.

Однак вказанi Рюелем умови, якi мав задовольняти потенцiал взає-

модiї частинок, були не досить природнiми. Зазначимо, що над про-

блемою доведення iснування границi (1.49) також працювали Фiшер

та Повзнер. Окремої уваги заслуговує робота Р. Л. Добрушина [17],

присвячена дослiдженню загальних умов iснування скiнченної границi

вiльної енергiї f(v), якi виявились в деякому сенсi ще й необхiдними.

Ми ж ставимо за мету довести iснування границi для вiльної енер-

гiї комiркового газу (4.13), а також продемонструвати, що функцiя



92

f (a)(v, β) є монотонною, неперервною, вгнутою функцiєю вiд питомо-

го об’єму v.

Теорема 4.1. Нехай двочастинковий потенцiал взаємодiї φ(|x|) за-

довольняє умови (A) (див. (1.17)-(1.20)) Тодi iснує деяке 0 ≤ v0 <∞
таке, що для всiх v > v0 iснує границя

f (a)(v, β) = lim
N→∞
Λ↑Rd

f
(a)
Λ (N, β) := −1

β
lim
N→∞
Λ↑Rd

1

N
logZ

(a)
Λ (N, β). (4.14)

Функцiя f (a)(v, β) є монотонною, неперервною, вгнутою функцiєю

вiд питомого об’єму v.

Доведення. Будемо проводити доведення для випадку d = 3. Дове-

демо спочатку iснування границi (4.14). Парний потенцiал взаємодiї

точкових частинок φ є неперервною функцiєю на R+\{0} i задоволь-

няє умову стiйкостi (1.13), тому

Z
(a)
Λ (N, β) :=

∫
Γ

(dil)
Λ

e−βU(γ)λσ(dγ) ≤ |Λ|
N

N !
eCN , (4.15)

де C = βB < ∞, а |γ| = N , тому з цiєї нерiвностi слiдує iснування

скiнченної верхньої границi

lim
N→∞
Λ↑Rd

1

N
logZ

(a)
Λ (N, β). (4.16)

Доведемо слiдом за Добрушиним iснування скiнченної нижньої гра-

ницi

lim
N→∞
Λ↑Rd

1

N
logZ

(a)
Λ (N, β).
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Нехай y0 таке, що при y′ > y0 потенцiал взаємодiї φ(y) ≤ h < ∞,

y ≥ y′. Покажемо, що при v > v0

lim
N→∞
Λ↑Rd

1

N
logZ

(a)
Λ (N, β) > −∞ (4.17)

Нехай ŷ > y′, а y′ таке, що φ(y) ≤ C <∞ при y > y′. Для довiльного

v̂ > v0 iснує куб Λ1 з ребром довжини r i в ньому система точок

x̂1, . . . , x̂N̂ такi, що |Λ1|
N̂

= v̂, |x̂i − x̂j| ≥ ŷ, де i 6= j та i, j = 1, . . . , N̂ ,

при чому всi точки знаходяться на вiдстанi вiд граней кубу не менше,

нiж на ŷ/2. Нехай Λk — куб з ребрами довжини kr (де k ∈ Z), що

лежить на додатнiх координатних пiвосях i нехай цей куб розбитий

на k3 пiдкубiв Ui i = 1, k3, конгруентних Λ1 i цi пiдкуби занумерованi

так, щоб сума пiдкубiв U1, . . . , U(k−1)3 спiвпадала з кубом Λk−1. Спiльнi

гранi пiдкубiв слiд враховувати лише до одного iз них, так, щоб куби

Ui не перетинались. Для довiльного цiлого N нехай ΛN — це куб Λk(N),

де N̂(k(N)− 1)3 < N ≤ N̂(k(N))3. Очевидно, що

|ΛN |
N

=
(k(N))3|Λ1|

N
=

(k(N))3|Λ1|
N̂(k(N))3

→ v̂ (4.18)

Отже, сторона куба ΛN в k(N) раз бiльша за сторону куба Λ1.

Назвемо набiр точок {x1, . . . , xN} iз ΛN “видiленим”, якщо |xi−xj| ≥
y′, i, j = 1, . . . , N , i 6= j, в кожному iз пiдкубiв Ui мiститься не бiльше,

нiж N̂ точок, а в кожному iз пiдкубiв Ui, i = 1, . . . , (k(N) − 1)3, що

знаходяться в Λk(N)−1, буде рiвно N̂ точок. Вiдповiдну множину таких

конфiгурацiй будемо позначати γ ∈ ΓW , де ΓW ⊂ ΓΛ.

Якщо ξ1, . . . , ξN — випадковi величини, то ймовiрнiсть видiлених

наборiв

P

(
{ξ1, . . . , ξN} ∈ ΓW

)
≥ N !

( 4
3πε

3

|ΛN |

)N
, (4.19)
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де 4
3πε

3 — об’єм сфери радiуса ε.

Для моделi комiркового газу простором конфiгурацiй є простiр Γ(dil),

тому в кубиках не може перебувати бiльше однiєї частинки. Для то-

го щоб продовжити доведення теореми, використовуючи дослiдження

Добрушина, необхiдно узгодити розбиття простору на куби.

Будемо вважати, що куб Λ1, про який було описано вище, ще дода-

тково розбитий на куби ∆i′ так, що в кожному з цих ∆i′ знаходилось

0 або 1 частинка. Оскiльки вище було сказано, що в кубi Λ1 мiсти-

ться система з N̂ точок, то щонайменше в кубi Λ1 буде мiститись N̂

кубiв ∆i′. Також будемо розглядати таке розбиття Λ1 на куби ∆i′, де

довжина ребер кубiв ∆i′ є меншою, нiж найменша вiдстань мiж двома

частинками в кубi Λ1. Зауважимо також, що число кубiв ∆i′ повинно

бути цiлим.

Пiдкуби Ui i = 1, k3, конгруентнi Λ1, теж автоматично ще додатково

будуть розбитi на куби ∆i′ так, щоб в кожному ∆i′ мiстилось щонай-

бiльше 1 частинка.

Розглянемо χ(y) — монотонно-незростаючу невiд’ємну функцiю та-

ку, що при деякому 0 < b <∞

∞∫
b

χ(y)yd−1dy <∞ (4.20)

та

φ(y) ≤ χ(y), при y ≥ b. (4.21)

Доозначимо функцiю χ(y) при y < b, нехай χ(y) = max(χ(b), h),

y < b. Тодi функцiя χ(y) монотонно незростає. Враховую-

чи (4.21) та означення функцiї χ(y), а також видiлених наборiв
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γ = {x1, . . . , xN} ∈ ΓW , потенцiал взаємодiї φ(|xi − xj|) ≤ χ(|xi − xj|),
звiдки буде слiдувати, що потенцiальна енергiя

U(γ ∈ ΓW ) ≤ 1

2

∑
i6=j

χ(|xi − xj|). (4.22)

Нехай yil — точка пiдкубу Ul, яка є найбiльш вiддалена вiд точки

xi. Тодi якщо Ul ⊂ Λk, то

∑
xj∈Ul

χ(|xi − xj|) ≤ N̂χ(|xi − yil|) =

=
N

|Λ1|

∫
Ul

χ(|xi − yil|)dx ≤
N̂

|Λ1|

∫
Ul

χ(|xi − x|+ r
√

3)dx, (4.23)

де x — довiльна точка, r
√

3 — максимальний дiаметр куба Ul. Тодi

виконуватиметься нерiвнiсть

∑
j 6=i

χ(|xi − xj|) ≤
N̂

|Λ1|

∫
Λk

χ(|xi − x|+ r
√

3)dx, i = 1, N. (4.24)

Так як для довiльної точки xi ∈ Λk кубу Λk належить перетин сфери

радiуса k(N)r з центром в точцi xi з прямокутним сферичним кутом,

що рiвний повному куту, враховуючи (4.24), отримаємо, що при γ ∈ ΓW

i достатньо великих N

U(γ ∈ ΓW ) ≤ 4πN
N̂

|Λ1|

k(N)r∫
0

χ(y + r
√

3)y2dy =

4π
N̂

|Λ1|
N

[
max(χ(b), h)

(b+ r
√

3)3

3
+

∞∫
b

χ(y)(y + r
√

3)2dy

]
. (4.25)
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Враховуючи умову (4.20) i як видно iз (4.25), що при деякомуD <∞
для γ ∈ ΓW

U(γ) ≤ DN. (4.26)

Тодi (4.19) та означення (4.11) отримуємо нерiвнiсть

Z
(a)
Λ (N, β) ≥ |ΛN |N

N !
N !

( 4
3πε

3

|ΛN |

)N
e−βDN =

(
4

3
πε3e−βD

)N
, (4.27)

звiдки i буде слiдувати iснування скiнченної нижньої границi (4.17).

Для доведення iснування границi (4.14) залишилось показати, що

верхня та нижня границi спiвпадають. Зазначимо, що з умови (4.20)

буде слiдувати, що y3χ(y) → 0 коли y → ∞, iнакше iнтеграл в (4.20)

був би логарифмiчно розбiжний. Насправдi, якщо це не так, то iснує

послiдовнiсть y1, y2, . . . така, що yi ≥ 2yi−1 та χ(yi) ≥ C
y3
i
, де C > 0.

Оскiльки χ(y) — монотонна, то

∞∫
0

χ(y)y2dy ≥
∞∑
i=2

yi∫
yi−1

χ(yi)y
2dy ≥ 1

3

∞∑
i=2

C

y3
i

(
y3
i − y3

i−1

)
≥

≥ 1

3

∞∑
i=2

C

y3
i

(
y3
i − (

yi
2

)3
)

=
1

3
· 7

8

∞∑
i=2

Cy3
i

y3
i

=∞,

що суперечить умовi (4.20).

Введемо монотонно-спадну функцiю æ(y) → 0 при y → ∞ таку,

що y3χ(y) ≤ æ(y). Нехай λ(y) = max
(
y

1
2 [æ(y

1
2 )]

1
6

)
. Важливi наступнi

властивостi цiєї функцiї:

1) λ(y)→ 0 при y →∞;

2) yλ(y)→∞ при y →∞;
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3)y3χ(yλ(y)) ≤ æ(yλ(y))

(λ(y))3
≤

≤ æ(y
1
2 )

(λ(y))3
≤ (æ(y

1
2 ))

1
2 → 0 при y →∞. (4.28)

Нехай задано два куби Λ1 з об’ємом |Λ1| = VN1
= V1 i Λ2 з об’ємом

|Λ2| = VN2
= V2 (N1 < N2, тобто V1 ⊂ V2) зi сторонами z1 = 3

√
V1;

z2 = 3
√
V2 вiдповiдно.

Визначимо цiле число r(N1, N2) таким чином:

r(N1, N2)z1

(
1 + λ(z1)

)
≤ z2 <

(
r(N1, N2) + 1

)
z1

(
1 + λ(z1)

)
. (4.29)

Тодi в середину куба Λ2 можна вкласти

M(N1, N2) =
[
r(N1, N2)

]3 (4.30)

кубiв H1, H2, . . . , HM(N1,N2), що не будуть перетинатись, конгруентних

Λ1. Вiдстань мiж цими кубами буде z1λ(z1). Нехай

N2 = n1 + n2 + . . .+ nM , n̄ = max
k=1,...,M

nk, (4.31)

де nk — фiксованi цiлi числа. Нехай γ = {x1, . . . , xN2
} — видiленi

конфiгурацiї (γ ∈ ΓW ⊂ ΓΛ2
) (при цьому рiвно n1 серед точок нале-

жать кубу H1, рiвно n2 належать H2, . . . , рiвно nM належать кубу

HM). Якщо ξi — випадкова величина, що набуває значень xi, то

P
(
{ξ1, . . . , ξN2

} ∈ ΓW
)

=
N2!

n1! . . . nM !

(
VN1

VN2

)N2

. (4.32)

Якщо γ ∈ ΓW , то

U(γ) =
M∑
k=1

∑
{xi,xj}∈Hk

φ(|xi − xj|) +
∑
k 6=l

∑
xi∈Hk
xj∈Hl

φ(|xi − xj|). (4.33)
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Точки розподiленi по кубам Hi, куби знаходяться один вiд одного

на вiдстанi z1λ(z1). Оцiнимо другий доданок в (4.33).

Для цього введемо функцiю

χ̃(y) =

χ(y), якщо y ≥ z1λ(z1);

χ(z1λ(z1)), якщо y < z1λ(z1).
(4.34)

Якщо y < 0, то χ̃(y) покладемо рiвним χ(z1λ(z1)).

НехайN1 — достатньо велике, тодi i сторона z1 — достатньо велика, а

тому z1λ(z1) — досить велика, якщо куби знаходитимуться на вiдстанi

b один вiд одного, то φ(|xi − xj|) < χ(|xi − xj|) (xi та xj належать

рiзним кубам). Зафiксуємо якесь χi0 ∈ Hk0
, тодi:∑

xj 6∈Hk0

φ
(
|xi0−xj|

)
≤
∑

xj 6∈Hk0

χ
(
|xi0−xj|

)
=
∑

xj 6∈Hk0

χ̃
(
|xi0−xj|

)
. (4.35)

Нехай yi0k — вiдстань вiд точки xi0 до куба Hk. Всi куби Hk мають

об’єм VN1
. Тодi

∑
xj 6∈Hk

χ̃(|xi0 − xj|) =
M∑
k=1
y0 6=y

∑
xj∈Hk

χ̃(|xi0 − xj|);

∑
xj∈Hk

χ̃(|xi0 − xj|) ≤ n̄χ̃(yi0k)
1

VN1

∫
Hk

dx =
n̄

VN1

∫
Hk

χ̃(yi0k)dx ≤

≤ n̄

VN1

∫
Hk

χ̃
(
|x− xi0| − z1

√
3
)
dx, (4.36)

оскiльки χ̃(yi0k) < χ̃
(
|x− xi0| − z1

√
3
)
.

Окремо продемонструємо, що yi0k > |x− xi0| − z1

√
3. Нехай A — це

така точка, яка належить кубу Hk i найближче розташована до точки

xi0, що не належить даному кубику Hk, сторона якого дорiвнює z1

(див. рис. (4.1)). Зрозумiло, що вiдстань мiж точкою A ∈ Hk i точкою
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x ∈ Hk не буде перевищувати довжини дiагоналi куба, тобто числа
√

3z1, тому |x − A| < z1

√
3. З нерiвностi трикутника отримуємо, що

yi0 < |x − A| + yi0k, де yi0 = |x − xi0|, yi0k = |A − xi0|, оскiльки |x −
A| < z1

√
3, то yi0k > |x− xi0| − |x− A| > |x− xi0| − z1

√
3.

Рис. 4.1:

Отже,∑
xj 6∈Hk0

φ(|xi0 − xj|) ≤
n̄

VN1

M∑
k=1
y0 6=y

∫
Hk

χ̃(|x− xi0| − z1

√
3)dx ≤

≤ n̄

VN1

∫
ΛN2

χ̃
(
|x− xi0| − z1

√
3
)
dx. (4.37)

Зробимо замiну змiнних, перейшовши до сферичних координат.

y = |x− xi0|

x(x) − x(x)
i0

= y cosϕ sin θ

x(y) − x(y)
i0

= y sinϕ sin θ

x(z) − x(z)
i0

= y cos θ

Тодi отримуємо:∑
xj 6∈Hk0

φ(|xi0 − xj|) ≤
n̄

VN1

4π

∞∫
0

y2χ̃(y − z1

√
3)dy =
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=
4πn̄

VN1

(
χ
(
z1λ(z1)

) z1(λ(z1)+
√

3)∫
0

y2dy+

∞∫
z1λ(z1)

(y+z1

√
3)2χ(y)dy

)
. (4.38)

Враховуючи (4.28) i (4.20), функцiя вiд z1, що знаходиться в дужках

в (4.38) буде наближатись до 0 при z1 →∞. Тому для деякої функцiї

µ(N)→ 0 при N →∞, вид якої залежить виду функцiї χ(y), як слiдує

з (4.38), (4.37) i (4.32) при γ ∈ ΓW

U(γ) ≤
M∑
k=1

∑
{xi,xj}∈Hk

φ(|xi − xj|) +
N2µ(N1)n̄

VN1

. (4.39)

Скористаємось далi тим, що для будь-якого розбиття числа N2 на

числа n1, . . . , nM N2 = n1 + . . .+nM , у кожному з кубiв Λ1, . . . ,ΛM (де

|Λ1| = . . . = |ΛM |, тобто V1 = . . . = VM) буде перебувати n1, . . . , nM

частинок i
M⋃
k=1

Λk ⊂ Λ2, також для кожної функцiї f({x1, . . . , xN2
}) ≥ 0

1

N2!

∫
Λ2

dx1 . . .

∫
Λ2

dxN2
f({x1, . . . , xN2

}) ≥

≥
M∏
k=1

1

nk!

∫
Λk

dx
(k)
1 . . .

∫
Λk

dx
(k)
N2
f({x(1)

1 , . . . , x
(M)
kM
}). (4.40)

Тодi враховуючи оцiнку (4.39), тримаємо:

1

N2!
Q(a)(ΛN2

, N2) ≥
M∏
k=1

Q(a)(ΛN1
, nk)

nk!
e
−βn̄µ(N1)N2

VN1 , (4.41)

де Q(a)
Λ (N, β) = N !Z

(a)
Λ (N, β).

Розглянемо довiльну послiдовнiсть кубiв, для яких правильним є

умова Vk
N → v, N →∞ та v > v0. Як видно з (4.29), (4.30) i того, що
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λ(z1)→ 0 при N1 →∞, якщо N1 →∞ i N2

N1
→∞, тодi

M(N1, N2) ∼
z3

2

z3
1

(
1 + λ(z1)

)3 ∼
N2

N1
. (4.42)

Адже з (4.29) маємо

z2

r(N1, N2)
∼ z1(1 + λ(z1)) => r(N1, N2) ∼

z2

z1(1 + λ(z1))
,

M = (r(N1, N2))
3 => M ∼ z3

2

(z1(1 + λ(z1)))3
∼ N2

N1
,

оскiльки λ(z1)→ 0.

Для довiльного ε > 0 можна при всiх достатньо великих N1 i N2

N1

вибрати числа nk в (4.31) так, щоб по меншiй мiрi (1 − ε)M(N1, N2)

iз цих чисел дорiвнює N1, а всi iншi були заключенi по величинi мiж

N1 i |ΛN1
|

V̄
, де v > v̄ > v0. З нерiвностi (4.17) слiдує, що iснує K > −∞

таке, що при V
N > v̄ i при всiх достатньо великих V та N

1

N !
Q(a)(V,N) ≥ eKN , (4.43)

звiдки отримуємо, що[
εM(N1,N2)

]∏
k=1

Q(a)(Vk, nk)

nk!
≥ eKN1εM(N1,N2),

отже
Q(a)(ΛN2

, N2)

N2!
≥
[
Q(a)(ΛN1

, N1)

N1!

](1−ε)M(N1,N2)

×

×eKN1εM(N1,N2)−βµ(N1)N2
v̄ . (4.44)

Iз (4.42) та (4.44) слiдує, що для довiльного δ > 0 знайдеться Nδ

настiльки велике, що для довiльного фiксованого N1 > Nδ нижня гра-

ниця

lim
N2→∞

1

N2
log

Q(a)(ΛN2
, N2)

N2!
≥ (1− δ) 1

N1
log

Q(a)(ΛN1
, N1)

N1!
− δ. (4.45)



102

Якщо в цiй нерiвностi у правiй частинi N1 →∞, отримаємо

lim
N2→∞

1

N2
log

Q(a)(ΛN2
, N2)

N2!
≥ (1−δ) lim

N1→∞

1

N1
log

Q(a)(ΛN1
, N1)

N1!
−δ. (4.46)

Оскiльки δ > 0 — довiльне, то нижня границя i верхня спiвпадають.

Тому iснує границя (4.14).

Щоб довести твердження теореми про вгнутiсть функцiї f (a)(v) роз-

глянемо числа v2 > v1 > v0 та λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0, λ1 + λ2 = 1,

λ1v1 + λ2v2 = v. Застосуємо нерiвнiсть (4.41). Для цього зазначимо,

що в силу (4.42) для довiльного ε > 0 i всiх достатньо великих N1 та

N2/N1 можна вибрати числа nk в (4.31) так, щоб λ1v1

v (1− ε)M(N1, N2)

iз них дорiвнювали ñ1 =
[
VN1

v−1
1

]
, а λ2v2

v (1 − ε)M(N1, N2) iз них до-

рiвнювати числу ñ2 =
[
VN1

v−1
2

]
, а решта не перевищували VN1

v̄−1, де

v̄ > v0.

Аналогiчно до попереднiх мiркувань, отримуємо

f (a)(v) = −1

β
lim
N2→∞

1

N2
log

Q(a)(NN2
, N2)

N2!
≤

≤ −1

β

[
λ1

1

ñ1
log

Q(a)(VN1
, ñ1)

n1!
+λ2

1

ñ2
log

Q(a)(VN1
, ñ2)

n2!

]
(1−δ)−δ. (4.47)

Оскiльки при N1 →∞
VN1

ñ1
→ v1,

VN1

ñ2
→ v2, то в результатi переходу

до границi при N1 →∞ в правiй частинi нерiвностi (4.47) отримуємо,

що

f (a)(λ1v1 + λ2v2) ≤ λ1f
(a)(v1) + λ2f

(a)(v2), (4.48)

що i доводить вгнутiсть функцiї f (a)(v).

Монотоннiсть f (a)(v) слiдує з того, що Q(a)
Λ (N, β) монотонно зале-

жить вiд Λ. Неперервнiсть f (a)(v) є наслiдком її монотонностi i вгну-

тостi.
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4.3. Теорема про апроксимацiю вiльної енергiї то-

чкового газу вiльною енергiєю комiркового га-

зу

Теорема 4.2. Нехай двочастинковий потенцiал взаємодiї φ(|x|) за-

довольняє умови (А) (див. (1.17)–(1.20)). Тодi для будь-якого ε > 0

iснує значення параметру розбиття a1 = a1(v, ε) > 0 таке, що умова

|f(v, β)− f (a)(v, β)| < ε (4.49)

буде виконуватись для всiх позитивних значень v, β i a ∈ (0; a1(v, ε)).

Доведення. Для доведення нам буде потрiбний наступний розклад для

одиницi:

1 =
∏

∆∈∆̄a,Λ

[
χ∆
−(γ) + χ∆

+(γ)
]

=
∑

X⊆∆̄a,Λ

χ̃X̄+ (γ)χ̃
∆̄a,Λ\X̄
− (γ), (4.50)

що буде виконуватись для довiльного γ ∈ ΓΛ i деякого фiксованого

розбиття ∆a,Λ. У формулi (4.49) були використанi наступнi факти:

χ̃Ȳ±(γ) :=
∏

∆∈∆̄a,Y

χ∆
±(γ), (4.51)

∑
X̄⊆∆̄a,Λ

(. . . ) =

Nk∑
k=0

∑
X̄k⊆∆̄a,Λ

(. . .), (4.52)

де множина X̄k := {∆1, . . . ,∆k}, а число NΛ := σ(Λ)
ad

— кiлькiсть ку-

бикiв ∆ у множинi Λ, при цьому σ(Λ) означає мiру Лебега множини

Λ.

Пiдставимо одиницю, що виражається формулою (4.50), в означення

статистичної суми канонiчного ансамблю (4.11), тодi:

ZΛ(N, β) =
∑

X̄⊂∆̄a,Λ

∫
Γ

(N)
Λ

χ̃X̄+ (γ)χ̃
∆̄a,Λ\X̄
− (γ)e−βU(γ)λσ(dγ). (4.53)
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Перший доданок у (4.53) при X̄ = ø буде спiвпадати з Z(a)
Λ (N, β), що

задана формулою (4.13). Тодi вираз (4.53) можна переписати у такому

виглядi:

ZΛ(N, β) = Z
(a)
Λ (N, β)Z

(+)
Λ (N, a, β), (4.54)

де

Z
(+)
Λ (N, a, β) = 1+

1

Z
(a)
Λ (N, β)

∑
ø 6=X̄⊆∆̄a,Λ

∫
Γ

(N)
Λ

χ̃X̄+ (γ)χ̃
∆̄a,Λ\X̄
− (γ)e−βU(γ)λσ(dγ).

(4.55)

Використовуючи означення для вiльної енергiї (4.13) та формулу

(4.55), а також властивостi логарифма, отримаємо:

fΛ(N, β) = − 1

βN
logZΛ(N, β) =

= − 1

βN
log(Z

(a)
Λ (N, β) · Z(+)

Λ (N, a, β)) =

= − 1

βN
logZ

(a)
Λ (N, β)− 1

βN
logZ

(+)
Λ (N, a, β) =

= f
(a)
Λ (N, β) + ∆f

(a)
Λ (N, β), (4.56)

де

∆f
(a)
Λ (N, β) := − 1

βN
logZ

(+)
Λ (N, a, β) (4.57)

Для того, щоб встановити оцiнку для другого доданку у виразi (4.56)

представимо енергiю U(γ) у виглядi:

U(γ) = U(γX) +W (γX ; γΛ\X) + U(γΛ\X), (4.58)
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де

W (γ; η) :=
∑
x∈γ
y∈η

φ(|x− y|), γ, η ∈ Γ0. (4.59)

Далi використаємо умову (1.15), тодi:

e−βU(γX)e−βW (γX ;γΛ\X) ≤
∏

∆∈∆̄a,x

e−βA(a)|γ∆|m+βC(a)|γ∆| := Ex, (4.60)

де

C(a) = B(a) + v0(a). (4.61)

Позначимо iнтеграл в (4.55) (пiсля оцiнки (4.61)) лiтерою IX i перепи-

шемо вираз для I ′X = IXN ! в такiй формi:

I ′X = (

∫
X

dx1 +

∫
Λ\X

dx1) . . . (

∫
X

dxN+

+

∫
Λ\X

dxN)Exχ̃
X̄
+ (γX)e−βU(γΛ\X)χ̃

∆̄a,∆\X̄
− (γΛ\X). (4.62)

Кожна iз множин X̄ є об’єднанням k кубикiв ∆1, . . . ,∆k, де

k ∈ {1, . . . , NΛ}. У кожному з цих кубiв ∆j, де j ∈ {1, . . . , k}, повинно
знаходитись не менше, нiж двi змiннi з конфiгурацiї γ = {x1, . . . , xN}.
Позначимо кiлькiсть змiнних, що знаходяться в кубиках ∆1, . . . ,∆k

лiтерою M = m1 + . . .+mk. Очевидно, що M ∈ {2k, . . . , N} i mj ≥ 2,

j ∈ {1, . . . , k}. Серед 2N iнтегралiв, що виникнуть у правiй части-

нi рiвностi (4.62), не будуть обертатись в нуль тiльки тi доданки, у

яких iнтегрування за змiнними {x1, . . . , xM} буде вiдбуватись по обла-

стi Xk =
k⋃
i=1

∆i, а iнтегрування за змiнними {xm+1, . . . , xN} по областi

Λ\Xk =
N⋃

i=k+1

∆i. За рахунок симетричностi пiдiнтегральних функцiй
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вiдносно змiнних {x1, . . . , xN} кiлькiсть доданкiв в сумi Ix буде скла-

дати CM
N = N !

(N−M)!M ! , а вiдповiднi функцiї χ̃Ȳ±(Ȳ = X̄ або Ȳ = ∆̄a,Λ\X̄)

будуть залежати тiльки вiд конфiгурацiй в X або Λ\X:

χ̃X̄+ (γ) = χ̃X̄+ (γX) = χ̃X̄+ ({x1, . . . , xM})

χ̃
X̄a,Λ\X̄
− (γ) = χ̃

X̄a,Λ\X̄
− (γΛ\X) = χ̃X̄− ({xM+1, . . . , xN})

Отже,

Z+
Λ (N, a, β) ≤ 1 +

NΛ∑
k=1

∑
{∆1,...,∆k}⊆∆̄a,Λ

N∑
M=2k

1

M !

∫
Xk

dx1 . . .

∫
Xk

dxM×

×χ̃X̄k
+ ({x1, . . . , xM})

∏
∆∈∆̄a,X

e−βA(a)|γ∆|m+βC(a)|γ∆|
Z

(a)
Λ\Xk

(N −M,β)

Z
(a)
Λ (N, β)

. (4.63)

Кожна з функцiй-iндикаторiв χ
∆j

+ ({x1, . . . , xM}), j = 1, 2, . . . , k, що

входить у визначення χ̃Xk
+ може бути представлена у виглядi (тут γ =

{x1, . . . , xM}):

χ
∆j

+ (γ) = χ
∆j

+ ({x1, . . . , xM}) =
M∑
n=2

χ∆j
n ({x1, . . . , xM}),

де

χ∆j
n (γ) =

1, якщо |γ∆j
| = n,

0, в iншому випадку.

Далi знову кожен з iнтегралiв зi змiнною xj ∈ Xk j = 1, . . . ,M можна

представити як суму:∫
Xk

dxj(. . .) =
k∑
l=1

∫
∆l

dxj(. . .).

M змiнних {x1, . . . , xM} можна розмiстити в k кубах так, щоб у ко-

жному кубику було mj (m ≥ 2) частинок, M !/m1! . . .mk! способами.
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Тодi (4.63) буде мати вигляд:

Z
(+)
Λ (N, a, β) ≤ 1 +

NΛ∑
k=1

∑
{∆1,...,∆k}⊆∆̄a,Λ

N∑
M=2k

adM×

×eβC(a)M
∑

m1,...,mk: mj≥2
m1+...+mk=M

( k∏
j=1

e−βA(a)mm
j

mj!

)
Z

(a)
Λ\Xk

(N −M,β)

Z
(a)
Λ (N, β)

. (4.64)

Для оцiнки частки у формулi (4.64) ми будемо використовувати лему.

Лема 4.1. Нехай потенцiал взаємодiї φ задовольняє умови (A) (див.

(1.17)-(1.20)). Тодi iснує стала K > 0 така, що виконується нерiв-

нiсть

Z
(a)
Λ\Xk

(N −M,β)

Z
(a)
Λ (N, β)

≤ KM (4.65)

для довiльного β > 0, v > 0 i достатньо великого куба Λ.

Доведення. Спочатку зафiксуємо деяке v̄ > 0 i достатньо великий куб

Λ в такий спосiб, щоб зберiгалась умова σ(Λ)/N ≥ v̄. Аналогiчно до

напрацювань Добрушина та Мiнлоса [19] введемо допомiжний потен-

цiал

φā(|x|) =

0, при |x| ≤ ā,

φ(|x|), при |x| > ā,
(4.66)

для всiх a < ā < r0 (див. (1.18)). Доведення леми слiдує з оцiнки спiв-

вiдношення конфiгурацiйного iнтегралу Q(a)(Λ, N, β) = N !Z
(a)
Λ (N, β)

[19]:

Q(a)(N + 1,Λ, β)

Q(a)(N,Λ, β)
≥ kσ(Λ), (4.67)
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де k = k(ā, v̄). Для доведення нерiвностi (4.67) представимо

Q(a)(N + 1,Λ, β) у виглядi:

Q(a)(N + 1,Λ, β) =

∫
Γ

(N)
Λ

e−βU(γ)dγ

∫
Λ

dxe−βW (x;γ)
∏

∆∈∆̄a,Λ

χ∆
−(γ ∪ {x}),

(4.68)

де γ = {x1, . . . , xN}, dγ = dx1 . . . dxN . Визначимо область

Λ̃ā(γ) :=

{
x ∈ Λ| |x− xj| ≥ ā, xj ∈ γ, Γ

(N)
Λ

}
(4.69)

i виберемо Λ достатньо великим та ā — достатньо малим i нехай:

σ(Λ̃ā(γ)) ≥ 1

2
σ(Λ). (4.70)

Зауважимо, що x ∈ Λ̃ā(γ)∏
∆∈∆̄a,Λ

χ∆
−(γ ∪ {x}) =

∏
∆∈∆̄a,Λ

χ∆
−(γ), (4.71)

i

W (x; γ) = Wā(x; γ) =
∑
y∈γ

φā(|x− y|), (4.72)

отримаємо:

IΛ(γ) :=

∫
Λ

dxe−βW (x;γ) ≥
∫

Λ̃ā(γ)

dxeβW (x;γ) =

∫
Λ̃ā(γ)

dxe−βWā(x;γ). (4.73)

З нерiвностi (4.73) далi маємо:

IΛ(γ) ≥ σ(Λ̃ā(γ))e

−β
σ(Λ̃ā(γ))

∫
Λ̃ā(γ)

Wā(x;γ)dx

. (4.74)

Використовуючи властивiсть (1.17) i означення (4.66), маємо:∫
Λ̃ā(γ)

Wā(x; γ)dx ≤ N

∫
Rd

|φā(|x|)|dx := N ||φā||L1
. (4.75)
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Використовуючи останню нерiвнiсть, а також враховуючи, що

Nv̄ ≤ σ(Λ) i умову (4.70), отримуємо нерiвнiсть (4.67), в якiй

k =
1

2
e−

2β
v̄ ||φā||L1 . (4.76)

Враховуючи, що

Z
(a)
Λ\Xk

(N −M,β) < Z
(a)
Λ (N −M,β),

маємо:
Z

(a)
Λ\Xk

(N −M,β)

Z
(a)
Λ (N, β)

≤

≤ Z
(a)
Λ (N − 1, β)

Z
(a)
Λ (N, β)

. . .
Z

(a)
Λ (N −M,β)

Z
(a)
Λ (N −M + 1, β)

≤ KM , (4.77)

де K = 1
kv̄ . Лему доведено.

Продовження доведення теореми 4.2

Тепер доведення теореми 4.2 слiдує з тривiальних оцiнок для комбi-

наторних сум у виразi (4.64). Нехай для простотиm = 2 в умовi (1.15).

З умови m1 + . . . + mk = M легко показати що m2
1 + . . . + m2

k ≥ M2

k .

Тому в результатi отримуємо:

Z
(+)
Λ (N, a, β) ≤ 1 +

NΛ∑
k=1

∑
{∆1,...,∆k}⊂∆̄a,Λ

(ea2d)ke−4β(A(a)− 1
2C(a))k×

×
∞∑

M ′=0

adM
′
e−4β(A(a)− 1

2C(a))M ′ ≤ (1 + ε(a))NΛ, (4.78)

де

ε(a) := 2ea2de−4β(A(a)− 1
2C(a)). (4.79)

Використовуючи рiвностi (1.21), (1.22) i (4.62), легко порахувати, що

lim
a→0

1

ad
log(1 + ε(a)) = 0, (4.80)

що i забезпечує виконання умови теореми 4.2.

Доведено.
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4.4. Висновки до четвертого роздiлу

У четвертому роздiлi дисертацiї розглянуто модель комiркового газу.

У пiдроздiлi 4.1 описано конфiгурацiйний простiр, а також визначе-

но основнi термодинамiчнi функцiї модельної системи, однiєю з яких

є вiльна енергiя Гельмгольца, результатiв дослiджень якої i стосує-

ться даний роздiл. У пiдроздiлi 4.2 сформульовано та доведено теорему

про iснування термодинамiчної границi для вiльної енергiї комiрково-

го газу, а також дослiджено властивiсть вiльної енергiї як монотонної,

неперервної, вгнутої функцiї вiд питомого об’єму v. У пiдроздiлi 4.3

встановлено, що для довiльних позитивних значень оберненої темпе-

ратури β > 0 та питомого об’єму v > 0 апроксимована вiльна енергiя

комiркового газу буде прямувати до вiльної енергiї неперервної стати-

стичної системи, коли параметр апроксимацiї a спрямувати до нуля.

Отриманий результат є кроком до реалiзацiї методу Добрушина [51],

що дозволить вирiшити проблему фазового переходу в континуумi.

Основнi результати четвертого роздiлу опублiковано у роботах [45],

[6].
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Висновки

Основнi результати дисертацiї можна пiдсумувати таким чином.

1. Методами нескiнченновимiрного аналiзу доведено теорему про

експоненцiальне представлення деяких iнтегралiв за мiрою Лебега—

Пуассона. Продемонстровано зручнiсть застосування доведеної теоре-

ми для представлення великої статистичної суми у виглядi експоненти

та вiдповiдного представлення тиску.

2. Запропоновано новий спосiб виведення рiвнянь Кiрквуда—

Зальцбурга для кореляцiйних функцiй рiвноважних систем, а також

виведення ланцюжка рiвнянь ББҐКI для кореляцiйних функцiй з по-

зицiї нескiнченновимiрного пуассонiвського аналiзу.

3. Побудовано розклад Майєра методом Брiджеса—Федербуша для

неiнтегровних потецiалiв взаємодiї та доведено збiжнiсть даного роз-

кладу. Запропоновано новий спосiб виведення розкладу Майєра для

зв’язних кореляцiйних функцiй методами нескiнченновимiрного пу-

ассонiвського аналiзу. Запропонована нова форма запису розкладiв

Майєра для термодинамiчних потенцiалiв нескiнченних систем стати-

стичної механiки.

4. В рамках моделi комiркового газу сформульовано та доведено

теорему про iснування термодинамiчної границi для вiльної енергiї

комiркового газу, а також дослiджено властивiсть вiльної енергiї як

монотонної, неперервної, вгнутої функцiї вiд питомого об’єму v. Вста-

новлено, що для довiльних позитивних значень оберненої температури

β > 0 та питомого об’єму v > 0 апроксимована вiльна енергiя комiрко-

вого газу буде прямувати до вiльної енергiї неперервної статистичної

системи, коли параметр апроксимацiї a спрямувати до нуля.
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H. O. Georgii, O. Höggström // Commun. Math. Phys. — 1996. —

Vol. 181. — P. 507–528.

[62] Gibbs W. Elementary principles in statistical mechanics / W. Gibbs

// Yale Univ. Press. — 1902.

[63] Gielerak R. Poisson Field Representation in the Statistical Mechanics

of Continuous Systems / R. Gielerak, A. L. Rebenko // Operator



120

Theory: Advances and Applications — 1994. — Vol. 70. — P. 219–

226.

[64] Gielerak R. Poisson Integrals Representation in the Classical Statisti-

cal Mechanics of Continuous Systems / R. Gielerak, A. L. Rebenko //

J. Math. Phys. — 1996. — Vol. 37, № 7. — P. 3354–3374.

[65] Gonchar N. S. Correlation functions of some continuous model

systems and description of phase transitions / N. S. Gonchar //

Physics Reports. — 1989. — Vol. 172, № 5. — P. 175–337.

[66] Griffiths R. Peierls proof of spontaneous magnetisation in two-

dimansional Ising termomagnetism, / R. Griffiths // Phys. Rev. —

1964. — Vol. 136. — P. 437.

[67] Gruber C. Berezinskii-Kosterlitz-Thouless Order in Two-

Dimensional O(2)-Ferrofluid / C. Gruber, H. Tamura,

V. A. Zagrebnov // J. Stat. Phys. — 2002. — Vol. 106. —

P. 875-893.

[68] Ito Y. Calculus on Gaussian and Poisson white noises. / Y. Ito,

I. Kubo // Nagoya Math. Jour., — 1988. — Vol. 111. — P. 41-84.

[69] Ito Y. Generalized Poisson functionals / Y. Ito // Math. Rep.

Toyoma Univ. — 1980. — Vol. 3. — P. 111–122.

[70] Ito Y. On a generalization of non-linear Poisson functionals. / Y. Ito

// Probab. Theor. and Related Fields. — 1988. — Vol. 77. — P. 1-28.

[71] S. Jansen, W. König, Ideal mixture approximation of cluster size

distributions at low density, arXiv:1112.4725v1 [math-ph], preprint,

2011.

[72] Kac M. On the Partition Function of a One-Dimensional Gas /

M. Kac // Phys. Fluids. — 1959. — Vol. 2 — P. 8–12.



121

[73] Kac M. On the Van der Waals theory / M. Kac, G. E. Unlenbeck,

P. C. Hemmer // Journ. of Math. Phys., I — 1963. — Vol. 4(2)

— P.216-228; II — 1963. — Vol. 4(2) — P. 229-247; III — 1964. —

Vol. 5(1). — P. 60-70.

[74] Kac M. Study of several lattice system with long-range forces, /

M. Kac, E. Helfand // Journ. of Math. Phys. — 1963. — Vol. 4(8).

— P. 1078-1085.

[75] Kirkwood J. G. The statistical mechanical theory of thansport

processes / J. G. Rirkwood // J. Chem. Phys. — 1946. — Vol. 14. —

P. 180.

[76] Kirkwood J. G. The statistical mechanical theory of thansport

processes / J. G. Rirkwood // J. Chem. Phys. — 1947. — Vol. 15. —

P. 72.

[77] Kondratiev Yu. G. Analysis on Poisson and Gamma spaces /

Yu. G. Kondratiev, J. L. Silva, G. F. Us // Infin. Dimens. Anal.

Quantum. Probal. Relat. Top. — 1998. — Vol. 1, № 1. — P. 91–117.

[78] Kondratiev Yu. G. On the metrical properties of the configuration

space / Yu. G. Kondratiev, O. V. Kutoviy // Math. Nachr. — 2006. —

Vol. 279, № 7. — P. 774–783.

[79] Kondratiev Yu. G. On the relations between Poissonian white

noise analysis and harmonic analysis on configuration spaces. /

Yu. G. Kondratiev, T. Kuna, M. A. Oliviera // Funct. Anal. — 2004.

— Vol. 213, №1. — P. 1-30.

[80] Kondratiev Yu. G. Harmonic analysis on configuration spaces. I.

General theory / Yu. G. Kondratiev, T. Kuna // Infin. Dimens. Anal.

Quantum. Probal. Relat. Top. — 2002. — Vol. 5, № 2. — P. 201–233.



122

[81] Kuna T. Studies in configuration space analysis and application. /

T. Kuna // Dissertation. — 1999. — Minden (Westfalen), Bonn.

[82] Kutoviy O. V. Existence of Gibbs state for continuous gas with many-

body interection / O. V. Kutoviy, A. L. Rebenko // J. Math. Phys. —

2004. — Vol. 45, № 4. — P. 1593–1605.

[83] Lenard A. Correlation Functions and the Uniqueness of the State

in Classical Statistical Mechanics / A. Lenard // Commun. math.

Phys. — 1973. — Vol. 30, № 1. — P. 35–44.

[84] Lanford O. E. Observables at infinity and states with short range

correlations in statistical mechanics / O. E. Lanford, D. Ruelle //

Commun. Math. Physics. — 1969. — Vol. 13, № 3. — P. 194–215.

[85] Lebowitz J.L. Liquid-Vapor Phase Transition for Systems with the

Finite-Range Interactions / J. L. Lebowitz, A. Mazel, E. Presutti //

J. Stat. Phys. — 1999. — Vol. 94, № 5/6. — P. 955-1025.

[86] Lebowitz J. L. Phase transition in continuous classical system /

J. L. Lebowitz, E. H. Lieb // Phys. Lett. — 1975. — Vol. 39A. —

P. 98–100.

[87] Lebowitz J. L. Rigorous treatment of the Van der Waals — Maxwell

theory of the liquid vapor transition / J. L. Lebowitz, O. Penrose //

Journ. of Math. Phys. — 1966. —Vol. 7. — P. 98.

[88] Mecke J. Fine charakteristische Eigenschaft der doppelt stochasti-

schen Poissonschen Prozesse. — Z. Wahrscheinlichkeitstheor. und

verw. Geb. — 1968. — № 11. — P. 74-81

[89] Lenard A. States of classical statistical mechanical systems of infi-

nitely many particles. I / A. Lenard // Arch. Rational Mech. Anal. —

1975. — Vol. 59, № 3. — P. 219–239.



123

[90] Lenard A. States of classical statistical mechanical systems of infi-

nitely many particles. II / A. Lenard // Arch. Rational Mech.

Anal. — 1975. — Vol. 59, № 3. — P. 241–256.

[91] Minlos R. A. Estimated of Ursell functions, group functions, and their

derivatives / R. A. Minlos, S. K. Pogosjan // Teoret. Mat. Fiz. —

1977. — Vol. 2(31). — P. 199-213. (Russian); English tansl. Theoret.

Math. Phys. —1977. — Vol. 2(31). — P. 408-418.

[92] Nguyen X. X. Canonical and grand canonical Gibbs states for conti-

nuum systems. / X. X. Nguyen, H. Zessin // Math. Nachr. — 1979.

— Vol. 88. — P. 105-115.

[93] Paierls R. E. On model Ising’s ferromagnetic / R. E. Paierls // Proc.

Camb. Phil. Soc. — 1936. — Vol. 3.2. — P. 477.

[94] Park Y. M. Bounds on Exponentials of Local Number

Operators in Quantum Statistical Mechanics / Y. M. Park //

Commun. Math. Phys. — 1984. — Vol. 94, № 1. — P. 1–33.

[95] Parthasarathy K. R. Probability Measure on Metric Spaces. Probabi-

lity and Mathematical Statistics / K. R. Parthasarathy. — Academic

Press, New York and London, 1969. — 276 p.

[96] Petrenko S. N. Superstable criterion and superstable bounds for

infinite range interaction I: two-body potentials / S. N. Petrenko,

A. L. Rebenko // Meth. Funct. Anal. and Topology. — 2007. —

Vol. 13, № 1. — P. 50–61.

[97] Petrenko S. N. Superstable criterion and superstable bounds for infi-

nite range interaction II: many-body potentials / S. N. Petrenko,

A. L. Rebenko // Збiрник праць Iнституту математики НАН

України. — 2009. — Т. 6, № 1. — С. 191–208.



124

[98] Petrenko S. N. Uniqueness of Gibbs state / S. N. Petrenko // Збiрник

праць Iнституту математики НАН України. — 2007. — Т. 4, № 3. —

С. 148–159.

[99] Petrina D. Ya. Mathematical foundation of classical statistical

mechanics. Continuous Systems / D. Ya. Petrina, V. I. Gerasimenko,

P. V. Malishev. — Gordon and Breach Science, N.Y. — London —

Paris, 1989. — 281 p.

[100] E.Presutti, Phase Transition in the continuum, Lectures at IHP,

June-July 1998.

[101] Presutti E., Scaling Limits in Statistical Mechanics and Mechani-

cs and Microstructures in Continuum Mechanics, Theoretical and

Mathematical Physics ISSN 1864–5879, Springer Berlin–Heidelberg,

2009.

[102] Procacci A. The Gas Phase of Continuous Systems of Hard Spheres

Interacting via n-Body Potential / A. Procacci, B. Scoppola //

Comm. Math. Phys. — 2000. — Vol. 211, № 4. — P. 487–496.

[103] Rebenko O. L. Cell gas model of classical statistical systems /

O. L. Rebenko // Rewiew in Math. Phys. — 2012. — Vol. 25, N

4. — (13330006) — 28 р.

[104] Rebenko A. L. Cluster expansions and uniqueness of Gibbs state.

Many-body case / A. L. Rebenko, S. N. Petrenko // Modern Analysis

and Aplications: мiжнародна конф. 9-14 квiт. 2007р.: тези доп. —

Oдеса, 2007. — С. 120.

[105] Rebenko O. L. Euclidean Gibbs states for quantum continuous

systems via cluster expansion. II. Bose and Fermi statistics /

O. L. Rebenko // Methods of Functional Analysys and Topology.

— 1999. — Vol. 5, N 2. — P. 86–100.



125

[106] Rebenko A. L. New Proof of Ruelle’s Superstability Bounds /

A. L. Rebenko // J. Stat. Phys. — 1998. — Vol. 91, № 3/4. — P. 815–

826.

[107] Rebenko A. L. On stability, superstability and strong superstabili-

ty of classical systems of Statistical Mechanics // A. L. Rebenko,

M. V. Tertychnyi // Meth. Funct. Anal. and Topology. — 2008. —

Vol. 14, № 3. — P. 287–296.

[108] Rebenko A. L. Poisson Analysys and Statistical Mechanics /

A. L. Rebenko // Condensed Matter Physics. — 1996. — № 8. —

P. 119–127.

[109] Rebenko A. L. Poisson Measure Representations and Cluster

Expansion in Classical Statistical Mechanics / A. L. Rebenko //

Commun. Math. Phys. — 1993. — Vol. 151, № 4. — P. 427–435.

[110] Rebenko A. L. Polymer expansions for continuous classical systems

with many-body interaction / A. L. Rebenko // Methods of Functi-

onal Analysys and Topology. — 2005. — Vol. 11, № 1. — P. 73–87.

[111] Rebenko A. L. Quasi-continuous approximation of statistical

systems with strong superstable interactions / A. L. Rebenko,

M. V. Tertychnyi // Збiрник праць Iнституту математики НАН

України. — 2007. — Т. 4, № 3. — C. 172–182.

[112] Rebenko A. L. Quasi-lattice approximation of statistical systems

with strong superstable interactions. Correlation functions /

A. L. Rebenko, M. V. Tertychnyi // Jour. Math. Phys. — 2009. —

Vol. 50, № 3. — P. 1–16.

[113] Rebenko A. L. Superstability criterion for many-body interaction

and Gibbs measure on the configuration space / A. L. Rebenko,

S. N. Petrenko // Modern problems and new trands in probability



126

theory: мiжнародна конф. 19-26 лип. 2005р.: тези доп. — Чернiвцi,

2005. — С. 81.

[114] Rebenko A. L. The Convergence of Cluster Expansions for Conti-

nuous Systems with Many-Body Interactions / A. L. Rebenko,

G. V. Shchepan’uk // J. Stat. Phys. — 1997. — Vol. 88, № 3/4. —

P. 665–689.

[115] Romano S. V. Oriantational ordering in a continuous-spin ferrofluid

/ S. V. Romano, V. A. Zagrebnov // Physica A. — 1998. — Vol. 253.

— P. 483-497.

[116] Ruelle D. Classical statistical mechanics of a system of particles /

D. Ruelle // Helv. Phys. Acta. — 1963. — Vol. 36, № 2. — P. 183–

197.

[117] Ruelle D. Cluster property of the correlation functions of classical

gases, / D. Ruelle // Rev. Mod. Phys. — 1964. — Vol. 36. — P.

580-584.

[118] Ruelle D. Existence of a Phase Transition in a Continuous Classical

System / D. Ruelle // Phys. Rev. Lett. — 1971. — Vol. 27, № 16. —

P. 1040-1041.

[119] Ruelle D. States of classical statistical mechanics / D. Ruelle //

J. Math. Phys. — 1967. — Vol. 8, № 6. — P. 1657–1668.

[120] Ruelle D. Superstable interactions in classical statistical mechanics

/ D. Ruelle // Commun. Math. Phys. — 1970. — Vol. 18, № 2. —

P. 127–159.

[121] Van Hove L. Quelques proprietes generales de l’integrale de confi-

guration d’un systeme de particules avec interaction / L. Van Hove //

Physica. — 1949. — Vol. 15, № 5. — P. 951–961.



127

[122] Van Kampen N. G. Condensation of a classical gas with long-range

attraction, / N. G. Van Kampen // Phys. Rev. — 1964. —Vol. 135A.

— P. 362.

[123] Widom B. New model of the study of liquid-vapor phase transition

/ B. Widom, J. S. Rowlinson // J. Chem. Phys. — 1970. — Vol. 52.

— P. 1670-1684.

[124] Widom B. New model for the study of liquid-vapor phase transition

/ B. Widom, J. S. Rowlinson // J. Chem. Phys. — 1970. — Vol. 52.

— P. 1670–1684.

[125] Yang C. N. Statistical Theory of Equations of State and Phase

Transitions I, Theory of Condensation / C. N. Yang, T. D. Lee //

Phys. Rev. — 1952. — Vol. 7. — P. 404–409.

[126] Yu. G. Euclidean Gibbs states for quantum continuous systems with

Boltzmann statistics viaclaster expansion / G. Yu, E. W. Lytvynow,
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