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АНОТАЦIЯ

Чаповський Є.Ю. Нiльпотентнi i розв’язнi алгебри Лi диференцiювань кi-

лець многочленiв. — Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття ступеня доктора фiлософiї за спецiальнiстю 111 Ма-

тематика. – Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Мiнi-

стерство освiти i науки України, Київ, 2023.

Дисертацiйна робота присвячена вивченню розв’язних i нiльпотентних пiд-

алгебр алгебри Лi диференцiювань комутативних кiлець над полем характери-

стики 0.

Алгебри Лi диференцiювань є фундаментальним об’єктом i знаходять засто-

сування в числених роздiлах математики i фiзики, зокрема, в диференцiальнiй

геометрiї, теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь, теорiї диференцiальних

рiвнянь з частинними похiдними, алгебраїчнiй геометрiї, теоретичнiй фiзицi,

тощо. Особливо варто вiдзначтити декiлька прикладiв, що стосуються симе-

трiйного аналiзу диференцiальних рiвнянь — науки, що дослiджує симетрiї ди-

ференцiальних рiвнянь i використовує їх властивостi для розв’язання важливих

питань про саме рiвняння.

Так, якщо звичайне диференцiальне рiвняння порядку 𝑛 має розв’язну ал-

гебру Лi симетрiй розмiрностi 𝑛, то знаючи таку алгебру Лi симетрiй рiвняння

можна розв’язати в квадратурах. Користуючись схожою iдеєю, звичайнi дифе-

ренцiальнi рiвняння другого порядку якi можна розв’язати таким чином були

класифiкованi i їх класифiкацiя звелася до класифiкацiї двовимiрних алгебр Лi

векторних полiв на площинi.

Для диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними апарат симетрiйно-

го аналiзу дозволяє знаходити сiм’ї спецiальних частинних розв’язкiв, знаю-

чи якусь алгебру Лi симетрiй таких рiвнянь, а як вiдомо знаходження точних

розв’язкiв диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними є, взагалi кажу-

чи, проблематичним. Бiльш точно, розглянувши деяку пiдалгебру симетрiй ди-

ференцiального рiвняння з частинними похiдними можна задатися пошуком
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розв’язкiв, що є iнварiантними вiдносно цiєї пiдалгебри Лi симетрiй. Це дозво-

ляє зробити редукцiю, тобто перейти до нової системи диференцiальних рiвнянь

з частинними похiдними, у якої кiлькiсть незалежних змiнних менше на поря-

док пiдалгебри Лi симетрiй.

Симетрiйний аналiз має ще багато iнших важливих застосувань, таких як

наприклад теорема Нетер, але вже наведених прикладiв достатньо для iлю-

страцiї релевантностi теми дослiдження, тому перейдемо до огляду змiстовного

матерiалу дисертацiї.

Нехай K — алгебраїчно замкнене поле, а 𝐴 — поле алгебраїчних функцiй

вiд 𝑛 змiнних над K (тобто 𝐴 є скiнченновимiрним алгебраїчним розширенням

поля K(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)).

Якщо D є K-диференцiюванням вiд 𝐴, то його дивергенцiя divD є важли-

вою геометричною характеристикою D (D можна розглядати як векторне поле

з коефiцiєнтами в 𝐴). Крiм того, поняття дивергенцiї тiсно пов’язане з таки-

ми важливими об’єктами як бездивергентнi диференцiювання та якобiаннi ди-

ференцiювання. Бездивергентнi та якобiаннi диференцiювання мають багато

гарних властивостей, наприклад, множина бездивергентних диференцiюваннь

є алгеброю Лi, що у випадку поля R дiйсних чисел вiдповiдає локальнiй группi

дифеоморфiзмiв R𝑛, що зберiгають форму об’єму, кожне якобiанне диферен-

цiювання є бездивергентним, за набором 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛−1 алгебраiчно незалежних

функцiй вiд 𝑛 змiнних можна побудувати якобiанне диференцiювання 𝐷𝑎1,...,𝑎𝑛−1

яке занулюється на елементах 𝑎𝑖 i, бiльше того, будь яке диференцiювання 𝐷

яке занулюється на елементах 𝑎𝑖 є кратним 𝐷𝑎1,...,𝑎𝑛−1
. Технiка якобiанних ди-

ференцiюваннь використовується в подальших роздiлах.

В роботi вказано на зв’язок мiж виразами divD у рiзних базах трансценден-

тностi 𝐴. Доведено також, що будь-яке бездивергентне диференцiювання D на

кiльцi полiномiв K[𝑥, 𝑦, 𝑧] є сумою щонайбiльше двох якобiанних диференцiю-

вань.

Нехай K — поле нульової характеристики, 𝐴 — область цiлiсностi над K iз

полем часток 𝑅 = Frac(𝐴) i DerK𝐴 алгебра Лi всiх K-диференцiюваннь на 𝐴.
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Позначимо через 𝑊 (𝐴) пiдалгебру 𝑅DerK𝐴 алгебри Лi DerK𝑅 i для будь-якої

пiдалгебри 𝐿 ⊆ 𝑊 (𝐴) через rank𝑅 𝐿 ранг 𝑅 над 𝑅, де rank𝑅 𝐿 := dim𝑅𝑅𝐿.

Дослiджуються нiльпотентнi пiдалгебри 𝐿 ⊆ 𝑊 (𝐴) рангу 𝑛 над 𝑅 iз центром

𝑍 = 𝑍(𝐿) рангу ⩾ 𝑛−2 над 𝑅. Для таких алгебр Лi 𝐿 вказано природний базис

над полем 𝐹 = 𝐹 (𝐿) констант 𝐿 в 𝑅. Доведено, що таку алгебру Лi 𝐿 можна

iзоморфно вкласти в трикутну алгебру Лi 𝑢𝑛(𝐹 ), яку активно вивчали багато

авторiв.

Нехай K[𝑋] — алгебра многочленiв вiд 𝑛 змiннних. Векторний простiр

𝑇𝑛 = K[𝑋] є, очевидно, K[𝑋]-модулем вiдносно дiї 𝑥𝑖 · 𝑣 = 𝑣′𝑥𝑖 для 𝑣 ∈ 𝑇𝑛.

Кожен скiнченновимiрний пiдмодуль 𝑉 iз 𝑇𝑛 нiльпотентний, тобто, кожен еле-

мент 𝑓 ∈ K[𝑋] дiє нiльпотентно (множенням) на 𝑉. Доведено, що кожен нiльпо-

тентний K[𝑋]-модуль 𝑉 скiнченної розмiрностi над K з одновимiрним цоколем

iзоморфно вкладається в модуль 𝑇𝑛. Знайдено групи автоморфiзмiв модуля 𝑇𝑛 i

його скiнченновимiрних мономiальних пiдмодулiв. Аналогiчнi результати отри-

мано для (ненiльпотентних) скiнченновимiрних K[𝑋]-модулiв з одновимiрним

цоколем.

Нехай тепер 𝐴 = K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] — кiльце многочленiв i 𝑅 = K(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) —

поле рацiональних функцiй вiд 𝑛 змiнних. Позначимо через 𝑊𝑛 = 𝑊𝑛(K) алге-

бру Лi всiх K-диференцiювань на 𝐴 (у випадку C це алгебра Лi всiх векторних

полiв на C𝑛 з полiномiальними коефiцiєнтами). Для заданого 𝐷 ∈ 𝑊𝑛(K) бу-

дова централiзатора 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷) залежить вiд поля констант Ker𝐷 = {𝜑 ∈ 𝑅 |
𝐷(𝜑) = 0} (тут природнiм чином розширюємо кожне диференцiювання 𝐷 на

𝐴 на поле 𝑅). Дослiджено випадок, коли tr. degK Ker𝐷 ⩽ 1, охарактеризова-

на будова пiдалгебри 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷), зокрема доведено, що якщо Ker𝐷 не мiстить

несталих многочленiв, то 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷) скiнченновимiрний над K. Отримано деякi
результати про централiзатори лiнiйних диференцiювань в 𝑊𝑛(K).

Нарештi, покладемо 𝐴 = K[𝑥1, 𝑥2, 𝑥3] — кiльце полiномiв вiд трьох змiнних

i 𝑅 = K(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) поле рацiональних функцiй. Якщо 𝐿 є пiдалгеброю алгебри

Лi всiх K-диференцiювань 𝐴, то 𝑅𝐿 є алгеброю Лi над K i dim𝑅𝑅𝐿 буде на-

зиватися рангом 𝐿 над 𝑅. вивчаємо розв’язнi пiдалгебри 𝐿 алгебри Лi 𝑊3(K)
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рангу 3 над 𝑅. Доведено, що 𝐿 iзоморфна пiдалгебрi загальної афiнної алгебри

Лi aff3(K), якщо 𝐿 мiстить абелев iдеал 𝐼 рангу 3 над 𝑅. Якщо 𝐿 має iдеал 𝐼

з rank𝑅 𝐼 = 2, то 𝐿 мiститься в пiдалгебрi 𝐿̄ алгебри Лi 𝑊̃3(K) = DerK𝑅 такий,

що 𝐿̄ є розширенням пiдалгебри aff2(𝐹 ) за допомогою пiдалгебри розмiрностi

⩽ 2, де 𝐹 — поле констант iдеала 𝐼 в 𝑅.

Ключовi слова: алгебра Лi, нiльпотентна алгебра Лi, розв’язна алгебра

Лi, загальна лiнiйна алгебра Лi, загальна афiнна алгебра Лi, диференцiювання,

дивергенцiя, бездивергентне диференцiювання, якобiанне диференцiювання, лi-

нiйне диференцiювання, централiзатор диференцiювання, кiльце многочленiв,

модуль над кiльцем многочленiв, полiномiльно трансляцiйний пiдмодуль, моно-

мiальний пiдмодуль, алгебра ендоморфiзмiв модуля над кiльцем многочленiв,

группа автоморфiзмiв модуля над кiльцем многочленiв.
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ABSTRACT

Chapovskyi Ye.Yu. Nilpotent and solvable Lie algebras of derivations of polynomi-

al rings. — Manuscript. The thesis for obtaining the Doctor of Philosophy degree on

the speciality 111 Mathematics. — Taras Shevchenko National University of Kyiv,

MES of Ukraine, Kyiv, 2023.

The dissertation is devoted to studying nilpotent and solvable subalgebras of the

Lie algebra of derivations of associative commutative ring over a field of characteri-

stic 0.

Lie algebras of derivations are a fundamental object and find applications

in numerous branches of mathematics and physics, in particular, in differential

geometry, theory of ordinary differential equations, theory of differential equati-

ons with partial differential equations, algebraic geometry, theoretical physics, etc.

Several examples related to the symmetric analysis of differential equations are parti-

cularly noteworthy. Symmetry analysis of differential equations — a science that

studies the symmetries of differential equations and uses their properties to solve

important questions about the equation itself.

For example, if an ordinary differential equation of order 𝑛 has a solvable Lie

algebra of symmetries of dimension 𝑛, then knowing such a Lie algebra of symmetries

the equation can be solved in quadrature. Using a similar idea, ordinary differential

equations of the second order that can be solved in this way have been classified and

their classification was reduced to the classification of two-dimensional Lie algebras

of vector fields on the plane.

For partial differential equations, the apparatus of symmetric analysis allows us

to find families of special partial solutions, by knowing some Lie algebra of symmetri-

es of such equations, and as we know finding exact solutions of partial differential

equations is, generally speaking, problematic. More precisely, by considering some

subalgebra of symmetries of the differential equation with partial differential equati-

ons, we can set out to find solutions that are invariant with respect to this Lie

subalgebra of symmetries. This allows us to make a reduction, i.e. move to a new

system of partial differential equations, in which the number of independent variables
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is less by an order of magnitude of the subalgebra of the Lie symmetries.

There are many other important applications of symmetry analysis, such as,

for example, the Neter theorem, but these examples are enough to illustrate the

relevance of the research topic, so let’s move on to review the content of the thesis.

Let 𝐾 be an algebraically closed field, and 𝐴 be a field of algebraic functions of

𝑛 variables over K (that is, 𝐴 is a finite-dimensional algebraic extension of the field

K(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)).

If D is a K-derivation of 𝐴, then its divergence div𝐷 is an important geometric

characteristic of 𝐷 (𝐷 can be considered as a vector field with coefficients in 𝐴).

In addition, the concept of divergence is closely related to such important objects

such as divergence-free derivations and Jacobian derivations. Divergence-free and

Jacobian derivations have many nice properties, for example, the set of divergence-

free derivations is a Lie algebra, which is in the case of a field R of real numbers

corresponds to a local group of diffeomorphisms of R𝑛 preserving the volume form,

every Jacobian derivation is divergence-free, given a set 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛−1 of algebrai-

cally independent functions of 𝑛 variables we can construct the Jacobian derivation

𝐷𝑎1,...,𝑎𝑛−1
which is zero on the elements 𝑎𝑖 and, moreover, any derivation 𝐷 that is

zero on elements 𝑎𝑖 is a multiple of 𝐷𝑎1,...,𝑎𝑛−1
. The technique of Jacobian derivation

is used in the following sections.

In the thesis the connection between expressions divD in different bases of

transcendence 𝐴 is indicated. It is also proved that any non-divergent derivation

D on the ring of polynomials K[𝑥, 𝑦, 𝑧] is by the sum of at most two Jacobian deri-

vations.

Let K be a field of zero characteristic, 𝐴 be an integral domain over K with

a fraction field 𝑅 = Frac(𝐴) and DerK𝐴 the Lie algebra of all K-derivations on
𝐴. Denote by 𝑊 (𝐴) the subalgebra 𝑅DerK𝐴 of the Lie algebra DerK𝑅 and for

any subalgebra 𝐿 ⊆ 𝑊 (𝐴) by rank𝑅 𝐿 is the rank of 𝑅 over 𝑅, where rank𝑅 𝐿 :=

dim𝑅𝑅𝐿. We study nilpotent subalgebras 𝐿 ⊆ 𝑊 (𝐴) of rank 𝑛 over 𝑅 with center

𝑍 = 𝑍(𝐿) of rank ⩾ 𝑛 − 2 over 𝑅. For such Lie algebras 𝐿, a natural basis over

the field 𝐹 = 𝐹 (𝐿) of constants 𝐿 in 𝑅 is specified. It is proved that the following
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Lie algebra 𝐿 can be isomorphically embedded in the triangular Lie algebra 𝑢𝑛(𝐹 ),

which was actively studied by many authors.

LetK[𝑋] is an algebra of polynomials in 𝑛 variables. The vector space 𝑇𝑛 = K[𝑋]

is obviously a K[𝑋]-module with respect to the action 𝑥𝑖 · 𝑣 = 𝑣′𝑥𝑖 for 𝑣 ∈ 𝑇𝑛. Each

finite-dimensional submodule 𝑉 of 𝑇𝑛 is nilpotent, that is, each element 𝑓 ∈ K[𝑋]

acts nilpotently (by multiplication) on 𝑉. It is proved that every nilpotent K[𝑋]-

module 𝑉 of finite dimension over K with a one-dimensional base is isomorphically

embedded in the module 𝑇𝑛. Automorphism groups of the module 𝑇𝑛 and its finite-

dimensional monomial submodules have been found. Similar results are obtained for

(nonnilpotent) finite-dimensional K[𝑋]-modules with a one-dimensional base.

Next, let 𝐴 = K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] is a ring of polynomials and 𝑅 = K(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

is the field of rational functions of 𝑛 variables. We denote by 𝑊𝑛 = 𝑊𝑛(K) the

Lie algebra of all K-derivations on 𝐴 (in the case of C, it is the Lie algebra of

all vector fields on C𝑛 with polynomial coefficients). For a given 𝐷 ∈ 𝑊𝑛(K), the

structure of the centralizer 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷) depends on the field of constants Ker𝐷 =

{𝜑 ∈ 𝑅 | 𝐷(𝜑) = 0} (here we naturally extend every derivation of 𝐷 on 𝐴 to

the field 𝑅). We studied the case when tr. degK Ker𝐷 ⩽ 1, the structure of the

subalgebra 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷) is characterized, in particular, it is proved that if Ker𝐷 does

not contain unstable polynomials, then 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷) is finite-dimensional overK. Some
results on centralizers of linear derivations in 𝑊𝑛(K) have been obtained.

Finally, let us put 𝐴 = K[𝑥1, 𝑥2, 𝑥3] — a ring of polynomials from three variables

and 𝑅 = K(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) is the field of rational functions. If 𝐿 is a subalgebra of the

Lie algebra of all K-derivations 𝐴, then 𝑅𝐿 is a Lie algebra over K and dim𝑅𝑅𝐿

will be called the rank of 𝐿 over 𝑅. We study solvable subalgebras 𝐿 of Lie algebra

𝑊3(K) is of rank 3 over 𝑅. It is proved that 𝐿 is an isomorphic subalgebra of the

general affine Lie algebra aff3(K) if 𝐿 contains an Abelian ideal 𝐼 of rank 3 over 𝑅.

If 𝐿 has an ideal 𝐼 with rank𝑅 𝐼 = 2, then 𝐿 is contained in the subalgebra 𝐿̄ of Lie

algebra 𝑊̃3(K) = DerK𝑅 such that 𝐿̄ is an extension of the subalgebra aff2(𝐹 ) by

means of the dimension subalgebra ⩽ 2, where 𝐹 is the field of 𝐼 constants in 𝑅.

Key words: Lie algebra, nilpotent Lie algebra, solvable Lie algebra, general



8

linear Lie algebra, general affine Lie algebra, derivation, divergence, divergence-
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automorphism group of module over polynomial ring.
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Перелiк умовних позначень

DerK(𝐴) алгебра Лi всiх диференцiювань K-алгебри 𝐴

dimK𝐴 розмiрнiсть над полем K алгебри 𝐴

Frac(𝐴) поле часток над областю цiлiсностi 𝐴

𝑊 (𝐴) алгебра Лi 𝑅DerK𝐴

rank𝑅 𝐿 ранг алгебри Лi 𝐿 над полем 𝑅

Ker𝐷 ядро диференцiювання 𝐷

LND(𝐴) множина всiх локально нiльпотентних диференцiювань

алгебри 𝐴

K⟨𝑥1, . . . , 𝑥𝑛⟩ лiнiйна оболонка елементiв {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} над полем K

K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] кiльце многочленiв вiд 𝑛 змiнних над полем K

𝑊𝑛(K) алгебра Лi всiх диференцiювань кiльця многочленiв

K[𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛]

𝑢𝑛(K) алгебра Лi всiх трикутних диференцiювань кiльця

многочленiв K[𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛]

𝜕
𝜕𝑥𝑖

частинна похiдна за змiнною 𝑥𝑖 в кiльцi многочленiв

K[𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛]

deg 𝑓 степiнь многочлена 𝑓 ∈ K[𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛]

𝐷𝑓 диференцiювання Якобi iндуковане многочленом

𝑓 ∈ K[𝑥, 𝑦]



Вступ

Актуальнiсть теми. Алгебри Лi диференцiювань є фундаментальним

об’єктом i знаходять застосування в числених роздiлах математики i фiзики,

зокрема в диференцiальнiй геометрiї, теорiї звичайних диференцiальних рiв-

нянь, теорiї диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними, алгебраїчнiй

геометрiї, теоретичнiй фiзицi, тощо. Гарним прикладом важливостi i фундамен-

тальностi алгебри Лi диференцiюваннь може служити той факт що алгебра Лi

гладких векторних полiв на 𝑛-вимiрному гладкому многовидi 𝑀 (над полем R)
є в точностi алгеброю Лi диференцiювань асоцiативного i комутативного кiльця

гладких функцiй 𝐶∞(𝑀) заданих на цьому многовидi. Ця алгебра Лi мiстить

повну iнформацiю про многовид: iснує бiєкцiя мiж точками з многовиду 𝑀 i

множини всiх максимальних iдеалiв з Der𝐴(𝑀) i бiльше того, алгебраїчна стру-

ктура алгебри Лi Der𝐶∞(𝑀) однозначно визначає структуру гладкого много-

виду на множинi 𝑀 (див. [56]). Iснують аналогiчнi результати, що стосуються

iнших геометричних об’єктiв, зокрема аналiтичних многовидiв(див. [25]). Iдея

дослiдження геометричних властивостей гладкого многовиду 𝑀 задопомогою

застосування iнструментiв теорiї алгебр Лi до вiдповiдних обїєктiв алгебри Лi

Der𝐶∞(𝑀) виявилася плiдною та породила низку результатiв. Зокрема, Т. Зi-

бертом [57] було отримано критерiй гладкостi афiнного многовиду. А саме, афiн-

ний многовид 𝑋 з координатним кiльцем 𝐴(𝑋) над полем K характеристики 0 є

гладким тодi i тiльки тодi, коли Лi алгебра Der𝐴(𝑋) усiх K-диференцiювання в
𝐴(𝑋) є простою. Наведенi приклади iлюструють актуальнiсть задачi всебiчного

дослiдження алгебр Лi диференцiювання асоцiативних i комутативних кiлець i

пов’язаних з нею об’єктiв — пiдалгебр Лi, груп автоморфiзмiв, тощо.
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Особливо цiкавою для дослiджень є алгебра Лi 𝑊𝑛(K) усiх диференцiювань

кiльця полiномiв K[𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛] над полем K. Кожне диференцiювання iз ал-
гебри Лi 𝑊𝑛(K) можна записати у виглядi

𝐷 = 𝑓1
𝜕

𝜕𝑥1
+ 𝑓2

𝜕

𝜕𝑥2
+ · · · + 𝑓𝑛

𝜕

𝜕𝑥𝑛
, (*)

де 𝜕
𝜕𝑥𝑖

— частинна похiдна, а коефiцiєнти 𝑓𝑖 ∈ K[𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛] однозначно ви-

значаються дiєю диференцiювання 𝐷 на змiнну 𝑥𝑖

𝐷(𝑥𝑖) = 𝑓𝑖

для всiх 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Якщо 𝐷 ∈ 𝑊𝑛(K), то централiзатор 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷) є пiдалгеброю 𝑊𝑛(K),

що складається з усiх векторних полiв, що комутують з 𝐷. Iнформацiя про

𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷) може бути корисною в багатьох випадках. Наприклад, кожне вектор-

не поле 𝐷 ∈ 𝑊𝑛(C), 𝐷 =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑓𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)𝜕𝑥𝑖 визначає автономну систему

звичайних диференцiальних рiвнянь⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
d𝑥1
d𝑡

= 𝑓1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛),

...
d𝑥𝑛
d𝑡

= 𝑓𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

(1)

з полiномiальними коефiцiєнтами i iнформацiя про Ker𝐷 i 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷) може бути

дуже корисною для пошуку розв’язкiв (1), див., наприклад, [43]. Так, множи-

на Ker𝐷 ∖ K, де Ker𝐷 є ядром диференцiювання 𝐷, збiгається з множиною

перших iнтегралiв. Пошук перших iнтегралiв є важливою задачею у багатьох

застосуваннях.

Якщо маємо 𝑘 комутуючих лiнiйно незалежних над R векторних полiв на

гладкому 𝑛-вимiрному многовидi 𝑀 , можемо побудувати локальну систему ко-

ординат на 𝑀 , у якiй цi векторнi поля мають вигляд 𝜕
𝜕𝑥𝑖
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 (див.,

наприклад, [34, Theorem 9.46]).

Для випадкiв K = R та K = C то диференцiювання𝐷 може бути iнтерпрето-

ване як векторне поле з полiномiальними коефiцiєнтами в R𝑛 або C𝑛 вiдповiдно.
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Однiєю з важливих проблем пов’язаних iз алгеброю Лi векторних полiв є

проблема класифiкацiї всiх скiнченновимiрних алгебр Лi векторних полiв на

гладких многовидах, зокрема R𝑛 i C𝑛. Перша така класифiкацiя для дiйсної

прямої, комплексної прямої та комплексної площини була отримана С. Лi [35,36].

Вiн започаткував дослiдження алгебр Лi векторних полiв виходячи з вивчення

симетрiй диференцiальних рiвнянь, зокрема розробив алгоритм знаходження

алгебр Лi симетрiй диференцiальних рiвнянь.

Пiсля нього А. Гонсалес-Лопес, Н. Камран i П. Олвер уточнили класифi-

кацiю на комплекснiй площинi [23], а також отримали класифiкацiю алгебр Лi

векторних полiв для дiйсної площини R2 [24] (локально, з точнiстю до замiни

системи координат).

Бiльш загальна проблема дослiдження будови алгебри Лi диференцiювань

довiльного асоцiативного кiльця 𝐴 була дослiджена такими математиками,

як Н. Джекобсон, К. Джордан, Д. Джордан, А. Новiцкi та iншими (див.

[1, 26, 28–31, 39, 44]). У цiй дисертацiї вивчаються нiльпотентнi i розв’язнi пiд-

алгебри 𝐿 з алгебри Лi 𝑊 (𝐴) = 𝑅DerK𝐴, де 𝐴 — асоцiативна комутативна

K-алгебра, з одиницею та без дiльникiв нуля над алгебраїчно замкнутим полем

K характеристики 0, а 𝑅 — поле часток областi цiлiсностi 𝐴. Алгебри Лi DerK𝐴

усiх диференцiювань K-алгебри 𝐴 може бути вкладена природнiм чином в ал-

гебру Лi 𝑊 (𝐴), крiм того 𝑊 (𝐴) є пiдалгеброю алгебри Лi DerK𝑅. Вивчення

нiльпотентних пiдалгебр алгебри Лi 𝑊 (𝐴) було розпочато в роботах Є. Ма-

кедонського та А. Петравчука [39, 48]. Для локально нiльпотентних пiдалгебр

𝐿 ⊆ 𝑊 (𝐴), скiнченного рангу над 𝑅, К .Сисак були узагальненi деякi твердже-

ння iз [39], наприклад було перевiрено, що 𝐿 має ненульовий центр, i побудовано

ланцюг iдеалiв монотонно зростаючих рангiв, а також було дослiджено будови

локально нiльпотентних алгебр Лi диференцiювань малих рангiв.

Iснує тiсний зв’язок мiж алгеброю Лi диференцiювань комутативної K-
алгебри 𝐴 i групою автоморфiзмiв Aut(𝐴) алгебри 𝐴, оскiльки, як вiдомо, exp𝐷

локально нiльпотентного диференцiювання 𝐷 є автоморфiзмом K-алгебри 𝐴.
Бiльше того, група автоморфiзмiв Aut(𝐴) дiє спряженням на множинi DerK𝐴
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(LND(𝐴)) усiх (локально нiльпотентних) диференцiюваннь кiльця 𝐴. Кожному

локально нiльпотентному диференцiюванню 𝐷 ∈ LND(𝐴) можна поставити у

вiдповiднiсть однопараметричну групу автоморфiзмiв алгебри 𝐴, визначену як

K ∋ 𝑡 ↦→ exp(𝑡𝐷) ∈ Aut(𝐴). Отже, вибiр локально нiльпотентного диференцiю-

вання визначає дiю адитивної групи поля K на K-алгебру 𝐴.
Р. Рентшлером [53] була отримана характеризацiя всiх локально нiльпо-

тентних диференцiювань кiльця K[𝑥, 𝑦] многочленiв вiд двох змiнних. Бiльш

точно, вiн показав, що кожне локально нiльпотентне диференцiювання 𝐷 ∈
LND(K[𝑥, 𝑦]) може бути зведене до форми 𝑓(𝑥)𝜕𝑦 за допомогою спряження

автоморфiзмом кiльця K[𝑥, 𝑦]. Потiм, вiн використав цю характеризацiю для

класифiкацiї всiх алгебраїчних дiй адитивної групи поля K на площинi K2 для

поля K характеристики 0.

Крiм того, результати Рентшлера дали можливiсть отримати суттєво простi-

ше доведення вiдомої теореми Юнга (1942) про структуру групи алгебраїчних

автоморфiзмiв кiльця K[𝑥, 𝑦]. Вищезазначенi результати переконливо показу-

ють важливiсть вивчення локально-нiльпотентних диференцiювань кiлець. Iдея

про вiдповiднiсть мiж локалько нiльпотентними диференцiюваннями i однопа-

раметричними групами автоморфiзмiв була використана i розвинена такими

математиками, як А. Коен i Я. Драйсма [15]. Вони пов’язали мiж собою дiю

афiнних алгебраїчних груп на алгебраїчних многовидах i алгебрами Лi вектор-

них полiв.

Локально нiльпотентнi диференцiювання також пов’язанi з вiдомими про-

блемами в сучаснiй математицi, такими як гiпотеза якобiана [20, 45, 61] i 14-та

проблема Гiльберта [17,19,20,47].

В. Бавула [2,3] вивчав алгебри Лi 𝑢𝑛(K) всiх трикутних диференцiювань по-

лiномiальних кiлець K[𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛] над полем K характеристики 0. Вiн довiв,

що вони локально нiльпотентнi, але не нiльпотентнi, i встановив ряд їх важли-

вих властивостей.

Взагалi кажучи, множина локально нiльпотентних диференцiюваннь не є

замкненою вiдносно додавання, оскiльки сума локально нiльпотентних дифе-
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ренцiювань не обов’язково є локально нiльпотентним диференцiюванням. На-

приклад, диференцiювання 𝑦𝜕𝑥 − 𝑥𝜕𝑦 ∈ DerKK[𝑥, 𝑦] не є нiльпотентним, хоча

доданки 𝑦𝜕𝑥, 𝑥𝜕𝑦 ∈ LND(K[𝑥, 𝑦]). I з огляду на це, алгебри Лi, якi складаються з

локально нiльпотентних диференцiювань є цiкавим для дослiдження об’єктом.

Ж. Фройденбург в своїй монографiї [20], присвяченiй локально нiльпотентним

диференцiюванням, поставив питання про опис структури алгебр Лi, якi одно-

часно є пiдмножинами в множинi локально нiльпотентних диференцiювань ко-

мутативного кiльця [20, cт. 238, проблема 11.7].

А.П. Петравчук i К.Я. Сисак отримали низку результатiв стосовно цiєї про-

блеми. Зокрема, було показано що кожна скiнченновимiрна алгебра Лi дифе-

ренцiювань комутативної асоцiативної алгебри 𝐴, що складається з локально

нiльпотентних диференцiювань є нiльпотентною алгеброю Лi. Також був уза-

гальнений вищевказаний результат Рентшлера на випадок кiльця многочле-

нiв вiд двох змiнних, а саме було отримано, що кожна така пiдалгебра Лi з

DerKK[𝑥, 𝑦] є спряженою за допомогою автоморфiзма кiльця многочленiв до

пiдалгебри трикутної алгебри Лi.

Дивергенцiя divD диференцiювання 𝐷 є дуже важливою геометричною ха-

рактеристикою 𝐷 (диференцiювання 𝐷 можна розглядати як векторне поле з

коефiцiєнтами в 𝐴). У першiй частинi роздiлу вказано на зв’язок мiж вираза-

ми div𝐷 у рiзних базисах трансцендентностi (див. теорема 1.1). Ця теорема

узагальнює результат роботи [49]. Природно, що дивергенцiя диференцiювання

не змiнюється, якщо переходимо вiд однiєї системи координат у полiномiаль-

ному кiльцi до iншої системи координат. Зокрема, множина всiх бездиверген-

тних диференцiюваннь кiльця полiномiв K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] є iнварiантною щодо дiї

автоморфiзмiв цього кiльця. Такi диференцiювання утворюють дуже важли-

ву пiдалгебру 𝐿0 алгебри Лi DerK(K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]) усiх K-диференцiюваннь на

K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]. Алгебру Лi 𝐿0 вивчали багато авторiв (див., наприклад, [2,49,50]).

Зауважимо, що алгебра 𝐿0 мiстить усi якобiаннi диференцiювання K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛],

якi є найпростiшими бездивергентними диференцiюваннями. Отже, цiкаво зна-

ти спiввiдношення мiж бездивергентними диференцiюваннями i якобiанними
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диференцiюваннями. Доведено, що будь-яке бездивергентне диференцiювання

кiльця полiномiв K[𝑥, 𝑦, 𝑧] є сумою щонайбiльше двох якобiанних диференцiю-

вань (теорема 1.3). Зауважимо, що будь-яке бездивергентне диференцiювання

кiльця K[𝑥, 𝑦] є якобiанним. Побудовано приклад бездивергентного диференцi-

ювання кiльця полiномiв K[𝑥, 𝑦, 𝑧], яке вже не є якобiанним (твердження 1.4).

З алгебрами Лi диференцiювань полiномiальних кiлець тiсно повязанi моду-

лi над такими кiльцями. Нагадаємо, що кожен скiнченновимiрний модуль 𝑉 над

кiльцем многочленiв K[𝑋] визначає 𝑛 попарно комутуючих матриць 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛,

якi задають дiю елементiв 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 алгебри K[𝑋] на 𝑉 у фiксованому базисi

простору 𝑉 . Задача класифiкацiї таких наборiв (𝐴1, . . . , 𝐴𝑛) квадратних ма-

триць з точнiстю до подiбностi є дикою при 𝑛 ⩾ 2 (див. [22]) i тому задача

класифiкацiї скiнченновимiрних (над K) модулiв над алгеброю K[𝑋] також є

дикою. Природнiм обмеженням на модулi 𝑉 над K[𝑋] є умова одновимiрнiстi їх

цоколя (це еквiвалентно тому, що модуль 𝑉 мiстить єдиний мiнiмальний пiдмо-

дуль). Природнiм прикладом такого модуля є векторний простiр 𝑇𝑛 := K[𝑋] над

полем K з наступною дiєю K[𝑋] на 𝑇𝑛: 𝑥𝑖𝑓 = 𝜕
𝜕𝑥𝑖

(𝑓) для 𝑓 ∈ 𝑇𝑛 (цей модуль не-

скiнченновимiрний, але всi його скiнченновимiрнi пiдмодулi мають одновимiрнi

цоколi). Використовуючи звязок мiж такими модулями i алгебрами Лi дифе-

ренцiювань в роботi [5] доведено, що задача класифiкацiї скiнченновимiрних

алгебр Лi диференцiювань кiльця многочленiв вiд 𝑛 ⩾ 4 змiнних є дикою. Це

пiдкреслює важливiсть вивчення модулiв над полiномiальними кiльцями. В ро-

ботi [23] вивчалися скiнченновимiрнi пiдмодулi модуля 𝑇2, там вони називалися

полiномiально трансляцiйними. Властивостi модулiв над полiномiальними кiль-

цями вивчалися в роботах [52,59]. Вiдзначимо також, що ендоморфiзми модулiв

над кiльцем многочленiв вiд однiєї змiнної вивчались в роботi [4].

Зв’язок дисертацiйної роботи з науковими програмами. Дисертацiй-

на робота є частиною дослiджень кафедри алгебри i комп’ютерної математи-

ки механiко-математичного факультету Київського нацiонального унiверситету

iменi Тараса Шевченка з науково-дослiдної теми №21БНН-06 “Виконання зав-

дань перспективного плану розвитку наукового напряму “Математичнi науки i
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природничi науки”” (номер державної реєстрацiї 0121U112941).

Мета i завдання дослiдження. Метою дослiдження є вивчення власти-

востей та опис структури нiльпотентних пiдалгебр алгебр Лi диференцiювань

полiномiальних кiлець.

Об’єктом дослiдження є алгебра Лi 𝑊𝑛(K), всiх диференцiювань кiльця

K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] многочленiв вiд 𝑛 змiнних над алгебраїчно замкненим полем K.
Предметом дослiдження є нiльпотентнi i розв’язнi пiдалгебри алгебри

Лi 𝑊𝑛(K). Для вивчення пiдалгебр алгебри Лi 𝑊𝑛(K) в багатьох випадках мо-

жуть корисними модулi над полiномiальними кiльцями, i бездивергентнi дифе-

ренцiювання (тобто диференцiювання з нульовою дивергенцiєю).

Методи дослiдження — методи i пiдходи з диференцiальної алгебри, якi

пов’язанi з поняттями диференцiювання i автоморфiзму кiльця, методи теорiї

алгебр Лi, методи лiнiйної алгебри i комутативної алгебри, методи теорiї

модулiв.

Наукова новизна одержаних результатiв. У дисертацiї одержано на-

ступнi основнi новi результати:

� доведено, що кожне бездивергентне диференцiювання поля алгебраiчних

функцiй вiд трьох змiнних розкладається у суму двох якобiанних дифе-

ренцiюваннь;

� дослiджено будову скiнченновимiрних розв’язних алгебр Лi 𝐿 диференцi-

ювань кiльця многочленiв вiд трьох змiнних з абелевими iдеалами рангу

не менше двох;

� детально дослiджена будова нiльпотентних пiдалгебр 𝑊 (𝐴) з центром ко-

рангу ⩽ 2;

� показано, що кожен скiнченновимiрний нiльпотентний модуль над кiльцем

полiномiв вiд 𝑛 змiнних з одновимiрним цоколем вкладається у модуль 𝑇𝑛,

тобто модуль 𝑇𝑛 є, в деякому сенсi, унiверсальним;
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� дослiлжена будова централiзаторiв полiномiальних диференцiювань iз

ядром в рацiональних функцiях ступеня трансцендентностi один;

� дослiдженi централiзатори дiагоналiзовних лiнiйних диференцiювань.

Практичне значення одержаних результатiв. Одержанi в дисертацiй-

нiй роботi результати мають теоретичний характер i можуть бути використанi

в дослiдженнях з диференцiальної алгебри, теорiї кiлець, теорiї алгебр Лi, в

сумiжних роздiлах математики таких, як теорiя диференцiальних рiвнянь, ма-

тематична фiзика та алгебраїчна геометрiя.

Особистий внесок здобувача. Всi результати дисертацiї, якi виносяться

на захист, одержанi автором самостiйно i опублiкованi в п’яти роботах, з яких

п’ять у спiвавторствi [7,8,13,14,63]. В усiх роботах, опублiкованих у спiвавтор-

ствi, внески авторiв є рiвними i нероздiльними. Визначення напрямку дослiдже-

ння та постановка задач належать науковому керiвнику А. П. Петравчуку.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи до-

повiдалися

� on 11th International Algebraic Conference in Ukraine dedicated to the 75th

anniversary of V. V. Kirichenko. (Kyiv, Ukraine, July 03–07, 2017);

� на Мiжнароднiй науковiй конференцiї “Сучаснi проблеми механiки та мате-

матики” присвяченiй 90-рiччю вiд дня народження академiка НАН Украї-

ни Ярослава Степановича Пiдстригача (Львiв, Україна, 22–25 травня 2018

року);

� on International mathematical conference dedicated to the 60th anniversary of

the department of algebra and mathematical logic of Taras Shevchenko National

University of Kyiv (Kyiv, Ukraine, July 14–17, 2020);

� on The international algebraic conference “At the End of the Year” 2021 (Kyiv,

Ukraine, December 27–28, 2021).
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Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiкованi в 9 наукових пра-

цях, з них двi статтi в наукових фахових виданнях України [8, 63], три

статтi, опублiкованi у виданнях, включених до науковометричої бази даних

Scopus [7, 13, 14], i чотири тези доповiдей у матерiалах мiжнародних конфе-

ренцiй [9–12].

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складається з ано-

тацiї, змiсту, перелiку умовних позначень, вступу, трьох роздiлiв, висновкiв,

списку використаних джерел та додатку. Повний обсяг роботи — 109 сторiнок,

обсяг основного тексту дисертацiї — 100 сторiнок. Список використаних джерел

викладений на 7-ми сторiнках i мiстить 64 найменування.

У вступi обгрунтовано актуальнiсть теми дисертацiйної роботи, зазначено

зв’язок з науковими програмами, встановлено об’єкт, предмет та методи дослi-

дження, визначено його мету i завдання. Крiм того, розкрито наукову новизну

i практичне значення отриманих результатiв, вказано особистий внесок здобу-

вача.

Також у вступi наведено огляду лiтератури, пов’язаною з тематикою дисер-

тацiї. Тут вказано ким i коли були отриманi першi результати, зазначено задачi,

спорiдненi з проблематикою дослiдження, та автори, якi ними займалися.

З огляду на значну близькiсть тематики i суттєвий перетин за базовими

поняттями, частина iсторичного огляду i базових загальновiдомих означень за-

позичена iз дисертацiйної роботи К. Сисак [64].

Завершують вступ основнi означення, приклади та попереднi результати,

що широко застосовуються в подальшому викладi матерiалу. Нагадаємо деякi

з них.

Нехай 𝐴 — алгебра (не обов’язково асоцiативна) над деяким полем K. Дифе-
ренцiюванням (або K-диференцiюванням) алгебри 𝐴 називають K-лiнiйне вiд-
ображення 𝐷 : 𝐴→ 𝐴, яке задовiльняє правило Лейбнiца:

𝐷(𝑥𝑦) = 𝐷(𝑥)𝑦 + 𝑥𝐷(𝑦)

для всiх 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴.
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Множина DerK𝐴 всiх диференцiювань алгебри 𝐴 з операцiєю комутатору

[𝐷1, 𝐷2] = 𝐷1𝐷2 −𝐷2𝐷1,

𝐷1, 𝐷2 ∈ DerK𝐴 є алгеброю Лi над полем K i її називають алгеброю Лi дифе-

ренцiювань K-алгебри 𝐴.
Нехай K — алгебраїчно замкнене поле характеристики нуль i 𝐴 — асоцiа-

тивна комутативна K-алгебра з одиницею i без дiльникiв нуля, тобто область

цiлiсностi. За областю цiлiсностi 𝐴 можна побудувати вiдповiдне поле часток

Frac(𝐴) =: 𝑅 Кожне диференцiювання 𝐷 алгебри 𝐴 можна продовжити єди-

ним чином до диференцiювання поля 𝑅. Можна легко переконатися, що для

довiльного елемета 𝑎 ∈ 𝐴 i диференцiювання 𝐷 ∈ DerK𝐴 лiнiйне перетворення

𝑎𝐷 визначене як 𝑎𝐷 : 𝐴 ∈ 𝑥 ↦→ 𝑎𝐷(𝑥) ∈ 𝐴 задовольняє правило Лейбнiца, а

отже теж є диференцiюванням. Множина

𝑅DerK𝐴 = {𝑟𝐷 | 𝑟 ∈ 𝑅,𝐷 ∈ DerK𝐴}

утворює пiдалгебру Лi в алгебрi Лi DerK𝑅 усiх диференцiювань поля 𝑅. За-

уважимо, що множина 𝑅DerK𝐴 не є, взагалi кажучи, алгеброю Лi над полем

𝑅, бо iї елементи можуть не бути 𝑅-лiнiйними вiдображеннями. Далi будемо

позначати пiдалгебри 𝑅DerK𝐴 через 𝑊 (𝐴).

Для пiдалгебри Лi 𝐿 алгебри Лi 𝑊 (𝐴) її рангом rank𝑅 𝐿 над полем 𝑅 нази-

вають розмiрнiсть dim𝑅𝑅𝐿 лiнiйного простору

𝑅𝐿 = 𝑅⟨𝑟𝐷 | 𝑟 ∈ 𝑅,𝐷 ∈ 𝐿⟩

над 𝑅. Множина 𝐹 = 𝐹 (𝐿) всiх елементiв 𝑟 ∈ 𝑅 таких, що 𝐷(𝑟) = 0 для всiх

диференцiювань 𝐷 ∈ 𝐿, є пiдполем в 𝑅 i називається полем констант для

алгебри Лi диференцiювань 𝐿. Лiнiйнi оболонки 𝑅𝐿 та

𝐹𝐿 = 𝐹 ⟨𝑓𝐷 | 𝑓 ∈ 𝐹,𝐷 ∈ 𝐿⟩

утворюють пiдалгебри Лi (над K) в𝑊 (𝐴). Бiльше того, вони також є алгебрами

Лi над полем 𝐹 .
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В роздiлi 1 вивчаються властивостi дивергенцiї диференцiювань кiлець ал-

гебраїчних функцiй над полем K характеристики нуль, бездивергентнi дифе-

ренцiювання (тобто диференцiювання з нульовою дивергенцiєю), а також цен-

тралiзатори елементiв 𝐷 ∈ 𝑊𝑛(K).

В пiдроздiлi 1.1 встановлено поведiнку дифергенцiї при змiнi базису транс-

цендентностi в кiльцi алгебраїчних функцiй.

Теорема 1.1. Нехай 𝐷 ∈ DerK(𝐴). Тодi

div𝑋 𝐷 = div𝑌 𝐷 +
𝐷(Δ)

Δ
,

де Δ = det
(︁
𝜕𝑦𝑖
𝜕𝑥𝑗

)︁𝑛
𝑖,𝑗=1

.

В пiдроздiлi 1.2 отримано розклад бездивергентного диференцiювання в су-

му якобiанних.

Теорема 1.3. Нехай 𝐷 — K-диференцiювання кiльця полiномiв K[𝑥, 𝑦, 𝑧] з

div𝐷 = 0. Тодi iснують якобiаннi диференцiювання 𝐷1 i 𝐷2 кiльця K[𝑥, 𝑦, 𝑧]

такi, що 𝐷 = 𝐷1 +𝐷2.

Наступнi пiдроздiли роздiлу 1 присвячено вивченню централiзаторiв еле-

ментiв 𝐷 ∈ 𝑊𝑛(K).

В пiдроздiлi 1.3 розглядаються випадок, коли поле констант диференцiюва-

ння має степiнь трансцендентностi один над основним полем .

Теорема 1.12. Нехай 𝐷 — диференцiювання кiльця K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] з полем кон-

стант 𝐹 = Ker𝐷 у 𝑅 = K(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) у виглядi 𝐹 = K(𝑝) для деякого незвi-

дного полiнома 𝑝 i нехай 𝐶 = 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷). Тодi

1. Якщо rk𝑅𝐶 = 1, то 𝐶 = K[𝑝]𝐷0 для деякого 𝑝-вiльного диференцiювання

𝐷0 з 𝐷 = 𝑓(𝑝)𝐷0 для деякого 𝑓(𝑡) ∈ K[𝑡];

2. Якщо rk𝑅𝐶 ⩾ 2, то 𝐶 є або алгеброю Лi рангу 𝑘 над кiльцем K[𝑝], або 𝐶

мiстить iдеал 𝐼 рангу 𝑘− 1, який є алгеброю Лi над K[𝑝] i 𝐶 = 𝐼 +K[𝑝]𝑆

для деяко диференцiювання 𝑆 ∈ 𝐶.
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Теорема 1.14. Нехай 𝐷 ∈ 𝑊𝑛(K) є диференцiюванням з tr. degK Ker𝐷 = 1

i (Ker𝑅𝐷) ∩ 𝐴 = K. Тодi Ker𝐷 = K(𝑝/𝑞) для деяких незвiдних алгебраїчно

незалежних полiномiв 𝑝, 𝑞 ∈ K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], диференцiювання 𝐷 має вигляд

𝐷 = ℎ𝑓(𝑝, 𝑞)𝐷0 для деякого редукованого диференцiювання 𝐷0, однорiдного

за 𝑝, 𝑞 полiнома 𝑓 i 𝑝-𝑞-вiльного полiнома ℎ, а централiзатор 𝐶 = 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷)

є скiнченновимiрним над K, будучи одним iз наступних типiв:

𝐶 = K[𝑝, 𝑞]𝑚ℎ𝐷0,

де K[𝑝, 𝑞]𝑚 — лiнiйний простiр однорiдних за 𝑝, 𝑞 полiномiв ступеня 𝑚 =

deg𝑝-𝑞 𝑓 , зокрема dimK𝐶 = 𝑚+ 1, або

𝐶 = (K(𝑝/𝑞)𝐷 + K(𝑝/𝑞)𝐷2 + · · · + K(𝑝/𝑞)𝐷𝑘) ∩𝑊𝑛(K)

для деяких елементiв 𝐷2, . . . , 𝐷𝑘, 𝑘 ⩽ 𝑛 в 𝐶, де 𝐷,𝐷2, . . . , 𝐷𝑘 є лiнiйно неза-

лежними над полем 𝑅.

В пiдроздiлi 1.4 розглядається випадок лiнiйних диференцiювань.

Теорема 1.16. Нехай 𝐷 =
∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖 𝑗𝑥𝑗
𝜕
𝜕𝑥𝑖

— лiнiйне диференцiювання кiльця

многочленiв K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 власнi числа матрицi (𝑎𝑖𝑗). Тодi справе-

дливi наступнi твердження:

1. Якщо власнi значення 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 лiнiйно незалежнi над Z, то

𝐶𝑊𝑛(𝐾)(𝐷) = 𝐶𝑔𝑙𝑛(𝐾)(𝐷).

2. Якщо 𝐶𝑊𝑛(𝐾)(𝐷) = 𝐶𝑔𝑙𝑛(𝐾)(𝐷), то власнi значення 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 є лiнiйно

незалежними над N ∪ {0}.

Роздiл 2 присвячений дослiдженню нiльпотентних та розв’язних алгебр Лi

диференцiювань. Зокрема, пiдпоздiл 2.1 присвячено дослiдженню нiльпотен-

тних пiдалгебр 𝐿 ⊆ 𝑊 (𝐴) рангу 𝑛 ⩾ 3 над 𝑅 з центром 𝑍 = 𝑍(𝐿) рангу

⩾ 𝑛 − 2 над 𝑅, тобто з центром корангу ⩽ 2 над 𝑅, де 𝐴 — область цiлiсностi

над K, 𝑅 = Frac(𝐴).
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Теорема 2.7. Нехай 𝐿 — нiльпотентна пiдалгебра рангу 𝑛 ⩾ 3 над 𝑅 з алгебри

Лi 𝑊 (𝐴), 𝑍 = 𝑍(𝐿) — центр L з rank𝑅 𝑍 ⩾ 𝑛 − 2, 𝐹 поле констант 𝐿 в 𝑅.

Тодi справедливе одне з тверджень:

1. dim𝐹 𝐹𝐿 = 𝑛,

2. 𝐹𝐿 знаходиться в однiй з локальних нiльпотентних пiдалгебр 𝐿2, 𝐿3

𝑊 (𝐴) рангу 𝑛 над 𝑅, якi мають базис 𝐷1, . . . , 𝐷𝑛 над 𝑅, що задоволь-

няє спiввiдношення [𝐷𝑖, 𝐷𝑗] = 0, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛 i мають вигляд

𝐿2 = 𝐹

⟨{︂
𝑏𝑖

𝑖!
𝐷1

}︂∞

𝑖=0

, . . . ,

{︂
𝑏𝑖

𝑖!
𝐷𝑛−1

}︂∞

𝑖=0

, 𝐷𝑛

⟩
для деяких 𝑏 ∈ 𝑅, таких що 𝐷𝑖(𝑏) = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 1 i 𝐷𝑛(𝑏) = 1,

𝐿3 = 𝐹

⟨{︂
𝑎𝑖𝑏𝑗

𝑖!𝑗!
𝐷1

}︂∞

𝑖,𝑗=0

, . . . ,

{︂
𝑎𝑖𝑏𝑗

𝑖!𝑗!
𝐷𝑛−2

}︂∞

𝑖,𝑗=0

,

{︂
𝑏𝑖

𝑖!
𝐷𝑛−1

}︂∞

𝑖=0

, 𝐷𝑛

⟩
для деяких 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, таких що

𝐷𝑛−1(𝑎) = 1, 𝐷𝑛(𝑎) = 0, 𝐷𝑛−1(𝑏) = 0, 𝐷𝑛(𝑏) = 1,

𝐷𝑖(𝑎) = 𝐷𝑖(𝑏) = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 2.

Теорема 2.9. Нехай 𝐿 — нiльпотентна пiдалгебра рангу 𝑛 над 𝑅 алгебри Лi

𝑊 (𝐴), 𝑍 = 𝑍(𝐿) центр 𝐿 з rank𝑅 𝑍 ⩾ 𝑛 − 2 (тобто корангу ⩽ 2), i 𝐹 по-

ле констант 𝐿 в 𝑅 . Тодi алгебра Лi 𝐹𝐿 може бути iзоморфно вкладена в

трикутну алгебру Лi 𝑢𝑛(𝐹 ).

У пiдроздiлi 2.2 дослiджуються скiнченновимiрнi розв’язнi пiдалгебри рангу

3 над 𝑅 алгебри Лi 𝑊3(K).

Зокрема, розглядаються такi пiдалгебри, що мають абелевий iдеал рангу

три.

Теорема 2.14. Нехай L — розв’язна пiдалгебра алгебри Лi 𝑊3(K). Якщо L

має абелевий iдеал 𝐼 рангу 3 над 𝑅, тодi 𝐿 iзоморфна розв’язнiй пiдалгебрi

загальної афiнної алгебри Лi aff3(K). Зокрема 3 ⩽ dimK 𝐿 ⩽ 9.
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Також розглядаються такi пiдалгебри, що мають абелевий iдеал рангу два.

Теорема 2.16. Нехай 𝐿 — розв’язна скiнченновимiрна пiдалгебра алгебри Лi

𝑊3(K) з rank𝑅 𝐿 = 3. Якщо 𝐿 має iдеал 𝐼 рангу 2 над 𝑅 i 𝐹 = 𝐹 (𝐿) є полем

констант 𝐼 в 𝑅, то алгебра Лi 𝐿 мiститься в пiдалгебрi 𝐿 = 𝐹𝐼 +𝐿 алгебри

Лi ̃︁𝑊3(K), де 𝐼 = (𝑅𝐼) ∩ 𝐿. Алгебра Лi 𝐿 є розв’язною, 𝐹𝐼 — її iдеал рангу 2

над 𝑅, який iзоморфний пiдалгебрi aff2(𝐹 ). Алгебра Лi 𝐿 є розширенням iдеалу

𝐹𝐼 за допомогою алгебри Лi розмiрностi 1 або 2 над K.

В роздiлi 3 дослiджуються нiльпотентнi модулi над полiномiальними кiль-

цями.

Модуль 𝑉 над полiномiальним кiльцем K[𝑋] будемо називати нiльпотен-

тним, якщо iснує таке натуральне число 𝑘, що (K0[𝑋])𝑘𝑣 = 0 для всiх 𝑣 ∈ 𝑉, де

K0[𝑋] — несуттєвий iдеал iз K[𝑋], тобто iдеал, який складається iз многочленiв

без вiльного члена.

Модуль 𝑉 називається локально нiльпотентним, якщо для довiльних 𝑎 ∈
K0[𝑋], 𝑣 ∈ 𝑉 iснує таке натуральне число 𝑘 = 𝑘(𝑎, 𝑣), що виконується рiвнiсть

𝑎𝑘𝑣 = 0.

Через 𝑇𝑛 позначимо K[𝑋]-модуль на векторному просторi K[𝑋] з дiєю твiр-

них 𝑥𝑖 кiльця на 𝑇𝑛 за правилом:

𝑥𝑖𝑓 =
𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝑓), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝑓 ∈ 𝑇𝑛.

В пiдроздiлi 3.1 розглядаються нiльпотентнi модулi з одновимiрним цоколем.

Теорема 3.2. Нехай 𝑉 — скiнченновимiрний нiльпотентний K[𝑋]-модуль

з одновимiрним цоколем. Тодi модуль 𝑉 iзоморфно вкладається в K[𝑋]-

модуль 𝑇𝑛.

В пiдроздiлi 3.2 вказано будову кiльця ендоморфiзмiв модуля 𝑇𝑛.

Теорема 3.6. Лiнiйне перетворення 𝜙 векторного простору K[𝑋] є ендомор-

фiзмом K[𝑋]-модуля 𝑇𝑛 тодi i тiльки тодi, коли воно має вигляд

𝜙 =
∑︁

(𝛼1,...,𝛼𝑛)
𝛼𝑖⩾0

𝑐𝛼1,...,𝛼𝑛

𝜕𝛼1+···+𝛼𝑛

𝜕𝑥𝛼1
1 · · · 𝜕𝑥𝛼𝑛

𝑛
, 𝑐𝛼1,...,𝛼𝑛

∈ K
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при цьому виконуються рiвностi

𝑐𝛼1,...,𝛼𝑛
= 𝜙

(︂
𝑥𝛼1
1

𝛼1!
· · · 𝑥

𝛼𝑛
𝑛

𝛼𝑛!

)︂
(0).

Пiдмодуль𝑀 модуля 𝑇𝑛 будемо називати мономiальним, якщо вiн має базис

над полем K iз одночленiв.

Теорема 3.14.

1. Алгебра End(𝑇𝑛) всiх ендоморфiзмiв модуля 𝑇𝑛 iзоморфна алгебрi фор-

мальних степеневих рядiв K[[𝑋]] i тому група автоморфiзмiв Aut(𝑇𝑛)

iзоморфна мультиплiкативнiй групi K[[𝑋]]* алгебри K[[𝑋]].

2. Група автоморфiзмiв скiнченновимiрного мономiального пiдмодуля 𝑀 iз

𝑇𝑛 розмiрностi 𝑚 над K iзоморфна прямому добутку K*×(K+)𝑚−1, де K+

— адитивна група поля K.

3. Група автоморфiзмiв довiльного скiнченновимiрного K[𝑋]-модуля 𝑉 з

одновимiрним цоколем iзоморфна факторгрупi групи K* × (K+)𝑚, для де-

якого 𝑚 ⩾ 0.

У висновках перелiчено основнi результати роботи. У додатку 1 вказано стат-

тi та тези наукових доповiдей, де були опублiкованi отриманi результати, i назви

наукових конференцiй, на яких цi результати були представленi.

Автор висловлює щиру подяку науковому керiвнику — доктору фiз.-мат.

наук, професору Петравчуку Анатолiю Петровичу за постановку розгляну-

тих в дисертацiї задач, постiйну увагу, всебiчну пiдтримку та допомогу в

роботi.

Огляд лiтератури

Поняття диференцiювання алгебри було введено у 1936 роцi Н. Джекобсоном у

роботi [26]. Бiльш точно, було розглянуто перетворення довiльної алгебри 𝐴 над
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довiльним полем K, якi були лiнiйнi та задовiльняли правило Лейбнiца, тобто

𝐷(𝑥𝑦) = 𝐷(𝑥)𝑦 + 𝑥𝐷(𝑦)

для всiх елементiв алгебри 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴. Такi перетворення були названi диферен-

цiюваннями алгебри 𝐴 узагальнюючи випадок диференцiювань полiв аналiти-

чних функцiй. Було показано, що довiльна лiнiйна комбiнацiя диференцiювань

K-алгебри 𝐴 знову є диференцiюваням, навiдмiну вiд їх композицiї. Крiм того,

виявилося, що для диференцiювань𝐷1,𝐷2 їх комутатор [𝐷1, 𝐷2] = 𝐷1𝐷2−𝐷2𝐷1

задовольняє правило Лейбнiца, тобто є диференцiюванням. Таким чином, мно-

жина всiх диференцiювань алгебри 𝐴 є алгеброю Лi вiдносно комутатора.

Пiсля того, як такi видатнi математики,як Колчин i Рiт, у спробi знайти но-

вi алгебраїчнi пiдходи до вивчення диференцiальних рiвняннь започаткували

диференцiальну алгебри у роботах [33,54], вивчення алгебр Лi диференцiювань

стало важливою проблемою диференцiальної алгебри зокрема, i лiнiйної алге-

бри взагалi.

У 1978 роцi Д. Джорданом i К. Джорданом було отримано низку результа-

тiв у роботах [28–30], якi стосувилися вивчення будови алгебри Лi Der𝑅 всiх

диференцiювань асоцiативного кiльця 𝑅. Бiльш точно, автори зосередилися на

вивченнi будови iдеалiв кiльця Der𝑅 i її зв’язку з будовою iдеалiв кiльця 𝑅. У

випадку, коли кiльце 𝑅 комутативне, ключову роль вiдiграла така конструкцiя

як пiдалгебра Лi диференцiювань вигляду 𝑅𝐷 = {𝑟𝐷 : 𝑟 ∈ 𝑅} для фiксованого
диференцiювання 𝐷 кiльця 𝑅. Було зазначено, що пiдалгебри такого вигляду

мають схожi властивостi i вiдiграють таку саму роль у комутативному випадку,

що i кiльце 𝐼(𝑅) всiх внутрiшнiх диференцiювань у випадку некомутативного

кiльця 𝑅.

У 1986 роцi зазначенi вище результати були узагальненi. Зокрема, для не-

нульових пiдалгебр Лi алгебри Лi Der𝑅, якi також є модулями над кiльцем 𝑅

була наведена достатня умова для того, щоб вони були простими алгебрами Лi.

Бiльше того, Д. Джордан показав, що, у випадку поля характеристики нуль, ал-

гебра Лi Der𝑅 буде простою, якщо 𝑅 – регулярне локальне кiльце. Виявилося,
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як потiм показав Т. Зiберт [57], що останнє твердження справедливе в обидва

боки.

Особливо цiкавим для розгляду є випадок коли кiльце 𝑅 є кiльцем

K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] многочленiв вiд 𝑛 змiнних. Пiдалгебри алгебри Лi𝑊𝑛(K) диферен-

цiювань кiльця многочленiв K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] якi є K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]-модулями назива-

ються полiномiальними алгебрами Лi. Такi пiдалгебри було вперше розглянуто

в роботi [62] В. Бухштабера та Д. Лейкiна в 2002 роцi. Полiномiальнi алгебри

Лi рангу один в 𝑊𝑛(K) були бiльш детально дослiдженi у роботi [1] I. Аржан-

цева, Є. Македонського i А. Петравчука. Зокрема були прокласифiкованi всi

їх скiнченновимiрнi пiдалгебри. В 2013 роцi Є. Македонський i А. Петравчук у

роботi [1] дали опис всiх скiнченновимiрних пiдалгебр Лi iз DerK(K(𝑥, 𝑦)).

В 2014 роцi Є. Македонський i А. Петравчук [39] отримали низку результатiв

стосовно загальних властивостей i будови нiльпотентних i розв’язних пiдалгебр

скiнченного рангу з алгебри Лi𝑊 (𝐴) = 𝑅DerK𝐴 для асоцiативно-комутативної

областi цiлiсностi 𝐴 над полем K з полем часток 𝑅. Зокрема, фундаменталь-

ним результатом, що вiдноситься до будови нiльпотентних алгебр Лi диферен-

цiювань виявилося, що кожна нiльпотентна пiдалгебра Лi 𝐿 скiнченного ран-

гу, яка також є замкненою вiдносно множення на елементи з її поля констант

𝐹 = 𝐹 (𝐿) є скiнченновимiрною нiльпотентою алгеброю Лi над 𝐹 . Бiльше то-

го, для кожної нiльпотентної пiдалгебри диференцiювань скiнченного рангу iз

𝑊 (𝐴) була побудована серiя iдеалiв з зростаючими рангами. Ця серiя iдеалiв

має схожi властивостi з верхньоцентральним рядом скiнченновимiрної нiльпо-

тентної алгебри Лi. В роботi [51] цi результати були узагальненi на випадок

локально нiльпотентних алгебр Лi диференцiювань. Окремого розгляду заслу-

говує випадок коли алгебра 𝐴 є кiльцем многочленiв K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]. В такому

разi важливими прикладами локально нiльпотентних пiдалгебр Лi виступають

пiдалгебри Лi 𝑢𝑛(K) усiх трикутних полiномiальних диференцiювань. Вони бу-

ли дослiдженi у роботах В. Бавули [2, 3]. Ним було показано, що цi алгебри Лi

є локально нiльпотентнi та локально скiнченнi.

Клас алгебр Лi диференцiювань, що складається з локально нiльпотентних
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диференцiювань має тiсний зв’язок з класом локально нiльпотентних алгебр

Лi диференцiювань i теж є цiкавим сам по собi. Диференцiювання 𝐷 : 𝐴 → 𝐴

алгебри 𝐴 називається локально нiльпотентним, тодi i тiльки тодi, коли кожен

елемент 𝑎 ∈ 𝐴 зануляється деяким ступенем 𝑛 ∈ N диференцiювання 𝐷, тобто

𝐷𝑛(𝑎) = 0, aбо, що те саме, 𝐴 = ∪𝑛⩾1 Ker𝐷𝑛. Найпростiшим прикладом локаль-

но нiльпотентних диференцiювань є частиннi похiднi на алгебрi многочленiв.

Одна з причин важливостi локально нiльпотентних диференцiювань полягає

у їх зв’язку з автоморфiзмами алгебр. Бiльш точно, довiльному локальному

диференцiюванню 𝐷 : 𝐴 → 𝐴 можна поставити у вiдповiднiсть автоморфiзм

алгебри 𝐴 визначений як

exp𝐷 : 𝐴 ∋ 𝑎 ↦−→
∑︁
𝑛⩾0

𝐷𝑛

𝑛!
(𝑎),

де для кожного окремо взятого 𝑎 сума скiнченна з локальної нiльпотентностi

диференцiювання 𝐷. Також кожному локально нiльпотентному диференцiю-

ванню вiдповiдає дiя адитивної групи поля (K,+) автоморфiзмами на алгебрi

𝐴 задана як K ∋ 𝑡 ↦→ exp 𝑡𝐷 ∈ Aut𝐴.

За кожним автоморфiзмом кiльця многочленiв K[𝑥, 𝑦] вiд двох змiнних мо-

жна побудувати пару диференцiювань, а саме частиннi похiднi вiдповiднi до

нових координатних функцiй, записанi в старих координатах. У випадку по-

ля характеристики нуль Реншлер у роботi [53] показав, що для довiльного ло-

кально нiльпотентного диференцiювання 𝐷 : 𝐴 → 𝐴 iснує такий автоморфiзм

𝜙 ∈ AutK[𝑥, 𝑦], що

𝜙𝐷𝜙−1 = 𝑓(𝑥)
𝜕

𝜕𝑦
.

З урахуванням наведених вище мiркувань стає прозорим геометрична тлума-

чення цього результату. А саме, для довiльної дiї адитивної групи поля (K,+)

на афiннiй площинi K2 можна вибрати (полiномiальнi) координати (𝑥, 𝑦) таким

чином, що ця дiя запишеться як

𝑡 · (𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝑦 + 𝑡𝑓(𝑥)).
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Випадок поля характеристики 𝑝 > 0 було дослiджено М. Мiянiшi [41]. В такому

разi дiю дiї адитивної групи поля (K,+) на афiннiй площинi K2 можна записати

як

𝑡 · (𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝑦 + 𝑡𝑓0(𝑥) + 𝑡𝑝𝑓1(𝑥) + · · · + 𝑡𝑝
𝑛

𝑓𝑛(𝑥)).

Канонiчнi форми локально нiльпотентних диференцiювань були дослiдженi

i для старших розмiрностей. Так, для випадку 𝑛 = 3 була отримана низка

важливих результатiв такими математиками, як М. Мiянiшi [42], Д. Даглi [16],

Ш. Калiман [18]. В 2004 роцi Л. Макар-Лiманов [37] розв’язав цю проблему для

випадку афiнної областi C𝑛.

З огляду на наведенi вище зв’язки мiж поняттям локально нiльпотентного

диференцiювання i автоморфiзмами та однопараметричними групами, недив-

ним є той факт, що локально нiльпотентнi диференцiювання знаходять своє

мiсце в деяких формулюваннях знаменитих проблем в математицi. Яскравим

прикладом такої проблеми є гiпотеза якобiана. Гiпотеза полягає в тому, що

многочлени 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛 ∈ K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] породжують алгебру многочленiв, якщо

якобiан det
(︁
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗

)︁𝑛
𝑖,𝑗=1

є ненульовим елементом поля K. Гiпотеза якобiана зали-
шається вiдкритою для випадку 𝑛 ⩾ 2.

Гiпотеза має численi еквiвалентнi формулювання, деякi з яких в термiнах

локально нiльпотентних диференцiювань. Так, наприклад А. Новiцкi [44] по-

казав, що гiпотеза якобiана еквiвалентна припущенню, що довiльний базис

𝐷1, . . . , 𝐷𝑛 ∈ DerKK[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] алгебри Лi полiномiальних диференцiювань як

модуля над кiльцем многочленiв, що складається з попарно комутуючих еле-

ментiв є локально нiльпотентним, тобто кожен його елемент є локально нiль-

потентнии. Ж. Фройденбург [20] навiв ще одне еквiвалентне формулювання в

термiнах якобiанних диференцiювань.

Якобiанним називається таке диференцiювання 𝐷𝑓1,...,𝑓𝑛−1
кiльця

K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] многочленiв вiд 𝑛 змiнних, для якого iснують многочлени

𝑓1, . . . , 𝑓𝑛−1, такi що

𝐷𝑓1,...,𝑓𝑛−1
(𝑓𝑛) = det

(︂
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗

)︂𝑛
𝑖,𝑗=1
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для всiх полiномiв 𝑓𝑛 ∈ K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛].

Тодi вказане вище еквiвалентне формулювання гiпотези якобiана полягає в

тому, що кожне якобiанне диференцiювання 𝐷𝑓1,...,𝑓𝑛−1
, яке має слайс, тобто еле-

мент 𝑔 ∈ K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], такий що 𝐷𝑓1,...,𝑓𝑛−1
(𝑔) = 1 є локально нiльпотентним i,

бiльше того, його ядро Ker𝐷𝑓1,...,𝑓𝑛−1
породжується многочленами 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛−1

як пiдалгебра. Бiльш детально про гiпотезу якобiана можна подивитися у мо-

нографiї А. Ван ден Ессена [61].

Ще однiєю проблемою, для якої апарат локально нiльпотентних диферен-

цiювань дозволив отримати численi результати є 15-та проблема Гiльберта. А

саме, для пiдполя 𝑃 у полi рацiональних функцiй K(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) чи є алгебра

𝑃 ∩ K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] скiнченнопородженою над полем K? Широко вiдомий контр-

приклад М. Нагати дав негативну вiдповiдь на це питання. Дерксеном [19] було

показано, що кiльце 𝑃∩K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] є ядром деякого полiномiального диферен-

цiювання. Бiльше того, виявилося, що 15-та проблема Гiльберта може бути пе-

реформульована наступним чином: чи вiрним є твердження, що кожне локально

нiльпотентне диференцiювання алгебри многочленiв має скiнченно породжене

ядро (як алгебра)? Таке переформулювання дозволило отримати низку контр-

прикладiв (див. [17,47]) у випадку 𝑛 ⩾ 5. У випадку 𝑛 = 3 вiдомим є результат

М. Мiянiшi [42], а для випадку 𝑛 = 4 проблема залишається вiдкритою.

Означення та допомiжнi результати

Наведемо спочатку загально вiдомi означення i твердження з теорiї алгебр Лi,

якi будуть широко використовуватися в роботi. Їх можна знайти в класичнiй

лiтературi присвяченiй алгебрам Лi, наприклад, [27,58].

Означення 1. Лiнiйний простiр 𝐿 над полем K разом з бiлiнiйною операцiєю

добутку (𝑥, 𝑦) → [𝑥, 𝑦], називають алгеброю Лi над K, якщо виконується такi

умови

(1) [𝑥, 𝑥] = 0 для всiх 𝑥 ∈ 𝐿;
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(2) [[𝑥, 𝑦], 𝑧] + [[𝑦, 𝑧], 𝑥] + [[𝑧, 𝑥], 𝑦] = 0 для всiх 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿.

Друге спiввiдношення називають тотожнiстю Якобi.

Бiлiнiйну операцiю iз означення алгебри Лi називають операцiєю комуту-

вання, а елемент [𝑥, 𝑦] — комутатором елементiв 𝑥 та 𝑦. Принциповим є той

факт, що операцiя комутування в загальному випадку неасоцiативна. Перше

спiввiдношення можемо еквiвалентним чином переписати як

[𝑥, 𝑦] = −[𝑦, 𝑥] для всiх 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿.

якщо характеристика поля не дорiвнює двом.

Означення 2. Нехай 𝐿 — алгебра Лi над полем K.

1. Пiдпростiр 𝑀 лiнiйного простору 𝐿 називають пiдалгеброю алгебри Лi 𝐿,

якщо для довiльних елементiв 𝑥, 𝑦 ∈𝑀 їх комутатор [𝑥, 𝑦] належить 𝑀 .

2. Пiдпростiр 𝐼 алгебри Лi 𝐿 називають iдеалом в 𝐿, якщо для довiльних

𝑥 ∈ 𝐼 i 𝑦 ∈ 𝐿 їх комутатор [𝑥, 𝑦] належить 𝐼.

3. Нехай 𝐼 — iдеал алгебри Лi 𝐿, тодi лiнiйний факторпростiр 𝐿/𝐼 = {𝑥+ 𝐼 |
𝑥 ∈ 𝐿} разом з операцiєю [𝑥 + 𝐼, 𝑦 + 𝐼] = [𝑥, 𝑦] + 𝐼, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 називають

фактор-алгеброю алгебри Лi 𝐿 за iдеалом 𝐼.

4. Центром 𝑍(𝐿) алгебри Лi 𝐿 називають множину всiх елементiв 𝑧 ∈ 𝐿

таких, що [𝑧, 𝑥] = 0 для всiх елементiв 𝑥 ∈ 𝐿.

Для лiнiйних пiдпросторiв 𝐻 i 𝐾 з алгебри Лi 𝐿 будемо позначати через

[𝐻,𝐾] лiнiйну оболонку всiх комутаторiв [ℎ, 𝑘] i через 𝐻 +𝐾 множину всiх сум

ℎ+ 𝑘, де ℎ ∈ 𝐻 i 𝑘 ∈ 𝐾.

Означення 3. Нехай 𝐿 та𝑀 — алгебри Лi над полем K. Лiнiйне вiдображення
𝜙 : 𝐿 → 𝑀 називають гомоморфiзмом алгебр Лi якщо виконується тотожнiсть

𝜙([𝑥, 𝑦]) = [𝜙(𝑥), 𝜙(𝑦)] для всiх елементiв 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿. Якщо гомоморфiзм 𝜙 є

iн’єкцiєю, сюр’єкцiєю або бiєкцiю, то вiн називається моно-, епi-, або iзоморфi-

змом вiдповiдно. Якщо iснує iзоморфiзм 𝜙 : 𝐿→𝑀 , то кажуть, що алгебри Лi

𝐿 та 𝑀 є iзоморфними i позначають цей факт, як 𝐿 ≃𝑀 .
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Для всiх iдеалiв 𝐼 з алгебри Лi 𝐿 вiдображення 𝜋 : 𝐿 → 𝐿/𝐼, задане як

𝜋(𝑥) = 𝑥+ 𝐼 для всiх елементiв 𝑥 ∈ 𝐿, є епiморфiзмом алгебр Лi.

Теорема 4. Нехай 𝜙 : 𝐿→𝑀 гомоморфiзм алгебр Лi. Тодi

(1) Образ 𝜙(𝐿) є пiдалгеброю Лi в алгебри Лi 𝑀, ядро Ker𝜙 є iдеалом алгебри

Лi 𝐿 та виконується, що 𝐿/Ker𝜙 ≃ 𝜙(𝐿);

(2) Для будь-якого iдеалу 𝐻 в алгебрi Лi 𝐿 i будь-якої пiдалгебри 𝐾 в алгебрi

Лi 𝐿 виконується, що 𝐻 є iдеалом в алгебрi Лi 𝐻+𝐾, пiдалгебра Лi 𝐻∩𝐾
є iдеалом в 𝐾 i

𝐻 +𝐾/𝐾 ≃ 𝐾/𝐻 ∩𝐾.

(3) Для будь-яких iдеалiв 𝐻 i 𝐾 алгебри Лi 𝐿, таких що 𝐻 мiститься 𝐾,

виконується, що

(𝐿/𝐾)/(𝐻/𝐾) ≃ 𝐿/𝐻.

(4) Для будь-якого iдеалу 𝐼 з 𝐿, що мiститься в ядрi Ker𝜙, iснує i єдиний

гомоморфiзм 𝜃 : 𝐿/𝐼 →𝑀, такий що 𝜙 = 𝜃∘𝜋, де 𝜋 : 𝐿→ 𝐿/𝐼 — канонiчна

проекцiя.

Означення 5. Нехай 𝐿 — алгебра Лi над деяким полем K. Розглянемо послi-
довнiсть iдеалiв, задану за наступним рекурентним спiввiдношенням:

𝐿1 = 𝐿, 𝐿𝑛+1 = [𝐿𝑛, 𝐿]

в 𝐿 для всiх натуральних 𝑛 ⩾ 1.

1. Серiю iдеалiв

𝐿 = 𝐿1 ⊇ 𝐿2 ⊇ · · · ⊇ 𝐿𝑛 ⊇ 𝐿𝑛+1 ⊇ · · ·

називають нижнiм центральним рядом алгебри Лi 𝐿.

2. Пiдалгебру 𝐿2 = [𝐿,𝐿] алгебри Лi 𝐿 називають похiдною пiдалгеброю або

комутантом алгебри Лi 𝐿. Якщо [𝐿,𝐿] = 0, то кажуть, що 𝐿 є абелевою

алгеброю Лi.
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3. Кажуть, що алгебру Лi 𝐿 є нiльпотентною, якщо 𝐿𝑛+1 = 0 для деякого

натурального 𝑛. Найменше таке число 𝑛 називається класом або ступенем

нiльпотентностi алгебри Лi 𝐿.

4. Кажуть, що алгебра Лi 𝐿 є локально нiльпотентною, якщо кожна її скiн-

ченнопороджена пiдалгебра Лi є нiльпотентною.

Означення 6. Нехай 𝐿 — алгебра Лi над деяким полем K. Розглянемо послi-
довнiсть iдеалiв, задану за таким рекурентним спiввiдношенням:

𝐿(0) = 𝐿, 𝐿(𝑛+1) = [𝐿(𝑛), 𝐿(𝑛)]

в 𝐿 для всiх цiлих 𝑛 ⩾ 0.

1. Серiю iдеалiв

𝐿 = 𝐿(0) ⊇ 𝐿(1) ⊇ · · · ⊇ 𝐿(𝑛) ⊇ 𝐿(𝑛+1) ⊇ · · ·

називають похiдною серiєю алгебри Лi 𝐿.

2. Кажуть, що алгебра Лi 𝐿 є розв’язною, якщо 𝐿(𝑛) = 0 для деякого нату-

рального 𝑛. Найменше таке число 𝑛 називається ступенем розв’язностi

алгебри Лi 𝐿 i позначається через 𝑠(𝐿).

Розглянемо лiнiйний простiр 𝑉 над полем K i його алгебру ендоморфiзмiв

End𝑉 . Визначимо на множинi End𝑉 множення, задане як

[𝑇, 𝑆] = 𝑇 · 𝑆 − 𝑆 · 𝑇,

де 𝑇, 𝑆 ∈ End𝑉 i · є множенням в асоцiативнiй алгебрi End𝑉 . Тодi лiнiйний

простiр End𝑉 разом з цiєю операцiєю є алгеброю Лi над полем K, яка позна-
чається gl(𝑉 ).

Означення 7. Нехай 𝐴 — алгебра над полем K. K-лiнiйне вiдображення

𝐷 : 𝐴 → 𝐴 називають диференцiюванням (або K-диференцiюванням) алгебри
𝐴, якщо для нього виконується правило Лейбнiца: 𝐷(𝑎𝑏) = 𝐷(𝑎)𝑏 + 𝑎𝐷(𝑏) для

всiх елементiв 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴.
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Множина DerK𝐴 всiх K-диференцiювань алгебри 𝐴 у сукупностi комутато-

ром, заданим як

[𝐷1, 𝐷2] = 𝐷1𝐷2 −𝐷2𝐷1

для всiх диференцiювань 𝐷1, 𝐷2 ∈ DerK𝐴 є пiдалгеброю в алгебрi Лi 𝑔𝑙(𝐴). Її

називають алгеброю Лi диференцiювань K-алгебри 𝐴.

Означення 8. Для довiльної алгебри Лi 𝐿 над полем K i довiльного елемента

𝑥 ∈ 𝐿 можна видiлити лiнiйний оператор ad𝑥 : 𝐿 → 𝐿, заданий за правилом

ad𝑥(𝑦) = [𝑥, 𝑦] для всiх елементiв 𝑦 ∈ 𝐿. Таким чином визначенi оператори

виявляється диференцiюваннями i їх називають внутрiшнiми диференцiюван-

нями алгебри Лi 𝐿.

Вiдповiднiсть ad: 𝐿 → DerK 𝐿, яка кожному елементу 𝑥 ∈ 𝐿 спiвставляє

внутрiшнє диференцiювання ad𝑥 є природнiм гомоморфiзмом алгебр Лi

Означення 9.

1. Нехай 𝐿1, 𝐿2 — алгебри Лi над полем K i 𝜙 : 𝐿1 → DerK 𝐿2 — гомоморфiзм

алгебр Лi. Тодi лiнiйний простiр 𝐿1 ⊕ 𝐿2 разом з операцiєю

[(𝑎1, 𝑏1), (𝑎2, 𝑏2)] = ([𝑎1, 𝑎2], 𝜙(𝑎1)(𝑏2) − 𝜙(𝑎2)(𝑏1)),

𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐿1, 𝑏1, 𝑏2 ∈ 𝐿2, називають зовнiшнiм напiвпрямим добутком i

позначають через 𝐿1 ⋌𝜙 𝐿2 або 𝐿1 ⋌ 𝐿2.

2. Якщо алгебра Лi 𝐿 мiстить iдеал 𝑁 i пiдалгебру 𝐵 таку, що 𝐿 = 𝑁 +𝐵 та

𝑁 ∩𝐵 = 0, то 𝐿 називають внутрiшнiм напiвпрямим добутком алгебр Лi

𝐵 i 𝑁 i позначають 𝐿 = 𝐵 ⋌𝑁 .

Нехай K — алгебраїчно замкнене поле характеристики нуль i 𝐴 — асоцiа-

тивна комутативна K-алгебра з одиницею i без дiльникiв нуля, тобто область

цiлiсностi. За областю цiлiсностi 𝐴 можна побудувати вiдповiдне поле часток

Frac(𝐴) =: 𝑅. Кожне диференцiювання 𝐷 алгебри 𝐴 можна продовжити єди-

ним чином до диференцiювання поля 𝑅 за правилом:

𝐷
(︁𝑎
𝑏

)︁
=
𝐷(𝑎)𝑏− 𝑎𝐷(𝑏)

𝑏2
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для всiх 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴, 𝑏 ̸= 0. Можна легко переконатися, що для довiльного елеме-

та 𝑎 ∈ 𝐴 i диференцiювання 𝐷 ∈ DerK𝐴 лiнiйне перетворення 𝑎𝐷 визначене

як 𝑎𝐷 : 𝐴 ∈ 𝑥 ↦→ 𝑎𝐷(𝑥) ∈ 𝐴 задовольняє правило Лейбнiца, а отже теж є

диференцiюванням, тобто простiр DerK𝐴 є також 𝐴-модулем. Множина

𝑅DerK𝐴 = {𝑟𝐷 | 𝑟 ∈ 𝑅,𝐷 ∈ DerK𝐴}

утворює пiдалгебру Лi в алгебрi Лi DerK𝑅 усiх диференцiювань поля 𝑅. За-

уважимо, що множина 𝑅DerK𝐴 не є, взагалi кажучи, алгеброю Лi над полем

𝑅, бо iї елементи можуть не бути 𝑅-лiнiйними вiдображеннями. Далi будемо

позначати пiдалгебри 𝑅DerK𝐴 через 𝑊 (𝐴).

Для пiдалгебри Лi 𝐿 алгебри Лi 𝑊 (𝐴) її рангом rank𝑅 𝐿 над полем 𝑅 нази-

вають розмiрнiсть dim𝑅𝑅𝐿 лiнiйного простору

𝑅𝐿 = 𝑅⟨𝑟𝐷 | 𝑟 ∈ 𝑅,𝐷 ∈ 𝐿⟩

над 𝑅. Множина 𝐹 = 𝐹 (𝐿) всiх елементiв 𝑟 ∈ 𝑅 таких, що 𝐷(𝑟) = 0 для всiх

диференцiювань 𝐷 ∈ 𝐿, є пiдполем в 𝑅 i називається полем констант для

алгебри Лi диференцiювань 𝐿. Лiнiйнi оболонки 𝑅𝐿 та

𝐹𝐿 = 𝐹 ⟨𝑓𝐷 | 𝑓 ∈ 𝐹,𝐷 ∈ 𝐿⟩

утворюють пiдалгебри Лi (над K) в𝑊 (𝐴). Бiльше того, вони також є алгебрами

Лi над полем 𝐹 .

Має мiсце наступне твердження.

Лема 10 ( [39, Lemma 4]). Нехай 𝐿 — пiдалгебра з алгебри Лi 𝑊 (𝐴) та 𝐼 —

iдеал в 𝐿. Тодi векторний простiр 𝑅𝐼 ∩𝐿 над полем K буде також iдеалом в 𝐿.

Далi будемо позначати алгебру Лi DerKK[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] всiх полiномiальних ди-

ференцiювань через𝑊𝑛(K). Кожне диференцiювання 𝐷 з𝑊𝑛(K) можна подати

у виглядi

𝐷 = 𝑓1
𝜕

𝜕𝑥1
+ 𝑓2

𝜕

𝜕𝑥2
+ · · · + 𝑓𝑛

𝜕

𝜕𝑥𝑛
,
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де 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛 ∈ K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] i 𝜕
𝜕𝑥1
, . . . , 𝜕

𝜕𝑥𝑛
— звичайнi частиннi похiднi (тобто

такi диференцiювання алгебри многочленiв, що задаються спiввiдношеннями
𝜕
𝜕𝑥𝑖

(𝑥𝑖) = 1 i 𝜕
𝜕𝑥𝑖

(𝑥𝑗) = 0 для всiх 𝑗 ̸= 𝑖). Зауважимо, що коефiцiєнти 𝑓𝑖 можна

однозначно визначити як 𝑓𝑖 = 𝐷(𝑥𝑖) для всiх 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Означення 11. Диференцiювання алгебри полiномiв K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] вигляду

𝐷 = 𝑓1(𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)
𝜕

𝜕𝑥1
+ 𝑓2(𝑥3, . . . , 𝑥𝑛)

𝜕

𝜕𝑥2
+ · · · + 𝑓𝑛−1(𝑥𝑛)

𝜕

𝜕𝑥𝑛−1
+ 𝑓𝑛

𝜕

𝜕𝑥𝑛
,

де 𝑓𝑖 ∈ K[𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛] для всiх 𝑖 = 1, . . . , 𝑛−1 i 𝑓𝑛 ∈ K, називаються трикутни-
ми диференцiюваннями. Множина всiх трикутних диференцiювань є важливою

пiдалгеброю Лi в 𝑊𝑛(K), ї ї позначають через 𝑢𝑛(K).

Алгебри Лi 𝑢𝑛(K) були дослiдженi Бавулою в роботах [2, 3]. Було показано,

що алгебри Лi 𝑢𝑛(K) попарно неiзоморфнi для рiзних 𝑛 ⩾ 2. Вони є розв’язними,

але не є нiльпотентними алгебрами Лi. Також було показано, що всi їхнi внутрi-

шнi диференцiювання є локально нiльпотентними операторами. Наприкiнець,

в цих роботах було доведено, що 𝑢𝑛(K), 𝑛 ⩾ 1, є локально нiльпотентними i

локально скiнченними алгебри Лi.

Означення 12. Диференцiювання 𝐷 : 𝐴 → 𝐴 називається локально нiльпо-

тентним, якщо для кожного елемента 𝑎 алгебри 𝐴 iснує таке цiле число

𝑛 = 𝑛(𝑎) > 0 що 𝐷𝑛(𝑎) = 0, або що те саме 𝐴 = ∪𝑛⩾1 Ker𝐷𝑛.

Зокрема, в алгебрi полiномiв K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] частиннi похiднi 𝜕
𝜕𝑥1
, 𝜕
𝜕𝑥2
, . . . , 𝜕

𝜕𝑥𝑛
i

трикутнi диференцiювання є прикладами локально нiльпотентних диференцiю-

вань. Множину всiх локально нiльпотентних диференцiювань алгебри 𝐴 позна-

чатимемо через LND(𝐴). За означенням, LND(𝐴) є пiдмножиною в алгебрi Лi

DerK𝐴, однак вона взагалi кажучи не є замкненою нi вiдносно суми, нi вiдно-

сно комутатора, тобто не утворює в нiй пiдалгебри чи пiдпростору в загальному

випадку.

Твердження 13 (див. [20, Principles 7 and 10]). Нехай K — поле характеристи-

ки нуль i 𝐴 — (комутативна) область цiлiсностi над полем K.
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1. Для диференцiювання 𝐷 ∈ DerK𝐴 i елемента 𝑓 ∈ 𝐴, диференцiювання 𝑓𝐷

є локально нiльпотентним тодi i лише тодi, коли 𝐷 є локально нiльпотен-

тним, а елемент 𝑓 належить ядру Ker𝐷.

2. Якщо локально нiльпотентнi диференцiювання 𝐷,𝐸 ∈ LND(𝐴) комуту-

ють, то їх сума 𝐷+𝐸 також є локально нiльпотентним диференцiюванням.

Обернене твердження до другого пункта взагалi кажучи не вiрне, тобто мо-

жуть iснувати такi локально нiльпотентнi диференцiювання 𝐷 i 𝐸 на 𝐴, що

[𝐷,𝐸] ̸= 0, а сума 𝐷 + 𝐸 теж є локально нiльпотентим диференцiюванням.

Приклади можна знайти в алгебрi Лi трикутних диференцiювань кiльця мно-

гочленiв.

Твердження 14 (див. [20, Principle 1]). Нехай 𝐷 — локально нiльпотентне

диференцiювання комутативної алгебри 𝐴 над полем K характеристики нуль.

Тодi група AutK(𝐴) всiх автоморфiзмiв K-алгебри 𝐴 дiє на множинi локально

нiльпотентних диференцiювань LND(𝐴) спряженням, тобто 𝛼 ·𝐷 = 𝛼𝐷𝛼−1 для

всiх автоморфiзмiв 𝛼 ∈ AutK(𝐴) i локально нiльпотентних диференцiювань

𝐷 ∈ LND(𝐴).

Теорема 15 (див. [53]). Нехай K — поле характеристики нуль. Якщо 𝐷 —

локально нiльпотентне диференцiювання алгебри K[𝑥, 𝑦] многочленiв вiд двох

змiнних, то iснує полiном 𝑓 ∈ K[𝑥] i автоморфiзм 𝛼 ∈ AutK(𝐴) такi, що

𝛼𝐷𝛼−1 = 𝑓(𝑥)
𝜕

𝜕𝑦
.



Роздiл 1

Бездивергентнi диференцiювання

i централiзатори елементiв в алгебрах Лi

диференцiювань

Результати цього роздiлу було опублiковано у працях [7, 13].

Позначимо через 𝐴 поле алгебраїчних функцiй вiд 𝑛 змiнних над полем K.
Нехай {𝑦1, . . . , 𝑦𝑛} — базис трансцендентностi 𝐴 (над K). Тодi кожне дифе-

ренцiювання 𝜕
𝜕𝑦𝑖

пiдполя K(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) ⊆ 𝐴 може бути однозначно продовже-

но до диференцiювання поля 𝐴. Ми позначимо це розширення для зручностi

тими ж самими символами 𝜕
𝜕𝑦𝑖
. Позначимо через 𝑌 множину { 𝜕

𝜕𝑦1
, . . . , 𝜕

𝜕𝑦𝑛
} K-

диференцiювань 𝐴. Нехай 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛−1 — довiльнi елементи поля 𝐴. Тодi якобi-

анне диференцiювання 𝐷𝑎1,...,𝑎𝑛−1
поля 𝐴 визначається за допомогою наступного

правила:

𝐷(𝑎1,...,𝑎𝑛−1)(ℎ) = det 𝐽(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛−1, ℎ),

де 𝐽(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛−1, ℎ) — матриця Якобi функцiй 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛−1, ℎ ∈ 𝐴.

Дивергенцiя div𝐷 диференцiювання 𝐷 ∈ DerK(𝐴), 𝐷 =
∑︀
𝑝𝑖

𝜕
𝜕𝑦𝑖

визначає-

ться за правилом:

div𝐷 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕𝑝𝑖
𝜕𝑦𝑖

, 𝑝𝑖 ∈ 𝐴.
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1.1 Про поведiнку дивергенцiї

при змiнi базису трансцендентностi

Нехай 𝐴 ⊇ K(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) — поле алгебраїчних функцiй. Вiдомо, що алгебра Лi

DerK(𝐴) усiх K-диференцiювань 𝐴 є векторним простором над 𝐴 розмiрностi 𝑛

(але не алгеброю Лi над 𝐴). Набiр 𝑋 = { 𝜕
𝜕𝑥1
, . . . , 𝜕

𝜕𝑥𝑛
} частинних похiдних є

базисом DerK(𝐴) над 𝐴. Таким чином, кожен елемент 𝐷 ∈ DerK𝑅 можна одно-

значно записати у формi

𝐷 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑖
, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛 ∈ 𝐴. (1.1)

Нехай 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛 ∈ 𝐴 — базис трансцендентностi поля 𝐴 над полем K. То-
дi 𝑌 = { 𝜕

𝜕𝑦1
, . . . , 𝜕

𝜕𝑦𝑛
} також є базисом лiнiйного простору DerK(𝐴) над по-

лем 𝐴. Тому для заданого диференцiювання 𝐷 ∈ DerK(𝐴) iснують елементи

𝑞1, . . . , 𝑞𝑛 ∈ 𝐴 такi, що

𝐷 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑞𝑖
𝜕

𝜕𝑦𝑖
, 𝑞1, . . . , 𝑞𝑛 ∈ 𝐴. (1.2)

Позначимо дивергенцiю диференцiювання 𝐷 в базах трансцендентностi 𝑥1, . . . ,

𝑥𝑛 i 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛 вiдповiдно через

div𝑋 𝐷 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕𝑝𝑖
𝜕𝑥𝑖

, div𝑌 𝐷 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕𝑞𝑖
𝜕𝑦𝑖

.

Теорема 1.1. Нехай 𝐷 ∈ DerK(𝐴). Тодi

div𝑋 𝐷 = div𝑌 𝐷 +
𝐷(Δ)

Δ
,

де Δ = det
(︁
𝜕𝑦𝑖
𝜕𝑥𝑗

)︁𝑛
𝑖,𝑗=1

.

Доведення. Оскiльки 𝜕𝑦𝑖
𝜕𝑦𝑗

= 𝛿𝑖𝑗 маємо з (1.2) наступнi тотожностi

𝑞𝑖 = 𝐷(𝑦𝑖) =
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑝𝑗
𝜕𝑦𝑖
𝜕𝑥𝑗

, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. (1.3)
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Диференцiювання 𝜕
𝜕𝑦1
, . . . , 𝜕

𝜕𝑦𝑛
складають базис векторного простору DerK(𝐴),

отже можемо написати

𝜕

𝜕𝑥𝑗
=

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑟𝑗𝑖
𝜕

𝜕𝑦𝑖
, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. (1.4)

для деяких 𝑟𝑗𝑖 ∈ 𝐴, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Цi елементи можуть бути знайденi з (1.4):

𝑟𝑗𝑖 =
𝜕𝑦𝑖
𝜕𝑥𝑗

, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

Отже, маємо
𝜕

𝜕𝑥𝑗
=

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕𝑦𝑖
𝜕𝑥𝑗

𝜕

𝜕𝑦𝑖
, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

Аналогiчно,
𝜕

𝜕𝑦𝑖
=

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕𝑥𝑗
𝜕𝑦𝑖

𝜕

𝜕𝑥𝑗
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Використавши рiвняння (1.3) отримуємо

div𝑌 𝐷 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕𝑞𝑖
𝜕𝑦𝑖

=
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑦𝑖

(︁ 𝑛∑︁
𝑗=1

𝑝𝑗
𝜕𝑦𝑖
𝜕𝑥𝑗

)︁
=

=
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝜕𝑝𝑗
𝜕𝑦𝑖

𝜕𝑦𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑝𝑗
𝜕

𝜕𝑦𝑖

(︁ 𝜕𝑦𝑖
𝜕𝑥𝑗

)︁
. (1.5)

Перший доданок правої частини (1.5) можна записати (з (1.3)) у виглядi
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝜕𝑝𝑗
𝜕𝑦𝑖

𝜕𝑦𝑖
𝜕𝑥𝑗

=
𝑛∑︁
𝑗=1

(︁ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕𝑦𝑖
𝜕𝑥𝑗

𝜕

𝜕𝑦𝑖

)︁
(𝑝𝑗) =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗
(𝑝𝑗) = div𝑋 𝐷.

Запишемо другий доданок правої частини (1.5) (використавши (1.4) i рiвнiсть

[ 𝜕
𝜕𝑥𝑖
, 𝜕
𝜕𝑥𝑗

] = 0) у виглядi

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑝𝑗
𝜕

𝜕𝑦𝑖

(︁ 𝜕𝑦𝑖
𝜕𝑥𝑗

)︁
=

𝑛∑︁
𝑖,𝑗,𝑘=1

𝑝𝑗
𝜕𝑥𝑘
𝜕𝑦𝑖

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︁ 𝜕𝑦𝑖
𝜕𝑥𝑘

)︁
=

=
𝑛∑︁

𝑖,𝑘=1

𝜕𝑥𝑘
𝜕𝑦𝑖

(︁ 𝑛∑︁
𝑗=1

𝑝𝑗
𝜕

𝜕𝑥𝑗

)︁(︁ 𝜕𝑦𝑖
𝜕𝑥𝑘

)︁
=

𝑛∑︁
𝑖,𝑘=1

𝜕𝑥𝑘
𝜕𝑦𝑖

𝐷
(︁ 𝜕𝑦𝑖
𝜕𝑥𝑘

)︁
.
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Матриця
(︀
𝜕𝑥𝑘
𝜕𝑦𝑖

)︀𝑛
𝑘,𝑖=1

обернена до матрицi
(︀
𝜕𝑦𝑘
𝜕𝑥𝑖

)︀𝑛
𝑘,𝑖=1

, отже маємо

𝜕𝑥𝑘
𝜕𝑦𝑖

=
𝐴𝑖
𝑘

Δ
, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,

де 𝐴𝑘
𝑖 доповнення елемента

𝜕𝑦𝑘
𝜕𝑥𝑖

у визначнику Δ = det
(︁
𝜕𝑦𝑘
𝜕𝑥𝑖

)︁𝑛
𝑘,𝑖=1

. Отже,

𝑛∑︁
𝑖,𝑘=1

𝜕𝑥𝑘
𝜕𝑦𝑖

𝐷
(︁ 𝜕𝑦𝑖
𝜕𝑥𝑘

)︁
=

1

Δ

𝑛∑︁
𝑖,𝑘=1

𝐴𝑖
𝑘𝐷
(︁ 𝜕𝑦𝑖
𝜕𝑥𝑘

)︁
=

=
1

Δ

𝑛∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
𝜕𝑦1
𝜕𝑥1

· · · 𝐷
(︀
𝜕𝑦1
𝜕𝑥𝑘

)︀
· · · 𝜕𝑦1

𝜕𝑥𝑛... · · · ... · · · ...
𝜕𝑦𝑛
𝜕𝑥1

· · · 𝐷
(︀
𝜕𝑦𝑛
𝜕𝑥𝑘

)︀
· · · 𝜕𝑦𝑛

𝜕𝑥𝑛
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =

𝐷(Δ)

Δ
,

Доведення завершене.

1.2 Бездивергентнi i якобiаннi диференцiювання

Деякi вiдомi результати про бездивергентнi диференцiювання зiбранi в насту-

пнiй лемi (див., наприклад, [20]) або [46]:

Лема 1.2.

1. Якщо D є якобiанним диференцiюванням кiльця K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], то тодi

div𝐷 = 0;

2. Кожне бездивергентне диференцiювання кiльця полiномiв K[𝑥, 𝑦] є якобi-

анним диференцiюванням;

3. Якщо 𝐷1, 𝐷2 є бездивергентними диференцiюваннями кiльця K[𝑥1, . . . ,

𝑥𝑛], то 𝐷1 +𝐷2 i [𝐷1, 𝐷2] також є бездивергентними.

Теорема 1.3. Нехай 𝐷 — K-диференцiювання кiльця полiномiв K[𝑥, 𝑦, 𝑧] з

div𝐷 = 0. Тодi iснують якобiаннi диференцiювання 𝐷1 i 𝐷2 кiльця K[𝑥, 𝑦, 𝑧]

такi, що 𝐷 = 𝐷1 +𝐷2.
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Доведення. Запишемо 𝐷 як

𝐷 = 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑟(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕

𝜕𝑧
,

де 𝑝, 𝑞, 𝑟 ∈ K[𝑥, 𝑦, 𝑧]. Тодi за умовами теореми 𝑝′𝑥+𝑞′𝑦+𝑟′𝑧 = div𝐷 = 0. Спочатку

знайдемо якобiанне диференцiювання 𝐷1 кiльця K[𝑥, 𝑦, 𝑧] у виглядi

𝐷1 = 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑞1(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕

𝜕𝑦

для деякого 𝑞1 ∈ K[𝑥, 𝑦, 𝑧]. Позначимо через 𝑠 = 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧) полiном вiд K[𝑥, 𝑦, 𝑧]

такий, що 𝑠′𝑦 = 𝑝, тобто 𝑠 =
∫︀
𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 (очевидно, що такий полiном iснує).

Позначимо 𝐷1 = 𝐷(𝑠,𝑧) якобiанне диференцiювання, визначене полiномами

𝑠, 𝑧 ∈ K[𝑥, 𝑦, 𝑧]. Легко побачити, що

𝐷1 = 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜕

𝜕𝑥
− 𝑠′𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕

𝜕𝑦
.

Покладемо 𝐷2 = 𝐷 − 𝐷1. Покажемо, що 𝐷2 є якобiанним диференцiюванням

кiльця K[𝑥, 𝑦, 𝑧]. Очевидно, що

𝐷2 = 𝑞2(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑟(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕

𝜕𝑧
, де 𝑞2 = 𝑞 − 𝑠′𝑥.

Розглянемо 𝑞2(𝑥, 𝑦, 𝑧) i 𝑟(𝑥, 𝑦, 𝑧) як полiноми вiд змiнних 𝑦, 𝑧 з коефiцiєнтами в

кiльцi K[𝑥]. Оскiльки

div𝐷2 = div𝐷 − div𝐷1 = 0,

отримуємо
𝜕𝑞2
𝜕𝑦

+
𝜕𝑟

𝜕𝑧
= 0.

Позначимо для зручностi 𝜙 = −𝑟, 𝜓 = 𝑞2. Тодi векторне поле 𝜙 𝜕
𝜕𝑦 + 𝜓 𝜕

𝜕𝑧 є

потенцiальним, оскiльки виконується рiвнiсть 𝜙′
𝑧 = 𝜓′

𝑦. Отже, iснує полiном

𝑡(𝑥, 𝑦, 𝑧) такий, що 𝑡′𝑦 = 𝜙, 𝑡′𝑧 = 𝜓 (полiном 𝑡 можна отримати формальним

iнтегруванням полiномiв 𝜓 i 𝜙 на змiннi 𝑦 i 𝑧 вiдповiдно).

𝑡(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∫︁ 𝑀(𝑥,𝑦,𝑧)

0,0,0

𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑧)d𝑦 + 𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑧)d𝑧.



46

Таким чином 𝑡′𝑦 = −𝑟(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑡′𝑧 = 𝑞2(𝑥, 𝑦, 𝑧). Розглянемо якобiанне диференцi-

ювання 𝐷(𝑡,𝑥). Очевидно, що

𝐷(𝑡,𝑥) = 𝑡′𝑧
𝜕

𝜕𝑦
− 𝑡′𝑦

𝜕

𝜕𝑧
= 𝑞2(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑟(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕

𝜕𝑧
= 𝐷2.

Отже, 𝐷 = 𝐷1 +𝐷2, де 𝐷1, 𝐷2 є якобiанними диференцiюваннями.

Твердження 1.4. Диференцiювання

𝐷 = 𝑥
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕

𝜕𝑦
− 2𝑧

𝜕

𝜕𝑧

кiльця K[𝑥, 𝑦, 𝑧] є бездивергентним, але не якобiанним.

Доведення. Згiдно з теоремою 10.1.1 з [46], маємо Ker𝐷 ̸= K. Вiзьмемо будь-
який полiном 𝑓 ∈ Ker𝐷 i запишимо його як суму 𝑓 = 𝑓0+𝑓1+· · ·+𝑓𝑛 однорiдних
компонент. Оскiльки диференцiювання 𝐷 є однорiдним, усi полiноми 𝑓𝑖 також

знаходяться в Ker𝐷. Тому можемо вважати без втрати загальностi, що 𝑓 є

однорiдним полiномом степеня 𝑘. Рiвнiсть 𝐷(𝑓) = 0 означає, що

𝑥𝑓 ′𝑥 + 𝑦𝑓 ′𝑦 − 2𝑧𝑓 ′𝑧 = 0

i виконується рiвнiсть

𝑘𝑓 − 3𝑧𝑓 ′𝑧 = 0 (1.6)

(тут 𝑥𝑓 ′𝑥+𝑦𝑓 ′𝑦+𝑧𝑓 ′𝑧 = 𝑘𝑓 , оскiльки deg 𝑓 = 𝑘). Розглянемо полiном 𝑓 як полiном

вiд 𝑧 з коефiцiєнтами в K[𝑦, 𝑧] i запишемо

𝑓 = 𝜙0 + 𝜙1𝑧 + · · · + 𝜙𝑚𝑧
𝑚, 𝜙𝑖 ∈ K[𝑥, 𝑦], 𝑚 = deg𝑧 𝑓.

Тодi

3𝑧𝑓 ′𝑧 = 3𝑧𝜙1 + 6𝑧2𝜙2 + · · · + 3𝑚𝜙𝑚𝑧
𝑚

i використовуючи (1.6) отримуємо

𝜙0 = 0, 𝑧𝜙1(𝑘 − 3) = 0, 𝑧2𝜙2(𝑘 − 6) = 0, . . . , 𝑧𝑚𝜙𝑚(𝑘 − 3𝑚) = 0. (1.7)

Оскiльки 𝜙𝑚 ̸= 0 (з рiвностi 𝑚 = deg𝑧 𝑓), маємо 𝑘 = 3𝑚 i

𝜙1 = 0, . . . , 𝜙𝑚−1 = 0.
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Останнє означає, що 𝑓 = 𝑧𝑚𝜙𝑚, де 𝑘 = 3𝑚. Рiвнiсть deg 𝑓 = 𝑘 передбачає

deg𝜙𝑚 = 2𝑚 i, отже, 𝜙𝑚 = 𝜙𝑚(𝑥, 𝑦) — однорiдний полiном ступеня 2𝑚. По-

значимо для зручностi 𝜓2𝑚 = 𝜙𝑚. Тодi 𝑓 = 𝑧𝑚·𝜓2𝑚 є однорiдним полiномом

ступеня 3𝑚.

I навпаки, якщо 𝑓 = 𝑧𝑚·𝜓2𝑚 є однорiдним полiномом ступеня 3𝑚, де полiном

𝜓2𝑚 = 𝜓2𝑚(𝑥, 𝑦) залежить лише вiд змiнних 𝑥, 𝑦, тодi 3𝑧𝑓 ′𝑧 = 3𝑚𝑓 ′. Поклавши

𝑘 = 3𝑚, отримаємо 𝑧ℎ′𝑧 = 3𝑘𝑓, тобто полiном 𝑓 задовольняє рiвнiсть (1.6). Далi,

𝑥𝑓 ′𝑥 + 𝑦𝑓 ′𝑦 − 2𝑧𝑓 ′𝑧 = 0

i тому 𝑓 ∈ Ker𝐷. Таким чином Ker𝐷 є лiнiйною комбiнацiєю однорiдних полi-

номiв виду 𝑧𝑚𝜓2𝑚, де 𝜓2𝑚 — однорiдний полiном ступеня 2𝑚 вiд змiнних 𝑥, 𝑦.

Тепер припустимо 𝐷 = 𝐷(𝑎,𝑏) для деяких 𝑎, 𝑏 ∈ K[𝑥, 𝑦, 𝑧]. Тодi 𝑎, 𝑏 ∈ Ker𝐷 i

опускаючи постiйнi члени в полiномах 𝑎 i 𝑏, отримуємо

𝑎 = 𝛼1𝑧𝜙2 + 𝛼2𝑧
2𝜙4 + · · · + 𝛼𝑚𝑧

𝑚𝜙2𝑚,

𝑏 = 𝛽1𝑧𝜓2 + 𝛽2𝑧
2𝜓4 + · · · + 𝛽𝑠𝑧

𝑠𝜓2𝑠

для деяких 𝜙𝑖, 𝜓𝑗 ∈ K[𝑥, 𝑦], 𝛼𝑖, 𝛽𝑗 ∈ K, 𝛼𝑚 ̸= 0, 𝛽𝑠 ̸= 0. Тодi

𝐷(𝑥) = 𝐷(𝑎,𝑏)(𝑥) = 𝑎′𝑦𝑏
′
𝑦 − 𝑎′𝑧𝑏

′
𝑦.

З iншого боку, 𝐷(𝑥) = 𝑥 i тому 𝑎′𝑦𝑏
′
𝑦 − 𝑎′𝑧𝑏

′
𝑦 = 𝑥. Полiноми 𝑎′𝑦 i 𝑏

′
𝑦 дiляться на 𝑧,

тому полiном 𝑥 також дiлиться на 𝑧. Отримане протирiччя показує, що 𝐷 не є

якобiанним диференцiюванням. Доведення завершено.

1.3 Централiзатори елементiв

в алгебрi Лi 𝑊𝑛(K)

В цьому пiдроздiлi вивчаються о централiзатори елементiв 𝐷 ∈ 𝑊𝑛(K) у випад-

ку коли ядро Ker𝐷 (у полi 𝑅 = K(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)) має степiнь трансцендентностi

⩽ 1 над полем K, тобто будь-якi двi рацiональнi функцiй 𝑓, 𝑔 якi анулюються
диференцiювнням 𝐷 є алгебраїчно залежними над полем K.



48

У випадку tr. degK Ker𝐷 = 0 маємо Ker𝐷 = K i тодi 𝐶𝑊𝑛
(𝐷) є векторним

простором розмiрностi ⩽ 𝑛 над K.
Якщо tr. degK Ker𝐷 = 1, то за теоремою Гордана (див., наприклад, [55]) або

Ker𝐷 = K(𝑝) або Ker𝐷 = K(𝑝𝑞 ), де 𝑝, 𝑞 — незвiднi полiноми якi є алгебраїчно

незалежними над K.
Якщо Ker𝐷 = K(𝑝), то централiзатор 𝐶 є модулем над кiльцем K[𝑝] рангу

𝑘, 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛 i 𝐶 є або алгеброю Лi над K[𝑝], або мiстить iдеал 𝐼 рангу 𝑘 − 1,

який є алгеброю Лi над K[𝑝] i 𝐶 = 𝐼 + K[𝑝]𝑇 для деякого диференцiювання

𝑇 ∈ 𝐶 (теорема 1.12).

У випадку Ker𝐷 = K(𝑝/𝑞) маємо

𝐶 = (K(𝑝/𝑞)𝐷 + · · · + K(𝑝/𝑞)𝐷𝑘−1) ∩𝑊𝑛(K)

i 𝐶 є скiнченновимiрним над K (теорема 1.14).

Нижче використовуються стандартнi позначення. Кожне диференцiювання

𝐷 ∈ 𝑊𝑛(K) можна однозначно записати у формi

𝐷 = 𝑓1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
𝜕

𝜕𝑥1
+ · · · + 𝑓𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

𝜕

𝜕𝑥𝑛

для деяких 𝑓𝑖 ∈ 𝐴. Можна також показати, що кожне ненульове диференцi-

ювання 𝐷 можна записати у виглядi 𝐷 = ℎ𝐷0, де диференнцiювання 𝐷0 вже

є редукованим, тобто якщо 𝐷0 = ℎ1𝐷1 для деяких 𝐷1 ∈ 𝑊𝑛(K) i ℎ1 ∈ 𝐴, то

тодi ℎ1 ∈ K*. Позначимо через̃︁𝑊𝑛(K) алгебру Лi всiх K-диференцiюваннь поля
𝑅 = K(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). Легко бачити, що ̃︁𝑊𝑛(K) — векторний простiр розмiрностi 𝑛

над полем 𝑅 (зi стандартним базисом 𝜕
𝜕𝑥1
, . . . , 𝜕

𝜕𝑥𝑛
), але не алгебра Лi над 𝑅. Ра-

цiональна функцiя 𝜙 ∈ 𝑅 = K(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) називається замкненою, якщо пiдполе

K(𝜙) є алгебраїчно замкнутим у полi 𝑅.

Лема 1.5. Нехай 𝐷 ∈ 𝑊𝑛(K)∖{0}, нехай 𝐹 — поле констант диференцiюван-

ня 𝐷 у полi 𝑅 i 𝐶 = 𝐶̃︁𝑊𝑛(K)
(𝐷). Тодi

𝐶 = 𝐶̃︁𝑊𝑛(K)
(𝐷) = 𝐹𝐷
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або

𝐶 = 𝐹𝐷 + 𝐹𝐷2 + · · · + 𝐹𝐷𝑘

для деяких 𝐷2, . . . , 𝐷𝑘 ∈ 𝐶 таких, що диференцiювання 𝐷,𝐷2, . . . , 𝐷𝑘 лiнiйно

незалежнi над полем 𝑅.

Доведення. Зауважимо, що 𝐶 є пiдалгеброю алгебри Лi ̃︁𝑊𝑛(K) над полем K i

𝐷 ∈ 𝐶. Виберемо базис 𝐷, . . . , 𝐷𝑘 (може бути 𝑘 = 0) для векторного простору

𝑅𝐶 над полем 𝑅. Кожне диференцiювання 𝑇 ∈ 𝐶 (зауважимо, що 𝐶 ⊆ 𝑅𝐶)

можна записати у виглядi

𝑇 = 𝑟𝐷 + 𝑟2𝐷2 + · · · + 𝑟𝑘𝐷𝑘

для деяких 𝑟, 𝑟𝑖 ∈ 𝑅. Але тодi з рiвностi [𝐷,𝑇 ] = 0 випливає, що виконуються

рiвностi

𝐷(𝑟𝑖) = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘,

тобто 𝑟𝑖 ∈ Ker𝐷 = 𝐹 .

Навпаки, легко бачити, що будь-який елемент iз пiдпростору 𝐹𝐷+ · · ·+𝐹𝐷𝑘

належить 𝐶. Тому

𝐶 = 𝐹𝐷 + · · · + 𝐹𝐷𝑘.

Якщо 𝐹 ⊆ Ker𝐷𝑖 для всiх 𝑖 ⩾ 2, то тодi 𝐶 є не лише 𝑘-вимiрним векторним

простором над 𝐹 , а й алгеброю Лi над полем 𝐹 .

Наслiдок 1.6. За умов леми 1.5, якщо 𝐹 = K, то C є 𝑘-вимiрною алгеброю

Лi над полем K.

Приклад 1.7. Нехай 𝐷 ∈ 𝑊𝑛(K) — лiнiйне диференцiювання,

𝐷 = 𝑓1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
𝜕

𝜕𝑥1
+ · · · + 𝑓𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

𝜕

𝜕𝑥𝑛
,

𝑓𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝐷(𝑥𝑖) =
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗



50

i нехай жорданова нормальна форма матрицi (𝑎𝑖𝑗) є дiагональною матрицею⎡⎢⎣𝜆1 . . . 0

. . .

0 . . . 𝜆𝑛

⎤⎥⎦ ,
де 𝜆𝑖 — лiнiйно незалежнi над Z власнi значення матрицi (𝑎𝑖𝑗). Застосовуючи

лiнiйну замiну змiнних за потреби, можна вважати матрицю диференцiювання

𝐷 дiагональною. Тодi 𝐶 = 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷) має ранг 𝑛 над 𝑅 i розмiрнiсть 𝑛 над K.
Дiйсно, Ker𝐷 = K згiдно з теоремою 10.1.2 з [46]. Розглянемо алгебру

𝐿 =

{︃
𝑛∑︁
𝑗=1

𝜇𝑗𝑥𝑗
𝜕

𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒
𝜇𝑗 ∈ K

}︃
.

Неважко переконатись, що 𝐿 ⊆ 𝐶 i rank𝑅 𝐿 = 𝑛. Дiйсно, диференцiювання, що

лежать в алгебрi Лi 𝐿 вiдповiдають дiагональним матрицям, а отже комутують

с 𝐷, i крiм того диференцiювання 𝑥𝑖 𝜕𝜕𝑥𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 є лiнiйно незалежними над

полем 𝑅. Тому rank𝑅𝐶 = 𝑛 i dimK𝐶 = 𝑛 за лемою 1.5.

Лема 1.8. Нехай K — алгебраїчно замкнене поле характеристики нуль, 𝐿 –

алгебраїчно замкнуте пiдполе поля 𝑅 = K(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) з tr.degK𝐿 = 1. Якщо 𝐿

мiстить несталий полiном iз кiльця 𝐴 = K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] ⊂ 𝑅, то тодi 𝐿 = K(𝑝)

для деякого незвiдного полiнома 𝑝 ∈ 𝐴. Якщо 𝐿 ∩ 𝐴 = K, то 𝐿 = K(𝑝/𝑞)

для деяких незвiдних полiномiв 𝑝, 𝑞 ∈ 𝐴, якi є алгебраїчно незалежними над

полем K.

Доведення. За теоремою Гордана (див., наприклад, [55, теорема 3]) маємо, що

𝐿 = K(𝜙) для деякої рацiональної функцiї 𝜙 ∈ 𝑅.

Нехай спочатку 𝐿 ∩ 𝐴 = K. За наслiдком 1 iз [50] маємо 𝐿 = K(𝑝𝑞 ) для

деяких незвiдних полiномiв 𝑝, 𝑞 якi є алгебраїчно незалежними над K. Тепер
нехай 𝐿 ∩ 𝐴 ̸= K i 𝑟 ∈ (𝐿 ∩ 𝐴) ∖ K. Тодi 𝑟 = 𝐹 (𝑝𝑞 ) або 𝑟 = 𝐹 (𝑝) для деякої

рацiональної функцiї

𝐹 (𝑡) ∈ K(𝑡), 𝐹 (𝑡) =
𝑎0𝑡

𝑚 + 𝑎1𝑡
𝑚−1 + · · · + 𝑎𝑚

𝑏0𝑡𝑛 + 𝑏1𝑡𝑛−1 + · · · + 𝑏𝑛
, 𝑎𝑖, 𝑏𝑗 ∈ K, 𝑎0𝑏0 ̸= 0.
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Нехай спочатку 𝑟 = 𝐹 (𝑝/𝑞). Тодi

𝐹 (𝑝/𝑞) =
𝑎0𝑝

𝑚 + · · · + 𝑎𝑚𝑞
𝑚

𝑏0𝑝𝑛 + · · · + 𝑏𝑛𝑞𝑛
𝑞𝑛−𝑚,

а чисельник i знаменник тут є однорiдними полiномами вiд 𝑝 i 𝑞 степеня

max{𝑚,𝑛}. Припустимо для простоти, що 𝑛 ⩾ 𝑚. Тодi

𝑟 = 𝐹 (𝑝/𝑞) =
(𝛼1𝑝+ 𝛽1𝑞) · · · (𝛼𝑛𝑝+ 𝛽𝑛𝑞)

(𝛾1𝑝+ 𝛿1𝑞) · · · (𝛾𝑛𝑝+ 𝛿𝑛𝑞)
(1.8)

для деяких 𝛼𝑖, 𝛽𝑖, 𝛾𝑖, 𝛿𝑖 ∈ K, оскiльки основне поле K алгебраїчно замкнуте.

Зауважимо, що полiноми 𝛼𝑖𝑝+ 𝛽𝑖𝑞 i 𝛾𝑗𝑝+ 𝛿𝑗𝑞 або взаємно простi, якщо⃒⃒⃒⃒
⃒𝛼𝑖 𝛽𝑖

𝛾𝑗 𝛿𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ ̸= 0,

або пропорцiйнi з множником у K*, якщо⃒⃒⃒⃒
⃒𝛼𝑖 𝛽𝑖

𝛾𝑗 𝛿𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 0.

Оскiльки рацiональну функцiю 𝐹 (𝑡) можна вибрати незвiдною, рiвнiсть (1.8)

неможлива, оскiльки її чисельник i знаменник є взаємно простими, а 𝑟 є неста-

лим полiномом. Таким чином, випадок 𝐿 = K(𝑝𝑞 ) неможливий i 𝐿 = K(𝑝) для

незвiдного полiнома 𝑝(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).

Твердження 1.9. Нехай 𝐷1 ∈ ̃︁𝑊𝑛(K) — таке диференцiювання поля 𝑅, що

ядро 𝐹 = Ker𝐷1 у полi 𝑅 має степiнь трансцендентностi 1 над K. Тодi
𝐶 = 𝐶̃︁𝑊𝑛(K)

(𝐷1) є пiдалгеброю алгебри Лi ̃︁𝑊𝑛(K) рангу rank𝑅𝐶 = 𝑘, 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛,

i

𝐶 = 𝐹𝐷1 + 𝐹𝐷2 + · · · + 𝐹𝐷𝑘

для деяких 𝐷2, . . . , 𝐷𝑘 ∈ 𝐶. Крiм того, або C є алгеброю Лi над 𝐹 розмiрно-

стi 𝑘, або 𝐶 мiстить iдеал корангу один над 𝑅 який є алгеброю Лi розмiрностi

𝑘 − 1 над полем 𝐹 .
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Доведення. За теоремою Гордана (див., наприклад, [55, Theorem 3]) маємо рiв-

нiсть 𝐹 = K(𝜙) для деякої замкненої рацiональної функцiї 𝜙 ∈ 𝑅. Виберемо

базис 𝐷1, 𝐷2, . . . , 𝐷𝑘 алгебри 𝐶 над полем 𝑅. Оскiльки [𝐷1, 𝐷𝑖] = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘,

то виконуються включення

𝐷𝑖(Ker𝐷1) ⊆ Ker𝐷1.

Отже, 𝐷𝑖(𝜙) = 𝑓𝑖(𝜙) для деяких рацiональних функцiй 𝑓𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, . . . , 𝑘.

Якщо 𝑓1(𝑡) = · · · = 𝑓𝑛(𝑡) = 0, то 𝐹 ⊆ Ker𝐷𝑖 для 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 − 1 i тодi

𝐶 = 𝐹𝐷1 + · · · + 𝐹𝐷𝑘

є 𝑘-вимiрною алгеброю Лi над полем 𝐹 .

Тепер припустимо, що 𝑓𝑖(𝑡) ̸= 0 для деяких 𝑖, 2 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛. Тодi можна легко

довести, що 𝑓𝑖(𝜙) ̸= 0. Дiйсно, з рiвностi 𝑓𝑖(𝜙) = 0 випливало б, що 𝜙 є алгебра-

їчним елементом над полем K, а отже лежить в K з алгебраїчної замкненостi

поля K, що суперечить припущенню, що поле 𝐹 = Ker𝐷1 має степiнь транс-

цендентностi один над полем K.
Позначимо через

𝐶0 = {𝑇 ∈ 𝐶 | 𝑇 (𝜙) = 0}

аннулятор елемента 𝜙 в 𝐶. Оскiльки 𝐷𝑖(Ker𝐷) ⊆ Ker𝐷, то легко бачити, що

𝐶0 є iдеалом в алгебрi Лi 𝐶. Покажемо, що rank𝑅𝐶0 = 𝑘 − 1. Дiйсно, якщо

𝑇, 𝑆 ∈ 𝐶 ∖ 𝐶0, то тодi 𝑇 (𝜙) = 𝑔(𝜙) i 𝑆(𝜙) = ℎ(𝜙) для деяких ненульових

рацiональних функцiй 𝑔(𝑡) i ℎ(𝑡). Але тодi маємо, що ℎ(𝜙)𝑇 − 𝑔(𝜙)𝑆 ∈ 𝐶0 i,

отже, rank𝑅𝐶/𝐶0 = 1. Таким чином, виконується рiвнiсть rank𝑅𝐶0 = 𝑘−1.

Вкажемо тепер серiю 𝐷2, . . . , 𝐷𝑛 диференцiюваннь на полiномiальному кiль-

цi K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] з централiзаторами 𝐶𝑖 = 𝐶𝑊𝑛
(𝐷𝑖) такими, що rank𝑅𝐶𝑖 = 𝑛 −

𝑖 + 1, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛. Для цього використаємо вiдоме твердження iз роботи [46,

приклад 13.4.3].

Лема 1.10. Нехай

𝐷𝑘 =
𝜕

𝜕𝑥1
+ (1 + 𝑥1𝑥2)

𝜕

𝜕𝑥2
+ · · · + (1 + 𝑥𝑘−1𝑥𝑘)

𝜕

𝜕𝑥𝑘
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диференцiювання кiльця полiномiв K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], 2 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛. Тодi

(1) Ker𝐷𝑘 = K[𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛], 𝑘 < 𝑛, Ker𝐷𝑛 = K;

(2) 𝐶𝑘 = 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷𝑘) = K[𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛]𝐷𝑘 + K[𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛]
𝜕

𝜕𝑥𝑘+1
+ · · ·

+ K[𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛]
𝜕

𝜕𝑥𝑛
, 𝑘 < 𝑛, 𝐶𝑛 = K𝐷𝑛.

Зокрема, rank𝑅(𝐶𝑘) = 𝑛− 𝑘 + 1.

Доведення. (1) Кiльце полiномiв 𝐴 = K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] можна розглядати як

кiльце полiномiв вiд змiнних 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 над полiномiальним кiльцем 𝐹 :=

K[𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛]. Оскiльки згiдно з [46], приклад 13.4.3, 𝐷𝑘 є простим дифе-

ренцiюванням кiльця 𝐹 [𝑥1, . . . 𝑥𝑘] (зауважимо, що 𝐹 ⊆ 𝐾𝑒𝑟𝐷𝑘), то ядро 𝐷𝑘

в 𝐹 [𝑥1, . . . 𝑥𝑘] збiгається з 𝐹. Тому ядро диференцiювання 𝐷𝑘 в кiльцi 𝐴 збiгає-

ться з K[𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛].

(2) Нехай тепер 𝑇 ∈ 𝐶 = 𝐶𝑊𝑛(K),

𝑇 = 𝑓1
𝜕

𝜕𝑥1
+ · · · + 𝑓𝑛

𝜕

𝜕𝑥𝑛
.

Тодi з рiвностi [𝑇,𝐷𝑘] = 0 випливають рiвностi

𝐷𝑘(𝑓1) = 𝑇 (1) = 0

i тому 𝑓1 ∈ K[𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛],

𝐷𝑘(𝑓2) = 𝑥1𝑓2 + 𝑥2𝑓1,
...

𝐷𝑘(𝑓𝑘) = 𝑥𝑘−1𝑓𝑘 + 𝑥𝑘𝑓𝑘−1,

𝐷𝑘(𝑓𝑘+1) = 0,
...

𝐷𝑘(𝑓𝑛) = 0.

Останнi 𝑛− 𝑘 рiвностi випливають з того, що

𝑓𝑘+1 ∈ K[𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛], . . . , 𝑓𝑛 ∈ K[𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛].
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Якщо 𝑓1 ̸= 0, то 𝑓1𝐷𝑘 ∈ 𝐶𝑘 i 𝑇 − 𝑓1𝐷𝑘 ∈ 𝐶𝑘. Тому без втрати загальностi

можна припустити, що 𝑓1 = 0. Але тодi 𝐷𝑘(𝑓2) = 𝑥1𝑓2. Останнє можливо, лише

якщо 𝑓2 = 0, оскiльки 𝐷𝑘 є простим диференцiюванням кiльця 𝐹 [𝑥1, . . . , 𝑥𝑘].

Повторюючи це мiркування, можна зробити висновок, що 𝑓3 = 0, . . . , 𝑓𝑘 = 0.

Останнє означає, що

𝑇 − 𝑓1𝐷𝑘 ∈ K[𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛]
𝜕

𝜕𝑥𝑘+1
+ · · · + K[𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛]

𝜕

𝜕𝑥𝑛
.

Враховуючи спiввiдношення 𝑓1 ∈ K[𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛] отримуємо потрiбне тверджен-

ня.

Щоб виокремити множники полiнома, якi належать до ядра диференцiю-

вання, розглянемо такi поняття: нехай 𝑝 ∈ K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] — незвiдний полiном.

Полiном 𝑓 = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) будемо називати 𝑝-вiльним, якщо 𝑓 не дiлиться на

жоден полiном вiд 𝑝 додатнього степеня. Неважко переконатися, що кожен по-

лiном 𝑔 ∈ K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] можна записати у виглядi 𝑔 = 𝑔0𝑔1, де 𝑔0 — 𝑝-вiльний

полiном, а 𝑔1 = 𝑔1(𝑝) — полiном вiд 𝑝 (може бути 𝑔1 = const). Степiнь 𝑝 полiнома

𝑔1(𝑝) буде називатися 𝑝-степенем 𝑔 i позначатися deg𝑝𝑔.

Нехай 𝑝 i 𝑞 алгебраїчно незалежнi незвiднi полiноми кiльця K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛].

Полiном 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] будемо називати 𝑝-𝑞-вiльним, якщо 𝑓 не

дiлиться на будь-який однорiдний полiном вiд 𝑝 i 𝑞 додатнього степеня. Як i

ранiше, кожен полiном 𝑔 ∈ K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] можна записати у виглядi 𝑔0𝑔1, де 𝑔0 є

𝑝-𝑞-вiльним полiномом, а 𝑔1 є однорiдним полiномом вiд 𝑝, 𝑞. (Повний) ступiнь

𝑔1 у 𝑝, 𝑞 називатимемо 𝑝-𝑞-ступенем 𝑔 i позначатимемо deg𝑝−𝑞𝑔.

Якщо 𝐷 є диференцiюванням на кiльцi полiномiв K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], то 𝐷 мо-

жна записати у виглядi ℎ𝐷0, де 𝐷0 є редукованим диференцiюванням на

K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] i ℎ ∈ K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]. Ми називатимемо 𝐷 𝑝-вiльним, якщо полiном ℎ

є 𝑝-вiльним. Ми пiдсумовуємо всi цi зауваження в наступному твердженнi, яке

мiститься в роботi [13, Lemma 2.7].

Лема 1.11. Нехай 𝐷 ∈ 𝑊𝑛(K) — ненульове диференцiювання. Тодi iснують

єдинi (з точнiстю до множника вiд K*) полiноми 𝑓(𝑝, 𝑞) i ℎ такi, що 𝐷 =
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𝑓(𝑝, 𝑞)ℎ𝐷0, де 𝐷0 — редуковане диференцiювання, 𝑓(𝑝, 𝑞) — однорiдний полiном

вiд 𝑝, 𝑞, а полiном ℎ — 𝑝- 𝑞-вiльний.

Теорема 1.12. Нехай 𝐷 — диференцiювання кiльця K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] з полем кон-

стант 𝐹 = Ker𝐷 у полi 𝑅 = K(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) вигляду 𝐹 = K(𝑝) для деякого

незвiдного полiнома 𝑝 i нехай 𝐶 = 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷). Тодi

(1) Якщо rk𝑅𝐶 = 1, то 𝐶 = K[𝑝]𝐷0 для деякого 𝑝-вiльного диференцiювання

𝐷0 з 𝐷 = 𝑓(𝑝)𝐷0 для деякого 𝑓(𝑡) ∈ K[𝑡];

(2) Якщо rk𝑅𝐶 ⩾ 2, то 𝐶 є або алгеброю Лi рангу 𝑘 над кiльцем K[𝑝], або 𝐶

мiстить iдеал 𝐼 рангу 𝑘− 1, який є алгеброю Лi над K[𝑝] i 𝐶 = 𝐼 +K[𝑝]𝑆

для деяко диференцiювання 𝑆 ∈ 𝐶.

Доведення. Вiдповiдно до вищезазначеного диференцiювання 𝐷 можна записа-

ти у виглядi𝐷 = 𝑓(𝑝)𝐷0, де𝐷0 — 𝑝-вiльне диференцiювання, а полiном 𝑓 ∈ K[𝑡]

однозначно визначається 𝐷 з точнiстю до ненульового множника в K*.

(1) Спочатку, нехай rk𝑅𝐶 = 1. Вiзьмемо довiльний елемент 𝑇 ∈ 𝐶. Тодi

𝑇 = 𝜙(𝑝)𝐷0 для деякої рацiональної функцiї 𝜙 ∈ K(𝑡), де 𝜙(𝑝) = 𝑔(𝑝)/ℎ(𝑝) для

деяких полiномiв 𝑔(𝑡), ℎ(𝑡) ∈ K[𝑡]. Без втрати загальностi можна припустити,

що 𝜙(𝑡) = 𝑔(𝑡)/ℎ(𝑡) — нескоротний дрiб. З рiвностi 𝑇 = 𝜙(𝑝)𝐷0 випливає, що

ℎ(𝑝)𝑇 = 𝑔(𝑝)𝐷0. Запишемо 𝐷0 i 𝑇 у виглядi

𝐷0 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑃𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
𝜕

𝜕𝑥𝑖
,

𝑇 =
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑄𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
𝜕

𝜕𝑥𝑗
,

де 𝑃𝑖, 𝑄𝑗 ∈ K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]. Припустимо, що полiном ℎ несталий. Оскiльки 𝐷0 не

мiстить 𝑝, принаймнi один iз коефiцiєнтiв 𝐷0 не є кратним ℎ(𝑝). Без втрати за-

гальностi можна вважати, що 𝑃1 є таким коефiцiєнтом. Тодi з рiвностi ℎ(𝑝)𝑇 =

𝑔(𝑝)𝐷0 випливає, що ℎ𝑄1 = 𝑔𝑃1 i з урахуванням рiвностi (𝑔(𝑝), ℎ(𝑝)) = 1 бачи-

мо, що ℎ|𝑃1, що дає протирiччя. Тому ℎ ∈ K* i 𝜙 = 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛].

Але тодi 𝑇 = 𝑔(𝑝)𝐷0 i 𝐶 = K[𝑝]𝐷0, оскiльки 𝑇 вибрано довiльним чином.
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(2) Нехай rk𝑅𝐶 = 𝑘 ⩾ 2. Якщо для кожного 𝐷1 ∈ 𝐶 маємо 𝐷1(𝐹 ) = 0,

то легко побачити, що 𝐶 — алгебра Лi рангу 𝑘 над кiльцем K[𝑝]. Вiдзначимо,

що в цьому випадку 𝐶 може не бути нульовим K[𝑝]-модулем. Припустимо, що

iснує такий елемент 𝑆 ∈ 𝐶, що 𝑆(𝐹 ) ̸= 0. Тодi 𝑆(𝑝) ̸= 0. Виберемо 𝑆 так,

щоб 𝑝-степiнь полiнома 𝑆(𝑝) був мiнiмальним. Для довiльного елемента 𝑇 ∈ 𝐶

полiном 𝑇 (𝑝) є кратним 𝑆(𝑝). Дiйсно нехай

𝑆(𝑝) = 𝑣(𝑝), 𝑇 (𝑝) = 𝑢(𝑝)

для деяких полiномiв 𝑣(𝑡), 𝑢(𝑡) ∈ K[𝑡]. Запишемо

𝑢(𝑡) = 𝑣(𝑡)𝑞(𝑡) + 𝑟(𝑡)

для деяких полiномiв 𝑞(𝑡), 𝑟(𝑡), де deg 𝑟(𝑡) < deg 𝑣(𝑡). Тодi

𝑢(𝑝) = 𝑣(𝑝)𝑞(𝑝) + 𝑟(𝑝)

i

𝑇 − 𝑞(𝑝)𝑆 ∈ 𝐶.

Оскiльки

(𝑇 − 𝑞(𝑝)𝑆)(𝑝) = 𝑟(𝑝)

i deg𝑝 𝑟(𝑝) < deg𝑝 𝑆(𝑝), то маємо за вибором 𝑆, що 𝑟(𝑝) = 0 i диференцiюван-

ня 𝑇 − 𝑞(𝑝)𝑆 анулює ядро ker𝐷. Позначимо через 𝐶0 пiдалгебру 𝐶 усiх ди-

ференцiювань, якi дiють на K[𝑝] як нульове диференцiювання. Тодi, як було

показано вище 𝑇 − 𝑞(𝑝)𝑆 ∈ 𝐶0 i 𝐶 = 𝐶0 + K[𝑝]𝑆.

Наслiдок 1.13. Якщо 𝑘 = 2 i 𝐶(𝐹 ) ̸= 0, то 𝐶 = K[𝑝]𝐷0 + K[𝑝]𝑆 є вiльним

модулем рангу 2 над K[𝑝].

Теорема 1.14. Нехай 𝐷 ∈ 𝑊𝑛(K) — диференцiювання, що задовольняє умо-

ви tr. degK Ker𝐷 = 1 i (Ker𝑅𝐷) ∩ 𝐴 = K. Тодi Ker𝐷 = K(𝑝/𝑞) для деяких

незвiдних алгебраїчно незалежних полiномiв 𝑝, 𝑞 ∈ K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], диференцiю-

вання 𝐷 має вигляд 𝐷 = ℎ𝑓(𝑝, 𝑞)𝐷0 для деякого редукованого диференцiюван-

ня 𝐷0, однорiдного за 𝑝, 𝑞 полiнома 𝑓 i 𝑝-𝑞-вiльного полiнома ℎ, а централiза-

тор 𝐶 = 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷) є скiнченновимiрним над K, будучи одним iз наступних
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типiв:

𝐶 = K[𝑝, 𝑞]𝑚ℎ𝐷0,

де K[𝑝, 𝑞]𝑚 — лiнiйний простiр однорiдних за 𝑝, 𝑞 полiномiв ступеня 𝑚 =

deg𝑝-𝑞 𝑓 , зокрема dimK𝐶 = 𝑚+ 1, або

𝐶 = (K(𝑝/𝑞)𝐷 + K(𝑝/𝑞)𝐷2 + · · · + K(𝑝/𝑞)𝐷𝑘) ∩𝑊𝑛(K)

для деяких елементiв 𝐷2, . . . , 𝐷𝑘, 𝑘 ⩽ 𝑛 в 𝐶, де 𝐷,𝐷2, . . . , 𝐷𝑘 є лiнiйно неза-

лежними над полем 𝑅.

Доведення. За лемою 1.8 маємо Ker𝐷 = K(𝑝/𝑞) для деяких незвiдних алгебра-

їчно незалежних над K полiномiв 𝑝, 𝑞. За лемою 1.11 iснують єдинi (з точнiстю

до ненульового множника вiд K) полiноми 𝑓(𝑝, 𝑞) i ℎ такi, що 𝐷 = 𝑓(𝑝, 𝑞)ℎ𝐷0,

де 𝐷0 — редуковане диференцiювання, 𝑓(𝑝, 𝑞) — однорiдний полiном по 𝑝, 𝑞, а

полiном ℎ — 𝑝-𝑞-вiльний.

Нехай спочатку rank𝑅𝐶 = 1. Тодi для будь-якого 𝐷1 ∈ 𝐶 маємо 𝐷1 =

𝑟𝐷0 для деякого 𝑟 ∈ 𝐴 (оскiльки 𝐷0 є редукованим диференцiюванням). Як

згадувалося вище, 𝑟 = 𝑓1ℎ1 для деякого однорiдного полiнома 𝑓1(𝑝, 𝑞) по 𝑝, 𝑞 i

𝑝-𝑞-вiльного полiнома ℎ1. За вибором 𝐷1 маємо , що

0 = [𝐷,𝐷1] = [𝑓1ℎ1𝐷0, 𝑓ℎ𝐷0].

З останнього спiввiдношення випливає рiвнiсть 𝐷0(𝑓ℎ/(𝑓1ℎ1)) = 0. За лемою

1.8 має мiсце рiвнiсть 𝑓ℎ/(𝑓1ℎ1) = 𝑢(𝑝, 𝑞)/𝑣(𝑝, 𝑞) для деяких однорiдних полi-

номiв 𝑢, 𝑣 вiд 𝑝, 𝑞 з deg 𝑢 = deg 𝑣. Отримуємо рiвнiсть ℎ𝑓𝑣 = ℎ1𝑓1𝑢, де 𝑓𝑣 i

𝑓1𝑢 однорiднi по 𝑝, 𝑞 i ℎ, ℎ1 є 𝑝-𝑞-вiльнi полiноми. Нагадаємо, що розклад по-

лiнома в добуток однорiдного по 𝑝, 𝑞 i 𝑝-𝑞-вiльного полiнома є однозначним

з точнiстю до множника iз K*. Отже, ℎ1 = ℎ𝑐, 𝑐 ∈ K* i 𝑓𝑣 = 𝑐−1𝑓1𝑢. Тодi

deg𝑝−𝑞 𝑓 = deg𝑝−𝑞 𝑓1 = 𝑚. Це означає, що має мiсце спiввiдношення

𝐷 = 𝑓1ℎ1𝐷0 ∈ K[𝑝, 𝑞]𝑚ℎ𝐷0.

Оскiльки 𝐷1 було обрано довiльним чином в 𝐶, отримаємо включення 𝐶 ⊆
K[𝑝, 𝑞]𝑚ℎ𝐷0. Легко бачити, що K[𝑝, 𝑞]𝑚ℎ𝐷0 ⊆ 𝐶 i, тому 𝐶 = K[𝑝, 𝑞]𝑚ℎ𝐷0.
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Далi нехай rank𝑅𝐶 = 𝑘 ⩾ 2. Виберемо базис 𝐷,𝐷2, . . . , 𝐷𝑘 для 𝐶 над 𝑅.

Тодi згiдно з твердженням 1.9 маємо

𝐶 = (K(𝑝/𝑞)𝐷 + K(𝑝/𝑞)𝐷2 + · · · + K(𝑝/𝑞)𝐷𝑘) ∩𝑊𝑛(K).

Доведемо iндукцiєю по 𝑘, що централiзатор 𝐶 = 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷) є скiнченнови-

мiрним над K. Для 𝑘 = 1 (тобто у випадку rank𝑅𝐶 = 1) це було доведено

вище, тому можна припустити, що 𝑘 ⩾ 2. Позначимо для зручностi 𝐷1 = 𝐷.

Тодi кожен елемент 𝐷𝑖 можна записати у виглядi 𝐷𝑖 =
∑︀𝑛

𝑗=1 𝑃𝑖𝑗
𝜕
𝜕𝑥𝑗

для деяких

полiномiв 𝑃𝑖𝑗 ∈ 𝐴, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘. Вiзьмемо довiльний елемент 𝑇 централiзатора

𝐶 i запишемо його у виглядi 𝑇 =
∑︀𝑘

𝑖=1 𝛼𝑖𝐷𝑖 для деяких рацiональних функцiй

𝛼𝑖 ∈ 𝑅. З iншого боку, це саме диференцiювання можна записати у стандартнiй

формi 𝑇 =
∑︀𝑛

𝑗=1𝑄𝑖
𝜕
𝜕𝑥𝑖

для деяких полiномiв 𝑄1, . . . , 𝑄𝑛 ∈ 𝐴. Розглянемо ди-

ференцiювання 𝐷1, . . . , 𝐷𝑘−1, 𝑇 i позначимо через (𝑃 ′
𝑖𝑗) полiномiальну матрицю,

першi 𝑘−1 рядкiв якої складаються з коефiцiєнтiв диференцiювань𝐷1, . . . , 𝐷𝑘−1

i 𝑘-й рядок має форму (𝑄1, . . . , 𝑄𝑛), тобто

𝑃 ′
𝑖𝑗 = 𝑃𝑖𝑗, 𝑖 = 1, . . . 𝑘 − 1, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,

𝑃 ′
𝑘𝑗 = 𝑄𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

Розглянемо мiнор 𝛿 = 𝛿𝑖1,...,𝑖𝑘 на довiльно вибраних стовпчиках 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 матри-

цi (𝑃𝑖𝑗) i аналогiчний мiнор 𝜇 = 𝜇𝑖1,...,𝑖𝑘 на тих же стовпчиках матрицi (𝑃 ′
𝑖𝑗).

Оскiльки 𝑇 =
∑︀𝑘

𝑖=1 𝛼𝑖𝐷𝑖 ми, очевидно, маємо рiвнiсть 𝜇 = 𝛼𝑘𝛿. Повторюючи

мiркування з доведення леми 1.8, можна довести, що iснують однорiднi полi-

номи 𝑢, 𝑣 вiд 𝑝, 𝑞 з deg𝑝−𝑞 𝑢 = deg𝑝−𝑞 𝑣 такi, що 𝛼𝑘 = 𝑢/𝑣. З рiвностi 𝜇 = 𝛼𝑘𝛿

(записаної у виглядi 𝑣𝜇 = 𝑢𝛿) випливає, що deg𝑝−𝑞 𝜇 = deg𝑝−𝑞 𝛿. Крiм того, цi

полiноми мають однакову 𝑝-𝑞-вiльну частину з точнiстю до множника вiд K*

через згадану вище рiвнiсть 𝑣𝜇 = 𝑢𝛿. Можна вважати, що 𝑝-𝑞-вiльнi частини 𝑢

i 𝑣 однаковi, позначимо їх спiльне значення через ℎ. Занумеруємо яким небудь

способом усi мiнори розмiру 𝑘 × 𝑘 матрицi (𝑃 ′
𝑖𝑗), нехай вони будуть 𝑀1, . . . ,𝑀𝑠

(очевидно, 𝑠 =
(︀
𝑛
𝑘

)︀
), це полiноми iз 𝐴. Нехай 𝑚 = 𝑚𝑖 — 𝑝-𝑞-степiнь мiнора 𝑀𝑖,

а 𝑓𝑖 — вiдповiдний однорiдний полiном, який є 𝑝-𝑞-частиною мiнора 𝑀𝑖. Поста-
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вимо у вiдповiднiсть диференцiюванню 𝑇 послiдовнiсть однорiдних полiномiв

𝜃(𝑇 ) = (𝑓1, . . . , 𝑓𝑠) степенiв 𝑚1, . . . ,𝑚𝑠 вiдповiдно. Розглянемо вiдображення

𝜃 : 𝐶 → 𝑁 = K[𝑝, 𝑞]𝑚1
× · · · ×K[𝑝, 𝑞]𝑚𝑠

,

де 𝑚𝑖 — 𝑝-𝑞-степiнь мiнора 𝑀𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑠. Вiдображення 𝜃 є K-лiнiйним i вiд-

ображає 𝐶 в 𝑁 , зауважимо, що dimK𝑁 < ∞. Очевидно, ядро цього лiнiйного

вiдображення Ker 𝜃 складається з таких диференцiюваннь 𝑇 , для яких усi мi-

нори порядку 𝑘 є нулями. Але тодi

𝑇 ∈ (K(𝑝/𝑞)𝐷1 + · · · + K(𝑝/𝑞)𝐷𝑘−1) ∩𝑊𝑛(K) = 𝐶𝑘−1.

Отже, dim𝐶/𝐶𝑘−1 < ∞. За iндуктивним припущенням пiдпростiр 𝐶𝑘−1 є скiн-

ченновимiрним над полем K. Тому dimK𝐶 <∞.

1.4 Централiзатори деяких лiнiйних

диференцiювань

Нагадаємо, що диференцiювання 𝐷 =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑃𝑖
𝜕
𝜕𝑥𝑖

називається лiнiйним, якщо

всi полiноми 𝑃𝑖 є лiнiйними формами вiд 𝑛 змiнних, тобто 𝑃𝑖 =
∑︀𝑛

𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗, 𝑎𝑖𝑗 ∈
K. Лiнiйне диференцiювання 𝐷 =

∑︀𝑛
𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗

𝜕
𝜕𝑥𝑗

визначається квадратною ма-

трицею (𝑎𝑖𝑗) порядку 𝑛 i якщо 𝐷′ =
∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1 𝑏𝑖𝑗𝑥𝑗
𝜕
𝜕𝑥𝑗

, то [𝐷,𝐷′] є лiнiйним i визна-

чається матрицею (𝑐𝑖𝑗) = [(𝑎𝑖𝑗), (𝑏𝑖𝑗)]. Тому всi лiнiйнi диференцiювання утво-

рюють пiдалгебру iз 𝑊𝑛(K), яка iзоморфна повнiй лiнiйнiй алгебрi Лi 𝑔𝑙𝑛(K),

також позначаємо її через 𝑔𝑙𝑛(K), для простоти. Нехай 𝐷 =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗
𝜕
𝜕𝑥𝑗

∈
𝑊𝑛(K) — лiнiйне диференцiювання. Можна розглянути два централiзатори:

𝐶0 = 𝐶𝑔𝑙𝑛(K)(𝐷) i 𝐶 = 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷) (звичайно, 𝐶0 ⊆ 𝐶). Структура центра-

лiзатора 𝐶0 добре вiдома, оскiльки вiн складається з усiх лiнiйних диферен-

цiюваннь, визначених матрицями, комутуючими з матрицею (𝑎𝑖𝑗). Як знайти

централiзатор даної матрицi (𝑎𝑖𝑗) — це класична проблема лiнiйної алгебри, її

було вирiшено багато рокiв тому (див., наприклад, [21], Роздiл VIII, § 2]). Тому

цiкаво вивчити випадок, коли 𝐶 = 𝐶0, тому що тодi матимемо повний опис
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централiзатора 𝐶 = 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷). Ми формулюємо в теоремi 1.16 необхiдну умо-

ву та достатню умову для того, щоб лiнiйне диференцiювання 𝐷 задовольняло

рiвнiсть 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷) = 𝐶𝑔𝑙𝑛(K)(𝐷) (на жаль, цi умови не збiгаються).

Лема 1.15. Нехай 𝐷 =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑓𝑖
𝜕
𝜕𝑥𝑖
, 𝑇 =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑔𝑖

𝜕
𝜕𝑥𝑖

— елементи ∈ 𝑊𝑛(K), де

𝑓𝑖 = 𝑓𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑔𝑖 = 𝑔𝑖(𝑥1, . . . 𝑥𝑛) ∈ K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]. Диференцiювання 𝐷 i 𝑇

комутують тодi i тiльки тодi, коли 𝐷(𝑔𝑖) = 𝑇 (𝑓𝑖) для всiх 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Доведення. Очевидно, 𝐷𝑇 = 𝑇𝐷 тодi i тiльки тодi, коли 𝐷𝑇 (𝑥𝑖) = 𝑇𝐷(𝑥𝑖) для

всiх 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Але 𝑇 (𝑥𝑖) = 𝑔𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) and 𝐷(𝑥𝑖) = 𝑓𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) для всiх

𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Отже, маємо 𝐷(𝑔𝑖) = 𝑇 (𝑓𝑖).

Теорема 1.16. Нехай 𝐷 =
∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖 𝑗𝑥𝑗
𝜕
𝜕𝑥𝑖

— лiнiйне диференцiювання кiльця

многочленiв 𝐾[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 власнi числа матрицi (𝑎𝑖𝑗). Тодi справе-

дливi наступнi твердження:

1. Якщо власнi значення 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 лiнiйно незалежнi над Z, то

𝐶𝑊𝑛(𝐾)(𝐷) = 𝐶𝑔𝑙𝑛(𝐾)(𝐷).

2. Якщо

𝐶𝑊𝑛(𝐾)(𝐷) = 𝐶𝑔𝑙𝑛(𝐾)(𝐷),

то власнi значення 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 лiнiйно незалежнi над N ∪ {0}.

Доведення. (1) Нехай власнi числа 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 матрицi(𝑎𝑖𝑗) лiнiйно незалежнi

над Z. Вiзьмемо довiльне

𝑇 ∈ 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷), 𝑇 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑖
, 𝑓𝑖 ∈ 𝐴 = K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛].

Без втрати загальностi можна вважати, що матриця (𝑎𝑖𝑗) дiагональна вигляду

(𝑎𝑖𝑗) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆1 0 · · · 0

0 𝜆2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 𝜆𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
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(власнi числа 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 попарно рiзнi, отже матриця (𝑎𝑖𝑗) дiагоналiзовна). В

силу цiєї умови диференцiювання 𝐷 має вигляд

𝐷 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖𝑥𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑖
.

Маємо очевиднi рiвностi

𝐷(𝑓𝑖) = 𝑇 (𝜆𝑥𝑖) = 𝜆𝑖𝑓𝑖,

тобто коефiцiєнти 𝑓𝑖 диференцiювання 𝑇 є многочленами Дарбу для 𝐷 з кофа-

кторами 𝜆𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Крiм того, 𝐷(𝑥𝑖) = 𝜆𝑖𝑥𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Але тодi

𝐷

(︂
𝑓𝑖
𝑥𝑖

)︂
=
𝐷(𝑓𝑖)𝑥𝑖 − 𝑓𝑖𝐷(𝑥𝑖)

𝑥2𝑖
= 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

тобто рацiональна функцiя 𝑓𝑖/𝑥𝑖 належить ядру 𝐷, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Оскiльки всi

власнi значення 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 лiнiйно незалежнi над Z маємо з теореми 10.1.2 в [46],

що 𝑓𝑖/𝑥𝑖 = 𝜇𝑖 ∈ K, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. З останньої рiвностi випливає, що

𝑇 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜇𝑖𝑥𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑖
∈ 𝑔𝑙𝑛(K),

а отже 𝐶𝑊𝑛(𝐾)(𝐷) = 𝐶𝑔𝑙𝑛(𝐾)(𝐷).

(2) Тепер, покладемо 𝐶𝑊𝑛(𝐾)(𝐷) = 𝐶𝑔𝑙𝑛(𝐾)(𝐷). З цiєї рiвностi випливає, що

Ker𝐷 = K. Справдi, якщо ℎ ∈ Ker𝐷∖K, то ℎ𝐷 ∈ 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷) i диференцiювання

ℎ𝐷 очевидно нелiнiйне. З теореми 10.1.1 iз [46] маємо, що власнi числа 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛
лiнiйно незалежнi над N0.

Зауваження 1.17. Зауважимо, що лiнiйне диференцiювання

𝐷 = 𝑥1
𝜕

𝜕𝑥1
+ 2𝑥2

𝜕

𝜕𝑥2

кiльця многочленiв K[𝑥1, 𝑥2] з власними значеннями 1, 2 має нелiнiйнi елемен-

ти в своєму централiзаторi in 𝑊2(K), наприклад 𝑥21
𝜕
𝜕𝑥2
. Тому умова (2) не є

достатньою.
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1.5 Висновки

В першiй частинi роздiлу була отримана формула для виразу дивергенцiї дифе-

ренцiювання при змiнi базису трансцендентностi. Також був побудований роз-

клад бездивергентного диференцiювання в суму якобiанних диференцiювань,

наведено приклад бездивергентного, але не якобiанного диференцiювання.

Подальшими напрямками дослiдження можуть виступати узагальнення ре-

зультату про розклад бездивергентного диференцiювання на випадок 𝑛 змiн-

них. Схоже, що застосування апарату диференцiальних форм може вирiшити

цю задачу, але ймовiрно виникнуть складностi з побудовою прикладiв безди-

вергентних диференцiювань, що можуть бути поданi у виглядi щонайменше 𝑘

бездивергентних диференцiювань.

У другiй частинi роздiлу була дослiджена будова централiзаторiв полiномi-

альних диференцiювань з ядром в рацiональних функцiях степеня трансценден-

тностi один. Також були дослiдженi централiзатори дiагоналiзовних лiнiйних

диференцiювань.

Отриманi результати щодо лiнiйних диференцiювань можуть бути узагаль-

ненi. А саме, можна шукати зв’язок мiж централiзаторами в алгебрi Лi 𝑊𝑛(K)

i в алгебрi Лi gl𝑛(K) для довiльного лiнiйного чи афiнного лiнiйного диферен-

цiювання.

На жаль, результати, що стосуються диференцiювань з ядром в рацiональ-

них функцiях степеня трансцендентностi один узагальнити набагато складнiше.

Якщо у випадку степеня трансцендентностi два ядро набуває бiльш складної

структури, але хоча б є скiнченнопородженим, то у випадку степеня транс-

цендентностi три i вище i цього вже немає, що робить технiку цього роздiлу

малоефективною.



Роздiл 2

Нiльпотентнi i розв’язнi алгебри Лi

диференцiювань полiномiальних кiлець

Результати цього роздiлу були опублiкованi у роботах [8, 14].

В першiй частинi цього роздiлу вивчаються нiльпотентнi пiдалгебри 𝐿 ⊆
𝑊 (𝐴) рангу 𝑛 ⩾ 3 над 𝑅 з центром 𝑍 = 𝑍(𝐿) рангу ⩾ 𝑛 − 2 над 𝑅, тобто

з центром корангу ⩽ 2 над 𝑅. Вказано природний базис для 𝐹𝐿 над 𝑅, який

визначає серiю iдеалiв з «хорошими» властивостями (теорема 1). Як наслiдок,

отримано вкладення алгебри Лi 𝐹𝐿 над 𝐹 у трикутну алгебру Лi 𝑢𝑛(𝐹 ) над 𝐹

(теорема 2). Цi результати узагальнюють основнi результати робiт [60] та [48].

Зауважимо, що проблема класифiкацiї скiнченновимiрних алгебр Лi iз теореми

1 з точнiстю до iзоморфiзму є дикою (тобто вона мiстить безнадiйну пробле-

му класифiкацiї пар квадратних матриць з точнiстю до подiбностi, див. [6]).

Трикутнi алгебри Лi вивчалися в [2] i [3], вони локально нiльпотентнi, але не

нiльпотентнi.

Ми використовуємо стандартнi позначення. Основне поле K довiльне ну-

льової характеристики. Якщо 𝐹 є пiдполем поля 𝑅 i 𝑟1, . . . , 𝑟𝑘 ∈ 𝑅, тодi через

𝐹 ⟨𝑟1, . . . , 𝑟𝑘⟩ позначимо набiр усiх лiнiйнiх комбiнацiй 𝑟𝑖 з коефiцiєнтами в 𝐹 , це
пiдпростiр у 𝐹 -просторi 𝑅, для нескiнченної множини 𝑟1, . . . , 𝑟𝑘, . . . використо-

вується позначення 𝐹 ⟨{𝑟𝑖}∞𝑖=1⟩. Трикутна пiдалгебра 𝑢𝑛(K) алгебри Лi𝑊𝑛(K) :=
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DerKK[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] складається iз усiх диференцiюваннь наK[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] вигляду

𝐷 = 𝑓1(𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)
𝜕

𝜕𝑥1
+ · · · + 𝑓𝑛−1(𝑥𝑛)

𝜕

𝜕𝑥𝑛−1
+ 𝑓𝑛

𝜕

𝜕𝑥1
,

де 𝑓𝑖 ∈ K[𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛], 𝑓𝑛 ∈ K. Якщо 𝐷 ∈ 𝑊 (𝐴), то Ker𝐷 позначає поле

констант для 𝐷 у полi 𝑅, тобто

Ker𝐷 = {𝑟 ∈ 𝑅 | 𝐷(𝑟) = 0}.

2.1 Нiльпотентниi пiдалгебри 𝑊 (𝐴)

Ми використовуємо наступнi добре вiдомi спiввiдношення для диференцiювань.

Нехай 𝐷1, 𝐷2 ∈ 𝑊 (𝐴) i 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅. Тодi

1) [𝑎𝐷1, 𝑏𝐷2] = 𝑎𝑏[𝐷1, 𝐷2] + 𝑎𝐷1(𝑏)𝐷2 − 𝑏𝐷2(𝑎)𝐷1;

2) якщо 𝑎, 𝑏 ∈ Ker𝐷1 ∩ Ker𝐷2, то [𝑎𝐷1, 𝑏𝐷2] = 𝑎𝑏[𝐷1, 𝐷2].

Наступнi двi леми мiстять деякi результати про диференцiювання та алгебри

Лi диференцiювань (див., наприклад, [38,46]).

Лема 2.1. Нехай 𝐿 — пiдалгебра алгебри Лi DerK𝑅 i 𝐹 поле констант для 𝐿

в 𝑅. Тодi 𝐹𝐿 є алгеброю Лi над 𝐹, i якщо 𝐿 є абелевою, нiльпотентною або

розв’язною, то такою ж буде i алгебра Лi 𝐹𝐿.

Лема 2.2. Нехай 𝐿 — нiльпотентна пiдалгебра алгебри Лi 𝑊 (𝐴) рангу

rank𝑅 𝐿 <∞ i 𝐹 = 𝐹 (𝐿) — поле констант для 𝐿 в 𝑅. Тодi

1) 𝐹𝐿 є скiнченновимiрною над 𝐹 ;

2) якщо rank𝑅 𝐿 = 1, то 𝐿 є абелевою i dim𝐹 𝐹𝐿 = 1;

3) якщо rank𝑅 𝐿 = 2, то 𝐹𝐿 є або абелевою з dim𝐹 𝐹𝐿 = 2 або 𝐹𝐿 має вигляд

𝐹𝐿 = 𝐹

⟨
𝐷2, 𝐷1, 𝑎𝐷1, . . . ,

𝑎𝑘

𝑘!
𝑑1

⟩
,

для деяких 𝐷1, 𝐷2 ∈ 𝐹𝐿 i 𝑎 ∈ 𝑅 таких, що [𝐷1, 𝐷2] = 0, 𝐷2(𝑎) = 1,

𝐷1(𝑎) = 0.
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Лема 2.3. Нехай 𝐿 — нiльпотентна пiдалгебра алгебри Лi 𝑊 (𝐴) рангу 𝑛 над

полем 𝑅 з центром 𝑍 = 𝑍(𝐿) рангу 𝑘 над полем 𝑅, де 𝑘 ⩽ 𝑛. Тодi 𝐼 := 𝑅𝑍 ∩𝐿
є абелевим iдеалом в 𝐿 рангу 𝑘 над 𝑅.

Доведення. За лемою 4 iз [38] 𝐼 є iдеалом алгебри Лi 𝐿. Покажемо, що iдеал 𝐼 є

абелевим. Виберемо довiльний базис 𝐷1, . . . , 𝐷𝑘 центру 𝑍 над 𝑅 (тобто макси-

мальну за включенням лiнiйно незалежну над 𝑅 пiдмножину 𝑍). Легко бачити,

що 𝐷1, . . . , 𝐷𝑘 також є базисом iдеалу 𝐼, тому можемо подати кожен елемент

𝐷 ∈ 𝐼 у виглядi

𝐷 = 𝑎1𝐷1 + · · · + 𝑎𝑘𝐷𝑘

для деяких 𝑎1, . . . , 𝑎𝑘 ∈ 𝑅. Оскiльки 𝐷𝑗 ∈ 𝑍, 𝑗 = 1 . . . , 𝑘, то виконується

рiвнiсть

[𝐷𝑗, 𝐷] =

[︃
𝐷𝑗,

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝐷𝑖

]︃
=

𝑘∑︁
𝑖=1

𝐷𝑗(𝑎𝑖)𝐷𝑖 = 0 (2.1)

для 𝑗 = 1, . . . , 𝑘. Оскiльки 𝐷1, . . . , 𝐷𝑛 є лiнiйно незалежними, то з (2.1) випли-

ває, що

𝐷𝑗(𝑎𝑖) = 0, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑘.

Тому для кожного елемента

𝐷 = 𝑏1𝐷1 + · · · + 𝑏𝑘𝐷𝑘

iдеалу 𝐼 виконуються наступнi рiвностi

[𝐷,𝐷] =

[︃
𝑘∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝐷𝑖,
𝑘∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗𝐷𝑗

]︃
=

𝑘∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑏𝑗[𝐷𝑖, 𝐷𝑗] = 0,

оскiльки

𝐷𝑖(𝑏𝑗) = 𝐷𝑗(𝑎𝑖) = 0,

як зазначено вище. З цього випливає, що 𝐼 є абелевим iдеалом. Крiм того,

очевидно rank𝑅 𝐼 = 𝑘.

Лема 2.4. Нехай 𝐿 — нiльпотентна пiдалгебра алгебри Лi 𝑊 (𝐴), 𝑍 = 𝑍(𝐿)

— центр алгебри Лi 𝐿, 𝐼 := 𝑅𝑍 ∩ 𝐿 i 𝐹 — поле констант для 𝐿 в 𝑅. Якщо
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для деякого 𝐷 ∈ 𝐿 виконуються спiввiдношення [𝐷,𝐹𝐼] ⊆ 𝐹𝐼, [𝐷,𝐹𝐼] ̸= 0, то

тодi iснує базис 𝐷1, . . . , 𝐷𝑚 iдеалу 𝐹𝐼 алгебри Лi 𝐹𝐿 над 𝑅 i 𝑎 ∈ 𝑅 такi, що

𝐷(𝑎) = 1, 𝐷𝑖(𝑎) = 0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚.

Крiм того, кожен елемент 𝐷 ∈ 𝐹𝐼 має вигляд

𝐷 = 𝑓1(𝑎)𝐷1 + · · · + 𝑓𝑚(𝑎)𝐷𝑚

для деяких полiномiв 𝑓𝑖 ∈ 𝐹1[𝑡], де 𝐹1 — поле констант для пiдалгебри

𝐿1 = 𝐹𝐼 + 𝐹𝐷 в 𝑅.

Доведення. За лемою 2.3 перетин 𝐼 = 𝑅𝑍∩𝐿 є абелевим iдеалом алгебри Лi 𝐿 i

тому 𝐹𝐼 є абелевим iдеалом алгебри Лi 𝐹𝐿. Виберемо базис 𝐷1, . . . , 𝐷𝑚 iдеалу

𝐹𝐼 над полем 𝑅 таким чином, щоб 𝐷1, . . . , 𝐷𝑚 ∈ 𝑍. Тодi 𝐹𝑍 є центром алгебри

Лi 𝐹𝐿. Тепер вiзьмемо довiльний базис 𝑇1, . . . , 𝑇𝑠 𝐹 -простору 𝐹𝐼 над 𝐹 (звер-

нiть увагу, що алгебра Лi 𝐹𝐿 є скiнченновимiрною над полем 𝐹 за [38] ). Кожен

базисний елемент 𝑇𝑖 можна записати у виглядi 𝑇𝑖 =
∑︀𝑚

𝑗=1 𝑟𝑖𝑗𝐷𝑗, 𝑖 = 1, . . . 𝑠 для

деяких 𝑟𝑖𝑗 ∈ 𝑅.Позначимо через𝐵 пiдкiльце𝐵 = 𝐹 [𝑟𝑖𝑗, 𝑖 = 1, . . . 𝑠, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚]

поля𝑅, породжене 𝐹 та елементами 𝑟𝑖𝑗.Оскiльки лiнiйний оператор ad𝐷 є нiль-

потентним на 𝐹𝐼, диференцiювання 𝐷 є локально нiльпотентним на кiльцi 𝐵.

Дiйсно,

[𝐷,𝑇𝑖] =

[︃
𝐷,

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑟𝑖𝑗𝐷𝑗

]︃
=

𝑚∑︁
𝑗=1

𝐷(𝑟𝑖𝑗)𝐷𝑗

i, отже

(ad𝐷)𝑘𝑖(𝑇𝑖) =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝐷𝑘𝑖(𝑟𝑖𝑗)𝐷𝑗 = 0

для деякого натурального 𝑘𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑠. Зауважимо, що звуження диференцi-

ювання 𝐷 на кiльце 𝐵 ненульове, оскiльки за умовою леми [𝐷,𝐹𝐼] ̸= 0. Тодi мо-

жна легко показати, що iснує такий елемент 𝑝 ∈ 𝐵 (преслайс), що𝐷(𝑝) ∈ Ker𝐷,

𝐷(𝑝) ̸= 0 ( взявши довiльний елемент 𝑏 ∈ 𝐵, що не лежить в ядрi диференцiю-

вання 𝐷 можна покласти 𝑝 = 𝐷𝑘(𝑏), де 𝑘 – найбiльше натуральне число, таке

що 𝐷𝑘+1(𝑏) ̸= 0 ).
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Тодi, позначаючи 𝑎 := 𝑝/𝐷(𝑝), маємо𝐷(𝑎) = 1 (такий елемент 𝑎 називається

слайсом для𝐷). Кiльце𝐵 мiститься в локалiзацiї𝐵[𝑐−1], де 𝑐 := 𝐷(𝑝) i диферен-

цiювання 𝐷 є локально нiльпотентним на 𝐵[𝑐−1]. Зауважимо, що 𝐵[𝑐−1] ⊆ 𝐹1.

Крiм того, згiдно з Принципом 11 з [20] має мiсце 𝐵[𝑐−1] = 𝐵0[𝑎], де 𝐵0 — це

ядро 𝐷 у 𝐵[𝑐−1]. Це завершує доведення, оскiльки 𝐵 ⊆ 𝐵[𝑐−1] i кожен елемент

𝐷 𝐹𝐼 має форму

𝐷 = 𝑏1𝐷1 + . . . 𝑏𝑚𝐷𝑚, 𝑏𝑖 ∈ 𝐵.

Лема 2.5. Нехай 𝐿 — нiльпотентна пiдалгебра 𝑊 (𝐴), 𝑍 = 𝑍(𝐿) центр ал-

гебри Лi 𝐿, 𝐹 поле констант алгебри 𝐿 в полi 𝑅 i 𝐼 = 𝑅𝑍 ∩ 𝐿. Нехай

rank𝑅 𝑍 = 𝑛 − 2. Тодi фактор-алгебра Лi 𝐹𝐿/𝐹𝐼 задовольняє одну з насту-

пних умов:

1) якщо 𝐹𝐿/𝐹𝐼 є абелевим, тодi dim𝐹 𝐹𝐿/𝐹𝐼 = 2;

2) якщо 𝐹𝐿/𝐹𝐼 є неабелевим, то iснують елементи 𝐷𝑛−1, 𝐷𝑛 ∈ 𝐹𝐿, 𝑏 ∈ 𝑅

такi, що

𝐹𝐿/𝐹𝐼 = 𝐹

⟨
𝐷𝑛−1 + 𝐹𝐼, 𝑏𝐷𝑛−1 + 𝐹𝐼, . . . ,

𝑏𝑘

𝑘!
𝐷𝑛−1 + 𝐹𝐼, 𝐷𝑛 + 𝐹𝐼

⟩
де 𝑘 ⩾ 1, 𝐷𝑛(𝑏) = 1, 𝐷𝑛−1(𝑏) = 0, 𝐷(𝑏) = 0 для всiх 𝐷 ∈ 𝐹𝐼.

Доведення. Виберемо базис 𝐷1, . . . , 𝐷𝑛 центру 𝑍 над полем 𝑅 i будь-яким цен-

тральним iдеалом 𝐹𝐷𝑛−1 + 𝐹𝐼 факторалгебри 𝐹𝐿/𝐹𝐼. Позначаємо перетин

𝑅(𝐼 + K𝐷𝑛−1) ∩ 𝐿 на 𝐼1. Тодi легко побачити, що 𝐹𝐼1 — iдеал алгебри Лi 𝐹𝐿

рангу 𝑛 − 1 над 𝑅, а 𝐹𝐿/𝐹𝐼1 — одновимiрна алгебра Лi над 𝐹 (за лемою 5

з [38]). Виберемо довiльний елемент 𝐷𝑛 ∈ 𝐹𝐿 ∖ 𝐹𝐼1. Тодi 𝐷1, . . . , 𝐷𝑛 є базисом

алгебри Лi 𝐹𝐿 над 𝑅.

Випадок 1: Фактор-алгебра 𝐹𝐿/𝐹𝐼 є абелевою. Давайте покажемо, що

𝐹𝐿/𝐹𝐼 = 𝐹 ⟨𝐷𝑛−1 + 𝐹𝐼, 𝐷𝑛 + 𝐹𝐼⟩.

Дiйсно, вiзьмемо будь-якi елементи 𝑆1 + 𝐹𝐼, 𝑆2 + 𝐹𝐼 з 𝐹𝐿/𝐹𝐼 i запишемо

𝑆1 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑟𝑖𝐷𝑖, 𝑆2 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑠𝑖𝐷𝑖, 𝑟𝑖, 𝑠𝑖 ∈ 𝑅, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.
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З рiвностей [𝐷𝑖, 𝑆1] = [𝐷𝑖, 𝑆2] = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 − 2 (нагадаємо, що 𝐷𝑖 ∈ 𝑍(𝐿),

𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 2) випливає, що

𝐷𝑖(𝑟𝑗) = 𝐷𝑖(𝑠𝑗) = 0, 𝑖 = 1 . . . , 𝑛− 2, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. (2.2)

Оскiльки [𝐹𝐿, 𝐹𝐼] ⊆ 𝐹𝐼 маємо [𝐷𝑖, 𝑆1], [𝐷𝑖, 𝑆2] ∈ 𝐹𝐼 для 𝑖 = 𝑛− 1, 𝑛. Врахову-

ючи рiвностi (2.2) отримуємо, що

𝐷𝑖(𝑠𝑗) = 𝐷𝑖(𝑟𝑗) = 0, 𝑖 = 𝑛− 1, 𝑛, 𝑗 = 𝑛− 1, 𝑛.

Тому виконується 𝑠𝑖, 𝑟𝑖 ∈ 𝐹 для 𝑖 = 𝑛−1, 𝑛 i отже 𝐷𝑛−1+𝐹𝐼,𝐷𝑛+𝐹𝐼 є базисом

для 𝐹𝐿/𝐹𝐼 над полем 𝐹.

Випадок 2: 𝐹𝐿/𝐹𝐼 є неабелевим. Далi, dim𝐹 𝐹𝐿/𝐹𝐼 ⩾ 3, оскiльки алгебра

Лi 𝐹𝐿/𝐹𝐼 нiльпотентна. Покажемо, що iдеал 𝐹𝐼1/𝐹𝐼 алгебри Лi 𝐹𝐿/𝐹𝐼 є абе-

левим (нагадаємо, що 𝐼1 = 𝑅(𝐼 + K𝐷𝑛−1) ∩ 𝐿). Оскiльки 𝐷𝑛−1 + 𝐹𝐼 лежить

у центрi факторалгебри 𝐹𝐿/𝐹𝐼, для будь-якого елемента 𝑟𝐷𝑛−1 + 𝐹𝐼 iдеала

𝐹𝐼1/𝐹𝐼 справедлива наступна рiвнiсть:

[𝐷𝑛−1 + 𝐹𝐼, 𝑟𝐷𝑛−1 + 𝐹𝐼] = 𝐹𝐼

i, отже,

𝐷𝑛−1(𝑟)𝐷𝑛−1 + 𝐹𝐼 = 𝐹𝐼.

З останньої рiвностi випливає, що𝐷𝑛−1(𝑟) = 0. Але тодi для будь-яких елементiв

𝑟𝐷𝑛−1 + 𝐹𝐼, 𝑠𝐷𝑛−1 + 𝐹𝐼 iз 𝐹𝐼1/𝐹𝐼, маємо

[𝑟𝐷𝑛−1 + 𝐹𝐼, 𝑠𝐷𝑛−1 + 𝐹𝐼] = [𝑟𝐷𝑛−1, 𝑠𝐷𝑛−1 + 𝐹𝐼 =

= (𝐷𝑛−1(𝑠)𝑟 − 𝑠𝐷𝑛−1(𝑟))𝐷𝑛−1 + 𝐹𝐼 = 𝐹𝐼.

Останнє означає, що 𝐹𝐼1/𝐹𝐼 є абелевим iдеалом 𝐹𝐿/𝐹𝐼.

Далi, помiтимо, що нiльпотентний лiнiйний оператор ad𝐷𝑛 дiє на лiнiйному

просторi 𝐹𝐼1/𝐹𝐼, причому

Ker(ad𝐷𝑛) = 𝐹𝐷𝑛−1 + 𝐹𝐼.
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Дiйсно, нехай

ad𝐷𝑛(𝑟𝐷𝑛−1 + 𝐹𝐼) = 𝐹𝐼.

Бiльше того, [𝐷𝑛, 𝑟𝐷𝑛−1] ∈ 𝐹𝐼 i, як наслiдок, 𝐷𝑛(𝑟)𝐷𝑛−1 ∈ 𝐹𝐼. З цього спiв-

вiдношення випливає, що 𝐷𝑛(𝑟) = 0 i з урахуванням рiвностей 𝐷𝑖(𝑟) = 0,

𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 1 ми отримуємо, що 𝑟 ∈ 𝐹 . Останнє означає

Ker(ad𝐷𝑛) = 𝐹𝐷𝑛−1 + 𝐹𝐼.

Звiдси випливає, що лiнiйний оператор ad𝐷𝑛 на 𝐹𝐼/𝐹𝐼1 має лише один жорда-

нiв ланцюг i жордановий базис можна вибрати за допомогою першого елемента

𝐷𝑛−1 +𝐹𝐼. Оскiльки dim𝐹𝐼1/𝐹𝐼 ⩾ 2 (нагадаємо, що dim𝐹 𝐹𝐿/𝐹𝐼 ⩾ 3) ланцюг

має довжину не менше двох. Вiзьмемо другий елемент жорданового ланцюга у

виглядi 𝑏𝐷𝑛−1 + 𝐹𝐼, 𝑏 ∈ 𝑅. Далi маємо

ad𝐷𝑛(𝑏𝐷𝑛−1 + 𝐹𝐼) = 𝐷𝑛−1 + 𝐹𝐼

i, отже, 𝐷𝑛(𝑏) = 1. Iз включення [𝐷𝑛−1, 𝑏𝐷𝑛−1] ∈ 𝐹𝐼 випливає рiвнiсть

𝐷𝑛−1(𝑏) = 0, i аналогiчно 𝐷𝑖(𝑏) = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 2.

Якщо dim𝐹𝐼1/𝐹𝐼 ⩾ 3 i 𝑐𝐷𝑛−1 + 𝐹𝐼 є третiм елементом жорданового лан-

цюга ad𝐷𝑛, тодi, повторюючи наведенi вище мiркування, отримуємо 𝐷𝑛(𝑐) = 𝑏.

Розглянемо елемент 𝛼 = 𝑏2

2! − 𝑐 ∈ 𝑅. Зi сказаного випливає, що

𝐷𝑛−1(𝛼) = 𝐷𝑛(𝛼) = 0

i

𝐷𝑖(𝛼) = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 2,

оскiльки

𝐷𝑖(𝑏) = 𝐷𝑖(𝑐) = 0.

тому 𝛼 = 𝑏2

2! − 𝑐 ∈ 𝐹 i 𝑐 = 𝑏2

2! + 𝛼. Оскiльки 𝛼𝐷𝑛−1 ∈ Ker(ad𝐷𝑛), можемо

взяти третiй елемент жорданового ланцюга у виглядi 𝑏
2

2!𝐷𝑛−1+𝐹𝐼. Повторюючи

мiркування, можна побудувати необхiдний базис алгебри Лi 𝐹𝐿/𝐹𝐼.
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Лема 2.6. Нехай 𝐿 — нiльпотентна пiдалгебра 𝑊 (𝐴) з центром 𝑍 = 𝑍(𝐿),

rank𝑅 𝑍 = 𝑛−2, 𝐹 поле констант алгебри Лi 𝐿 в 𝑅 i 𝐼 = 𝑅𝑍 ∩𝐿. Якщо 𝑆, 𝑇 є

такими елементами 𝐿, що [𝑆, 𝑇 ] ∈ 𝐼, ранг пiдалгебри 𝐿1, породженої 𝐼, 𝑆, 𝑇 ,

дорiвнює 𝑛 i 𝐶𝐹𝐿(𝐹𝐼) = 𝐹𝐼, то iснують елементи 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 такi, що

𝑆(𝑎) = 1, 𝑇 (𝑎) = 0,

𝑆(𝑏) = 0, 𝑇 (𝑏) = 1,

𝐷(𝑎) = 𝐷(𝑏) = 0.

для кожного 𝐷 ∈ 𝐼. Крiм того, кожен елемент 𝐷 ∈ 𝐹𝐼 можна записати у

виглядi

𝐷 = 𝑓1(𝑎, 𝑏)𝐷1 + · · · + 𝑓𝑛−2(𝑎, 𝑏)𝐷𝑛−2

для деяких полiномiв 𝑓𝑖(𝑢, 𝑣) ∈ 𝐹 [𝑢, 𝑣].

Доведення. Виберемо базис 𝐷1, . . . , 𝐷𝑛−2 з 𝑍 над кiльцем 𝑅. За умовами ле-

ми 𝐷1, . . . , 𝐷𝑛−2, 𝑆, 𝑇 є базисом 𝐿 над 𝑅. Iдеал 𝐹𝐼 алгебри Лi 𝐹𝐿 є абелевим

за лемою 2.3 i ad𝑆, ad𝑇 є комутуючими лiнiйними операторами у векторному

просторi 𝐹𝐼 (над 𝐹 ). Вiзьмемо базис 𝑇1, . . . , 𝑇𝑠 iдеалу 𝐹𝐼 над 𝐹 (нагадаємо, що

dim𝐹 𝐹𝐼 < ∞ за теоремою 1 з [38]) i запишемо 𝑇𝑖 =
∑︀𝑛−2

𝑗=1 𝑟𝑖𝑗𝐷𝑗 для деяких

𝑟𝑖𝑗 ∈ 𝑅, 𝑖 = 1, . . . , 𝑠, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛− 2. Позначимо

𝐵 = 𝐹 [𝑟𝑖𝑗, 𝑖 = 1, . . . , 𝑠, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛− 2],

пiдкiльце 𝑅, породжене 𝐹 i всiма коефiцiєнтами 𝑟𝑖𝑗. Тодi 𝐵 є iнварiантним вiд-

носно диференцiювань 𝑆 i 𝑇 , i цi диференцiювання лiнiйно незалежнi над 𝑅 (за

умовою 𝐶𝐹𝐿(𝐹𝐼) = 𝐹𝐼 леми). За лемою 2.4 iснує такий елемент 𝑎 ∈ 𝐵[𝑐−1], що

𝑆(𝑎) = 1, 𝐷𝑖(𝑎) = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 2

(тут 𝑐 = 𝑆(𝑝) для преслайса 𝑝 для 𝑆 у 𝐵). Оскiльки 𝑐 ∈ Ker𝑆, можна при-

пустити без втрати загальностi, що 𝑇 (𝑐) ∈ Ker𝑇. Але тодi 𝑇 є локально нiль-

потентним диференцiюванням на пiдкiльцi 𝐵[𝑐−1]. Повторюючи цi мiркування,

можемо знайти елемент 𝑏 ∈ 𝐵[𝐶−1][𝑑−1] з 𝑇 (𝑏) = 1 (тут 𝑑 є преслайс для ди-

ференцiювання 𝑇 в 𝐵[𝑐−1]). Позначимо 𝐵1 = 𝐵[𝑐−1, 𝑑−1], пiдкiльце 𝑅. Потiм,
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використовуючи стандартнi факти про локально нiльпотентнi диференцiюва-

ння (див., наприклад, Принцип 11 у [20]), можна показати, що 𝐵1 = 𝐵0[𝑎, 𝑏],

де 𝐵0 = Ker𝑆 ∩ Ker𝑇. Тому кожен елемент ℎ з 𝐵1 можна записати у формi

ℎ = 𝑓(𝑎, 𝑏) з 𝑓(𝑢, 𝑣) ∈ 𝐹 [𝑢, 𝑣] (зауважимо, що

𝐹 = Ker𝑇 ∩ Ker𝑆 ∩𝑛−2
𝑖=1 Ker𝐷𝑖)

З цього представлення елементiв 𝐵1 випливає, що кожен елемент iдеалу 𝐹𝐼

можна записати у виглядi

𝐷 = 𝑓1(𝑎, 𝑏)𝐷1 + · · · + 𝑓𝑛−2(𝑎, 𝑏)𝐷𝑛−2

для деяких полiномiв 𝑓𝑖(𝑢, 𝑣) ∈ 𝐹 [𝑢, 𝑣].

Теорема 2.7. Нехай 𝐿 — нiльпотентна пiдалгебра рангу 𝑛 ⩾ 3 над 𝑅 з алгебри

Лi 𝑊 (𝐴), 𝑍 = 𝑍(𝐿) — центр L з rank𝑅 𝑍 ⩾ 𝑛 − 2, 𝐹 поле констант 𝐿 в 𝑅.

Тодi справедливе одне з тверджень:

1. dim𝐹 𝐹𝐿 = 𝑛,

2. 𝐹𝐿 знаходиться в однiй з локальних нiльпотентних пiдалгебр 𝐿2, 𝐿3 ал-

гебри Лi 𝑊 (𝐴) рангу 𝑛 над 𝑅, якi мають базис 𝐷1, . . . , 𝐷𝑛 над 𝑅, що

задовольняє спiввiдношення [𝐷𝑖, 𝐷𝑗] = 0, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛 i мають вигляд

𝐿2 = 𝐹

⟨{︂
𝑏𝑖

𝑖!
𝐷1

}︂∞

𝑖=0

, . . . ,

{︂
𝑏𝑖

𝑖!
𝐷𝑛−1

}︂∞

𝑖=0

, 𝐷𝑛

⟩
для деяких 𝑏 ∈ 𝑅, таких що 𝐷𝑖(𝑏) = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 1 i 𝐷𝑛(𝑏) = 1,

𝐿3 = 𝐹

⟨{︂
𝑎𝑖𝑏𝑗

𝑖!𝑗!
𝐷1

}︂∞

𝑖,𝑗=0

, . . . ,

{︂
𝑎𝑖𝑏𝑗

𝑖!𝑗!
𝐷𝑛−2

}︂∞

𝑖,𝑗=0

,

{︂
𝑏𝑖

𝑖!
𝐷𝑛−1

}︂∞

𝑖=0

, 𝐷𝑛

⟩
для деяких 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, таких що

𝐷𝑛−1(𝑎) = 1, 𝐷𝑛(𝑎) = 0,

𝐷𝑛−1(𝑏) = 0, 𝐷𝑛(𝑏) = 1,

𝐷𝑖(𝑎) = 𝐷𝑖(𝑏) = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 2.
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Доведення. Згiдно з лемою 2.3, 𝐼 = 𝑅𝑍 ∩ 𝐿 є абелевим iдеалом в 𝐿 i, отже,

𝐹𝐼 є абелевим iдеалом алгебри Лi 𝐹𝐿 (тут алгебра Лi 𝐹𝐿 розглядається над

полем 𝐹 ).

Випадок 1: rank𝑅 𝑍 = 𝑛 − 1. Тодi 𝐹𝐼 має корозмiрнiсть 1 у 𝐹𝐿 згiдно з

лемою 5 з [38]. Це означає нерiвнiсть dim𝐹 𝐹𝐼 > 𝑛 − 1 (в iншому випадку 𝐹𝐿

буде абелевим) i, отже, 𝐹𝑍 ⊂ 𝐹𝐼 (iз сильним включенням). Вiзьмемо базис

𝐷1, . . . , 𝐷𝑛−1 𝑍 над 𝑅 i елемент 𝐷𝑛 ∈ 𝐹𝐿 ∖ 𝐹𝐼. Тодi 𝐷1, . . . , 𝐷𝑛 є основою для

𝐹𝐿 над 𝑅 i [𝐷𝑛, 𝐹 𝐼] ̸= 0. Використовуючи лему 2.4 можна легко показати, що

𝐹𝐿 мiститься в пiдалгебрi типу 𝐿2 з 𝑊 (𝐴).

Випадок 2: rank𝑅 𝑍 = 𝑛 − 2 i dim𝐹 𝐹𝐼 = 𝑛 − 2. Згiдно з лемою 2.5 факто-

ралгебра 𝐹𝐿/𝐹𝐼 або є абелевою двовимiрною (над 𝐹 ), або має вигляд

𝐹𝐿/𝐹𝐼 = 𝐹 ⟨{𝑏
𝑖

𝑖!
𝐷𝑛−1 + 𝐹𝐼}𝑘𝑖=0, 𝐷𝑛 + 𝐹𝐼⟩ (2.3)

для деякого 𝑏 ∈ 𝑅 такого, що 𝐷𝑛(𝑏) = 1, 𝐷𝑛−1(𝑏) = 0 i 𝐷(𝑏) = 0 для кожного

𝐷 ∈ 𝐹𝐼.

З рiвнiстi dim𝐹 𝐹𝐼 = 𝑛− 2 випливає рiвнiсть 𝐹𝐼 = 𝐹𝑍. Якщо 𝐹𝐿/𝐹𝐼 є абе-

левою, то dim𝐹 𝐹𝐿/𝐹𝐼 = 2 i 𝐹𝐿 є нiльпотентною пiдалгеброю розмiрностi 𝑛 над

𝐹 , тобто задовольняє умову 1) твердження теореми. Нехай 𝐹𝐿/𝐹𝐼 неабелевi.

За лемою 2.5 𝐹𝐿/𝐹𝐼 має вигляд (2.3). Тодi 𝐹 -лiнiйний простiр

𝐽 = 𝐹

⟨{︂
𝑏𝑖

𝑖!
𝐷1

}︂∞

𝑖=0

, . . . ,

{︂
𝑏𝑖

𝑖!
𝐷𝑛−1

}︂∞

𝑖=0

⟩
є абелевою пiдалгеброю𝑊 (𝐴) i [𝐹𝐿, 𝐽 ] ⊆ 𝐽 . З останнього включення випливає,

що сума

𝐽 + 𝐹

⟨{︂
𝑏𝑖

𝑖!
𝐷𝑛−1

}︂∞

𝑖=0

, 𝐷𝑛

⟩
є пiдалгеброю алгебри Лi 𝑊 (𝐴). Якщо [𝐷𝑛, 𝐷𝑛−1] ̸= 0, тод враховуючи вiдно-

шення [𝐷𝑛, 𝐷𝑛−1] ∈ 𝐹𝐼 можна записати

[𝐷𝑛, 𝐷𝑛−1] = 𝑟1𝐷1 + · · · + 𝑟𝑛−2𝐷𝑛−2

для деяких 𝑟𝑖 ∈ 𝑅. Розглянемо елемент 𝑊 (𝐴) форми̃︀𝐷𝑛−1 = 𝐷𝑛−1 − 𝑟1𝑏𝐷1 − · · · − 𝑟𝑛−2𝑏𝐷𝑛−2.
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Оскiльки [𝐷𝑛, ̃︀𝐷𝑛−1] = 0, ̃︀𝐷𝑛−1(𝑏) = 0 можна без втрати загальностi замiнити

елемент 𝐷𝑛−1 на елемент ̃︀𝐷𝑛−1 i отримати алгебру Лi типу 𝐿2 з твердження

теореми.

Випадок 3: rank𝑅 𝑍 = 𝑛 − 2 i dim𝐹 𝐹𝐼 > 𝑛 − 2. Припустимо, 𝐹𝐿/𝐹𝐼 є

абелевою алгеброю Лi. Як було зазначено вище dim𝐹 𝐹𝐿/𝐹𝐼 = 2. Спочатку

припустимо 𝐶𝐹𝐿(𝐹𝐼) = 𝐹𝐼. Тодi за лемою 2.6 iснує базис 𝐷1, . . . , 𝐷𝑛−2 iдеалу

𝐹𝐼 над 𝑅 та елементи 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 такi що

𝐷𝑛−1(𝑎) = 1, 𝐷𝑛(𝑎) = 0, 𝐷𝑛−1(𝑏) = 0, 𝐷𝑛(𝑏) = 1

i

𝐷𝑖(𝑎) = 𝐷𝑖(𝑏) = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 2

i кожен елемент 𝐷 ∈ 𝐹𝐼 можна записати у виглядi

𝐷 = 𝑓1(𝑎, 𝑏)𝐷1 + · · · + 𝑓𝑛−2(𝑎, 𝑏)𝐷𝑛−2

для деяких полiномiв 𝑓𝑖(𝑢, 𝑣) ∈ 𝐹 [𝑢, 𝑣].

Розглянемо 𝐹 -пiдпростiр

𝐽 = 𝐹 [𝑎, 𝑏]𝐷1 + · · · + 𝐹 [𝑎, 𝑏]𝐷𝑛−2

алгебри Лi 𝑊 (𝐴). Легко побачити, що 𝐽 є абелевою пiдалгеброю 𝑊 (𝐴) i

[𝐹𝐿, 𝐽 ] ⊆ 𝐽 . Якщо [𝐷𝑛, 𝐷𝑛−1] = 0, то очевидно, що пiдалгебра 𝐹𝐿 + 𝐽 на-

лежить до типу 𝐿2 з формулювання теореми. Нехай [𝐷𝑛, 𝐷𝑛−1] ̸= 0. Оскiльки

[𝐷𝑛, 𝐷𝑛−1] ∈ 𝐹𝐼, маємо

[𝐷𝑛, 𝐷𝑛−1] = ℎ1(𝑎, 𝑏)𝐷1 + · · · + ℎ𝑛−2𝐷𝑛−2

для деяких полiномiв ℎ𝑖(𝑢, 𝑣) ∈ 𝐹 [𝑢, 𝑣]. Тодi пiдалгебра 𝐽 має такий елемент

𝑇 = 𝑢1(𝑎, 𝑏)𝐷1 + . . . 𝑢𝑛−2(𝑎, 𝑏)𝐷𝑛−2

що 𝐷𝑛(𝑢𝑖(𝑎, 𝑏)) = ℎ𝑖(𝑎, 𝑏) (нагадаємо, що 𝐷𝑛(𝑎) = 0, 𝐷𝑛(𝑏) = 1), i, отже, еле-

мент ̃︀𝐷𝑛−1 = 𝐷𝑛−1 − 𝑇 задовольняє рiвнiсть [𝐷𝑛, 𝑇 ] = 0. Замiнивши 𝐷𝑛−1 на
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̃︀𝐷𝑛−1, отримаємо необхiдний базис алгебри Лi 𝐹𝐿 + 𝐽 i бачимо, що 𝐹𝐿 можна

вкладати в 𝐿3 Лi типу 3). Отже, у випадку 𝐶𝐹𝐿(𝐹𝐼) = 𝐹𝐼 алгебра Лi 𝐹𝐿 можна

iзоморфно вкладати в алгебру Лi типу 𝐿3 з формулювання теореми.

Далi, припустимо 𝐶𝐹𝐿(𝐹𝐼) ̸= 𝐹𝐼. Оскiльки 𝐶𝐹𝐿(𝐹𝐼) ⊇ 𝐹𝐼, можна легко

показати, що 𝐷𝑛−1 ∈ 𝐶𝐹𝐿(𝐹𝐼) ∖ 𝐹𝐼 (звернемо увагу, що 𝐹𝐿/𝐹𝐼 має єдиний

мiнiмальний iдеал 𝐹𝐷𝑛−1 + 𝐹𝐼). Тодi [𝐷𝑛−1, 𝐹 𝐼] = 0, а тому [𝐷𝑛, 𝐹 𝐼] ̸= 0. Але

тодi за лемою 2.4 iснує такий елемент 𝑐 ∈ 𝑅 що

𝐷𝑛(𝑐) = 1, 𝐷𝑛−1(𝑐) = 0, 𝐷𝑖(𝑐) = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 2.

Крiм того, кожен елемент 𝐹𝐼 має вигляд 𝑔1(𝑐)𝐷1 + · · · + 𝑔𝑛−2(𝑐)𝐷𝑛−2 для де-

яких полiномiв 𝑔𝑖(𝑢) ∈ 𝐹 [𝑢]. Вiдповiдно до леми 2.5, факторалгебра 𝐹𝐿/𝐹𝐼 має

вигляд

𝐹𝐿/𝐹𝐼 = 𝐹

⟨{︂
𝑏𝑖

𝑖!
𝐷𝑛−1 + 𝐹𝐼

}︂𝑘
𝑖=0

, 𝐷𝑛 + 𝐹𝐼

⟩
для деякого 𝑏 ∈ 𝑅, такого, що 𝐷𝑛(𝑏) = 1, 𝐷𝑛−1(𝑏) = 0. Але з iншого боку

𝐷𝑛−1(𝑏− 𝑐) = 0, 𝐷𝑛(𝑏− 𝑐) = 0, 𝐷𝑖(𝑏− 𝑐) = 0,

i отже 𝑏− 𝑐 = 𝛼 для деякого 𝛼 ∈ 𝐹 . Без втрати загальностi ми можемо припу-

стити 𝑏 = 𝑐. Тодi локально нiльпотентна пiдалгебра

𝐿′ = 𝐹

⟨{︂
𝑎𝑖𝑏𝑗

𝑖!𝑗!
𝐷1

}︂∞

𝑖,𝑗=0

, . . .

{︂
𝑎𝑖𝑏𝑗

𝑖!𝑗!
𝐷𝑛−2

}︂∞

𝑖,𝑗=0

,

{︂
𝑏𝑖

𝑖!
𝐷𝑛−1

}︂∞

𝑖=0

, 𝐷𝑛

⟩
алгебри Лi 𝑊 (𝐴) мiстить 𝐿 i задовольняє умови типу 𝐿3 з формулювання

теореми, можливо, за винятком умови [𝐷𝑛, 𝐷𝑛−1] = 0. Якщо [𝐷𝑛, 𝐷𝑛−1] ̸= 0, то

вiд включення [𝐷𝑛, 𝐷𝑛−1] ∈ 𝐹𝐼 випливає, що

[𝐷𝑛, 𝐷𝑛−1] = 𝑓1(𝑏)𝐷1 + · · · + 𝑓𝑛−2(𝑏)𝐷𝑛−2

для деяких полiномiв 𝑓𝑖(𝑢) ∈ 𝐹 [𝑢].

Можна легко показати, що елемент є

𝐷 = ℎ1(𝑏)𝐷1 + · · · + ℎ𝑛−2(𝑏)𝐷𝑛−2 ∈ 𝐿′,
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так, що [𝐷𝑛, 𝐷] = [𝐷𝑛, 𝐷𝑛−1] (для полiномiв 𝑓𝑖 можна взяти первiснi ℎ𝑖). Замi-

ноюа 𝐷𝑛−1 на 𝐷𝑛−1 −𝐷 отримуємо необхiдний базис над 𝑅 алгебри Лi 𝐿3.

Зауваження 2.8. Будь-яка алгебра Лi розмiрностi 𝑛 над 𝐹 може бути реалiзо-

вана як алгебра Лi диференцiювань рангу 𝑛 над 𝑅 за теоремою 2 з [40]. Отже,

алгебра Лi типу 1) з теореми 1 може бути обрана довiльним чином.

Як наслiдок отримуємо наступне твердження про вкладення алгебр Лi ди-

ференцiювань.

Теорема 2.9. Нехай 𝐿 — нiльпотентна пiдалгебра рангу 𝑛 над 𝑅 алгебри Лi

𝑊 (𝐴), 𝑍 = 𝑍(𝐿) центр 𝐿 з rank𝑅 𝑍 ⩾ 𝑛 − 2 (тобто корангу ⩽ 2), i 𝐹 по-

ле констант 𝐿 в 𝑅 . Тодi алгебра Лi 𝐹𝐿 може бути iзоморфно вкладена в

трикутну алгебру Лi 𝑢𝑛(𝐹 ).

Доведення. Спочатку припустимо, що dim𝐹 𝐹𝐿 = 𝑛. Якщо 𝐹𝐿 є абелевою, то

𝐹𝐿 iзоморфно вкладається в 𝑢𝑛(𝐹 ) (пiдалгебра 𝐹 ⟨ 𝜕
𝜕𝑥1
, . . . , 𝜕

𝜕𝑥𝑛
⟩ алгебри Лi 𝑢𝑛(𝐹 )

є абелевою рангу 𝑛 над полем 𝐹 ). Отже, можна припустити, що 𝐹𝐿 неабелева.

Тодi 𝑍(𝐹𝐿) має ранг 𝑛−2 (i, звичайно, dim𝐹 𝑍(𝐹 ) = 𝑛−2). Можна легко пока-

зати, що 𝐹𝐿 = 𝑀1 ⊕𝑀2, де 𝑀1 — тривимiрна неабелева нiльпотентна алгебра

Лi над 𝐹 , а 𝑀2 — абелева алгебра Лi розмiрностi 𝑛 − 3. Розглянемо пiдалге-

бру 𝐻1 = 𝐹 ⟨ 𝜕
𝜕𝑥1
, 𝜕
𝜕𝑥2

+ 𝑥3
𝜕
𝜕𝑥1
, 𝜕
𝜕𝑥3

⟩ алгебри Лi 𝑊𝑛(𝐹 ). Очевидно, 𝐻1 має ранг 3

над 𝑅 = 𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) а 𝐻1 — неабелева нiльпотентна алгебра Лi розмiрностi 3.

Далi, розглянемо пiдалгебру 𝑀 = 𝐹 ⟨ 𝜕
𝜕𝑥4
, . . . , 𝜕

𝜕𝑥𝑛
⟩ якщо dim𝐹 𝐹𝐿 ⩾ 4. Тодi 𝑀 є

абелевою алгеброю Лi рангу 𝑛 − 3 над 𝑅 i dim𝐹 𝑀 = 𝑛 − 3. Легко бачити, що

𝐻1 +𝑀 = 𝐻1⊕𝑀 — пiдалгебра iз 𝑊𝑛(𝐹 ), яка є iзоморфною до алгебри Лi 𝐹𝐿.

Далi припустимо dim𝐹 𝐹𝐿 > 𝑛. За теоремою 2.7, алгебра Лi 𝐹𝐿 лежить

в однiй з пiдалгебр типiв 𝐿2 або 𝐿3. Тому достатньо показати, що пiдалгебри

𝐿2, 𝐿3 алгебри Лi 𝑊 (𝐴) можна iзоморфно вкласти в 𝑢𝑛(𝐹 ). На 𝐿2 визначаємо

вiдображення 𝜙 на базисi 𝐷1, . . . , 𝐷𝑛 над 𝑅 за правилом

𝜙(𝐷𝑖) =
𝜕

𝜕𝑥𝑖
, 𝜙(

𝑏𝑖

𝑖!
𝐷𝑖) =

𝑥𝑖𝑛
𝑖!

𝜕

𝜕𝑥𝑖
,
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а далi продовжимо його на 𝐿2 за лiнiйнiстю.

Легко бачити, що вiдображення 𝜙 є iзоморфним вкладенням алгебри Лi 𝐿2

в 𝑢𝑛(𝐹 ). Аналогiчно на 𝐿3 визначимо 𝜓 : 𝐿3 → 𝑊𝑛(𝐹 ) за правилом

𝜓(𝐷𝑖) =
𝜕

𝜕𝑥𝑖
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 2, 𝜓

(︂
𝑎𝑖𝑏𝑗

𝑖!𝑗!
𝐷𝑘

)︂
=
𝑥𝑖𝑛−1𝑥

𝑗
𝑛

𝑖!𝑗!

𝜕

𝜕𝑥𝑘
, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛− 2, 𝜓

(︂
𝑏𝑖

𝑖!
𝐷𝑛−1

)︂
=
𝑥𝑖𝑛
𝑖!

𝜕

𝜕𝑥𝑛−1
, 𝜓(𝐷𝑛) =

𝜕

𝜕𝑥𝑛

i далi за лiнiйнiстю. Тодi 𝜓 є iзоморфним вкладенням алгебри Лi 𝐿3 в алгебру

Лi 𝑢𝑛(𝐹 ).

2.2 Розв’язнi пiдалгебри iз 𝑊3(K) рангу 3

В цьому пiдроздiлi вивчаються скiнченновимiрнi розв’язнi пiдалгебри рангу 3

над 𝑅 алгебри Лi 𝑊3(K) (нiльпотентнi пiдалгебри 𝑊3(K) дослiджено в [48].

Основнi результати роботи: у теоремi 2.14 доведено, що розв’язна скiнченнови-

мiрна пiдалгебра 𝐿 iз 𝑊3(K), яка мiстить абелевий iдеал рангу 3 над 𝑅 iзомор-

фна пiдалгебрi загальної афiнної алгебри Лi aff3(K). Якщо 𝐿 має абелев iдеал 𝐼

рангу 2 над 𝑅, то 𝐿 можна вкласти в пiдалгебру 𝐿̄ алгебри Лi диференцiю-

вань ̃︁𝑊3(K) = DerK𝑅 таку, що ̃︀𝐿 розширення пiдалгебри aff2(𝐹 ) за допомогою

пiдалгебри розмiрнiстi ⩽ 2, де 𝐹 — поле констант для iдеалу 𝐼 в полi 𝑅.

Тут основне полеK є алгебраїчно замкненим нульової характеристики i якщо

𝐿 — пiдалгебра алгебри Лi 𝑊3(K), то через 𝐹 = 𝐹 (𝐿) позначається поле кон-

стант для 𝐿 у 𝑅 = K(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3). Якщо 𝑉 є 𝑛-вимiрним векторним простором

над K i gl(𝑉 ) — алгебра Лi всiх лiнiйних операторiв на 𝑉 , то можна розглянути

напiвпрямий добуток gl(𝑉 ) ⋌ 𝑉 , де 𝑉 розглядається як абелева Алгебра Лi.

Алгебра Лi gl(𝑉 ) ⋌ 𝑉 називається загальною афiнною алгеброю Лi i познача-

ється aff𝑛(K) (зауважимо, що у випадку K = R алгебра Лi aff𝑛(R) вiдповiдає

загальнiй афiннiй групi Лi 𝐺𝐴𝑛(R)).

Наступнi двi леми мiстять стандартнi факти про диференцiювання (див.,

наприклад, [38]).
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Лема 2.10. Нехай 𝐷1, 𝐷2 ∈ 𝑊3(K) i 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅. Тодi,

[𝑎𝐷1, 𝑏𝐷2] = 𝑎𝑏[𝐷1, 𝐷2] + 𝑎𝐷1(𝑏)𝐷2 − 𝑏𝐷2(𝑎)𝐷1.

Якщо [𝐷1, 𝐷2] = 0, то

[𝑎𝐷1, 𝑏𝐷2] = 𝑎𝐷1(𝑏)𝐷2 − 𝑏𝐷2(𝑎)𝐷1.

Лема 2.11. Якщо 𝐿 ⊆ 𝑊3(K) i 𝐹 = 𝐹 (𝐿) — поле констант для 𝐿 в 𝑅, то

𝐹𝐿 — алгебра Лi над полем 𝐹 . Якщо 𝐿 абелева, нiльпотентна або розв’язна

то 𝐹𝐿 має таку ж властивiсть.

Лема 2.12. Нехай 𝐷1, . . . , 𝐷𝑛 — базис лiнiйного простору ̃︁𝑊𝑛(K) над полем 𝑅.

Тодi
𝑛⋂︁
𝑖=1

Ker𝐷𝑖 = K.

Доведення. Припустимо, що
𝑛⋂︁
𝑖=1

Ker𝐷𝑖 ̸= K

i нехай

𝑓1 ∈
𝑛⋂︁
𝑖=1

Ker𝐷𝑖, 𝑓1 ∈ 𝑅 ∖K.

Тодi iснує базис трансцендентностi {𝑓1, . . . , 𝑓𝑛} поля 𝑅 над K i пiдполе

K(𝑓1, . . . , 𝑓𝑛) iзоморфне полюK(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). Функцiя 𝑓1 визначає диференцiюва-

ння 𝜕
𝜕𝑓1

поля K(𝑓1, . . . , 𝑓𝑛) i це диференцiювання можна однозначно розширити

до диференцiювання 𝜕
𝜕𝑓1

поля K(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) (ми зберiгаємо те саме позначення

для розширеного диференцiювання). Але

𝜕

𝜕𝑓1
=

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑠𝑖𝐷𝑖

для деяких 𝑠𝑖 ∈ 𝑅 i тому

𝜕

𝜕𝑓1
(𝑓1) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑠𝑖𝐷𝑖(𝑓1) = 0
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за вибором елемента 𝑓1. Це неможливо, оскiльки
𝜕𝑓1
𝜕𝑓1

= 1. Отримана супере-

чнiсть показує, що
𝑛⋂︁
𝑖=1

Ker𝐷𝑖 = K.

Наслiдок 2.13. Якщо 𝐿 є абелевою пiдалгеброю алгебри Лi ̃︁𝑊𝑛(K) i rank𝑅 𝐿 =

𝑛, то тодi dimK 𝐿 = 𝑛.

Доведення. Нехай 𝐷1, . . . , 𝐷𝑛 — базис алгебри Лi 𝐿 над 𝑅. Тодi будь-який еле-

мент 𝐷 ∈ 𝐿 має вигляд

𝐷 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑠𝑖𝐷𝑖

для деяких 𝑠𝑖 ∈ 𝑅. Оскiльки

[𝐷𝑖, 𝐷] = 0 =
𝑛∑︁
𝑗=1

𝐷𝑖(𝑠𝑗)𝐷𝑗,

то звiдси отримаємо, що 𝐷𝑖(𝑠𝑗) = 0, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. За лемою 2.12, 𝑠𝑖 ∈ K i

𝐷1, . . . , 𝐷𝑛 є базисом 𝐿 над K. Таким чином, dimK 𝐿 = 𝑛.

Теорема 2.14. Нехай 𝐿 — розв’язна пiдалгебра алгебри Лi 𝑊3(K). Якщо 𝐿

мiстить абелевий iдеал 𝐼 рангу 3 над 𝑅, то тодi 𝐿 iзоморфна розв’язнiй пiд-

алгебрi загальної афiнної алгебри Лi aff3(K). Зокрема 3 ⩽ dimK 𝐿 ⩽ 9.

Доведення. Вiзьмемо будь-який базис 𝐷1, 𝐷2, 𝐷3 iдеалу 𝐼 над полем 𝑅. Тодi

будь-який елемент 𝐷 ∈ 𝐿 можна записати у виглядi

𝐷 = 𝑠1𝐷1 + 𝑠2𝐷2 + 𝑠3𝐷3, 𝑠𝑖 ∈ 𝑅.

Оскiльки

[𝐷𝑖, 𝐷] = 𝐷𝑖(𝑠1)𝐷1 +𝐷𝑖(𝑠2)𝐷2 +𝐷𝑖(𝑠3)𝐷3 ∈ 𝐼,

то за лемою 2.12 маємо, що 𝐷𝑖(𝑠𝑗) ∈ K, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3. Таким чином, можемо

поставити у вiдповiднiсть будь-якому елементу 𝐷 ∈ 𝐿 матрицю

𝐵𝐷 =

⎛⎜⎝𝐷1(𝑠1) 𝐷1(𝑠2) 𝐷1(𝑠3)

𝐷2(𝑠1) 𝐷2(𝑠2) 𝐷2(𝑠3)

𝐷3(𝑠1) 𝐷3(𝑠2) 𝐷3(𝑠3)

⎞⎟⎠ ∈𝑀3(K). (2.4)
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Позначимо через 𝑆 множину всiх стовпчикiв таких матриць 𝐵𝐷, де 𝐷 пробiгає

пiдалгебру 𝐿. Оскiльки 𝑆 ⊆ K3, де K3 – тривимiрний векторний простiр над K,
то отримаємо нерiвнiсть 𝑑 = rankK 𝑆 ⩽ 3. Якщо 𝑑 = 0, то всi стовпчики для

всiх 𝐷 ∈ 𝐿 дорiвнюють нулю, тому 𝑠𝑖 ∈ K, 𝑖 = 1, 2, 3 за лемою 2.12. Це означає

𝐿 = 𝐼. Отже, можемо припустити, що 𝑑 ⩾ 1.

Випадок 1. 𝑑 = 1. Тодi iснує елемент 𝐷 ∈ 𝐿 ∖ 𝐼, який можна записати у

виглядi

𝐷 = 𝑠1𝐷1 + 𝑠2𝐷2 + 𝑠3𝐷3

так, що всi стовпчики 𝑆 є пропорцiйнi стовпчику (𝐷1(𝑠1), 𝐷2(𝑠1), 𝐷3(𝑠1))
T (тут

(·)T позначає транспонування рядка) вiдповiдної матрицi 𝐵𝐷. Вiзьмемо будь-

який елемент (𝐷1(𝑡), 𝐷2(𝑡), 𝐷3(𝑡))
T ∈ 𝑆. Тодi iснує 𝛾 ∈ K, таке що

(𝐷1(𝑡), 𝐷2(𝑡), 𝐷3(𝑡))
T = 𝛾 (𝐷1(𝑠1), 𝐷2(𝑠1), 𝐷3(𝑠1))

T .

З останньої рiвностi випливає, що

𝐷1(𝑡− 𝛾𝑠1) = 𝐷2(𝑡− 𝛾𝑠1) = 𝐷3(𝑡− 𝛾𝑠1) = 0

За лемою 2.12 отримуємо рiвнiсть 𝑡−𝛾𝑠1 = 𝛿 для деякого 𝛿 ∈ K, або що те саме
𝑡 = 𝛾𝑠1 + 𝛿. Остання рiвнiсть означає, що для будь-якого елемента 𝐷 алгебри

Лi 𝐿,

𝐷 = 𝑡1𝐷1 + 𝑡2𝐷2 + 𝑡3𝐷3, 𝑡𝑖 ∈ 𝑅,

вiдповiдна матриця 𝐵𝐷 має стовпчики

(𝐷1(𝑡𝑖), 𝐷2(𝑡𝑖), 𝐷3(𝑡𝑖))
T , 𝑖 = 1, 2, 3,

де коефiцiєнти 𝑡𝑖 виражаються через 𝑠1 лiнiйним чином:

𝑡𝑖 = 𝑓𝑖(𝑠1), 𝑓𝑖 ∈ K[𝑡], deg 𝑓𝑖 ⩽ 1.

Оскiльки (𝐷1(𝑠1), 𝐷2(𝑠1), 𝐷3(𝑠1))
T не дорiвнює нулю ми можемо припустити без

втрати загальностi, що

𝐷1(𝑠1) = 1, 𝐷2(𝑠1) = 𝛾2, 𝐷3(𝑠1) = 𝛾3
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для деяких 𝛾2, 𝛾3 ∈ K. Покладемо

𝐷′
1 = 𝐷1, 𝐷′

2 = 𝐷2 − 𝛾2𝐷1, 𝐷′
3 = 𝐷3 − 𝛾3𝐷1.

Тодi

𝐷′
1(𝑠1) = 1, 𝐷′

2(𝑠1) = 0, 𝐷′
3(𝑠1) = 0

i 𝐷′
1, 𝐷

′
2, 𝐷

′
3 утворюють базис iдеалу 𝐼 над 𝑅. Нехай

𝐷 = 𝑡1𝐷1 + 𝑡2𝐷2 + 𝑡3𝐷3

— довiльний елемент алгебри Лi 𝐿 i 𝑡𝑖 = 𝛾𝑖𝑠𝑖 + 𝛿𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3. Тодi вiдображення

𝜙 : 𝐿→ aff3(K), що визначається за правилом:

𝜙(𝐷𝑖) =
𝜕

𝜕𝑥𝑖
, 𝜙(𝑠1𝐷𝑖) = 𝑥1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

i далi за лiнiйнiстю є вкладенням 𝐿 в алгебру Лi aff3(K).

Випадок 2. 𝑑 = rankK 𝑆 = 2. Тодi iснують лiнiйно незалежнi стовпчики iз

множини 𝑆 вигляду

(𝐷1(𝑠1), 𝐷2(𝑠1), 𝐷3(𝑠1))
T , (𝐷1(𝑠2), 𝐷2(𝑠2), 𝐷3(𝑠2))

T (2.5)

(цi стовпчики можуть належати до рiзних матриць 𝐵𝐷, 𝐷 ∈ 𝐿). Тому будь-який

стовпчик (𝐷1(𝑡), 𝐷2(𝑡), 𝐷3(𝑡))
T ∈ 𝑆 є лiнiйною комбiнацiєю стовпчикiв, зазначе-

них у формулi (2.5). Можна легко показати, що елемент 𝑡 може бути виражений

як 𝑡 = 𝑓(𝑠1, 𝑠2) для деякого полiнома 𝑓 ∈ K[𝑢, 𝑣], deg 𝑓 ⩽ 1. Зауважимо, що

ранг матрицi ⎛⎜⎝𝐷1(𝑠1) 𝐷1(𝑠2)

𝐷2(𝑠1) 𝐷2(𝑠2)

𝐷3(𝑠1) 𝐷3(𝑠2)

⎞⎟⎠ (2.6)

дорiвнює 2. Без втрати загальностi можна припустити що перший i другий

рядки цiєї матрицi лiнiйно незалежнi. Але тодi iснують такi 𝛾1, 𝛾2 ∈ K, що

(1, 0) = 𝛾1 (𝐷1(𝑠1), 𝐷1(𝑠2)) + 𝛾2 (𝐷2(𝑠1), 𝐷2(𝑠2)) . (2.7)
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Позначаючи 𝐷′
1 = 𝛾1𝐷1 + 𝛾2𝐷2, маємо

𝐷′
1(𝑠1) = 1, 𝐷′

1(𝑠2) = 0.

Аналогiчно можна знайти 𝛿1, 𝛿2 ∈ K такi, що елемент 𝐷′
2 = 𝛿1𝐷1 + 𝛿2𝐷2 має

властивостi

𝐷′
2(𝑠1) = 0, 𝐷′

2(𝑠2) = 1.

Крiм того, третiй рядок матрицi (2.6) є лiнiйною комбiнацiєю першого i дру-

гого рядiв i тому для деяких елементiв 𝜇1, 𝜇2 ∈ K маємо

(𝐷3 − 𝜇1𝐷1 − 𝜇2𝐷2)(𝑠𝑖) = 0, 𝑖 = 1, 2.

Позначаючи 𝐷′
3 = 𝐷3 − 𝜇1𝐷1 − 𝜇2𝐷2, отримуємо

𝐷′
𝑖(𝑠𝑗) = 𝛿𝑖 𝑗, 𝑖 = 1, 2, 3, 𝑗 = 1, 2.

Якщо 𝐷 ∈ 𝐿 є довiльним елементом, то

𝐷 = 𝑡1𝐷1 + 𝑡2𝐷2 + 𝑡3𝐷3

для деякого 𝑡1, 𝑡2, 𝑡3 ∈ 𝑅. Оскiльки 𝑡𝑖 = 𝑓𝑖(𝑠1, 𝑠2), deg 𝑓𝑖 ⩽ 1, то бачимо, що 𝐿

можна вкласти в алгебру Лi aff3(K).

Випадок 3. rankK 𝑆 = 3 може бути розглянутий аналогiчно.

Лема 2.15. Нехай 𝐿 — пiдалгебра алгебри Лi ̃︁𝑊𝑛(K), 𝐼 — iдеал 𝐿. Якщо

𝐹 = 𝐹 (𝐼) є полем констант для 𝐼 в 𝑅, то тодi 𝐷(𝐹 ) ⊆ 𝐹 для довiльного

елемента 𝐷 ∈ 𝐿.

Доведення. Нехай 𝐷 ∈ 𝐿 i 𝑟 ∈ 𝐹 вибранi довiльно. Тодi для будь-якого 𝐷1 ∈ 𝐼

маємо 𝐷1(𝑟) = 0, отже

0 = 𝐷(𝐷1(𝑟)) = 𝐷1(𝐷(𝑟)) + [𝐷,𝐷1](𝑟).

Оскiльки [𝐷,𝐷1] ∈ 𝐼, маємо [𝐷,𝐷1](𝑟) = 0 i, отже, 𝐷1(𝐷(𝑟)) = 0. Останнє

означає, що 𝐷(𝑟) ∈ 𝐹 , оскiльки елемент 𝐷1 вибрано довiльно в iдеалi 𝐼. Таким

чином 𝐷(𝐹 ) ⊆ 𝐹 .
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Теорема 2.16. Нехай 𝐿 — розв’язна скiнченновимiрна пiдалгебра алгебри Лi

𝑊3(K) з rank𝑅 𝐿 = 3. Якщо 𝐿 має iдеал 𝐼 рангу 2 над 𝑅 i 𝐹 = 𝐹 (𝐿) є полем

констант 𝐼 в 𝑅, то алгебра Лi 𝐿 мiститься в пiдалгебрi 𝐿 = 𝐹𝐼 + 𝐿 ̃︁𝑊3(K),

де 𝐼 = (𝑅𝐼) ∩ 𝐿. Алгебра Лi 𝐿 є розв’язною, 𝐹𝐼 — її iдеал рангу 2 над 𝑅,

який iзоморфний пiдалгебрi aff2(𝐹 ). Алгебра Лi 𝐿 є розширенням iдеалу 𝐹𝐼 за

допомогою алгебри Лi розмiрностi 1 або 2 над K.

Доведення. Перетин 𝐼 = (𝑅𝐼) ∩ 𝐿 є iдеалом алгебри Лi 𝐿 з rank𝑅 𝐿 = 2

i dimK 𝐿/𝐼 ⩽ 2 (див. [38]). Нехай 𝐹 — поле констант для 𝐼 в 𝑅. Оскiльки

𝐷(𝐹 ) ⊆ 𝐹 для будь-якого 𝐷 ∈ 𝐿 (за лемою 2.15), пiдалгебра 𝐹𝐼 алгебри̃︁𝑊3(K)

є iдеалом алгебри Лi 𝐹𝐼 + 𝐿. Можна легко показати, що rankR 𝐼 = 2. Згiдно з

теоремою 1 статтi [32], алгебра Лi 𝐹𝐼 (як алгебра Лi над полем 𝐹 ) iзоморфна

пiдалгебрi алгебри Лi aff2(𝐹 ). Оскiльки dimK 𝐿/𝐼 ⩽ 2, очевидно, що

dimK 𝐿+ 𝐹𝐼/𝐹𝐼 ⩽ 2.

Зауважимо, що алгебра Лi 𝐿+ 𝐹𝐼 у загальному випадку має нескiнченну роз-

мiрнiсть над K, хоча dim𝐹 𝐹𝐼 ⩽ 7 (сума 𝐹𝐼+𝐿 загалом не є алгеброю Лi над 𝐹 ,

а лише над полем K).

Подальшi позначення взятi з теореми 2.16. Нехай 𝐼1 = K𝐷1 — одновимiрний

iдеал 𝐿, що лежить в 𝐼 K𝐷2 + 𝐼1 — iдеал факторалгебри 𝐿/𝐼1 що лежить в

𝐼/𝐼1 (такi iдеали дiйсно iснують, тому що 𝐿 є розв’язним i K є алгебраїчно

замкнутим). Нехай K𝐷3 + 𝐼 є одновимiрним iдеалом алгебри Лi 𝐿/𝐼. Потiм 𝐷1,

𝐷2, 𝐷3 лiнiйно незалежнi над 𝑅 i утворюють базис 𝑅𝐿 над 𝑅. За вибором 𝐷1

i 𝐷2 iснують 𝜆1, 𝜆2 ∈ 𝐾 i 𝑔2 ∈ 𝐹 такi, що

[𝐷3, 𝐷1] = 𝜆1𝐷1, [𝐷3, 𝐷2] = 𝜆2𝐷2 + 𝑔2𝐷1.

Наступне твердження дає бiльш детальний опис алгебри Лi 𝐿 = 𝐹𝐼 + 𝐿.

Твердження 2.17. Нехай 𝐿 ⊆ 𝑊3(K) — розв’язна скiнченновимiрна пiдалге-

бра рангу 3 над 𝑅 з dim𝐿 > 6. За умов теореми 2.16 або iснують елементи
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𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑅, такi що 𝐷𝑖(𝑟𝑗) = 𝛿𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 2 i кожен елемент 𝐷 ∈ 𝐹𝐼 має

вигляд

𝐷 = 𝑓1(𝑟1, 𝑟2)𝐷1 + 𝑓2(𝑟1, 𝑟2)𝐷2, 𝑓𝑖 ∈ K[𝑡1, 𝑡2], deg 𝑓𝑖 ⩽ 1

або iснують 𝑟𝑖 ∈ 𝑅, 𝑖 = 1 або 𝑖 = 2 з 𝐷𝑖(𝑟𝑗) = 𝛿𝑖𝑗 i кожен елемент 𝐷 ∈ 𝐹𝐼

має вигляд

𝐷 = 𝑔1(𝑟𝑖)𝐷1 + 𝑔2(𝑟𝑖)𝐷2, deg 𝑔𝑗 ⩽ 1.

Далi,

𝐷3(𝑟1) = −𝜆1𝑟1 − 𝑔2𝑟2, 𝐷3(𝑟2) = −𝜆2𝑟2.

Якщо dimK 𝐿/𝐼 = 2, то iснує 𝐷 ∈ 𝐿 ∖ (K𝐷3 + 𝐼) таке, що

𝐷 = 𝑟3𝐷3 + 𝑠2𝐷2, 𝑟3 ∈ 𝑅, 𝐷3(𝑟3) = 1,

𝐷1(𝑟3) = 𝐷2(𝑟3) = 0, 𝐷1(𝑠2) = 0,

i в цьому випадку 𝜆1 = 0, 𝑔2 = 0, 𝑠2 = 𝜆2𝑟2𝑟3 + 𝑓, 𝑓 ∈ K.

Доведення. Повторюючи мiркування з доведення теореми 2.14 можна знайти

елементи 𝑟1, 𝑟2, такi що 𝐷𝑖(𝑟𝑗) = 𝛿𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 2 або такий елемент 𝑟 ∈ 𝑅, що або

𝐷1(𝑟) = 1, 𝐷2(𝑟) = 𝛾 або 𝐷1(𝑟) = 𝛿, 𝐷2(𝑟) = 1 використовуючи лише перетво-

рення стовпцiв матрицi 𝐵𝐷 =
(︁
𝐷1(𝑠1) 𝐷1(𝑠2)
𝐷2(𝑠1) 𝐷2(𝑠2)

)︁
. Якщо 𝛿 ̸= 0 можемо розглядати

елементи 𝐷′
2 = 𝐷2− 𝛿𝐷1, 𝐷′

1 = 𝐷1, i в цьому випадку 𝐷′
1(𝑟) = 0, 𝐷′

2(𝑟) = 1. От-

же, можемо припустити, що або 𝐷1(𝑟) = 1, 𝐷2(𝑟) = 0 або 𝐷1(𝑟) = 0, 𝐷2(𝑟) = 1

i 𝑟 дорiвнює 𝑟1 або 𝑟2.

Розглянемо дiю елементiв 𝐷𝑖 на 𝑟𝑖, 𝑠𝑗, 𝑖 = 1, 2, 3, 𝑗 = 2, 3.

Оскiльки 𝐷1(𝑟1) = 1, то 𝐷3(𝐷1(𝑟1)) = 0 i тому

𝐷1(𝐷3(𝑟1)) = 𝐷3(𝐷1(𝑟1)) − [𝐷3, 𝐷1](𝑟1) = 0 − 𝜆1𝐷1(𝑟1) = −𝜆1.

Це випливає з рiвностей 𝐷1(𝐷3(𝑟1)) = −𝜆1 i 𝐷1(−𝜆1𝑟1) = −𝜆1, що 𝐷1(𝐷3(𝑟1) +

𝜆1𝑟1) = 0, тобто𝐷3(𝑟1) = −𝜆1𝑟1+𝑠′ для деяких 𝑠′ ∈ Ker𝐷1. Аналогiчно рiвнiсть

𝐷2(𝑑3(𝑟1)) = 𝐷3(𝐷2(𝑟1)) − [𝐷3, 𝐷2](𝑟1)
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означає 𝐷3(𝑟1) = −𝑔2𝑟2 + 𝑠′′ для деяких 𝑠′′ ∈ Ker𝐷2. Застосовуючи 𝐷1 до обох

частин отриманої рiвностi −𝜆1𝑟1 + 𝑠′ = −𝑔2𝑟2 + 𝑠′′ отримуємо −𝜆1 = 𝐷1(𝑠
′′).

Пiсля застосування 𝐷2 до тiєї самої рiвностi отримуємо 𝐷2(𝑠
′) = −𝑔2. Але з

iншого боку 𝑠′′ + 𝜆1𝑟1 ∈ Ker𝐷1. Оскiльки 𝑠′′ + 𝜆1𝑟1 ∈ Ker𝐷2 можемо зробити

висновок, що 𝑠′′ + 𝜆1𝑟1 ∈ Ker𝐷1 ∩ Ker𝐷2 = 𝐹 . Таким чином 𝑠′′ = −𝜆1𝑟1 + 𝑣1

для деякого 𝑣1 ∈ 𝐹 . З рiвностi −𝜆1𝑟1 + 𝑠′ = −𝑔2 − 𝜆1𝑟1 + 𝑣1, випливає що

𝑠′ = −𝑔2𝑟2 + 𝑣1. Нарештi отримуємо

𝐷3(𝑟1) = −𝜆1𝑟1 − 𝑔2𝑟2 + 𝑣1, 𝑣1 ∈ 𝐹.

Аналогiчно з наступних рiвностей

𝐷2(𝐷3(𝑟2)) = 𝐷3(𝐷2(𝑟2)) − [𝐷3, 𝐷2](𝑟2) = 0 − (𝜆2𝐷2 + 𝑔2𝐷1)(𝑟2) = −𝜆2

випливає, що 𝐷3(𝑟2) = −𝜆2𝑟2 + 𝑡′ для деякого 𝑡′ ∈ Ker𝐷2 i, нарештi

𝐷3(𝑟2) = −𝜆2𝑟2 + 𝑣2, 𝑣2 ∈ 𝐹.

Без втрати загальностi можемо змiнити 𝐷3 на 𝐷′
3 = 𝐷3 − 𝑣1𝐷1 − 𝑣2𝐷2. То-

дi 𝐷′
3(𝑟1) = −𝜆1𝑟1 − 𝑔2𝑟2, 𝐷

′
3(𝑟2) = −𝜆2𝑟2. Повертаючись до старих познчень,

отримаємо

𝐷3(𝑟1) = −𝜆1𝑟1 − 𝑔2𝑟2, 𝐷3(𝑟2) = −𝜆2𝑟2.

Нехай тепер dimK 𝐿/𝐼 = 2 i 𝐷 = 𝑟3𝐷3 + 𝑠1𝐷1 + 𝑠2𝐷2 — будь-який елемент

𝐿 ∖ (K𝐷3 + 𝐼). Далi

[𝐷,𝐷3] = [𝑟3𝐷3 + 𝑠1𝐷1 + 𝑠2𝐷2, 𝐷3] =

= −𝐷3(𝑟3)𝐷3 −𝐷3(𝑠1)𝐷1 − 𝑠1[𝐷1, 𝐷3] −𝐷3(𝑠2)𝐷2 − 𝑠2[𝐷2, 𝐷3] =

= −𝐷3(𝑟3)𝐷3 + (−𝐷3(𝑠1) + 𝜆1𝑠1 + 𝑠2𝑔2)𝐷1 + (−𝐷3(𝑠2) + 𝜆2𝑠2)𝐷2.

З цих рiвностей випливає, що 𝐷3(𝑟3) = −𝛾, де 𝛾 можна знайти iз рiвностi

[𝐷,𝐷3] = 𝛾𝐷3 + ̃︀𝐷, де ̃︀𝐷 ∈ 𝐼. Аналогiчно рiвнiсть

[𝑟3𝐷3 + 𝑠1𝐷1 + 𝑠2𝐷2, 𝐷1] = 𝜇𝐷1
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для деяких 𝜇 ∈ K означає 𝐷1(𝑟3) = 0, 𝐷1(𝑠2) = 0. Рiвнiсть

[𝑟3𝐷3 + 𝑠1𝐷1 + 𝑠2𝐷2, 𝐷2] = 𝑓1𝐷1 + 𝑓2𝐷2

для деяких 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐹 дає 𝐷3(𝑟3) = 0. Пiдсумовуючи, отримуємо

𝐷1(𝑟3) = 𝐷2(𝑟3) = 0, 𝐷3(𝑟3) = 1, 𝐷1(𝑠2) = 0. (2.8)

Оскiльки [𝐷,𝐷1] = 𝜃𝐷1 для деяких 𝜃 ∈ K маємо

[𝑟3𝐷3 + 𝑠1𝐷1 + 𝑠2𝐷2, 𝐷3] = (𝜆1𝑟3 −𝐷1(𝑠1))𝐷1

i тому 𝜆1𝑟3 −𝐷1(𝑠1) = 𝜃. Таким чином 𝐷1(𝑠1) = 𝜆1𝑟3 + 𝜃, 𝜃 ∈ K.
Далi, [𝐷,𝐷2] = 𝑓1𝐷1 + 𝑓2𝐷2 для деяких 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐹 . Аналогiчно,

[𝑟3𝐷3 + 𝑠1𝐷1 + 𝑠2𝐷2, 𝐷2] = (𝑟3𝑔2 −𝐷2(𝑠1))𝐷1 + (𝜆2𝑟2 −𝐷2(𝑠2))𝐷2

i, отже

𝐷2(𝑠1) = 𝑔2𝑟3 − 𝑓2, 𝐷2(𝑠2) = 𝜆2𝑟3 − 𝑓2. (2.9)

Але маємо

𝑠1 = 𝑔2𝑟2𝑟3 − 𝑟2𝑓2 + 𝑓3,

𝑠2 = 𝜆2𝑟2𝑟3 − 𝑟2𝑓2 + 𝑓4

для деяких 𝑓3, 𝑓4 ∈ 𝐹 . Як було доведено ранiше 𝐷1(𝑠1) = 𝜆1𝑟3 + 𝜃, 𝜃 ∈ K, тому
маємо 𝑠1 = 𝜆1𝑟1𝑟3+𝜃𝑟1+𝑓5 для деяких 𝑓5 ∈ 𝐹 . Застосувавши 𝐷2 до обох частин

рiвностi

𝜆1𝑟1𝑟3 + 𝜃𝑟1 + 𝑓5 = 𝑔2𝑟2𝑟3 − 𝑟2𝑓2 + 𝑓3 (2.10)

отримуємо 𝑔2𝑟3 − 𝑓2 = 0. Але 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3 є лiнiйно незалежними над 𝐹 , тому

остання рiвнiсть дає 𝑔2 = 0. Тепер рiвнiсть (2.10) має вигляд

𝜆1𝑟1𝑟3 + 𝜃𝑟1 + 𝑓5 = −𝑟2𝑓2 + 𝑓3.

Застосовуючи 𝐷2 до обох частин цiєї рiвностi, отримуємо 𝑓2 = 0. Тому 𝜆1𝑟1𝑟3 +

𝜃𝑟1 + 𝑓5 = 𝑓3. Застосовуючи 𝐷1 до обох частин останньої рiвностi, отримуємо
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𝜆1𝑟3 + 𝜃 = 0. Оскiльки 𝑟3 ̸∈ K маємо 𝜆1 = 0 i, отже, 𝑠1 = 0. Аналогiчно можна

припустити, що 𝑓4 = 0 i 𝑠2 = 𝜆2𝑟2𝑟3. Отже, маємо

𝑠1 = 0, 𝑠2 = 𝜆2𝑟2𝑟3, 𝑔2 = 0, 𝑓2 = 0, 𝜆1 = 0.

Цi рiвностi означають, що

[𝐷3, 𝐷1] = 0, [𝐷3, 𝐷2] = 𝜆2𝐷2, 𝐷 = 𝑟3𝐷3 + 𝑠2𝐷2,

де 𝑠2 = 𝜆2𝑟2𝑟3, 𝐷𝑖(𝑟𝑗) = 𝛿𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3. Доведення завершено.

2.3 Висновки

У першiй частинi роздiлу була детально дослiджена будова нiльпотентних пiд-

алгебр алгебри Лi диференцiювань 𝑊 (𝐴) з центром корангу ⩽ 2. Також було

показано, що кожна така пiдалгебра може бути iзоморфно вкладена в трикутну

алгебру Лi 𝑢𝑛(𝐹 ).

З огляду на отриманi результати природньо припустити, що обмеження на

центр алгебри Лi не є суттєвим, i насправдi всi нiльпотентнi пiдалгебри Лi ди-

ференцiювань iз алгебри Лi 𝑊 (𝐴) можуть бути вкладенi в трикутну алгебру

Лi 𝑢𝑛(𝐹 ). Технiчно це може бути важко довести зразу, тому можливо варто по-

чати з iнших частинних випадкiв. Наприклад, можна спробувати довести, що

це твердження виконується для алгебр Лi диференцiювань, що складаються з

локально нiльпотентних диференцiювань.

У другiй частинi роздiлу була дослiджена будова скiнченновимiрних розв’яз-

них пiдалгебр алгебри Лi 𝑊3(K) з абелевими iдеалами рангу не менше двох.

Зокрема, у випадку рангу 3 пiдалгебра вкладається в загальну афiнну алгебру

Лi aff3(K). В iншому випадку така пiдалгебра є розширенням пiдалгебри aff2(𝐹 )

за допомогою пiдалгебри розмiрностi не бiльше двох.

Природнiми напрямками для подальшого дослiдження можуть бути розв’яз-

нi пiдалгебри алгебр Лi𝑊𝑛(K) з абелевими iдеалами рангу не менше, нiж 𝑛−2.

Можливо, методи, що використовувалися в цьому роздiлi можна застосувати
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також i у випадку, коли абелевi iдеали мають менший ранг, але це ймовiрно до-

зволить отримати лише iнформацiю про бiльш грубу структуру дослiджуваних

алгебр Лi.



Роздiл 3

Нiльпотентнi модулi над

полiномiальними кiльцями

Результати цього роздiлу були опублiкованi у статтi [63].

Нехай K — довiльне алгебраїчно замкнене поле характеристики нуль,

K[𝑋] := K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] — алгебра многочленiв вiд 𝑛 змiнних. Кожен скiнченнови-

мiрний модуль 𝑉 надK[𝑋] визначає 𝑛 попарно комутуючих матриць 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛,

якi задають дiю елементiв 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 алгебри K[𝑋] на 𝑉 у фiксованому базисi

простору 𝑉 . Задача класифiкацiї таких наборiв (𝐴1, . . . , 𝐴𝑛) квадратних ма-

триць з точнiстю до подiбностi є дикою при 𝑛 ⩾ 2 (див. [22]) i тому задача

класифiкацiї скiнченновимiрних (над K) модулiв над алгеброю K[𝑋] також є

дикою. Природнiм обмеженням на модулi 𝑉 над K[𝑋] є умова одновимiрнiстi їх

цоколя (це еквiвалентно тому, що модуль 𝑉 мiстить єдиний мiнiмальний пiдмо-

дуль). Природнiм прикладом такого модуля є векторний простiр 𝑇𝑛 := K[𝑋] над

полем K з наступною дiєю K[𝑋] на 𝑇𝑛: 𝑥𝑖𝑓 = 𝜕
𝜕𝑥𝑖

(𝑓) для 𝑓 ∈ 𝑇𝑛 (цей модуль не-

скiнченновимiрний, але всi його скiнченновимiрнi пiдмодулi мають одновимiрнi

цоколi). В роботi [23] вивчалися скiнченновимiрнi пiдмодулi модуля 𝑇2, там вони

називалися полiномiально трансляцiйними. Властивостi модулiв над полiномi-

альними кiльцями вивчалися в роботах [52,59]. Вiдзначимо також, що ендомор-

фiзми модулiв над кiльцем многочленiв вiд однiєї змiнної вивчались в роботi [4].

Для зручностi модуль 𝑉 над полiномiальним кiльцем K[𝑋] будемо назива-

ти нiльпотентним, якщо iснує таке натуральне число 𝑘, що (K0[𝑋])𝑘𝑣 = 0 для
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всiх 𝑣 ∈ 𝑉, де K0[𝑋] — iдеал iз K[𝑋], який складається iз многочленiв з нульо-

вим сталим членом. Згаданi вище скiнченновимiрнi полiномiальнi трансляцiйнi

модулi є, очевидно, нiльпотентними.

Основнi результати роботи: в теоремi 1 показано, що кожен нiльпотентний

скiнченновимiрний модуль з одновимiрним цоколем iзоморфний деякому пiдмо-

дулю iз 𝑇𝑛. Цей результат переноситься i на ненiльпотентнi модулi з одновимiр-

ним цоколем. Доведено, що кожен скiнченновимiрний модуль з одновимiрним

цоколем iзоморфно вкладається в модуль 𝐷𝜆1,...,𝜆𝑛 для деяких 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 ∈ K
(див., Наслiдок 3.3). Дослiджено групу автоморфiзмiв K[𝑋]-модуля 𝑇𝑛 i його

скiнченновимiрних пiдмодулiв. Зокрема доведено, що Aut(𝑇𝑛) ≃ K[[𝑋]]*, де

K[[𝑋]]* — мультиплiкативна група алгебри K[[𝑋]] формальних степеневих ря-

дiв вiд 𝑛 змiнних (див. теорема 3.14 ). Звiдси випливає, що в 𝑇𝑛 лежить точно

одна iзоморфна копiя кожного скiнченновимiрного нiльпотентногоK[𝑋]-модуля

з одновимiрним цоколем (Наслiдок 3.13).

Позначення в роботi стандартнi. Основне поле K характеристики нуль,

K0[𝑋] — iдеал iзK[𝑋], породжений змiнними 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛,K[[𝑋]] := K[[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]]

— кiльце формальних степеневих рядiв вiд 𝑛 змiнних. Нагадаємо, що цоколем

Soc(𝑀) модуля 𝑀 називається сума всiх його мiнiмальних пiдмодулiв. Модуль

𝑉 над алгеброю K[𝑋] будемо називати нiльпотентним, якщо (K0[𝑋])𝑘𝑉 = 0 для

деякого натурального 𝑘. Модуль 𝑉 називається локально нiльпотентним, якщо

для довiльних 𝑎 ∈ K0[𝑋], 𝑣 ∈ 𝑉 iснує таке натуральне число 𝑘 = 𝑘(𝑎, 𝑣), що ви-

конується рiвнiсть 𝑎𝑘𝑣 = 0.Для нiльпотентних скiнченновимiрнихK[𝑋]-модулiв

цоколь складається з перетину ядер
⋂︀𝑛
𝑖=1 ker𝑆𝑖, де 𝑆𝑖 — лiнiйний оператор на

модулi, iндукований множенням на елемент 𝑥𝑖 ∈ K[𝑋]. Якщо цоколь Soc(𝑉 )

одновимiрний, то це означає, що 𝑉 мiстить тiльки один одновимiрний пiдмо-

дуль. K-алгебру всiх ендоморфiзмiв модуля 𝑉 будемо позначати через End(𝑉 ).

Якщо 𝑉 — модуль над алгеброю K[𝑋] i 𝜃 — автоморфiзм алгебри K[𝑋], то че-

рез 𝑉𝜃 будемо позначати "пiдкручений" K[𝑋]-модуль, дiя на якому задається

за правилом: 𝑓 ∘ 𝑣 = 𝜃(𝑓) · 𝑣, 𝑓 ∈ K[𝑋], 𝑣 ∈ 𝑉, де в правiй частинi крапкою

позначено множення елементiв iз 𝑉 на елементи iз K[𝑋].
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3.1 Унiверсальний модуль з одновимiрним

цоколем над полiномiальним кiльцем

Нагадаємо, що через 𝑇𝑛 позначено K[𝑋]-модуль на векторному просторi K[𝑋]

з дiєю твiрних 𝑥𝑖 кiльця на 𝑇𝑛 за правилом: 𝑥𝑖𝑓 = 𝜕
𝜕𝑥𝑖

(𝑓), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝑓 ∈ 𝑇𝑛.

Легко бачити, що 𝑇𝑛 — локально нiльпотентний K[𝑋]-модуль i Soc(𝑇𝑛) = K[1] —

одновимiрний пiдмодуль. Наступне твердження є вiдомим, його можна вивести

iз стандартних фактiв про когомологiї деРама.

Лема 3.1 (див. [46, Lemma 2.5.3]). Нехай многочлени 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘, 𝑘 ⩽ 𝑛 iз

K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] задовольняють умову 𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗

=
𝜕𝑓𝑗
𝜕𝑥𝑖

, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑘. Тодi iснує ℎ ∈
K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] такий, що

𝜕ℎ
𝜕𝑥𝑖

= 𝑓𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘. Многочлен ℎ визначається мно-

гочленами 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 однозначно з точнiстю до доданку з K[𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛].

Наступне твердження показує, що 𝑇𝑛 мiстить iзоморфну копiю кожного скiн-

ченновимiрного нiльпотентного модуля з одновимiрним цоколем.

Теорема 3.2. Нехай 𝑉 — скiнченновимiрний нiльпотентний K[𝑋]-модуль

iз одновимiрним цоколем. Тодi модуль 𝑉 iзоморфно вкладається в K[𝑋]-

модуль 𝑇𝑛.

Доведення. Iндукцiя по 𝑘 = dimK 𝑉 . Якщо 𝑘 = 1, то 𝑉 = 𝐾⟨𝑣⟩ для довiльно-

го ненульового елемента 𝑣 ∈ 𝑉 . Вкладення 𝜙 : 𝑉 → 𝑇𝑛 задаємо за правилом

𝜙(𝑣) = 1 i далi за лiнiйнiстю. Нехай dimK 𝑉 = 𝑘 > 1 i 𝑊 — який-небудь пiд-

модуль iз 𝑉 ковимiрностi 1 в 𝑉 (з огляду на нiльпотентнiсть модуля 𝑉 такий

пiдмодуль iснує). Вiзьмем довiльний елемент 𝑣0 ∈ 𝑉 ∖ 𝑊 . Тодi 𝑥𝑖𝑣0 ̸= 0 для

деякого 𝑖, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛. Дiйсно, в протилежному випадку K ⟨𝑣0⟩ — одновимiр-

ний пiдмодуль, який збiгається з цоколем модуля 𝑉 . Цоколь Soc(𝑉 ) модуля 𝑉

одновимiрний, i тому Soc(𝑉 ) = K ⟨𝑣0⟩, що неможливо, бо Soc(𝑉 ), очевидно,

мiститься в 𝑊 . Отримана суперечнiсть показує, що для деякого 𝑖, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛

маємо 𝑥𝑖𝑣0 ̸= 0. За iндуктивним припущенням iснує iзоморфiзм 𝜙 : 𝑊 →𝑀 , де

𝑀 — деякий пiдмодуль iз 𝑇𝑛. Позначимо через 𝑆𝑖 лiнiйнi оператори на 𝑉 , якi
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iндукованi множенням 𝑉 на 𝑥𝑖, тобто

𝑆𝑖(𝑣) = 𝑥𝑖𝑣, 𝑣 ∈ 𝑉, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Тодi 𝑆1, . . . , 𝑆𝑛 — попарно комутуючi нiльпотентнi оператори на 𝑉 i
⋂︀𝑛
𝑖=1 ker𝑆𝑖

— одновимiрний пiдмодуль, який збiгається з цоколем Soc(𝑉 ). Оскiльки

dimK 𝑉/𝑊 = 1, то 𝑆𝑖(𝑣0) ∈ 𝑊 , 𝑖 = 1 . . . , 𝑛. Як наслiдок отримаємо включе-

ння 𝜙(𝑆𝑖(𝑣0)) ∈ 𝑀 , 𝑖 = 1, . . . 𝑛 i 𝜙(𝑆𝑖(𝑣0)) многочлени вiд 𝑥1, . . . 𝑥𝑛. Позначимо

𝑓𝑖 = 𝜙(𝑆𝑖(𝑣0)). Оскiльки 𝜙 — iзоморфiзм K[𝑋]-модулiв, то виконуються рiвностi

𝜙(𝑆𝑖(𝑆𝑗(𝑣0))) =
𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝜙(𝑆𝑗(𝑣0))) =

𝜕𝑓𝑗
𝜕𝑥𝑖

,

𝜙(𝑆𝑗(𝑆𝑖(𝑣0))) =
𝜕

𝜕𝑥𝑗
(𝜙(𝑆𝑖(𝑣0))) =

𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗

.

Оскiльки 𝑆𝑖𝑆𝑗 = 𝑆𝑗𝑆𝑖, то мають мiсце рiностi

𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗

=
𝜕𝑓𝑗
𝜕𝑥𝑖

, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. (3.1)

Це означає, що для векторного поля 𝑣⃗ = 𝑓1
𝜕
𝜕𝑥1

+ · · ·+ 𝑓𝑛
𝜕
𝜕𝑥𝑛

на K𝑛 виконуються

умови iснування потенцiалу. За лемою 3.1 iснує многочлен ℎ ∈ K[𝑋] такий, що
𝜕ℎ
𝜕𝑥𝑖

= 𝑓𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Але тодi, як неважко переконатися,𝑀+K ⟨ℎ⟩ — пiдмодуль

модуля 𝑇𝑛. Легко бачити, що ℎ /∈𝑀 . Дiйсно, нехай це не так i ℎ ∈𝑀 . Позначимо

𝑣1 = 𝜙−1(ℎ) ∈ 𝑊 i зауважимо, що 𝜙−1 — iзоморфiзм K[𝑋]-модулiв𝑀 i𝑊 . Тому

виконуються рiвностi

𝜙−1

(︂
𝜕ℎ

𝜕𝑥𝑖

)︂
= 𝑆𝑖(𝜙

−1(ℎ)), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Але з iншого боку маємо

𝜙−1

(︂
𝜕ℎ

𝜕𝑥𝑖

)︂
= 𝜙−1(𝑓𝑖) = 𝑆𝑖(𝑣0),

i тому 𝑆𝑖(𝑣1 − 𝑣0) = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Останнє означає, що 𝑣1 − 𝑣0 ∈ Soc(𝑉 ) =

K ⟨𝑣0⟩, i тому 𝑣1 − 𝑣0 ∈ 𝑊 . Оскiльки 𝑣1 ∈ 𝑊 за попереднiм, то i 𝑣0 ∈ 𝑊 , що
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суперечить вибору елемента 𝑣0. Отримана суперечнiсть показує, що ℎ /∈ 𝑀 .

Визначимо K-лiнiйне вiдображення

𝜓 : 𝑉 = 𝑊 + K ⟨𝑣0⟩ →𝑀 + K ⟨ℎ⟩

за правилом:

𝜓(𝑤) = 𝜙(𝑤), 𝑤 ∈ 𝑊, 𝜓(𝑣0) = ℎ

i далi за лiнiйнiстю.

Безпосередньо перевiряється, що 𝜓 — iзоморфiзм K[𝑋]-модуля 𝑉 на пiдмо-

дуль 𝑀 + K ⟨ℎ⟩ iз K[𝑋]-модуля 𝑇𝑛. Теорему доведено.

Теорема 1 легко переноситься i на ненiльпотентнi модулi. Для цього розгля-

немо векторний простiр 𝑃𝑛 := K[[𝑋]] алгебри формальних степеневих рядiв i

визначимо на ньому дiю полiномiальної алгебри K[𝑋] таким самим чином як i

для модуля 𝑇𝑛. В отриманому K[𝑋]-модулi 𝑃𝑛 позначимо через 𝐷𝜆1,...,𝜆𝑛 пiдмо-

дуль вигляду

𝐷𝜆1,...,𝜆𝑛 = exp(𝜆1𝑥1 + · · · + 𝜆𝑛𝑥𝑛)𝑇𝑛,

де 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 — довiльнi елементи поля K. Легко бачити, що тодi 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 —
власнi числа операторiв, iндукованих 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 вiдповiдно на 𝐷𝜆1,...,𝜆𝑛.

Наслiдок 3.3. Нехай 𝑉 — скiнченновимiрний K[𝑋]-модуль з одновимiр-

ним цоколем. Тодi 𝑉 — iзоморфний пiдмодулю модуля 𝐷𝛼1,...,𝛼𝑛
для деяких

𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 ∈ K.

Доведення. Позначимо через K ⟨𝑣0⟩ цоколь K[𝑋]-модуля 𝑉 . Тодi 𝑥𝑖𝑣0 = 𝛼𝑖𝑣0

для деяких 𝛼𝑖 ∈ K, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Розглянемо автоморфiзм 𝜃 кiльця многочленiв

K[𝑋], заданий за правилом 𝑥𝑖 ↦→ 𝑥𝑖 − 𝛼𝑖 i нехай 𝑉𝜃 — вiдповiдний пiдкручений

K[𝑋]-модуль. Легко бачити, що K[𝑋]-модуль 𝑉𝜃 нiльпотентний (бо елементи

𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 iз K[𝑋] iндукують на 𝑉𝜃 нiльпотентнi лiнiйнi оператори). За теоре-

мою 3.2 K[𝑋]-модуль 𝑉𝜃 iзоморфний деякому пiдмодулю 𝑊 iз K[𝑋]-модуля 𝑇𝑛.

Розглянемо K[𝑋]-модуль exp(𝛼1𝑥1 + · · · + 𝛼𝑛𝑥𝑛)𝑊 , який є пiдмодулем модуля

𝐷𝛼1,...,𝛼𝑛
. Безпосередньо перевiряється, що exp(𝛼1𝑥1 + · · · + 𝛼𝑛𝑥𝑛)𝑊 ≃ 𝑊𝜎, де 𝜎
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— автоморфiзм кiльця K[𝑋], заданий за правилом 𝜎(𝑥𝑖) = 𝑥𝑖 +𝛼𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Але тодi 𝑊𝜎 ≃ (𝑉𝜃)𝜎 ≃ 𝑉𝜃𝜎 ≃ 𝑉 . Таким чином 𝑉 ≃ 𝑊𝜎, для автоморфiзма 𝜎 i

𝑊𝜎 — пiдмодуль модуля exp(𝛼1𝑥1 + · · · + 𝛼𝑛𝑥𝑛)𝑇𝑛 = 𝐷𝛼1,...,𝛼𝑛
.

Зауваження 3.4. Використовуючи лему Цорна, можна довести аналогiчнi

твердження для локально нiльпотентних модулiв над K[𝑋] з одновимiрним цо-

колем, якi мають злiченну розмiрнiсть над K.

3.2 Група автоморфiзмiв модуля 𝑇𝑛

Лема 3.5. Нехай 𝜙 ∈ End(𝑇𝑛). Тодi deg𝑥𝑖 𝜙(𝑓) ⩽ deg𝑥𝑖 𝑓 для довiльного много-

члена 𝑓 ∈ 𝑇𝑛, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Доведення. Оскiльки 𝜙 — ендоморфiзм модуля 𝑇𝑛, то для довiльного 𝑓 ∈ 𝑇𝑛

маємо

𝜙

(︂
𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑘𝑖
𝑓

)︂
=

𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑘𝑖
𝜙(𝑓), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

а отже для довiльного 𝑓 ∈ 𝑇𝑛 виконуються спiввiдношення

deg𝑥𝑖 𝜙(𝑓) = max

{︂
𝑘 ⩾ 0:

𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑘𝑖
𝜙(𝑓) ̸= 0

}︂
=

= max

{︂
𝑘 ⩾ 0: 𝜙(

𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑘𝑖
𝑓) ̸= 0

}︂
⩽

⩽ max{𝑘 ⩾ 0:
𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑘𝑖
𝑓 ̸= 0} = deg𝑥𝑖 𝑓, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Введемо позначення, використовуючи мультиiндекси:

𝛼 := (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛), 𝛼! :=
𝑛∏︁
𝑖=1

𝛼𝑖!, 𝑥𝛼 :=
𝑛∏︁
𝑖=1

𝑥𝛼𝑖

𝑖 ,
𝜕𝛼

𝜕𝑥𝛼
:=

𝜕𝛼1+···+𝛼𝑛

𝜕𝑥𝛼1
1 · · · 𝜕𝑥𝛼𝑛

𝑛
.

Теорема 3.6. Лiнiйне перетворення 𝜙 векторного простору K[𝑋] є ендомор-

фiзмом K[𝑋]-модуля 𝑇𝑛 тодi i тiльки тодi, коли воно має вигляд

𝜙 =
∑︁

(𝛼1,...,𝛼𝑛)
𝛼𝑖⩾0

𝑐𝛼1,...,𝛼𝑛

𝜕𝛼1+···+𝛼𝑛

𝜕𝑥𝛼1
1 · · · 𝜕𝑥𝛼𝑛

𝑛
, 𝑐𝛼1,...,𝛼𝑛

∈ K
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при цьому виконуються рiвностi

𝑐𝛼1,...,𝛼𝑛
= 𝜙

(︂
𝑥𝛼1
1

𝛼1!
· · · 𝑥

𝛼𝑛
𝑛

𝛼𝑛!

)︂
(0).

Доведення. Необхiднiсть. Нехай лiнiйне перетворення 𝜙 є ендоморфiзмомK[𝑋]-

модуля 𝑇𝑛. Розглянемо вiдображення 𝑁 : 𝑇𝑛 → 𝑇𝑛 задане за правилом:

𝑁(𝑓) = 𝜙(𝑓) −
∑︁
𝛼:𝛼𝑖⩾0

𝜙

(︂
𝑥𝛼

𝛼!

)︂
(0)

𝜕𝛼

𝜕𝑥𝛼
𝑓, 𝑓 ∈ 𝑇𝑛

(це вiдображення коректно визначене, враховуючи локальну нiльпотентнiсть

лiнiйних операторiв 𝜕𝛼

𝜕𝑥𝛼 на 𝑇𝑛). Покажемо, що це вiдображення є тотожньо ну-

льовим, використовуючи iндукцiю за тотальним степенем многочлена 𝑓 . Нехай

спочатку deg 𝑓 = 0. Маємо 𝑁(𝑓) = 𝜙(𝑓) − 𝜙(𝑓)(0) = 0, оскiльки за лемою 3.5

ендоморфiзм 𝜙 не збiльшує степiнь многочлена. Нехай тепер deg 𝑓 > 0. Вiд-

ображення 𝑁 є ендоморфiзмом K[𝑋]-модуля 𝑇𝑛 (як лiнiйна комбiнацiя ендо-

морфiзмiв). Маємо

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝑁(𝑓) = 𝑁(

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝑓) = 0, 𝑖 = 1, . . . 𝑛,

за припущенням iндукцiї, отже

𝑁(𝑓) = 𝑁(𝑓)(0) = 𝜙(𝑓)(0) −
∑︁
𝛼:𝛼𝑖⩾0

𝜙

(︂
𝑥𝛼

𝛼!

)︂
(0)

𝜕𝛼𝑓

𝜕𝑥𝛼
(0) =

= 𝜙(𝑓)(0) −
∑︁
𝛼:𝛼𝑖⩾0

𝜙

(︂
𝜕𝛼𝑓

𝜕𝑥𝛼
(0)

𝑥𝛼

𝛼!

)︂
(0) =

= 𝜙

(︃
𝑓 −

∑︁
𝛼:𝛼𝑖⩾0

𝜕𝛼𝑓

𝜕𝑥𝛼
(0)

𝑥𝛼

𝛼!

)︃
(0).

З останньої тотожностi та формули Тейлора для многочлена 𝑓 випливає, що

𝑁(𝑓) = 0, що i потрiбно було довести. Достатнiсть очевидна.

Наслiдок 3.7. Лiнiйне перетворення 𝜙 лiнiйного простору K[𝑋] є автомор-

фiзмом K[𝑋]-модуля 𝑇𝑛 тодi i тiльки тодi, коли воно має вигляд

𝜙 =
∑︁

(𝛼1,...,𝛼𝑛)
𝛼𝑖⩾0

𝑐𝛼1,...,𝛼𝑛

𝜕𝛼1+···+𝛼𝑛

𝜕𝑥𝛼1
1 · · · 𝜕𝑥𝛼𝑛

𝑛
,
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де 𝑐(0,...,0) ̸= 0.

Наслiдок 3.8. Пiдмодулi K[𝑋]-модуля 𝑇𝑛 iнварiантнi вiдносно групи авто-

морфiзмiв модуля 𝑇𝑛.

Лема 3.9. Нехай 𝑉 — модуль над полiномiальною алгеброю K[𝑋] i 𝜃 — авто-

морфiзм алгебри K[𝑋]. Тодi Aut(𝑉 ) = Aut(𝑉𝜃), де 𝑉𝜃 — пiдкручений модуль.

Доведення. Зауважимо, що векторний простiр для модулiв 𝑉 i 𝑉𝜃 один i той

самий — це 𝑉. Тому Aut(𝑉 ) i Aut(𝑉𝜃) — пiдгрупи повної лiнiйної групи 𝐺𝐿(𝑉 ).

Нехай 𝜙 ∈ Aut(𝑉𝜃) — довiльний автоморфiзм. Тодi для довiльного елементiв

𝑎 ∈ K[𝑋] i 𝑣 ∈ 𝑉𝜃 виконується рiвнiсть: 𝜙(𝑎 ∘ 𝑣) = 𝑎 ∘ 𝜙(𝑣). Враховуючи закон

множення в модулi 𝑉𝜃 звiдси отримаємо 𝜙(𝜃(𝑎) · 𝑣) = 𝜃(𝑎) · 𝜙(𝑣), де крапкою

позначено множення елементiв iз 𝑉 на елементи iз K[𝑋]. Якщо елемент 𝑎 про-

бiгає всю алгебру K[𝑋], то елемент 𝜃(𝑎) також пробiгає всю алгебру K[𝑋]. То-

му позначаючи елемент 𝜃(𝑎) через 𝑏, iз останнього спiввiдношення отримаємо

𝜙(𝑏 · 𝑣) = 𝑏 ·𝜙(𝑣) для довiльних 𝑏 ∈ K[𝑋] i 𝑣 ∈ 𝑉𝜃. Це означає, що 𝜙 — автомор-

фiзм модуля 𝑉. Таким чином, Aut(𝑉𝜃) ⊆ Aut(𝑉 ). Аналогiчно можна довести,

що Aut(𝑉 ) ⊆ Aut(𝑉𝜃).

Для зручностi будемо записувати мономи iз K[𝑋] у виглядi 𝑥𝜆 := 𝑥𝜆11 · · ·𝑥𝜆𝑛𝑛 ,
де 𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑛) — мультиiндекс. Наступне твердження є добре вiдомим.

Лема 3.10. Нехай K0[𝑋] — адитивна група степеневих рядiв з нульовим вiль-

ним членом iз K[[𝑋]], i нехай K1[𝑋]* — мультиплiкативна група степеневих

рядiв з вiльним членом рiвним 1. Тодi exp: K0[𝑋] → K1[𝑋]* — груповий iзо-

морфiзм, а отже

K[𝑋]* = K* × exp(
∑︁
𝜆,𝜆 ̸=0

K𝑥𝜆) ≃ K* ×
∏︁
𝜆

K.

Лема 3.11. Нехай 𝑀 , 𝑁 — iзоморфнi власнi пiдмодулi модуля 𝑇𝑛 i 𝜙 : 𝑀 →
𝑁 — який-небудь iзоморфiзм. Тодi iснують такi пiдмодулi 𝑀1, 𝑁1 ⊂ 𝑇𝑛, що

𝑀1 ⊋𝑀 , 𝑁1 ⊋ 𝑁 i iзоморфiзм 𝜙1 : 𝑀1 → 𝑁1 такий, що 𝜙1|𝑀 = 𝜙.
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Доведення. Оскiльки𝑀 ̸= 𝑇𝑛, то iснують мономи, що не належать𝑀 . Виберемо

який-небудь моном 𝑥𝑘11 . . . 𝑥
𝑘𝑛
𝑛 ∈ 𝑇𝑛∖𝑀 найменшого (тотального) степеня. Нехай

𝑔𝑖 = 𝜙

(︂
𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝑥𝑘11 · · · 𝑥𝑘𝑛𝑛

)︂
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Оскiльки 𝜙 — iзоморфiзм пiдмодулiв, то за означенням 𝑔𝑖 маємо

𝜕𝑔𝑖
𝜕𝑥𝑗

=
𝜕𝑔𝑗
𝜕𝑥𝑖

, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,

а отже за лемою 3.1 про iснування потенцiалу iснує полiном 𝑔 ∈ K[𝑋], такий

що
𝜕𝑔

𝜕𝑥𝑖
= 𝑔𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Зауважимо, що 𝑔 /∈ 𝑁 . Дiйсно, нехай це не так i 𝑔 ∈ 𝑁. Позначимо 𝑓 = 𝜙−1(𝑔).

Тодi 𝑓 ∈𝑀 i

𝜙(
𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝑓 − 𝑥𝑘11 · · ·𝑥𝑘𝑛𝑛 )) =

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝜙(𝑓)) − 𝑔𝑖 =

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝑔) − 𝑔𝑖 = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Це означає, що
𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝑓 − 𝑥𝑘11 · · ·𝑥𝑘𝑛𝑛 ) = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

i тому 𝑓 = 𝑥𝑘11 · · ·𝑥𝑘𝑛𝑛 + 𝐶, де 𝐶 ∈ K — деяка константа. Оскiльки кожен нену-

льовий пiдмодуль iз 𝑇𝑛 мiсить, очевидно, поле K, то 𝑥𝑘11 · · ·𝑥𝑘𝑛𝑛 = 𝑓 −𝐶 ∈𝑀, що

суперечить вибору цього монома. Отримана суперечнiсть показує, що 𝑔 ̸∈ 𝑁.

Покладемо

𝑀1 = 𝑀 ⊕K⟨𝑥𝑘11 · · · 𝑥𝑘𝑛𝑛 ⟩, 𝑁1 = 𝑁 ⊕K⟨𝑔⟩.

Легко бачити, що 𝑀1, 𝑁1 — пiдмодулi iз 𝑇𝑛. Визначимо лiнiйне вiдображення

𝜙1 : 𝑀1 → 𝑁1 за правилом: 𝜙1(𝑚) = 𝜙(𝑚), 𝑚 ∈ 𝑀 , 𝜙1(𝑥
𝑘1
1 · · ·𝑥𝑘𝑛𝑛 ) = 𝑔 i далi

за лiнiйнiстю. Безпосередня перевiрка показує, що 𝜙1 — потрiбний iзоморфiзм

модулiв.

Теорема 3.12. Нехай 𝑀 ⊂ 𝑇𝑛 — власний пiдмодуль, 𝜙 : 𝑀 → 𝑇𝑛 — який-

небудь мономорфiзм. Тодi iснує автоморфiзм
∼
𝜙 ∈ Aut(𝑇𝑛), такий що

∼
𝜙|𝑀 = 𝜙.
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Доведення. Розглянемо множину Ψ всiх пар вигляду (𝑉, 𝜓), де 𝑉 ⊇ 𝑀 — пiд-

модуль iз 𝑇𝑛 i 𝜓 : 𝑉 → 𝑇𝑛 — мономорфiзм такий, що 𝜓|𝑀 = 𝜙.

Введемо на цiй множинi частковий порядок наступним чином

(𝑉1, 𝜓1) ≼ (𝑉2, 𝜓2) ↔ 𝑉1 ⊆ 𝑉2 i 𝜓2|𝑉1 = 𝜓1.

Тодi для будь-якого ланцюга 𝑍 ⊆ Ψ iснує максимальний елемент (𝑉 *, 𝜓*), де

𝑉 * =
⋃︁

(𝑉,𝜓)∈𝑍

𝑉, i 𝜓* : 𝑉 * → 𝑇𝑛

задане за правилом 𝜓*(𝑣) = 𝜓(𝑣) якщо 𝑣 ∈ 𝑉, i (𝑉, 𝜓) ∈ 𝑍. За лемою Цорна

в Ψ iснує максимальний елемент (̃︀𝑉 , ̃︀𝜓). Припустивши, що ̃︀𝑉 ̸= 𝑇𝑛 та засто-

сувавши лему 3.11, отримаємо суперечнiсть з максимальнiстю елемента (̃︀𝑉 , ̃︀𝜓).

Тому ̃︀𝑉 = 𝑇𝑛. Далi, якщо
∼
𝜓 не є епiморфiзмом, то, застосувавши лему 3.11 до

( ̃︀𝜓)−1 : ̃︀𝜓(𝑇𝑛) → 𝑇𝑛, отримаємо суперечнiсть з тим фактом, що
∼
𝜓 є мономорфi-

змом. Таким чином,
∼
𝜓 є автоморфiзмом модуля 𝑇𝑛 i звуження

∼
𝜓 на пiдмодуль

𝑀 збiгається з мономорфiзмом 𝜙.

Наслiдок 3.13. Якщо 𝑉1 i 𝑉2 пiдмодулi модуля 𝑇𝑛 i 𝑉1 ̸= 𝑉2, то модулi 𝑉1 i 𝑉2

неiзоморфнi.

Пiдмодуль𝑀 модуля 𝑇𝑛 будемо називати мономiальним, якщо вiн має базис

над полем K iз одночленiв.

Теорема 3.14.

1. Алгебра End(𝑇𝑛) всiх ендоморфiзмiв модуля 𝑇𝑛 iзоморфна алгебрi фор-

мальних степеневих рядiв K[[𝑋]] i тому група автоморфiзмiв Aut(𝑇𝑛)

iзоморфна мультиплiкативнiй групi K[[𝑋]]* алгебри K[[𝑋]].

2. Група автоморфiзмiв скiнченновимiрного мономiального пiдмодуля 𝑀

iз 𝑇𝑛 розмiрностi 𝑚 над K iзоморфна прямому добутку K* × (K+)𝑚−1,

де K+ — адитивна група поля K.
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3. Група автоморфiзмiв довiльного скiнченновимiрного K[𝑋]-модуля 𝑉 з

одновимiрним цоколем iзоморфна факторгрупi групи K* × (K+)𝑚, для де-

якого 𝑚 ⩾ 0.

Доведення. Твердження 1 теореми випливає iз теореми 3.6. Доведемо твер-

дження 2. Нехай Aut1(𝑀) — група всiх автоморфiзмiв модуля 𝑀, якi дiють

тотожньо на пiдмодулi K⟨1⟩ ⊆ 𝑀, також через Aut1 𝑇𝑛 позначимо групу ав-

томорфiзмiв, якi дiють тривiально на пiдмодулi K⟨1⟩ ⊆ 𝑇𝑛. Покажемо, що

Aut1(𝑀) ≃ (K+)𝑚−1, де 𝑚 = dimK𝑀. Нехай 𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑛) — мультиiндекс

i нехай 𝑀 = K⟨𝑥𝜆1, . . . , 𝑥𝜆𝑚⟩, де 𝜆1, . . . , 𝜆𝑚 — множина мультиiндексiв, яка ви-

значає базис {𝑥𝜆1, . . . , 𝑥𝜆𝑚} мономiального модуля 𝑀. Неважко переконатися,

що автоморфiзм 𝜙 =
∑︀

𝜆 𝑐𝜆
𝜕
𝜕𝑥𝜆

модуля 𝑇𝑛 є тотожнiм на 𝑀 тодi i лише тодi,

коли

𝑐𝜆 =

⎧⎨⎩1, 𝜆 = (0, . . . , 0),

0, 𝜆 ∈ {𝜆1, . . . , 𝜆𝑚} ∖ {(0, . . . , 0)}.

Легко бачити, що кожен такий автоморфiзм записується у виглядi

𝜙 = exp

(︃ ∑︁
𝜆 ̸={𝜆1,...,𝜆𝑚}

𝑐𝜆
𝜕

𝜕𝑥𝜆

)︃
,

i навпаки автоморфiзми такого вигляду такого вигляду є тотожнiми на 𝑀 .

Цi автоморфiзми складають ядро Ker𝜓 природнього гомоморфiзму (звужен-

ня) 𝜓 : Aut1(𝑇𝑛) → Aut1(𝑀). З огляду на лему 3.10 пiдгрупi Ker𝜓 при iзо-

морфiзмi log(1 − 𝑥) : K1[𝑋]* → K0[𝑋] вiдповiдає пiдгрупа 𝐺 адитивної групи

K0[𝑋] з базисом iз мономiв 𝑥𝜆, 𝜆 ̸∈ {𝜆1, . . . , 𝜆𝑚}, 𝜆 ̸= (0, 0, . . . , 0). Легко бачи-

ти, що K0[𝑋]/𝐺 ≃ (K+)𝑚−1. Звiдси отримаємо, що Aut1(𝑀) ≃ (K+)𝑚−1. Але

тодi Aut(𝑀) ≃ K*× (K+)𝑚−1. Доведемо твердження 3. Легко бачити, що кожен

скiнченновимiрний пiдмодуль𝑊 модуля 𝑇𝑛 мiститься в деякому скiнченовимiр-

ному мономiальному пiдмодулi 𝑊 iз 𝑇𝑛. Використовуючи теорему 3.12 можна

показати, що Aut(𝑊 ) є фактор-групою групи Aut(𝑊 ). Звiдси з урахуваннями

леми 3.9 i п. 2 теореми випливає п. 3 теореми.
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3.3 Висновки

У цьому роздiлi було показано, що кожен скiнченновимiрний нiльпотентний мо-

дуль над кiльцем полiномiв вiд 𝑛 змiнних з одновимiрним цоколем вкладається

у модуль 𝑇𝑛, тобто модуль 𝑇𝑛 є в деякому сенсi унiверсальним. Також, була

дослiджена будова групи автоморфiзмiв модуля 𝑇𝑛.

Хоча в роздiлi були розглянутi не тiльки нiльпотентнi модулi, все рiвно бу-

ли накладенi суттєвi обмеження на форму модуля. Тому, природнiм напрямом

подальшого дослiдження було б поширення результатiв про вкладення на шир-

шиу сiм’ю модулiв над кiльцем многочленiв. Або можна спробувати знайти гар-

ну сiм’ю модулiв елементи якої б розкладалися в суму модулiв типу 𝑇𝑛 або 𝐷𝜆.



Висновки

У дисертацiї було отримано наступнi новi результати, пов’язанi з вивченням

нiльпотентних алгебр Лi диференцiювань.

� Доведено, що кожне бездивергентне диференцiювання поля алгебраiчних

функцiй вiд 3 змiнних розкладається у суму двох якобiанного диференцi-

ювання.

� Дослiджено будову скiнченновимiрних розв’язних алгебр Лi 𝐿 диференцi-

ювань кiльця многочленiв вiд трьох змiнних з абелевими iдеалами рангу не

менше двох. Зокрема, було встановлено, що у випадку рангу два алгебра Лi

вкладається в загальну афiнну алгебру Лi aff3(K). В iншому випадку во-

на має структуру розширення пiдалгебри aff2(F) за допомогою пiдалгебри

розмiрностi не бiльше двох, де 𝐹 — поле констант абелевого iдеалу.

� Детально дослiджена будова нiльпотентних пiдалгебр 𝑊 (𝐴) з центром ко-

рангу ⩽ 2. Також було показано, що кожна така пiдалгебра може бути

iзоморфно вкладена в трикутну алгебру Лi 𝑢𝑛(𝐹 ), де 𝐹 — поле констант

пiдалгебри.

� Показано, що кожен скiнченновимiрний нiльпотентний модуль над кiльцем

полiномiв вiд 𝑛 змiнних з одновимiрним цоколем вкладається у модуль 𝑇𝑛,

тобто модуль 𝑇𝑛 є в деякому сенсi унiверсальним. Також, була дослiджена

будова групи автоморфiзмiв модуля 𝑇𝑛.

� Дослiджена будова централiзаторiв полiномiальних диференцiювань iз

ядром в рацiональних функцiях ступеня трансцендентностi один.
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� Дослiдженi централiзатори дiагоналiзовних лiнiйних диференцiювань.
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