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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

ДРЧП диференцiальне рiвняння з частинними похiдними
ДСЛВ дифузiйна система Лотки–Вольтера
ЗДР звичайне диференцiальне рiвняння
МАI максимальна алгебра iнварiантностi
РД реакцiї-дифузiї
СВР система визначальних рiвнянь
ФЗП формо-зберiгаючi перетворення
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Вступ

Актуальнiсть теми. Протягом останнiх десятилiть вiдбувається
значне зростання кiлькостi робiт, присвячених моделюванню процесiв,
якi вiдбуваються в живiй природi. Основою таких математичних моделей
є нелiнiйнi диференцiальнi рiвняння з частинними похiдними (ДРЧП) та
системи таких рiвнянь. Важливе мiсце серед вказаних систем належить
системам рiвнянь реакцiї-дифузiї (РД), якi широко використовуються
при математичному моделюваннi рiзноманiтних процесiв у фiзицi [33],
бiологiї [39,79,80], екологiї [86] тощо.

Поштовхом до iнтенсивного застосування систем рiвнянь РД та
їх детального дослiдження було опублiкування роботи А. Тюрiнґа
(A. Turing) [100], яка мiстить революцiйну iдею про механiзм
морфогенезу, а саме : при певних додаткових умовах процес дифузiї
може дестабiлiзувати просторово-однорiдну структуру. Iншими словами,
процес дифузiї може взаємодiяти з хiмiчним реактивним процесом таким
чином, що це може стимулювати розвиток i рiст неоднорiдних форм i
структур в органiзмi.

Оскiльки системи рiвнянь РД, якi мають прикладне значення, як
правило, є нелiнiйними, то при їх iнтегруваннi не можна використовувати
такi класичнi методи, як метод Фур’є, метод iнтегральних перетворень,
метод функцiї Ґрiна, якi ґрунтуються на принципi лiнiйної суперпозицiї
розв’язкiв. Таким чином, задача побудови точних розв’язкiв є однiєю з
найактуальнiших задач, якi винникають при дослiдженi систем рiвнянь
РД аналiтичними методами.

При побудовi точних розв’язкiв нелiнiйних систем ДРЧП часто
використовують сучаснi теоретико-груповi методи, якi ґрунтуються
на класичному методi Лi. Метод Лi iнтенсивно застосовувався для
дослiдження систем ДРЧП типу РД з початку 80-х рокiв минулого
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столiття [105]. Зокрема, в роботах [26,27,63] знайдено класи рiвнянь РД,
якi iнварiантнi вiдносно групи перетворень Ґалiлея та їх узагальнень. У
випадку двокомпонентних систем рiвнянь РД задача вичерпного опису
симетрiй Лi бере свiй початок з роботи [105], проте повнiстю була
розв’язана лише в цьому столiттi [49–51,81–83].

Важливим узагальненням методу Лi є метод умовної симетрiї
(некласичної симетрiї), який вперше був запропонований в 1969 роцi в
роботi Дж. Блумана (G. Bluman) та Дж. Коула (G. Cole) [38] i отримав
широке застосування пiсля його фактичного перевiдкриття українським
математиком В. I. Фущичем та його учнями [25] (якi використовували
термiнологiю Q-умовна симетрiя), i незалежно П. Олвером (P. Olver) та
П. Розенау (P. Rosenau) [89] (останнi ввели поняття слабкої симетрiї).
Зауважимо, що В. I. Фущичем та його учнями були також запропонованi
деякi iншi типи нелiївських симетрiй (див. наприклад [22–25,103]).

На сьогоднiшнiй день знаходження умовних симетрiй для нелiнiйних
ДРЧП та систем ДРЧП є одним iз найефективнiших методiв, якi
використовуються для побудови точних розв’язкiв. Проте, на вiдмiну
вiд скалярних рiвнянь, для яких задача пошуку Q-умовних симетрiй
розглядалася в багатьох роботах (див., наприклад [43,54,91] та цитовану
там лiтературу), робiт, присвячених пошуку таких симетрiй для систем,
є небагато. Зокрема, застосування методу умовної симетрiї до систем
ДРЧП можна знайти в роботах [16,20,31,36,55,57,78].

Оскiльки проблема побудови Q-умовних симетрiй для систем ДРЧП
є складною, що обумовлено необхiднiстю iнтегрування нелiнiйної
перевизначеної системи ДРЧП (системи визначальних рiвнянь (СВР))
для побудови операторiв у явному виглядi, то навiть для класу
двокомпонентних систем рiвнянь РД вона досi є невирiшеною.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.
Дослiдження за темою дисертацiї виконувалися протягом 2009–
2012 рр. у вiддiлi прикладних дослiджень Iнституту математики
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НАН України в рамках тем “Дослiдження моделей класичної,
квантової, статистичної механiки та iнших моделей природничих
наук функцiонально-аналiтичними, симетрiйними та алгебраїчними
методами” (номер держреєстрацiї 0107U000935, 2007–2011 рр.) i
“Симетрiя, суперсиметрiя та iнтегровнiсть диференцiальних рiвнянь”
(номер держреєстрацiї 0110U008615, 2011–2015 рр.).

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є
побудова операторiв Q-умовної симетрiї для дво- i трикомпонентних
дифузiйних систем Лотки–Вольтера (ДСЛВ) та двох класiв нелiнiйних
систем рiвнянь РД; знаходження точних розв’язкiв ДСЛВ i деяких
систем рiвнянь РД; дослiдження властивостей отриманих розв’язкiв та
їх iнтерпретацiя.

Об’єктом дослiдження є нелiнiйнi системи рiвнянь РД.
Предметом дослiдження є побудова Q-умовних симетрiй та Q-

умовних симетрiй першого типу i точних розв’язкiв вказаних вище
нелiнiйних систем.

Методи дослiдження : у роботi застосовуються метод Блумана–
Коула, метод Лi, методи iнтегрування лiнiйних ДРЧП та звичайних
диференцiальних рiвнянь (ЗДР), для вiзуалiзацiї отриманих розв’язкiв
використовувалися сучаснi пакети програми Maple.
Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результати,

якi визначають наукову новизну та виносяться на захист, такi :
1. Побудовано новi оператори Q-умовної симетрiї двокомпонентної

ДСЛВ. Знайдено нелiївськi точнi розв’язки i наведено їх бiологiчну
iнтерпретацiю.

2. Проведено опис симетрiй Лi та Q-умовних симетрiй першого
типу трикомпонентної ДСЛВ. За допомогою отриманих симетрiй
знайдено приклади її точних розв’язкiв.

3. Побудовано новi точнi розв’язки однiєї системи рiвнянь РД типу
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Лотки–Вольтера, дослiджено їх властивостi i наведено бiологiчну
iнтерпретацiю.

4. Описано Q-умовнi симетрiї першого типу для широкого класу
нелiнiйних систем рiвнянь РД. Для системи рiвнянь РД, що описує
потiк тонких плiвок в’язкої рiдини крiзь пористе середовище,
побудовано точнi розв’язки та наведено їх фiзичну iнтерпретацiю.

Практичне значення одержаних результатiв. Бiльшiсть результа-
тiв мають теоретичний характер. Проте точнi розв’язки, отриманi
для окремих систем, можуть знайти практичне застосування при
математичному моделюваннi бiофiзичних процесiв i розв’язаннi числови-
ми методами вiдповiдних крайових задач.
Особистий внесок здобувача. Визначення загального плану

дослiджень i постановка задач належать науковому керiвнику —
Р.М. Чернiзi. Отримання та доведення всiх результатiв дисертацiї,
винесених на захист, проведено дисертантом самостiйно.

У роботах [28,45–48] спiвавторовi, Р.М. Чернiзi, належить постановка
задач i бiологiчна iнтерпретацiя окремих отриманих результатiв, а також
написання вступних частин та висновкiв.
Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної

роботи доповiдалися i обговорювалися на семiнарах вiддiлу прикладних
дослiджень Iнституту математики НАН України (2010–2013, керiвник
семiнару — чл.-кор. НАН України, проф. А.Г. Нiкiтiн), на Мiжнароднiй
науковiй конференцiї молодих вчених “Фiзика низьких температур”
(МКМВ-ФНТ-2010) (м. Харкiв, 7–11 червня 2010 р.), на Мiжнароднiй
науковiй конференцiї “Диференцiальнi рiвняння та їх застосування”
(м. Київ, 8–10 червня 2011 р.), на Мiжнародному семiнарi до 75-рiччя вiд
дня народження Вiльгельма Iллiча Фущича “Симетрiя та iнтегровнiсть
рiвнянь математичної фiзики” (м. Київ, 18–19 грудня 2011 р.), на XIV
Мiжнароднiй науковiй конференцiї iменi акад. М. Кравчука (м. Київ,
19–21 квiтня 2012 р.), на V Мiжнароднiй науковiй конференцiї “Сучаснi
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проблеми математичного моделювання, прогнозування та оптимiзацiї”
(м. Кам’янець-Подiльський, 4–5 квiтня 2012 р.).
Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в десяти

наукових працях, з них п’ять статей [3, 28, 45–47] у наукових фахових
виданнях, один препринт [48] та чотири тези доповiдей [4–6,60].
Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi змiс-

ту, вступу, трьох роздiлiв, висновкiв та списку використаних джерел,
що мiстить 105 найменувань. Повний обсяг дисертацiї становить 145
сторiнок, з них список використаних джерел займає 12 сторiнок.
Короткий змiст основної частини роботи. У вступi обґрунтовано

актуальнiсть теми, сформульовано мету i завдання дослiдження та
коротко викладено основнi результати роботи.

Основна частина роботи складається з трьох роздiлiв.
Перший роздiл присвячено огляду лiтератури за темою дисертацiї.

Зокрема, в цей роздiл включено роботи, що стосуються симетрiй
Лi двокомпонентних систем рiвнянь РД зi сталими та несталими
коефiцiєнтами дифузiї, а також публiкацiї, якi присвяченi побудовi
Q-умовних симетрiй систем рiвнянь реакцiї-дифузiї-конвекцiї та
дослiдженню систем рiвнянь Лотки–Вольтера аналiтичними методами.

Другий роздiл присвячено знаходженню всiх можливих операторiв Q-
умовної симетрiї першого типу [44] дво- i трикомпонентних ДСЛВ та
побудовi точних розв’язкiв таких систем.

Нами також встановлено необхiднi та достатнi умови iснування Q-
умовних симетрiй вигляду

Q = ∂t + ξ∂x + η1∂u + η2∂v (0.1)

та знайдено новi оператори Q-умовної симетрiї у явному виглядi
двокомпонентної дифузiйної системи Лотки–Вольтера

λ1ut = uxx + u(a1 + b1u + c1v),

λ2vt = vxx + v(a2 + b2u + c2v),
(0.2)
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де λk > 0, ak, bk та ck — довiльнi дiйснi сталi (k = 1, 2), b2
2 + c2

1 6= 0;
u = u(t, x) та v = v(t, x) — шуканi функцiї, якi iнтерпретуються як
концентрацiї популяцiй, густини клiтин тощо.

В роздiлi також дослiджено симетрiї та побудовано точнi розв’язки
однiєї нелiнiйної системи рiвнянь РД типу Лотки–Вольтера.

У третьому роздiлi здiйснено вичерпний опис Q-умовних симетрiй
першого типу вигляду

Q = ξ0∂t + ξ1∂x + η1∂u + η2∂v, ξ0 6= 0, (0.3)

нелiнiйних двокомпонентних систем рiвнянь реакцiї-дифузiї

uxx = d1(u)ut + C1(u, v),

vxx = d2(v)vt + C2(u, v),
(0.4)

де всi функцiї припускаються достатньо гладкими в R2, або в деякiй
областi Ω ⊂ R2, функцiї d1 та d2 припускаються додатними.

Зокрема, нами встановлено, що при dk = const (k = 1, 2) iснує
26 випадкiв, коли система (0.4) допускає оператори Q-умовної симетрiї
першого типу, а при d1

ud
2
v 6= 0 — 21 випадок.

У цьому роздiлi наведено приклади редукцiй систем рiвнянь РД до
систем ЗДР та побудовано точнi розв’язки для систем рiвнянь РД, якi
можуть мати бiологiчну (взаємодiя двох популяцiй) та фiзичну (потiк
тонких плiвок в’язкої рiдини крiзь пористе середовище) iнтерпретацiю.

У кiнцi основної частини дисертацiї зроблено висновки до всiєї роботи.
Подяки. Автор висловлює щиру вдячнiсть своєму науковому керiвни-

ку, доктору фiзико-математичних наук, професору Чернiзi Роману
Михайловичу за постановку задач, постiйну пiдтримку та допомогу
в роботi. Автор дуже вдячний усiм учасникам семiнару вiддiлу
прикладних дослiджень Iнституту математики НАН України за
конструктивнi зауваження, висловленi пiд час обговорення результатiв
дисертацiйної роботи.
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РОЗДIЛ 1

Огляд лiтератури

1.1. Симетрiї Лi двокомпонентних систем рiвнянь
реакцiї-дифузiї

Розглянемо двокомпонентну систему рiвнянь РД вигляду

Ut = [D1(U)Ux]x + F (U, V ),

Vt = [D2(V )Vx]x + G(U, V ),
(1.1)

де U(t, x) та V (t, x) — невiдомi функцiї, якi можуть описувати
концентрацiї популяцiй, густини клiтин чи хiмiчних речовин, тиски в
тонких плiвках, температури рiзних середовищ. F (U, V ) та G(U, V ) —
заданi функцiї, що описують взаємодiю (кiнетику) мiж компонентами
U i V та оточуючим середовищем, функцiї D1(U) i D2(V ) —
коефiцiєнти дифузiї (теплопровiдностi). Нижнi iндекси t та x означають
диференцiювання за цими змiнними. Тут i нижче всi функцiї
припускаються достатньо гладкими в R2, або в деякiй областi Ω ⊂ R2.

Системи рiвнянь РД з класу (1.1) широко застосовуються при
математичному моделюваннi рiзноманiтних процесiв у фiзицi [33],
бiологiї [39, 79, 80], екологiї [86] тощо. Поштовхом до iнтенсивного
застосування систем рiвнянь РД та їх детального дослiдження було
опублiкування роботи А. Тюрiнґа [100], яка присвячена розв’язанню
однiєї з найбiльших загадок бiологiї : яким чином вiдбувається
процес формування живих органiзмiв (процес морфогенезу) ? Шукаючи
вiдповiдь на вказану загадку А. Тюрiнґ запропонував революцiйну iдею
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про механiзм морфогенезу (процес виникнення та розвитку просторово-
неоднорiдних структур в органiзмi на протязi життя). Вiн встановив,
що при певних додаткових умовах процес дифузiї може дестабiлiзувати
просторово-однорiдну структуру. Iншими словами, процес дифузiї може
взаємодiяти з хiмiчним реактивним процесом таким чином, що це може
стимулювати розвиток i рiст неоднорiдних форм i структур в органiзмi.

Протягом десятилiть системи рiвнянь РД з класу (1.1) iнтенсивно
дослiджувалися як наближеними так i аналiтичними методами.
Оскiльки, як правило, вони є нелiнiйними, то при їх iнтегруваннi не
можна використовувати такi класичнi методи, як метод Фур’є, метод
iнтегральних перетворень, метод функцiї Ґрiна, якi ґрунтуються на
принципi лiнiйної суперпозицiї розв’язкiв. Таким чином, задача побудови
точних розв’язкiв таких систем є дуже актуальною. Зокрема, при
розв’язаннi нелiнiйних ДРЧП (систем ДРЧП) використовують такi
методи, як метод Лi [8, 12, 22, 87], метод оберненої задачi розсiяння [11],
метод умовної симетрiї та його узагальнення [25, 62, 65, 90, 103], метод
функцiонального вiдокремлення змiнних [77,96] та iншi (ширший перелiк
методiв див., наприклад, в [18]). Зауважимо, що у випадку додатних
коефiцiєнтiв дифузiї D1(U) та D2(V ) система (1.1) є неiнтегровною в
сенсi теорiї методу оберненої задачi розсiяння [10], тому при побудовi
точних розв’язкiв цiєї системи дуже часто використовують сучаснi
теоретико-груповi методи, якi ґрунтуються на класичному методi Лi.

Розглянемо детальнiше метод Лi та його застосування до побудови
точних розв’язкiв систем рiвнянь РД з класу (1.1). Оскiльки система
(1.1) мiстить довiльнi елементи (функцiї D1, D2, F та G), то при
дослiдженнi симетрiйних властивостей цiєї системи виникає задача
групової класифiкацiї. Вперше сучасну постановку задачi групової
класифiкацiї сформулював Л.В. Овсяннiков в роботi [13]. Вiн також
запропонував метод розв’язання вказаної задачi (метод Лi–Овсяннiкова).
Зокрема, в роботi [13] була розв’язана задача групової класифiкацiї
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нелiнiйного рiвняння теплопровiдностi

ut = [f(u)ux]x, f(u) 6= const.

Детальнiше ознайомитися з методом Лi–Овсяннiкова та iншими
методами теорiї груп i алгебр Лi можна, наприклад, в монографiях [2,9,
12,22,25,87].

Розглянемо систему m еволюцiйних рiвнянь (m ≥ 2) з двома
незалежними (t, x) та m залежними u = (u1, u2, . . . , um) змiнними :

ui
t = F i

(
t, x, u, ux, . . . , u

(k)
x

)
, i = 1, 2, . . . , m, (1.2)

де функцiї F i є гладкими, нижнi iндекси t та x означають
диференцiювання за цими змiнними; ui

t = ∂ui

∂t , u
(j)
x ≡ ∂ju

∂xj =(
∂ju1

∂xj , . . . , ∂jum

∂xj

)
, j = 1, 2, . . . , k, k ≥ 1.

При побудовi операторiв симетрiї Лi системи (1.2) потрiбно розглядати
цю систему як многовид M = {S1 = 0, S2 = 0, . . . , Sm = 0}, де

Si ≡ ui
t − F i

(
t, x, u, ux, . . . , u

(k)
x

)
(i = 1, 2, . . . , m),

у продовженому просторi змiнних

t, x, u, u
1
, . . . , u

k
.

Тут символом u
j

(j = 1, 2, . . . , k) позначено сукупнiсть всеможливих
похiдних j-го порядку за змiнними t та x.

Зокрема, згiдно з критерiєм iнварiантностi :

Означення 1.1. Система (1.2) iнварiантна вiдносно перетворень,
породжених iнфiнiтезимальним оператором

Q = ξ0(t, x, u)∂t +ξ1(t, x, u)∂x +η1(t, x, u)∂u1 + . . .+ηm(t, x, u)∂um, (1.3)

якщо виконуються умови iнварiантностi

Q
k

(Si)
∣∣∣
M

= 0 (i = 1, 2, . . . , m),

де оператор Q
k
— k-те продовження оператора Q (див., наприклад, [12,

87]).
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При застосуваннi означення (1.1) для побудови операторiв класичної
симетрiї отримуємо деяку систему ДРЧП вiдносно шуканих функцiй ξi

та ηj (i = 0, 1, j = 1, . . . , m). Ця система називається СВР. Зауважимо,
що загальний розв’язок отриманої СВР дає змогу знайти всi оператори
iнварiантностi системи (1.2), тобто побудувати її максимальну алгебру
iнварiантностi (МАI).

При дослiдженi симетрiйних властивостей заданого класу систем
ДРЧП важливу роль вiдiграють перетворення еквiвалентностi (див.
наприклад [12, 70]), тобто такi невиродженi локальнi перетворення, якi
зводять довiльно вибрану систему рiвнянь з заданого класу до деякої
iншої системи рiвнянь з цього ж класу. Саме вiдносно перетворень
еквiвалентностi, згiдно з методом Лi–Овсяннiкова, проводиться групова
класифiкацiя, результатом якої є перелiк нееквiвалентних систем та
вiдповiдних їм МАI. Проте отриманий таким чином перелiк може мiстити
системи, якi будуть локально еквiвалентними вiдносно перетворень, що
не належать до множини перетворень еквiвалентностi заданого класу
систем. Для того, щоб виключити таку можливiсть були введенi формо-
зберiгаючi перетворення (ФЗП) — невиродженi локальнi перетворення,
якими можна звести хоча б одну систему рiвнянь з заданого класу в
деяку iншу систему рiвнянь з цього класу. Вказанi перетворення були
введенi в роботi [71] i зараз широко використовуються при проведеннi
групової класифiкацiї (див. [53, 58, 101] та цитованi там роботи).
Зауважимо, що в деяких роботах (див., наприклад, [93]) для позначення
ФЗП використовують термiнологiю “допустимi перетворення”.

Перейдемо до задачi групової класифiкацiї систем рiвнянь РД, яка
бере свiй початок з роботи [105]. Зокрема, в цiй роботi дослiджувалися
симетрiйнi властивостi систем рiвнянь РД зi сталими коефiцiєнтами
дифузiї вигляду

ut − uxx = f(u),

де u = (u1, u2, . . . , un), f(u) — довiльна гладка функцiя, f : Rn → Rn.
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Основний результат роботи [105] подаємо у виглядi теореми.

Теорема 1.1. Система рiвнянь РД

Lu = f(u), (1.4)

де Lu ≡ ut − uxx, iнварiантна вiдносно перетворень, породжених
оператором

X = τ(t, x, u)∂t + ξ(t, x, u)∂x + η(t, x, u)∂u,

тодi i тiльки тодi, коли функцiї τ, ξ та η мають вигляд

τ = τ(t),

ξ = 1
2 τ̇(t) · x + ξ0(t),

η = δ̄(t, x) · u + ε(t, x),

де δ̄(t, x) = δ(t) + (−1
8 τ̈(t) · x2 − 1

2ξ0(t) · x) · I (I — одинична матриця),
а вектор-функцiя f(u) задовольняє рiвняння

L(δ̄u + ε) + (δ̄ − τ̇ · I) · f(u) = f ′(u) · (δ̄u + ε).

В теоремi 1.1: τ(t) та ξ0(t) — дiйснi функцiї, ε(t, x) — вектор-функцiя,
δ(t) — матриця розмiрностi n× n.

Теорема 1.1 описує лише структуру операторiв симетрiї Лi системи
(1.4) та обмеження на функцiю f .

Задача групової класифiкацiї системи рiвнянь РД (1.4) не була
повнiстю розв’язана в [105]. Зокрема, у випадку двокомпонентних систем
рiвнянь РД зi сталими коефiцiєнтами дифузiї, тобто систем вигляду

Ut = λ1∆U + F (U, V ),

Vt = λ2∆V + G(U, V ),
(1.5)

де λ1 та λ2 — довiльнi сталi, x = (x1, x2, . . . , xn), ∆ — оператор Лапласа
в Rn, iснує багато робiт, присвячених розв’язанню задачi групової
класифiкацiї [49, 50,81,83].
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В роботах [81–83] А. Г. Нiкiтiн розглядав задачу групової класифiкацiї
системи рiвнянь РД з поперечною дифузiєю вигляду

Ut = ∆(λ11U + λ12V ) + F (U, V ),

Vt = ∆(λ21U + λ22V ) + G(U, V ),

яка у випадку дiагональної дифузiйної матрицi (λ12 = λ21 = 0) збiгається
з системою (1.5). Зокрема, в роботi [82] дослiджувався випадок

λ11 = λ22 = a, λ12 = −λ21 = −1.

На теперiшнiй час можна стверджувати, що всеможливi симетрiї Лi
системи рiвнянь РД (1.5) повнiстю описано у роботах [49,50,83]. Зокрема,
в роботi [49] проведено групову класифiкацiю системи (1.5) у випадку
рiзних коефiцiєнтiв дифузiї (λ1 6= λ2), а в статтi [50] було розглянуто
випадок λ1 = λ2 = 1.

Задача групової класифiкацiї системи (1.1) у випадку (D1
U)2 +

(D2
V )2 6= 0 була розв’язана в роботi [72]. Зокрема, в цiй статтi було

отримано 30 систем рiвнянь РД, якi допускають розширення тривiальної
алгебри з базисними операторами Pt та Px, з точнiстю до перетворень
еквiвалентностi системи (1.1)

t̄ = C1t + C2, x̄ = C3x + C4,

Ū = C5U + C6, V̄ = C7V + C8,

D̄1 = C2
3

C1
D1, D̄2 = C2

3

C1
D2, F̄ = C5

C1
F, Ḡ = C7

C1
G,

(1.6)

де Cl (l = 1, . . . , 8) — деякi сталi, C2k−1 6= 0, k = 1, . . . , 4.
У роботi [51] задача групової класифiкацiї системи (1.1) була

розв’язана з точнiстю до перетворень вигляду

t → C0t + C1 exp(C2t), x → C3x + C4 exp(C5x) + C6 tan(C7x),

U → C8 + C9t + C10V + C11 exp(C12t)U+

C4 exp(C13x)U + C6 cos3(C14x)U,

V → C15 + C16t + C10U + C17 exp(C18t)V +

C4 exp(C13x)V + C6 cos3(C14x)V,

(1.7)
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де сталi C з iндексами визначаються конкретним виглядом системи.
Перетворення (1.7) мiстять як частинний випадок перетворення

еквiвалентностi (1.6) та дозволяють скоротити кiлькiсть випадкiв,
отриманих в статтi [72], до 10 (див. таблицю 1.1).

Таблиця 1.1
Симетрiї Лi системи (1.1) [51]

Системи рiвнянь РД Базиснi оператори МАI
1. Ut = d1Uxx + U1+βf(V ), β 6= 0 Pt, Px

Vt = (D2(V )Vx)x + Uβg(V ) Dβ
0 = D00 − 2

β
U∂U

2. Ut = d1Uxx + exp(γU)f(V ), γ 6= 0 Pt, Px

Vt = (D2(V )Vx)x + exp(γU)g(V ) Dγ
0 = D00 − 2

γ
∂U

3. Ut = d1Uxx Pt, Px, U∂U

Vt = (D2(V )Vx)x + g(V ) X∞
0 = P0(t, x)∂U

4. Ut = d1Uxx + f(V ) Pt, Px, X∞
0

Vt = (D2(V )Vx)x Dβ
0 з β = −1

5. Ut = d1Uxx + λU + f(V ) Pt, Px

Vt = (D2(V )Vx)x + g(V ) X∞
λ = Pλ(t, x)∂U

6. Ut = d1Uxx + γU log U + Uf(V ) Pt, Px

Vt = (D2(V )Vx)x + g(V ) Qγ = exp(γt)U∂U

7. Ut = d1(U
α1Ux)x + Uγ1f(ω) Pt, Px

Vt = d2(V
α2Vx)x + V γ2g(ω) Dγ

1 = 2(γ − 1)t∂t + γx∂x+

ω = U−α1V α2 , γk = 1 + αk − γαk, k = 1, 2 2
α1

U∂U + 2
α2

V ∂V

8. Ut = d1(U
α1Ux)x + U1+βf(ω) Pt, Px

Vt = d2(exp(α2V )Vx)x + Uβg(ω) Dγ
2 = 2(γ − 1)t∂t + γx∂x+

ω = U−α1 exp(α2V ), β = α1 − γα1
2

α1
U∂U + 2

α2
∂V

9. Ut = d1(exp(α1U)Ux)x + exp(α1(1− γ)U)g(ω) Pt, Px

Vt = d2(exp(α2V )Vx)x + exp(α2(1− γ)V )g(ω) Dγ
3 = 2(γ − 1)t∂t + γx∂x+

ω = α1U − α2V
2

α1
∂U + 2

α2
∂V

10. Ut = d1(U
−4/3Ux)x + Uf(U/V ) Pt, Px

Vt = d2(V
−4/3Vx)x + V g(U/V ) D1

1 = x∂x − 3
2
(U∂U + V ∂V )

K = x2∂x − 3x(U∂U + V ∂V )

Зауваження 1.1. В таблицi 1.1 : d1 6= 0, d2 6= 0, α1 6= 0, α2 6= 0, β,

γ, λ — довiльнi сталi; D2, f та g — довiльнi гладкi функцiї своїх
аргументiв; функцiї P0(t, x) та Pλ(t, x) є довiльними розв’язками
вiдповiдно рiвнянь Pt = d1Pxx та Pt = d1Pxx + λP ; D00 = 2t∂t + x∂x.
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Продовженням дослiджень, проведених в роботi [51], є стаття [52], в
якiй проведено групову класифiкацiю системи рiвнянь РД з несталими
коефiцiєнтами дифузiї у випадку n просторових змiнних. Зокрема, в цiй
роботi поряд з природнiм узагальненням поданих в таблицi 1.1 систем
та вiдповiдних їм МАI, отримано один додатковий випадок при n = 2, в
якому система рiвнянь РД вигляду

Ut = ∇(U−1∇U) + Uf(U/V ),

Vt = ∇(V −1∇V ) + V g(U/V ),
(1.8)

де ∇ = ( ∂
∂x1

, ∂
∂x2

), допускає нескiнченновимiрну алгебру Лi.
Базиснi оператори МАI системи (1.8) мають такий вигляд :

Pt, P1 = ∂x1
, P2 = ∂x2

, X∞ = ka∂xa
− 2k1

1(U∂U + V ∂V ) (a = 1, 2),

де функцiї k1(x1, x2) та k1(x1, x2) є довiльним розв’язком системи Кошi–
Рiмана :

k1
1 = k2

2, k1
2 + k2

1 = 0, ka
b ≡

∂ka

∂xb
.

Отже, можна стверджувати, що на сьогоднiшнiй день задача групової
класифiкацiї класу систем рiвнянь РД (1.1) зi сталими та несталими
коефiцiєнтами дифузiї є розв’язаною.

При побудовi точних розв’язкiв конкретної нелiнiйної системи рiвнянь
РД з (1.1) необхiдно виписати її МАI (проаналiзувавши роботи [49–51,83])
та використати вiдомий алгоритм (див., наприклад, [12,25,65,87]), який
дозволяє звести (провести редукцiю) дослiджувану систему ДРЧП до
системи ЗДР. Таким чином, знайшовши розв’язки редукованої системи
ЗДР, отримуємо розв’язки вихiдної системи. Зазначимо також, що iснує
i iнший спосiб побудови розв’язкiв ДРЧП (систем ДРЧП). Зокрема, у
випадку, коли система ДРЧП допускає широку МАI, можна будувати
багатопараметричнi сiм’ї розв’язкiв (породжувати новi розв’язки) [87] з
її вiдомих розв’язкiв. Опишемо коротко суть алгоритму побудови точних
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роз’язкiв на прикладi системи рiвнянь РД вигляду

λ1Ut = Uxx + β1U
(
U−λ2V λ1

)4/(λ1−λ2) ,

λ2Vt = Vxx + β2V
(
U−λ2V λ1

)4/(λ1−λ2) ,
(1.9)

де β1 6= 0 та β2 — довiльнi сталi.
В роботi [49] доведено, що система (1.9) допускає шестивимiрну МАI

AG2(1.1) з такими базисними операторами :

Pt = ∂t, Px = ∂x, Qλ = λ1U∂U + λ2V ∂V ,

G = t∂x − 1
2xQλ, D = 2t∂t + x∂x − 1

2(U∂U + V ∂V ),

Π = t2∂t + tx∂x − 1
4x

2Qλ − 1
2t(U∂U + V ∂V ).

(1.10)

Використавши нееквiвалентнi одновимiрнi пiдалгебри алгебри AG2(1.1)

[12, 87], в [49] було проведено редукцiю системи (1.9) до систем
ЗДР. Розглянемо для прикладу оператор Px. Для побудови анзацу
(пiдстановки, яка зводить задане ДРЧП (cистему ДРЧП) до деякого
iншого рiвняння (cистеми рiвнянь) з меншою кiлькiстю незалежних
змiнних), який породжуєтся оператором Px, необхiдно розв’язати таку
систему характеристичних рiвнянь (систему Ойлера-Лаґранжа) :

dt

0
=

dx

1
=

dU

0
=

dV

0
. (1.11)

Розв’язок системи (1.11) (шуканий анзац) має вигляд

U = ϕ1(t), V = ϕ2(t), (1.12)

ду ϕ1 та ϕ2 — новi шуканi функцiї.
Для проведення редукцiї потрiбно пiдставити анзац (1.12) в систему

(1.9), при цьому отримується редукована система ЗДР

λ1ϕ̇1 = β1ϕ
1−γ1λ2

1 ϕγ1λ1

2 ,

λ2ϕ̇2 = β2ϕ
1+γ1λ1

2 ϕ−γ1λ2

1 ,
(1.13)

де γ1 = 4/(λ1 − λ2). Проiнтегрувавши систему (1.13) та врахувавши
(1.12), маємо такi розв’язки системи рiвнянь РД (1.9) :

U0 = Aλ1

(
±λ1λ2

γ1κ

) 1
4

(t0 ± t)
β1λ2
γ1κ ,

V 0 = Aλ2

(
±λ1λ2

γ1κ

) 1
4

(t0 ± t)
β2λ1
γ1κ ,

(1.14)
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якщо κ = β1λ
2
2 − β2λ

2
1 6= 0, та

U0 = Aλ1

(
λ2

1α
β1

) 1
4

exp(λ1αt),

V 0 = Aλ2

(
λ2

1α
β1

) 1
4

exp(λ2αt),
(1.15)

якщо κ = 0; t0, A та α — довiльнi сталi. Як бачимо, розв’язки (1.14)
та (1.15) мають вiдносно просту структуру та не залежать вiд змiнної x,
що обумовлено виглядом анзацу (1.11). В [49] використано перетворення
Ґалiлея (породженi оператором G з (1.10)) для побудови нових розв’язкiв
системи (1.9)

Unew = Aλ1

(
±λ1λ2

γ1κ

) 1
4

(t0 ± t)
β1λ2
γ1κ exp

(
λ1

2

(
εx + ε2t

2

))
,

Vnew = Aλ2

(
±λ1λ2

γ1κ

) 1
4

(t0 ± t)
β2λ1
γ1κ exp

(
λ2

2

(
εx + ε2t

2

))
,

та

Unew = Aλ1

(
λ2

1α
β1

) 1
4

exp
(
λ1αt + λ1

2

(
εx + ε2t

2

))
,

Vnew = Aλ2

(
λ2

1α
β1

) 1
4

exp
(
λ2αt + λ2

2

(
εx + ε2t

2

))
,

де ε — довiльний параметр.
Таким чином, бачимо, що застосування методу Лi до побудови точних

розв’язкiв нелiнiйних систем ДРЧП є ефективним у випадку, коли
дослiджувана система допускає нетривiальну алгебру Лi. Проте для
багатьох нелiнiйних систем рiвнянь РД з класу (1.1) шукана МАI є
тривiальною (оператори зсуву за змiнним t та x). Для розв’язання таких
систем можна використовувати iншi методи (якi згадувалися вище),
серед яких i метод Q-умовної симетрiї (некласичної симетрiї).

1.2. Q-умовнi симетрiї систем рiвнянь реакцiї-
дифузiї-конвекцiї

У 1969 роцi Дж. Блуман та Дж. Коул в роботi [38] запропонували
важливе узагальнення симетрiй Лi на прикладi лiнiйного рiвняння
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теплопровiдностi

ut = uxx.

Протягом майже двадцяти рокiв введений в [38] новий тип симетрiй
(який пiзнiше стали називати некласичною симетрiю) залишався
маловiдомим та не застосовувався для дослiдження ДРЧП. Лише пiсля
перевiдкриття в роботах [66, 88, 89] симетрiй, введених Блуманом i
Коулом, робота [38] отримала належне визнання. Зокрема, В. I. Фущичем
та його учнями було введено означення умовної симетрiї [24, 25], яке
суттєво узагальнює некласичну симетрiю. Зазначимо також, що в роботi
[38] замiсть термiну “некласична симетрiя” вживається термiнологiя
некласичний метод для знаходження iнварiантних розв’язкiв.

На теперiшнiй час для позначення симетрiй запропонованих Блуманом
i Коулом використовують двi основнi назви, а саме : некласична симетрiя
[34, 35, 84, 90, 95] та Q-умовна симетрiя [21, 25, 64, 65]. В дисертацiї ми
вживаємо термiнологiю Q-умовна симетрiя, яка була запропонована в
монографiї В. I. Фущича та його учнiв [25]. Сформулюємо означення
оператора Q-умовної симетрiї у випадку скалярного диференцiального
рiвняння.

Розглянемо рiвняння

L(x, u, u
1
, . . . , u

r
) = 0, (1.16)

де x = (x1, x2, . . . , xn), u = u(x) — достатньо гладка функцiя, символом
u
s

позначено сукупнiсть всеможливих похiдних s-го (s = 1, 2, . . . , r)
порядку функцiї u(x), тобто

u
s

=
{

ui1...is =
∂su

∂xi1 · · · ∂xis

, 1 ≤ i1 ≤ n, . . . , 1 ≤ is ≤ n
}

.

Означення 1.2. [19] Кажуть, що ДРЧП (1.16) Q-умовно iнварiантне
вiдносно оператора

Q =
n∑

i=1

ξi(x, u)∂xi
+ η(x, u)∂u
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(у якого хоча б один коефiцiєнт ξi не дорiвнює 0), якщо виконується
умова

Q
r

L
∣∣∣
L

= 0,

де оператор Q
r

— r-те продовження оператора Q, многовид L
визначається рiвняннями

L = 0, Q(u) ≡
n∑

i=1

ξiuxi
− η = 0

та диференцiальними наслiдками рiвняння Q(u) = 0 до порядку r − 1

включно. При цьому оператор Q називають оператором Q-умовної
симетрiї рiвняння (1.16).

Задача побудови операторiв Q-умовної симетрiї є значно складнiшою
нiж задача пошуку операторiв класичної симетрiї Лi. Це пов’язано з
тим, що отримана в результатi пошуку операторiв Q-умовної симетрiї
СВР є нелiнiйною, а отже, її не завжди вдається проiнтегрувати. Навiть
для випадку лiнiйного рiвняння теплопровiдностi вiдповiдна СВР не
була розв’язана в роботi [38]. Найзагальнiший результат розв’язання
вказаної системи представлено, наприклад, в роботi [64]. Зокрема, в цiй
статтi було доведено, що загальний розв’язок СВР виражається трьома
розв’язками лiнiйного рiвняння теплопровiдностi.

На вiдмiну вiд скалярних рiвнянь реакцiї-дифузiї-конвекцiї, для
яких задача побудови операторiв Q-умовної симетрiї розглядається
в багатьох роботах (див., наприклад [15, 43, 54, 91] та цитовану там
лiтературу), робiт, присвячених пошуку таких операторiв для систем, є
небагато. Переважна їх кiлькiсть була опублiкована протягом останнього
десятилiття i найбiльш вiдомими є роботи [14,36,37,55,57,78,99].

Першою з вiдомих нам робiт, присвячених побудовi операторiв Q-
умовної симетрiї для систем ДРЧП, є робота [75], в якiй дослiджуються
iнварiантнi розв’язки системи рiвнянь

ht + hxu + hux = 0,

ut + uux + hx + νhxxx = 0,
(1.17)



23

що описує поширення хвиль в мiлководдi. В системi (1.17) функцiя h(t, x)

означає глибину, функцiя u(t, x) — швидкiсть, стала ν = 1
3h0, h0 —

початкова глибина рiдини в станi спокою.
Зокрема, в роботi [75] при побудовi розв’язкiв системи (1.17) поряд

iз використанням некласичної симетрiї застосовано прямий метод [59],
згiдно з яким iнварiантнi розв’язки системи (1.17) шукаються у виглядi

u(t, x) = α(t, x) + β(t, x)w
(
Z(t, x)

)
,

h(t, x) = A(t, x) + B(t, x)C
(
Z(t, x)

)
,

(1.18)

де α, β, A, B та Z — деякi заданi функцiї, тодi як w та C —
новi шуканi функцiї, що задовольняють систему ЗДР, яка отримується
шляхом пiдстановки анзацу (1.18) в систему (1.17).

У роботi [75] показано, що лише один iз шести нееквiвалентних
iнварiантних розв’язкiв системи (1.17) (отриманих прямим методом)
є лiївським (тобто таким, який можна знайти з використанням
класичної симтерiї), тодi як iншi п’ять типiв розв’язкiв були знайденi
з використанням некласичної симетрiї. Це обумовлено тим, що метод
некласичної симетрiї є ширшим за прямий метод [85].

В роботах [20, 36, 57] побудовано оператори Q-умовної симетрiї для
системи рiвнянь типу Бюргерса

ut = λ1uxx + uux + F 1(u, v)vx,

vt = λ2vxx + vvx + F 2(u, v)ux,
(1.19)

де F 1 та F 2 — довiльнi гладкi функцiї, λ1 та λ2 — довiльнi сталi.
Зокрема, у роботi [57] зроблено вичерпний опис симетрiй Лi системи

(1.19). В цiй роботi також побудовано СВР для пошуку операторiв Q-
умовної симетрiї системи (1.19) (теорема 3 [57]). Проте вказана СВР є
дуже складною i не була розв’язана повнiстю в статтi [57]. Частковий
результат iнтегрування отриманої системи подано у виглядi теореми.
Теорема 1.2. Система дифузiї-конвекцiї (1.19) є Q-умовно iнварiант-
ною вiдносно оператора

Q = ∂t + ξ(t, x, u, v)∂x + η1(u, v)∂u + η2(u, v)∂v, ξuξv 6= 0, (1.20)
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тодi i тiльки тодi, коли

λ1 = λ2 = 1, F 1 = m1 + u, F 2 = m2 + v, m1,m2 ∈ R,

а коефiцiєнти оператора (1.20) мають вигляд

ξ = 1
2(u + v) + α0,

η1 = −1
4 [u(u + v)2 + 2α0u(u + v)] + β0u + γ1,

η2 = −1
4 [v(u + v)2 + 2α0v(u + v)] + β0v + γ2,

якщо m1 = m2 = 0,

ξ = 1
2(u + v),

η1 = −1
4 [(u + m1)(u + v)2 + (m2 −m1)u

2] + β0u + γ1,

η2 = −1
4 [(v + m2)(u + v)2 + (m1 −m2)v

2] + β0v + γ2,

якщо m1 6= m2. Тут α0, β0, γ1 та γ2 — довiльнi сталi.

В роботi [36] узагальнено результат теореми 1.2 (див. (31)–(32) [36]) та
знайдено нову пару функцiй

(
F 1, F 2

)
= (−u2

v ,−v2

u ), для якої оператор
Q-умовної симетрiї системи (1.19) (у випадку λ1 = λ2 = 1) має вигляд

Q = ∂t − 3

x
∂x − 3u

x2 ∂u − 3v

x2 ∂v.

В роботi [99] використано оператори класичної та некласичної симетрiї
для побудови точних розв’язкiв системи рiвнянь

ut =
(
D0

u
u+kv ux

)
x

+ νv + (α− µ)u,

vt = (α− ν)v + µu,
(1.21)

де D0, α, k, µ та ν — довiльнi додатнi сталi. Зокрема, при побудовi
операторiв некласичної симетрiї системи (1.21) були накладенi такi
обмеження на структуру оператора :

Q = ∂x + ug1(x)∂u + vg2(x)∂v.

У випадку систем рiвнянь РД (1.1) проблема побудови Q-умовних
симетрiй (некласичних симетрiй) є досi невирiшеною через її складнiсть.
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Деякi загальнi результати, пов’язанi з побудовою Q-умовних симетрiй
вигляду

Q = ∂t + ξ(t, x, u, v)∂x + η1(t, x, u, v)∂u + η2(t, x, u, v)∂v, (1.22)

для системи рiвнянь РД зi степеневими коефiцiєнтами дифузiї

ut = (ukux)x + F 1(u, v), k 6= −1,

vt = (vlvx)x + F 2(u, v), l 6= −1, k2 + l2 6= 0,

були отриманi в роботах [16,55] та дисертацiї [14] (див. пiдроздiл 3.3 [14]).
У випадку систем рiвнянь РД зi сталими коефiцiєнтами дифузiї (1.5)

(при n = 1) задача побудови операторiв Q-умовної симетрiї розглядалася
в роботах [14, 37]. Зокрема, в статтi [37] наведено приклади операторiв
некласичної симетрiї для деяких систем з класу (1.5) та подано їх
застосування для побудови точних розв’язкiв. В роботi [14] отримано
оператори Q-умовної симетрiї вигляду (1.22) системи (1.5) (λ1λ2 6= 0)
при таких додаткових обмеженнях :

ξ = ξ(u, v), η1 = η1(u, v), η2 = η2(v).

Отриманий в [14] результат узагальнено в теоремi 3.4.
Перейдемо до формулювання основних понять та тверджень, якi

будуть використанi в роботi.

Означення 1.3. Оператор (1.3) називається оператором Q-умовної
(некласичної) симетрiї системи (1.2), якщо виконуються такi умови
iнварiантностi :

Q
k

(Si)
∣∣∣
Mm

= 0, i = 1, 2, . . . , m,

де многовид Mm визначається рiвняннями

S1 = 0, S2 = 0, . . . , Sm = 0, Q(u1) = 0, . . . , Q(um) = 0

та диференцiальними наслiдками за незалежними змiнними t та x

рiвнянь Q(ui) = 0 (i = 1, 2, . . . , m) до порядку k − 1 включно.
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Означення 1.3 є природним узагальненням вiдомого означення Q-
умовної симетрiї для скалярного рiвняння [19,104] на випадок систем.

Розглянемо властивостi операторiв Q-умовної симетрiї.

Властивiсть 1.1. Будь-який оператор Q-умовної симетрiї помножений
на довiльну гладку функцiю залишається оператором Q-умовної
симетрiї.

Властивiсть 1.2. На вiдмiну вiд операторiв Лi, оператори Q-умовної
симетрiї не завжди утворюють алгебру Лi.

Властивiсть 1.3. Оператор Q-умовної симетрiї гарантує редукцiю
заданого ДРЧП (системи ДРЧП) до рiвняння (системи рiвнянь) з
меншою кiлькiсть незалежних змiнних.

Властивостi 1.1 та 1.2 вказують на суттєву вiдмiннiсть мiж операто-
рами Q-умовної симетрiї та операторами симетрiї Лi.

У випадку систем еволюцiйних рiвнянь, при побудовi операторiв Q-
умовної симетрiї вигляду (1.3) розглядають такi суттєво рiзнi випадки :

a) ξ0 6= 0; b) ξ0 = 0, ξ1 6= 0.

У випадку a), врахувавши властивiсть 1.1, оператор Q-умовної
симетрiї (1.3) можна записати у виглядi

Q = ∂t + ξ(t, x, u)∂x + η1(t, x, u)∂u1 + . . . + ηm(t, x, u)∂um. (1.23)

У випадку b) отримуємо такий оператор :

Q = ∂x + η1(t, x, u)∂u1
+ . . . + ηm(t, x, u)∂um

. (1.24)

Оскiльки в роботi [1] доведено, що пошук операторiв Q-умовної
симетрiї вигляду (1.24) для систем еволюцiйних рiвнянь зводиться до
розв’язування вихiдної системи, то розглядатимемо лише оператори з

ξ0 6= 0. (1.25)

Зауважимо також, що у випадку еволюцiйних рiвнянь (систем) при
побудовi операторiв Q-умовної симетрiї вигляду (1.23) диференцiальнi
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наслiдки не приводять до отримання нових результатiв. Зокрема, для
систем рiвнянь РД це доведено в дисертацiї [14]. Таким чином, при
побудовi операторiв Q-умовної симетрiї, використовуючи означення 1.3,
розглядатимемо многовид

Mm = {S1 = 0, S2 = 0, . . . , Sm = 0, Q(u1) = 0, . . . , Q(um) = 0}.

Поряд з означенням 1.3 при побудовi операторiв Q-умовної симетрiї
будемо використовувати нещодавно запропонованi в роботi [44]
означення.

Означення 1.4. [44] Оператор (1.3) називається оператором Q-умовної
симетрiї першого типу системи (1.2), якщо виконуються такi умови
iнварiантностi :

Q
k

(Si)
∣∣∣
M1

= 0, i = 1, 2, . . . , m, (1.26)

де через M1 позначено один з многовидiв {S1 = 0, S2 = 0, . . . , Sm =

0, Q(ui1) = 0} з фiксованим номером i1 (1 ≤ i1 ≤ m).

Означення 1.5. [44] Оператор (1.3) називається оператором Q-умовної
симетрiї p-того типу системи (1.2), якщо виконуються такi умови
iнварiантностi :

Q
k

(Si)
∣∣∣
Mp

= 0, i = 1, 2, . . . , m,

де через Mp позначено один з многовидiв {S1 = 0, S2 = 0, . . . , Sm =

0, Q(ui1) = 0, . . . , Q(uip) = 0} з фiксованими номерами i1, . . . , ip (1 ≤
p ≤ ip ≤ m).

Розглянутi означення при m = 1 (тобто для випадку одного еволю-
цiйного рiвняння) збiгаються з означенням некласичної симетрiї.

В роботi [44] було також показано, що оператори Q-умовної симетрiї p-
того типу не задовольняють властивiсть 1.1. Отже, оператори Q-умовної
симетрiї p-того типу будемо шукати у виглядi (1.3) при обмеженнi (1.25).
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У випадку m > 1 мiж перерахованими симетрiями iснує зв’язок, який
логiчно випливає з структури многовидiв :

Mm ⊂Mp ⊂M1 ⊂M.

Таким чином : кожен оператор симетрiї Лi є оператором Q-умовної
симетрiї першого та p-того типiв; кожен оператор Q-умовної симетрiї
першого типу є оператором Q-умовної симетрiї p-того типу. Очевидно,
що знайшовши всi оператори Q-умовної (некласичної) симетрiї заданої
системи еволюцiйних рiвнянь ми одночасно матимемо серед них всi
симетрiї Лi та Q-умовнi симетрiї p-того (p = 1, 2, . . . , m − 1) типу.
Проте задача знаходження операторiв Q-умовної симетрiї є незрiвнянно
складнiшою, нiж задача знаходження операторiв Q-умовнi симетрiї p-
того типу.

Як випливає з властивостi 1.2, лiнiйна комбiнацiя двох операторiв
Q-умовної симетрiї в загальному випадку не є оператором Q-умовної
симетрiї. З другого боку, використовуючи означення 1.1 та 1.4, неважко
довести таке твердження.

Твердження 1.1. Нехай Xi1 =
m∑

l 6=i1, l=1
ηl(t, x, u)∂ul (з фiксованим

номером i1, 1 ≤ i1 ≤ m) є оператором симетрiї Лi
системи еволюцiйних рiвнянь (1.2), а Qi1 є оператором Q-умовної
симетрiї першого типу цiєї системи (знайденим для многовиду
M1 = {S1 = 0, S2 = 0, . . . , Sm = 0, Qi1(u

i1) = 0}), тодi довiльна лiнiйна
комбiнацiя C1Xi1 + C2Qi1 (C1 та C2 — довiльнi ненульовi сталi) буде
оператором Q-умовної симетрiї першого типу системи (1.2).

Доведення.
Покажемо, що оператор Z = C1Xi1 +C2Qi1 задовольняє означення 1.4

на многовидi M∗
1 = {S1 = 0, S2 = 0, . . . , Sm = 0, Z(ui1) = 0}, тобто

вiн є оператором Q-умовної симетрiї першого типу. Згiдно з означенням,
необхiдно показати, що

Z
k

(Si)
∣∣∣
M∗

1

= 0, i = 1, 2, . . . , m. (1.27)
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Оскiльки Z(ui1) = (C1Xi1 + C2Qi1)(u
i1) = C2Qi1(u

i1), то многовиди M1

та M∗
1 збiгаються. Таким чином, отримуємо :

Z
k

(Si)
∣∣∣
M∗

1

= Z
k

(Si)
∣∣∣
M1

= (C1Xi1
k

+ C2Qi1
k

) (Si)
∣∣∣
M1

=

C1Xi1
k

(Si)
∣∣∣
M1

+ C2Qi1
k

(Si)
∣∣∣
M1

= C1Xi1
k

(Si)
∣∣∣
M1

, i = 1, 2, . . . , m.
(1.28)

За умовою Xi1 — оператор симетрiї Лi системи (1.2), тобто, згiдно з
означенням 1.1, маємо

Xi1
k

(Si)
∣∣∣
M

= 0, i = 1, 2, . . . , m, (1.29)

де M = {S1 = 0, S2 = 0, . . . , Sm = 0}.
Оскiльки очевидно, що M1 ⊂M, то

Xi1
k

(Si)
∣∣∣
M1

= 0, i = 1, 2, . . . , m. (1.30)

Отже, з (1.28) i (1.30) випливає виконання умови (1.27).
Твердження доведено.

1.3. Система рiвнянь Лотки–Вольтера : основнi
властивостi та застосування

В 20-х роках XX ст. А. Лотка (A. J. Lotka) [74] i В. Вольтера (V. Volter-
ra) [102] незалежно один вiд одного запропонували систему звичайних
диференцiальних рiвнянь, яка стала базовою системою для багатьох
математичних моделей (див., наприклад, [79,98]).

Отже, розглянемо класичну систему Лотки–Вольтера

du
dt = u(a− bv),
dv
dt = v(−c + du),

(1.31)

де a, b, c та d — додатнi сталi.
Вольтера запропонував систему (1.31) для опису взаємодiї двох

видiв типу хижак-жертва. В природi така взаємодiя в чистому виглядi
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(взаємодiя тiльки двох видiв) зустрiчається дуже рiдко, але очевидно,
що змiна чисельностi популяцiї хижакiв перш за все пов’язана зi змiною
чисельностi популяцiї жертв, на представникiв якої полюють хижаки.
Таким чином, згiдно з [102] : u(t) та v(t) є вiдповiдно чисельнiстю
популяцiї жертв та хижакiв в момент часу t; сталi a та −c — рiзницi мiж
народжуванiстю та смертнiстю; доданки −buv та duv характеризують
бiологiчний закон переносу енергiї вiд жертв до хижакiв.

Розглянемо деякi властивостi класичної системи Лотки–Вольтера. Для
початку зазначимо, що система (1.31) замiною змiнних

t → 1

a
t, u → c

d
u, v → a

b
v

зводиться до системи
du
dt = u(1− v),
dv
dt = α v(−1 + u),

(1.32)

де α = c
a .

Система (1.32) має двi стацiонарнi точки [79] : (0,0) — сiдлова точка,
(1, 1) — нейтрально стiйкий центр.

Перший iнтеграл системи (1.32) має вигляд

H = αu + v − ln uαv, (1.33)

де H — довiльна стала, H > H0 (H0 — мiнiмальне значення сталої H для
довiльних значень u та v). Стала H приймає своє мiнiмальне значення
H0 в точцi (u, v) = (1, 1), а саме : H0 = α+1. З фазової площини системи
(1.32) (рис. 1.1) видно, що її розв’язки в околi точки (1, 1) є перiодичними
функцiями, оскiльки фазовi кривi — замкнутi.

Розглянемо узагальнення класичної системи Лотки–Вольтера для
випадку m залежних змiнних u1, u2, . . . , um з урахуванням дифузiї в
одновимiрному просторi

ui
t = λiu

i
xx + ui

(
ai +

m∑

j=1

biju
j
)
, (1.34)
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Рис. 1.1: Фазовi кривi з (1.33) системи (1.32) для таких сталих : α = 0.5, H1 =

1.6, H2 = 1.8, H3 = 2, H4 = 2.2.

де λi ≥ 0, ai та bij — довiльнi дiйснi сталi, i, j = 1, . . . , m.

Система (1.34) у випадку m = 1 є класичним рiвнянням Фiшера [61]

ut = λuxx + u(a− bu), (1.35)

(тут a та b — додатнi сталi).
Рiвняння (1.35) є неiнтегровним i допускає лише тривiальну алгебру

Лi. Бiльше того, як випливає з [56], воно не допускає операторiв Q-
умовної симетрiї вiдмiнних вiд операторiв симетрiї Лi (при ξ0 6= 0).
Єдиний вiдомий точний розв’язок рiвняння (1.35), який допускає
бiологiчну iнтерпретацiю, має вигляд [30]

u(t, x) =
a

b

[
1 + c exp

(
±

√
a

6λ
(x− vt)

)]−2
,

де v = 5√
6

√
λa, c — довiльна стала.

Розглянемо систему (1.34) у випадку m = 2 :

ut = d1uxx + u(a1 − b1u− c1v),

vt = d2vxx + v(a2 − b2u− c2v),
(1.36)

(тут всi параметри є додатними сталими).
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На сьогоднiшнiй день iснує дуже багато робiт, присвячених
дослiдженню системи (1.36). Зокрема, в багатьох статтях (див.,
наприклад, [67, 73] та цитовану там лiтературу) дослiджуються умови
iснування плоскохвильових розв’язкiв двокомпонентних ДСЛВ. З iншого
боку, на теперiшнiй час є небагато робiт, присвячених побудовi точних
розв’язкiв системи (1.36) у явному виглядi [29,69,97].

У роботi [29] описано симетрiї Лi системи (1.36) при довiльно вибраних
коефiцiєнтах та знайдено її точнi та числовi розв’язки.

Теорема 1.3. [29] Tочний обмежений розв’язок нелiнiйної крайової
задачi для ДСЛВ (1.36) при d1 = d2 = λ та початкових умовах

u = a
4b

[
1− tanh

(√
a

24λx + c0
)]2 ≡ u0(x)

v = β0 + β1u0(x)
(1.37)

i нульових крайових умовах Ноймана

ux(t,−∞) = ux(t, +∞) = vx(t,−∞) = vx(t, +∞) = 0

в областi Ω = {(t, x) ∈ [0, +∞)× (−∞, +∞)} має вигляд

u = a
4b

[
1− tanh

(√
a

24λx− 5a
12t + c0

)]2

v = β0 + β1u.
(1.38)

У формулах (1.37) i (1.38) c0 — довiльна стала, а коефiцiєнти a, b, β0,
β1 визначаються через (16)–(18) [29].

В статтi [97] поряд з плоскохвильовими розв’язками системи (1.36) (з
коефiцiєнтами a1 = b1 = c2 = d1 = 1, a2 = a, c1 = c, b2 = b, d2 = d)
отримано такий стацiонарний розв’язок :

u(x) = 1
2 + 6

1−ac ℘(x; g1, g2),

v(x) = a
(

1
2 − 6

1−ac ℘(x; g1, g2)
)
,

де ℘ — функцiя Ваєрштраса, g1 = 1
12(−1+ac)2, g2 = − 1

216(−1+ac)2(−1+

6a0 + ac), a0 — довiльна дiйсна стала.



33

У роботi [69] доведено ряд теорем (теореми 2.1–2.5 [69]), якi описують
точнi розв’язки системи (1.36). Зокрема, в цiй статтi отримано такий
новий (порiвняно з вiдомими ранiше) розв’язок :

u(t, x) = (1− tanh z)(m1 −m2 + 1
2 + m1 tanh z + m2 tan2 z),

v(t, x) = 1
8(1 + tanh z)3, z = px− θt,

де m1, m2, p та θ — фiксованi сталi.
Розв’язання ДСЛВ (1.34) у випадку багатокомпонентної системи

(m ≥ 3) є вкрай складним i, як правило, здiйснюється лише числовими
методами. У випадку m = 3 та λi = 0 (i = 1, 2, 3) можна знайти ряд
робiт (наприклад, [32, 40, 41]), присвячених побудовi перших iнтегралiв.
Зокрема, у роботi [32] для побудови перших iнтегралiв використано
оператори симетрiї Лi, а в рстаттях [40,41] використано метод Дарбу.

У випадку λi 6= 0 (i = 1, 2, 3) робiт з дослiдження
багатокомпонентних ДСЛВ аналiтичними методами вкрай мало [68, 76].
У роботi [76] дослiджуються умови iснування несталих стацiонарних
точок трикомпонентної ДСЛВ, а в статтi [68] описано умови iснування
плоскохвильових розв’язкiв трикомпонентної ДСЛВ та побудовано один
такий розв’язок.

Таким чином, бачимо, що дослiдженням класичної системи Лотки–
Вольтера займається багато вчених. Проте бiльшiсть вiдомих нам робiт
присвячено питанням iснування розв’язкiв, а не побудовi їх в явному
виглядi. Крiм того, вiдомi нам розв’язки знайденi iз використанням
плоскохвильового анзацу ui(t, x) = ui(α1t + α2x) (α1 та α2 — довiльнi
сталi), який дозволяє будувати розв’язки одного типу (плоскохвильовi
розв’язки). На наш погляд, це обумовлено тим, що ДСЛВ (1.34) (у
випадку, коли всi параметри цiєї системи є довiльними додатними
сталими) допускає лише тривiальну алгебру Лi з базисними операторами
зсуву за змiнними t та x. Отже, проблема побудови точних розв’язкiв
ДСЛВ, зокрема з бiльш складною структурою, є актуальною задачею.
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РОЗДIЛ 2

Системи рiвнянь реакцiї-дифузiї типу
Лотки–Вольтера : симетрiї та точнi розв’язки

Цей роздiл присвячено побудовi операторiв Q-умовної симетрiї та Q-
умовної симетрiї першого типу для систем рiвнянь РД типу Лотки–
Вольтера. Отриманi оператори використано для побудови анзацiв та
проведення редукцiї систем рiвнянь РД до систем ЗДР. Побудовано
точнi розв’язки систем рiвнянь типу Лотки–Вольтера та дослiджено їх
властивостi.

У пiдроздiлi 2.1 знайдено новi оператори Q-умовної симетрiї двокомпо-
нентної ДСЛВ, побудовано точнi розв’язки та наведено їх бiологiчну
iнтерпретацiю.

У пiдроздiлi 2.2 описано всi симетрiї Лi та, при обмеженнi (1.25),
Q-умовнi симетрiї першого типу трикомпонентної ДСЛВ i знайдено
приклади її точних розв’язкiв.

У пiдроздiлi 2.3 побудовано iнварiантнi та частково iнварiантнi точнi
розв’язки однiєї системи рiвнянь РД типу Лотки–Вольтера, дослiджено
їх властивостi та наведено бiологiчну iнтерпретацiю.

2.1. Q-умовнi симетрiї та точнi розв’язки двоком-
понентної системи рiвнянь Лотки–Вольтера

2.1.1. Оператори Q-умовної симетрiї системи рiвнянь Лотки–
Вольтера
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У цьому пiдроздiлi будемо шукати оператори Q-умовної симетрiї
вигляду

Q = ∂t + ξ(t, x, u, v)∂x + η1(t, x, u, v)∂u + η2(t, x, u, v)∂v (2.1)

та Q-умовної симетрiї першого типу (при ξ0 6= 0)

Q = ξ0(t, x, u, v)∂t+ξ1(t, x, u, v)∂x+η1(t, x, u, v)∂u+η2(t, x, u, v)∂v (2.2)

двокомпонентної ДСЛВ

λ1ut = uxx + u(a1 + b1u + c1v),

λ2vt = vxx + v(a2 + b2u + c2v),
(2.3)

де λk > 0, ak, bk та ck — довiльнi дiйснi сталi (k = 1, 2), b2
2 + c2

1 6= 0;
u = u(t, x) та v = v(t, x) — шуканi функцiї (концентрацiї популяцiй).

Оскiльки система (2.3) належить до класу систем рiвнянь РД зi
сталими коефiцiєнтами дифузiї

uxx = λ1ut + C1(u, v),

vxx = λ2vt + C2(u, v),
(2.4)

то при побудовi СВР для знаходження операторiв Q-умовної симетрiї
системи (2.3) використаємо результат, отриманий для системи (2.4),
тобто СВР (3.26) [14], яка пiсля пiдстановки замiсть довiльних функцiй
C1 та C2 вiдповiдно виразiв −u(a1 + b1u + c1v) та −v(a2 + b2u + c2v) має
вигляд

ξuu = ξvv = ξuv = 0, (2.5)

η1
vv = 0, (2.6)

η2
uu = 0, (2.7)

2λ1ξξu + η1
uu − 2ξxu = 0, (2.8)

2λ2ξξv + η2
vv − 2ξxv = 0, (2.9)

(λ1 + λ2)ξξv + 2η1
uv − 2ξxv = 0, (2.10)

(λ1 + λ2)ξξu + 2η2
uv − 2ξxu = 0, (2.11)
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(λ1 − λ2)ξη
1
v + 2η1

xv + 2u(a1 + b1u + c1v)ξv − 2λ1ξvη
1 = 0, (2.12)

(λ2 − λ1)ξη
2
u + 2η2

xu + 2v(a2 + b2u + c2v)ξu − 2λ2ξuη
2 = 0, (2.13)

λ1(2ξuη
1 − ξt − ξvη

2 − 2ξξx) + λ2ξvη
2 − 3ξuu(a1 + b1u + c1v)−

−ξvv(a2 + b2u + c2v)− 2η1
xu + ξxx = 0, (2.14)

λ2(2ξvη
2 − ξt − ξuη

1 − 2ξξx) + λ1ξuη
1 − 3ξvv(a2 + b2u + c2v)−

−ξuu(a1 + b1u + c1v)− 2η2
xv + ξxx = 0, (2.15)

λ1(η
1
t + η2η1

v + 2ξxη
1)− λ2η

2η1
v − η1(a1 + 2b1u + c1v)− c1η2u +

+u(a1 + b1u + c1v)(η1
u − 2ξx) + η1

vv(a2 + b2u + c2v) = η1
xx, (2.16)

λ2(η
2
t + η2η2

u + 2ξxη
2)− λ1η

1η2
u − η2(a2 + b2u + 2c2v)− b2η1v +

+η2
uu(a1 + b1u + c1v) + v(a2 + b2u + c2v)(η2

v − 2ξx) = η2
xx. (2.17)

Перш за все встановимо, що функцiя ξ не залежить вiд u i v, а функцiї
η1 та η2 є лiнiйними вiдносно цих змiнних. Дiйсно, здиференцiювавши
(2.10) та (2.11) вiдповiдно за змiнними v i u, отримуємо рiвняння

(λ1 + λ2)ξ
2
v = 0, (λ1 + λ2)ξ

2
u = 0,

з яких випливає ξu = ξv = 0. Отже, розв’язавши рiвняння (2.6)–(2.11)
при ξ = ξ(t, x), знаходимо загальний вигляд функцiй η1 та η2, а саме :

η1 = q1(t, x)v + r1(t, x)u + p1(t, x)

η2 = q2(t, x)u + r2(t, x)v + p2(t, x),
(2.18)

де qk, rk i pk (k = 1, 2) — довiльнi гладкi функцiї своїх аргументiв,
якi необхiдно знайти з визначальних рiвнянь (2.12)–(2.17). Пiдставивши
в цi рiвняння вирази (2.18), проводимо розщеплення вiдносно змiнних
u, v, u2, v2 та uv. У пiдсумку початкова СВР (2.5)–(2.17) для пошуку
оператора Q-умовної симетрiї

Q = ∂t + ξ∂x + (q1v + r1u + p1)∂u + (q2u + r2v + p2)∂v, (2.19)

набуває вигляду

(c1 − c2)q
1 = 0, (2.20)
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(b1 − b2)q
2 = 0, (2.21)

c1q
2 + b1(r

1 + 2ξx) = 0, (2.22)

b2q
1 + c2(r

2 + 2ξx) = 0, (2.23)

(2b1 − b2)q
1 + c1(r

2 + 2ξx) = 0, (2.24)

(2c2 − c1)q
2 + b2(r

1 + 2ξx) = 0, (2.25)

(λ1 − λ2)ξq
1 + 2q1

x = 0, (2.26)

(λ2 − λ1)ξq
2 + 2q2

x = 0, (2.27)

λ1(ξt + 2ξξx) + 2r1
x − ξxx = 0, (2.28)

λ2(ξt + 2ξξx) + 2r2
x − ξxx = 0, (2.29)

λ1(r
1
t + 2r1ξx) + (λ1 − λ2)q

1q2 − c1p
2 −

−2b1p
1 − 2a1ξx − r1

xx = 0, (2.30)

λ2(r
2
t + 2r2ξx) + (λ2 − λ1)q

1q2 − b2p
1 −

−2c2p
2 − 2a2ξx − r2

xx = 0, (2.31)

λ1(q
1
t + 2q1ξx) + (λ1 − λ2)q

1r2 − (a1 − a2)q
1 −

−c1p
1 − q1

xx = 0, (2.32)

λ2(q
2
t + 2q2ξx) + (λ2 − λ1)q

2r1 + (a1 − a2)q
2 −

−b2p
2 − q2

xx = 0, (2.33)

λ1(p
1
t + 2p1ξx) + (λ1 − λ2)q

1p2 − a1p
1 − p1

xx = 0, (2.34)

λ2(p
2
t + 2p2ξx) + (λ2 − λ1)q

2p1 − a2p
2 − p2

xx = 0. (2.35)

Система (2.20)–(2.35) є перевизначеною системою нелiнiйних ДРЧП.
Результат iнтегрування цiєї системи подамо у виглядi теорем.

Теорема 2.1. У випадку λ1 6= λ2 ДСЛВ (2.3) Q-умовно iнварiантна
вiдносно оператора (2.19) тодi i тiльки тодi, коли

b1 = b2 = b, c1 = c2 = c. (2.36)

У випадку bc = 0, b2+c2 6= 0, з точнiстю до невироджених локальних
перетворень вигляду

u → c11 exp(c12t)u + c13v, v → c21 exp(c22t)v + c23u, (2.37)
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(тут cij є деякими сталими) система (2.3) та вiдповiдний оператор
мають такий вигляд :

λ1ut = uxx + u(a1 + u),

λ2vt = vxx + vu,
(2.38)

Q = ∂t + 2α1

λ1−λ2
∂x +

(
ϕ(t) exp(α1x)u+

+ exp(α1x)
(
λ2ϕ

′(t) + a1ϕ(t)− α2
1ϕ(t)

)
+ α2v

)
∂v, ϕ 6= 0,

(2.39)

де сталi α1 i α2 є довiльними, а функцiя ϕ(t) — розв’язок ЗДР

λ2
2ϕ

′′ + λ2(a1 − 2α2
1)ϕ

′ + α2
1(α

2
1 − a1)ϕ = 0. (2.40)

У випадку bc 6= 0 при додатковому обмеженнi

q1
x = q2

x = 0 (2.41)

iснує лише три випадки, з точнiстю до невироджених локальних
перетворень u → c11u, v → c21v, коли система (2.3) допускає оператори
Q-умовної симетрiї, а саме :

(i)
λ1ut = uxx + u(a1 + u + v),

λ2vt = vxx + v(a2 + u + v), a1 6= a2,
(2.42)

Q1 = (λ1 − λ2)∂t − (a1v + a2u + a1a2)(∂u − ∂v), a1a2 6= 0, (2.43)

Q2 = (λ1 − λ2)∂t + (a1 − a2)u(∂u − ∂v), (2.44)

Q3 = (λ1 − λ2)∂t − (a1 − a2)v(∂u − ∂v). (2.45)

(ii)
λ1ut = uxx + u(a + u + v),

λ2vt = vxx + v(a + u + v),
(2.46)

Q1 = (λ1 − λ2)∂t − a(v + u + a)(∂u − ∂v), a 6= 0, (2.47)

Q2 = (λ1 − λ2)t∂t − (λ1v + λ2u)(∂u − ∂v). (2.48)

(iii)
λ1ut = uxx + u(aλ1 + u + v),

λ2vt = vxx + v(aλ2 + u + v), a 6= 0,
(2.49)

Q1 = (λ1 − λ2)∂t − a(λ1v + λ2u + aλ1λ2)(∂u − ∂v), (2.50)
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Q2 = ∂t + au(∂u − ∂v), (2.51)

Q3 = ∂t − av(∂u − ∂v), (2.52)

Q4 = (e−at − α(λ1 − λ2))∂t + aα(λ1v + λ2u +

+aλ1λ2)(∂u − ∂v), α 6= 0. (2.53)

Доведення.
З рiвнянь (2.20)–(2.21) випливає необхiднiсть розгляду трьох випадкiв :

(a) b1 6= b2 та (або) c1 6= c2; (b) b1 = b2 = b 6= 0, c1 = c2 = 0; (c)
b1 = b2 = b 6= 0, c1 = c2 = c 6= 0. Зауважимо, що четвертий випадок
b1 = b2 = 0, c1 = c2 = c 6= 0 дискретними перетвореннями u → v, v → u

зводиться до випадку (b). Розглянемо кожен з отриманих випадкiв.
Випадок (a).
Для початку покажемо, що цей випадок веде до обмежень

q1 = 0, q2 = 0, (2.54)

при яких оператор Q буде оператором класичної симетрiї ДСЛВ (2.3).
Справдi, при b1 6= b2 та c1 6= c2 обмеження (2.54) отримується

безпосередньо з рiвнянь (2.20)–(2.21). Якщо b1 = b2 = b i c1 6= c2, то
умова q1 = 0 випливає з (2.20), тодi як умову q2 = 0 можна отримати
з рiвняння (c2 − c1)q

2 = 0, яке є рiзницею рiвнянь (2.22) та (2.25).
Пiдвипадок b1 6= b2, c1 = c2 = c розглядається аналогiчно i також веде
до обмежень (2.54).

Покажемо, що обмеження (2.54) ведуть до умов

p1 = p2 = 0. (2.55)

Дiйсно, з рiвнянь (2.32) i (2.33) (за умови (2.54)) отримуємо c1p
1 = 0

та b2p
2 = 0. Якщо c1b2 6= 0, то обмеження (2.55) є очевидними. Якщо

ж c1b2 = 0, наприклад c1 = 0, b2 6= 0 (пiдвипадок c1 6= 0, b2 = 0

розглядається аналогiчно), то p2 = 0, а перше рiвняння системи (2.3)
стає рiвнянням Фiшера

λ1ut = uxx + u(a1 + u). (2.56)



40

Проте рiвняння (2.56) допускає лише такi оператори симетрiї Лi [7] :

Q = α1∂t + α2∂x, (2.57)

при довiльному значеннi параметра a1, та

Q = (2α0t + α1)∂t + (α0x + α2)∂x − 2α0u∂u, (2.58)

при a1 = 0 (тут αi — довiльнi сталi, i = 0, 1, 2), i не допускає жодного
оператора Q-умовної симетрiї [56]. З структури операторiв (2.57) та (2.58)
випливає умова p1 = 0. Таким чином, розгляд пiдвипадку c1b2 = 0 також
приводить до обмежень (2.55).

Враховуючи умови (2.54) i (2.55), СВР (2.20)–(2.35) набуває такого
вигляду :

b1(r
1 + 2ξx) = 0, (2.59)

b2(r
1 + 2ξx) = 0, (2.60)

c1(r
2 + 2ξx) = 0, (2.61)

c2(r
2 + 2ξx) = 0, (2.62)

λ1(ξt + 2ξξx) + 2r1
x − ξxx = 0, (2.63)

λ2(ξt + 2ξξx) + 2r2
x − ξxx = 0, (2.64)

λ1(r
1
t + 2r1ξx)− 2a1ξx − r1

xx = 0, (2.65)

λ2(r
2
t + 2r2ξx)− 2a2ξx − r2

xx = 0. (2.66)

Виявляється, що розв’язок системи рiвнянь (2.59)–(2.66) веде лише до
операторiв класичної симетрiї, отриманих в роботi [29].

Розв’язок цiєї системи залежить вiд значення параметрiв ДСЛВ (2.3).
Зокрема, проаналiзувавши рiвняння (2.59)–(2.62), отримуємо два рiзнi
пiдвипадки : (a1) b2c1 6= 0 та (a2) b2c1 = 0.

Оскiльки аналiз пiдвипадкiв iдентичний, то розглянемо лише
пiдвипадок (a1). З рiвнянь (2.60) i (2.61) знаходимо

r1 = r2 = −2ξx. (2.67)
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Оскiльки λ1 6= λ2, то з рiвнянь (2.63), (2.64) та (2.67) маємо систему

ξt + 2ξξx = 0,

ξxx = 0,

загальним розв’язком якої є функцiя

ξ(t, x) =
α0x + α2

2α0t + α1
, (2.68)

де α0, α1 i α2 — довiльнi сталi (α2
0 + α2

1 6= 0).
Пiдставивши (2.67) та (2.68) в рiвняння (2.65)–(2.66), отримуємо

оператор ∂t + α0x+α2

2α0t+α1
∂x − 2α0

2α0t+α1
(u∂u + v∂v) при a1 = a2 = 0, який

еквiвалентний до оператора (2α0t+α1)∂t +(α0x+α2)∂x−2α0(u∂u +v∂v),

що є оператором Лi ДСЛВ [29]. Якщо ж a2
1 + a2

2 6= 0, то з рiвнянь (2.65)–
(2.66) знаходимо оператор Лi ∂t + α∂x.

Отже, випадок (a) повнiстю проаналiзовано.
Випадок (b).
При розглядi цього випадку система (2.3), пiсля виконання

перетворень u → u
b , v → exp(a2

λ2
t)v (з множини перетворень

(2.37)), має вигляд (2.38). Подальший хiд доведення буде спиратись
на таке очевидне твердження : якщо оператор (2.19) є оператором
Q-умовної симетрiї напiвзачепленої системи (2.38), то оператор
Q∗ = ∂t + ξ∂x + (q1v + r1u + p1)∂u є оператором Q-умовної симетрiї
рiвняння Фiшера (2.56). Таким чином, використавши оператори (2.57)
та (2.58) рiвняння Фiшера, отримуємо пiдвипадки, в яких система (2.38)
може допускати оператори Q-умовної симетрiї вигляду (2.19), а саме :

(b1 ) Q = ∂t + α∂x + (q2u + r2v + p2)∂v, α = const, (2.69)

при довiльно вибранiй сталiй a1;

(b2 ) Q = ∂t +
α0x + α2

2α0t + α1
∂x− 2α0

2α0t + α1
u∂u +(q2u+ r2v + p2)∂v, (2.70)

при a1 = 0.
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У кожному з пiдвипадкiв умова q2 6= 0 є необхiдною та достатньою
умовою того, що знайденi оператори не є лiївськими.

Розгляд пiдвипадку (b1).
Знайдемо невiдомi функцiї q2, r2, та p2 оператора (2.69) з СВР (2.20)–

(2.35) :

r2
x = r2

t = 0,

(λ2 − λ1)α q2 + 2q2
x = 0,

λ2q
2
t + a1q

2 − p2 − q2
xx = 0,

λ2p
2
t − p2

xx = 0.

(2.71)

Загальний розв’язок системи (2.71), пiсля виконання замiни α = 2α1

λ1−λ2
,

має вигляд

r2 = α2, q2 = ϕ(t) exp(α1x),

p2 = exp(α1x)
(
λ2ϕ

′(t) + a1ϕ(t)− α2
1ϕ(t)

)
,

де α2 — довiльна стала, а функцiя ϕ(t) є розв’язком ЗДР (2.40).
Отже, при розглядi пiдвипадку (b1) отримано систему (2.38) i

вiдповiдний їй оператор Q-умовної симетрiї (2.39).
Розгляд пiдвипадку (b2) при α0 6= 0 (у протилежному випадку

оператори (2.69) та (2.70) збiгаються) приводить лише до умови q2 = 0

та лiївських операторiв.
Випадок (c).
Система (2.3), пiсля виконання перетворень u → u

b , v → v
c , має

вигляд (2.42). З рiвнянь (2.26) та (2.27) при додаткових обмеженнях
(2.41) маємо, що якщо ξ 6= 0, то q1 = q2 = 0 i отриманi оператори будуть
операторами Лi (випадок (a)). Отже, лише при ξ = 0 та (q1)2 + (q2)2 6= 0

можна знайти оператори, нееквiвалентнi операторам класичної симетрiї.
СВР (2.20)–(2.35) при ξ = 0 має такий вигляд :

q1 = −r2 = −ψ(t), (2.72)

q2 = −r1 = −ϕ(t), (2.73)
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λ1r
1
t + (λ1 − λ2)q

1q2 − p2 − 2p1 = 0, (2.74)

λ2r
2
t + (λ2 − λ1)q

1q2 − p1 − 2p2 = 0, (2.75)

λ1q
1
t + (λ1 − λ2)q

1r2 − (a1 − a2)q
1 − p1 = 0, (2.76)

λ2q
2
t + (λ2 − λ1)q

2r1 + (a1 − a2)q
2 − p2 = 0, (2.77)

p1
x = p2

x = 0, (2.78)

λ1p
1
t + (λ1 − λ2)q

1p2 − a1p
1 = 0, (2.79)

λ2p
2
t + (λ2 − λ1)q

2p1 − a2p
2 = 0. (2.80)

З рiвнянь (2.76)–(2.77) отримуємо

p1 = (a1 − a2)ψ(t) + (λ2 − λ1)ψ
2(t)− λ1ψ

′(t),

p2 = (a2 − a1)ϕ(t) + (λ1 − λ2)ϕ
2(t)− λ2ϕ

′(t).
(2.81)

Пiдставивши (2.72), (2.73) та (2.81) в рiвняння (2.74)–(2.75), маємо таку
систему ЗДР на функцiї ϕ(t) i ψ(t) :

ϕ′(t) = − 1

(λ1 − λ2)2

(
a2 − a1 + (λ1 − λ2)(ϕ + ψ)

)×
×(

(3λ1 − λ2)ϕ + 2λ2ψ
)
, (2.82)

ψ′(t) =
1

(λ1 − λ2)2

(
a2 − a1 + (λ1 − λ2)(ϕ + ψ)

)×
×(

2λ1ϕ + (3λ2 − λ1)ψ
)
. (2.83)

Оскiльки в нас є ще нерозглянутi рiвняння (2.79)–(2.80), то для
отримання остаточного результату необхiдно пiдставити в них (2.72)–
(2.73) та (2.81)–(2.83). У пiдсумку отримуємо два алгебраїчнi рiвняння,
рiзницю яких можна записати у виглядi

(
a1 − a2 − (λ1 − λ2)(ϕ + ψ)

)(
a1(4λ1 + 5λ2)− a2(5λ1 + 4λ2)−

−4(λ1 − λ2)((2λ1 + λ2)ϕ + (λ1 + 2λ2)ψ)
)
(λ1ϕ + λ2ψ) = 0.

(2.84)

З рiвняння (2.84) випливають три пiдвипадки :

(c1) ϕ = −ψ + a1−a2

λ1−λ2
;

(c2) ϕ = −λ2

λ1
ψ;
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(c3) ϕ = 1
4(λ1−λ2)(2λ1+λ2)

(
(4a1−5a2)λ1 +(5a1 +4a2)λ2−4(λ1−λ2)(λ1 +

2λ2)ψ
)
.

У пiдвипадку (c1) кожне з рiвнянь (2.79) та (2.80) зводиться до рiвняння
(
a1 − (λ1 − λ2)ψ

)
ψ

(
a1 − a2 − (λ1 − λ2)ψ

)
= 0.

Таким чином, якщо ψ = a1

λ1−λ2
, то ϕ = − a2

λ1−λ2
. Знайшовши з (2.72)–(2.73)

та (2.81) функцiї q1, q2, p1 i p2, отримуємо оператор (2.43).
Якщо ψ = 0, то ϕ = a1−a2

λ1−λ2
, що веде до оператора (2.44).

Якщо ψ = a1−a2

λ1−λ2
, то ϕ = 0, що веде до оператора (2.45).

Отже, при розглядi пiдвипадку (c1) знайдено всi оператори з випадку
(i) теореми 2.1.

У пiдвипадку (c2) кожне з рiвнянь (2.79) та (2.80) зводиться до
рiвняння

ψ(t)(a1 − a2)(a1λ2 − a2λ1) = 0. (2.85)

Оскiльки при ψ(t) = 0 отримуємо лише оператор Лi Q = ∂t, то з
рiвняння (2.85) випливає : a1 = a2 (система (2.46)) i a1 = λ1

λ2
a2 (система

(2.49)).
Якщо a1 = a2, то з рiвняння (2.83) знаходимо

ψ(t) =
λ1

(λ1 − λ2)t + α
, α = const.

Не втрачаючи загальностi можна покласти α = 0. Знайшовши функцiї p1

та p2 з (2.81), маємо оператор (2.48). Оператор (2.47) отримується з (2.43)
при a1 = a2 = a. Отже, розгляд пiдвипадку (c2) при a1 = a2 завершено,
при цьому отримано всi оператори з випадку (ii) теореми 2.1.

Якщо a1 = λ1

λ2
a2, a2 6= 0 (при a2 = 0 отримуємо оператори з випадку

(ii) теореми 2.1), то з рiвняння (2.83) знаходимо

ψ(t) = − α0a2λ1

exp(−a2

λ2
t)− α0(λ1 − λ2)λ2

,
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де α0 — довiльна ненульова стала. Таким чином, перепозначивши a2 =

aλ2 та λ2α0 = α, отримуємо оператор (2.53). Оператори (2.50), (2.51) i
(2.52) отримуються вiдповiдно з (2.43), (2.44) та (2.45) при a1 = aλ1 i
a2 = aλ2. Отже, розгляд пiдвипадку (c2) при a1 = λ1

λ2
a2 приводить до

випадку (iii) теореми 2.1.
Розгляд пiдвипадку (c3) проводиться аналогiчно i до нових операторiв

не приводить.
Теорему доведено.

Теорема 2.2. У випадку λ1 = λ2 ДСЛВ (2.3) допускає лише
такi оператори Q-умовної симетрiї вигляду (2.1), якi еквiвалентi
операторам симетрiї Лi цiєї системи.

Доведення теореми 2.2 ґрунтується на розв’язаннi СВР (2.20)–(2.35)
при λ1 = λ2. Оскiльки рiвняння (2.26)–(2.27) у випадку λ1 = λ2 з
необхiднiстю ведуть до умов (2.41), то доведення повнiстю аналогiчне
до теореми 2.1.

Оскiльки навiть при побудовi операторiв Q-умовної симетрiї
(некласичної симетрiї) для ДСЛВ (2.3) ми отримали нелiнiйну
перевизначену систему ДРЧП, яку складно проiнтегрувати (у випадку
bc 6= 0, див. теорему 2.1, без виконання додаткового обмеження (2.41)
система залишилася нерозв’язаною), то досить актуальним є вико-
ристання нових типiв симетрiй (Q-умовна симетрiя p-того типу, див.
пiдроздiл 1.2), якi дозволяють спростити вiдповiдну СВР (проте система
залишається нелiнiйною), що дає можливiсть знаходити повний опис
операторiв для значно ширших класiв систем ДРЧП.

Отже, користуючись означенням 1.4, ми отримали таку теорему.

Теорема 2.3. У випадку λ1 6= λ2 ДСЛВ (2.3) допускає оператори
Q-умовної симетрiї першого типу вигляду (2.2), з точнiстю до
невироджених локальних перетворень (2.37), лише у двох випадках :

(i)
λ1ut = uxx + u(a1 + u + v),

λ2vt = vxx + v(a2 + u + v), a1 6= a2,
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Q1 = (λ1 − λ2)∂t + (a1 − a2)u(∂u − ∂v),

Q2 = (λ1 − λ2)∂t − (a1 − a2)v(∂u − ∂v).

(ii)
λ1ut = uxx + u(a1 + u),

λ2vt = vxx + vu,

Q = ∂t + 2α1

λ1−λ2
∂x +

(
ϕ(t) exp(α1x)u+

+ exp(α1x)
(
λ2ϕ

′(t) + a1ϕ(t)− α2
1ϕ(t)

)
+ α2v

)
∂v, ϕ 6= 0,

де сталi α1 та α2 є довiльними, а функцiя ϕ(t) — розв’язок ЗДР (2.40).

Доведення теореми ґрунтується на розв’язаннi вiдповiдної СВР,
яка виявилася простiшою, нiж СВР (2.20)–(2.35), тому була повнiстю
проiнтегрована. Деталi доведення ми опускаємо, оскiльки в роздiлi 3
теорема буде узагальнена на клас систем рiвнянь РД (2.4), який мiстить
ДСЛВ (2.3).

Зауваження 2.1. Випадок (i) теореми 2.3 отримується з випадку 1
таблицi 3.1, тодi як випадок (ii) — iз випадку 9 цiєї таблицi.

2.1.2. Нелiївськi анзаци та редукцiя до систем звичайних
диференцiальних рiвнянь
Застосуємо отриманi оператори Q-умовної симетрiї для побудови

анзацiв та проведення редукцiї ДСЛВ до систем ЗДР. Важливо
вiдзначити, що поданi в теоремi 2.1 системи (2.42) (при a1 6= a2),
(2.46) (a 6= 0) i (2.49) (a 6= 0) допускають лише тривiальну алгебру
Лi з базисними операторами зсуву за змiнними t та x. Отже, при їх
застосуваннi будуть отриманi лише розв’язки у виглядi бiжучої хвилi.
Таким чином, знайденi для операторiв некласичної симетрiї анзаци
(нелiївськi анзаци) будуть суттєво вiдрiзнятися вiд лiївських, що в свою
чергу дасть змогу побудувати новi точнi розв’язки ДСЛВ.

Оскiльки алгоритм побудови анзацiв для операторiв Q-умовної
симетрiї є вiдомий (див. наприклад [55, 57]), то ми зупинимось лише
на проведенi редукцiї для оператора (2.39) системи (2.38). Для всiх
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операторiв з теореми 2.1 вiдповiднi анзаци та редукованi системи подано
в таблицi 2.1.

Таблиця 2.1
Анзаци та редукованi системи ЗДР для ДСЛВ

з теореми 2.1

№, Q Анзаци Системи ЗДР

1. u = ϕ1(ω), ω = x− C1t, ϕ′′1 + C1λ1ϕ
′
1 + (a1 + ϕ1)ϕ1 = 0,

(2.88) v = ϕ2(ω)eC2t + exp
(

λ1−λ2

2
C1 ω + At

)× ϕ′′2 + C1λ2ϕ
′
2 + ϕ2(ϕ1 − C2λ2) = 0,(

(C3 + C4 exp(− a1

λ2
t))ϕ1(ω) + a1C3

)
(A− C2)(A− C2 − a1

λ2
) 6= 0

2. u = ϕ1(ω), ω = x− C1t, ϕ′′1 + C1λ1ϕ
′
1 + (a1 + ϕ1)ϕ1 = 0,

(2.88) v = ϕ2(ω)eAt + exp
(

λ1−λ2

2
C1 ω + At

)× ϕ′′2 + C1λ2ϕ
′
2 + ϕ2(ϕ1 − Aλ2)+(

(C3t + C4 exp(− a1

λ2
t))ϕ1(ω) + a1C3t

)
C3 exp

(
λ1−λ2

2
C1 ω

)
(ϕ1 − λ2a1) = 0

3. u = ϕ1(ω), ω = x− C1t, ϕ′′1 + C1λ1ϕ
′
1 + (a1 + ϕ1)ϕ1 = 0,

(2.88) v = ϕ2(ω) exp
(
(A− a1

λ2
)t

)
+ ϕ′′2 + C1λ2ϕ

′
2 + ϕ2(ϕ1 + a1 − Aλ2)−

exp
(

λ1−λ2

2
C1 ω + At

)(
(C3+ λ2C4ϕ1 exp

(
λ1−λ2

2
C1 ω

)
= 0

C4 exp(− a1

λ2
t))ϕ1(ω) + a1C3

)

4. u = ϕ1(ω), ω = x− C1t, ϕ′′1 + C1λ1ϕ
′
1 + ϕ2

1 = 0,

(2.89) v = ϕ2(ω)eC2t + exp
(

λ1−λ2

2
C1 ω + At

)× ϕ′′2 + C1λ2ϕ
′
2 + ϕ2(ϕ1 − C2λ2) = 0,(

(C3 + C4t)ϕ1(ω) + λ2C4

)
C2 6= A

5. u = ϕ1(ω), ω = x− C1t, ϕ′′1 + C1λ1ϕ
′
1 + (a1 + ϕ1)ϕ1 = 0,

(2.89) v = ϕ2(ω)eAt + exp
(

λ1−λ2

2
C1 ω + At

)× ϕ′′2 + C1λ2ϕ
′
2 + ϕ2(ϕ1 − Aλ2)−(

(C3 + C4t
2))ϕ1(ω) + 2λ2C4t

)
2λ2

2C4 exp
(

λ1−λ2

2
C1 ω

)
= 0

6. u = 1
a1−a2

(− exp( a1−a2

λ1−λ2
t)ϕ2(x)+ ϕ′′1 + ϕ2

1 + (a1 + a2)ϕ1+

(2.43) a1ϕ1(x) + a1a2

)
, a1a2 = 0,

v = 1
a1−a2

(
exp( a1−a2

λ1−λ2
t)ϕ2(x)− ϕ′′2 + a2λ1−a1λ2

λ1−λ2
ϕ2 + ϕ1ϕ2 = 0

a2ϕ1(x)− a1a2

)

7. u = ϕ2(x) exp( a1−a2

λ1−λ2
t), ϕ′′1 + ϕ2

1 + a2ϕ1 = 0,

(2.44) v = ϕ1(x)− ϕ2(x) exp( a1−a2

λ1−λ2
t) ϕ′′2 + a2λ1−a1λ2

λ1−λ2
ϕ2 + ϕ1ϕ2 = 0
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№, Q Анзаци Системи ЗДР

8. u = ϕ1(x)− ϕ2(x) exp( a1−a2

λ1−λ2
t), ϕ′′1 + ϕ2

1 + a1ϕ1 = 0,

(2.45) v = ϕ2(x) exp( a1−a2

λ1−λ2
t) ϕ′′2 + a2λ1−a1λ2

λ1−λ2
ϕ2 + ϕ1ϕ2 = 0

9. u = ϕ1(x)− ϕ2(x)− a
λ1−λ2

(ϕ1(x) + a)t, ϕ′′1 + (a + ϕ1)
2 = 0,

(2.47) v = ϕ2(x) + a
λ1−λ2

(ϕ1(x) + a)t ϕ′′2 + (ϕ2 − aλ2
λ1−λ2

)(a + ϕ1) = 0

10. u = 1
λ1−λ2

(
λ1ϕ1(x)− tϕ2(x)

)
, ϕ′′1 + ϕ2 + ϕ1(a + ϕ1) = 0,

(2.48) v = 1
λ1−λ2

(− λ2ϕ1(x) + tϕ2(x)
)

ϕ′′2 + ϕ2(a + ϕ1) = 0

11. u = 1
a(λ1−λ2)

(− eatϕ2(x)+ ϕ′′1 + ϕ2
1 + a(λ1 + λ2)ϕ1+

(2.50) aλ1ϕ1(x)− a2λ1λ2

)
, a2λ1λ2 = 0,

v = 1
a(λ1−λ2)

(
eatϕ2(x)− aλ2ϕ1(x)− a2λ1λ2

)
ϕ′′2 + ϕ1ϕ2 = 0

12. u = eatϕ2(x), ϕ′′1 + ϕ2
1 + aλ2ϕ1 = 0,

(2.51) v = ϕ1(x)− eatϕ2(x) ϕ′′2 + ϕ1ϕ2 = 0

13. u = ϕ1(x)− eatϕ2(x), ϕ′′1 + ϕ2
1 + aλ1ϕ1 = 0,

(2.52) v = eatϕ2(x) ϕ′′2 + ϕ1ϕ2 = 0

14. u = 1
λ1−λ2

(
λ1ϕ1(x) + aλ1λ2− ϕ′′1 + ϕ2

1 − aϕ2+

(2.53) ϕ2(x)(1− α(λ1 − λ2)e
at)

)
, a(λ1 + λ2)ϕ1 + a2λ1λ2 = 0,

v = 1
λ1−λ2

(
ϕ2(x)(1− α(λ1 − λ2)e

at)− ϕ′′2 + ϕ1ϕ2 = 0

λ2ϕ1(x)− aλ1λ2

)

Зауваження 2.2. У таблицi 2.1 в першому стовпчику поряд з номерами
випадкiв подано номери формул операторiв Q-умовної симетрiї, для яких
побудовано анзаци.

Для початку знайдемо функцiю ϕ(t), яка присутня в операторi (2.39),
у явному виглядi. Проiнтегрувавши рiвняння (2.40), отримуємо його
загальний розв’язок :

ϕ = exp
(α2

1

λ2
t
)(

α3 + α4 exp(−a1

λ2
t)

)
, a1 6= 0, (2.86)

ϕ = exp
(α2

1

λ2
t
)(

α3 + α4t
)
, a1 = 0, (2.87)



49

де α3 та α4 — довiльнi сталi (α2
3 + α2

4 6= 0).
Для функцiй з (2.86) i (2.87) отримуємо вiдповiдно такi оператори

системи (2.38) :

Q1 = ∂t + 2α1

λ1−λ2
∂x +

(
exp(α1x + α2

1

λ2
t)

(
(α3 + α4 exp(−a1

λ2
t))u+

+α3a1
)

+ α2v
)
∂v, a1 6= 0,

(2.88)

Q2 = ∂t + 2α1

λ1−λ2
∂x +

(
exp(α1x + α2

1

λ2
t)

(
(α3 + α4t)u+

+α4λ2
)

+ α2v
)
∂v, a1 = 0.

(2.89)

При побудовi анзацу, який вiдповiдатиме цим операторам, необхiдно
розв’язати таку лiнiйну систему ДРЧП :

Qi(u) = 0, Qi(v) = 0, i = 1, 2. (2.90)

Розв’язавши систему (2.90) для оператора (2.88), знаходимо загальний
розв’язок (шуканий анзац) у виглядi

u = ϕ1(ω), ω = x− 2α1

λ1−λ2
t,

v = eα2t
(
ϕ2(ω) + α3(ϕ1 + a1)

∫ (
exp

(
α1ω + (A− α2)t

))
dt+

α4ϕ1
∫ (

exp
(
α1ω + (A− α2 − a1

λ2
)t

))
dt

)
,

(2.91)

де A = 2α2
1

λ1−λ2
+ α2

1

λ2
. При обчисленi iнтегралiв у виразi (2.91) необхiдно

розглянути три випадки : (a) (A− α2)(A− α2 − a1

λ2
) 6= 0; (b) A = α2; (c)

A = α2+
a1

λ2
. Розглянемо детальнiше перший випадок. Ввiвши позначення

C1 =
2α1

λ1 − λ2
, C2 = α2, C3 =

α3

A− α2
, C4 =

α4

A− α2 − a1

λ2

та обчисливши iнтеграли в (2.91), отримуємо такий анзац (випадок 1
таблицi 2.1) :

u = ϕ1(ω), ω = x− C1t,

v = ϕ2(ω)eC2t + exp
(

λ1−λ2

2 C1 ω + At
)(

(C3+

C4 exp(−a1

λ2
t))ϕ1(ω) + a1C3

)
,

(2.92)
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де A = λ2
1−λ2

2

4λ2
C2

1 .

Знайшовши з (2.92) вирази для похiдних ut, vt, uxx i vxx та
пiдставивши їх в систему (2.38), маємо редуковану систему ЗДР

ϕ′′1 + C1λ1ϕ
′
1 + (a1 + ϕ1)ϕ1 = 0,

ϕ′′2 + C1λ2ϕ
′
2 + ϕ2(ϕ1 − C2λ2) = 0.

При розглядi випадкiв (b) i (c) отримано вiдповiдно випадки 2 та 3
таблицi 2.1.

Аналогiчним чином можна розглянути оператор (2.89) (веде до
випадкiв 4 та 5 таблицi 2.1) i оператори з випадкiв (i) (випадки 6–
8 таблицi 2.1), (ii) (випадки 9–10 таблицi 2.1) та (iii) (випадки 11–14
таблицi 2.1) теореми 2.1.

2.1.3. Точнi розв’язки та їх бiологiчна iнтерпретацiя
Спершу вiдзначимо, що довiльний розв’язок u0(t, x), v0(t, x)

цiєї системи буде породжувати двопараметричну сiм’ю розв’язкiв
u0(t + t0, x + x0), v0(t + t0, x + x0), оскiльки ДСЛВ (2.3) є iнварiантною
вiдносно зсувiв за змiнними t та x. Беручи це до уваги, в отриманих
нижче розв’язках будемо класти t0 = x0 = 0.

Побудуємо точнi розв’язки ДСЛВ, використавши деякi анзаци i
редукованi системи з таблицi 2.1. Оскiльки першi 5 випадкiв таблицi
2.1 стосуються системи (2.38), то ми їх не розглядаємо (ця система є
напiвзачепленою, а отже, мало цiкавою щодо застосування).

Розглянемо анзац та вiдповiдну систему ЗДР з шостого випадку
таблицi 2.1 :

u(t, x) = 1
a1−a2

(− exp( a1−a2

λ1−λ2
t)ϕ2(x) + a1ϕ1(x) + a1a2

)
,

v(t, x) = 1
a1−a2

(
exp( a1−a2

λ1−λ2
t)ϕ2(x)− a2ϕ1(x)− a1a2

)
,

(2.93)

ϕ′′1 + ϕ2
1 + (a1 + a2)ϕ1 + a1a2 = 0,

ϕ′′2 + a2λ1−a1λ2

λ1−λ2
ϕ2 + ϕ1ϕ2 = 0.

(2.94)
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Наголосимо, що (2.94) є нелiнiйною системою двох ЗДР 2-го порядку i
на теперiшнiй день вiдомо небагато випадкiв, коли вдається побудувати
загальний розв’язок таких систем. Навiть попри те, що ця система
зводиться до ЗДР 4-го порядку, його розв’язки не є вiдомими (див. [17]).

Оскiльки загальний розв’язок системи (2.94) невiдомий, то зупинимось
на побудовi її частинних розв’язкiв.

Припустивши, що ϕ1 = α = const, отримуємо

α2 + (a1 + a2)α + a1a2 = 0 ⇒ α1 = −a1, α2 = −a2.

Таким чином, пiдставивши значення ϕ1 = −a1 (випадок ϕ1 = −a2

приводить до розв’язкiв з подiбною структурою) в друге рiвняння
системи (2.94), маємо

ϕ′′2 − βλ1ϕ2 = 0, (2.95)

де β = a1−a2

λ1−λ2
6= 0. В залежностi вiд знаку параметру β знаходимо двi

сiм’ї загальних розв’язкiв рiвняння (2.95), яким вiдповiдають такi точнi
розв’язки ДСЛВ (2.42) :

u(t, x) = −a1 + 1
a2−a1

(
C1 exp(

√
βλ1x) + C2 exp(−√βλ1x)

)
eβt,

v(t, x) = 1
a1−a2

(
C1 exp(

√
βλ1x) + C2 exp(−√βλ1x)

)
eβt,

якщо β > 0, та

u(t, x) = −a1 + 1
a2−a1

(
C1 cos(

√−βλ1x) + C2 sin(
√−βλ1x)

)
eβt,

v(t, x) = 1
a1−a2

(
C1 cos(

√−βλ1x) + C2 sin(
√−βλ1x)

)
eβt,

(2.96)

якщо β < 0 (тут C1 та C2 — довiльнi сталi).
Очевидно, що випадок β > 0 не придатний для адекватної

iнтерпретацiї, оскiльки передбачає необмежене зростання обох популяцiй.
Таким чином, на особливу увагу заслуговує лише останнiй розв’язок.

Справдi, перепишемо ДСЛВ (2.42) та її розв’язок (2.96) (при C1 = 0),
виконавши замiну u = −bU, v = −cV (b > 0, c > 0) :

λ1Ut = Uxx + U(a1 − bU − cV ),

λ2Vt = Vxx + V (a2 − bU − cV ),
(2.97)
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U(t, x) = a1

b + 1
(a1−a2)b

C2 sin(
√−βλ1x)eβt,

V (t, x) = 1
(a2−a1)c

C2 sin(
√−βλ1x)eβt,

(2.98)

де β = a1−a2

λ1−λ2
< 0. Добре вiдомо [39, 79], що система (2.97) при додатних

параметрах є типовою математичною моделлю для опису змагання мiж
популяцiями. Проаналiзувавши властивостi розв’язку (2.98), результат
можна сформулювати у виглядi такої теореми.

Теорема 2.4. Класичний розв’язок крайової задачi для ДСЛВ (2.97) з
початковими

U(0, x) = a1

b + 1
(a1−a2)b

C2 sin(
√−βλ1x),

V (0, x) = 1
(a2−a1)c

C2 sin(
√−βλ1x),

та крайовими умовами

x = 0 : U = a1

b , V = 0,

x = π√−βλ1
: U = a1

b , V = 0,

в областi Ω = {(t, x) ∈ (0, +∞)×
(
0, π√−βλ1

)
} має вигляд (2.98).

Добре видно, що розв’язок (2.98) прямує до стацiонарної точки (a1

b , 0)

системи (2.97) при t → +∞. Отже, цей розв’язок описує змагання мiж
двома видами, при якому вид U домiнує, тодi як вид V вимирає. Приклад
розв’язку (2.98) при фiксованих значеннях параметрiв, представлено на
рисунку 2.1.

Побудуємо тепер новi точнi розв’язки системи (2.94) з складнiшою
структурою. Виконавши замiну

ϕ1 = ϕ− a1, (2.99)

перепишемо перше рiвняння системи (2.94) у виглядi

ϕ′′ + ϕ2 + (a2 − a1)ϕ = 0. (2.100)

Розв’язок рiвняння (2.100) в параметричнiй формi має такий вигляд [17] :

ϕ = −3
2(a1 − a2)τ,

x = ±(a1 − a2)
− 1

2

∫
(C1 + τ 3 + τ 2)−

1
2dτ + C2, a1 > a2;
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Рис. 2.1: Розв’язок (2.98) системи (2.97) з a1 = 1, a2 = 2, λ1 = 11, λ2 = 1, b = 0.1, c =

0.1, C2 = 0.2, β = −0.1.

ϕ = 3
2(a1 − a2)τ,

x = ±(a2 − a1)
− 1

2

∫
(C1 + τ 3 − τ 2)−

1
2dτ + C2, a1 < a2.

Поклавши C1 = C2 = 0, знаходимо частинний розв’язок рiвняння
(2.100) у явному виглядi, а саме :

ϕ =
3

2
(a1 − a2)

(
1− tanh2(

1

2

√
a1 − a2 x)

)
, (2.101)

при a1 > a2, та

ϕ =
3

2
(a1 − a2)

(
1 + tan2(

1

2

√
a2 − a1 x)

)
, (2.102)

при a1 < a2.

Пiдставивши функцiю ϕ(x) iз (2.101) (з урахуванням (2.99)) в друге
рiвняння системи (2.94), отримуємо ЗДР

ϕ′′2 + ϕ2(a1 − a2)
( λ1 − 3λ2

2(λ1 − λ2)
− 3

2
tanh2(

1

2

√
a1 − a2 x)

)
= 0,

загальний розв’язок якого при довiльних параметрах λi (i = 1, 2) є
невiдомий. Проте можна знайти його загальний розв’язок при певних
обмеженнях на цi параметри. Зокрема, при λ1 = 9

5λ2 та λ1 = 4
3λ2

вiдповiдно отримуємо [92]

ϕ2 = f1(x)
(
C1 + C2

∫
1

f 2
1 (x)

dx
)
, (2.103)
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та

ϕ2 = f2(x)
(
C1 + C2

∫
1

f 2
2 (x)

dx
)
, (2.104)

де C1 та C2 — довiльнi сталi, f1(x) = cosh3(1
2

√
a1 − a2 x),

f2(x) = sinh(1
2

√
a1 − a2 x) cosh3(1

2

√
a1 − a2 x).

Отже, пiдставивши знайденi функцiї ϕ1 i ϕ2 (див. формули (2.99),
(2.101), (2.103) та (2.104)) в анзац (2.93), отримуємо точнi розв’язки
ДСЛВ (2.42) :

u(t, x) = 1
2a1 − 3

2a1 tanh2(1
2

√
a1 − a2 x)−

−f1(x)
(
C∗

1 + C∗
2
∫ 1

f2
1 (x) dx

)
exp(5(a1−a2)

4λ2
t),

v(t, x) = −3
2a2(1− tanh2(1

2

√
a1 − a2 x))+

+f1(x)
(
C∗

1 + C∗
2
∫ 1

f2
1 (x) dx

)
exp(5(a1−a2)

4λ2
t),

(2.105)

(тут i нижче C∗
i = 1

a1−a2
Ci) при a1 > a2 та λ1 = 9

5λ2;

u(t, x) = 1
2a1 − 3

2a1 tanh2(1
2

√
a1 − a2 x)−

−f2(x)
(
C∗

1 + C∗
2
∫ 1

f2
2 (x) dx

)
exp(3(a1−a2)

λ2
t),

v(t, x) = −3
2a2(1− tanh2(1

2

√
a1 − a2 x))+

+f2(x)
(
C∗

1 + C∗
2
∫ 1

f2
2 (x) dx

)
exp(3(a1−a2)

λ2
t),

(2.106)

при a1 > a2 та λ1 = 4
3λ2.

Аналогiчним чином можна побудувати точний розв’язок ДСЛВ (2.42)
при a1 < a2, використавши знайдену функцiю ϕ(x) вигляду (2.102), а
саме :

u(t, x) = 1
2a1 + 3

2a1 tan2(1
2

√
a2 − a1 x)−

−g1(x)
(
C∗

1 + C∗
2
∫ 1

g2
1(x) dx

)
exp(5(a1−a2)

4λ2
t),

v(t, x) = −3
2a2(1 + tan2(1

2

√
a2 − a1 x))+

+g1(x)
(
C∗

1 + C∗
2
∫ 1

g2
1(x) dx

)
exp(5(a1−a2)

4λ2
t),

(2.107)
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при a1 < a2 та λ1 = 9
5λ2;

u(t, x) = 1
2a1 + 3

2a1 tan2(1
2

√
a2 − a1 x)−

−g2(x)
(
C∗

1 + C∗
2
∫ 1

g2
2(x) dx

)
exp(3(a1−a2)

λ2
t),

v(t, x) = −3
2a2(1 + tan2(1

2

√
a2 − a1 x))+

+g1(x)
(
C∗

1 + C∗
2
∫ 1

g2
2(x) dx

)
exp(3(a1−a2)

λ2
t),

(2.108)

при a1 < a2 та λ1 = 4
3λ2, де g1(x) = cos3(1

2

√
a2 − a1 x),

g2(x) = sin(1
2

√
a2 − a1 x) cos3(1

2

√
a2 − a1 x).

Таким чином, нам вдалось побудувати новi точнi розв’язки (2.105)–
(2.108) ДСЛВ (2.42), якi є нелiївськими. Цi розв’язки мають бiльш
складну структуру, порiвняно з вiдомими розв’язками ДСЛВ [29,69,97].

2.2. Симетрiї Лi та Q-умовнi симетрiї трикомпо-
нентної системи рiвнянь Лотки–Вольтера

Розглянемо класичну систему Лотки–Вольтера для випадку взаємодiї
трьох видiв з врахуванням дифузiї в одновимiрному просторi

λ1ut = uxx + u(a1 + b1u + c1v + d1w),

λ2vt = vxx + v(a2 + b2u + c2v + d2w),

λ3wt = wxx + w(a3 + b3u + c3v + d3w),

(2.109)

де ak, bk, ck та dk — довiльнi дiйснi сталi. Надалi припускатимемо, що
скрiзь виконуються такi обмеження на параметри :

λi > 0 (i = 1, 2, 3), c2
1 + d2

1 6= 0, b2
2 + d2

2 6= 0, b2
3 + c2

3 6= 0. (2.110)

Система (2.109) належить до класу систем рiвнянь РД вигляду

λ1ut = uxx + C1(u, v, w),

λ2vt = vxx + C2(u, v, w),

λ3wt = wxx + C3(u, v, w),

(2.111)

де Ck(u, v, w) — деякi заданi функцiї (k = 1, 2, 3).
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2.2.1. Виведення систем визначальних рiвнянь
Згiдно з критерiєм iнварiантностi для пошуку операторiв класичної

симетрiї та означенням 1.4 оператора Q-умовної симетрiї першого типу,
ми побудували СВР для знаходження вiдповiдних операторiв системи
(2.109). Зокрема, умова iнварiантностi (1.26) для пошуку оператора Q-
умовної симетрiї першого типу

Q = ξ0(t, x, u, v, w)∂t + ξ1(t, x, u, v, w)∂x + η1(t, x, u, v, w)∂u+

η2(t, x, u, v, w)∂v + η3(t, x, u, v, w)∂w,
(2.112)

системи (2.111) має вигляд

Q
2

(S1)
∣∣∣
M1

≡ Q
2

(
λ1ut − uxx − C1(u, v, w)

)∣∣∣
M1

= 0,

Q
2

(S2)
∣∣∣
M1

≡ Q
2

(
λ2vt − vxx − C2(u, v, w)

)∣∣∣
M1

= 0,

Q
2

(S3)
∣∣∣
M1

≡ Q
2

(
λ3wt − wxx − C3(u, v, w)

)∣∣∣
M1

= 0,

(2.113)

де через M1 позначено один з многовидiв : M1
1 = {S1 = 0, S2 = 0, S3 =

0, Q(u) = 0}, M2
1 = {S1 = 0, S2 = 0, S3 = 0, Q(v) = 0}, M3

1 = {S1 =

0, S2 = 0, S3 = 0, Q(w) = 0}.
Зазначимо, що ми шукатимемо оператори Q-умовної симетрiї першого

типу системи (2.111) вигляду (2.112) лише за умови ξ0 6= 0.

Таким чином, пiсля проведення нескладних обчислень, маємо таку
СВР для пошуку операторiв Q-умовної симетрiї першого типу системи
(2.111) з використанням многовиду M1

1 :

ξ0
x = ξ0

u = ξ0
v = ξ0

w = ξ1
u = ξ1

v = ξ1
w = 0, (2.114)

ηk
uu = ηk

uv = ηk
vv = ηk

ww = ηk
uw = ηk

vw = 0, k = 1, 2, (2.115)

η1
xv = η1

xw = η2
xw = η3

xv = 0, (2.116)

(λ1 − λ2)η
1
v = (λ1 − λ3)η

1
w = (λ2 − λ3)η

2
w = (λ2 − λ3)η

3
v = 0,(2.117)

2ξ1
x − ξ0

t = 0, (2.118)

2ξ0η2
xu + (λ2 − λ1)ξ

1η2
u = 0, (2.119)

2ξ0η3
xu + (λ3 − λ1)ξ

1η3
u = 0, (2.120)
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2η1
xu + λ1ξ

1
t = 0, (2.121)

2η2
xv + λ2ξ

1
t = 0, (2.122)

2η3
xw + λ3ξ

1
t = 0, (2.123)

η1C1
u + η2C1

v + η3C1
w + η1

xx − λ1η
1
t + (2ξ1

x − η1
u)C

1 −
−η1

vC
2 − η1

wC3 = 0, (2.124)

η1C2
u + η2C2

v + η3C2
w + (λ1 − λ2)

η1

ξ0η2
u + η2

xx − λ2η
2
t +

+(2ξ1
x − η2

v)C
2 − η2

uC
1 − η2

wC3 = 0, (2.125)

η1C3
u + η2C3

v + η3C3
w + (λ1 − λ3)

η1

ξ0η3
u + η3

xx − λ3η
3
t +

+(2ξ1
x − η3

w)C3 − η3
uC

1 − η3
vC

2 = 0. (2.126)

Оскiльки нижче ми також отримаємо симетрiї Лi ДСЛВ (2.109), то для їх
пошуку нам необхiдно мати СВР. Вiдповiднi викладки (ми їх опускаємо,
оскiльки на теперiшнiй час це добре вiдомий алгоритм) знову ведуть до
системи (2.114)–(2.126) та двох додаткових рiвнянь

(λ1 − λ2)η
2
u = (λ1 − λ3)η

3
u = 0. (2.127)

Зауваження 2.3. Оскiльки побудованi СВР для знаходження операторiв
Q-умовної симетрiї першого типу для многовидiв {S1 = 0, S2 = 0, S3 =

0, Q(v) = 0} та {S1 = 0, S2 = 0, S3 = 0, Q(w) = 0} легко отримуються
з системи (2.114)–(2.126) (дискретними перетвореннями u → v i u → w,
та вiдповiдною змiною верхнiх iндексiв функцiй ηk i Ck (k = 1, 2, 3)), то
ми їх опускаємо.

2.2.2. Симетрiї Лi системи рiвнянь Лотки–Вольтера
Для того, щоб знайти МАI ДСЛВ (2.109), необхiдно розв’язати СВР

(2.114)–(2.127), пiдставивши в неї замiсть довiльних функцiй C i (i =

1, 2, 3) такi нелiнiйностi :

C1 = u(a1 + b1u + c1v + d1w),

C2 = v(a2 + b2u + c2v + d2w),

C3 = w(a3 + b3u + c3v + d3w).

(2.128)
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Таблиця 2.2
Оператори симетрiї Лi ДСЛВ (2.109)

№ Реактивнi члени Обмеження Додатковi базиснi оператори

1. u(b1u + c1v + d1w) D = 2t∂t + x∂x − 2(u∂u + v∂v + w∂w)

v(b2u + c2v + d2w)

w(b3u + c3v + d3w)

2. u(c1v + d1w) u∂u

v(a2 + c2v + w)

w(a3 + v + d3w)

3. u(c1v + d1w) u∂u, D

v(c2v + w)

w(v + d3w)

4. u(a1 + bu + v) λ2 = λ3 = 1 exp(−a2t)v∂w, w∂w

v(a2 + u + cv)

w(u + cv)

5. u(bu + v) λ2 = λ3 = 1 v∂w, w∂w, D

v(u + cv)

w(u + cv)

6. u(a1 + u + v) λ1 = λ2 = λ3 = 1, exp(−a1t)u∂w,

v(a2 + u + v) a1a2(a1 − a2) 6= 0 w∂w, exp(−a2t)v∂w,

w(u + v) (a2(u + a1) + a1v)∂w

7. u(a + u + v) λ1 = λ2 = λ3 = 1, exp(−at)u∂w

v(u + v) a 6= 0 w∂w, v∂w

w(u + v) (u + a + avt)∂w

8. u(bu + v) λ1 = λ2 = λ3 = 1, D, w∂w,
(
(b− 1)u + (1− c)v

)
∂w

v(u + cv) b 6= 1, c 6= 1

w(bu + cv)

Результат iнтегрування отриманої системи ДРЧП подамо у виглядi
теореми.
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Теорема 2.5. ДСЛВ (2.109) при обмеженнях на коефiцiєнти (2.110),
допускає МАI розмiрностi 3 i вище лише у випадках, наведених в
таблицi 2.2. Якщо ДСЛВ (2.109) з деякими iншими коефiцiєнтами
допускає нетривiальну алгебру Лi, то вона зводиться до однiєї з
систем, поданих в таблицi 2.2, за допомогою невироджених локальних
перетворень вигляду

u → c11 exp(c10t)u + c12v + c13w,

v → c21 exp(c20t)v + c22u + c23w,

w → c31 exp(c30t)w + c32u + c33v,

t → c40t + c41, x → c50x + c51,

(2.129)

де cki (k = 1, . . . , 5, i = 0, . . . , 3) — деякi сталi.

Доведення.
Очевидно, що ДСЛВ (2.109) при довiльно вибраних коефiцiєнтах

допускає двовимiрну алгебру Лi, яку ми назвемо тривiальною,
породжену операторами Pt = ∂t та Px = ∂x.

Задача полягає в тому, щоб встановити всi випадки, в яких ця система
допускає МАI розмiрностi 3 i вище.

Детальне доведення ми опускаємо через те, що на теперiшнiй час воно
не мiстить принципових труднощiв.

Справдi, СВР (2.114)–(2.127) при функцiях C i (i = 1, 2, 3) з (2.128) є
лiнiйною, i алгоритм її розв’язання такий.

Перш за все було встановлено залежнiсть функцiй ξ0, ξ1 та ηi (i =

1, 2, 3) вiд змiнних u, v i w. Зокрема, проiнтегрувавши рiвняння (2.114)–
(2.116), знаходимо :

ξ0 = ξ0(t), ξ1 = ξ1(t, x),

η1 = r1(t, x)u + q1(t)v + h1(t)w + p1(t, x),

η2 = r2(t, x)v + q2(t, x)u + h2(t)w + p2(t, x),

η3 = r3(t, x)w + q3(t, x)u + h3(t)v + p3(t, x),

(2.130)

де невiдомi функцiї ξ0, ξ1, rk, qk, hk та pk (k = 1, 2, 3) визначаються
шляхом iнтегрування рiвнянь (2.117)–(2.126).



60

Другий етап алгоритму ґрунтується на розщепленнi рiвнянь (2.117)–
(2.127) вiдносно змiнних u, v, w, u2, v2, w2, uv, uw, vw, враховуючи
при цьому вирази (2.130).

На третьому етапi необхiдно розв’язати отриманi рiвняння на функцiї
ξ0, ξ1, rk, qk, hk i pk (k = 1, 2, 3), що залежать лише вiд t та x, в
залежностi вiд можливих значень параметрiв λk (k = 1, 2, 3). При цьому
ми отримали три суттєво рiзнi випадки. Якщо λk — рiзнi додатнi числа
(випадки 1–3 таблицi 2.2), то вигляд функцiй ηk значно спроститься, а
саме : qk = 0 та hk = 0 (k = 1, 2, 3). Необхiдно також розглянути один
з випадкiв λ1 = λ2, λ1 = λ3 i λ2 = λ3, якi є рiвносильними (з точнiстю
до перетворень (2.129)), тому достатньо розглянути лише один з них.
Зокрема, в таблицi 2.2 подано результат для випадку λ2 = λ3 (випадки
4 та 5). При розглядi випадку λ1 = λ2 = λ3 ми також отримали новi
оператори (випадки 6–8 таблицi 2.2).
Теорему доведено.

2.2.3. Q-умовнi симетрiї першого типу системи рiвнянь Лотки–
Вольтера

Нижче сформульовано та доведено основний результат цього
пiдроздiлу.

Теорема 2.6. ДСЛВ (2.109) при обмеженнях на коефiцiєнти (2.110)
допускає лише тi оператори Q-умовної симетрiї першого типу
(вiдмiннi вiд операторiв симетрiї Лi), якi наведенi в таблицi 2.3. Якщо
ДСЛВ (2.109) з деякими iншими коефiцiєнтами допускає оператори Q-
умовної симетрiї першого типу, то вона зводиться до однiєї з систем,
поданих в таблицi 2.3, за допомогою перетворень (2.129), а її оператори
зводяться до операторiв з таблицi 2.3 шляхом додавання операторiв
симетрiї Лi системи (2.109) (згiдно з твердженням 1.1).

Доведення.
Доведення теореми ґрунтується на розв’язаннi СВР (2.114)–(2.126) при
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функцiях C i (i = 1, 2, 3) вигляду (2.128) та систематичному вiдкиданнi
всiх випадкiв, якi ведуть до операторiв симетрiї Лi системи (2.109),
поданих в таблицi 2.2.

На першому етапi ми розв’язали отриману СВР, видiливши при цьому
всi можливi випадки, коли система (2.109) при обмеженнях (2.110)
допускає оператори Q-умовної симетрiї першого типу (№ 1–9 таблицi 2.3).
Цей етап складається з декiлькох крокiв.

Перший крок полягає у пiдстановцi функцiй C i, ξ0, ξ1 i ηi (див. (2.128)
та (2.130)) в рiвняння (2.117)–(2.126) та їх подальшому розщепленнi
вiдносно змiнних u, v, w, u2, v2, w2, uv, uw, vw. В результатi ми
отримуємо перевизначену систему ДРЧП на функцiї ξ0, ξ1, rk, qk, hk

та pk (k = 1, 2, 3), що залежать лише вiд t i x.

На другому кроцi необхiдно проiнтегрувати отриману систему, в
залежностi вiд можливих значень параметрiв ДСЛВ. Зокрема, дуже
суттєвими тут є коефiцiєнти дифузiї (див. рiвняння (2.117)), в залежностi
вiд яких необхiдно розглянути такi випадки : (1) λk — довiльнi додатнi
числа; (2) λ1 = λ2 або λ1 = λ3 (цi умови еквiвалентнi з точнiстю до
перетворень (2.129)); (3) λ2 = λ3; (4) λ1 = λ2 = λ3.

Зазначимо, що розгляд випадку (2) не веде до отримання нових
операторiв, тобто операторiв, якi було би не можливо отримати з випадку
(1), а при розглядi випадку (4) СВР для знаходження операторiв Q-
умовної симетрiї першого типу ДСЛВ (2.109) зводиться до системи для
знаходження операторiв симетрiї Лi. Таким чином, суттєвими є два
випадки, а саме (1) та (3), якi нижче буде проаналiзовано.

Другий етап доведення полягає в аналiзi отриманих пiдкласiв ДСЛВ
(випадки 1–9 таблицi 2.3) щодо наявностi операторiв Q-умовної симетрiї
першого типу, якi задовольняють умови (2.113) на многовидахM2

1 iM3
1.

Тобто для кожної системи з таблицi 2.3 ми розв’язали СВР, отриманi з
використанням вказаних многовидiв.

Розглянемо випадок (1), який веде до результатiв, поданих у
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випадках 1–6 таблицi 2.3. Оскiльки параметри λk (k = 1, 2, 3) є
довiльними додатними числами, то з рiвнянь (2.117) з урахуванням
(2.130) отримуємо : q1 = hk = 0, k = 1, 2, 3. В цьому випадку, для
побудови операторiв вiдмiнних вiд операторiв Лi, необхiдно та достатньо
вимагати, щоб

(q2)2 + (q3)2 6= 0. (2.131)

Таким чином, нам потрiбно розв’язати систему рiвнянь на функцiї
ξ0, ξ1, rk, qk, hk та pk при виконаннi обмеження (2.131), яка набуває
вигляду :

c1p
1 = d1p

1 = d2p
2 = c3p

3 = 0, (2.132)

(b1 − b2)q
2 = 0, (d1 − d2)q

2 = 0, (2.133)

(b1 − b3)q
3 = 0, (c1 − c3)q

3 = 0, (2.134)

ξ0
t − 2ξ1

x = 0, (2.135)

2rk
x + λkξ

1
t = 0, (2.136)

ck(r
2 + 2ξ1

x) = 0, dk(r
3 + 2ξ1

x) = 0, (2.137)

c1q
2 + d1q

3 + b1(r
1 + 2ξ1

x) = 0, (2.138)

(2c2 − c1)q
2 + d2q

3 + b2(r
1 + 2ξ1

x) = 0, (2.139)

c3q
2 + (2d3 − d1)q

3 + b3(r
1 + 2ξ1

x) = 0, (2.140)

(λj − λ1)ξ
1qj + 2ξ0qj

x = 0, (2.141)

r1
xx − λ1r

1
t + 2a1ξ

1
x + 2b1p

1 + c1p
2 + d1p

3 = 0, (2.142)

r2
xx − λ2r

2
t + 2a2ξ

1
x + b2p

1 + 2c2p
2 + d2p

3 = 0, (2.143)

r3
xx − λ3r

3
t + 2a3ξ

1
x + b3p

1 + c3p
2 + 2d3p

3 = 0, (2.144)

qj
xx − λjq

j
t + (aj − a1)q

j + bjp
j +

λ1 − λj

ξ0 qjr1 = 0, (2.145)

pk
xx − λkp

k
t + akp

k +
λ1 − λk

ξ0 qkp1 = 0, (2.146)

де k = 1, 2, 3, j = 2, 3.
Аналiз рiвнянь (2.133)–(2.134) приводить до необхiдностi окремо

розглянути такi пiдвипадки : (i) q2 6= 0, q3 = 0; (ii) q2 = 0, q3 6= 0; (iii)
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q2 6= 0, q3 6= 0. Проте достатньо розглянути лише один з пiдвипадкiв
(i) або (ii), оскiльки вони еквiвалентнi, з точнiстю до дискретних
перетворень

v ↔ w, a2 ↔ a3, b2 ↔ b3, c2 ↔ d3, d2 ↔ c3. (2.147)

Отже, розглянемо пiдвипадок (i). Оскiльки c2
1+d2

1 6= 0 (див. обмеження
(2.110)), то з рiвнянь (2.132) випливає p1 = 0, а з (2.135)–(2.137)
отримуємо

ξ1
xx = rk

x = ξ1
t = 0 (k = 1, 2, 3). (2.148)

З рiвнянь (2.133) та (2.138)–(2.139) маємо : b1 = b2 = b, c1 = c2 = c, d1 =

d2 = d. З рiвняння (2.145) при j = 3 отримуємо : b3p
3 = 0 ⇒ p3 = 0, b3 6=

0. Справдi, якщо b3 = 0, то з (2.140) знаходимо c3 = 0, що суперечить
обмеженням (2.110).

Подальший хiд доведення суттєво залежить вiд значення сталої c3

(див. рiвняння (2.140)) та приводить до пiдвипадкiв :
(i1) c3 6= 0; (i2) c3 = 0.

Розглянемо детальнiше пiдвипадок (i1). Здиференцiювавши рiвняння
(2.140) за змiнною x, отримуємо умову q2

x = 0. З рiвняння (2.141) при
j = 2 випливає ξ1 = 0, тодi як з рiвнянь (2.137) маємо r2 = 0.

Врахувавши останнi викладки, з (2.143) маємо рiвняння cp2 = 0,

яке, разом з (2.132), приводить до умови p2 = 0. Отже, рiвняння
(2.146) виконуються тотожно. З рiвнянь (2.138) та (2.140) маємо :
q2 = −b3

c3
r1, b = b3

c3
c. Оскiльки r1 = α = const (випливає з рiвнянь

(2.142) та (2.148)), то, пiдставивши знайдений вираз для q2 в рiвняння
(2.145) (при j = 2), отримуємо α = a1−a2

λ1−λ2
. З рiвняння (2.144) випливає

r3 = β = const. Таким чином, ми отримали ДСЛВ

λ1ut = uxx + u(a1 + b3

c3
cu + cv + dw),

λ2vt = vxx + v(a2 + b3

c3
cu + cv + dw),

λ3wt = wxx + w(a3 + b3u + c3v + d3w),

(2.149)
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та оператор

Q = ∂t +
a1 − a2

λ1 − λ2
u(∂u − b3

c3
∂v) + βw∂w. (2.150)

Врахувавши рiвнянь (2.137), маємо такi обмеження на коефiцiєнти :
d = d3 = 0 або β = 0. Проте у випадку d = d3 = 0 оператор X = βw∂w є
оператором симетрiї Лi системи (2.149). Отже, згiдно з твердженням 1.1
про додавання операторiв симетрiї Лi до операторiв Q-умовної симетрiї
першого типу, оператор (2.150) системи (2.149) запишеться у виглядi

Q = ∂t +
a1 − a2

λ1 − λ2
u(∂u − b3

c3
∂v). (2.151)

Виконавши перетворення b3u → u, c3v → v в системi (2.149)
та операторi (2.151) i перепозначивши c на c3b, отримуємо ДСЛВ з
випадку 1 таблицi 2.3 та оператор Q1

1. Зауважимо, що при використаннi
многовиду M2

1 ми отримали оператор Q1
2, а при застосуваннi многовиду

M3
1 — випадок 2 таблицi 2.3. Отже, пiдвипадок (i1) повнiстю розглянуто.
При розглядi пiдвипадку (i2), було отримано одну систему та

вiдповiдний їй оператор, якi перетвореннями (2.147) i v → v exp(a2

λ2
t)

зводяться до випадку 5 таблицi 2.3.
Таким чином, при розглядi пiдвипадку (i) ми отримали випадки 1, 2

та 5 таблицi 2.3.
Розгляд пiдвипадку (iii) проводиться аналогiчно i приводить до

випадкiв 3, 4 та 6.
Отже, у випадку (1) iснує саме шiсть нееквiвалентних ДСЛВ (з

точнiстю до перетворень (2.129)), що допускають оператори Q-умовної
симетрiї першого типу, якi наведено в таблицi 2.3 (див. № 1–6).

Розглянемо випадок (3). З рiвнянь (2.117) з урахуванням (2.130)
отримуємо : q1 = h1 = 0. В цьому випадку, як i у випадку (1), (2.131) є
необхiдною та достатньою умовою того, що знайденi оператори не будуть
лiївськими. Виконавши в системi (2.109) при λ2 = λ3 = λ перетворення
t → λt та перепозначивши λ1 на λλ1, отримуємо систему з λ2 = λ3 = 1.
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Отже, нам необхiдно розв’язати СВР на функцiї ξ0, ξ1, rk, qk, hk та
pk, яка має такий вигляд :

c1p
1 = d1p

1 = 0, (2.152)

(b1 − b2)q
2 = 0, (d1 − d2)q

2 + (b3 − b2)h
2 = 0, (2.153)

(b1 − b3)q
3 = 0, (c1 − c3)q

3 + (b2 − b3)h
3 = 0, (2.154)

(d2 − d3)h
2 = 0, (c2 − c3)h

3 = 0, (2.155)

ξ0
t − 2ξ1

x = 0, (2.156)

2r1
x + λ1ξ

1
t = 0, 2r2

x + ξ1
t = 0, 2r3

x + ξ1
t = 0, (2.157)

c1q
2 + d1q

3 + b1(r
1 + 2ξ1

x) = 0, (2.158)

(2c2 − c1)q
2 + d2q

3 + b2(r
1 + 2ξ1

x) = 0, (2.159)

c3q
2 + (2d3 − d1)q

3 + b3(r
1 + 2ξ1

x) = 0, (2.160)

d1h
3 + c1(r

2 + 2ξ1
x) = 0, (2.161)

d2h
3 + c2(r

2 + 2ξ1
x) = 0, (2.162)

(2d3 − d2)h
3 + c3(r

2 + 2ξ1
x) = 0, (2.163)

c1h
2 + d1(r

3 + 2ξ1
x) = 0, (2.164)

(2c2 − c3)h
2 + d2(r

3 + 2ξ1
x) = 0, (2.165)

c3h
2 + d3(r

3 + 2ξ1
x) = 0, (2.166)

r1
xx − λ1r

1
t + 2a1ξ

1
x + 2b1p

1 + c1p
2 + d1p

3 = 0, (2.167)

r2
xx − r2

t + 2a2ξ
1
x + b2p

1 + 2c2p
2 + d2p

3 = 0, (2.168)

r3
xx − r3

t + 2a3ξ
1
x + b3p

1 + c3p
2 + 2d3p

3 = 0, (2.169)

(1− λ1)ξ
1q2 + 2ξ0q2

x = 0, (1− λ1)ξ
1q3 + 2ξ0q3

x = 0, (2.170)

qj
xx − qj

t + (aj − a1)q
j + bjp

j +
λ1 − 1

ξ0 qjr1 = 0, j = 2, 3, (2.171)

p1
xx − p1

t + a1p
1 = 0, (2.172)

pj
xx − pj

t + ajp
j +

λ1 − 1

ξ0 qjp1 = 0, j = 2, 3, (2.173)

−h2
t + (a2 − a3)h

2 + d2p
2 = 0, (2.174)

−h3
t + (a3 − a2)h

3 + c3p
3 = 0. (2.175)
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Зазначимо, що при h2 = h3 = 0 СВР (2.152)–(2.175) збiгається з СВР
(2.132)–(2.146), якщо в останнiй покласти λ2 = λ3 = 1. Таким чином, при
розв’язуваннi системи (2.152)–(2.175) розглядатимемо лише випадок

(h2)2 + (h3)2 6= 0.

З рiвнянь (2.152) з врахуванням обмежень (2.110) отримуємо p1 = 0.

З рiвнянь (2.153)–(2.155) випливає, що якщо функцiї q2, q3, h2 та h3 є
довiльними, то отримуємо такi обмеження на параметри системи (2.109) :

b1 = b2 = b3 = b, c1 = c2 = c3 = c, d1 = d2 = d3 = d. (2.176)

Таким чином, ДСЛВ (2.109) при умовах (2.176) має вигляд

λ1ut = uxx + u(a1 + bu + cv + dw),

vt = vxx + v(a2 + bu + cv + dw),

wt = wxx + w(a3 + bu + cv + dw).

(2.177)

Для початку покажемо, що в системi (2.177) b 6= 0. Справдi,
припустивши b = 0, з обмежень (2.110) знаходимо cd 6= 0. З рiвняння
(2.158) маємо q3 = − c

dq
2, тому з рiвнянь (2.171) випливає a2 = a3. Проте,

виконавши в системi (2.177) при b = 0 i a2 = a3 перетворення cv+dw → v,
отримуємо систему з автономним рiвнянням

vt = vxx + v(a2 + v),

яка виключається з розгляду за рахунок обмеження (2.110). Отже, b 6= 0.

Виконавши в системi (2.177) перетворення bu → u, отримуємо систему зi
сталою b = 1, тому скрiзь нижче розглядаємо систему (2.177) при b = 1.

Покажемо тепер, що незалежно вiд сталих c та d (c2 +d2 6= 0), система
(2.177) допускає оператори Q-умовної симетрiї першого типу лише у
випадку, коли вона зводиться до системи з випадку 9 таблицi 2.3.

Розглянемо випадок cd 6= 0. Виконавши в системi (2.177) перетворення
cv → v i dw → w, отримуємо b = d = 1.
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Здиференцiювавши (2.161) за змiнною x, маємо r2
x = 0. Таким чином,

з рiвнянь (2.157) отримуємо

r1
x = r2

x = r3
x = ξ1

t = 0. (2.178)

Здиференцiювавши (2.158) за змiнною x та пiдставивши отриманий
результат (тобто q2

x = −q3
x) в рiвняння (2.170), отримуємо ξ1(q2 +q3) = 0.

Якщо q2 + q3 = 0, то з рiвнянь (2.171) маємо (a3 − a2)q
2 = p2 + p3.

Оскiльки з диференцiального наслiдку рiвняння (2.167) за змiнною x

маємо p2
x + p3

x = 0, то (a3 − a2)q
2
x = 0. Якщо a2 = a3, то, виконавши в

системi (2.177) при c = d = 1 перетворення v + w → v i w → exp(a3t)w,
отримуємо систему з випадку 9 таблицi 2.3. Якщо q2

x = 0, то ξ1 = 0

(див. рiвняння (2.170) та обмеження (2.131)). Проаналiзувавши детально
рiвняння (2.161), (2.164), (2.168), (2.169), (2.174) та (2.175) при ξ1 = 0,
встановили, що лише у випадку a2 = a3 система (2.177) допускає
оператори Q-умовної симетрiї першого типу, тобто ми отримуємо систему
з випадку 9 таблицi 2.3.

Випадки c = 0 або d = 0 розглядаються аналогiчно i також приводять
до випадку 9 таблицi 2.3.

Знайдемо всi оператори Q-умовної симетрiї першого типу системи з
випадку 9 таблицi 2.3, розв’язавши (2.156)–(2.175) при b = c = 1, d = 0 i
a3 = 0. При вказаних обмеженнях на параметри b, c та d, виконуються
умови (2.178). Крiм того, з рiвнянь (2.158), (2.161) та (2.164) маємо :

q2 = −2ξ1
x − r1 ⇒ q2

x = 0, r2 = −2ξ1
x, h2 = 0.

Таким чином, врахувавши перше з рiвнянь (2.170), отримуємо умову
ξ1q2 = 0 ⇔ (i) ξ1 = 0; (ii) ξ1 6= 0, q2 = 0.

Розглянемо пiдвипадок (i). Не порушуючи загальностi можемо
покласти ξ0 = 1 (див. рiвняння (2.156)). Оскiльки в цьому пiдвипадку
r2 = 0, то з рiвняння (2.168) випливає p2 = 0. Здиференцiювавши (2.175)
за змiнною x маємо p3

x = 0. У пiдсумку, проiнтегрувавши рiвняння (2.173)
при j = 3, знаходимо p3 = α (α — довiльна стала). З рiвнянь (2.167)
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та (2.169) отримуємо рiвняння r1
t = 0 i r3

t = 0, якi разом iз (2.178)
приводять до умов : r1 = γ1 = const, r3 = γ2 = const. Таким чином,
маємо q2 = −γ1. Оскiльки оператор X = γ2w∂w є оператором симетрiї
Лi системи з випадку 9 таблицi 2.3, то згiдно з твердженням 1.1 можна
покласти γ2 = 0. Врахувавши останнi викладки, рiвняння (2.171) при
j = 2 має вигляд

γ1
(
(λ1 − 1)γ1 + a2 − a1

)
= 0 ⇒ (i1) γ1 =

a1 − a2

λ1 − 1
, (i2) γ1 = 0.

Отже, залишається знайти функцiї q3 та h3 вiдповiдно з рiвнянь (2.171)
(при j = 3) та (2.175). Для пiдвипадкiв (i1) та (i2) рiвняння (2.171) при
j = 3 вiдповiдно має вигляди q3

t + a2q
3 − α = 0 i q3

t + a1q
3 − α = 0.

Отже, проiнтегрувавши останнi рiвняння та (2.175), отримуємо

Q1 = ∂t +
a1 − a2

λ1 − 1
u(∂u − ∂v) + (ϕ1(t)u + ϕ∗2(t)v + α)∂w та

Q2 = ∂t + (ϕ3(t)u + ϕ∗2(t)v + α)∂w,

де функцiї ϕ1 i ϕ3 поданi в (2.179) та (2.181), а функцiя ϕ∗2(t) має такий
вигляд :

ϕ∗2(t) =





αt + β∗1 , якщо a2 = 0,

β∗1 exp(−a2t) + α
a2

, якщо a2 6= 0.

Остаточно врахувавши, що оператор X = β∗1 exp(−a2t)v∂w є оператором
симетрiї Лi системи з випадку 9 таблицi 2.3 (див. випадок 4 таблицi 2.2),
отримуємо оператори Q9

3 та Q9
4 випадку 9 таблицi 2.3.

Розгляд пiдвипадку (ii) проводиться аналогiчно i приводить до
оператора Q9

1.

Розв’язавши СВР для системи з випадку 9 таблицi 2.3 для многовидiв
M2

1 та M3
1 ми знайшли вiдповiдно оператори Q9

5 i Q9
2. Отже, отримано

всi оператори з випадку 9 таблицi 2.3.
Аналогiчним чином ми проаналiзували рiвняння (2.153)–(2.155) у

випадку, коли функцiї q2, q3, h2 та h3 не є довiльними. В результатi



69

ми отримали випадки 7 i 8 таблицi 2.3.
Теорему доведено.

Таблиця 2.3
Оператори Q-умовної симетрiї першого типу ДСЛВ (2.109)

№ Реактивнi члени Обмеження Оператори

1. u(a1 + bu + bv + dw) a1 6= a2, Q1
1 = ∂t + a1−a2

λ1−λ2
u(∂u − ∂v),

v(a2 + bu + bv + dw) (b− 1)2 + (d− d3)
2 6= 0 Q1

2 = ∂t + a1−a2

λ1−λ2
v(∂v − ∂u)

w(a3 + u + v + d3w)

2. u(a1 + u + v + w) (a1 − a2)
2 + (a1 − a3)

2 6= 0 Q2
i , i = 1, . . . , 6

v(a2 + u + v + w)

w(a3 + u + v + w)

3. u(a1 + u + v + w) (λ2 − λ3)a1 − λ2a3+ Q2
i , i = 1, . . . , 6,

v(a2 + u + v + w) λ3a2 = 0, a2 6= a3, ∂t + β exp
(

a2−a3

λ2−λ3
t
)
u(∂v − ∂w)

w(a3 + u + v + w) β 6= 0

4. u(a1 + u + v + w) (λ2 − λ3)a1 − (λ1 − λ3)a2+ Q4
i , i = 1, . . . , 6

v(a2 + u + v + w) (λ1 − λ2)a3 = 0,

w(a3 + u + v + w) (a1 − a2)
2 + α2 6= 0

5. u(a1 + bu + v) (b− 1)2 + (c− 1)2 6= 0 Q5
1

v(a2 + u + cv)

w(bu + v)

6. u(a1 + u + v) Q5
1, Q6

i , i = 1, . . . , 4

v(a2 + u + v)

w(u + v)

7. u(a1 + bu + cv) λ2 = λ3 = 1, ∂t +
(
(1− b)u+

v(a2 + u + v) b 6= 1, c 6= 1, (1− c)v + a2(1− c)
)
∂w

w(bu + v) a1(1− b) = a2b(1− c)
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№ Реактивнi члени Обмеження Оператори Q-умовної симетрiї

8. u(a + bu + cv) λ2 = λ3 = 1, ∂t + (1− c)∂w+

v(a + u + v) b 6= 1, c 6= 1,
(
(1− b)u + (1− c)v

)
ϕ4(t)∂w

w(bu + v) b(2− c) = 1

9. u(a1 + u + v) λ2 = λ3 = 1 Q9
i , i = 1, . . . , 5

v(a2 + u + v)

w(u + v)

В таблицi 2.3 використано такi позначення

Q2
i = Q4

i при α = 0, i = 1, . . . , 6;

Q4
1 = ∂t +

a1 − a2

λ1 − λ2
u(∂u − ∂v) + αu(∂v − ∂w),

Q4
2 = ∂t +

a1 − a2

λ1 − λ2
v(∂v − ∂u) + αv(∂u − ∂w),

Q4
3 = ∂t +

a1 − a3

λ1 − λ3
u(∂u − ∂w) + αu(∂v − ∂w),

Q4
4 = ∂t +

a1 − a3

λ1 − λ3
w(∂w − ∂u) + αw(∂u − ∂v),

Q4
5 = ∂t +

a2 − a3

λ2 − λ3
v(∂v − ∂w) + αv(∂u − ∂w),

Q4
6 = ∂t +

a2 − a3

λ2 − λ3
w(∂w − ∂v) + αw(∂u − ∂v);

Q5
1 = ∂t + α1∂x + exp

(
(
(λ1 − λ3)

2

4
α2

1 − a1)
t

λ3
+

λ1 − λ3

2
α1x

)
u∂w;

Q6
1 = ∂t + α1∂x + exp

(
(
(λ2 − λ3)

2

4
α2

1 − a2)
t

λ3
+

λ2 − λ3

2
α1x

)
v∂w,

Q6
2 = ∂t +

a1 − a2

λ1 − λ2
u(∂u− ∂v) + β exp

((λ1 − λ3)a2 − (λ2 − λ3)a1

λ3(λ2 − λ1)
t
)
u∂w,

Q6
3 = ∂t +

a1 − a2

λ1 − λ2
v(∂v − ∂u) + β exp

((λ2 − λ3)a1 − (λ1 − λ3)a2

λ3(λ1 − λ2)
t
)
v∂w,

Q6
4 = ∂t+

a2λ1 − a1λ2

λ3(λ2 − λ1)
w∂w +exp

((λ3 − λ2)a1 − (λ3 − λ1)a2

λ3(λ1 − λ2)
t
)
w(∂u−∂v);
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Q9
1 = Q5

1 при λ3 = 1, Q9
2 = Q6

4 при λ2 = λ3 = 1,

Q9
3 = ∂t +

a1 − a2

λ1 − 1
u(∂u − ∂v) + (ϕ1(t)u + ϕ2(t)v + α)∂w,

Q9
4 = ∂t + (ϕ3(t)u + ϕ2(t)v + α)∂w, Q9

5 = ∂t +
a1 − a2

λ1 − 1
v(∂v − ∂u);

де функцiї ϕi(t) (i = 1, . . . , 4) :

ϕ1(t) =





αt + β1, якщо a2 = 0,

β1 exp(−a2t) + α
a2

, якщо a2 6= 0;
(2.179)

ϕ2(t) =





αt, якщо a2 = 0,

α
a2

, якщо a2 6= 0;
(2.180)

ϕ3(t) =





αt + β2, якщо a1 = 0,

β2 exp(−a1t) + α
a1

, якщо a1 6= 0;
(2.181)

ϕ4(t) =





t + β3, якщо a = 0,

β3 exp(−at) + 1
a , якщо a 6= 0;

а сталi α та βk (k = 1, 2, 3) є такими, що (a1 − a2)
2 + ϕ2

1 6= 0, ϕ3 6= 0.

Зауваження 2.4. Обмеження в другому стовпчику таблицi 2.3
гарантують : по-перше, поданi в третьому стовпчику оператори не є
лiївськими; по-друге, системи рiвнянь Лотки–Вольтера з рiзних випадкiв
цiєї таблицi є локально нееквiвалентними.

2.2.4. Приклади редукцiї та точних розв’язкiв
Як уже згадувалося в пiдроздiлi 1.2, кожен оператор Q-мовної

симетрiї першого типу є одночасно i оператором Q-мовної симетрiї
(некласичної). Це означає, що алгоритм редукцiї той самий, який було
застосовано в пiдроздiлi 2.1.2. З другого боку, наскiльки нам вiдомо, в
лiтературi практично вiдсутнi точнi розв’язки для багатокомпонентних
систем рiвнянь РД. Оскiльки ДСЛВ (2.109) є дуже поширеною при
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математичному моделюваннi багатьох реальних процесiв, то побудова її
розв’язкiв є актуальною проблемою. Нижче ми наведемо приклад, який
показує ефективнiсть застосування знайдених Q-умовних симетрiй для
розв’язання цiєї проблеми. Отже, розглянемо випадок 4 з таблицi 2.3,
тобто систему

λ1ut = uxx + u(a1 + u + v + w),

λ2vt = vxx + v(a2 + u + v + w),

λ3wt = wxx + w(a3 + u + v + w),

(2.182)

та вiдповiдний їй оператор

Q4
1 ≡ Q = ∂t +

a1 − a2

λ1 − λ2
u(∂u − ∂v) + αu(∂v − ∂w). (2.183)

Для побудови анзацу, породженого оператором (2.183), необхiдно
розв’язати таку лiнiйну систему ДРЧП :

Q(u) ≡ ut − a1−a2

λ1−λ2
u = 0,

Q(v) ≡ vt + ( a1−a2

λ1−λ2
− α)u = 0,

Q(w) ≡ wt + αu = 0.

(2.184)

Оскiльки при a1 = a2 компонента u розв’язку системи (2.184) не
залежить вiд змiнної часу t, то цей випадок мало цiкавий. Надалi
припускаємо a1 6= a2 i знаходимо анзац

u = ϕ1(x) exp
(

a1−a2

λ1−λ2
t
)
,

v = ϕ2(x) + (αλ1−λ2

a1−a2
− 1) ϕ1(x) exp

(
a1−a2

λ1−λ2
t
)
,

w = ϕ3(x)− αλ1−λ2

a1−a2
ϕ1(x) exp

(
a1−a2

λ1−λ2
t
)
,

(2.185)

де ϕ1(x), ϕ2(x) та ϕ3(x) — новi шуканi функцiї. Пiдставивши анзац
(2.185) в систему (2.182) та врахувавши обмеження (див. таблицю 2.3)

(λ2 − λ3)a1 − (λ1 − λ3)a2 + (λ1 − λ2)a3 = 0, (2.186)
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отримуємо редуковану систему ЗДР

ϕ′′1 + ϕ1
(

λ1a2−λ2a1

λ1−λ2
+ ϕ2 + ϕ3

)
= 0,

ϕ′′2 + ϕ2
(
a2 + ϕ2 + ϕ3

)
= 0,

ϕ′′3 + ϕ3
(
a3 + ϕ2 + ϕ3

)
= 0.

(2.187)

Оскiльки система (2.187) є нелiнiйною системою трьох ЗДР 2-го
порядку, то пошук її загального розв’язку є дуже складною задачею.
Нам вдалося знайти частиннi розв’язки системи (2.187) шляхом зведення
її до двокомпонентної системи. Справдi, поклавши ϕ3 = −a3

a2
ϕ2 − a3, та

ввiвши перепозначення ϕ1 → ϕ i a2−a3

a2
ϕ2 → ψ, з урахуванням (2.186),

отримуємо систему рiвнянь

ϕ′′ + ϕ
(λ3(a2−a3)

λ3−λ2
+ ψ

)
= 0,

ψ′′ + ψ2 + (a2 − a3)ψ = 0,
(2.188)

частиннi розв’язки якої (з точнiстю до позначень) отримано в пiдроздiлi
2.3.1. (див. (2.101)–(2.102) та (2.103)–(2.104)).

Отже, система (2.188) має такi частиннi розв’язки :

ϕ = f1(x)
(
C1 + C2

∫ 1
f2
1 (x) dx

)
,

ψ = 3
2(a3 − a2)

(
1− tanh2(1

2

√
a3 − a2 x)

)
,

(2.189)

при a3 > a2 та λ3 = 9
5λ2,

ϕ = f2(x)
(
C1 + C2

∫ 1
f2
2 (x) dx

)
,

ψ = 3
2(a3 − a2)

(
1− tanh2(1

2

√
a3 − a2 x)

)
,

(2.190)

при a3 > a2 та λ3 = 4
3λ2, де C1 та C2 — довiльнi сталi, f1(x) =

cosh3(1
2

√
a3 − a2 x), f2(x) = sinh(1

2

√
a3 − a2 x) cosh3(1

2

√
a3 − a2 x);

ϕ = g1(x)
(
C1 + C2

∫ 1
g2
1(x) dx

)
,

ψ = 3
2(a3 − a2)

(
1 + tan2(1

2

√
a2 − a3 x)

)
,

(2.191)

при a3 < a2 та λ3 = 9
5λ2,

ϕ = g2(x)
(
C1 + C2

∫ 1
g2
2(x) dx

)
,

ψ = 3
2(a3 − a2)

(
1 + tan2(1

2

√
a2 − a3 x)

)
,

(2.192)
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при a3 < a2 та λ3 = 4
3λ2, де g1(x) = cos3(1

2

√
a2 − a3 x),

g2(x) = sin(1
2

√
a2 − a3 x) cos3(1

2

√
a2 − a3 x).

Отже, врахувавши (2.185), введенi позначення та побудованi розв’язки
(2.189)–(2.192), знаходимо такi точнi розв’язки ДСЛВ (2.182) при
виконаннi обмежень на параметри (2.186) :

u(t, x) = f1(x)
(
C1 + C2

∫ 1
f2
1 (x) dx

)
exp

(5(a3−a2)
4λ2

t
)
,

v(t, x) = −3
2a2

(
1− tanh2(1

2

√
a3 − a2 x)

)
+

( 4λ2α
5(a3−a2)

− 1)f1(x)
(
C1 + C2

∫ 1
f2
1 (x) dx

)
exp

(5(a3−a2)
4λ2

t
)
,

w(t, x) = 3
2a3

(1
3 − tanh2(1

2

√
a3 − a2 x)

)−
4λ2α

5(a3−a2)
f1(x)

(
C1 + C2

∫ 1
f2
1 (x) dx

)
exp

(5(a3−a2)
4λ2

t
)
,

(2.193)

якщо a3 > a2 та λ3 = 9
5λ2;

u(t, x) = f2(x)
(
C1 + C2

∫ 1
f2
2 (x) dx

)
exp

(3(a3−a2)
λ2

t
)
,

v(t, x) = −3
2a2

(
1− tanh2(1

2

√
a3 − a2 x)

)
+

( λ2α
3(a3−a2)

− 1)f2(x)
(
C1 + C2

∫ 1
f2
2 (x) dx

)
exp

(3(a3−a2)
λ2

t
)
,

w(t, x) = 3
2a3

(1
3 − tanh2(1

2

√
a3 − a2 x)

)−
λ2α

3(a3−a2)
f2(x)

(
C1 + C2

∫ 1
f2
2 (x) dx

)
exp

(3(a3−a2)
λ2

t
)
,

(2.194)

якщо a3 > a2 та λ3 = 4
3λ2;

u(t, x) = g1(x)
(
C1 + C2

∫ 1
g2
1(x) dx

)
exp

(5(a3−a2)
4λ2

t
)
,

v(t, x) = −3
2a2

(
1 + tan2(1

2

√
a2 − a3 x)

)
+

(α 4λ2

5(a3−a2)
− 1)g1(x)

(
C1 + C2

∫ 1
g2
1(x) dx

)
exp

(5(a3−a2)
4λ2

t
)
,

w(t, x) = 3
2a3

(1
3 + tan2(1

2

√
a2 − a3 x)

)−
α 4λ2

5(a3−a2)
g1(x)

(
C1 + C2

∫ 1
g2
1(x) dx

)
exp

(5(a3−a2)
4λ2

t
)
,

(2.195)
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якщо a3 < a2 та λ3 = 9
5λ2;

u(t, x) = g2(x)
(
C1 + C2

∫ 1
g2
2(x) dx

)
exp

(3(a3−a2)
λ2

t
)
,

v(t, x) = −3
2a2

(
1 + tan2(1

2

√
a2 − a3 x)

)
+

(α 4λ2

5(a3−a2)
− 1)g2(x)

(
C1 + C2

∫ 1
g2
2(x) dx

)
exp

(3(a3−a2)
λ2

t
)
,

w(t, x) = 3
2a3

(1
3 + tan2(1

2

√
a2 − a3 x)

)−
α 4λ2

5(a3−a2)
g2(x)

(
C1 + C2

∫ 1
g2
2(x) dx

)
exp

(3(a3−a2)
λ2

t
)
,

(2.196)

якщо a3 < a2 та λ3 = 4
3λ2.

Таким чином, отриманi нами точнi розв’язки (2.193)–(2.196) трикомпо-
нентоної ДСЛВ є нетривiальним узагальненням розв’язкiв (2.105)–
(2.108) двокомпонентної системи рiвнянь Лотки–Вольтера.

2.3. Iнварiантнi та частково iнварiантнi точнi роз-
в’язки однiєї системи рiвнянь типу Лотки–
Вольтера

В роботi [98] було запропоновано нову модель для опису екологiчних
систем, у яких взаємодiє велика кiлькiсть видiв. Модель ґрунтується
на нелiнiйнiй системi ЗДР. Розглянемо узагальнення цiєї системи для
випадку врахування дифузiї у просторi, але обмежимося двома видами,
тобто систему

Ut = d1Uxx + U
(
− a1 + b1

(
V
U

)λ
)
,

Vt = d2Vxx + V
(
a2 − b2

(
U
V

)1−λ
)
,

(2.197)

де ak, bk та dk — довiльнi додатнi сталi (k = 1, 2), 0 < λ < 1; U = U(t, x)

— концентрацiя популяцiї хижакiв, V = V (t, x) — концентрацiя популяцiї
жертв. Модель (2.197) характеризує взаємодiю популяцiй типу хижак-
жертва, i є нетривiальною модифiкацiєю системи Лотки–Вольтера

Ut = d1Uxx + U
(− a1 + b1V

)
,

Vt = d2Vxx + V
(
a2 − b2U

)
.

(2.198)
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Особливiстю системи (2.197) є те, що вона iнварiантна вiдносно
масштабних перетворень розмiру обох популяцiй

U = εu, V = εv,

де ε > 0 — довiльна стала.
Знерозмiривши систему (2.197) замiною

U → u, V →
( b1

a1

) 1
λ

v, x →
√

d1

a1
x, t → 1

a1
t,

отримуємо систему

ut = uxx − u + u1−λvλ,

vt = dvxx + av − bu1−λvλ,
(2.199)

де d = d2

d1
, a = a2

a1
, b = b2

a1

(
b1

a1

) 1−λ
λ

.

Очевидно, що стацiонарними точками системи (2.199) є всi точки
прямої u = v при a = b та єдина точка (0,0) при довiльних a i b. Тип
точок прямої u = v залежить вiд значення параметрiв системи, тодi як
точка (0,0) — сiдлова точка (нестiйка стацiонарна точка). Зокрема, при
λ > a

a+1 всi точки прямої u = v, окрiм (0,0), є стiйкими вузлами, а при
λ < a

a+1 — нестiйкими вузлами. На вiдмiну вiд системи (2.199), класична
система Лотки–Вольтера (2.198) має двi стацiонарнi точки, тип яких не
залежить вiд значення параметрiв, а саме : (0,0) — сiдлова точка, (a2

b2
, a1

b1
)

— центр. Цей факт вказує на те, що системи (2.198) та (2.199) мають
суттєво рiзнi властивостi, тому по-рiзному описують взаємодiю видiв.

Перш нiж перейти до побудови точних розв’язкiв системи (2.199),
зазначимо, що ця система (при додатних параметрах) не допускає
операторiв Q-умовної симетрiї вигляду (2.1), вiдмiнних вiд операторiв
Лi. Незважаючи на це, нам вдалось побудувати багатопараметричнi сiм’ї
точних розв’язкiв системи (2.199), використавши її МАI.
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2.3.1. Максимальна алгебра iнварiантностi, редукцiя та
iнварiантнi розв’язки системи рiвнянь типу Лотки–Вольтера
Для знаходження iнварiантних та частково iнварiантних розв’язкiв [12]

системи (2.199) необхiдно спочатку виписати її МАI . Оскiльки система
(2.199) належить до класу систем рiвнянь РД (2.4), групова класифiкацiя
яких вже проведена, то для опису МАI цiєї системи застосуємо вислiди
робiт [49,50].

Теорема 2.7. У випадку d = 1 МАI системи (2.199) є алгеброю Ґалiлея
AG(1.1) = 〈Pt, Px, I, G〉, з базовими операторами Pt = ∂t, Px = ∂x, I =

u∂u + v∂v, G = −2t∂x + x(u∂u + v∂v).

При d 6= 1 система рiвнянь РД (2.199) iнварiантна вiдносно
тривимiрної МАI з базовими операторами Pt, Px, I.

Проведемо редукцiю системи (2.199) до систем ЗДР, використовуючи
найзагальнiший вигляд операторiв iнварiантностi :

X = α0∂t + α1∂x + α2u∂u + α2v∂v, (2.200)

при d 6= 1;

X = α0∂t + (−2α3t + α1)∂x + (α3x + α2)u∂u + (α3x + α2)v∂v, (2.201)

при d = 1.

Розглянемо оператор (2.200) системи (2.199).
Нехай α0 6= 0. Ввiвши позначення α = α1

α0
, β = α2

α0
i розв’язавши

систему характеристичних рiвнянь [87] :

dt

1
=

dx

α
=

du

βu
=

dv

βv
,

отримуємо анзац

u = ϕ(ω)eβt, ω = x− αt,

v = ψ(ω)eβt,
(2.202)
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який зводить систему (2.199) до системи ЗДР

ϕ′′ + αϕ′ + ϕ(−1 + ϕ−λψλ − β) = 0,

dψ′′ + αψ′ + ψ(a− bϕ1−λψλ−1 − β) = 0.
(2.203)

Аналогiчним чином проводимо редукцiю системи (2.199) для операторiв
(2.200) та (2.201) при всiх можливих значення параметрiв αi

(i = 0, . . . , 3). Результат подано у таблицi 2.4.
Таблиця 2.4

Анзаци та редукованi системи ЗДР для системи (2.199)

№ Анзаци Системи ЗДР Обмеження та
позначення

1. u = ϕ(ω)eβt ϕ′′ + αϕ′ = ϕ(1− ϕ−λψλ + β) ω = x− αt, α0 6= 0,

v = ψ(ω)eβt dψ′′ + αψ′ = ψ(bϕ1−λψλ−1 − a + β) α = α1

α0
, β = α2

α0

2. u = ϕ(t)eαx ϕ′ = ϕ
(
− 1 + ϕ−λψλ + α2

)
α0 = 0, α1 6= 0,

v = ψ(t)eαx ψ′ = ψ
(
a− bϕ1−λψλ−1 + dα2

)
α = α2

α1

3. u = ϕ(t) exp
(− x2

4t

)
ϕ′ = ϕ(−1 + ϕ−λψλ − 1

2t
) d = 1, α0 = 0,

v = ψ(t) exp
(− x2

4t

)
ψ′ = ψ(a− bϕ1−λψλ−1 − 1

2t
) α3 6= 0

4. u = ϕ(ω)f(t, x) ϕ′′ = ϕ(1− ϕ−λψλ + 1
2
αω) ω = α

2
t2 − x, d = 1,

v = ψ(ω)f(t, x) ψ′′ = ψ(bϕ1−λψλ−1 − a + 1
2
αω) α0α3 6= 0, α = −2α3

α0
,

f = exp
(

α2t3−3αxt
6

)

Знайдемо точнi розв’язки системи (2.199), використовуючи побудованi
анзаци i редукованi системи ЗДР.

Для початку розглянемо систему (2.203). Як добре вiдомо,
розв’язування нелiнiйних систем ЗДР другого порядку є окремою
складною задачею. Нам вдалося знайти розв’язок (2.203) при
додатковому припущеннi

ψ(ω) = µϕ(ω), (2.204)
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де µ — довiльна ненульова стала, тобто функцiї ϕ та ψ є лiнiйно
залежними.

При виконаннi умови (2.204) система (2.203) має вигляд

ϕ′′ + αϕ′ + ϕ(µλ − 1− β) = 0,

dϕ′′ + αϕ′ + ϕ(a− bµλ−1 − β) = 0.
(2.205)

Лiнiйна комбiнацiя рiвнянь (2.205) дозволяє отримати ЗДР 1-го порядку :

α(1− d)ϕ′ = ϕ
(
dµλ + bµλ−1 + β(1− d)− a− d

)
. (2.206)

При α = 0 рiвняння (2.206) має нетривiальнi розв’язки тiльки у
випадку, коли стала µ є розв’язком трансцендентного рiвняння

dµλ + bµλ−1 + β(1− d)− a− d = 0. (2.207)

Проведемо дослiдження функцiї f(µ) = dµλ + bµλ−1 + β(1 − d) − a − d

при µ > 0 щодо наявностi нулiв.
Оскiльки f ′(µ) < 0 при µ < (1−λ)b

λd та f ′(µ) > 0 при µ > (1−λ)b
λd , то

кiлькiсть коренiв рiвняння (2.207) буде залежати вiд значення виразу
f
(

(1−λ)b
λd

)
, а саме :

1) якщо f
(

(1−λ)b
λd

)
< 0, то рiвняння (2.207) має два дiйсi коренi;

2) якщо f
(

(1−λ)b
λd

)
= 0, то рiвняння (2.207) має один дiйсний корiнь;

3) якщо f
(

(1−λ)b
λd

)
> 0, то рiвняння (2.207) не має дiйсних коренiв.

Зауважимо, що при деяких значеннях λ (наприклад : 1
2 ,

2
3) рiвняння

(2.207) можна розв’язати аналiтично.
Нехай µ0 розв’язок рiвняння (2.207). Тодi система (2.205) при α = 0

еквiвалентна лiнiйному ЗДР 2-го порядку

ϕ′′ + ϕ(µλ
0 − 1− β) = 0, (2.208)

розв’язок якого добре вiдомий i залежить вiд знаку виразу δ = µλ
0−1−β.
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Таким чином, врахувавши (2.202) та (2.204), отримуємо такий
розв’язок системи (2.199) :

u(t, x) = ϕ(x)eβt,

v(t, x) = µ0ϕ(x)eβt,

де ϕ(x) — розв’язок ЗДР (2.208).
Розв’язок рiвняння (2.206) при α 6= 0 та d 6= 1 має вигляд : ϕ(ω) =

C exp
(

f(µ)
α(1−d)ω

)
, де C — довiльна стала. Для того щоб функцiя ϕ була

розв’язком системи (2.205) необхiдно, щоб α = f(µ)√
(d−1)f1(µ)

, де f1(µ) = µλ+

bµλ−1 − a− 1.

Отже, знаходимо такий розв’язок системи (2.199) при d 6= 1 :

u(t, x) = C exp
(
−

√
f1(µ)

(d− 1)
x + (

f(µ)

d− 1
+ β) t

)
,

f1(µ)

(d− 1)
> 0,

v(t, x) = µu(t, x).

Побудуємо розв’язок системи (2.205) при d = 1. Система (2.205) за
умови d = 1 має нетривiальнi розв’язки лише у випадку, коли стала
µ є розв’язком трансцендентного рiвняння

f1(µ) ≡ µλ + bµλ−1 − a− 1 = 0. (2.209)

Рiвняння (2.209) є частинним випадком рiвняння (2.207) при d = 1, тому
кiлькiсть його коренiв залежить вiд значення виразу f1

(
(1−λ)b

λ

)
.

Нехай µ0 — розв’язок рiвняння (2.209). Система (2.205) (d = 1) буде
еквiвалентна ЗДР зi сталими коефiцiєнтами

ϕ′′ + αϕ′ + ϕ(µλ
0 − 1− β) = 0, (2.210)

розв’язок якого добре вiдомий i залежить вiд знаку виразу D = α2 −
4(µλ

0 − 1− β).

Таким чином, врахувавши (2.202) та (2.204), знаходимо такий
розв’язок системи (2.199) при d = 1 :

u(t, x) = ϕ(ω)eβt, ω = x− αt,

v(t, x) = µ0ϕ(ω)eβt,
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де ϕ(ω) — розв’язок рiвняння (2.210).
Побудуємо розв’язок системи (2.199), використовуючи анзац i

редуковану систему ЗДР

ϕ′ + ϕ(1− ϕ−λψλ + 1
2t) = 0,

ψ′ + ψ(bϕ1−λψλ−1 − a + 1
2t) = 0,

(2.211)

з випадку 3 таблицi 2.4. Розв’язки системи (2.211) будемо шукати,
виконавши замiну

ψ(t) = ν(t)ϕ(t), (2.212)

де ν(t) 6= const — поки що невiдома функцiя.
Врахувавши (2.212), перепишемо систему (2.211) у виглядi

ϕ′ + ϕ(1− νλ + 1
2t) = 0,

νϕ′ + ν ′ϕ + νϕ(bνλ−1 − a + 1
2t) = 0.

(2.213)

Лiнiйна комбiнацiя рiвнянь (2.213) дозволяє отримати нелiнiйне ЗДР
1-го порядку

ν ′ + ν(νλ + bνλ−1 − a− 1) = 0. (2.214)

Знайти розв’язки рiвняння (2.214) у явному виглядi при довiльному λ

не вдається. Нам вдалося знайти функцiю ν при λ = 1
2 , коли її значення

залежатиме вiд знаку виразу ∆ = 4b− (1 + a)2 :
якщо ∆ = 0, то ν =

( 2
t+t0

+ 1+a
2

)2
,

якщо ∆ > 0, то ν = 1
4

(
1 + a−√∆ tan

√
∆
4 (t + t0)

)2
,

якщо ∆ < 0, то ν = 1
4

(
1 + a +

√−∆ tanh
√−∆

4 (t + t0)
)2

.

Беручи до уваги той факт, що система (2.199) iнварiантна вiдносно
перетворень зсуву за змiнною t, можемо у виразах для ν покласти t0 = 0.

Щоб знайти функцiю ϕ(t) потрiбно пiдставити знайденi функцiї ν(t) у
перше рiвняння системи (2.213). Розглянемо випадок ∆ = 0. Отримуємо
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лiнiйне ЗДР

ϕ′ + ϕ
(1− a

2
− 3

2t

)
= 0,

загальний розв’язок якого має вигляд

ϕ(t) = C t
3
2 exp

(a− 1

2
t
)
, (2.215)

де C — довiльна стала. Аналогiчно можна знайти функцiю ϕ(t) при ∆ >

0 та ∆ < 0. Зокрема, отримуємо :

ϕ(t) =
C√
t
cos2

(√∆

4
t
)

exp
(a− 1

2
t
)
, ∆ > 0; (2.216)

ϕ(t) =
C√
t
cosh2

(√−∆

4
t
)

exp
(a− 1

2
t
)
, ∆ < 0. (2.217)

Отже, врахувавши (2.212), (2.215)–(2.217) та анзац з випадку 3 таблицi
2.4, знаходимо такi розв’язки системи (2.199) при λ = 1

2 i d = 1 :

u(t, x) = C t
3
2 exp

(
a−1
2 t− x2

4t

)
, ∆ = 0,

v(t, x) = C√
t

(1+a
2 t + 2

)2
exp

(
a−1
2 t− x2

4t

)
;

(2.218)

u(t, x) = C√
t
cos2

(√
∆
4 t

)
exp(a−1

2 t− x2

4t ), ∆ > 0,

v(t, x) = C√
t

(
a+1
2 cos

(√∆
4 t

)− 1
2

√
∆ sin

(√∆
4 t

))2
exp(a−1

2 t− x2

4t );
(2.219)

u(t, x) = C√
t
cosh2

(√−∆
4 t

)
exp(a−1

2 t− x2

4t ), ∆ < 0,

v(t, x) = C√
t

(
a+1
2 cosh

(√−∆
4 t

)
+ 1

2

√−∆ sinh
(√−∆

4 t
))2

×
exp(a−1

2 t− x2

4t ).

(2.220)

Для побудови розв’язкiв з бiльш складною структурою, зокрема, в
термiнах спецiальних функцiй, розглянемо випадок 4 таблицi 2.4, тобто
систему ЗДР

ϕ′′ + ϕ(−1 + ϕ−λψλ − 1
2αω) = 0,

ψ′′ + ψ(a− bϕ1−λψλ−1 − 1
2αω) = 0.

(2.221)
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Переписавши систему (2.221) з врахуванням умови (2.204), отримуємо
перевизначену систему

ϕ′′ + ϕ(µλ − 1− 1
2αω) = 0,

ϕ′′ + ϕ(a− bµλ−1 − 1
2αω) = 0,

(2.222)

яка буде мати нетривiальнi розв’язки лише у випадку, коли µ є
розв’язком рiвняння (2.209).

Нехай µ0 — розв’язок рiвняння (2.209). Тодi система (2.222)
еквiвалентна диференцiальному рiвнянню

ϕ′′ − ϕ
(1

2
αω + 1− µλ

0
)

= 0. (2.223)

Виконавши замiну τ =
(1

2α
)− 2

3
(1

2αω + 1− µλ
0
)
, зводимо рiвняння (2.223)

до рiвняння Ейрi [17]

ϕ′′ττ − τϕ = 0,

розв’язок якого має вигляд

ϕ(τ) = c1Ai(τ) + c2Bi(τ), (2.224)

де Ai(τ) i Bi(τ) вiдповiдно функцiя Ейрi та функцiя Ейрi другого роду.
Отже, врахувавши (2.204), (2.224) i анзац з випадку 4 таблицi 2.4,

отримуємо такий розв’язок системи (2.199) при d = 1 :

u =
(
c1Ai

(
p(t, x)

)
+ c2Bi

(
p(t, x)

))
exp

(1
6α

2t3 − 1
2αxt

)
,

v = µ0

(
c1Ai

(
p(t, x)

)
+ c2Bi

(
p(t, x)

))
exp

(1
6α

2t3 − 1
2αxt

)
,

де p(t, x) =
(1

2α
)− 2

3
(1

4α
2t2 − 1

2αx + 1− µλ
0
)
.

2.3.2. Частково iнварiантнi точнi розв’язки системи рiвнянь
типу Лотки–Вольтера
Перейдемо до побудови частково iнварiантних розв’язкiв [12] системи
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(2.199). Розглянемо її тривимiрну МАI L3 = 〈Pt, Px, I〉 при довiльному
параметрi d та випишемо оптимальну систему пiдалгебр цiєї алгебри [9].
Одновимiрнi пiдалгебри : 〈I〉, 〈Px + α1I〉, 〈Pt + α1Px + α2I〉; двовимiрнi
пiдалгебри : 〈Pt+α1I, Px+α2I〉, 〈Pt+α1Px, I〉, 〈Px, I〉, де α1 i α2 — довiльнi
сталi.

Отже, для того щоб побудувати всi можливi частково iнварiантнi
розв’язки, нам необхiдно розглянути пiдгрупи : G1

1 = G(I), G1
2 = G(Px +

α1I), G1
3 = G(Pt + α1Px + α2I), G2

1 = G(Px, I), G2
2 = G(Pt +

α1Px, I), G2
3 = G(Pt + α1I, Px + α2I) групи G3 = G(Pt, Px, I), породженi

вiдповiдними пiдалгебрами алгебри L3.

Для того, щоб iснували частково iнварiантнi Gi
j–розв’язки (i =

1, 2, j = 1, 2, 3), необхiдно, щоб виконувалися такi умови [12] :

max{r∗− n, 0} ≤ δ ≤ min{r∗− 1,m− 1}, m− δ ≤ r∗(∂u,vJ), (2.225)

де δ — дефект частково iнварiантного Gi
j–розв’язку, J — унiверсальний

iнварiант групи Gi
j, n — кiлькiсть незалежних змiнних, m — кiлькiсть

залежних змiнних, r∗ — загальний ранг, r∗(∂u,vJ) — ранг матрицi (∂u,vJ).
Зокрема, при розглядi груп G1

2 та G1
3 ми отримали лише лiївськi

анзаци, а для групи G1
1 не виконуються умови (2.225). Нам вдалось

побудувати частково iнварiантнi G2
1–розв’язки системи (2.199) та

встановити, що у випадку d = 1 частково iнварiантнi G2
2–розв’язки є

iнварiантними розв’язками вигляду (2.202).
Отже, розглянемо групу G2

1 i знайдемо всi можливi частково
iнварiантнi G2

1–розв’язки системи (2.199). Перевiримо чи виконуються
умови (2.225) : J = (t, v

u) — унiверсальний iнварiант групи G2
1, n = 2,

m = 2, r∗ = 2, r∗(∂u,vJ) = 1. Таким чином, пiдставивши всi необхiднi
величини в нерiвностi (2.225), бачимо, що вказанi умови виконуються,
а також отримуємо єдине значення дефекту частково iнварiантного G2

1–
розв’язку, а саме δ = 1, яке приводить до рангу ρ ≡ δ + n− r∗ = 1.

Отже, будемо шукати частково iнварiантнi G2
1–розв’язки системи
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(2.199) рангу ρ = 1 та дефекту δ = 1 у виглядi

v = ν(t)u(t, x), u = u(t, x), (2.226)

де ν(t) — нова шукана функцiя.
Аналогiчним чином можна перевiрити виконання умов (2.225) для

груп G2
2 та G2

3. Зокрема, частково iнварiантнi G2
2 i G2

3–розв’язки необхiдно
шукати вiдповiдно у виглядi

u = ϕ(x− α1t)v, v = v(t, x) (2.227)

та

u = ϕ
(
v exp(−α1t− α2x)

)
v, v = v(t, x). (2.228)

Покажемо тепер, що частково iнварiантнi G2
2–розв’язки вигляду

(2.227) системи (2.199) при d = 1 є iнварiантними розв’язками цiєї
системи вигляду (2.202). При доведеннi цього факту зупинимось на
розглядi випадку α1 = 0 (випадок α1 6= 0 розглядається аналогiчно),
тобто коли u = ϕ(x)v. Система (2.199) при d = 1 i u = ϕ(x)v має вигляд

ϕvt = ϕ′′v + 2ϕ′vx + ϕvxx − ϕv + ϕ1−λv,

vt = vxx + (a− bϕ1−λ)v.
(2.229)

Пiдставивши в перше рiвняння системи (2.229) вираз vt з другого
рiвняння, отримуємо рiвняння

vx

v
= − 1

2ϕ′
(ϕ′′ + (1 + bϕ)ϕ1−λ − (1 + a)ϕ),

розв’язок якого має вигляд v = g(t) exp(
∫

f(x)dx), де f(x) = − 1
2ϕ′ (ϕ

′′ +

(1 + bϕ)ϕ1−λ − (1 + a)ϕ), g(t) — довiльна гладка функцiя. Проте,
пiдставивши знайдену функцiю v в друге рiвняння системи (2.229),
отримуємо g(t) = C eβt (C та β — довiльнi сталi), що i веде до лiївського
анзацу (2.202).

Аналогiчним чином можна розглянути анзаци (2.227) (при d 6= 1)
та (2.228), проте отриманi в результатi редукцiї системи рiвнянь
виявляються занадто громiздкими i складними для iнтегрування.
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Перейдемо тепер до побудови частково iнварiантного G2
1–розв’язку

системи (2.199). Зокрема, анзац (2.226) зводить (2.199) до системи
вигляду

ut = uxx + (νλ − 1)u,

νut = dνuxx + (−ν ′ + aν − bνλ)u,
(2.230)

з якої отримуємо рiвняння

(1− d)νut = (−ν ′ + (a + d)ν − dνλ+1 − bνλ)u. (2.231)

При d = 1 рiвняння (2.231) еквiвалентне рiвнянню (2.214), загальний
розв’язок якого побудовано для λ = 1

2 . Пiдставляючи знайденi значення
функцiї ν (при рiзних значеннях ∆ = 4b − (1 + a)2) в перше рiвняння
системи (2.230) при λ = 1

2 , отримуємо :

ut = uxx +
(2

t
+

a− 1

2

)
u, ∆ = 0, (2.232)

ut = uxx +
(a− 1

2
− 1

2

√
∆ tan

(√∆ t

4

))
u, ∆ > 0, (2.233)

ut = uxx +
(a− 1

2
+

1

2

√
−∆ tanh

(√−∆

4
t
))

u, ∆ < 0. (2.234)

Рiвняння (2.232)–(2.234) ведуть до таких частково iнварiантних
розв’язкiв системи (2.199) при d = 1 та λ = 1

2 :

u(t, x) = t2 exp(a−1
2 t)z(t, x), ∆ = 0,

v(t, x) =
(1+a

2 t + 2
)2

exp
(

a−1
2 t

)
z(t, x),

(2.235)

u(t, x) = cos2
(√

∆ t
4

)
exp(a−1

2 t)z(t, x), ∆ > 0,

v(t, x) =
(

a+1
2 cos

(√∆ t
4

)− 1
2

√
∆ sin

(√∆ t
4

))2
exp(a−1

2 t)z(t, x),
(2.236)

u(t, x) = cosh2
(√−∆ t

4

)
exp(a−1

2 t)z(t, x), ∆ < 0,

v(t, x) =
(

a+1
2 cosh

(√−∆ t
4

)
+ 1

2

√−∆ sinh
(√−∆ t

4

))2
×

exp(a−1
2 t)z(t, x),

(2.237)
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де z(t, x) — довiльний розв’язок класичного рiвняння дифузiї (рiвняння
теплопровiдностi)

zt = zxx. (2.238)

Зауважимо, що розв’язки (2.218)–(2.220) є частинним випадком
розв’язкiв (2.235)–(2.237) при z(t, x) = C√

t
exp(−x2

4t ).

При d 6= 1 рiвняння (2.231) можна проiнтегрувати, знайшовши

u = H(x) exp
(∫

1

(1− d)ν
(−ν ′ + (a + d)ν − dνλ+1− bνλ)dt

)
, (2.239)

де H(x) — довiльна гладка функцiя. Пiдставивши (2.239) в перше
рiвняння системи (2.230), отримуємо рiвняння

H ′′(x) = H(x)
1

(1− d)ν
(−ν ′ + (a + 1)ν − νλ+1 − bνλ),

з якого випливає

H ′′ − γH = 0, (2.240)

ν ′ + ν(νλ + bνλ−1 − a− 1 + γ − dγ) = 0, γ = const. (2.241)

Структура рiвняння (2.241) така ж як i рiвняння (2.214). Тут ми
знову зупинимося на спецiальному випадку λ = 1

2 , коли його розв’язок
залежатиме вiд знаку виразу Θ = 4b− h2, де h = a + 1− γ + dγ, а саме :
якщо Θ = 0, то ν =

(2
t + h

2

)2
,

якщо Θ > 0, то ν = 1
4

(
h−√Θ tan(

√
Θt
4 )

)2
,

якщо Θ < 0, то ν = 1
4

(
h +

√−Θ tanh(
√−Θt

4 )
)2

.

Отже, для того щоб отримати розв’язки системи (2.199) при λ = 1
2

та d 6= 1, потрiбно лише обчислити значення iнтегралу в (2.239),
пiдставивши в пiдiнтегральний вираз знайденi функцiї ν. Провiвши
нескладнi обчислення, отримуємо такi розв’язки системи (2.199) при
λ = 1

2 та d 6= 1 :

u(t, x) = H(x) t2 exp
(a− 1 + (1 + d)γ

2
t
)
, Θ = 0,
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v(t, x) =
H(x)

4

(
4 + h t

)2
exp

(a− 1 + (1 + d)γ

2
t
)
,

u(t, x) = H(x) cos2
(√Θ

4
t
)

exp
(a− 1 + (1 + d)γ

2
t
)
, Θ > 0,

v(t, x) =
1

4

(
h−

√
Θ tan

(√Θ

4
t
))2

u(t, x),

u(t, x) = H(x) cosh2
(√−Θ

4
t
)

exp
(a− 1 + (1 + d)γ

2
t
)
, Θ < 0,

v(t, x) =
1

4

(
h +

√
−Θ tanh

(√−Θ

4
t
))2

u(t, x),

де функцiя H(x) є розв’язком лiнiйного ЗДР (2.240).
Розглянемо детальнiше розв’язок (2.237). Оскiльки система (2.199) має

стiйкi стацiонарнi точки (пряма u = v) лише при a = b, λ > a
a+1 , то

перепишемо розв’язок (2.237) при виконаннi цих умов. Зокрема, з того
що λ > a

a+1 випливає a < 1, оскiльки λ = 1
2 . Тодi розв’язок (2.237) має

вигляд

u(t, x) =
(

exp
(

a−1
2 t

)
+ 1

)2
z(t, x),

v(t, x) =
(
a exp

(
a−1
2 t

)
+ 1

)2
z(t, x),

(2.242)

де z — довiльний розв’язок рiвняння (2.238).
Виявляється, що з множини точних розв’язкiв (2.242) можна видiлити

такi, якi задовольняють бiологiчно вмотивованi додатковi умови :
збiжнiсть популяцiй до стiйкої стацiонарної точки, обмеженiсть росту
популяцiй та вiдсутнiсть дифузiї популяцiй через границю областi.
Зокрема, поклавши z = exp(−β2

1t) cos(β1x) + β2 (β1 та β2 — довiльнi
сталi) можна сформулювати теорему.

Теорема 2.8. Нелiнiйна система рiвнянь РД (2.199), з параметрами
a = b < 1, d = 1, λ = 1

2, допускає в областi {(t, x) ∈ (0, +∞) × (0, π
β1

)}
обмежений перiодичний (в просторi) розв’язок

u(t, x) =
(

exp
(

a−1
2 t

)
+ 1

)2(
exp(−β2

1t) cos(β1x) + β2
)
,

v(t, x) =
(
a exp

(
a−1
2 t

)
+ 1

)2(
exp(−β2

1t) cos(β1x) + β2
)
,

(2.243)
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що задовольняє нульовi умови Ноймана

ux|x=0 = 0, vx|x=0 = 0, ux|x= π
β1

= 0, vx|x= π
β1

= 0,

де β1 > 0, β2 > 1.

Добре видно, що розв’язок вигляду (2.243) прямує до стiйкої
стацiонарної точки (u, v) → (β2, β2) при t → +∞. Отже, цей розв’язок
описує змагання мiж двома видами, при якому вони спiвiснують.

2.4. Висновки до другого роздiлу

В цьому роздiлi побудовано оператори Q-умовної симетрiї та Q-умовної
симетрiї першого типу для систем рiвнянь Лотки–Вольтера. Зокрема,
було встановлено, що двокомпонентна ДСЛВ допускає оператори Q-
умовної (некласичної) симетрiї лише у випадку рiзних коефiцiєнтiв
дифузiї. Знайденi оператори використано для побудови анзацiв та
проведення редукцiї дво- та трикомпонентних ДСЛВ до систем ЗДР.
Незважаючи на нелiнiйнiсть отриманих систем ЗДР, нам вдалося
побудувати багатопараметричнi сiм’ї точних розв’язкiв. Дослiджено
властивостi окремих розв’язкiв та наведено бiологiчну iнтерпретацiю.

Побудовано iнварiантнi та частково iнварiантнi розв’язки однiєї
системи рiвнянь РД типу Лотки–Вольтера. Наведено бiологiчну
iнтерпретацiю розв’язкiв, що прямують до стiйкої стацiонарної точки
дослiджуваної системи.

Новi результати роздiлу 2 опублiковано у роботах [3, 45,47].
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РОЗДIЛ 3

Q-умовнi симетрiї першого типу та точнi
розв’язки класу систем рiвнянь

реакцiї-дифузiї

В цьому роздiлi розглядатимемо клас нелiнiйних систем рiвнянь РД

Ut = [D1(U)Ux]x + F (U, V ),

Vt = [D2(V )Vx]x + G(U, V ),
(3.1)

де коефiцiєнти дифузiї D1(U) та D2(V ) припускаються додатними
функцiями.

Система (3.1) пiсля застосування замiни Кiрхгофа

u =

∫
D1(U)dU, v =

∫
D1(V )dV, (3.2)

де u(t, x) та v(t, x) — новi невiдомi функцiї, має вигляд

uxx = d1(u)ut + C1(u, v),

vxx = d2(v)vt + C2(u, v).
(3.3)

Функцiї d1, d2 i C1, C2 системи (3.3) визначаються вiдповiдно через
D1, D2 та F, G такими формулами :

d1(u) = 1
D1(U) , d2(v) = 1

D2(V ) ,

C1(u, v) = −F (U, V ), C2(u, v) = −G(U, V ),

де U = D1
∗(u) ≡

(∫
D1(u)du

)−1
, V = D2

∗(v) ≡
(∫

D2(v)dv
)−1

(верхнiй
iндекс −1 означає обернену функцiю).
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Роздiл органiзовано таким чином. В пiдроздiлi 3.1 описано ФЗП
системи (3.3). Пiдроздiл 3.2 мiстить СВР для знаходження операторiв Q-
умовнi симетрiї першого типу системи (3.3). В пiдроздiлi 3.3 знайдено всi
Q-умовнi симетрiї першого типу (при обмеженнi (1.25)) для класу систем
рiвнянь РД зi сталими коефiцiєнтами дифузiї. В пiдроздiлi 3.4 описано
всi можливi Q-умовнi симетрiї першого типу (при обмеженнi (1.25))
для класу систем рiвнянь РД у випадку двох несталих коефiцiєнтiв
дифузiї. Застосування отриманих операторiв для побудови анзацiв та
проведення редукцiї систем рiвнянь РД до систем ЗДР, а також приклади
точних розв’язкiв таких систем, подано в пiдроздiлi 3.5. Пiдроздiл 3.6
присвячено побудовi точних розв’язкiв та їх фiзичнiй iнтерпретацiї для
системи рiвнянь РД, яка моделює потiк тонких плiвок.

3.1. Формо-зберiгаючi перетворення

При дослiдженнi певного класу ДРЧП (систем ДРЧП) на наявнiсть
операторiв симетрiї (лiївської, некласичної, умовної тощо) виникає
промiжна задача (яка часто не є тривiальною) : з точнiстю до
яких перетворень здiйснювати дослiдження заданого класу? Зокрема,
при проведеннi групової класифiкацiї класу ДРЧП (систем ДРЧП)
використовують метод Лi–Овсяннiкова, який передбачає побудову
перетворень еквiвалентностi (див. наприклад [12, 70]) дослiджуваного
класу, тобто таких невироджених локальних перетворень, якi зводять
довiльно вибране рiвняння (систему рiвнянь) з заданого класу до
деякого iншого рiвняння (системи рiвнянь) з цього ж класу. Проте для
багатьох класiв систем рiвнянь множина перетворень еквiвалентностi
має тривiальну структуру (наприклад перетворення розтягу та зсуву
для класу рiвнянь РД, див. наслiдок 3.1). У зв’язку з цим, все
частiше з’являються роботи в яких використовують ФЗП — невиродженi
локальнi перетворення, якими можна звести хоча б одне рiвняння
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(систему рiвнянь) з заданого класу в iнше рiвняння (систему рiвнянь)
з цього класу. Вказанi перетворення були введенi в роботi [71] i
зараз широко використовуються при проведеннi групової класифiкацiї
(див. [53, 101] i цитованi там роботи). Задача побудови ФЗП не є
тривiальною навiть для класiв ДРЧП [58]. У випадку систем ДРЧП
проблема знаходження ФЗП рiзко ускладнюється i робiт, присвячених
її розв’язанню, є небагато [53, 94]. В цьому пiдроздiлi описано ФЗП для
класу систем рiвнянь РД зi сталими та несталими коефiцiєнтами дифузiї.

Перш за все зазначимо, що систему (3.3) зi сталими коефiцiєнтами d1

та d2, а саме :

uxx = λ1ut + C1(u, v),

vxx = λ2vt + C2(u, v),

де λ1 i λ2 — довiльнi сталi (λk 6= 0, k = 1, 2), можна звести до системи

uxx = ut + C1(u, v),

vxx = dvt + C2(u, v),
(3.4)

виконавши перетворення

t → λ1t

та ввiвши позначення d = λ2

λ1
.

Таким чином, при побудовi ФЗП для класу систем рiвнянь РД зi
сталими коефiцiєнтами дифузiї, розглядатимемо системи вигляду (3.4),
для яких знайденi перетворення подано в теоремi.

Теорема 3.1. Довiльно вибрану систему рiвнянь РД вигляду (3.4) при
d 6= 1 можна звести до системи такого самого вигляду :

wyy = wτ + F 1(w, z),

zyy = λzτ + F 2(w, z),
(3.5)

за допомогою невироджених локальних перетворень

τ = a(t, x, u, v), y = b(t, x, u, v), (3.6)
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w = ϕ(t, x, u, v), z = ψ(t, x, u, v), (3.7)

тодi i тiльки тодi, коли гладкi функцiї a, b, ϕ та ψ мають вигляд:

(I) a = α(t), b = β(t)x + γ(t), αβ 6= 0,

ϕ = f(t) exp
(
− 1

4β (β̇x2 + 2γ̇x)
)
u + P (t, x), f 6= 0,

ψ = g(t) exp
(
− d

4β (β̇x2 + 2γ̇x)
)
v + Q(t, x), g 6= 0,

(3.8)

де функцiї α(t), β(t), γ(t), f(t), g(t), P (t, x) i Q(t, x) задовольняють
такi спiввiдношення :

α̇ = β2, λ = d, (3.9)

β2F 1(ϕ, ψ) = ϕuC
1(u, v) + ϕxx − ϕt − 2

ϕx

ϕu
ϕxu, (3.10)

β2F 2(ϕ, ψ) = ψvC
2(u, v) + ψxx − dψt − 2

ψx

ψv
ψxv, (3.11)

або

(II) a = α(t), b = β(t)x + γ(t), αβ 6= 0,

ϕ = f(t) exp
(
− d

4β (β̇x2 + 2γ̇x)
)
v + P (t, x), f 6= 0,

ψ = g(t) exp
(
− 1

4β (β̇x2 + 2γ̇x)
)
u + Q(t, x), g 6= 0,

(3.12)

де функцiї α(t), β(t), γ(t), f(t), g(t), P (t, x) i Q(t, x) задовольняють
такi спiввiдношення :

α̇ = λβ2, λ =
1

d
, (3.13)

β2F 1(ϕ, ψ) = ϕvC
2(u, v) + ϕxx − dϕt − 2

ϕx

ϕv
ϕxv, (3.14)

β2F 2(ϕ, ψ) = ψuC
1(u, v) + ψxx − ψt − 2

ψx

ψu
ψxu. (3.15)

В теоремi (та скрiзь нижче) крапкою позначено диференцiювання за
змiнною t.
Доведення.
Для того, щоб перетворення (3.6) та (3.7) зводили систему рiвнянь РД
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(3.4) до системи (3.5), необхiдно, щоб вони були невиродженими, тобто :

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ax at au av

bx bt bu bv

ϕx ϕt ϕu ϕv

ψx ψt ψu ψv

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

6= 0. (3.16)

Використовуючи вигляд перетворень (3.6) та (3.7), знайдемо вирази
для похiдних uxx, vxx, ut, vt. Для цього необхiдно здиференцiювати
новi залежнi змiннi w i z з (3.7) за змiнними x та t, враховуючи при
цьому перетворення (3.6). Оскiльки отриманi формули дуже громiздкi,
то обмежимося лише похiдними змiнної u, тобто переходом першого
рiвняння системи (3.4) у вiдповiдне йому рiвняння системи (3.5).
Зокрема, вирази для перших похiдних мають такий вигляд :

ux =

∣∣∣∣∣∣∣

ϕx − axwτ − bxwy avwτ + bvwy − ϕv

ψx − axzτ − bxzy avzτ + bvzy − ψv

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣

auwτ + buwy − ϕu avwτ + bvwy − ϕv

auzτ + buzy − ψu avzτ + bvzy − ψv

∣∣∣∣∣∣∣

,

ut =

∣∣∣∣∣∣∣

ϕt − atwτ − btwy avwτ + bvwy − ϕv

ψt − atzτ − btzy avzτ + bvzy − ψv

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣

auwτ + buwy − ϕu avwτ + bvwy − ϕv

auzτ + buzy − ψu avzτ + bvzy − ψv

∣∣∣∣∣∣∣

.

(3.17)

При повторному диференцiюваннi ux за змiнною x було отримано
громiздкий вираз, який мiстить похiднi wττ , wτy, zττ i zτy. Проте вказаних
похiдних немає в жодному з рiвнянь системи (3.5). Отже, прирiвнявши до
нуля коефiцiєнти при вiдповiдних похiдних, отримуємо таке обмеження
на функцiю a :

ax = au = av = 0 ⇒ a = α(t), (3.18)

де α(t) — довiльна гладка функцiя.
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Зазначимо, що у випадку скалярного рiвняння обмеження (3.18) були
отриманi, наприклад, в роботi [58].

Вираз для похiдної uxx мiстить похiднi wyy i zyy, коефiцiєнти при яких
вiдповiдно рiвнi

1

δ
(bx + buux + bvvx)

(
bxψv − bvψx + ux(buψv − bvψu)

)
(3.19)

та
1

δ
(bx + buux + bvvx)

(
bvϕx − bxϕv + ux(bvϕu − buϕv)

)
, (3.20)

де δ =

∣∣∣∣∣
buwy − ϕu bvwy − ϕv

buzy − ψu bvzy − ψv

∣∣∣∣∣ .

Пiдставивши в (3.19) та (3.20) замiсть ux i vx їх вирази (з (3.17) для
ux та аналогiчний для vx), отримуємо, що вираз для похiдної uxx мiстить
добутки похiдних wyy i zyy на похiднi wy, w2

y, wyzy, zy, z2
y . Оскiльки

вказаних добуткiв немає в жодному з рiвнянь системи (3.5), то отримуємо
таке обмеження на функцiю b :

bu = bv = 0 ⇒ b = b(t, x). (3.21)

Враховуючи отриманi обмеження (3.18) i (3.21) на функцiї a та b, умова
невиродженостi (3.16) зводиться до таких умов :

α̇ bx 6= 0, ∆2 =

∣∣∣∣∣
ϕu ϕv

ψu ψv

∣∣∣∣∣ 6= 0. (3.22)

Таким чином, вирази для похiдних uxx i ut мають вигляд

uxx = ψvb2
x

∆2
wyy − ϕvb2

x

∆2
zyy + (ψvbx)x∆2−(∆2)xψvbx

∆2
2

wy−
(ϕvbx)x∆2−(∆2)xϕvbx

∆2
2

zy + (ψxϕv−ψvϕx)x∆2−(∆2)x(ψxϕv−ψvϕx)
∆2

2
,

ut = 1
∆2

(
ψv(α̇wτ + btwy − ϕt)− ϕv(α̇zτ + btzy − ψt)

)
.

(3.23)

Пiдставивши (3.23) в перше рiвняння системи (3.4), отримуємо рiвняння,
в якому присутнi такi вирази :

(i) − ϕvb
2
x

∆2
(zyy − α̇

b2
x

zτ), (ii)
ψvb

2
x

∆2
(wyy − α̇

b2
x

wτ),
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а частина рiвняння, що залишилася, не мiстить похiдних zyy, wyy, zτ та
wτ . У випадку, коли перше рiвняння системи (3.4) переходить в перше
рiвняння системи (3.5), отримуємо

α̇ = b2
x, ϕv = 0. (3.24)

Якщо ж перше рiвняння системи (3.4) переходить в друге рiвняння
системи (3.5), то

α̇ = λb2
x, ψv = 0. (3.25)

Оскiльки розгляд кожного з отриманих випадкiв є практично
iдентичним, то обмежимося лише дослiдженням умов (3.24).

Врахувавши (3.22) при ϕv = 0, отримуємо обмеження ϕuψv 6= 0. З
(3.24) випливає bxx = 0 ⇒ b(t, x) = β(t)x + γ(t), де β та γ — довiльнi
гладкi функцiї. Таким чином, маємо першу умову з (3.9), а саме :

α̇ = β2.

При виконаннi умов (3.24), вирази для похiдних uxx i ut мають такий
вигляд :

uxx = β2

ϕu
wyy − 2βϕxu

ϕ2
u

wy + 2ϕxϕxu−ϕuϕxx

ϕ2
u

− ϕuu

ϕ3
u
(βwy − ϕx)

2,

ut = 1
ϕu

(α̇wτ + (β̇x + γ̇)wy − ϕt).
(3.26)

Оскiльки перше рiвняння системи (3.5) не мiстить похiдної wy, а також
її квадрату, то, прирiвнявши до нуля вiдповiднi коефiцiєнти, отримуємо
систему рiвнянь

ϕuu = 0,

2βϕxu

ϕ2
u

+ β̇x+γ̇
ϕu

= 0,

загальний розв’язок якої має вигляд

ϕ = f(t) exp
(
− 1

4β
(β̇x2 + 2γ̇x)

)
u + P (t, x), (3.27)

де f(t) 6= 0 та P (t, x) — довiльнi гладкi функцiї.
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Очевидно, що (3.27) збiгається з вiдповiдною формулою в (3.8).
Для отримання умови (3.10) пiдставляємо (3.26) i (3.27) в перше

рiвняння системи (3.4)

wyy = wτ +
ϕu

β2

(
C1(u, v)− ϕt

ϕu
− 2ϕxϕxu − ϕuϕxx

ϕ2
u

)
. (3.28)

Рiвняння (3.28) збiгається з першим рiвнянням системи (3.5) лише за
умови (3.10).

Провiвши аналогiчнi обчислення для другого рiвняння системи
(3.4), отримуємо : рiвняння α̇ = λ

dβ
2, яке (разом iз рiвнянням

α̇ = β2) приводить до умов (3.9), вигляд функцiї ψ з (3.8) та
спiввiдношення (3.11).

При розглядi умов (3.25) було отримано перетворення (3.12) та
спiввiдношення (3.13)–(3.15).
Теорему доведено.

Розглянемо тепер систему рiвнянь РД (3.3) з несталими коефiцiєнтами
дифузiї.

Теорема 3.2. Довiльно вибрану систему рiвнянь РД вигляду (3.3) при
d1

ud
2
v 6= 0 можна звести до системи такого самого вигляду :

wyy = λ1(w)wτ + F 1(w, z),

zyy = λ2(z)zτ + F 2(w, z),
(3.29)

за допомогою невироджених локальних перетворень (3.6)–(3.7), тодi i
тiльки тодi, коли гладкi функцiї a, b, ϕ i ψ мають вигляд

a = α(t), b = β(x), α̇β′ 6= 0,

ϕ =
√

β′f(t)u + P (t, x), f 6= 0,

ψ =
√

β′g(t)v + Q(t, x), g 6= 0,

(3.30)

де функцiї α(t), β(x), f(t), g(t), γ(t), P (t, x) та Q(t, x) задовольняють
такi спiввiдношення :

α̇d1(u) = (β′)2λ1(ϕ), d1(u)λ2(ψ) = d2(v)λ1(ϕ), (3.31)
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(β′)2F 1(ϕ, ψ) = ϕuC
1(u, v) + ϕxx − d1(u)ϕt − 2

ϕx

ϕu
ϕxu, (3.32)

(β′)2F 2(ϕ, ψ) = ψvC
2(u, v) + ψxx − d2(v)ψt − 2

ψx

ψv
ψxv. (3.33)

Доведення теореми 3.2 опускаємо, оскiльки воно проводиться
аналогiчно до доведення теореми 3.1.

Зауваження 3.1. Перетворення (3.30) та спiввiдношення (3.31)–(3.33)
отримано у випадку, коли перетворення (3.6)–(3.7) зводить перше
рiвняння системи (3.4) в перше рiвняння системи (3.5). У випадку, коли
перше рiвняння системи (3.3) переходить в друге рiвняння системи (3.29)
формули отримуються аналогiчними (див. теорему 3.1) i ми їх опускаємо.

Оскiльки ФЗП заданого класу рiвнянь (системи рiвнянь) мiстять як
частинний випадок перетворення еквiвалентностi цього ж класу, то з
перетворень (3.8) i (3.30) при виконаннi спiввiдношень (3.9)–(3.11) та
(3.31)–(3.33) можна отримати перетворення еквiвалентностi класу систем
рiвнянь РД [72].

Наслiдок 3.1. Перетворення еквiвалентностi системи рiвнянь РД
(3.3) мають вигляд

τ = α1t + α2, y = α3x + α4,

w = α5u + α6, z = α7v + α8,
(3.34)

де αl (l = 1, . . . , 8) — деякi сталi (α2k−1 6= 0, k = 1, . . . , 4), при виконаннi
таких спiввiдношень :

α1d
1(u) = α2

3λ
1(w),

d1(u)λ2(z) = d2(v)λ1(w),

α2
3F

1(w, z) = α5C
1(u, v),

α2
3F

2(w, z) = α7C
2(u, v).

Доведення наслiдку ґрунтується на спрощеннi спiввiдношень (3.31)–
(3.33) за умови, що вони повиннi виконуватися для довiльно вибраних
функцiй dk, Ck, λk i F k (k = 1, 2).
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3.2. Системи визначальних рiвнянь

Згiдно з означенням 1.4 оператора Q-умовної симетрiї першого типу,
було побудовано СВР для знаходження вiдповiдних операторiв вигляду
(2.2) системи рiвнянь РД (3.3). Зокрема, при ξ0 6= 0 та з використанням
многовиду M1 = {S1 = 0, S2 = 0, Q(u) = 0}, отримана СВР має такий
вигляд :

ξ0
x = ξ0

u = ξ0
v = ξ1

u = ξ1
v = 0, (3.35)

η1
uu = η1

uv = η1
vv = η2

uu = η2
uv = η2

vv = 0, (3.36)

(d1 − d2)η1
v = 0, η1

xv = 0, (3.37)

ξ1η2
u(d

2 − d1) + 2ξ0η2
xu = 0, (3.38)

(ξ0
t ξ

1 − ξ0ξ1
t − 2ξ1ξ1

x)d
1 − ξ1η1d1

u − 2ξ0η1
xu + ξ0ξ1

xx = 0, (3.39)

(2ξ1
x − ξ0

t )d
2 + η2d2

v = 0, (3.40)

ξ1
t d

2 + 2η2
xv − ξ1

xx = 0, (3.41)

η1C1
u + η2C1

v − η1
vC

2 + (2ξ1
x − η1

u)C
1 +

η1

ξ0η1d1
u +

(η1
t + 2ξ1

x

η1

ξ0 − ξ0
t

η1

ξ0 )d1 − η1
xx = 0, (3.42)

η1C2
u + η2C2

v − η2
uC

1 + (2ξ1
x − η2

v)C
2 +

(η2
t +

η1

ξ0η2
u)d

2 − η1

ξ0η2
ud

1 − η2
xx = 0. (3.43)

Оскiльки групова класифiкацiя класу систем рiвнянь РД (3.3) зi
сталими [49, 50, 81, 83] i несталими [51, 72] коефiцiєнтами дифузiї вже
проведена, то при побудовi операторiв Q-умовної симетрiї першого типу
цiєї системи ми систематично виключатимемо з розгляду оператори, якi
є операторами Лi, або зводяться до таких операторiв. З цiєю метою
використаємо СВР для знаходження операторiв класичної симетрiї
системи (3.3)

ξ0
x = ξ0

u = ξ0
v = ξ1

u = ξ1
v = 0,

η1
uu = η1

uv = η1
vv = η2

uu = η2
uv = η2

vv = 0,
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(d1 − d2)η1
v = 0, (d1 − d2)η2

u = 0, η1
xv = η2

xu = 0,

(2ξ1
x − ξ0

t )d
1 + η1d1

u = 0,

(2ξ1
x − ξ0

t )d
2 + η2d2

v = 0, (3.44)

ξ1
t d

1 + 2η1
xu − ξ1

xx = 0,

ξ1
t d

2 + 2η2
xv − ξ1

xx = 0,

η1C1
u + η2C1

v − η1
vC

2 + (2ξ1
x − η1

u)C
1 + η1

t d
1 − η1

xx = 0,

η1C2
u + η2C2

v − η2
uC

1 + (2ξ1
x − η2

v)C
2 + η2

t d
2 − η2

xx = 0,

яку можна легко вивести, використавши статтю [51] та перетворення (3.2).

Теорема 3.3. Система рiвнянь РД (3.3) у випадку d1 = d2 не допускає
операторiв Q-умовної симетрiї першого типу (при ξ0 6= 0) вiдмiнних
вiд операторiв симетрiї Лi.

Доведення теореми є очевидним, оскiльки у випадку d1 = d2 СВР
(3.35)–(3.43) для пошуку операторiв Q-умовної симетрiї першого типу
(при ξ0 6= 0) та СВР (3.44) для пошуку операторiв класичної симетрiї
збiгаються.

Легко помiтити, що СВР (3.35)–(3.43) i (3.44) (у випадку d1 6= d2)
будуть збiгатися при виконаннi таких додаткових обмежень :

η2
u = 0, (2ξ1

x − ξ0
t )d

1 + η1d1
u = 0. (3.45)

Таким чином, при побудовi операторiв Q-умовної симетрiї першого типу
системи (3.3) необхiдно вимагати, щоб принаймнi одна з умов (3.45) не
виконувалась.

3.3. Q-умовнi симетрiї класу систем рiвнянь реакцiї-
дифузiї зi сталими коефiцiєнтами дифузiї

При побудовi операторiв Q-умовнi симетрiї першого типу для класу
систем рiвнянь РД зi сталими коефiцiєнтами дифузiї розглядатимемо
лише нелiнiйнi системи вигляду (3.4) з додатнiм коефiцiєнтом d 6= 1.
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Перш за все встановимо структуру шуканого оператора вiдносно
змiнних u та v. Розв’язавши рiвняння (3.35) i (3.36), отримуємо

ξ0 = ξ0(t), ξ1 = ξ1(t, x),

η1 = r1(t, x)u + p1(t, x), η2 = q(t, x)u + r2(t, x)v + p2(t, x),
(3.46)

де ξ0(t), ξ1(t, x), q(t, x), rk(t, x), pk(t, x) — поки що невiдомi гладкi
функцiї (k = 1, 2). Таким чином, будемо шукати оператор Q-умовної
симетрiї першого типу у виглядi

Q = ξ0∂t + ξ1∂x + (r1u + p1)∂u + (qu + r2v + p2)∂v.

Пiдставивши вирази (3.46) та значення коефiцiєнтiв d1 = 1, d2 = d в
рiвняння (3.38)–(3.43), отримуємо таку нелiнiйну систему ДРЧП :

ξ1(d− 1)q + 2ξ0qx = 0, (3.47)

2r1
x + ξ1

t = 0, (3.48)

2r2
x + dξ1

t = 0, (3.49)

2ξ1
x − ξ0

t = 0, (3.50)

(r1u + p1)C1
u + (qu + r2v + p2)C1

v + (2ξ1
x − r1)C1 =

(r1
xx − r1

t )u + p1
xx − p1

t , (3.51)

(r1u + p1)C2
u + (qu + r2v + p2)C2

v + (2ξ1
x − r2)C2 = qC1 +

r1u + p1

ξ0 q(1− d) + (r2
xx − dr2

t )v + (qxx − dqt)u + p2
xx − dp2

t , (3.52)

для знаходження коефiцiєнтiв ξ0, ξ1, q, rk i pk (k = 1, 2) оператора Q-
умовної симетрiї першого типу системи (3.4).

Зауважимо, що з обмежень (3.45) випливає необхiдна та достатня
умова того, що знайденi оператори не будуть лiївськими, а саме :

q 6= 0. (3.53)

Теорема 3.4. Нелiнiйна система рiвнянь РД (3.4) при d 6= 1

(d > 0) допускає оператори Q-умовної симетрiї першого типу лише
у випадках, поданих в таблицi 3.1. Будь-яка iнша система рiвнянь РД,
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яка допускає оператори Q-умовної симетрiї першого типу, зводиться
до отриманих систем невиродженими локальними перетвореннями
вигляду

t → C1t + C2,

x → C3x + C4,

u → C5e
C6tu + C7t + C8,

v → C9e
C10tv + C11t

2 + C12t + C13,

(3.54)

(тут Cl (l = 1, . . . , 13) — деякi сталi), або дискретними
перетвореннями

u → v, v → u, (3.55)

а вiдповiднi їй оператори зводяться до операторiв з таблицi 3.1 з
точнiстю до додавання операторiв симетрiї Лi системи (3.4) вигляду
(h1(t, x)v + h0(t, x))∂v, де h0, h1 — деякi вiдомi функцiї.

Доведення.
Доведення теореми ґрунтується на розв’язаннi СВР (3.47)–(3.52) при

обмеженi (3.53). Зокрема, аналiз класифiкацiйних рiвнянь (3.51) i (3.52),
як рiвнянь для знаходження функцiй C1 та C2, веде до розгляду таких
випадкiв :

(1 ) r1 = r2 = p1 = 0,

(2 ) r1 = r2 = 0, p1 6= 0,

(3 ) r1 = p1 = 0, r2 6= 0,

(4 ) r1 = 0, p1 6= 0, r2 6= 0,

(5 ) r2 = 0, r1 6= 0,

(6 ) r1 6= 0, r2 6= 0.

Цi випадки отримуються природнiм чином при розв’язаннi (3.51)–
(3.52), оскiльки доводиться розв’язувати рiвняння для знаходження
iнварiантної змiнної ω, а саме :

du

r1u + p1 =
dv

qu + r2v + p2 .
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В результатi розгляду кожного з випадкiв (1)–(6), отримуємо оператори
Q-умовної симетрiї з рiзною структурою.

Розглянемо детальнiше випадки (1) i (6) (всi iншi розглядаються
аналогiчно).
Випадок (1). У цьому випадку рiвняння (3.51) та (3.52) мають вигляд

(qu + p2)C1
v + 2ξ1

xC
1 = 0,

(qu + p2)C2
v + 2ξ1

xC
2 = qC1 + (qxx − dqt)u + p2

xx − dp2
t .

(3.56)

Здиференцiювавши перше рiвняння системи (3.56) за змiнною x,
отримуємо рiвняння (qxu+p2

x)C
1
v = 0, з якого випливає C1

v = 0 при qx 6= 0.
Якщо ж qx = 0, то з рiвняння (3.47) маємо ξ1 = 0, а значить i C1

v = 0.

Отже, перше рiвняння системи (3.56) має такий вигляд : ξ1
xC

1 = 0. Таким
чином, необхiдно розглянути два суттєво рiзнi пiдвипадки, а саме : ξ1

x 6= 0

i ξ1
x = 0.
Оскiльки функцiя C2 залежать вiд змiнних u та v, то при iнтегруваннi

другого рiвняння системи (3.56) за змiнною v на змiнну u будемо
дивитися як на параметр. Таким чином, загальний розв’язок системи
(3.56) при ξ1

x 6= 0 має вигляд

C1 = 0, C2 = exp
(− 2ξ1

x

qu + p2v
)
g(u) +

qxx − dqt

2ξ1
x

u +
p2

xx − dp2
t

2ξ1
x

, (3.57)

де g(u) — довiльна гладка функцiя. Оскiльки функцiя C2 явно не
залежить вiд змiнних t i x, то при g(u) 6= 0 з (3.57) випливає :
q = α1ξ

1
x, p2 = α2ξ

1
x, де α1 та α2 — довiльнi сталi. Здиференцiювавши

рiвняння (3.50) за змiнною x, отримуємо ξ1
xx = 0. Таким чином,

qx ≡ α1ξ
1
xx = 0, що суперечить умовi ξ1

x 6= 0 (див. рiвняння (3.47)).
Отже, при g(u) 6= 0 приходимо до суперечностi. Якщо ж g(u) = 0, то
система рiвнянь РД (3.4) стає лiнiйною.

Загальний розв’язок системи (3.56) при ξ1
x = 0 має вигляд

C1 = f(u), C2 =
qf(u) + (qxx − dqt)u + p2

xx − dp2
t

qu + p2 v + g(u), (3.58)
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де f(u), g(u) — довiльнi гладкi функцiї.
Якщо функцiя f(u) є довiльною, то отримуємо p2 = βq (β – довiльна

стала). Таким чином, маємо C2 = f(u)
u+βv +αv + g(u), де α = qxx−dqt

q . Отже,
перепозначивши f(u)

u+β на f(u) i розв’язавши систему рiвнянь на функцiю
q(t, x), а саме :

qxx−dqt

q = α,

2qx + ξ1(d− 1)q = 0,

де ξ1 = λ1 (λ1 — довiльна стала), отримуємо систему рiвнянь РД

uxx = ut + (u + β)f(u),

vxx = dvt + f(u)v + αv + g(u),

та оператор Q-умовної симетрiї першого типу
Q = ∂t + λ1∂x + λ2 exp

(
λ1(1−d)

2 x + λ2
1(1−d)2−4α

4d t
)
(u + β)∂v, де λ2 6= 0 —

довiльна стала. Перепозначивши λ1(1−d)
2 → λ1 i виконавши перетворення

u → u− β, (3.59)

отримуємо випадок 6 таблицi 3.1. Таким чином, при довiльнiй функцiї
f(u) було отримано лише один випадок.

Для встановлення тих виглядiв функцiї f(u), при яких отримаємо
додатковi оператори, проаналiзуємо диференцiальнi наслiдки другого
рiвняння (3.58). Оскiльки C2

vx = C2
vt = 0, то маємо систему рiвнянь

(qtp
2 − qp2

t )f = ((qxx − dqt)u + p2
xx − dp2

t )(qtu + p2
t )−

((qxx − dqt)tu + (p2
xx − dp2

t )t)(qu + p2),

(qxp
2 − qp2

x)f = ((qxx − dqt)u + p2
xx − dp2

t )(qxu + p2
x)−

((qxx − dqt)xu + (p2
xx − dp2

t )x)(qu + p2),

на функцiю f(u), з якої випливає (при p2 6= βq), що ця функцiя може
бути лише полiномом другого степеня вiдносно u, тобто f(u) = α1+α2u+

α3u
2 (αi — довiльнi сталi). Провiвши нескладнi обчислення, отримуємо

випадки 8 та 9 таблицi 3.1 вiдповiдно при α3 6= 0 i α3 = 0. Таким чином,
випадок (1) повнiстю розглянуто.
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Випадок (6). При розв’язуваннi вiдповiдних характеристичних рiвнянь
для системи (3.51)–(3.52), отримано два суттєво рiзних вирази для
iнварiантної змiнної ω :
(i) r1 = r2 = r,

ω =
rv + qu + p2

ru + p1 − q

r
ln(u +

p1

r
); (3.60)

(ii) r1 6= r2,

ω =
(
u +

p1

r1

)− r2

r1
(
v − q

r1 − r2 (u +
p1

r1 ) +
r1p2 − qp1

r1r2

)
. (3.61)

В результатi iнтегрування рiвняння (3.51), знаходимо такий вираз для
функцiї C1(u, v) :

C1 =
(
u + p1

r1

)1− 2ξ1x
r1

(
f(ω) + r1

xx−r1
t

r1

∫
u
(
u + p1

r1

) 2ξ1x
r1
−2

du+

p1
xx−p1

t

r1

∫ (
u + p1

r1

) 2ξ1x
r1
−2

du
)
,

(3.62)

де f(ω) — довiльна гладка функцiя, а вираз для змiнної ω подано в
(3.60)–(3.61). При обчисленнi iнтегралiв в (3.62) необхiдно розглянути
три пiдвипадки :

ξ1
x = 0, 2ξ1

x = r1, ξ1
x(2ξ

1
x − r1) 6= 0. (3.63)

Отже, для того щоб знайти всi оператори Q-умовної симетрiї першого
типу, необхiдно розглянути пiдвипадки (i) та (ii) при виконання кожної
з умов (3.63).

Оскiльки розгляд кожного з отриманих пiдвипадкiв є практично
iдентичним, то обмежимося лише пiдвипадками (i) при ξ1

x = 0 та (ii)

при ξ1
x(2ξ

1
x − r1) 6= 0.

У пiдвипадку (i) при ξ1
x = 0, шляхом iнтегрування рiвнянь (3.48)–

(3.50), отримуємо r = r(t), ξ1 = λ1 (λ1 — довiльна стала) i ξ0 = 1. Таким
чином, в цьому пiдвипадку функцiя C1 має вигляд

C1(u, v) = (u +
p1

r
)f(ω) +

ṙ

r
u− ṙ

r
(u +

p1

r
) ln(u +

p1

r
)− p1

xx − p1
t

r
, (3.64)
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де змiнна ω подана в (3.60).
Нам необхiдно проаналiзувати вираз (3.64) за умови, що функцiя C1 явно
не залежить вiд змiнних t та x.

Якщо f(ω) — довiльна функцiя, то з необхiднiстю

p1 = β1r, p2 = β2r, q = β3r, ṙ = β4r, (3.65)

де βi — довiльнi сталi (i = 1, ..., 4), β3 6= 0. Проте, пiдставивши (3.65)
в (3.52), отримуємо ṙ = 0. Отже, всi функцiї в (3.65) є сталими.
Проiнтегрувавши (3.52), знаходимо функцiю C2. У пiдсумку отримуємо
систему рiвнянь РД

uxx = ut + (u + α2

α1
)f(ω),

vxx = dvt + (u + α2

α1
)
(
g(ω) + ln(u + α2

α1
)
(

α3

α1
f(ω) + α3(1− d)

))
,

та оператор Q-умовної симетрiї першого типу

Q = ∂t + (α1u + α2)∂u + (α1v + α3u + α4)∂v,

де ω = α1v+α3u+α4

α1u+α2
− α3

α1
ln(u + α2

α1
), αi — довiльнi сталi (i = 1, . . . , 4),

α1α3 6= 0. Обмеження α3 6= 0 гарантує, що знайдений оператор не є
лiївським.

Виконавши перетворення

u → u− α2

α1
, v → α3

α1
v − α4

α1
+

α2α3

α2
1

(3.66)

та перепозначивши α1 на α, отримуємо випадок 2 таблицi 3.1.
Встановимо тепер всi можливi вигляди функцiї f(ω) при яких система

рiвнянь РД допускає оператори Q-умовної симетрiї першого типу. Для
цього спочатку здиференцiюємо вираз (3.64) за змiнною v, отримавши
C1

v = fω, а потiм, врахувавши що C1
vx = C1

vt = 0, маємо рiвняння
fωωωt = 0 i fωωωx = 0. Оскiльки випадок ωt = ωx = 0 приводить
до вже розглянутого випадку 2 таблицi 3.1, то отримуємо fωω = 0.

Отже, f(ω) = f 1(t, x) ω + f 2(t, x), де f 1 та f 2 — довiльнi гладкi функцiї.
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Пiдставивши знайдену функцiю f в (3.64), маємо

C1 = f 1v + (f 1 q
r + f 2 + ṙ

r)u− (f 1 q
r + ṙ

r)(u + p1

r ) ln(u + p1

r )+
1
r(f

1p2 + f 2p1 − p1
xx + p1

t ).
(3.67)

З (3.67) випливає f 1 = const. Також отримуємо, що якщо f 1 q
r + ṙ

r 6= 0,

то p1 = α1r ⇒ p1 = 0 (за рахунок перетворення u + α1 → u). Якщо
p1 6= α1r, тобто p1 6= 0, то маємо f 1 q

r + ṙ
r = 0. Проте в цьому пiдвипадку

було отримано лише лiнiйну систему рiвнянь РД.
Нехай p1 = 0. Вираз для функцiї C1 має такий вигляд :

C1 = f 1v − α2u ln u + α3u + f 1p
2

r
, (3.68)

де α2 = f 1 q
r + ṙ

r , α3 — довiльна стала. З виразу (3.68) отримуємо такi
пiдвипадки :
(i1) f 1 6= 0, (i2) f 1 = 0.

Пiдвипадок (i1). Оскiльки f 1 6= 0, то з необхiднiстю отримуємо
p2

r = const, а значить p2 = βr (β — довiльна стала). Проте, виконавши
перетворення v → v − β, маємо p2 = 0. Пiдставивши (3.68) в рiвняння
(3.52), знаходимо такий вираз для функцiї C2 :

C2 = u
(
g(ω) + 1

r(α3q + (1− d)rq − dqt + (f 1q − dṙ)u−1v)
)

ln u−
1

2r2

(
α2rq + f 1q2 − dṙq

)
ln2 u,

(3.69)

де g(ω) — довiльна гладка функцiя.
При довiльнiй функцiї g(ω) отримуємо частинний випадок випадку

2 таблицi 3.1. Здиференцiювавши вираз (3.69) двiчi за змiнною v,
отримуємо рiвнiсть C2

vv = u−1gωω, диференцiальнi наслiдки якої
приводять до рiвнянь gωωω ωt = gωωω ωx = 0. Остаточно маємо :
g(ω) = g1(t, x) ω2 + g2(t, x) ω + g3(t, x), де gi — довiльнi гладкi функцiї
(i = 1, 2, 3). Пiдставивши знайдену функцiю g(ω) у вираз (3.69),
отримуємо випадок 11 таблицi 3.1.

Розгляд пiдвипадку (i2) проводиться аналогiчно i приводить до
випадку 19 таблицi 3.1.
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Отже, в результатi розгляду пiдвипадку (i) при ξ1
x = 0 отримано

випадки 2, 11 та 19 таблицi 3.1.
Розглянемо тепер пiдвипадок (ii) при ξ1

x(2ξ
1
x − r1) 6= 0, для якого

функцiя C1 з (3.62) має вигляд

C1(u, v) =
(
u+

p1

r1

)1− 2ξ1x
r1

f(ω)+
r1
xx − r1

t

2ξ1
x

u+
p1

xx − p1
t

2ξ1
x − r1−

p1(r1
xx − r1

t )

2ξ1
x(2ξ

1
x − r1)

, (3.70)

де змiнна ω подана в (3.61).
Розгляд цього пiдвипадку розiб’ємо на двi частини, а саме :

(ii1) ξ1
t = 0; (ii2) ξ1

t 6= 0.

Оскiльки розгляд пiдвипадку (ii1) є простiшим i не веде до операторiв
Q-умовної симетрiї першого типу, то зупинимося лише на розглядi
пiдвипадку (ii2). Таким чином, проаналiзувавши рiвняння (3.48)–(3.49),
отримуємо такi обмеження :

r1
xr

2
x 6= 0.

Якщо в правiй частинi (3.70) функцiя f є довiльною, то маємо умову
ξ1
x

r1 = const, з якої випливає суперечнiсть r1
x = 0. Шляхом аналiзу рiвнянь,

отриманих диференцiюванням (3.70) за змiнними v i x, встановлено, що
лише при f = 0 права частина (3.70) не залежатиме вiд t та x. Таким
чином, знаходимо

C1 = α1u + α2,

де α1 i α2 — довiльнi сталi, та виконуються рiвностi

r1
xx − r1

t

2ξ1
x

= α1,
p1

xx − p1
t

2ξ1
x − r1 −

p1(r1
xx − r1

t )

2ξ1
x(2ξ

1
x − r1)

= α2. (3.71)

Для знаходження функцiї C2(u, v) iнтегруємо рiвняння (3.52) :

C2 =
(
u + p1

r1

) r2−2ξ1x
r1

(
g(ω) + qxx−dqt+α1q

r1

∫
u
(
u + p1

r1

) 2ξ1x−r2

r1
−1

du+

1
r1 (p

2
xx − dp2

t + α2q + (r2
xx−dr2

t )(qp1−r1p2)
r1r2 )

∫ (
u + p1

r1

) 2ξ1x−r2

r1
−1

du+

q(1−d
ξ0 + r2

xx−dr2
t

r1(r1−r2))
∫ (

u + p1

r1

) 2ξ1x−r2

r1 du + r2
xx−dr2

t

r1 ω
∫ (

u + p1

r1

) 2ξ1x
r1
−1

du
)
,

(3.72)
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де g(ω) — довiльна гладка функцiя, а вираз для ω поданий в (3.61).
Зауважимо, що в правiй частинi (3.72) g(ω) 6= 0 (в iншому випадку

функцiя C2, а значить i отримана система рiвнянь РД, стає лiнiйною).
Якщо функцiя g(ω) є довiльною, то коефiцiєнт при цiй функцiї i вираз
для змiнної ω не повиннi мiстити змiнних t та x. Таким чином, отримуємо
рiвняння r2−2ξ1

x

r1 = β та r2

r1 = γ (β i γ — вiдмiннi вiд нуля сталi), з яких
випливає 2ξ1

x

r1 = γ−β. Проте останнє рiвняння веде до суперечностi r1
x = 0.

Для того, щоб знайти всi можливi вигляди функцiї g(ω) при яких
отримана система рiвнянь РД допускає оператори Q-умовної симетрiї
першого типу, ми розглянули диференцiальнi наслiдки рiвняння (3.72),
тобто C2

vx = C2
vt = 0, та встановили, що з необхiднiстю g(ω) = g1,

де g1 — вiдмiнна вiд нуля стала. Виконавши перетворення v → g1v,
отримуємо g1 = 1.

Пiсля обчислення iнтегралiв в (3.72) знаходимо вигляд функцiї C2 :

C2(u, v) =
(
u +

p1

r1

)β
+ α3v + α4u + α5 (3.73)

де довiльнi сталi β i αk (k = 3, 4, 5) задовольняють такi спiввiдношення :
r2 − 2ξ1

x

r1 = β, (3.74)

r2
xx − dr2

t

r2 − βr1 = α3, (3.75)

1

(1− β)r1

(
qxx − dqt + (α1 − α3)q +

(1− d)r1q

ξ0

)
= α4, (3.76)

− 1

βr1

(
p2

xx − dp2
t + α2q +

(1− d)p1q

ξ0 − α3p
2 − α4p

1
)

= α5. (3.77)

Виконавши перетворення v → v − α5

α3
при α3 6= 0 або

v → v − α5

d
t (3.78)

при α3 = 0, отримуємо α5 = 0 в (3.73) та (3.77).
З рiвнянь (3.48), (3.49) та (3.74) маємо β = d. Оскiльки d 6= 1, то з

(3.73) випливає, що лише при d = 2 функцiя p1 може бути вiдмiнною вiд
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нуля. Проте в цьому випадку ми не отримали жодного оператора. Отже,
з (3.73) випливає, що p1

r1 = const, а значить p1 = 0.

Таким чином, пiсля розв’язання перевизначеної системи ДРЧП (3.47)–
(3.50), (3.71) та (3.74)–(3.77) при β = d i p1 = 0, отримуємо систему

uxx = ut + α1u,

vxx = 5vt + u5 + 25α1v
(3.79)

та оператор

Q = t2∂t + tx∂x −
(

x2+2t
4 + α1t

2
)
u∂u+(

λ exp
(− x2

t − 4α1t
)
u− (5x2+2t

4 + 5α1t
2
)
v + p2

)
∂v,

(3.80)

де λ 6= 0 — довiльна стала, а функцiя p2(t, x) є розв’язком рiвняння
теплопровiдностi p2

xx = 5p2
t + 25α1p

2. Очевидно, що оператор p2∂v є
оператором Лi системи (3.79). Таким чином, згiдно з твердженням 1.1
можна покласти p2 = 0. Остаточно, виконавши в (3.79)–(3.80)
перетворення

u → e−α1tu, v → e−5α1tv, (3.81)

отримуємо випадок 26 таблицi 3.1.
Об’єднуючи перетворення (3.59), (3.66), (3.78) i (3.81) та перетворення

вигляду u → eβtu, v → v− β
2d t2 (використовувалося у випадку № 17 при

α3 = 0, див. таблицю 3.1), отримуємо їхнiй загальний вигляд (3.54).
Теорему доведено.

Зауваження 3.2. Перетворення (3.54) є частинним випадком ФЗП
системи (3.4) (див. теорему 3.1, формули (3.8)).
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Таблиця 3.1
Оператори Q-умовної симетрiї першого типу

системи рiвнянь РД (3.4) з d 6= 1

№ C1(u, v) C2(u, v) Q

1. uf(ω) ukg(ω) + u
(
f(ω) + α(1− d)

)
∂t + αu∂u + α

(
(1− k)u + kv

)
∂v,

ω = u−k(v − u) α 6= 0, k 6= 1

2. uf(ω) u(g(ω) + α(1− d) ln u+ ∂t + αu∂u + α(u + v)∂v, α 6= 0

f(ω) ln u), ω = u exp(− v
u
)

3. uf(ω) g(ω) + u(f(ω) + α(1− d)) ∂t + αu∂u + α(u + 1)∂v, α 6= 0

ω = u exp(u− v)

4. f(ω) eug(ω)− f(ω)− α(1− d) ∂t + α∂u + α(u + v − 1)∂v, α 6= 0

ω = e−u(u + v)

5. f(ω) uf(ω) + g(ω) + (1− d)u ∂t + ∂u + u∂v

ω = u2 − 2v

6. uf(u) vf(u) + g(u) + αv ∂t + 2λ1

1−d
∂x + qu∂v, λ2 6= 0

q = λ2 exp
(
λ1x +

λ2
1−α

d
t
)

7. f(u) (u + v)
(
g(u) + α ln(u + v)

)
− ∂t + λ exp(−α

d
t)(u + v)∂v,

f(u) λ 6= 0

8. α1 + α2u+ g(u) + uv ∂t + 2λ1

1−d
∂x + (qu + p2)∂v,

u2 q = ϕ1(t) exp(λ1x), ϕ1 6= 0

p2 =
(
(λ2

1 + α2)ϕ1 − dϕ̇1

)
exp(λ1x)

9. α1 + α2u g(u) + α3v ∂t + 2λ1

1−d
∂x + (qu + p2)∂v,

q = λ2 exp
(
λ1x +

λ2
1+α2−α3

d
t
)
,

p2
xx = dp2

t + α3p
2 − α1q, λ2 6= 0
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№ C1(u, v) C2(u, v) Q

10. α1 + α2u+ α3v + (α3 − α2)u− ∂t +
(
ψ(x) exp

(
α1α2

α4(1−d)
t
)− α1

1−d

)
(∂u−

α4 ln(u + v) α4 ln(u + v) ∂v) + α1α2

α4(1−d)
(u + v)∂v, α1α2α4 6= 0

11. α2u + v α3v + 1
2
(1 + d)v2

u
+ ∂t + ϕ2(t)(u∂u + v∂v)− ϕ̇2(t)u∂v,

α1u ln u + α4u α2ϕ̇2(t) 6= 0

12. α2u α3v + α4u + uk ∂t + λ2u∂u + (ϕ3(t)u + λ2kv)∂v,

α4λ2ϕ3 6= 0, k 6= 1

13. α1u ln u α3v + α1v ln u+ ∂t + 2λ1

1−d
∂x + λ2e

−α1tu∂u + (qu+

α2u
1
d

λ2

d
e−α1tv)∂v, q = λ3 exp

(
λ1x +

λ2
1−α3

d
t+

d−1
α1d

λ2e
−α1t

)
, α1λ2λ3 6= 0

14. α1u ln u α3v + α1v ln u + α4u ∂t + λ2e
−α1tu∂u +

(
ϕ4(t)u + (λ2

d
e−α1t+

λ3)v
)
∂v, α1λ2ϕ4 6= 0

15. α1u ln u α3v + α1v ln u+ ∂t + λ2e
−α1tu∂u + (ϕ5(t)u + λ2

d
e−α1tv)∂v,

α4u + α2u
1
d α1α2α4λ2ϕ5 6= 0

16. α1u ln u α3v + α1dv ln u+ ∂t + λ2e
−α1tu∂u+

α1(1− d)u ln u− α3u (α1u + (λ2e
−α1t − α1)v)∂v, α1λ2 6= 0

17. 0 α3v + ln u ∂t + 2λ1

1−d
∂x + λ2u∂u + (qu + p2)∂v,

q = λ3 exp
(
λ1x +

λ2
1−α3+λ2(1−d)

d
t
)
,

p2
xx = dp2

t + α3p
2 + λ2, λ2λ3 6= 0

18. α2u α3v + ln u + α4u ∂t + λ2u∂u + (ϕ6(t)u + p2)∂v, α4λ2ϕ6 6= 0,

p2
xx = dp2

t + α3p
2 + λ2

19. α2u α3v + u ln u ∂t + λ2u∂u + (ϕ7(t)u + λ2v)∂v, λ2ϕ7 6= 0

20. α1 + α2u+ uv + α3 ∂t + λ
(
v + ϕ8(t)u + α2ϕ8(t)− dϕ̇8(t)

)
∂v,

u2 λϕ8 6= 0
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№ C1(u, v) C2(u, v) Q

21. α1 + α2u α3v + u2 ∂t + 2λ1

1−d
∂x + p1∂u + (qu + p2)∂v,

q = ϕ9(t) exp(λ1x), ϕ9 6= 0,

p2
xx = dp2

t + α3p
2 + (d− 1)qp1 − α1q,

p1 = 1
2

(
(λ2

1 + α2 − α3)ϕ9 − dϕ̇9

)
exp(λ1x)

22. 0 α3v + eu ∂t + 2λ1

1−d
∂x + λ2∂u + (qu + λ2v + p2)∂v,

p2
xx = dp2

t + α3p
2 − λ2(1− d)q,

q = λ3 exp
(
λ1x +

λ2
1−α3

d
t
)
, λ3 6= 0

23. α1 α3v + α4u+ ∂t + λ2∂u + (ϕ10(t)u + λ2v + p2)∂v, α4λ2ϕ10 6= 0,

eu p2
xx = dp2

t + α3p
2 − (λ2(1− d) + α1)q + α4λ2

24. 0 α1(u + v)× ∂t + α2

d−1
(∂u − ∂v) + λ exp(−α1

d
t)(u + v)∂v,

ln(u + v) + α2 α1α2λ 6= 0

25. 0 u2 2t∂t + x∂x + 2t−x2

4
√

t5
exp(−x2

4t
)∂u +

(
1√
t
exp(−x2

4t
)u+

2v + p2
)
∂v, d = 3, p2

xx = 3p2
t + 2t−x2

4t4
exp(−x2

2t
),

26. 0 u5 t2∂t + tx∂x − x2+2t
4

u∂u +
(
λ exp(−x2

t
)u−

5x2+2t
4

v
)
∂v, d = 5, λ 6= 0

В таблицi 3.1 функцiї ψ(x), ϕ1(t), ϕ2(t), ϕ4(t), ϕ5(t), ϕ8(t) та ϕ9(t) є
вiдповiдно загальними розв’язками рiвнянь

ψ′′ − ( α1α2

α4(1− d)
+ α2

)
ψ = 0,

dϕ̈1 − (2λ2
1 + α2)ϕ̇1 +

λ4
1 + α2λ

2
1 + α1

d
ϕ1 = 0,

dϕ̈2 − (α2 − α3 + (1− d)ϕ2)ϕ̇2 − α1ϕ2 = 0,

dϕ̇4 + (α3 + λ2(d− 1)e−α1t)ϕ4 − α4
(
λ3 + λ2

1− d

d
e−α1t

)
= 0,

dϕ̇5 + (α3 + λ2(d− 1)e−α1t)ϕ5 − α4λ2
1− d

d
e−α1t = 0,

dϕ̈8 − α2ϕ̇8 +
α1

d
ϕ8 +

α3

d
= 0,
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та

dϕ̈9−
(
λ2

1(1+d)+α2(1−d)−α3
)
ϕ̇9 +

(
λ4

1−α3λ
2
1−α2(α2−α3)

)
ϕ9 = 0.

Функцiя

ϕ3(t) =





λ3 exp
(α2−α3+λ2(1−d)

d t
)

+ α4λ2(1−k)
α2−α3+λ2(1−d) , якщоα2 6= α3 − λ2(1− d),

−α4λ2(1−k)
d t + λ3, якщоα2 = α3 − λ2(1− d).

Функцiя ϕ6(t) = ϕ3(t) при k = 0, а функцiя ϕ7(t) = ϕ3(t) при k = 0 i
α4 = 1.

ϕ10(t) =





λ3 exp(−α3

d t) + α4λ2

α3
, якщоα3 6= 0,

α4λ2

d t, якщоα3 = 0.

Зауваження 3.3. В таблицi 3.1 деякi з систем, вказаних у випадках з
бiльшими номерами, можуть мiститися як частиннi випадки у випадках
з меншими номерами. Зокрема, система з випадку 20 є частинним
випадком системи з випадку 8; системи з випадкiв 14–16 — випадку
6; системи з випадкiв 12, 18, 19, 23, 25 та 26 — випадку 9; 25 та 26
— випадку 12; 25 — випадку 21. Таким чином, для того, щоб знайти
всi оператори Q-умовної симетрiї першого типу, якi допускає фiксована
система таблицi 3.1, необхiдно додатково встановити всi системи бiльш
загального вигляду з цiєї ж таблицi, якi мiстять цю систему.

3.4. Q-умовнi симетрiї класу систем рiвнянь реакцiї-
дифузiї з несталими коефiцiєнтами дифузiї

При побудовi операторiв Q-умовнi симетрiї першого типу для класу
систем рiвнянь РД з несталими коефiцiєнтами дифузiї, розглядатимемо
системи вигляду (3.3) при обмеженнi d1

ud
2
v 6= 0.

Теорема 3.5. Система рiвнянь РД (3.3) при d1
ud

2
v 6= 0 допускає

оператори Q-умовної симетрiї першого типу лише у випадках, поданих
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в таблицi 3.2. Будь-яка iнша система рiвнянь РД вигляду (3.3), яка
допускає оператори Q-умовної симетрiї першого типу, зводиться до
отриманих систем перетвореннями еквiвалентностi

t → C1t + C2, x → C3x + C4,

u → C5u + C6, v → C7v + C8,
(3.82)

(тут Cl (l = 1, . . . , 8) — деякi сталi, C2k−1 6= 0, k = 1, . . . , 4), або
дискретними перетвореннями (3.55).

Доведення.
Для доведення теореми необхiдно розв’язати СВР (3.38)–(3.43) у

випадку d1
ud

2
v 6= 0, врахувавши при цьому вирази (3.46).

Оскiльки d2
v 6= 0, то з рiвняння (3.41) випливає ξ1

t = 0. Розглянемо
рiвняння (3.40). При η2 6= 0 це рiвняння буде ЗДР першого порядку
вiдносно функцiї d2(v). Здиференцiювавши його за змiнною u отримуємо
η2

ud
2
v = 0, а отже, η2

u = 0. Якщо ж η2 = 0, то з (3.40) випливає 2ξ1
x −

ξ0
t = 0 ⇒ ξ1

xx = 0.

Доведення теореми почнемо з розгляду випадку η2 = 0. Беручи
до уваги умови (3.45), зауважимо, що в цьому випадку при побудовi
операторiв Q-умовної симетрiї першого типу (з необхiднiстю) повинна
виконуватися умова η1 6= 0. З (3.39) маємо рiвняння

ξ1η1d1
u + 2ξ0r1

x = 0, (3.83)

яке приводить до пiдвипадкiв : a) ξ1 6= 0 ⇔ r1
x 6= 0; b) ξ1 = 0 ⇔ r1

x = 0.
Пiдвипадок a). Здиференцiювавши (3.43) за змiнною x, отримуємо

(r1
xu + p1

x)C
2
u = 0 ⇒ C2

u = 0.

Таким чином, рiвняння (3.43) має вигляд ξ1
xC

2 = 0.
При ξ1

x 6= 0 маємо C2 = 0. Здиференцiювавши (3.42) за змiнними v, u

та x, отримуємо C1
v = 0. Отже, пiдвипадок ξ1

x 6= 0 веде до незачепленої
системи.
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Нехай ξ1
x = 0. З рiвняння (3.40) випливає ξ0

t = 0. Таким чином, маємо
ξ1 = α i ξ0 = 1 (α 6= 0 — довiльна стала). З (3.83) знаходимо : d1

u =

− 2β
α(u+γ) , де β = r1

x

r1 , γ = p1

r1 . Використавши перетворення з класу (3.82)
u → u−γ, можна покласти p1 = 0. Отже, d1 = −2β

α ln u+ δ, δ — довiльна
стала. На завершення розгляду пiдвипадку a), проiнтегруємо рiвняння
(3.42) та отримуємо такий розв’язок :

C1(u, v) = uf(v) + u ln(u)
(
β2 +

2

α
r1
x − δ

r1
t

r1

)
+

β

α

r1
t

r1u ln2(u),

де f(v) — довiльна гладка функцiя. Оскiльки β 6= 0, то r1
t

r1 = const i
r1
x = const. З рiвняння β = r1

x

r1 маємо r1 = const, що суперечить умовi
r1
x 6= 0. Отже, пiдвипадок a) розглянуто.
Пiдвипадок b). З рiвняння (3.43) отримуємо η1C2

u = 0 ⇒ C2 = g(v), де
g(v) — довiльна гладка функцiя. При розв’язуваннi рiвняння (3.42)

(r1u + p1)C1
u − r1C1 = p1

xx − (r1u + p1)2d1
u − (r1

t u + p1
t )d

1, (3.84)

необхiдно розглянути пiдвипадки r1 = 0, p1 6= 0; r1 6= 0. Оскiльки
розгляд кожного з них є практично iдентичним, то розглянемо лише
другий пiдвипадок.

При r1 6= 0 розв’язок рiвняння (3.84) має вигляд

C1 = (r1u + p1)
(
f(t, x, v) +

∫
p1

xx − (r1
t u + p1

t )d
1

(r1u + p1)2 du− d1
)
, (3.85)

де f(t, x, v) — довiльна гладка функцiя, fv 6= 0. Зауважимо, що при
fv = 0 отримана система рiвнянь РД є незачепленою.

Проаналiзувавши диференцiальний наслiдок рiвняння (3.85), а саме :
C1

vx ≡ 0 = p1
xfv + (r1u + p1)fvx, маємо p1

x = 0 та fvx = 0. Таким чином, в
правiй частинi (3.85) жодна з функцiй r1 i p1 не залежить вiд змiнної x,
тому fx = 0.

З iншого диференцiального наслiдку рiвняння (3.85), а саме :

C1
vt ≡ 0 = (r1

t u + p1
t )fv + (r1u + p1)fvt, (3.86)



117

випливає, що або функцiї p1 i r1 є одночасно сталими (випадок 9 таблицi
3.2.), або p1 = 0. Справдi, якщо p1

t = 0, то з рiвняння (3.86) випливає
p1fvt = 0, що веде до випадкiв p1 = 0 або fvt = 0 ⇒ r1

t = 0. Якщо p1
t 6= 0,

то нескладно показати, що p1 = γr1. Таким чином, оператор Q-умовної
симетрiї першого типу має вигляд Q = ∂t + r1(u + γ)∂u. Виконавши
перетворення u → u − γ, отримуємо p1 = 0. Отже, врахувавши останнi
викладки та здиференцiювавши (3.85) за змiнними t i u, отримуємо таке
рiвняння на функцiю d1 : r1

t d
1
u +

(r1
t

r1

)
t
d1

u = 0. У пiдсумку знаходимо
d1 = δuβ, де δ — довiльна додатна стала, а стала β задовольняє таке
рiвняння :

β = − 1

r1
t

(r1
t

r1

)
t
, r1

t 6= 0. (3.87)

Зауважимо, що перетворення u → (1
δ )

1
β u дозволяють покласти δ = 1.

Знайшовши з рiвняння (3.87) функцiю r1(t) та пiдставивши її у (3.85),
отримуємо випадки 10 та 11 таблицi 3.2.

Отже, у пiдвипадку b) при r1 6= 0 система рiвнянь РД (3.3) допускає
оператори Q-умовної симетрiї першого типу лише у випадках 8–11
таблицi 3.2.

Якщо r1 = 0, то з необхiднiстю p1 6= 0 (в iншому випадку маємо
лiївський оператор ∂t). Провiвши подiбний аналiз, отримуємо випадки
12–15 таблицi 3.2. Таким чином, випадок η2 = 0 повнiстю розглянуто.

Розглянемо тепер випадок η2 6= 0. Розв’язавши рiвняння (3.40) i
виконавши перетворення v → v + C, отримуємо :

d2 = α1e
βv, η2 =

1

β
(ξ0

t − 2ξ1
x), (3.88)

d2 = α1v
β, η2 =

1

β
(ξ0

t − 2ξ1
x)v, (3.89)

де α1 та β — вiдмiннi вiд нуля сталi.
З рiвняння (3.41) випливає, що якщо функцiї d2 i η2 мають вигляд

(3.88), то ξ1
xx = 0. Для функцiї η2 з (3.89) рiвняння (3.41) має такий

вигляд : (4+β)ξ1
xx = 0. Таким чином, степiнь β = −4 є особливою. Проте
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додатковi дослiдження показали, що при ξ1
xx 6= 0 (β = −4) операторiв

Q-умовної симетрiї першого типу, вiдмiнних вiд операторiв Лi, не
буде. Отже, серед рiвнянь СВР (3.35)–(3.43) залишається розглянути
класифiкацiйнi рiвняння (3.39) та (3.42)–(3.43) :

ξ1((r1u + p1)d1
u + (2ξ1

x − ξ0
t )d

1) + 2ξ0r1
x = 0, (3.90)

(r1u + p1)C1
u + η2C1

v = (r1 − ξ1
x)C

1 + r1
xxu + p1

xx − (r1
t u + p1

t )d
1 −

r1u + p1

ξ0

(
(r1u + p1)d1

u + (2ξ1
x − ξ0

t )d
1), (3.91)

(r1u + p1)C2
u + η2C2

v = (r2 − ξ1
x)C

2 + p2
xx − (r2

t v + p2
t )d

2.

Для того щоб розв’язати систему рiвнянь (3.91) вiдносно невiдомих
функцiй C1(u, v) i C2(u, v), необхiдно розглянути пiдвипадки :

(1 ) r1 = p1 = 0,

(2 ) r1 = 0, p1 6= 0,

(3 ) r1 6= 0,

якi отримуються при розв’язаннi рiвняння для знаходження iнварiантної
змiнної ω, а саме :

du

r1u + p1 =
dv

η2 .

Розглянемо пiдвипадок (2). З рiвняння (3.90) випливає ξ1 = 0 (при
ξ1 6= 0 отримуємо лише оператори Лi, див. обмеження (3.45)).

Розв’язок системи (3.91) для функцiй d2 та η2 з (3.88) має вигляд

C1(u, v) = f(ω) + p1
xx

p1 u− p1

ξ0d
1 +

(ξ0
t

ξ0 − p1
t

p1

) ∫
d1du,

C2(u, v) = g(ω)− α1

β
ξ0
tt

ξ0
t
eβv,

(3.92)

де f(ω) i g(ω) — довiльнi гладкi функцiї, ω = u− β p1

ξ0
t
v.

При довiльнiй функцiї g(ω) маємо p1

ξ0
t

= β1 та ξ0
tt

ξ0
t

= β2 (β1 i β2 —
довiльнi сталi, β1 6= 0). У випадку β2 = 0 отримуємо лише лiївськi
оператори, оскiльки диференцiальний наслiдок C1

ut = 0 збiгається з
другою умовою (3.45). Отже, β2 6= 0. Знайшовши ξ0 i p1 та виконавши
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вiдповiднi перетворення, отримуємо випадок 3 таблицi 3.2. Важливо
також зазначити, що в цьому випадку iснує обмеження на функцiю
d1(u) : d1 6= λeu, яке виникає внаслiдок iнтегрування другої умови (3.45),
при якiй отриманий оператор є лiївським.

Для встановлення всiх можливих виглядiв функцiї g(ω), при
яких ми отримаємо новi оператори, необхiдно проаналiзувати такi
диференцiальнi наслiдки : C2

ux ≡ g′′ωx = 0, C2
ut ≡ g′′ωt = 0.

Таким чином, при g′′ 6= 0 приходимо до вже отриманого випадку
3 таблицi 3.2. Якщо ж g′′ = 0 ⇒ g(ω) = g1(t, x) + g2(t, x)ω,
то, проаналiзувавши значення функцiї C2 з (3.92), отримуємо :
g2 = 0, g1 = const. Отже, залишається дослiдити випадок
g(ω) = g1,

ξ0
tt

ξ0
t

= β2. Провiвши аналогiчний аналiз функцiї C1, маємо
f(ω) = f1(t, x) + f2(t, x)ω, де f1 i f2 — довiльнi гладкi функцiї.
Пiдставивши значення функцiї f у (3.92), знаходимо

C1 = f1 + f2u− βf2
p1

ξ0
t

v +
p1

xx

p1 u− p1

ξ0d
1 +

(ξ0
t

ξ0 −
p1

t

p1

)∫
d1du. (3.93)

З (3.93) випливає, що f2(t, x)p1

ξ0
t

= γ, де γ — довiльна стала. Для
знаходження функцiї d1(u) потрiбно проаналiзувати рiвняння C1

ut = 0.
Легко встановити, що лише при d1 = δ1 + δ2u (δ1 та δ2 — довiльнi сталi,
δ2 6= 0) можна отримати новi випадки, а саме — випадок 16 таблицi 3.2.

Для завершення розгляду пiдвипадку (2) потрiбно пiдставити функцiї
d2 та η2 з (3.89) в (3.91). Отже, розв’язок системи (3.91) має вигляд

C1(u, v) = f(ω) + p1
xx

p1 u− p1

ξ0d
1 +

(ξ0
t

ξ0 − p1
t

p1

) ∫
d1du,

C2(u, v) = v
(
g(ω)− α1

β
ξ0
tt

ξ0
t
vβ)

)
,

(3.94)

де f(ω), g(ω) — довiльнi гладкi функцiї, ω = exp
(− ξ0

t

p1u
)
vβ.

При довiльнiй функцiї g(ω) отримуємо, як i вище, ξ0
t

p1 = β1 i ξ0
tt

ξ0
t

= β2.
Знайшовши ξ0 та p1 i виконавши вiдповiднi перетворення, отримуємо
випадок 4 таблицi 3.2. Детальний розгляд диференцiальних наслiдкiв
C2

ut = 0 та C2
ux = 0 приводить до єдино можливого значення функцiї
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g(ω) = g1 (g1 — довiльна стала), при якому система рiвнянь РД може
допускати оператори, вiдмiннi вiд оператора з випадку 4 таблицi 3.2.
Проаналiзувавши рiвняння C1

vx = 0, C1
vt = 0, маємо f ′(ω) + ωf ′′(ω) =

0 → f(ω) = f1(t, x) + f2(t, x) ln(ω), де f1, f2 — довiльнi гладкi функцiї.
Пiдставивши значення функцiї f у (3.94), знаходимо

C1 = f1 + βf2 ln(v)− f2
ξ0
t

p1u +
p1

xx

p1 u− p1

ξ0d
1 +

(ξ0
t

ξ0 −
p1

t

p1

)∫
d1du. (3.95)

Права частина виразу (3.95) має таку ж структуру вiдносно u, як
i вiдповiдна частина виразу (3.93). Подальший аналiз (3.95) веде до
оператора i системи РД, поданих у випадку 17 таблицi 3.2.

Таким чином, пiдвипадок (2) повнiстю проаналiзовано i отримано
оператори та системи РД, поданi у випадках 3, 4, 16 i 17 таблицi
3.2. Пiдвипадки (1) та (3) розглядаються аналогiчно. Зокрема, при
розглядi пiдвипадку (1) отримано випадки 5–8 таблицi 3.2, а при розглядi
пiдвипадку (3) — випадки 1, 2 i 18–21 таблицi 3.2.
Теорему доведено.

Таблиця 3.2
Оператори Q-умовної симетрiї першого типу

системи рiвнянь РД (3.3) з d1
u d2

v 6= 0

№ d1(u) d2(v) C1(u, v) C2(u, v) Q

1. d1(u) vβ uf(vβu−α)− u
α
d1(u) vg(vβu−α)− vβ+1

β
et

(
∂t + 1

α
u∂u + 1

β
v∂v

)

2. d1(u) ev uf(evu−α)− ud1(u) g(evu−α)− αev eαt
(
∂t + u∂u + α∂v

)

3. d1(u) ev f(v − αu)− d1(u) g(v − αu)− αev eαt
(
∂t + ∂u + α∂v

)

4. d1(u) vβ f(vβe−u)− d1(u) vg(vβe−u)− vβ+1

β
et

(
∂t + ∂u + 1

β
v∂v

)

5. d1(u) vβ f(u) vg(u)− α vβ+1

β
(λ + eαt)∂t + α

β
eαtv∂v

6. d1(u) ev f(u) g(u)− αev (λ + eαt)∂t + αeαt∂v
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№ d1(u) d2(v) C1(u, v) C2(u, v) Q

7. d1(u) vβ f(u) vg(u) t∂t + 1
β
v∂v

8. d1(u) ev f(u) g(u) t∂t + ∂v

9. d1(u) d2(v) u
(
f(v)− αd1(u)

)
g(v) ∂t + αu∂u

10. uβ d2(v) u
(
f(v)− α

β
uβ

)
g(v) ∂t + eαt

λ+eαt
α
β
u∂u, λ 6= 0

11. uβ d2(v) uf(v) g(v) ∂t + 1
βt

u∂u

12. d1(u) d2(v) f(v)− αd1(u) g(v) ∂t + α∂u

13. eu d2(v) f(v)− αeu g(v) ∂t + αeαt

λ+eαt ∂u, λ 6= 0

14. eu d2(v) f(v) g(v) ∂t + 1
t
∂u

15. u d2(v) f(v) + α1u g(v) ∂t + p(x)∂u, p
′′ = p2 + α1p

16. u ev α1v + α2u + α3 α4 − ev et(∂t + p(x)∂u + ∂v), α1 6= 0,

p′′ = p2 + α2p + α1

17. u vβ α1 ln v + α2u+ v(α4 − vβ) eβt(∂t + p(x)∂u + v∂v),

α3 p′′ = p2 + α2p + α1, α1 6= 0

18. u vβ α2v
1
α + α1u+ v(α3 − αvβ) exp(αβt)

(
∂t + (p(x) + u)∂u+

α2 − u2 αv∂v

)
, p′′ = p2 + α1p− α2

19. u ev βe
v
α + α1u+ α3 − αev eαt

(
∂t + (p(x) + u)∂u + α∂v

)
,

α2 − u2 p′′ = p2 + α1p− α2

20. u−1 vβ α1v
−β + α2u

−1 α3v t∂t − (u + α2t)∂u + 1
β
v∂v,

α1α2 6= 0

21. u−1 ev α1e
−v + α2u

−1 α3 t∂t − (u + α2t)∂u + ∂v,

α1α2 6= 0
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Зауваження 3.4. В таблицi 3.2 у випадках 1 та 2 : d1 6= λuα, у випадку
3 : d1 6= λeαu, у випадку 4 : d1 6= λeu; сталi αi (i = 1, 2, ...), α 6= 0 i β 6= 0

є довiльними.

Зауваження 3.5. Оскiльки оператори Q-умовної симетрiї першого
типу є також операторами звичайної Q-умовної симетрiї (некласичної
симетрiї), для яких має мiсце властивiсть множення на довiльну гладку
функцiю, то (з точнiстю до дискретних перетворень u → v, v → u)
випадки 5, 6, 7 та 8 є еквiвалентними вiдповiдно до випадкiв 10, 13,
11 i 14. Проте для операторiв Q-умовної симетрiї першого типу вказана
властивiсть не виконується [44].

3.5. Приклади редукцiї та точних розв’язкiв деяких
систем рiвнянь реакцiї-дифузiї

Використовуючи знайденi оператори, якi поданi в таблицях 3.1 i 3.2,
можна провести редукцiю систем ДРЧП до систем ЗДР. Розглянемо
лише найзагальнiшi випадки, в яких система рiвнянь РД є зачепленою
та мiстить довiльнi функцiї, а саме : випадки 1–5 таблицi 3.1 i 1–4
таблицi 3.2. Оскiльки оператори Q-умовної симетрiї першого типу є
також операторами Q-умовної симетрiї (некласичної симетрiї), то процес
побудови анзацiв є аналогiчним до вже розглянутого в другому роздiлi.
Тому ми опускаємо вiдповiднi викладки, а лише подаємо результат у
виглядi таблиць 3.3 та 3.4.

Незважаючи на те, що задача iнтегрування систем ЗДР, поданих в
таблицях 3.3 та 3.4, є суттєво простiшою, нiж вихiдних систем рiвнянь
РД, проте у випадку довiльно вибраних функцiй f i g вона розв’язується
лише наближеними методами.

Зауваження 3.6. Номери 1–5 таблицi 3.3 вiдповiдають таким самим
номерам систем рiвнянь РД, поданим в таблицi 3.1, тодi як номери 1–4
таблицi 3.4 — номерам систем рiвнянь з таблицi 3.2.
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Таблиця 3.3
Анзаци та редукованi системи ЗДР для систем

рiвнянь РД з таблицi 3.1
№ Анзаци Системи ЗДР

1. u = ϕ(x)eαt ϕ′′ = ϕ
(
α + f(χ)

)
, χ = ψϕ−k

v = ψ(x)ekαt + ϕ(x)eαt ψ′′ = ϕkg(χ) + αk dψ

2. u = ϕ(x)eαt ϕ′′ = ϕ
(
α + f(χ)

)
, χ = ϕ exp

(−ψ
ϕ

)

v = eαt
(
ψ(x) + αϕ(x)t

)
ψ′′ = ϕg(χ) + αd(ϕ + ψ) + ϕ ln ϕ

(
f(χ) + α− αd

)

3. u = ϕ(x)eαt ϕ′′ = ϕ
(
α + f(χ)

)
, χ = ϕ e−ψ

v = ψ(x) + ϕ(x)eαt + αt ψ′′ = g(χ) + αd

4. u = ϕ(x) + αt ϕ′′ = f(χ) + α, χ = ψe−ϕ

v = ψ(x)eαt − ϕ(x)− αt ψ′′ = αdψ + eϕg(χ)

5. u = ϕ(x) + t ϕ′′ = f(χ) + 1, χ = ϕ2 − 2ψ

v = ψ(x) + ϕ(x)t + 1
2
t2 ψ′′ = g(χ) + ϕ

(
f(χ) + 1

)

Таблиця 3.4
Анзаци та редукованi системи ЗДР для систем

рiвнянь РД з таблицi 3.2
№ Анзаци Системи ЗДР

1. u = ϕ(x) exp
(

t
α

)
ϕ′′ = ϕf(χ), χ = ϕ−αψβ

v = ψ(x) exp
(

t
β

)
ψ′′ = ψg(χ)

2. u = ϕ(x)et ϕ′′ = ϕf(χ), χ = ϕ−αeψ

v = ψ(x) + αt ψ′′ = g(χ)

3. u = ϕ(x) + t ϕ′′ = f(χ), χ = ψ − αϕ

v = ψ(x) + αt ψ′′ = g(χ)

4. u = ϕ(x) + t ϕ′′ = f(χ), χ = ψβe−ϕ

v = ψ(x) exp
(

t
β

)
ψ′′ = ψg(χ)
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Перейдемо до побудови точних розв’язкiв систем рiвнянь РД з
використанням отриманих анзацiв та редукованих систем ЗДР. Зокрема,
розглянемо систему з випадку 1 таблицi 3.1, яка пiсля перепозначень
f → −f, g → −g i d → 1

d має такий вигляд :

ut = uxx + uf(ω), ω = u−k(v − u),

vt = dvxx + ukg(ω) + u(d f(ω) + α(1− d)),
(3.96)

та вiдповiдну їй система ЗДР з випадку 1 таблицi 3.3

ϕ′′ = ϕ
(
α− f(ψϕ−k)

)
,

dψ′′ = αkψ − ϕkg(ψϕ−k).
(3.97)

Очевидно, що система ЗДР (3.97) не iнтегрується в загальному
випадку, проте, поклавши f(ω) = −γω

1
k + α i g(ω) = −dβω (β та γ

— довiльнi сталi), отримуємо систему рiвнянь РД

ut = uxx − γ(v − u)
1
k + αu,

vt = dvxx − dγ(v − u)
1
k − dβv + (α + dβ)u,

(3.98)

i вiдповiдну їй систему ЗДР

ϕ′′ = γψ
1
k ,

ψ′′ = (β + αk
d )ψ.

(3.99)

Оскiльки друге рiвняння системи (3.99) є лiнiйним, то легко знаходимо
її загальний розв’язок :

ϕ(x) = γ

∫ (∫
ψ

1
k (x)dx

)
dx + c1x + c2,

де функцiя ψ(x) приймає одне з трьох значень :

ψ(x) =





c3 exp(µx) + c4 exp(−µx), µ2 = β + αk
d > 0,

c3 cos(νx) + c4 sin(νx), ν2 = −(β + αk
d ) > 0,

c3x + c4, β + αk
d = 0,

(тут i нижче ci — довiльнi сталi, i = 1, 2 . . . ).
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Розглянемо детальнiше отриманий розв’язок системи (3.98) при k = 1
3

та c1 = c2 = c4 = 0, c3 = −c0 > 0, ψ = −c0 cos(νx). За вказаних умов
вiдповiдний розв’язок нелiнiйної системи рiвнянь РД (3.98) має вигляд

u = γ c3
0

9ν2 (cos2(νx) + 6) cos(νx)eαt,

v = γ c3
0

9ν2 (cos2(νx) + 6) cos(νx)eαt − c0 cos(νx)e
α
3 t.

(3.100)

Неважко помiтити, що розв’язок (3.100) задовольняє нульовi умови
Ноймана i Дiрiхле

ux|x=0 = 0, vx|x=0 = 0, u|x= π
2ν

= 0, v|x= π
2ν

= 0 (3.101)

на кiнцях iнтервалу [0, π
2ν ]. Наголосимо, що такi крайовi умови є найбiльш

типовими при математичному моделюваннi взаємодiї популяцiй бiовидiв
(типу хижак-жертва, змагання, мутуалiзм тощо) [79, 86]. Отже, якщо
взаємодiя двох видiв з концентрацiями u та v описується моделлю (3.98),
(3.101) на вiдрiзку [0, π

2ν ], то знайдений розв’язок показує, що їх еволюцiя
в часi може мати такi два рiзнi сценарiї : обидва види вимирають зi
швидкiстю спадання показникової функцiї (при α < 0) або необмежено
зростають (при α > 0).

Покладiмо тепер f(ω) = a1 + bω, g(ω) = (α(1 − d) + a1d)ω. В цьому
випадку система (3.96) набуває вигляду

ut = uxx + a1u− bu2−k + bvu1−k,

vt = dvxx − a2v − dbu2−k + dbvu1−k,
(3.102)

де a1 i b — вiдмiннi вiд нуля сталi, a2 = α(d − 1) − a1d (a2 6= 0). Тодi
вiдповiдна їй редукована система (3.97) має вигляд

ϕ′′ + bψϕ1−k + (a1 − α)ϕ = 0,

ψ′′ = 1
d(αk + a2)ψ.

(3.103)

Опускаючи процедуру знаходження загального розв’язку системи
(3.103), можна легко помiтити її частиннi розв’язки при ψ = −δ, де δ

— довiльна ненульова стала. Таким чином, з другого рiвняння системи
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(3.103), врахувавши значення сталої a2, знаходимо

α =
a1d

k + d− 1
. (3.104)

Понизивши порядок першого рiвняння системи (3.103), ми отримали
ЗДР першого порядку

ϕ′ = ±
√

(α− a1)ϕ2 +
2bδ

2− k
ϕ2−k + c1 , k 6= 2 (3.105)

(при k = 2 отримується рiвняння ϕ′ = ±
√

(α− a1)ϕ2 + 2bδ ln ϕ + c1).
У випадку c1 6= 0 розв’язок рiвняння (3.105) можна подати через

гiпергеометричнi функцiї. При c1 = 0 та k 6= 0 (випадок k = 0 веде до
суперечностi a2 = 0) рiвняння легко iнтегрується i отримуються функцiї

ϕ(x) =





(
β(tan2

(k
√

a1−α
2 (x± c2)

)
+ 1)

)− 1
k

, a1 > α,
(
− β(tanh2 (k

√
α−a1

2 (x± c2)
)− 1)

)− 1
k

, a1 < α,

де β = (a1−α)(2−k)
2bδ , в яких (без зменшення загальностi) можна покласти

c2 = 0. Зауважимо, що випадок a1 = α, з урахуванням умови (3.104),
веде до суперечностi k = 1.

Для бiологiчної iнтерпретацiї отриманих розв’язкiв, обмежимося
розглядом випадку a1 > α.

Застосувавши дискретну замiну v → −v до системи (3.102), маємо

ut = uxx + u(a1 − bu1−k)− bvu1−k,

vt = dvxx − a2v + dbu2−k + dbvu1−k.
(3.106)

Система рiвнянь РД (3.106) описує взаємодiю видiв типу хижак
(популяцiя з концентрацiєю v) — жертва (популяцiя з концентрацiєю
u) за умови, що коефiцiєнти a1, a2 та b є додатними. Зауважимо, що
при k = 0 ця система є ДСЛВ для моделювання взаємодiї типу хижак-
жертва, якщо додатково знехтувати доданком dbu2.
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Використавши знайденi вище функцiї ϕ, ψ i анзац з випадку 1 таблицi
3.3, розв’язок системи (3.106) набуває вигляду

u =
(
β(tan2(k

√
a1−α
2 x) + 1)

)− 1
k

eαt,

v = δeαkt −
(
β(tan2(k

√
a1−α
2 x) + 1)

)− 1
k

eαt.
(3.107)

Можна помiтити, що розв’язок (3.107) задовольняє нульовi умови
Ноймана

ux|x=0 = 0, vx|x=0 = 0, ux|x=ε = 0, vx|x=ε = 0 (3.108)

на кiнцях iнтервалу [0, ε], де ε = 2πj
k
√

a1−α
, j ∈ N.

Отже, нелiнiйна математична модель (3.106), (3.108) для опису
взаємодiї типу хижак-жертва має точний розв’язок (3.107). Цей розв’язок
показує, що еволюцiя в часi хижака i жертви може мати тi самi два
сценарiї, якi наведено вище для розв’язку (3.100). Зокрема, обмеження

0 < k < 1− d, 0 < δ ≤
((2− k)(a1 − α)

2b

) 1
1−k

забезпечують невiд’ємнiсть концентрацiй обох видiв в будь-який момент
часу t > 0 та їх швидке вимирання з плином часу (рис. 3.1).

3.6. Точнi розв’язки однiєї системи рiвнянь реакцiї-
дифузiї для опису течiї тонких плiвок

Розглянемо систему рiвнянь РД з випадку 1 таблицi 3.2

uxx = d1(u)ut + u
(
f(vβu−α)− 1

αd1(u)
)
,

vxx = vβvt + v
(
g(vβu−α)− 1

βvβ
)
,

(3.109)

та вiдповiдну їй редуковану систему ЗДР (див. таблицю 3.4)

ϕ′′ = ϕf(ϕ−αψβ),

ψ′′ = ψg(ϕ−αψβ).
(3.110)
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Рис. 3.1: Розв’язок (3.107) з k = 0.5, δ = 6, d = 0.25, a1 = 5, b = 3.

Система (3.110) при α = β, f = λ11 + λ12ϕ
−1ψ i g = λ22 + λ21ϕψ−1

зводиться до лiнiйної

ϕ′′ = λ11ϕ + λ12ψ,

ψ′′ = λ21ϕ + λ22ψ,
(3.111)

де λij (i, j = 1, 2) — довiльнi сталi.
При такому виборi функцiй f та g, система рiвнянь РД (3.109) має

вигляд

uxx = d1(u)ut + λ11u + λ12v − 1
αud1(u),

vxx = vαvt + λ21u + λ22v − 1
αvα+1.

(3.112)

Оскiльки при λ12 = 0 або λ21 = 0 система (3.112) стає напiвзачепленою,
то нижче вважатимемо, що λ12λ21 6= 0.

Таким чином, виразивши з рiвняння (3.111) одну з функцiй через iншу,
наприклад ψ через ϕ, отримуємо лiнiйне ЗДР 4-го порядку зi сталими
коефiцiєнтами :

ϕ′′′′ − (λ11 + λ22)ϕ
′′ + (λ11λ22 − λ12λ21)ϕ = 0, (3.113)
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загальний розв’язок якого (в залежностi вiд значення параметрiв λij)
подано, наприклад, в роботi [14] (див. пiдроздiл 3.5).

Отже, розв’язок системи рiвнянь РД (3.112) має вигляд :

u = ϕ(x) exp
(

t
α

)
,

v = ψ(x) exp
(

t
α

)
,

(3.114)

де функцiя ϕ(x) є довiльним розв’язком рiвняння (3.113), а функцiя
ψ(x) = 1

λ12

(
ϕ′′(x)− λ11ϕ(x)

)
.

Для подальшої iнтерпретацiї нас цiкавить розв’язок рiвняння (3.113)

ϕ(x) = C1 cos(hx) + C2 sin(hx) + C3x + C4,

де Ci (i = 1, . . . , 4) — довiльнi сталi, h =
√
−(λ11 + λ22), який

отримується при λ11λ22 − λ12λ21 = 0, λ11 + λ22 < 0.

Цей розв’язок (пiсля пiдстановки в (3.114)) породжує такий розв’язок
системи рiвнянь РД (3.112) :

u =
(
C1 cos(hx) + C2 sin(hx) + C3x + C4

)
exp

(
t
α

)
,

v =
(

λ22

λ12

(
C1 cos(hx) + C2 sin(hx)

)− λ11

λ12
(C3x + C4)

)
exp

(
t
α

)
.

(3.115)

Для iнтерпретацiї отриманого розв’язку конкретизуємо систему
рiвнянь РД (3.112), поклавши d1 = uγ та виконавши замiну

u = Uk+1, v = V l+1, (3.116)

де k = − γ
γ+1 , l = − α

α+1 , γ 6= −1, α 6= −1, отримуємо таку систему :

Ut = (UkUx)x − 1
k+1

(
λ11U

k+1 + λ12V
l+1 + l+1

l U
)
,

Vt = (V lVx)x − 1
l+1

(
λ21U

k+1 + λ22V
l+1 + l+1

l V
)
.

(3.117)

Ввiвши позначення λ∗1i = − λ1i

k+1 i λ∗2i = − λ2i

l+1 (i = 1, 2), система (3.117)
та вiдповiдний їх розв’язок (3.115) (пiсля замiни (3.116) i при C3 = 0)
мають такий вигляд :

Ut = (UkUx)x − l+1
l(k+1)U + λ∗11U

k+1 + λ∗12V
l+1,

Vt = (V lVx)x − 1
l V + λ∗21U

k+1 + λ∗22V
l+1,

(3.118)
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Рис. 3.2: Розв’язок (3.119) з k = 1, l = 2, λ∗11 = 2, λ∗12 = −1, λ∗21 = −2, λ∗22 = 1, C1 =

0.2, C2 = 0, C4 = 0.25, h =
√

7.

та

U =
(
C1 cos(hx) + C2 sin(hx) + C4

) 1
k+1 exp

(− l+1
l(k+1)t

)
,

V =
( (l+1)λ∗22

(k+1)λ∗12

(
C1 cos(hx) + C2 sin(hx)

)− λ∗11
λ∗12

C4
) 1

l+1 exp
(− t

l

)
,

(3.119)

де h =
√

(k + 1)λ∗11 + (l + 1)λ∗22, (k + 1)λ∗11 + (l + 1)λ∗22 > 0, λ∗11λ
∗
22 −

λ∗12λ
∗
21 = 0.

Зауваження 3.7. Система (3.118) є частинним випадком системи (34)
[55]. Зокрема, якщо в системi (34) [55] покласти λ1 = λ3 = 0,

то отримуємо систему (3.118). Проте цей випадок в роботi [55] не
розглядається, оскiльки вiн при k = l приводить до лiївських розв’язкiв.

Система (3.118) та її розв’язок (3.119) є цiкавими з точки зору фiзичної
iнтерпретацiї. Зокрема, поклавши k = 1, отримуємо систему

Ut = (UUx)x − l+1
2l U + λ∗11U

2 + λ∗12V
l+1,

Vt = (V lVx)x − 1
l V + λ∗21U

2 + λ∗22V
l+1,

яка при λ∗11 +λ∗21 = 0 i λ∗12 +λ∗22 = 0 може описувати потiк тонких плiвок
в’язкої рiдини крiзь пористе середовище з двома системами пор (U(t, x)
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та V (t, x) описують тиски в рiдинi; товщини плiвок є пропорцiйними до
тискiв) пiд дiєю гравiтацiї [51]. Мiж системами пор припускається певний
масообмiн, який виражається нелiнiйними доданками. Зауважимо, що в
роботi [51] перенос маси виражається лiнiйними доданками.

Зазначимо, що розв’язок вигляду (3.119) при l > 0 i k > −1 прямує
до стiйкої стацiонарної точки (0, 0) системи (3.118) при t → +∞. Цей
розв’язок при коректно вибраних значеннях сталих є невiд’ємним та
задовольняє нульовi умови Ноймана. Зокрема, поклавши C2 = 0, бачимо,
що розв’язок (3.119) задовольняє умови

Ux|x=0 = 0, Vx|x=0 = 0, Ux|x=j π
h

= 0, Vx|x=j π
h

= 0 (3.120)

на кiнцях iнтервалу [0, j π
h ], j ∈ N, а його компоненти є додатними при

виконаннi таких обмежень : λ∗11λ
∗
12 < 0, C4 > max{| (l+1)λ∗22

(k+1)λ∗11
C1|, |C1|}.

Таким чином, з отриманих властивостей розв’язку (3.119) випливає,
що вiн задовольняє типовi обмеження, якi вiдповiдають фiзично
мотивованим моделям. Зокрема, виконання умов (3.120) означає, що на
потiк тонких плiвок впливає лише гравiтацiя, тобто вiдсутня дiя iнших
зовнiшнiх сил. Приклад розв’язку (3.119) при фiксованих значеннях
параметрiв представлено на рисунку 3.2.

3.7. Висновки до третього роздiлу

В цьому роздiлi описано всi оператори Q-умовної симетрiї першого
типу (при обмеженнi (1.25)) для класу нелiнiйних систем рiвнянь РД
зi сталими та несталими коефiцiєнтами дифузiї. Знайденi оператори
використано для побудови анзацiв та проведення редукцiї систем рiвнянь
РД до систем ЗДР.

Побудовано багатопараметричнi сiм’ї точних розв’язкiв нелiнiйної
системи рiвнянь РД зi сталими коефiцiєнтами дифузiї i встановлено, що
деякi з них можуть описувати взаємодiю видiв типу хижак-жертва.
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Знайдено багатопараметричнi сiм’ї точних розв’язкiв нелiнiйної
системи рiвнянь РД з несталими коефiцiєнтами дифузiї, якi можуть
описувати потiк тонких плiвок в’язкої рiдини крiзь пористе середовище
пiд дiєю гравiтацiї.

Новi результати роздiлу 3 опублiковано у роботах [28,46,48].
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Висновки

Основнi результати дисертацiї можна пiдсумувати таким чином.
Побудовано новi оператори Q-умовної симетрiї двокомпонентної

ДСЛВ. Знайдено новi нелiївськi точнi розв’язки та наведено їх бiологiчну
iнтерпретацiю.

Здiйснено вичерпний опис симетрiй Лi та, при обмеженнi (1.25),
Q-умовних симетрiй першого типу трикомпонентної ДСЛВ. Отриманi
симетрiї використано для побудови точних розв’язкiв дослiджуваної
системи.

Побудовано новi точнi розв’язки однiєї системи рiвнянь РД типу
Лотки–Вольтера, дослiджено їх властивостi та наведено бiологiчну
iнтерпретацiю.

Знайдено багатопараметричнi сiм’ї точних розв’язкiв нелiнiйної
системи рiвнянь РД зi сталими коефiцiєнтами дифузiї i встановлено, що
деякi з них можуть описувати взаємодiю видiв типу хижак-жертва.

Описано всi можливi Q-умовнi симетрiї першого типу (при обмеженнi
(1.25)) для класу систем рiвнянь РД у випадку двох несталих
коефiцiєнтiв дифузiї. Для однiєї системи рiвнянь РД, що описує потiк
тонких плiвок в’язкої рiдини крiзь пористе середовище, побудовано
точний розв’язок, який задовольняє фiзично вмотивованi обмеження.

Отриманi результати є новими i можуть бути використанi для
розв’язування конкретних задач математичної фiзики, математичної
бiологiї та теорiї ДРЧП.
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