
Нацiональна академiя наук України

Мiнiстерство освiти i науки України

Державна наукова установа «Київський академiчний унiверситет»

«Допущено до захисту»

Завiдувач кафедри математики,

доктор фiз.-мат. наук

Вячеслав БОЙКО

«03» червня 2024 р.

Гурака Софiя Тарасiвна

КВАЛIФIКАЦIЙНА РОБОТА

на здобуття освiтнього ступеня «магiстр»

Спецiальнiсть 111 «Математика»

Тема: «Групова класифiкацiя

диференцiальних рiвнянь: алгебраїчний пiдхiд»

Засвiдчую, що квалiфiкацiйна робота мiстить результати власних дослi-

джень. Використання iдей, результатiв i текстiв iнших авторiв мають

посилання на вiдповiдне джерело. С.Т. ГУРАКА

Науковий керiвник

доктор фiз.-мат. наук

БОЙКО Вячеслав Миколайович

Київ — 2024



2

Анотацiя

Гурака С.Т., Групова класифiкацiя диференцiальних рiвнянь:

алгебраїчний пiдхiд, Квалiфiкацiйна робота на здобуття освiтнього

ступеня «магiстр» за спецiальнiстю 111 Математика, Київський акаде-

мiчний унiверситет, Київ, 2024, 51 с., 35 джерел.

Використовуючи класичну теорему Лi про реалiзацiю алгебр Лi век-

торними полями на прямiй, суттєво спрощено доведення вiдомих резуль-

татiв про класифiкацiю класiв (1+1)-вимiрних нелiнiйних еволюцiйних

рiвнянь вигляду 𝑢𝑡 = 𝐻(𝑢𝑥𝑥) та 𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 = 𝐻(𝑢𝑥𝑥).

MSC: 35B06, 35A30, 35K55, 17B80

Ключовi слова: еволюцiйне рiвняння, групова класифiкацiя, перетво-

рення еквiвалентностi, симетрiя, алгебра Лi, алгебраїчний пiдхiд, реалi-

зацiї алгебр Лi на прямiй.
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Abstract

Huraka S.T., Group classification of differential equations: alge-

braic approach, Master Thesis, major 111 Mathematics. – Kyiv Academic

University, Kyiv, 2024, 51 pages, 35 references.

Using the classical Lie theorem on realizations of Lie algebras by vector

fields on the line, we substantially simplify the proof of the known results on

the group classification of the classes of (1+1)-dimensional nonlinear evoluti-

on equations 𝑢𝑡 = 𝐻(𝑢𝑥𝑥) and 𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 = 𝐻(𝑢𝑥𝑥).

MCS: 35B06, 35A30, 35K55, 17B80

Key words: evolution equations, group classification, equivalence trans-

formation, symmetry, Lie algebra, algebraic approach, realizations of Lie

algebras on the line.



4

Змiст

Перелiк умовних позначень 5

Вступ 6

Роздiл 1

Групова класифiкацiя нелiнiйного рiвняння

теплопровiдностi 11

1.1. Попереднi вiдомостi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.2. Групова класифiкацiя . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.3. Висновки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

Роздiл 2

Групова класифiкацiя нелiнiйного рiвняння Бюргерса 25

2.1. Попереднi вiдомостi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.2. Групова класифiкацiя . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.3. Висновки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

Висновки 46

Список використаних джерел 48



5

Перелiк умовних позначень

𝑢0 := 𝑢𝑡 =
𝜕𝑢
𝜕𝑡 частинна похiдна за змiнною 𝑡

𝑢1 := 𝑢𝑥 =
𝜕𝑢
𝜕𝑥 частинна похiдна за змiнною 𝑥

𝑢11 := 𝑢𝑥𝑥 =
𝜕2𝑢
𝜕𝑥2 друга частинна похiдна за змiнною 𝑥

𝑢𝑘 =
𝜕𝑘𝑢
𝜕𝑥𝑘 𝑘-та частинна похiдна за змiнною 𝑥

𝑟 порядок рiвняння, 𝑟 ∈ N, 𝑟 ≥ 2

𝐺 група Лi

g алгебра Лi

g0 ядро лiївських алгебр iнварiантностi

g𝐻 максимальна алгебра лiївської iнварiантностi,

яка вiдповiдає рiвнянню з заданого класу

з довiльним елементом 𝐻

𝑄 векторне поле, оператор

однопараметричної групи Лi

⟨· · · ⟩ лiнiйна оболонка базисних елементiв

алгебри Лi

𝜋*g
𝐻 проекцiя алгебри Лi g𝐻 на 𝑡-компоненту

dim𝜋*g
𝐻 розмiрнiсть проекцiї 𝜋*g

𝐻

𝐺∼ група еквiвалентностi
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Вступ

Диференцiальнi рiвняння вiдiграють важливу роль у сучаснiй науцi,

адже знаходять своє застосування в багатьох сферах. Один iз важливих

напрямкiв цiєї галузi математики — груповий аналiз диференцiальних

рiвнянь. Фундаментальним поняттям групового аналiзу диференцiаль-

них рiвнянь є поняття симетрiй — перетворень, якi переводять розв’язки

рiвняння (або системи рiвнянь) у розв’язки цього самого рiвняння (або

системи рiвнянь). Розрiзняють рiзнi типи симетрiй: локальнi, неперерв-

нi, дискретнi, контактнi, потенцiальнi, узагальненi тощо. Симетрiї широ-

ко використовуються, оскiльки вони дають можливiсть будувати точнi

розв’язки звичайних диференцiальних рiвнянь та рiвнянь iз частинни-

ми похiдними, iз довiльного тривiального розв’язку отримувати iнший,

складнiший розв’язок, iнтегрувати звичайнi диференцiальнi рiвняння,

понижувати порядок рiвняння, виконувати редукцiю, описувати закони

збереження, будувати iнтеграли руху, будувати параметричнi схеми в

чисельних методах тощо. Перелiченi вище задачi зводяться до так зва-

ної прямої задачi симетрiйного аналiзу, яка полягає в описi симетрiй для

заданого класу диференцiальних рiвнянь. Окрiм того, симетрiї виника-

ють, коли потрiбно побудувати рiвняння з наперед заданими симетрiйни-

ми властивостями. Наприклад, галiлей-iнварiантнi рiвняння, тобто рiв-

няння, iнварiантнi вiдносно змiни систем вiдлiку, природно виникають у

класичнiй механiцi. Натомiсть, групи Пуанкаре виникають у теоретичнiй

фiзицi та квантовiй механiцi, адже будь-яка модель, яка виникає в цих

науках, вимагає iнварiантнiсть вiдносно груп Пуанкаре. Також рiзно-

манiтнi симетрiйнi моделi виникають у бiологiї (наприклад, для опису

реакцiї дифузiї). Вони задаються масштабними перетвореннями, розтя-

гами, зсувами за часом, якi означають, що є рiвняння, яке описує певну

модель у будь-який момент часу, тощо. Такi задачi приводять до так



7

званої оберненої задачi симетрiйного аналiзу, в рамках якої за заданими

симетрiями потрiбно знайти рiвняння, що їх допускає.

У 18 столiттi симетрiї розглядалися як певнi перетворення i їх по-

шук зводився до пошуку вiдповiдних груп. На той час це була суттєво

нелiнiйна, дуже громiздка задача. У 19 столiттi норвезький математик

Софус Лi запропонував новий пiдхiд до пошуку симетрiй. Вiн пов’язав

пошук симетрiй iз вiдповiдними дотичними розшаруваннями на вiдпо-

вiдних групах. Вiн увiв поняття алгебри Лi, симетрiй диференцiальних

рiвнянь, i, вiдповiдно, критерiю iнварiантностi, який зводить початкову

задачу до розв’язання перевизначених лiнiйних систем диференцiальних

рiвнянь, тобто до лiнiйної задачi. Зауважимо, що, коли є фiксований

клас рiвнянь, тобто такий, який не мiстить довiльних елементiв, то з та-

кою задачею можуть впоратися системи комп’ютерної алгебри на кшталт

Maple [28] абоMathematica. Складнiша задача виникає, коли клас мi-

стить довiльнi елементи, тодi необхiдно описувати симетрiї в залежностi

вiд довiльних елементiв.

Софус Лi звiв задачу пошуку симетрiй до лiнiйної задачi розв’язання

перевизначених систем диференцiальних рiвнянь, таким чином значно

спростивши початкову задачу. Однак через брак ефективних iнструмен-

тiв для розв’язку складних перевизначених систем диференцiальних рiв-

нянь навiть iнфiнiтезимальний метод може iнодi приводити до дуже гро-

мiздких обчислень, якщо початкова задача мiстить довiльнi параметри

або ж її розмiрнiсть дуже велика. Ще бiльше спростити розв’язок мо-

жуть рiзнi алгебраїчнi методи, якi на даний час розробляються в тому

числi представниками київської наукової школи симетрiйного аналiзу.

Основним предметом цiєї наукової роботи є еволюцiйнi рiвняннi

𝑢𝑡 = 𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑟), (0.1)

де 𝑡, 𝑥 — незалежнi змiннi (часова та просторова змiннi, вiдповiдно);

𝑢 = 𝑢(𝑡, 𝑥) — залежна змiнна; 𝑢𝑡 =
𝜕𝑢
𝜕𝑡 — частинна похiдна за змiнною 𝑡;
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𝑢𝑘 = 𝜕𝑘𝑢
𝜕𝑥𝑘 — 𝑘-та частинна похiдна за змiнною 𝑥, 𝑘 = 1, . . . , 𝑟, 𝑟 ∈ N,

𝑟 ≥ 2, де 𝑟 — порядок рiвняння; 𝐻 — довiльна гладка функцiя змiнних

𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑟, 𝐻𝑢𝑟
̸= 0.

Симетрiї еволюцiйних рiвнянь та їх властивостi — популярнi теми

багатьох наукових дослiджень та праць. Окрiм того, дуже часто саме

рiвняння цього класу слугують базовими прикладами в симетрiйному

аналiзi диференцiальних рiвнянь (див., наприклад, [10, 15, 16, 21, 29]).

Зазначимо, що, згiдно з результатами Соколова [34] та Магадєєва [27],

контактнi перетворення зберiгають вигляд рiвнянь iз класу (0.1) тодi й

лише тодi, коли вони мають наступний вигляд:

𝑡 = κ(𝑡), 𝑥̃ = 𝜑(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥), 𝑢̃ = 𝜓(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥),

при чому на функцiї 𝜑 та 𝜓 накладена умова контактностi [35]

𝜑𝑢𝑥
(𝑢𝑥𝜓𝑢 + 𝜓𝑥) = 𝜓𝑢𝑥

(𝑢𝑥𝜑𝑢 + 𝜑𝑥).

У роботi [27] Б.А. Магадєєв встановив, що у випадку скiнченнови-

мiрної алгебри контактних симетрiй (Cont) (1 + 1)-вимiрних еволюцiй-

них рiвнянь iз класу (0.1) її розмiрнiсть становить щонайбiльше 𝑟 + 5.

Натомiсть, у випадку нескiнченновимiрної алгебри контактних симетрiй

рiвняння завжди можна звести до лiнiйного за допомогою деяких кон-

тактних перетворень. У цiй статтi її автор також навiв повний перелiк

алгебр скiнченновимiрних контактних симетрiй рiвнянь iз класу (0.1) i

вiдповiднi еволюцiйнi рiвняння, що їх допускають.

Добре вiдома (див., наприклад, [22, Theorem 1] i [1, лема 4.5, с. 266])

наступна лема:

Лема 0.1. Для довiльного еволюцiйного рiвняння вигляду (0.1) 𝑡-ком-

понента будь-якого iнфiнiтезимального оператора, що породжує одно-

параметричну групу локальних перетворень симетрiї цього рiвняння,

не залежить вiд 𝑥 та 𝑢.
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Таким чином, векторнi поля, що належать максимальнiй алгебрi лiїв-

ської iнварiантностi g𝐻 еволюцiйних рiвнянь з класу (0.1), можна шукати

у виглядi:

𝑄 = 𝜉0(𝑡)𝜕𝑡 + 𝜉1(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝜕𝑥 + 𝜂(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝜕𝑢, (0.2)

де 𝜉0(𝑡), 𝜉1(𝑡, 𝑥, 𝑢) i 𝜂(𝑡, 𝑥, 𝑢) пробiгають множину гладких функцiй своїх

аргументiв.

Широковiдомою є класична теорема Лi про лiївськi алгебри ве-

кторних полiв на дiйснiй прямiй [26, Satz 6, S. 455] (див. також [30,

Theorem 2.70], [12, Theorem 1] i [6, теорема 1.1, с. 26]).

Теорема 0.2. Нееквiвалентнi реалiзацiї скiнченновимiрних лiївських

алгебр векторними полями на 𝑡-прямiй вичерпують наступнi алгебри:

{0}, ⟨𝜕𝑡⟩, ⟨𝜕𝑡, 𝑡𝜕𝑡⟩, ⟨𝜕𝑡, 𝑡𝜕𝑡, 𝑡2𝜕𝑡⟩.

Позначимо через 𝜋 проекцiю з R𝑡 × R𝑥 на R𝑡 i нехай 𝑘 := dim 𝜋*g
𝐻 .

Оскiльки 𝑡-компонента векторних полiв вигляду (0.2) залежить лише вiд

змiнної 𝑡, то, з огляду на теорему 0.2, 𝑘 ⩽ 3.

Ранiше теорема Лi вже успiшно застосовувалася для групової класи-

фiкацiї класiв еволюцiйних рiвнянь та рiвнянняШредiнгера [9, 24, 25, 31],

а також класу лiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь довiльного

фiксованого порядку 𝑟 ≥ 2 [14, параграф 3], де iснує аналогiчна проє-

ктовнiсть на одновимiрний простiр часової або незалежної змiнної, вiд-

повiдно. У роботi [12] теорему 0.2 використано у задачi групової кла-

сифiкацiї рiвняння Клейна–Гордона, причому одночасно розглядалися

проекцiї на обидвi незалежнi змiннi 𝑡 i 𝑥 (див. також дисертацiю [6,

роздiл 1]). Натомiсть, у роботi [13] проєктовнiсть векторних полiв на

незалежну змiнну 𝑡 дає можливiсть ефективно використовувати теоре-

му 0.2 для групової класифiкацiї лiнiйних систем звичайних диференцi-

альних рiвнянь другого порядку з довiльною кiлькiстю залежних змiн-

них.
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Результати цiєї наукової роботи обговорювалися на семiнарах спецi-

алiзованої кафедри математики Київського академiчного унiверситету,

на мiжнароднiй науково-практичнiй конференцiї “Шевченкiвська весна-

2022” (14–15 квiтня, 2022) [4] i на Graduate Colloquium (5 квiтня, 2023,

унiверситет Альберти, Едмонтон, Канада) [18]. Також результати робо-

ти було представлено на мiжнародному семiнарi на честь Вiльгельма

Фущича “Symmetry and Integrability of Equations of Mathematical Physi-

cs” (23–24 грудня, 2022, Київ, Україна) [5] i на мiжнародному воркшопi

“Complex Dynamical Systems: Theory, Mathematical Modelling, Computing

and Application” (2–4 жовтня, 2023, Київ, Україна) [19, 20].

Подяки. Хочу висловити подяку моєму науковому керiвнику Вяче-

славу Миколайовичу Бойко за величезну допомогу, цiннi iдеї, якi вiн

надавав менi пiд час написання цiєї роботи, та наставництво загалом.

Також хочу подякувати моїм батькам за моральну пiдтримку протягом

мого навчання в магiстратурi.
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Роздiл 1

Групова класифiкацiя

нелiнiйного рiвняння теплопровiдностi

1.1. Попереднi вiдомостi

Метою цього роздiлу є уточнення та спрощення доведення результатiв

Ахатова, Газiзова та Iбрагiмова [8, Section 4] про групову класифiкацiю

класу еволюцiйних рiвнянь вигляду

𝑢𝑡 = 𝐻(𝑢𝑥𝑥), (1.1)

де 𝑢𝑡 = 𝜕𝑢
𝜕𝑡 , 𝑢𝑥𝑥 = 𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 , 𝐻 — довiльна гладка функцiя аргументу 𝑢𝑥𝑥.

Якщо 𝐻 лiнiйна, то рiвняння (1.1) вiдоме як лiнiйне рiвняння теплопро-

вiдностi, i тому вiдповiдний клас (1.1) iнодi називають класом нелiнiйних

рiвнянь теплопровiдностi.

У подальшому в данiй роботi введене перепозначення: 𝑢0 := 𝑢𝑡, 𝑢1 :=

𝑢𝑥, 𝑢11 := 𝑢𝑥𝑥. Тодi початкове рiвняння можна переписати як

𝑢0 = 𝐻(𝑢11). (1.2)

Нижче вважаємо, що iндекси 𝑖, 𝑗, . . . = 0, 1, а за повторюваними iн-

дексами здiйснюється пiдсумовування. Функцiї з нижнiми iндексами

означають диференцiювання за вiдповiдними змiнними. Виключаючи з

розгляду випадок лiнiйного рiвняння теплопровiдностi 𝑢0 = 𝑢11, при-

пустимо, що 𝐻 — нелiнiйна функцiя змiнної 𝑢11. (Слiд звернути ува-

гу на нещодавню роботу Коваля та Поповича [23], у якiй виправле-
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но деякi недолiки в груповому аналiзi лiнiйного рiвняння теплопровiд-

ностi.)

Нижче використанi наступнi позначення для векторних полiв алгебр

iнварiантностi рiвнянь iз класу (1.2):

𝑄1 = 𝜕𝑡, 𝑄2 = 𝜕𝑥, 𝑄3 = 𝜕𝑢,

𝑄4 = 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 2𝑢𝜕𝑢, 𝑄5 = 𝑥𝜕𝑢,

𝑄6𝑎 = 2𝑡𝜕𝑡 − 𝑥2𝜕𝑢, 𝑄6𝑏 = 𝑥𝜕𝑥 − 2𝑡𝜕𝑢,

𝑄6𝑐 = (1− 𝑘)𝑡𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝑢, 𝑘 ̸= 0,±1
3 , 1,

𝑄6𝑐1 = 2𝑡𝜕𝑡 + 3𝑢𝜕𝑢, 𝑄6𝑐2 = 4𝑡𝜕𝑡 + 3𝑢𝜕𝑢,

𝑄7𝑐1 = 𝑢𝜕𝑥, 𝑄7𝑐2 = 𝑥2𝜕𝑥 + 𝑥𝑢𝜕𝑢,

де 𝑄6𝑐1 та 𝑄6𝑐2 — частиннi випадки векторного поля 𝑄6𝑐 для 𝑘 = 1
3 та

𝑘 = −1
3 , вiдповiдно.

Теорема 1.1 (група еквiвалентностi, див. [8, Section 3.3]). Група еквiва-

лентностi 𝐺∼ класу (1.2) породжена перетвореннями вигляду

𝑡 = 𝜇0𝑡+ 𝜇1, 𝑥̃ = 𝜈0𝑥+ 𝜈1,

𝑢̃ = 𝜅0𝑢+ 𝜅1𝑥2 + 𝜅2𝑥+ 𝜅3𝑡+ 𝜅4, 𝐻̃ =
𝜅0

𝜇0
𝐻 + 𝜅3,

де 𝜇0, 𝜇1, 𝜈0, 𝜈1, 𝜅0, . . . , 𝜅4 — довiльнi константи, такi, що 𝜇0𝜈0𝜅0 ̸= 0.

На рис. 1.1 через 𝒯0 позначене перетворення симетрiї, що перево-

дить розв’язки рiвняння з класу (1.2) в розв’язки цього самого рiвня-

ння; 𝒯1 — перетворення еквiвалентностi, яке переводить одне рiвняння

з класу (1.2) в iнше рiвняння цього ж самого класу, можливо, з iншою

функцiєю ̃︀𝐻.

Векторне поле (0.2) належить максимальнiй алгебрi лiївської iнварi-

антностi g𝐻 рiвняння з класу (1.2) для будь-якого 𝐻 тодi й лише тодi,
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𝑢0 = 𝐻(𝑢11)

𝑢0 = ̃︀𝐻(𝑢11)

𝒯1

𝒯0

Рис. 1.1. Перетворення симетрiї та перетворення еквiвалентностi в класi (1.2).

коли воно задовольняє наступне визначальне рiвняння:

(𝜁0 − 𝜁11𝐻 ′)
⃒⃒
𝑢0=𝐻(𝑢11)

= 0, (1.3)

де 𝜁0 та 𝜁11 — вiдповiднi коефiцiєнти першого та другого продовжень

векторного поля (0.2), 𝐻 ′ := 𝜕𝐻(𝑢11)/𝜕𝑢11.

Розписуючи рiвняння (1.3), отримуємо

𝜂0 + 𝜂𝑢𝐻 −𝐻𝜉00 − 𝑢1(𝜉
1
0 + 𝜉1𝑢𝐻)

−𝐻 ′[︀𝜂11 + 2𝜂1𝑢𝑢1 + 𝜂𝑢𝑢𝑢
2
1 + 𝜂𝑢𝑢11 − 2𝑢11(𝜉

1
1 + 𝜉1𝑢𝑢1)

− 𝑢1(𝜉
1
11 + 2𝜉11𝑢𝑢1 + 𝜉1𝑢𝑢𝑢

2
1 + 𝜉1𝑢𝑢11)

]︀
= 0.

Пiсля розщеплення цього рiвняння за степенями змiнної 𝑢1 приходимо

до наступної системи:

𝜉1𝑢𝑢 = 0, 𝜂𝑢𝑢 − 2𝜉11𝑢 = 0, (1.4)

𝜉10 + 𝜉1𝑢𝐻 + (2𝜂1𝑢 − 𝜉111 − 3𝜉1𝑢𝑢11)𝐻
′ = 0, (1.5)

𝜂0 + (𝜂𝑢 − 𝜉00)𝐻 − (𝜂11 + (𝜂𝑢 − 2𝜉11)𝑢11)𝐻
′ = 0. (1.6)

Загальний розв’язок системи (1.4) має вигляд

𝜉1 = 𝛼(𝑡, 𝑥)𝑢+ 𝛽(𝑡, 𝑥), 𝜂 = 𝛼1𝑢
2 + 𝛾(𝑡, 𝑥)𝑢+ 𝛿(𝑡, 𝑥),
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де 𝛼(𝑡, 𝑥), 𝛽(𝑡, 𝑥), 𝛾(𝑡, 𝑥) i 𝛿(𝑡, 𝑥) пробiгають множину гладких функцiй

своїх аргументiв.

Пiдстановка цих виразiв у рiвняння (1.5) i (1.6) приводить до наступ-

ної системи:

𝛼0𝑢+ 𝛽0 + 𝛼𝐻 + (3𝛼11𝑢+ (2𝛾1 − 𝛽11)− 3𝛼𝑢11)𝐻
′ = 0,

𝛼01𝑢
2 + 𝛾0𝑢+ 𝛿0 + (2𝛼1𝑢+ 𝛾 − 𝜉00)𝐻 − [𝛼111𝑢

2 + 𝛾11𝑢

+ 𝛿11 + (2𝛼1𝑢+ 𝛾 − 2(𝛼1𝑢+ 𝛽1))𝑢11)]𝐻
′ = 0.

Роздiляючи вищенаведену систему за степенями 𝑢, приходимо до систе-

ми

𝛼0 + 3𝛼11𝐻
′ = 0, (1.7)

𝛽0 + 𝛼𝐻 + (2𝛾1 − 𝛽11 − 3𝛼𝑢11)𝐻
′ = 0, (1.8)

𝛼01 − 𝛼111𝐻
′ = 0, (1.9)

𝛾0 + 2𝛼1𝐻 − 𝛾11𝐻
′ = 0, (1.10)

𝛿0 + (𝛾 − 𝜉00)𝐻 − (𝛿11 + (𝛾 − 2𝛽1)𝑢11)𝐻
′ = 0. (1.11)

Беручи до уваги, що 𝐻 ′′ ̸= 0, з рiвняння (1.7) одержуємо

𝛼0 = 0, 𝛼11 = 0.

У той самий час рiвняння (1.9) стає незначущим. Далi, пiсля диференцi-

ювання рiвняння (1.8) за змiнною 𝑢11, отримуємо

−2𝛼𝐻 ′ + (2𝛾1 − 𝛽11 − 3𝛼𝑢11)𝐻
′′ = 0.

Пiсля ще одного диференцiювання попереднього рiвняння за змiнною 𝑥

маємо

−2𝛼1𝐻
′ + (2𝛾11 − 𝛽111 − 3𝛼1𝑢11)𝐻

′′ = 0. (1.12)
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Диференцiюючи рiвняння (1.10) за змiнною 𝑢11, отримуємо

2𝛼1𝐻
′ − 𝛾11𝐻

′′ = 0. (1.13)

Додаючи рiвняння (1.12) i (1.13), маємо

(𝛾11 − 𝛽111 − 3𝛼1𝑢11)𝐻
′′ = 0.

Iз умови 𝐻 ′′ ̸= 0 одержуємо

𝛼1 = 0, 𝛾11 = 0, 𝛽111 = 0.

З iншого боку, з рiвняння (1.10) слiдує, що 𝛾0 = 0. Тодi

𝛼 = 𝐶1 = const, 𝛽 = 𝛽2(𝑡)𝑥2 + 𝛽1(𝑡)𝑥+ 𝛽0(𝑡), 𝛾 = 𝐶2𝑥+ 𝐶3,

де функцiї 𝛽2(𝑡), 𝛽1(𝑡) та 𝛽0(𝑡) пробiгають множину гладких функцiй

змiнної 𝑡, i 𝐶1, 𝐶2, . . . — довiльнi константи. Пiдстановка цих виразiв у

рiвняння (1.8) дає

𝛽2
0𝑥

2 + 𝛽1
0𝑥+ 𝛽0

0 + 𝐶1𝐻 + (2𝐶2 − 2𝛽2 − 3𝐶1𝑢11)𝐻
′ = 0.

Розщеплюючи за змiнною 𝑥, маємо

𝛽2
0 = 0, 𝛽1

0 = 0, 𝛽0
00 = 0.

Тодi

𝛽2 = 𝐶4, 𝛽1 = 𝐶5, 𝛽0 = 𝐶6𝑡+ 𝐶7,

𝐶6 + 𝐶1𝐻 + (2𝐶2 − 2𝐶4 − 3𝐶1𝑢11)𝐻
′ = 0. (1.14)

Отже, коефiцiєнти векторного поля 𝑄 набувають наступної форми:

𝜉0 = 𝜉0(𝑡), (1.15)

𝜉1 = 𝐶1𝑢+ 𝐶4𝑥2 + 𝐶5𝑥+ 𝐶6𝑡+ 𝐶7, (1.16)



16

𝜂 = (𝐶2𝑥+ 𝐶3)𝑢+ 𝛿(𝑡, 𝑥). (1.17)

Пiсля пiдстановки (1.16) i (1.17) в рiвняння (1.11) приходимо до наступ-

ної класифiкацiйної умови:

𝛿0 + (𝐶2𝑥+ 𝐶3 − 𝜉00)𝐻

− (𝛿11 + (𝐶2𝑥+ 𝐶3 − 2(2𝐶4𝑥+ 𝐶5))𝑢11)𝐻
′ = 0. (1.18)

Якщо 𝐻 — довiльна функцiя, то iз (1.14) i (1.18) знаходимо

𝐶6 = 0, 𝐶1 = 0, 𝐶2 = 𝐶4,

𝛿0 = 0, 𝐶2𝑥+ 𝐶3 − 𝜉00 = 0, 𝛿11 = 0,

(𝐶2 − 4𝐶4)𝑥+ 𝐶3 − 2𝐶5 = 0.

Виходить, що

𝛿 = 𝐶8𝑥+ 𝐶9, −3𝐶4 = 0, 𝐶3 = 2𝐶5, 𝐶2 = 0,

i коефiцiєнти векторних полiв (0.2) набувають наступного вигляду:

𝜉0 = 𝐶3𝑡+ 𝐶10 = 2𝐶5𝑡+ 𝐶10, 𝜉1 = 𝐶5𝑥+ 𝐶7,

𝜂 = 2𝐶5𝑢+ 𝐶8𝑥+ 𝐶9.

Таким чином, рiвняння (1.2) з довiльною функцiєю 𝐻 у правiй частинi

допускає 5-вимiрну алгебру Лi g0, породжену векторними полями

𝑄1 = 𝜕𝑡, 𝑄2 = 𝜕𝑥, 𝑄3 = 𝜕𝑢, 𝑄4 = 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 2𝑢𝜕𝑢,

𝑄5 = 𝑥𝜕𝑢.

Приходимо до наступного твердження.

Теорема 1.2. g0 = ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 2𝑢𝜕𝑢, 𝑥𝜕𝑢⟩ — ядро лiївських

алгебр iнварiантностi рiвнянь iз класу (1.2).
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1.2. Групова класифiкацiя

Нехай dim𝜋*g
𝐻 = 𝑘. Оскiльки dim𝜋*g

0 = 2, то для будь-якого рiвня-

ння з класу (1.2) маємо 𝑘 = 2 або 𝑘 = 3, тобто,

𝜋*g
𝐻 = ⟨𝜕𝑡, 𝑡𝜕𝑡⟩ або 𝜋*g

𝐻 = ⟨𝜕𝑡, 𝑡𝜕𝑡, 𝑡2𝜕𝑡⟩.

Нижче розглянутий кожен iз цих двох випадкiв окремо.

Спочатку, диференцiюючи (1.18) двiчi вiдносно змiнної 𝑥, отримуємо

𝛿011 − 𝛿1111𝐻
′ = 0,

тому 𝛿011 = 0, 𝛿1111 = 0, отже,

𝛿 = 𝐶20𝑥3 + 𝐶21𝑥2 + 𝜌1(𝑡)𝑥+ 𝜌0(𝑡), (1.19)

де функцiї 𝜌1(𝑡) та 𝜌0(𝑡) пробiгають множину гладких функцiй змiн-

ної 𝑡.

𝑘 = 3. У цьому випадку

𝜉0 = 𝜆2𝑡2 + 𝜆1𝑡+ 𝜆0, (1.20)

де 𝜆2, 𝜆1 i 𝜆0 — довiльнi константи.

Пiсля пiдстановки (1.19) i (1.20) в (1.18) отримуємо

𝜌10𝑥+ 𝜌00 + (𝐶2𝑥+ 𝐶3 − 2𝜆2𝑡− 𝜆1)𝐻

− (6𝐶20𝑥+ 2𝐶21 + (𝐶2𝑥+ 𝐶3 − 4𝐶4𝑥− 2𝐶5)𝑢11)𝐻
′ = 0.

Розщеплення цього рiвняння за змiнною 𝑥 приводить до наступної си-

стеми:

𝜌10 + 𝐶2𝐻 − (6𝐶20 + (𝐶2 − 4𝐶4)𝑢11)𝐻
′ = 0,

𝜌00 + (𝐶3 − 2𝜆2𝑡− 𝜆1)𝐻 − (2𝐶21 + (𝐶3 − 2𝐶5)𝑢11)𝐻
′ = 0.
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Диференцiюючи друге рiвняння вищезгаданої системи вiдносно змiнної 𝑡,

одержуємо

𝜌000 − 2𝜆2𝐻 = 0,

i тому 𝜆2 = 0, оскiльки 𝐻 — нелiнiйна функцiя змiнної 𝑢11. Маємо, що

функцiя 𝜉0 може бути щонайбiльше лiнiйною. Це суперечить умовi 𝑘 = 3.

𝑘 = 2. У цьому випадку функцiя 𝜉0 лiнiйна, тобто,

𝜉0 = 𝜆1𝑡+ 𝜆0, (1.21)

де 𝜆1 i 𝜆0 — довiльнi константи.

Iз пiдстановки (1.19) i (1.21) в (1.18) слiдує

𝜌10𝑥+ 𝜌00 + (𝐶2𝑥+ 𝐶3 − 𝜆1)𝐻

− (6𝐶20𝑥+ 2𝐶21 + (𝐶2𝑥+ 𝐶3 − 4𝐶4𝑥− 2𝐶5)𝑢11)𝐻
′ = 0.

Розщеплення цього рiвняння за змiнною 𝑥 приводить до наступної си-

стеми:

𝜌10 + 𝐶2𝐻 − (6𝐶20 + (𝐶2 − 4𝐶4)𝑢11)𝐻
′ = 0, (1.22)

𝜌00 + (𝐶3 − 𝜆1)𝐻 − (2𝐶21 + (𝐶3 − 2𝐶5)𝑢11)𝐻
′ = 0. (1.23)

Пiсля диференцiювання (1.22) i (1.23) за змiнною 𝑡 отримуємо, що 𝜌100 = 0

i 𝜌000 = 0, вiдповiдно. Тому 𝜌1(𝑡) = 𝐶22𝑡+𝐶23 i 𝜌0(𝑡) = 𝐶24𝑡+𝐶25. Отже,

𝛿(𝑡, 𝑥) = 𝐶20𝑥3 + 𝐶21𝑥2 + (𝐶22𝑡+ 𝐶23)𝑥+ (𝐶24𝑡+ 𝐶25).

Iз рiвнянь (1.15)–(1.17) одержуємо наступнi вирази для компонент век-

торного поля 𝑄:

𝜉0 = 𝜆1𝑡+ 𝜆0, 𝜉1 = 𝐶1𝑢+ 𝐶4𝑥2 + 𝐶5𝑥+ 𝐶6𝑡+ 𝐶7,

𝜂 = (𝐶2𝑥+ 𝐶3)𝑢+ 𝐶20𝑥3 + 𝐶21𝑥2 + (𝐶22𝑡+ 𝐶23)𝑥+ (𝐶24𝑡+ 𝐶25),
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у той час, як (1.14), (1.22) i (1.23) дають систему визначальних рiвнянь

для функцiї 𝐻 у виглядi

𝐶6 + 𝐶1𝐻 + (2𝐶2 − 2𝐶4 − 3𝐶1𝑢11)𝐻
′ = 0, (1.24)

𝐶22 + 𝐶2𝐻 − (6𝐶20 + (𝐶2 − 4𝐶4)𝑢11)𝐻
′ = 0, (1.25)

𝐶24 + (𝐶3 − 𝜆1)𝐻 − (2𝐶21 + (𝐶3 − 2𝐶5)𝑢11)𝐻
′ = 0. (1.26)

Бачимо, що всi цi рiвняння мають загальний вигляд

𝑎+ 𝑏𝐻 + 𝑐𝐻 ′ + 𝑑𝑢11𝐻
′ = 0 (1.27)

iз деякими сталими параметрами 𝑎, 𝑏, 𝑐 i 𝑑. З точнiстю до еквi-

валентностi, визначеної в теоремi 1.1, iснує тiльки три можливостi

для розв’язкiв рiвняння типу (1.27), а саме, e𝑢11, ln(𝑢11) i 𝑢𝑝11, де

𝑝 ̸= 0, 1.

Якщо 𝐻 = e𝑢11, то пiсля пiдстановки в систему (1.24)–(1.26) одержу-

ємо

𝐶6 + 𝐶1e𝑢11 + 2(𝐶2 − 𝐶4)e𝑢11 − 3𝐶1𝑢11e
𝑢11 = 0,

𝐶22 + 𝐶2e𝑢11 − 6𝐶20e𝑢11 − (𝐶2 − 4𝐶4)𝑢11e
𝑢11 = 0,

𝐶24 + (𝐶3 − 𝜆1)e𝑢11 − 2𝐶21e𝑢11 − (𝐶3 − 2𝐶5)𝑢11e
𝑢11 = 0.

Пiсля розщеплення цiєї системи отримуємо наступнi умови на ста-

лi:

𝐶3 = 2𝐶5, 𝜆1 = 2𝐶5 − 2𝐶21,

𝐶1 = 𝐶2 = 𝐶4 = 𝐶6 = 𝐶20 = 𝐶22 = 𝐶24 = 0.

Тому

𝜉0 = 2(𝐶5 − 𝐶21)𝑡+ 𝜆0, 𝜉1 = 𝐶5𝑥+ 𝐶7

𝜂 = 2𝐶5𝑢+ 𝐶21𝑥2 + 𝐶23𝑥+ 𝐶25.
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Таким чином, за умови 𝐻 = e𝑢11 базис максимальної алгебри лiївської

iнварiантностi має наступний вигляд:

𝑄1 = 𝜕𝑡, 𝑄2 = 𝜕𝑥, 𝑄3 = 𝜕𝑢, 𝑄4 = 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 2𝑢𝜕𝑢,

𝑄5 = 𝑥𝜕𝑢, 𝑄6 = 2𝑡𝜕𝑡 − 𝑥2𝜕𝑢.

Якщо 𝐻 = ln(𝑢11), iз системи (1.24)–(1.26) слiдує

𝐶6 + 𝐶1 ln(𝑢11) +
2(𝐶2 − 𝐶4)

𝑢11
− 3𝐶1 = 0,

𝐶22 + 𝐶2 ln(𝑢11)−
6𝐶20

𝑢11
− (𝐶2 − 4𝐶4) = 0,

𝐶24 + (𝐶3 − 𝜆1) ln(𝑢11)−
2𝐶21

𝑢11
− (𝐶3 − 2𝐶5) = 0.

Розщеплення цiєї системи приводить до наступних обмежень на сталi:

𝜆1 = 𝐶3, 𝐶24 = 𝐶3 − 2𝐶5,

𝐶1 = 𝐶2 = 𝐶4 = 𝐶6 = 𝐶20 = 𝐶21 = 𝐶22 = 0.

Отже,

𝜉0 = 𝐶3𝑡+ 𝜆0, 𝜉1 = 𝐶5𝑥+ 𝐶7,

𝜂 = 𝐶3𝑢+ 𝐶23𝑥+ (𝐶3 − 2𝐶5)𝑡+ 𝐶25,

тобто у випадку 𝐻 = ln(𝑢11) одержуємо наступний базис максимальної

алгебри лiївської iнварiантностi:

𝑄1 = 𝜕𝑡, 𝑄2 = 𝜕𝑥, 𝑄3 = 𝜕𝑢, 𝑄4 = 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 2𝑢𝜕𝑢,

𝑄5 = 𝑥𝜕𝑢, 𝑄6 = 𝑥𝜕𝑥 − 2𝑡𝜕𝑢.

Якщо 𝐻 = 𝑢𝑝11, то з системи (1.24)–(1.26) отримуємо

𝐶6 + 𝐶1𝑢𝑝11 + 2(𝐶2 − 𝐶4)𝑝𝑢𝑝−1
11 − 3𝐶1𝑝𝑢𝑝11 = 0,
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𝐶22 + 𝐶2𝑢𝑝11 − 6𝐶20𝑝𝑢𝑝−1
11 − (𝐶2 − 4𝐶4)𝑝𝑢𝑝11 = 0,

𝐶24 + (𝐶3 − 𝜆1)𝑢𝑝11 − 2𝐶21𝑝𝑢𝑝−1
11 − (𝐶3 − 2𝐶5)𝑝𝑢𝑝11 = 0.

Розщеплюючи цю систему, одержуємо

𝐶1 = 3𝑝𝐶1, 𝐶2 = 𝐶4, 𝐶2 = 𝑝(𝐶2 − 4𝐶4),

𝜆1 = (1− 𝑝)𝐶3 + 2𝑝𝐶5,

𝐶6 = 𝐶20 = 𝐶21 = 𝐶22 = 𝐶24 = 0.

Якщо 𝑝 ̸= ±1
3 , то

𝜆1 = (1− 𝑝)𝐶3 + 2𝑝𝐶5,

𝐶1 = 𝐶2 = 𝐶6 = 𝐶20 = 𝐶21 = 𝐶22 = 𝐶24 = 0,

тобто компоненти векторного поля 𝑄 мають вигляд

𝜉0 = ((1− 𝑝)𝐶3 + 2𝑝𝐶5)𝑡+ 𝜆0, 𝜉1 = 𝐶5𝑥+ 𝐶7,

𝜂 = 𝐶3𝑢+ 𝐶23𝑥+ 𝐶25.

Отже, коли 𝐻 = 𝑢𝑝11, 𝑝 ̸= ±1
3 , то алгебра максимальної лiївської iнварi-

антностi породжена наступними векторними полями:

𝑄1 = 𝜕𝑡, 𝑄2 = 𝜕𝑥, 𝑄3 = 𝜕𝑢, 𝑄4 = 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 2𝑢𝜕𝑢,

𝑄5 = 𝑥𝜕𝑢, 𝑄6 = (1− 𝑝)𝑡𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝑢.

Для 𝑝 = 1
3 :

𝜆1 =
2

3
(𝐶3 + 𝐶5), 𝐶2 = 𝐶6 = 𝐶20 = 𝐶21 = 𝐶22 = 𝐶24 = 0,

тобто компоненти векторного поля 𝑄 мають наступний вигляд:

𝜉0 =
2

3
(𝐶3 + 𝐶5)𝑡+ 𝜆0, 𝜉1 = 𝐶1𝑢+ 𝐶5𝑥+ 𝐶7,

𝜂 = 𝐶3𝑢+ 𝐶23𝑥+ 𝐶25.
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Таким чином, у випадку 𝐻 = 𝑢
1/3
11 отримуємо наступний вигляд алгебри

максимальної лiївської iнварiантностi:

𝑄1 = 𝜕𝑡, 𝑄2 = 𝜕𝑥, 𝑄3 = 𝜕𝑢, 𝑄4 = 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 2𝑢𝜕𝑢,

𝑄5 = 𝑥𝜕𝑢, 𝑄6 = 2𝑡𝜕𝑡 + 3𝑢𝜕𝑢, 𝑄7 = 𝑢𝜕𝑥.

Для 𝑝 = −1
3 :

𝜆1 =
2

3
(2𝐶3 − 𝐶5), 𝐶1 = 𝐶6 = 𝐶20 = 𝐶21 = 𝐶22 = 𝐶24 = 0,

i компоненти векторного поля 𝑄 такi:

𝜉0 =
2

3
(2𝐶3 − 𝐶5)𝑡+ 𝜆0, 𝜉1 = 𝐶2𝑥2 + 𝐶5𝑥+ 𝐶7,

𝜂 = (𝐶2𝑥+ 𝐶3)𝑢+ 𝐶23𝑥+ 𝐶25.

Отже, якщо 𝐻 = 𝑢
−1/3
11 , то алгебра максимальної лiївської iнварiантностi

породжується наступними базисними векторними полями:

𝑄1 = 𝜕𝑡, 𝑄2 = 𝜕𝑥, 𝑄3 = 𝜕𝑢, 𝑄4 = 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 2𝑢𝜕𝑢,

𝑄5 = 𝑥𝜕𝑢, 𝑄6 = 4𝑡𝜕𝑡 + 3𝑢𝜕𝑢, 𝑄7 = 𝑥2𝜕𝑥 + 𝑥𝑢𝜕𝑢.

Отриманi результати пiдсумованi в наступному твердженнi.

Теорема 1.3 (результат групової класифiкацiї, [8, Section 4]). Повний

список 𝐺∼-нееквiвалентних (максимальних) розширень лiївських симе-

трiй у класi (1.2) вичерпують такi випадки:

(0) загальний випадок 𝐻 = 𝐻(𝑢11),

g0 = ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 2𝑢𝜕𝑢, 𝑥𝜕𝑢⟩,

(1) 𝐻(𝑢11) = exp(𝑢11),

gexp(𝑢11) = ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 2𝑢𝜕𝑢, 𝑥𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 − 𝑥2𝜕𝑢⟩,

(2) 𝐻(𝑢11) = ln(𝑢11),

gln(𝑢11) = ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 2𝑢𝜕𝑢, 𝑥𝜕𝑢, 𝑥𝜕𝑥 − 2𝑡𝜕𝑢⟩,
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(3) 𝐻(𝑢11) = 𝑢𝑝11, 𝑝 ̸= 0,±1

3
, 1,

g𝑢
𝑝
11 = ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 2𝑢𝜕𝑢, 𝑥𝜕𝑢, (1− 𝑝)𝑡𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝑢⟩,

(4) 𝐻(𝑢11) = 𝑢
1/3
11 ,

g𝑢
1/3
11 = ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 2𝑢𝜕𝑢, 𝑥𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + 3𝑢𝜕𝑢, 𝑢𝜕𝑥⟩,

(5) 𝐻(𝑢11) = 𝑢
−1/3
11 ,

g𝑢
−1/3
11 = ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 2𝑢𝜕𝑢, 𝑥𝜕𝑢, 4𝑡𝜕𝑡 + 3𝑢𝜕𝑢,

𝑥2𝜕𝑥 + 𝑥𝑢𝜕𝑢⟩.

Результати групової класифiкацiї класу (1.2) наведенi в таблицi 1.1.

Табл. 1.1. Результати групової класифiкацiї класу (1.2).

𝐻(𝑢𝑥𝑥) Лiївська алгебра iнварiантностi

∀ ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 2𝑢𝜕𝑢, 𝑥𝜕𝑢⟩
exp𝑢𝑥𝑥 ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 2𝑢𝜕𝑢, 𝑥𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 − 𝑥2𝜕𝑢⟩
ln𝑢𝑥𝑥 ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 2𝑢𝜕𝑢, 𝑥𝜕𝑢, 𝑥𝜕𝑥 − 2𝑡𝜕𝑢⟩
𝑢𝑝𝑥𝑥, 𝑝 ̸= 0,±1

3
, 1 ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 2𝑢𝜕𝑢, 𝑥𝜕𝑢, (1− 𝑝)𝑡𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝑢⟩

𝑢
1/3
𝑥𝑥 ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 2𝑢𝜕𝑢, 𝑥𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + 3𝑢𝜕𝑢, 𝑢𝜕𝑥⟩
𝑢
−1/3
𝑥𝑥 ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 2𝑢𝜕𝑢, 𝑥𝜕𝑢,

4𝑡𝜕𝑡 + 3𝑢𝜕𝑢, 𝑥
2𝜕𝑥 + 𝑥𝑢𝜕𝑢⟩

𝑢𝑥𝑥 ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝑢𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 − 1
2
𝑥𝑢𝜕𝑢,

𝑡2𝜕𝑡 + 𝑡𝑥𝜕𝑥 − 1
4
(𝑥2 + 2𝑡)𝑢𝜕𝑢, 𝑓(𝑡, 𝑥)𝜕𝑢⟩

У випадку лiнiйної (несталої) функцiї 𝐻 (останнiй рядок таблички,

який включений для повноти розгляду класу (1.2)) алгебра лiївської

iнварiантностi нескiнченновимiрна. Тут параметрична функцiя 𝑓 зале-

жить вiд змiнних (𝑡, 𝑥) i пробiгає множину розв’язкiв лiнiйного рiвняння

теплопровiдностi 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥.
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1.3. Висновки

У цьому роздiлi була проведена повна групова класифiкацiя класу

(1+1)-вимiрних нелiнiйних еволюцiйних рiвнянь (1.2) з точнiстю до 𝐺∼-

еквiвалентностi. У рамках iнфiнiтезимального пiдходу цю класифiкацiю

вперше виконано у вiдомiй роботi Ахатова, Газiзова та Iбрагiмова [8,

Section 4]. Для групової класифiкацiї у данiй роботi була використана

класична теорема Лi про реалiзацiї алгебр Лi векторними полями на пря-

мiй. Цей пiдхiд дозволив значно спростити доведення результатiв кла-

сифiкацiї i, зокрема, завдяки ньому розв’язання визначальних рiвнянь

стало суттєво простiшим.

Було показано, що, додатково до ядра максимальних алгебр iнварi-

антностi, з усiх можливих випадкiв 𝑘 = 2, 3 розмiрностi проекцiї на 𝑡-

компоненту, додатковi розширення можливi (окрiм лiнiйного) лише у

випадку, коли 𝑘 = 2. Це дозволило швидко отримати класифiкацiйнi

умови, нееквiвалентнi вигляди для функцiї 𝐻 i вiдповiднi максимальнi

алгебри iнварiантностi для кожного з нееквiвалентних випадкiв.

Важливо зазначити, що, згiдно з [27, Theorem 0.1], верхня межа роз-

мiрностi алгебр лiївської iнварiантностi нелiнеаризовних (1+1)-вимiрних

еволюцiйних рiвнянь другого порядку становить 7. Окрiм того, згiдно

з [27, Theorem 3.5], усi такi рiвняння з 7-вимiрними алгебрами лiївської

iнварiантностi еквiвалентнi (з точнiстю до контактних перетворень) рiв-

нянню 𝑢𝑡 = 𝑢
−1/3
𝑥𝑥 (випадок (5) теореми 1.3). Зауважимо, що Газiзов [17,

стр. 131–132] i Пухначов [33] знайшли явний вигляд контактного перетво-

рення, яке зводить випадок (4) до випадку (5). Вiдповiднi обговорення

на цю тему можна знайти в [2].

Вiдкритими залишаються питання про вивчення структури конта-

ктних та точкових перетворень, пов’язаних iз класом (1.2), а також кла-

сифiкацiя пiдалгебр алгебр iз теореми 1.3, вiдповiднi лiївськi редукцiї,

побудова точних розв’язкiв тощо.
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Роздiл 2

Групова класифiкацiя

нелiнiйного рiвняння Бюргерса

2.1. Попереднi вiдомостi

Метою цього роздiлу є спрощення доведення результатiв [7, 11] про

групову класифiкацiя класу еволюцiйних рiвнянь вигляду

𝑢0 + 𝑢𝑢1 = 𝐻(𝑢11), (2.1)

де 𝑢0 := 𝑢𝑡 =
𝜕𝑢
𝜕𝑡 , 𝑢1 := 𝑢𝑥 = 𝜕𝑢

𝜕𝑥 , 𝑢11 := 𝑢𝑥𝑥 = 𝜕2𝑢
𝜕𝑥2 , 𝐻 — довiльна гладка

функцiя аргументу 𝑢𝑥𝑥. Коли 𝐻 — лiнiйна функцiя, то рiвняння (2.1) є

добре вiдомим рiвнянням Бюргерса. Згiдно з лемою 0.1, векторнi поля,

що належать максимальнiй алгебрi лiївської iнварiантностi g𝐻 еволюцiй-

них рiвнянь iз класу (2.1), можна шукати в виглядi (0.2).

Теорема 2.1 (група еквiвалентностi класу (2.1), див. [3]). Група еквi-

валентностi 𝐺∼ класу (2.1) породжена операторами 𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢,

𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 −𝐻𝜕𝐻 , 𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢 +𝐻𝜕𝐻 , 𝑡
2𝜕𝑥 + 2𝑡𝜕𝑢 + 2𝜕𝐻 , а також дискре-

тним перетворенням еквiвалентностi (𝑡, 𝑥, 𝑢,𝐻) → (−𝑡,−𝑥, 𝑢,−𝐻).

Дiя будь-якого перетворення еквiвалентностi на функцiю 𝐻 має ви-

гляд

𝐻̃(𝑢11) = 𝛿1𝐻(𝛿2𝑢11) + 𝛿0,

де 𝛿0, 𝛿1, 𝛿2 ∈ R, 𝛿1𝛿2 ̸= 0.
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Векторне поле (0.2) належить максимальнiй алгебрi лiївської iнварi-

антностi g𝐻 рiвняння з класу (2.1) для будь-якої функцiї 𝐻 тодi й лише

тодi, коли воно задовольняє наступне визначальне рiвняння:

(𝜂𝑢1 + 𝜁0 + 𝜁1𝑢− 𝜁11𝐻 ′)
⃒⃒
𝑢0+𝑢𝑢1=𝐻(𝑢11)

= 0, (2.2)

де 𝜁0, 𝜁1 та 𝜁11 — вiдповiднi коефiцiєнти першого та другого продовжень

векторного поля (0.2), 𝐻 ′ := 𝜕𝐻(𝑢11)/𝜕𝑢11.

Розписуючи рiвняння (2.2), отримуємо

𝜂𝑢1 + 𝜂0 +𝐻𝜂𝑢 + 𝑢𝑢1𝜉
0
0 −𝐻𝜉00 − 𝑢1𝜉

1
0 − 𝑢1𝜉

1
𝑢𝐻 + 𝑢𝜂1 − 𝑢𝑢1𝜉

1
1

−𝐻 ′[︀𝜂11 + 2𝜂1𝑢𝑢1 + 𝜂𝑢𝑢𝑢
2
1 + 𝜂𝑢𝑢11 − 2𝑢11(𝜉

1
1 + 𝜉1𝑢𝑢1)

− 𝑢1(𝜉
1
11 + 2𝜉11𝑢𝑢1 + 𝜉1𝑢𝑢𝑢

2
1 + 𝜉1𝑢𝑢11)

]︀
= 0.

Пiсля розщеплення цього рiвняння за степенями змiнної 𝑢1 приходимо

до наступної системи:

𝜉1𝑢𝑢 = 0, 𝜂𝑢𝑢 − 2𝜉11𝑢 = 0, (2.3)

𝜂 − 𝜉10 + 𝑢(𝜉00 − 𝜉11)− 𝜉1𝑢𝐻 − (2𝜂1𝑢 − 𝜉111 − 3𝜉1𝑢𝑢11)𝐻
′ = 0, (2.4)

𝜂0 + 𝑢𝜂1 + (𝜂𝑢 − 𝜉00)𝐻 − (𝜂11 + (𝜂𝑢 − 2𝜉11)𝑢11)𝐻
′ = 0. (2.5)

Загальний розв’язок системи (2.3) має вигляд

𝜉1 = 𝑎(𝑡, 𝑥)𝑢+ 𝑏(𝑡, 𝑥), 𝜂 = 𝑎1𝑢
2 + 𝑐(𝑡, 𝑥)𝑢+ 𝑑(𝑡, 𝑥),

де 𝑎(𝑡, 𝑥), 𝑏(𝑡, 𝑥), 𝑐(𝑡, 𝑥) i 𝑑(𝑡, 𝑥) пробiгають множину гладких функцiй

своїх аргументiв.

Пiдстановка цих виразiв у рiвняння (2.4) i (2.5) приводить до наступ-

ної системи:

(𝑐− 𝑎0 + 𝜉00 − 𝑏1)𝑢+ (𝑑− 𝑏0)− 𝑎𝐻

− (3𝑎11𝑢+ 2𝑐1 − 𝑏11 − 3𝑎𝑢11)𝐻
′ = 0,
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𝑎11𝑢
3 + (𝑎01 + 𝑐1)𝑢

2 + (𝑐0 + 𝑑1)𝑢+ 𝑑0 + (2𝑎1𝑢+ 𝑐− 𝜉00)𝐻

− (𝑎111𝑢
2 + 𝑐11𝑢+ 𝑑11 + (𝑐− 2𝑏1)𝑢11)𝐻

′ = 0.

Розщеплюючи вищенаведену систему за степенями 𝑢, приходимо до

системи

𝑐− 𝑎0 + 𝜉00 − 𝑏1 − 3𝑎11𝐻
′ = 0, (2.6)

𝑑− 𝑏0 − 𝑎𝐻 − (2𝑐1 − 𝑏11 − 3𝑎𝑢11)𝐻
′ = 0, (2.7)

𝑎11 = 0, (2.8)

𝑎01 + 𝑐1 − 𝑎111𝐻
′ = 0, (2.9)

𝑐0 + 𝑑1 + 2𝑎1𝐻 − 𝑐11𝐻
′ = 0, (2.10)

𝑑0 + (𝑐− 𝜉00)𝐻 − (𝑑11 + (𝑐− 2𝑏1)𝑢11)𝐻
′ = 0. (2.11)

Iз рiвняння (2.8) випливає, що

𝑎 = 𝜆1(𝑡)𝑥+ 𝜆2(𝑡).

Тут i нижче 𝜆1(𝑡), 𝜆2(𝑡), . . . пробiгають множину гладких функцiй змiн-

ної 𝑡. З урахуванням рiвнянь (2.8) i (2.9) маємо 𝑎01 + 𝑐1 = 0, тобто

𝜆10 + 𝑐1 = 0, звiдки можна знайти функцiю 𝑐(𝑡, 𝑥):

𝑐 = −𝜆10(𝑡)𝑥+ 𝜆3(𝑡).

Далi пiдставимо функцiї 𝑎 i 𝑐 в рiвняння (2.6):

−𝜆10𝑥+ 𝜆3 − 𝜆10𝑥− 𝜆20 + 𝜉00 − 𝑏1 = 0.

Звiдси знаходимо функцiю 𝑏(𝑡, 𝑥):

𝑏 = −𝜆10𝑥2 + (𝜉00 + 𝜆3 − 𝜆20)𝑥+ 𝜆4(𝑡).
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Оскiльки 𝐻 — нелiнiйна функцiя, то з рiвняння (2.10) випливає, що

𝑐0 + 𝑑1 = 0, 𝑎1 = 0.

Тодi з рiвняння 𝑎1 = 0 одержуємо, що 𝜆1 = 0, тобто

𝑎 = 𝜆2(𝑡), 𝑏 = (𝜉00 + 𝜆3 − 𝜆20)𝑥+ 𝜆4(𝑡), 𝑐 = 𝜆3(𝑡).

Натомiсть, iз рiвняння 𝑐0 + 𝑑1 = 0 маємо, що 𝜆30 + 𝑑1 = 0, а отже,

𝑑 = −𝜆30𝑥+ 𝜆5(𝑡).

Пiдстановка щойно уточнених виразiв для функцiй 𝑎, 𝑏, 𝑐 i 𝑑 в рiв-

няння (2.7) приводить до спiввiдношення

(𝜆5 − 𝜆40)− (2𝜆30 + 𝜉000 − 𝜆200)𝑥− 𝜆2𝐻 + 3𝜆2𝑢11𝐻
′ = 0.

Прирiвнюючи коефiцiєнт при 𝑥 до нуля, отримаємо наступне рiвняння:

2𝜆30 + 𝜉000 − 𝜆200 = 0,

звiдки слiдує, що

𝜉00 = 𝜆20 − 2𝜆3 +𝑚1.

Тут i нижче 𝑚1,𝑚2, . . . — довiльнi дiйснi сталi.

Отже, приходимо до першої класифiкацiйної умови:

(𝜆5 − 𝜆40)− 𝜆2𝐻 + 3𝜆2𝑢11𝐻
′ = 0.

Натомiсть, iз пiдстановки наведених вище виразiв для функцiй 𝑎, 𝑏,

𝑐, 𝑑 i 𝜉00 в рiвняння (2.11) одержимо

−𝜆300𝑥+ 𝜆50 + (3𝜆3 − 𝜆20 −𝑚1)𝐻 + (𝜆3 + 2𝜉00 − 2𝜆20)𝑢11𝐻
′ = 0.
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Прирiвнюючи коефiцiєнт при 𝑥 до нуля, отримаємо наступне рiвняння:

𝜆300 = 0.

Звiдси робимо висновок, що 𝜆3 = 𝑚2𝑡+𝑚3 i, отже,

𝑎 = 𝜆2(𝑡), 𝑏 = (−𝑚2𝑡+𝑚1 −𝑚3)𝑥+ 𝜆4(𝑡), 𝑐 = 𝑚2𝑡+𝑚3,

𝑑 = −𝑚2𝑥+ 𝜆5(𝑡), 𝜉00 = −2𝑚2𝑡+ 𝜆20 − 2𝑚3 +𝑚1.

Друга класифiкацiйна умова набуває вигляду

𝜆50 + (3𝜆3 − 𝜆20 −𝑚1)𝐻 + (𝜆3 + 2𝜉00 − 2𝜆20)𝑢11𝐻
′ = 0.

Таким чином, приходимо до наступної системи:

(𝜆5 − 𝜆40)− 𝜆2𝐻 + 3𝜆2𝑢11𝐻
′ = 0,

𝜆50 + (3𝑚2𝑡+ 3𝑚3 − 𝜆20 −𝑚1)𝐻 + (𝑚2𝑡+𝑚3 + 2𝜉00 − 2𝜆20)𝑢11𝐻
′ = 0,

𝜉00 = −2𝑚2𝑡+ 𝜆20 − 2𝑚3 +𝑚1. (2.12)

Якщо 𝐻 — довiльна функцiя, то з (2.12) пiсля розщеплення знаходимо:

𝜆5 = 𝜆40, 𝜆2 = 0, 𝜆50 = 0, 3𝑚2𝑡+ 3𝑚3 − 𝜆20 −𝑚1 = 0,

−3𝑚2𝑡+ 2𝑚1 − 3𝑚3 = 0.

Звiдси отримаємо, що

𝜆5 = 𝑚4, 𝜆4 = 𝑚4𝑡+𝑚5, 𝑚2 = 0,

3𝑚3 −𝑚1 = 0, 2𝑚1 − 3𝑚3 = 0,

тому 𝑚1 = 0, 𝑚3 = 0 i функцiї 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 i 𝜉00 набувають наступного

вигляду:

𝑎 = 0, 𝑏 = 𝑚4𝑡+𝑚5, 𝑐 = 0, 𝑑 = 𝑚4, 𝜉00 = 0.
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Отже, коефiцiєнти векторних полiв (0.2) мають наступну форму:

𝜉0 = 𝑚6, 𝜉1 = 𝑚4𝑡+𝑚5, 𝜂 = 𝑚4.

Таким чином, рiвняння (2.1) з довiльною функцiєю 𝐻 у правiй частинi

допускає 3-вимiрну алгебру Лi g0, породжену векторними полями

𝑄1 = 𝜕𝑡, 𝑄2 = 𝜕𝑥, 𝑄3 = 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢.

Приходимо до наступного твердження.

Теорема 2.2 (див. [3]). g0 = ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢⟩ — ядро лiївських алгебр

iнварiантностi рiвнянь iз класу (2.1).

2.2. Групова класифiкацiя

Нехай знову dim𝜋*g
𝐻 = 𝑘. Оскiльки dim𝜋*g

0 = 1, то для будь-якого

рiвняння з класу (2.1) маємо, що 𝑘 = 1, 𝑘 = 2 або 𝑘 = 3, тобто

𝜋*g
𝐻 = ⟨𝜕𝑡⟩, 𝜋*g

𝐻 = ⟨𝜕𝑡, 𝑡𝜕𝑡⟩ або 𝜋*g
𝐻 = ⟨𝜕𝑡, 𝑡𝜕𝑡, 𝑡2𝜕𝑡⟩.

Нижче розглянутий кожен iз цих трьох випадкiв окремо.

𝑘 = 3. У цьому випадку

𝜉0 = 𝜇2𝑡2 + 𝜇1𝑡+ 𝜇0, (2.13)

де 𝜇2, 𝜇1 i 𝜇0 — довiльнi константи. Порiвнюючи з третiм рiвнянням iз

(2.12), маємо

2𝜇2𝑡+ 𝜇1 = −2𝑚2𝑡+ 𝜆20 − 2𝑚3 +𝑚1, (2.14)

звiдки пiсля диференцiювання за змiнною 𝑡 отримаємо

𝜆200 = 2𝜇2 + 2𝑚2,
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iншими словами,

𝜆2 = (𝜇2 +𝑚2)𝑡
2 +𝑚7𝑡+𝑚8.

Пiдставляючи щойно наведений вираз у (2.14), одержимо

2𝜇2𝑡+ 𝜇1 = −2𝑚2𝑡+ (2𝜇2 + 2𝑚2)𝑡+𝑚7 − 2𝑚3 +𝑚1,

звiдки слiдує, що 𝑚7 = 𝜇1 + 2𝑚3 −𝑚1, тобто

𝜆2 = (𝜇2 +𝑚2)𝑡
2 + (𝜇1 + 2𝑚3 −𝑚1)𝑡+𝑚8. (2.15)

Пiсля пiдстановки (2.15) в друге рiвняння системи (2.12) отримуємо

𝜆50 + ((𝑚2 − 2𝜇2)𝑡+ (𝑚3 − 𝜇1))𝐻

+ (−3𝑚2𝑡+ (2𝑚1 − 3𝑚3))𝑢11𝐻
′ = 0. (2.16)

Пiсля диференцiювання двiчi за змiнною 𝑡 одержимо

𝜆5000 = 0,

що свiдчить про те, що функцiя 𝜆5 — квадратична, скажiмо,

𝜆5 = 𝑚9𝑡
2 +𝑚10𝑡+𝑚11.

Пiдставимо цей вираз назад у рiвняння (2.16), отримаємо

2𝑚9𝑡+𝑚10 + ((𝑚2 − 2𝜇2)𝑡+ (𝑚3 − 𝜇1))𝐻

+ (−3𝑚2𝑡+ (2𝑚1 − 3𝑚3))𝑢11𝐻
′ = 0.

Розщеплюючи за змiнною 𝑡, приходимо до системи:

2𝑚9 + (𝑚2 − 2𝜇2)𝐻 − 3𝑚2𝑢11𝐻
′ = 0,

𝑚10 + (𝑚3 − 𝜇1)𝐻 + (2𝑚1 − 3𝑚3)𝑢11𝐻
′ = 0. (2.17)
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Пiдставимо тепер функцiї 𝜆5 i 𝜆2 у перше рiвняння (2.12):

(𝑚9𝑡
2 +𝑚10𝑡+𝑚11 − 𝜆40)

− ((𝜇2 +𝑚2)𝑡
2 + (𝜇1 + 2𝑚3 −𝑚1)𝑡+𝑚8)𝐻

+ 3((𝜇2 +𝑚2)𝑡
2 + (𝜇1 + 2𝑚3 −𝑚1)𝑡+𝑚8)𝑢11𝐻

′ = 0. (2.18)

Диференцiювання тричi за змiнною 𝑡 показує, що

𝜆40000 = 0,

що свiдчить про те, що функцiя 𝜆4 — кубiчна. Отже,

𝜆4 = 𝑚12𝑡
3 +𝑚13𝑡

2 +𝑚14𝑡+𝑚15.

Пiдставляючи функцiю 𝜆4 назад у рiвняння (2.18), маємо

(𝑚9𝑡
2 +𝑚10𝑡+𝑚11 − 3𝑚12𝑡

2 − 2𝑚13𝑡−𝑚14)

− ((𝜇2 +𝑚2)𝑡
2 + (𝜇1 + 2𝑚3 −𝑚1)𝑡+𝑚8)𝐻

+ 3((𝜇2 +𝑚2)𝑡
2 + (𝜇1 + 2𝑚3 −𝑚1)𝑡+𝑚8)𝑢11𝐻

′ = 0.

Розщеплюючи за змiнною 𝑡, одержуємо таку систему:

(𝑚9 − 3𝑚12)− (𝜇2 +𝑚2)𝐻 + 3(𝜇2 +𝑚2)𝑢11𝐻
′ = 0,

(𝑚10 − 2𝑚13)− (𝜇1 + 2𝑚3 −𝑚1)𝐻 + 3(𝜇1 + 2𝑚3 −𝑚1)𝑢11𝐻
′ = 0,

(𝑚11 −𝑚14)−𝑚8𝐻 + 3𝑚8𝑢11𝐻
′ = 0. (2.19)

Очевидно, що всi рiвняння в системi (2.19) мають загальний вигляд

(1.27) iз деякими сталими параметрами 𝑎, 𝑏, 𝑐 i 𝑑. Отже, з точнiс-

тю до еквiвалентностi, визначеної в теоремi 2.1, iснує тiльки три мож-

ливостi для розв’язкiв рiвняння (1.27), а саме, e𝑢11, ln(𝑢11) i 𝑢𝑝11, де

𝑝 ̸= 0, 1.
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Якщо 𝐻 = e𝑢11, то iз систем (2.17) i (2.19) одержуємо

2𝑚9 + (𝑚2 − 2𝜇2)e𝑢11 − 3𝑚2𝑢11e
𝑢11 = 0,

𝑚10 + (𝑚3 − 𝜇1)e𝑢11 + (2𝑚1 − 3𝑚3)𝑢11e
𝑢11 = 0,

(𝑚9 − 3𝑚12)− (𝜇2 +𝑚2)e
𝑢11 + 3(𝜇2 +𝑚2)𝑢11e

𝑢11 = 0,

(𝑚10 − 2𝑚13)− (𝜇1 + 2𝑚3 −𝑚1)e
𝑢11 + 3(𝜇1 + 2𝑚3 −𝑚1)𝑢11e

𝑢11 = 0,

(𝑚11 −𝑚14)−𝑚8e
𝑢11 + 3𝑚8𝑢11e

𝑢11 = 0.

Розщеплення цiєї системи приводить до наступних обмежень на сталi:

𝑚1 = 0, 𝜇1 = 0, 𝑚2 = 0, 𝜇2 = 0, 𝑚3 = 0, 𝑚8 = 0,

𝑚9 = 0, 𝑚10 = 0, 𝑚12 = 0, 𝑚13 = 0, 𝑚11 = 𝑚14.

Звiдси маємо, зокрема, що 𝜇2 = 0, тобто 𝑘 ̸= 3 i отримали протирiччя.

Якщо 𝐻 = ln(𝑢11), то iз систем (2.17) i (2.19) отримуємо

(2𝑚9 − 3𝑚2) + (𝑚2 − 2𝜇2) ln(𝑢11) = 0,

(𝑚10 + 2𝑚1 − 3𝑚3) + (𝑚3 − 𝜇1) ln(𝑢11) = 0,

(𝑚9 − 3𝑚12 + 3𝜇2 + 3𝑚2)− (𝜇2 +𝑚2) ln(𝑢11) = 0,

(𝑚10 − 2𝑚13 + 3𝜇1 + 6𝑚3 − 3𝑚1)− (𝜇1 + 2𝑚3 −𝑚1) ln(𝑢11) = 0,

(𝑚11 −𝑚14 + 3𝑚8)−𝑚8 ln(𝑢11) = 0.

Розщеплюючи цю систему, одержуємо наступнi обмеження на сталi:

𝑚2 = 0, 𝜇2 = 0, 𝑚8 = 0, 𝑚9 = 0, 𝑚12 = 0, 𝑚11 = 𝑚14,

𝑚1 = 3𝜇1, 𝑚3 = 𝜇1, 𝑚10 = −3𝜇1, 𝑚10 = 2𝑚13.

Iз них помiчаємо, зокрема, що 𝜇2 = 0, що суперечить припущенню 𝑘 = 3.

Якщо 𝐻 = 𝑢𝑝11, 𝑝 ̸= 0, 1, то iз систем (2.17) i (2.19) маємо

2𝑚9 + (𝑚2 − 2𝜇2)𝑢𝑝11 − 3𝑚2𝑝𝑢
𝑝
11 = 0,

𝑚10 + (𝑚3 − 𝜇1)𝑢𝑝11 + (2𝑚1 − 3𝑚3)𝑝𝑢
𝑝
11 = 0,
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(𝑚9 − 3𝑚12)− (𝜇2 +𝑚2)𝑢
𝑝
11 + 3(𝜇2 +𝑚2)𝑝𝑢

𝑝
11 = 0,

(𝑚10 − 2𝑚13)− (𝜇1 + 2𝑚3 −𝑚1)𝑢
𝑝
11 + 3(𝜇1 + 2𝑚3 −𝑚1)𝑝𝑢

𝑝
11 = 0,

(𝑚11 −𝑚14)−𝑚8𝑢
𝑝
11 + 3𝑚8𝑝𝑢

𝑝
11 = 0. (2.20)

При розщепленнi цiєї системи отримуємо наступнi обмеження на сталi:

𝑚9 = 0, 𝑚10 = 0, 𝑚12 = 0, 𝑚13 = 0, 𝑚11 = 𝑚14.

Далi, якщо 𝑝 ̸= 1
3 , то маємо ще наступнi обмеження:

𝑚2 = 0, 𝜇2 = 0, 𝑚8 = 0

𝜇1 = 𝑚1 − 2𝑚3, (3− 3𝑝)𝑚3 + (2𝑝− 1)𝑚1 = 0.

За умови 𝑝 = 1
3 маємо лише наступнi обмеження:

𝜇2 = 0, 𝜇1 =
2

3
𝑚1.

Отже, за будь-якого значення 𝑝 ̸= 0, 1 (iншими словами, коли функцiя 𝐻

не є лiнiйною функцiєю свого аргумента) 𝜇2 = 0, тобто 𝑘 ̸= 3 i маємо

суперечнiсть.

𝑘 = 2. У цьому випадку

𝜉0 = 𝜇1𝑡+ 𝜇0, (2.21)

де 𝜇1 i 𝜇0 — довiльнi константи. Порiвнюючи з третiм рiвнянням iз (2.12),

маємо

𝜇1 = −2𝑚2𝑡+ 𝜆20 − 2𝑚3 +𝑚1, (2.22)

звiдки пiсля диференцiювання за змiнною 𝑡 отримаємо

𝜆200 = 2𝑚2,
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iншими словами,

𝜆2 = 𝑚2𝑡
2 +𝑚15𝑡+𝑚16.

Пiдставляючи щойно наведений вираз у (2.22), одержимо

𝜇1 = −2𝑚2𝑡+ 2𝑚2𝑡+𝑚15 − 2𝑚3 +𝑚1,

звiдки слiдує, що 𝑚15 = 𝜇1 + 2𝑚3 −𝑚1, тобто

𝜆2 = 𝑚2𝑡
2 + (𝜇1 + 2𝑚3 −𝑚1)𝑡+𝑚16. (2.23)

Пiдстановка (2.23) в друге рiвняння системи (2.12) приводить до рiвня-

ння

𝜆50 + (𝑚2𝑡+ (𝑚3 − 𝜇1))𝐻 + (−3𝑚2𝑡+ (2𝑚1 − 3𝑚3))𝑢11𝐻
′ = 0. (2.24)

Пiсля диференцiювання двiчi за змiнною 𝑡 отримаємо

𝜆5000 = 0,

що свiдчить про те, що функцiя 𝜆5 — квадратична, тобто,

𝜆5 = 𝑚17𝑡
2 +𝑚18𝑡+𝑚19.

Пiдставимо цей вираз назад у рiвняння (2.24), одержимо

2𝑚17𝑡+𝑚18 + (𝑚2𝑡+ (𝑚3 − 𝜇1))𝐻

+ (−3𝑚2𝑡+ (2𝑚1 − 3𝑚3))𝑢11𝐻
′ = 0.

Розщеплюючи за змiнною 𝑡, приходимо до системи:

2𝑚17 +𝑚2𝐻 − 3𝑚2𝑢11𝐻
′ = 0,

𝑚18 + (𝑚3 − 𝜇1)𝐻 + (2𝑚1 − 3𝑚3)𝑢11𝐻
′ = 0. (2.25)
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Пiдставимо тепер функцiї 𝜆5 i 𝜆2 в перше рiвняння (2.12):

(𝑚17𝑡
2 +𝑚18𝑡+𝑚19 − 𝜆40)− (𝑚2𝑡

2 + (𝜇1 + 2𝑚3 −𝑚1)𝑡+𝑚16)𝐻

+ 3(𝑚2𝑡
2 + (𝜇1 + 2𝑚3 −𝑚1)𝑡+𝑚16)𝑢11𝐻

′ = 0. (2.26)

Диференцiювання тричi за змiнною 𝑡 показує, що

𝜆40000 = 0,

що свiдчить про те, що функцiя 𝜆4 — кубiчна. Отже,

𝜆4 = 𝑚20𝑡
3 +𝑚21𝑡

2 +𝑚22𝑡+𝑚23.

Пiдставляючи функцiю 𝜆4 назад у рiвняння (2.26), маємо

(𝑚17𝑡
2 +𝑚18𝑡+𝑚19 − 3𝑚20𝑡

2 − 2𝑚21𝑡−𝑚22)

− (𝑚2𝑡
2 + (𝜇1 + 2𝑚3 −𝑚1)𝑡+𝑚16)𝐻

+ 3(𝑚2𝑡
2 + (𝜇1 + 2𝑚3 −𝑚1)𝑡+𝑚16)𝑢11𝐻

′ = 0.

Розщеплюючи за змiнною 𝑡, одержуємо таку систему:

(𝑚17 − 3𝑚20)−𝑚2𝐻 + 3𝑚2𝑢11𝐻
′ = 0,

(𝑚18 − 2𝑚21)− (𝜇1 + 2𝑚3 −𝑚1)𝐻 + 3(𝜇1 + 2𝑚3 −𝑚1)𝑢11𝐻
′ = 0,

(𝑚19 −𝑚22)−𝑚16𝐻 + 3𝑚16𝑢11𝐻
′ = 0. (2.27)

Бачимо, що всi цi рiвняння мають загальний вигляд (1.27) iз деякими

сталими параметрами 𝑎, 𝑏, 𝑐 i 𝑑. З точнiстю до еквiвалентностi, визна-

ченої в теоремi 2.1, iснує тiльки три можливостi для розв’язкiв рiвнян-

ня (1.27), а саме, e𝑢11, ln(𝑢11) i 𝑢
𝑝
11, де 𝑝 ̸= 0, 1.

Якщо 𝐻 = e𝑢11, то iз систем (2.25) i (2.27) одержуємо

2𝑚17 +𝑚2e
𝑢11 − 3𝑚2𝑢11e

𝑢11 = 0,

𝑚18 + (𝑚3 − 𝜇1)e𝑢11 + (2𝑚1 − 3𝑚3)𝑢11e
𝑢11 = 0,
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(𝑚17 − 3𝑚20)−𝑚2e
𝑢11 + 3𝑚2𝑢11e

𝑢11 = 0,

(𝑚18 − 2𝑚21)− (𝜇1 + 2𝑚3 −𝑚1)e
𝑢11 + 3(𝜇1 + 2𝑚3 −𝑚1)𝑢11e

𝑢11 = 0,

(𝑚19 −𝑚22)−𝑚16e
𝑢11 + 3𝑚16𝑢11e

𝑢11 = 0.

Розщеплення цiєї системи приводить до наступних обмежень на сталi:

𝑚1 = 0, 𝜇1 = 0, 𝑚2 = 0, 𝑚3 = 0, 𝑚16 = 0,

𝑚17 = 0, 𝑚18 = 0, 𝑚20 = 0, 𝑚21 = 0, 𝑚19 = 𝑚22.

Тому

𝜉0 = 𝜇0, 𝜉1 = 𝑚19𝑡+𝑚23, 𝜂 = 𝑚19.

Таким чином, у випадку функцiї 𝐻 = e𝑢11 отримуємо максимальну ал-

гебру лiївської iнварiантностi з теореми 2.2.

Якщо 𝐻 = ln(𝑢11), то iз систем (2.25) i (2.27) отримуємо

(2𝑚17 − 3𝑚2) +𝑚2 ln(𝑢11) = 0,

(𝑚18 + 2𝑚1 − 3𝑚3) + (𝑚3 − 𝜇1) ln(𝑢11) = 0,

(𝑚17 − 3𝑚20 + 3𝑚2)−𝑚2 ln(𝑢11) = 0,

(𝑚18 − 2𝑚21 + 3𝜇1 + 6𝑚3 − 3𝑚1)− (𝜇1 + 2𝑚3 −𝑚1) ln(𝑢11) = 0,

(𝑚19 −𝑚22 + 3𝑚16)−𝑚16 ln(𝑢11) = 0.

Розщеплюючи цю систему, одержуємо наступнi обмеження на сталi:

𝑚2 = 0, 𝑚16 = 0, 𝑚17 = 0, 𝑚20 = 0, 𝑚19 = 𝑚22,

𝑚1 = 3𝜇1, 𝑚3 = 𝜇1, 𝑚18 = −3𝜇1, 𝑚21 = −1, 5𝜇1.

Отже,

𝜉0 = 𝜇1𝑡+ 𝜇0, 𝜉1 = 2𝜇1𝑥− 3

2
𝜇1𝑡2 +𝑚19𝑡+𝑚23,

𝜂 = 𝜇1𝑢− 3𝜇1𝑡+𝑚19.
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Таким чином, за умови 𝐻 = ln(𝑢11) базис максимальної алгебри лiївської

iнварiантностi задається наступними векторними полями:

𝑄1 = 𝜕𝑡, 𝑄2 = 𝜕𝑥, 𝑄3 = 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢,

𝑄4 = 𝑡𝜕𝑡 +

(︂
2𝑥− 3

2
𝑡2
)︂
𝜕𝑥 + (𝑢− 3𝑡)𝜕𝑢.

Якщо 𝐻 = 𝑢𝑝11, 𝑝 ̸= 0, 1, то iз систем (2.25) i (2.27) отримуємо

2𝑚17 +𝑚2𝑢
𝑝
11 − 3𝑚2𝑝𝑢

𝑝
11 = 0,

𝑚18 + (𝑚3 − 𝜇1)𝑢𝑝11 + (2𝑚1 − 3𝑚3)𝑝𝑢
𝑝
11 = 0,

(𝑚17 − 3𝑚20)−𝑚2𝑢
𝑝
11 + 3𝑚2𝑝𝑢

𝑝
11 = 0,

(𝑚18 − 2𝑚21)− (𝜇1 + 2𝑚3 −𝑚1)𝑢
𝑝
11 + 3(𝜇1 + 2𝑚3 −𝑚1)𝑝𝑢

𝑝
11 = 0,

(𝑚19 −𝑚22)−𝑚16𝑢
𝑝
11 + 3𝑚16𝑝𝑢

𝑝
11 = 0. (2.28)

При розщепленнi цiєї системи за 𝑢11 отримуємо такi обмеження на сталi:

𝑚17 = 0, 𝑚18 = 0, 𝑚20 = 0, 𝑚21 = 0, 𝑚19 = 𝑚22.

Далi, якщо 𝑝 ̸= 1
3 , то маємо ще наступнi обмеження:

𝑚2 = 0, 𝑚16 = 0, 𝜇1 = 𝑚1 − 2𝑚3,

(3− 3𝑝)𝑚3 + (2𝑝− 1)𝑚1 = 0.

Останнi двi рiвностi можуть бути переписанi наступним чином:

𝑚1 =
(3𝑝− 3)𝑚3

2𝑝− 1
, 𝜇1 =

𝑝+ 1

1− 2𝑝
𝑚3.

У цьому випадку компоненти векторного поля 𝑄 мають наступний ви-

гляд:

𝜉0 =
𝑝+ 1

1− 2𝑝
𝑚3𝑡+ 𝜇0, 𝜉1 =

2− 𝑝

1− 2𝑝
𝑚3𝑥+𝑚19𝑡+𝑚23,

𝜂 = 𝑚3𝑢+𝑚19.
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Нижче наведений базис максимальної алгебри лiївської iнварiантностi

для 𝐻 = 𝑢𝑝11, 𝑝 ̸= 0, 13 , 1:

𝑄1 = 𝜕𝑡, 𝑄2 = 𝜕𝑥, 𝑄3 = 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢,

𝑄4 = (𝑝+ 1)𝑡𝜕𝑡 + (2− 𝑝)𝑥𝜕𝑥 + (1− 2𝑝)𝑢𝜕𝑢.

Зауваження 2.3. Якщо 𝑝 = −1, то в цьому випадку проекцiя алгебри

вищенаведених векторних полiв на 𝑡-компоненту матиме розмiрнiсть 1,

але цей випадок включений тут для повноти розгляду степеневої нелi-

нiйностi.

За умови 𝑝 = 1
3 маємо лише наступне обмеження:

𝜇1 =
2

3
𝑚1.

Отже, у випадку 𝐻 = 𝑢
1/3
11 компоненти векторного поля 𝑄 такi:

𝜉0 =
2

3
𝑚1𝑡+ 𝜇0,

𝜉1 =

(︂
𝑚2𝑡

2 +

(︂
2𝑚3 −

1

3
𝑚1

)︂
𝑡+𝑚16

)︂
𝑢

+ ((−𝑚2𝑡+𝑚1 −𝑚3)𝑥+𝑚19𝑡+𝑚23),

𝜂 = (𝑚2𝑡+𝑚3)𝑢+ (−𝑚2𝑥+𝑚19).

З точнiстю до лiнiйних замiн одержуємо наступний базис максимальної

алгебри лiївської iнварiантностi:

𝑄1 = 𝜕𝑡, 𝑄2 = 𝜕𝑥, 𝑄3 = 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢,

𝑄4 = 4𝑡𝜕𝑡 + 5𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢, 𝑄5 = 𝑢𝜕𝑥,

𝑄6 = (2𝑡𝑢− 𝑥)𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢, 𝑄7 = (𝑡𝑢− 𝑥)(𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢).

𝑘 = 1. У цьому випадку

𝜉0 = 𝜇0, (2.29)
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де 𝜇0 — довiльна константа. Порiвнюючи з третiм рiвнянням iз (2.12),

маємо

0 = −2𝑚2𝑡+ 𝜆20 − 2𝑚3 +𝑚1, (2.30)

звiдки пiсля диференцiювання за змiнною 𝑡 отримаємо

𝜆200 = 2𝑚2,

iншими словами,

𝜆2 = 𝑚2𝑡
2 +𝑚23𝑡+𝑚24.

Пiдставляючи щойно наведений вираз у (2.30), одержимо

0 = −2𝑚2𝑡+ 2𝑚2𝑡+𝑚23 − 2𝑚3 +𝑚1,

звiдки слiдує, що 𝑚23 = 2𝑚3 −𝑚1, тобто

𝜆2 = 𝑚2𝑡
2 + (2𝑚3 −𝑚1)𝑡+𝑚24. (2.31)

Пiсля пiдстановки (2.31) у друге рiвняння системи (2.12) маємо

𝜆50 + (𝑚2𝑡+𝑚3)𝐻 + (−3𝑚2𝑡+ (2𝑚1 − 3𝑚3))𝑢11𝐻
′ = 0. (2.32)

Пiсля диференцiювання двiчi за змiнною 𝑡 отримаємо

𝜆5000 = 0,

що свiдчить про те, що функцiя 𝜆5 — квадратична, тобто

𝜆5 = 𝑚25𝑡
2 +𝑚26𝑡+𝑚27.

Пiдставимо цей вираз назад у рiвняння (2.32), одержимо

2𝑚25𝑡+𝑚26 + (𝑚2𝑡+𝑚3)𝐻 + (−3𝑚2𝑡+ (2𝑚1 − 3𝑚3))𝑢11𝐻
′ = 0.
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Розщеплюючи за змiнною 𝑡, приходимо до системи:

2𝑚25 +𝑚2𝐻 − 3𝑚2𝑢11𝐻
′ = 0,

𝑚26 +𝑚3𝐻 + (2𝑚1 − 3𝑚3)𝑢11𝐻
′ = 0. (2.33)

Пiдставимо тепер функцiї 𝜆5 i 𝜆2 у перше рiвняння системи (2.12):

(𝑚25𝑡
2 +𝑚26𝑡+𝑚27 − 𝜆40)− (𝑚2𝑡

2 + (2𝑚3 −𝑚1)𝑡+𝑚24)𝐻

+ 3(𝑚2𝑡
2 + (2𝑚3 −𝑚1)𝑡+𝑚24)𝑢11𝐻

′ = 0. (2.34)

Диференцiювання тричi за змiнною 𝑡 показує, що 𝜆40000 = 0, що свiд-

чить про те, що функцiя 𝜆4 — кубiчна. Отже,

𝜆4 = 𝑚28𝑡
3 +𝑚29𝑡

2 +𝑚30𝑡+𝑚31.

Пiдставляючи функцiю 𝜆4 назад у рiвняння (2.34), маємо

(𝑚25𝑡
2 +𝑚26𝑡+𝑚27 − 3𝑚28𝑡

2 − 2𝑚29𝑡−𝑚30)

− (𝑚2𝑡
2 + (2𝑚3 −𝑚1)𝑡+𝑚24)𝐻

+ 3(𝑚2𝑡
2 + (2𝑚3 −𝑚1)𝑡+𝑚24)𝑢11𝐻

′ = 0.

Розщеплюючи за змiнною 𝑡, одержуємо таку систему:

(𝑚25 − 3𝑚28)−𝑚2𝐻 + 3𝑚2𝑢11𝐻
′ = 0,

(𝑚26 − 2𝑚29)− (2𝑚3 −𝑚1)𝐻 + 3(2𝑚3 −𝑚1)𝑢11𝐻
′ = 0,

(𝑚27 −𝑚30)−𝑚24𝐻 + 3𝑚24𝑢11𝐻
′ = 0. (2.35)

Бачимо, що всi цi рiвняння мають загальний вигляд (1.27) iз деякими

сталими параметрами 𝑎, 𝑏, 𝑐 i 𝑑. З точнiстю до еквiвалентностi, визна-

ченої в теоремi 2.1, iснує тiльки три можливостi для розв’язкiв рiвнян-

ня (1.27), а саме, e𝑢11, ln(𝑢11) i 𝑢
𝑝
11, де 𝑝 ̸= 0, 1.
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Якщо 𝐻 = e𝑢11, то iз систем (2.33) i (2.35) одержуємо

2𝑚25 +𝑚2e
𝑢11 − 3𝑚2𝑢11e

𝑢11 = 0,

𝑚26 +𝑚3e
𝑢11 + (2𝑚1 − 3𝑚3)𝑢11e

𝑢11 = 0,

(𝑚25 − 3𝑚28)−𝑚2e
𝑢11 + 3𝑚2𝑢11e

𝑢11 = 0,

(𝑚26 − 2𝑚29)− (2𝑚3 −𝑚1)e
𝑢11 + 3(2𝑚3 −𝑚1)𝑢11e

𝑢11 = 0,

(𝑚27 −𝑚30)−𝑚24e
𝑢11 + 3𝑚24𝑢11e

𝑢11 = 0.

Розщеплення цiєї системи приводить до наступних обмежень на сталi:

𝑚1 = 0, 𝑚2 = 0, 𝑚3 = 0, 𝑚24 = 0, 𝑚25 = 0,

𝑚26 = 0, 𝑚28 = 0, 𝑚29 = 0, 𝑚27 = 𝑚30.

Тому

𝜉0 = 𝜇0, 𝜉1 = 𝑚27𝑡+𝑚31, 𝜂 = 𝑚27.

Таким чином, у випадку функцiї 𝐻 = e𝑢11 отримуємо максимальну ал-

гебру лiївської iнварiантностi з теореми 2.2.

Якщо 𝐻 = ln(𝑢11), то iз систем (2.33) i (2.35) отримуємо

(2𝑚25 − 3𝑚2) +𝑚2 ln(𝑢11) = 0,

(𝑚26 + 2𝑚1 − 3𝑚3) +𝑚3 ln(𝑢11) = 0,

(𝑚25 − 3𝑚28 + 3𝑚2)−𝑚2 ln(𝑢11) = 0,

(𝑚26 − 2𝑚29 + 6𝑚3 − 3𝑚1)− (2𝑚3 −𝑚1) ln(𝑢11) = 0,

(𝑚27 −𝑚30 + 3𝑚24)−𝑚24 ln(𝑢11) = 0.

Розщеплюючи цю систему, одержуємо наступнi обмеження на сталi:

𝑚1 = 0, 𝑚2 = 0, 𝑚3 = 0, 𝑚24 = 0, 𝑚25 = 0,

𝑚26 = 0, 𝑚28 = 0, 𝑚29 = 0, 𝑚27 = 𝑚30.
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Отже,

𝜉0 = 𝜇0, 𝜉1 = 𝑚27𝑡+𝑚31, 𝜂 = 𝑚27.

Таким чином, за умови 𝐻 = ln(𝑢11) базис максимальної алгебри лiївської

iнварiантностi визначається випадком 𝑘 = 2.

Якщо 𝐻 = 𝑢𝑝11, 𝑝 ̸= 0, 1, то iз систем (2.33) i (2.35) отримуємо

2𝑚25 +𝑚2𝑢
𝑝
11 − 3𝑚2𝑝𝑢

𝑝
11 = 0,

𝑚26 +𝑚3𝑢
𝑝
11 + (2𝑚1 − 3𝑚3)𝑝𝑢

𝑝
11 = 0,

(𝑚25 − 3𝑚28)−𝑚2𝑢
𝑝
11 + 3𝑚2𝑝𝑢

𝑝
11 = 0,

(𝑚26 − 2𝑚29)− (2𝑚3 −𝑚1)𝑢
𝑝
11 + 3(2𝑚3 −𝑚1)𝑝𝑢

𝑝
11 = 0,

(𝑚27 −𝑚30)−𝑚24𝑢
𝑝
11 + 3𝑚24𝑝𝑢

𝑝
11 = 0. (2.36)

Пiсля розщеплення цiєї системи за 𝑢11 отримуємо наступнi обмеження

на сталi:

𝑚25 = 0, 𝑚26 = 0, 𝑚28 = 0, 𝑚29 = 0, 𝑚27 = 𝑚30.

Далi, якщо 𝑝 ̸= 1
3 , то з першого й п’ятого рiвнянь системи (2.36) маємо

ще наступнi обмеження: 𝑚2 = 0, 𝑚24 = 0. Якщо 𝑝 ̸= −1, то з другого й

четвертого рiвнянь системи (2.36) маємо ще наступнi обмеження:𝑚1 = 0,

𝑚3 = 0.

Таким чином, при 𝑝 ̸= 1
3 ,−1 компоненти векторного поля 𝑄 мають

наступний вигляд:

𝜉0 = 𝜇0, 𝜉1 = 𝑚27𝑡+𝑚31, 𝜂 = 𝑚27.

Отже, базис максимальної алгебри лiївської iнварiантностi визначається

випадком 𝑘 = 2.

Якщо 𝑝 = 1
3 , то базис максимальної алгебри лiївської iнварiантностi

також визначається випадком 𝑘 = 2.
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Якщо 𝑝 = −1, то 𝑚1 = 2𝑚3, й отримуємо частинний випадок для

степеневої нелiнiйностi (див. зауваження 2.3).

Отриманi результати пiдсумованi в наступному твердженнi.

Теорема 2.4 (результат групової класифiкацiї, [7]). Повний список 𝐺∼-

нееквiвалентних (максимальних) розширень лiївських симетрiй у кла-

сi (2.1) вичерпують такi випадки:

(0) загальний випадок 𝐻 = 𝐻(𝑢11),

g0 = ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢⟩,

(1) 𝐻(𝑢11) = ln(𝑢11),

gln(𝑢11) = ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 𝑡𝜕𝑡 +
(︀
2𝑥− 3

2𝑡
2
)︀
𝜕𝑥 + (𝑢− 3𝑡)𝜕𝑢⟩,

(2) 𝐻(𝑢11) = 𝑢𝑝11, 𝑝 ̸= 0, 13 , 1,

g𝑢
𝑝
11 = ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, (𝑝+ 1)𝑡𝜕𝑡 + (2− 𝑝)𝑥𝜕𝑥 + (1− 2𝑝)𝑢𝜕𝑢⟩,

(3) 𝐻(𝑢11) = 𝑢
1/3
11 ,

g𝑢
1/3
11 = ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 4𝑡𝜕𝑡 + 5𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢, 𝑢𝜕𝑥,

(2𝑡𝑢− 𝑥)𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢, (𝑡𝑢− 𝑥)(𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢)⟩.

Результати групової класифiкацiї класу (2.1) наведенi в таблицi 2.1.

Табл. 2.1. Результати групової класифiкацiї класу (2.1).

𝐻(𝑢𝑥𝑥) Лiївська алгебра iнварiантностi

∀ ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢⟩

ln𝑢𝑥𝑥 ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 𝑡𝜕𝑡 + (2𝑥− 3
2
𝑡2)𝜕𝑥 + (𝑢− 3𝑡)𝜕𝑢⟩

𝑢𝑥𝑥 ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢, 𝑡
2𝜕𝑡 + 𝑡𝑥𝜕𝑥 + (𝑥− 𝑡𝑢)𝜕𝑢⟩

𝑢𝑝𝑥𝑥, 𝑝 ̸= 0, 1
3
, 1 ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, (𝑝+ 1)𝑡𝜕𝑡 + (2− 𝑝)𝑥𝜕𝑥 + (1− 2𝑝)𝑢𝜕𝑢⟩

𝑢
1/3
𝑥𝑥 ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 4𝑡𝜕𝑡 + 5𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢,

𝑢𝜕𝑥, (2𝑡𝑢− 𝑥)𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢, (𝑡𝑢− 𝑥)(𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢)⟩

Третiй випадок таблицi вiдповiдає добре вiдомому рiвнянню Бюргер-

са 𝑢𝑡+ 𝑢𝑢𝑥 = 𝑢𝑥𝑥, яке допускає п’ятивимiрну алгебру максимальної лiїв-

ської iнварiантностi.
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2.3. Висновки

У цьому роздiлi наведене алгебраїчне доведення результату щодо гру-

пової класифiкацiї класу нелiнiйних еволюцiйних рiвнянь (2.1), яка була

вперше проведена в рамках iнфiнiтезимального пiдходу Бойком та Фу-

щичем у 1996 роцi в [7, 11]. Аналогiчно до першого роздiлу, в другому

роздiлi також була використана теорема Лi про реалiзацiї алгебр Лi на

прямiй. Оскiльки проекцiя ядра на 𝑡-компоненту в цьому випадку ви-

явилася одновимiрною, то довелося розглядати вже три можливостi для

розмiрностi проекцiї алгебри Лi на 𝑡-компоненту, а саме, 𝑘 = 1, 2, 3. Через

це задача групової класифiкацiї нелiнiйного рiвняння Бюргерса вияви-

лася дещо складнiшою за групову класифiкацiю нелiнiйного рiвняння

теплопровiдностi. Було показано, що для 𝑘 = 3 розширення розмiрностi

максимальної алгебри лiївської iнварiантностi можливе лише у випадку

стандартного рiвняння Бюргерса, для 𝑘 = 2 — у випадку логарифмiчної

та степеневої нелiнiйностей, а в випадку 𝑘 = 1 розширень немає, тобто

маємо загальний випадок при довiльнiй функцiї 𝐻.

Важливо зазначити, що, згiдно з [27, Theorem 0.1], верхня межа

розмiрностi максимальних алгебр лiївської iнварiантностi нелiнеаризов-

них (1+1)-вимiрних еволюцiйних рiвнянь другого порядку становить 7.

Окрiм того, у 2019 роцi Бойко та Локазюк знайшли явний вигляд уза-

гальненого перетворення годографа, яке зводить усi такi рiвняння з 7-

вимiрною алгеброю лiївської iнварiантностi (випадок (3) теореми 2.4) до

рiвняння 𝑢𝑡 = 𝑢
1/3
𝑥𝑥 (випадок (4) теореми 1.3).

Вiдкритими залишаються питання про вивчення структури конта-

ктних та точкових перетворень, пов’язаних iз класом (2.1), а також кла-

сифiкацiя пiдалгебр алгебр iз теореми 2.4, вiдповiднi лiївськi редукцiї,

побудова точних розв’язкiв тощо.
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Висновки

Дана робота складається з двох роздiлiв. Перший iз них присвячений

груповiй класифiкацiї нелiнiйного рiвняння теплопровiдностi, другий —

груповiй класифiкацiї нелiнiйного рiвняння Бюргерса. Вперше задача

групової класифiкацiї цих рiвнянь була розв’язана в рамках класично-

го iнфiнiтезимального пiдходу в роботах Ахатова–Газiзова–Iбрагiмова

та Бойко–Фущича вiдповiдно. Цi доведення були досить громiздкими.

Завдяки застосуванню деяких алгебраїчних технiк вдалося не лише пе-

ревiрити та пiдтвердити достовiрнiсть результатiв, отриманих ранiше в

рамках класичного iнфiнiтезимального пiдходу, але й значно спростити

технiчнi викладки. В обох випадках принциповим кроком було суттєве

спрощення доведення iз застосуванням алгебраїчного пiдходу, який по-

лягав в аналiзi придатних алгебр лiївської iнварiантностi. Спочатку був

використаний вiдомий результат, згiдно з яким для довiльного вектор-

ного поля, яке допускається еволюцiйним рiвнянням, його 𝑡-компонента

залежить лише вiд змiнної 𝑡. Пiсля цього був проведений аналiз розмiр-

ностi проекцiї алгебри на цю 𝑡-компоненту з використанням класичної

теореми Лi про реалiзацiї алгебр Лi векторними полями на прямiй.

В якостi подальшої роботи можна згадати декiлька цiкавих задач. По-

перше, проведення розширеного групового аналiзу розглянутих рiвнянь,

тобто вивчення властивостей та структури знайдених алгебр симетрiй,

зокрема, опис вiдповiдних повних груп симетрiй, включно з дискретними

й, можливо, контактними перетвореннями. Така робота важлива з точки

зору симетрiйного аналiзу еволюцiйних рiвнянь i подальшої побудови та

класифiкацiї пiдалгебр, проведення редукцiї тощо. По-друге, виконання

групової класифiкацiї складнiших класiв в рамках алгебраїчного мето-

ду, наприклад, опис максимальних алгебр лiївської/контактної iнварiан-

тностi для класу рiвнянь вигляду 𝑢𝑡 = 𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑡, 𝑢𝑥, 𝑢𝑥𝑥), частинними
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випадками яких є нелiнiйне рiвняння теплопровiдностi та нелiнiйне рiв-

няння Бюргерса. По-третє, групова класифiкацiя для класу, що включає

залежнiсть вiд похiдних третього порядку, тобто є узагальненням рiвня-

ння Бюргерса–Кортевега–де Фрiза. А також розгляд задач, пов’язаних

iз побудовою точних розв’язкiв, iнтегровнiстю в цих пiдкласах тощо.
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