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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ,
СИМВОЛIВ ТА СКОРОЧЕНЬ

A, Am,k — алгебра Лi, m-вимiрна алгебра Лi з порядковим номером k

Aut(A) — група автоморфiзмiв алгебри Лi A
AE(3) — алгебра Лi групи Евклiда
AO(3) — алгебра Лi групи поворотiв
AO(1, 3) — алгебра Лi групи Лоренца
AP (1, 3) — алгебра Лi групи Пуанкаре
C — множина комплексних чисел
Cc
ab — структурнi константи алгебри Лi

δab — символ Кронекера
DiffR(B) — множина локальних дифеоморфiзмiв простору змiнних x,

якi зберiгають вигляд базисних елементiв реалiзацiї R(B)

∂uα — скорочене позначення для оператора диференцiювання
∂

∂uα

∂xi, ∂i — скорочене позначення для оператора диференцiювання
∂

∂xi
ei — базиснi елементи алгебри Лi
E(3) — група Евклiда
εabc — абсолютно антисиметричний тензор третього порядку з

ε123 = 1

gαβ — метричний тензор простору Мiнковського
Int(A) — група внутрiшнiх автоморфiзмiв алгебри Лi A
I — мегаiдеал
M — n-вимiрний гладкий многовид
N — множина натуральних чисел
O(3) — група поворотiв
O(1, 3) — група Лоренца
P (1, 3) — група Пуанкаре
R — множина дiйсних чисел
R(A,N) — N -а реалiзацiя алгебри Лi A
Vect(M) — алгебра Лi гладких векторних полiв на многовидi M
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Опис реалiзацiй алгебр Лi векторними полями
вперше розглядав Софус Лi. Вiн виконав класифiкацiю всiх можливих
груп Лi точкових перетворень, що дiють у двовимiрному комплексно-
му або дiйсному просторi без фiксованих точок [90, 93], яка еквiвалентна
класифiкацiї всiх можливих реалiзацiй алгебр Лi в класi векторних полiв
у двовимiрному комплексному (дiйсному) просторi [79].

Результати були ефективно використанi ним для розв’язання задачi
групової класифiкацiї лiнiйних диференцiальних рiвнянь другого поряд-
ку з двома незалежними змiнними та звичайних диференцiальних рiв-
нянь [91, 92].

Вiдомi реалiзацiї бiльш широких класiв алгебр Лi дозволяють ефе-
ктивно розв’язувати задачi групової класифiкацiї диференцiальних рiв-
нянь з частинними похiдними [51, 83, 143, 74], опису гравiтацiйних по-
лiв загального вигляду, iнварiантних вiдносно групи рухiв та групи кон-
формних перетворень [14, 15, 102, 34], iнтегрування звичайних диферен-
цiальних рiвнянь (див., напр. [49, 58, 59, 75, 76, 100, 101, 124, 125, 134,
135, 136]), опису систем звичайних диференцiальних рiвнянь, що допу-
скають нелiнiйний принцип суперпозицiї [53, 127, 81, 55, 56]. Деякi iншi
застосування реалiзацiй алгебр Лi вказано, наприклад, у [79, 83].

Незважаючи на важливiсть застосувань, проблема повного опису реа-
лiзацiй алгебр Лi векторними полями не розв’язана навiть у випадку
алгебр малої розмiрностi.

У нещодавно опублiкованiй роботi C. Вафо Сох та Ф. Mагомед [135],
проводили класифiкацiю реалiзацiй три- та чотиривимiрних дiйсних ал-
гебр Лi в просторi трьох змiнних. Проте, як показано в [117], ця робота
мiстить ряд помилок та некоректних тверджень.
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Дослiдженням реалiзацiй алгебр та супералгебр груп Галiлея, Пуан-
каре, Евклiда та їх застосувань до групового аналiзу диференцiальних
рiвнянь придiлено значну увагу в роботах В.I. Фущича, А.Г. Нiкiтiна,
Р.З. Жданова, В.I. Лагно, I.А. Єгорченко [86, 68, 62, 70, 72, 139, 10, 145,
142, 108, 109, 110], у роботах П. Вiнтернiца та спiвавторiв [115, 121]. Цi
дослiдження активно продовжуються.

Таким чином, задача класифiкацiї реалiзацiй алгебр Лi у векторних
полях є важливою i актуальною проблемою на сучасному етапi розвитку
групових методiв дослiдження рiвнянь математичної фiзики та має ряд
застосувань.

Мета i задачi дослiдження. Метою даної роботи є класифiкацiя реа-
лiзацiй векторними полями дiйсних розв’язних алгебр Лi розмiрностi не
вище чотирьох, комплексних реалiзацiй алгебр Лi групи поворотiв та
групи Лоренца та побудова реалiзацiй алгебр Лi розширень цих груп —
груп Евклiда та Пуанкаре, побудова загального вигляду систем дифе-
ренцiальних рiвнянь першого порядку, що допускають деякi iз знайде-
них реалiзацiй алгебр Лi, побудова нових розв’язкiв рiвнянь Максвелла
для вектор-потенцiалу.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ро-
бота проводилася згiдно iз загальним планом дослiджень вiддiлу при-
кладних дослiджень Iнституту математики НАН України в рамках тем
“Аналiтичнi та симетрiйнi методи дослiджень диференцiальних моделей
математичної фiзики” (номер держреєстрацiї 0198U001993) та “Теорети-
ко-груповий аналiз нелiнiйних проблем математичної фiзики, хiмiї, бiо-
логiї та економiки” (номер держреєстрацiї 0101U000098).

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результати, якi
визначають наукову новизну та виносяться на захист, такi:

1. Прокласифiковано реалiзацiї дiйсних розв’язних алгебр Лi розмiр-
ностi не вище чотирьох в просторi довiльної скiнченної кiлькостi
змiнних.
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2. Побудовано повний перелiк нееквiвалентних комплексних реалiза-
цiй алгебри AO(3) та реалiзацiй алгебри AE(3) в просторi трьох
незалежних та n залежних комплексних змiнних.

3. Проведено повну класифiкацiю комплексних реалiзацiй алгебри Лi
груп Лоренца O(1, 3), якi використано для опису одного важливо-
го класу реалiзацiй алгебри Пуанкаре AP (1, 3) в просторi чотирьох
дiйсних незалежних та n залежних комплексних змiнних.

4. Отримано повний список диференцiальних iнварiантiв першого по-
рядку для реалiзацiй дiйсних розв’язних алгебр Лi розмiрностi 3
та 4 в просторах з однiєю незалежною змiнною. Описано загальний
вигляд iнварiантних вiдносно цих алгебр систем звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь. Побудовано нормальнi системи, що iнварiантнi
вiдносно розв’язних алгебр Лi розмiрностi 3 та 4.

5. На прикладi однiєї з реалiзацiй алгебри Евклiда AE(3) побудова-
но повний перелiк диференцiальних iнварiантiв першого порядку i
знайдено загальний вигляд iнварiантної системи диференцiальних
рiвнянь.

6. Побудовано ряд нових точних розв’язкiв рiвнянь Максвелла для
вектор-потенцiалу. Проведено вiдокремлення змiнних у системi рiв-
нянь Шредiнгера–Максвелла.

Практичне значення отриманих результатiв. Дисертацiйна робо-
та носить теоретичний характер. Отриманi результати є новими i можуть
бути використаними для розв’язування ряду конкретних задач теорiї ди-
ференцiальних рiвнянь та рiвнянь математичної фiзики.

Особистий внесок здобувача. Усi результати, що виносяться на за-
хист, одержано здобувачем самостiйно. В роботах, якi опублiковано ра-
зом з iншими авторами, особистий внесок дисертанта такий. У робо-
тi [18] В.I. Лагну належить постановка задачi та визначення загального
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напрямку дослiдження, дисертанту — доведення теореми та побудова
розв’язкiв рiвнянь.

В роботах [12, 146] Р.З. Жданову належить постановка задачi, вибiр
методу дослiдження та уточнення формулювань, доведення результатiв
проведено дисертантом.

У статтi [98] дисертанту належить побудова реалiзацiй розглянутих
алгебр, Р.О. Поповичу — введення поняття мегаiдеалу та визначення
плану дослiдження. У роботi [117] Р.О. Поповичу належить удосконале-
ння технiки класифiкацiї реалiзацiй, поняття мегаiдеалу та класифiка-
цiя реалiзацiй простих алгебр Лi, В.М. Бойку — перевiрка класифiкацiї
алгебр Лi, порiвняння одержаних результатiв з результатами iнших ав-
торiв, М.О. Нестеренко виконала класифiкацiю алгебр Лi в просторах
з чотирма змiнними, дисертанту належить класифiкацiя розв’язних ал-
гебр в просторах з довiльною скiнченною кiлькiстю змiнних.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи
доповiдалися i обговорювалися на Всеукраїнськiй конференцiї “Розробка
та застосування математичних методiв в науково-технiчних дослiджен-
нях” (Львiв, 1998), Мiжнароднiй конференцiї “Modelling and Investigati-
on of Systems Stability” (Київ, 1997), на II, III, IV та V Мiжнародних
конференцiях “Symmetry in Nonlinear Mathematical Physics” (Київ, 1997,
1999, 2001, 2003), науковому семiнарi “Алгебраїчнi проблеми математи-
чної фiзики” Iнституту математики НАН України (2002, керiвник — про-
фесор Ю.С. Самойленко), на наукових семiнарах вiддiлу прикладних
дослiджень Iнституту математики НАН України (1997–2004, керiвник —
професор А.Г. Нiкiтiн).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйного дослiдження опублiко-
вано в десяти статтях [12, 18, 22, 24, 94, 96, 98, 117, 146, 95] у фахових
наукових виданнях. Додатково вони висвiтленi у статтях [23, 25] в збiр-
никах наукових праць та матерiалах конференцiй [97, 21].
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Структура та об’єм дисертацiї. Дисертацiя складається зi змiсту, всту-
пу, трьох роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел, що мiстить
147 найменування трьох додаткiв. У основнiй частинi мiститься 6 та-
блиць. Повний обсяг дисертацiї 161 сторiнок, з них список використаних
джерел, додатки та таблицi займають 44 сторiнки.

Короткий змiст основної частини дисертацiї. Основна частина
дисертацiї складається з трьох роздiлiв. Роздiл 1 мiстить огляд лiтера-
тури за темою дисертацiйного дослiдження.

Роздiл 2 присвячений побудовi реалiзацiй алгебр Лi в класi вектор-
них полiв. У пiдроздiлi 2.1 детально сформульована задача класифiкацiї
реалiзацiй алгебр Лi, наведено основнi поняття та твердження, якi вико-
ристовуються далi.

Введено означення реалiзацiї алгебри Лi як гомоморфiзма цiєї алге-
бри у множину векторних полiв на певному гладкому многовидi. Для
спрощення алгоритму побудови нееквiвалентних реалiзацiй розрiзняємо
еквiвалентнiсть вiдносно дифеоморфiзмiв на многовидi (сильну) та еквi-
валентнiсть яка використовує також перетворення iз множини автомор-
фiзмiв розглядуваної алгебри (таку еквiвалентнiсть називаємо слабкою).

Для доведення нееквiвалентностi реалiзацiй алгебри Лi зручно вико-
ристати поняття рангу пiдмножини векторних полiв. У цьому пiдроздiлi
наводяться твердження якi виражають ознаки нееквiвалентностi з вико-
ристанням наборiв рангiв.

Класифiкацiю реалiзацiй алгебр Лi проведено вiдносно слабкої еквi-
валентностi, тому що така класифiкацiя має бiльше застосувань i може
бути представлена в бiльш компактнiй формi. Сильна еквiвалентнiсть
бiльш зручна для побудови реалiзацiй алгебр з використанням реалiза-
цiй їх пiдалгебр та перевiряється простiше, нiж слабка еквiвалентнiсть.

У пiдроздiлi 2.2 проведена класифiкацiя нееквiвалентних реалiзацiй
дiйсних розв’язних алгебр Лi розмiрностi m 6 4 в класi векторних полiв
у просторi довiльної скiнченної кiлькостi змiнних.
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У пiдроздiлi 2.3 описано нееквiвалентнi коварiантнi реалiзацiї алгебри
Лi AE(3) в просторi V = X × U комплексних змiнних x = (x1, x2, x3) та
u = (u1, . . . , un). При розв’язаннi цiєї задачi також побудовано всi неек-
вiвалентнi реалiзацiї алгебри Лi AO(3) в просторi комплексних змiнних
u = (u1, . . . , un). Змiннi x та u розрiзняємо як незалежнi та залежнi,
оскiльки далi проводимо побудову диференцiальних рiвнянь з частинни-
ми похiдними, iнварiантних вiдносно AE(3).

Пiдроздiл 2.4 присвячений описовi нееквiвалентних реалiзацiй алге-
бри Лоренца AO(1, 3) векторними полями у n-вимiрному комплексному
просторi Cn. Оскiльки AO(1, 3) є прямою сумою AO1(3) ⊕ AO2(3), для
повного опису нееквiвалентних реалiзацiй алгебри AO(1, 3) в векторних
полях можна використати класифiкацiю реалiзацiй алгебри AO(3). По-
будовано 28 нееквiвалентних комплексних реалiзацiй алгебр AO(1, 3).

Виходячи iз знайдених нееквiвалентних наборiв операторiв Jαβ, що за-
довольняють комутацiйнi спiввiдношення алгебри AO(1, 3), побудовано
нееквiвалентнi коварiантнi реалiзацiї алгебри Лi групи Пуанкаре P (1, 3),
яка дiє в просторi V = R1,3 × Cn.

Tретiй роздiл присвячено деяким застосуванням алгебраїчних мето-
дiв до групової класифiкацiї та побудови точних розв’язкiв систем дифе-
ренцiальних рiвнянь.

У пiдроздiлi 3.1 розв’язується задача опису найбiльш загального ви-
гляду систем звичайних диференцiальних рiвнянь першого порядку
Fk(t, x, ẋ) = 0, iнварiантних вiдносно розв’язних дiйсних алгебр Лi роз-
мiрностi m (m = 3 або 4). Тут Fk — деякi гладкi функцiї, k = 1, . . . ,m.
Змiнну t вважaємо незалежною, а змiннi x = (x1, x2, . . . , xm) — зале-
жними. Похiдну за t позначаємо крапкою над символом ẋk = dxk/dt,
ẋ = (ẋ1, ẋ2, . . . , ẋm).

При побудовi систем диференцiальних рiвнянь, iнварiантних вiдносно
тривимiрних розв’язних алгебр Лi, вважаємо, що у реалiзацiях таких ал-
гебр x1, x2, x3 — функцiї вiд t, x4 = t — незалежна змiнна. Для кожної
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з реалiзацiй алгебр 3A1, A2.1 ⊕ A1, . . . , A3.5 побудовано функцiональний
базис диференцiальних iнварiантiв, який наведено у додатковi Б. Отри-
манi повнi набори диференцiальних iнварiантiв описують загальний ви-
гляд нееквiвалентних системи трьох звичайних диференцiальних рiвнянь
першого порядку, iнварiантних вiдносно тривимiрних дiйсних розв’язних
алгебр Лi з точнiстю до довiльної невиродженої замiни змiнних.

За допомогою прямої перевiрки переконуємося, що такi системи зво-
дяться до нормальної форми тодi, коли ранг вiдповiдної реалiзацiї дорiв-
нює трьом. У цьому випадку такi системи iнтегруються в квадратурах у
загальному виглядi за допомогою методу Лi.

Побудовано диференцiальнi iнварiанти чотиривимiрних розв’язних дiй-
сних алгебр Лi. Отримано класифiкацiю iнварiантних систем чотирьох
диференцiальних рiвнянь першого порядку, якi можуть бути проiнтегро-
ванi методом Лi.

У пiдроздiлi 3.2 знайдено загальний вигляд диференцiальних рiвнянь
з частинними похiдними першого порядку, iнварiантних вiдносно реалi-
зацiї (2.56) алгебри Евклiда AE(3).

Побудовано базис диференцiальних iнварiантiв для цiєї реалiзацiї ал-
гебри Евклiда у просторi трьох незалежних (x1, x2, x3) та n залежних
змiнних u = (u1, u2, . . . , un), знайдено також функцiональний базис ди-
ференцiальних iнварiантiв першого порядку реалiзацiї розширеної алге-
бри Евклiда утвореної операторами (2.56) i оператором дiлатацiї (3.14)
у просторi трьох незалежних та n залежних змiнних.

Якщо для деякого диференцiального рiвняння або системи диференцi-
альних рiвнянь вiдома допустима група Лi, то це дозволяє використати
метод симетрiйної редукцiї для побудови точних розв’язкiв цього рiвня-
ння (системи).

У пiдроздiлi 3.3 повнiстю розв’язано задачу симетрiйної редукцiї уза-
гальнень рiвнянь Максвелла для вектор-потенцiалу електромагнiтного
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поля A(x) = (A0, A1, A2, A3) в просторi Мiнковського R1,3:

2Aµ − ∂µ(∂νAν) = λAνA
ν Aµ (0.1)

до систем звичайних диференцiальних рiвнянь за пiдалгебрами розши-
реної алгебри Пуанкаре AP̃ (1, 3) = AP (1, 3)+3 〈D〉 = 〈Pµ, Jµν, D〉, якi не
спряженi пiдалгебрам алгебри AP (1, 3).

Для симетрiйної редукцiї рiвнянь (0.1), використано лiнiйну констру-
кцiю AP̃ (1, 3)-iнварiантних анзацiв запропоновану у роботах В.I. Фущи-
ча, Р.З. Жданова, В.I. Лагна [17, 20, 87, 144].

Отримано редукованi системи звичайних диференцiальних рiвнянь i
знайдено 11 класiв точних розв’язкiв рiвнянь (3.18).

У пiдроздiлi 3.4 отримано загальний вигляд потенцiалу V (t, x1, x2),
для якого двовимiрне рiвняння Шредiнгера

iψt + ψx1x1 + ψx2x2 = V (t, x1, x2)ψ (0.2)

допускає вiдокремлення змiнних.
Для розв’язання задачi вiдокремлення змiнних у (1+2)-вимiрному рiв-

няннi Шредiнгера використано метод запропонований в [141, 147].
Одержано чотири класи потенцiалiв, якi задовольняють рiвняння Макс-

велла у вакуумi без струмiв, i для яких рiвняння (0.2) допускає вiдокрем-
лення змiнних.

Автор висловлює вдячнiсть своєму науковому керiвнику, доктору фi-
зико-математичних наук, професору Анатолiю Глiбовичу Нiкiтiну
за постiйну увагу та допомогу в роботi. Автор щиро вдячний докто-
ру фiзико-математичних наук Ренату Зуфаровичу Жданову та докто-
ру фiзико-математичних наук Вiктору Iвановичу Лагну за постановку
ряду задач, розв’язання яких увiйшло в дисертацiю i постiйну увагу до
роботи.

Автор також вдячний усiм учасникам наукового семiнару вiддiлу при-
кладних дослiджень Iнституту математики НАН України за цiннi заува-
ження, зробленi пiд час обговорення результатiв.
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РОЗДIЛ 1

Огляд лiтератури

Перший роздiл присвячений огляду лiтератури з теми дисертацiйного
дослiдження.

Необхiдним кроком для класифiкацiї реалiзацiй алгебр Лi є класифi-
кацiя таких алгебр, тобто класифiкацiя можливих комутацiйних спiввiд-
ношень мiж базисними елементами та побудова їх груп автоморфiзмiв.

За теоремою Левi–Мальцева [7, 5] довiльна скiнченновимiрна алгебра
Лi над полем характеристики 0 є напiвпрямою сумою максимального
розв’язного iдеалу та напiвпростої пiдалгебри (яку називають фактором
Левi). Цей результат зводить проблему класифiкацiї всiх алгебр Лi до
таких задач:

1) класифiкацiя всiх напiвпростих алгебр Лi;

2) класифiкацiя всiх розв’язних алгебр Лi;

3) класифiкацiя всiх алгебр, якi є напiвпрямою сумою напiвпростої ал-
гебри Лi та розв’язної алгебри Лi.

Серед вказаних вище задач, тiльки задача класифiкацiї всiх напiвпро-
стих алгебр Лi повнiстю розв’язана. Згiдно теореми Картана, довiльна
напiвпроста комплексна або дiйсна алгебра Лi може бути розкладена в
пряму суму iдеалiв, якi є простими пiдалгебрами i взаємно-ортогональнi
вiдносно форми Картана–Кiллiнга. Це зводить проблему класифiкацiї
напiвпростих алгебр Лi до проблеми класифiкацiї всiх неiзоморфних про-
стих алгебр Лi. Така класифiкацiя добре вiдома [8].
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Класифiкацiя розв’язних алгебр Лi повнiстю проведена лише для ал-
гебр Лi розмiрностi меншої або рiвної шести. Зупинимось на конкретних
результатах щодо класифiкацiї алгебр Лi низької розмiрностi.

Всi можливi комплекснi алгебри Лi розмiрностi не вище чотирьох опи-
сано ще С. Лi [93]. У 1918 роцi Л. Бiанкi (L. Bianchi) дослiдив триви-
мiрнi дiйснi алгебри Лi [52]. Суттєво пiзнiше цю проблему розглянули
X. Лi (H.C. Lee) [88] та Г. Вринчану (G. Vranceanu) [133], отриманi ними
класифiкацiї еквiвалентнi класифiкацiї Бiанкi. Використовуючи резуль-
тати С. Лi щодо комплексних структур Г.I. Крючкович [14, 15] прокла-
сифiкував чотиривимiрнi дiйснi алгебри Лi, якi не мiстять тривимiрного
абелевого iдеалу.

Повна, коректна та зручна для використання класифiкацiя дiйсних ал-
гебр Лi розмiрностi не вище чотирьох вперше отримана Г.М. Мубарак-
зяновим [31]. Модифiкацiя цiєї класифiкацiї разом з описом пiдалгебр
та iнварiантiв алгебр Лi невисоких розмiрностей мiститься в [113, 114].
Аналогiчнi результати наводить А.З. Петров в [34]. А саме, пiсля циту-
вання класифiкацiй Л. Бiанкi [52] та Г.I. Крючковича [14] А.З. Петров
прокласифiкував чотиривимiрнi дiйснi алгебри Лi, що мiстять тривимiр-
нi абелевi iдеали. Незалежно такi результати були також отриманi в [54]
та [60].

В роботах [28, 29, 30] Г.М. Мубаракзянов продовжив дослiдження ал-
гебр невисоких розмiрностей. Вiн прокласифiкував всi п’ятивимiрнi дiй-
снi алгебри Лi, а також шестивимiрнi розв’язнi алгебри з одним лiнiйно-
незалежним ненiльпотентним елементом.

Вiдзначимо, що для шестивимiрних розв’язних алгебр Лi розмiрнiстьm
нiльрадикала бiльша або рiвна 3. У випадку m = 3 розв’язнi алгебри Лi
є розкладними. Класифiкацiя шестивимiрних нiльпотентних алгебр Лi
(m = 6) була отримана К. Умлауфом (K. Umlauf) [137] над комплексни-
ми полями i узагальнена В.В. Морозовим [27] на випадок довiльного поля
характеристики 0.
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П. Турковский (P. Turkowski) прокласифiкував всi дiйснi алгебри Лi
розмiрностi до 9, якi допускають нетривiальний розклад Левi [130, 132].
Вiн також доповнив класифiкацiю Мубаракзянова шестивимiрних роз-
в’язних алгебр Лi над R, прокласифiкувавши дiйснi алгебри Лi розмiрно-
стi 6, якi мiстять чотиривимiрний нiльрадикал (m = 4) [131]. Результати
та посилання щодо класифiкацiї семивимiрних нiльпотентних алгебр Лi
можуть бути знайденi в [126].

Вiдзначимо, що М. МакКаллум (M.A.H. MacCallum) [99] запропону-
вав iнший пiдхiд до класифiкацiї структурних констант алгебр Лi, який
добре алгоритмiзований i може бути використаний для класифiкацiї ал-
гебр Лi бiльших розмiрностей з використанням комп’ютерної алгебри.
В цiй роботi дано огляд маловiдомої лiтератури по класифiкацiї алгебр
Лi низької розмiрностi та проведено детальне порiвняння iснуючих кла-
сифiкацiй i класифiкацiї отриманої з допомогою запропонованого авто-
ром методу.

У випадку, коли розмiрнiсть алгебри не фiксована, достатньо загаль-
нi результати отримано тiльки щодо класифiкацiї алгебр, нiльрадiка-
ли яких мають спецiальну структуру (наприклад, є абелевими алгебра-
ми [105], алгебрами Гейзенберга [123], або трикутними алгебрами [128]).
Iнварiанти таких алгебр, тобто їх узагальненi оператори Казимiра, до-
слiджено в [104, 106, 128, 129].

Результати щодо автоморфiзмiв напiвпростих алгебр Лi добре вiдомi
(див. [7]). Побудовi автоморфiзмiв тривимiрних алгебр Лi присвячена
робота А. Харвi (A. Harvey) [82]. Проте, у цiй роботi знайдено не повнi
групи автоморфiзмiв, а лише їх зв’язнi компоненти одиницi. Зокрема,
пропущено особливi випадки a = −1 та b = 0 для алгебр Aa

3.4 i Ab
3.5, коли

група автоморфiзмiв розширяється.
Автоморфiзми дiйсних чотиривимiрних розв’язних алгебр нещодавно

опублiковано [57] з деякими неточностями, якi були скоректованi пiсля
наших зауважень (бiльш детально про це див. у додатковi А дисертацiї).
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Щодо класифiкацiї реалiзацiй алгебр Лi найбiльш важливi та елегантнi
результати були отриманi самим С. Лi. Вiн прокласифiкував невиродже-
нi реалiзацiї алгебр у класi векторних полiв в просторi однiєї дiйсної змiн-
ної, однiєї комплексної змiнної та двох комплексних змiнних [89, 90]. Ви-
користовуючи геометричнi пiдходи, Лi також одержав реалiзацiї у двох
дiйсних змiнних [93, Vol.3] (сучасний виклад цих результатiв див. в [79]).
У цiй же роботi С. Лi вказує метод повної класифiкацiї всiх алгебр Лi
векторних полiв у трьох комплексних змiнних, проте не наводить вiд-
повiдних результатiв (фактично вiн подав детально клас примiтивних
алгебр i роздiлив непримiтивнi алгебри на 3 класи, тiльки два з яких
розглянуто).

Використовуючи класифiкацiю Лi алгебр векторних полiв у двох комп-
лексних змiнних, A. Гонзалес-Лопез (A. González-López), H. Камран
(N. Kamran) та П. Олвер вивчили скiнченновимiрнi алгебри Лi дифе-
ренцiальних операторiв першого порядку Q = ξi(x)∂xi + f(x) i прокла-
сифiкували всi такi алгебри з двома комплексними змiнними [80].

Г. Пост (G. Post) [118, 119, 120] дослiдив скiнченновимiрнi алгебри Лi
полiномiальних векторних полiв вiд n змiнних, якi мiстять векторнi поля
∂xi (i = 1, n) та xi∂xi.

Ф. Махомед (F.M. Mahomed) та П. Лiч (P.G.L. Leach) [100] дослiди-
ли реалiзацiї тривимiрних дiйсних алгебр Лi в класi векторних полiв Лi
двох змiнних та використали їх для аналiзу звичайних диференцiальних
рiвнянь третього порядку. Аналогiчнi реалiзацiї для чотиривимiрних дiй-
сних алгебр Лi, що не мiстять комутативної тривимiрної пiдалгебри були
розглянутi A. Шмукер (A. Schmucker) та Г. Чiховскiм (G. Czichowski)
[124]. H. Черкветеллi (N. Cerquetelli), Н. Чичоли (N. Ciccoli) та М. Ну-
чi (M. Nucci) [58] провели класифiкацiю реалiзацiй чотиривимiрних ал-
гебр Лi в просторi чотирьох змiнних, але отриманi результати мiстить
помилки. Вiдзначимо, що згаданi вище роботи [100, 124, 58] фактично
повторюють результати С. Лi [93].
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C. Вафо Сох (C. Wafo Soh) та Ф. Mахомед [135] використали результа-
ти Г.М. Мубаракзянова [31] для класифiкацiї реалiзацiй три- та чотири-
вимiрних дiйсних алгебр Лi в просторi трьох змiнних та для опису систем
двох звичайних диференцiальних рiвнянь другого порядку, що допуска-
ють дiйсну чотиривимiрну алгебру симетрiї. Проте внаслiдок недоско-
налого алгоритму та використання некоректних замiн змiнних їх робота
мiстить ряд помилок. А саме, для тривимiрних алгебр Лi три реалiзацiї
пропущено, одна з наведених є еквiвалентною iншому випадку та одна
може бути зведена до трьох простiших випадкiв. Для чотиривимiрних
алгебр Лi 34 випадки пропущено та наведено 13 реалiзацiй, якi еквiва-
лентнi iншим. Докладний аналiз цих помилок виконано в [117]. Зауважи-
мо, що отримана у данiй дисертацiї класифiкацiя мiстить у сукупностi
25 реалiзацiй для тривимiрних та 154 реалiзацiї для чотиривимiриних
розв’язних алгебр Лi. Результати [135] використано у [136] для розв’яза-
ння задачi лiнеаризацiї систем двох звичайних диференцiальних рiвнянь
другого порядку, отже результати [136] також мiстять помилки.

Для групового аналiзу значний iнтерес становлять дослiдження реа-
лiзацiй алгебр Лi, якi є алгебрами iнварiантностi вiдомих рiвнянь мате-
матичної та теоретичної фiзики.

Вивченню реалiзацiй алгебр Галiлея, Пуанкаре, Евклiда присвячено
ряд робiт київських математикiв (В.I. Фущич та його учнi) та закордон-
них вчених (П. Вiнтернiц iз спiвавторами).

Коварiантнi реалiзацiї алгебр Лi груп P (1, 1), P̃ (1, 1), C(1, 1) побудо-
ванi Г. Рiдо та П. Вiнтернiцом [122]. Для алгебри AP (1, 2) у просторi
R1,2 × R1 такi реалiзацiї прокласифiкувала I.А. Єгорченко [139, 140].

В.I. Лагно [84, 85] побудував всi можливi реалiзацiї алгебр AP (1, 1),
AP̃ (1, 1), AC(1, 1) та AP (1, 2) у просторi з однiєю залежною змiнною.

У [68] дослiджено лiнiйнi та нелiнiйнi зображення алгебр Пуанкаре,
Галiлея та конформної алгебри для електромагнiтного поля. В.I. Фущич
та Р.З. Жданов [142] знайшли новi реалiзацiї алгебри Галiлея, якi разом з
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ранiше вiдомими [121] складають повний опис реалiзацiй алгебри Галiлея
в просторi двох залежних та двох незалежних змiнних. У роботi [42]
вивчено реалiзацiї розширеної алгебри Галiлея та деяких її узагальнень
у просторi двох незалежних та однiєї залежної змiнної.

У [62, 72] побудовано реалiзацiї в класi векторних полiв Лi алгебр Лi
узагальненої групи Пуанкаре P (n,m) та її розширень, якi дiють як групи
перетворень у просторi Rn,m×R1 з m+n незалежними змiнними та однi-
єю залежною змiнною. Доведено, що довiльна реалiзацiя групи Пуанкаре
при max{n,m} > 3 еквiвалентна стандартнiй, в той час як конформна
група C(n,m) має нетривiальнi нелiнiйнi реалiзацiї. Крiм того, отрима-
но лiнiйнi та нелiнiйнi реалiзацiї для P (2, 2), P̃ (1, 2), P̃ (2, 2), C(1, 2) та
C(2, 2).

У статтi [10] результати [139, 72] узагальнено на простори R1,2 × Rk,
зокрема, побудовано всi нееквiвалентнi реалiзацiї алгебр AO(1, 2) та
AO(2, 2), коварiантнi реалiзацiї алгебр AP (1, 2) та AP (2, 2).

У роботах В.I. Лагна, Р.З. Жданова, В.I. Фущича [86, 145] отрима-
но всi нееквiвалентнi реалiзацiї алгебри AO(3) та коварiантнi реалiзацiї
алгебри Евклiда E(3) у класi дiйсних векторних полiв. Також у [145]
прокласифiковано реалiзацiї AO(4) та коварiантнi реалiзацiї алгебри Ев-
клiда AE(4) в дiйсному просторi.

Вiдзначимо, що у дисертацiї при дослiдженнi комплексних реалiза-
цiй алгебр AO(3), AO(1, 3) та коварiантних реалiзацiй алгебр AE(3),
AP (1, 3) використано методи, запропонованi у [10, 86, 145].

Класифiкацiя реалiзацiй алгебр Лi має ряд застосувань. Зокрема, вi-
домi застосування реалiзацiй алгебр Лi до опису квазiточно розв’язних
моделей в квантовiй механiцi [138]. Стандартний алгоритм Лi дозволяє
за вiдомими реалiзацiями алгебри Лi будувати диференцiальнi рiвняння,
iнварiантнi вiдносно вiдповiдної групи перетворень, використовуючи по-
няття диференцiальних iнварiантiв [33, 111, 112]. Розв’язанню цiєї задачi
присвячено численнi роботи.
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Так, наприклад, у [38, 39, 69] побудовано диференцiальнi iнварiанти
другого порядку для стандартних реалiзацiй алгебр Евклiда, Пуанка-
ре, Галiлея, конформної та проективної алгебри. Отриманi результати
застосованi до опису нових класiв багатовимiрних iнварiантних рiвнянь.

Диференцiальнi iнварiанти однопараметричних груп локальних пере-
творень в просторах з довiльною кiлькiстю залежних i незалежних змiн-
них вивчено в [116]. У статтях [140, 84, 85] описано загальний вигляд
диференцiальних рiвнянь першого i другого порядку, iнварiантних вiд-
носно алгебр AP (1, 1), AP̃ (1, 1), AC(1, 1) та AP (1, 2) у просторi двох
(трьох) незалежних та однiєї залежної змiнної.

Знання групи симетрiй диференцiального рiвняння або системи ди-
ференцiальних рiвнянь дозволяє для побудови точних розв’язкiв цього
рiвняння (системи) використовувати метод симетрiйної редукцiї (див.,
наприклад, [48, 37]). Для багатовимiрних рiвнянь це iнколи єдиний ефе-
ктивний спосiб отримання класiв точних розв’язкiв.

Багато робiт вiтчизняних та iноземних вчених присвячено системати-
чному дослiдженню пiдгрупової структури груп iнварiантностi, редукцiї
та побудовi точних розв’язкiв важливих класiв рiвнянь математичної та
теоретичної фiзики.

Зокрема, з використанням методу симетрiйної редукцiї отримано ши-
рокi класи точних розв’язкiв ряду нелiнiйних рiвнянь, наприклад, рiв-
нянь ейконала, д’Аламбера, Лiувiлля [1, 2, 3, 77, 78], теплопровiдностi
та Шредiнгера [4, 65, 73], Монжа–Ампера [46], Борна–Iнфельда [45, 61],
та ряду iнших нелiнiйних скалярних рiвнянь. Використання вказаного
методу дозволило також отримати розв’язки нелiнiйних систем дифе-
ренцiальних рiвнянь: рiвнянь газової динамiки [26, 36], рiвнянь Нав’є–
Стокса [35, 63, 64] та Дiрака [40, 67, 71, 70], SU(2) рiвнянь Янга–Мiллса
[11, 66, 87, 144].
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РОЗДIЛ 2

Реалiзацiї алгебр Лi

Другий роздiл дисертацiї присвячений побудовi реалiзацiй алгебр Лi в
класi векторних полiв.

У пiдроздiлi 2.1 наведено основнi поняття та твердження, якi вико-
ристовуються далi для дослiдження реалiзацiй. Класифiкацiя реалiзацiй
дiйсних розв’язних алгебр Лi розмiрностi m 6 4 в просторi довiльної
скiнченної кiлькостi змiнних проведена у пiдроздiлi 2.2

Пiдроздiл 2.3 присвячений побудовi комплексних реалiзацiй алгебри Лi
групи поворотiв O(3) та алгебри Лi групи Евклiда E(3). У пiдроздiлi 2.4
знайдено всi нееквiвалентнi комплекснi реалiзацiї алгебри Лi AO(1, 3)

групи Лоренца та побудовано один важливий клас реалiзацiй алгебри
Пуанкаре AP (1, 3).

Основнi результати роздiлу опублiковано у статтях [22, 23, 24, 25, 94,
96, 98, 117].

2.1. Алгебри Лi та їх реалiзацiї: основнi поняття
та твердження

Нехай A — m-вимiрна дiйсна алгебра Лi (m ∈ N) i e1, e2, . . . , em — її
базиснi елементи, комутацiйнi спiввiдношення мiж якими мають вигляд

[ea, eb] = Cc
abec, a, b, c = 1, . . . ,m. (2.1)
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Алгебра Лi однозначно визначається спiввiдношеннями (2.1), або, що те
ж саме, набором структурних констант Cc

ab.
При побудовi нееквiвалентних реалiзацiй розв’язних алгебр малих роз-

мiрностей у просторах довiльної скiнченної кiлькостi змiнних викори-
стовуємо класифiкацiю Г.М. Мубаракзянова: нумерацiя алгебр Лi малої
розмiрностi, вибiр базисних елементiв i, отже, вигляд комутацiйних спiв-
вiдношень вiдповiдають роботi [31].

Iснує єдина з точнiстю до iзоморфiзму одновимiрна алгебра Лi A1.
Очевидно, вона є абелевою.

Розрiзняють двi двовимiрнi алгебри Лi. Абелева алгебра є прямою су-
мою двох алгебр A1. Будемо позначати її 2A1. Будь-яка некомутативна
двовимiрна алгебра Лi (яку будемо позначати A2.1) iзоморфна алгебрi з
комутацiйним спiввiдношенням [e1, e2] = e1.

Прямi суми одновимiрної та двох двовимiрних алгебр Лi утворюють
два типи тривимiрних розкладних дiйсних алгебр Лi: 3A1 та A2.1 ⊕ A1.
(Розкладною називають алгебру Лi, яка є прямою сумою власних iдеа-
лiв.) Тривимiрнi нерозкладнi розв’язнi дiйснi алгебри Лi визначаються
комутацiйними спiввiдношеннями, наведеними в таблицi 2.1.

Iснують 8 розкладних чотиривимiрних дiйсних розв’язних алгебр Лi
4A1, A2.1⊕2A1, A2.1⊕A2.1, A3.i⊕A1 (i = 1, 5) та 10 нерозкладних чотири-
вимiрних дiйсних розв’язних алгебр Лi, що визначаються комутацiйними
спiввiдношеннями, наведеними в таблицi 2.2.
Зауваження щодо серiй алгебр A4.5 та A4.6. Перелiк всiх нееквi-
валентних алгебр розмiрностi не вище чотирьох добре вiдомий i викори-
стовується в численних роботах. Але виявляється, що загальновизнана
класифiкацiя цих алгебр включає певнi недолiки, якi далi виправляємо.

Розглянемо серiю алгебр {Aa1,a2,a3
4.5 | a1a2a3 6= 0} породжену алгебрами,

для яких ненульовi комутацiйнi спiввiдношення мають вигляд [e1, e4] =

a1e1, [e2, e4] = a2e2, [e3, e4] = a3e3. Двi алгебри з цiєї серiї з параметра-
ми (a1, a2, a3) та (ã1, ã2, ã3) еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, коли iснують
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дiйсне число λ 6= 0 та перестановка (j1, j2, j3) чисел {1; 2; 3}, що задо-
вольняють умову ãi = λaji (i = 1, 3) [31].

У роботах [31, 58, 113, 114, 135] множину параметрiв нормують, отри-
муючи умову

−1 6 a2 6 a3 6 a1 = 1. (2.2)

Але умова (2.2) недостатня для видiлення нееквiвалентних алгебр, ос-
кiльки алгебри A1,−1,b

4.5 та A1,−1,−b
4.5 є еквiвалентними, незважаючи на те,

що їх параметри задовольняють умову (2.2), якщо |b| 6 1. Додаткова
умова a3 > 0, якщо a2 = −1, гарантує нееквiвалентнiсть для алгебр зi
зв’язаними параметрами.

Множину параметрiв зручно розбити в три пiдмножини залежно вiд
кiлькостi рiвних параметрiв. Кожну з цих пiдмножин нормуємо окремо.
В результатi отримуємо три нееквiвалентних випадки:

a1 = a2 = a3 = 1;

a1 = a2 = 1, a3 6= 1, 0;

−1 6 a1 < a2 < a3 = 1, a2 > 0 якщо a1 = −1.

Аналогiчне зауваження справедливе для серiї алгебр {Aa,b
4.6 | a 6= 0},

що породжена алгебрами, для яких ненульовi комутацiйнi спiввiдношен-
ня мають вигляд [e1, e4] = ae1, [e2, e4] = be2 − e3, [e3, e4] = e2 + be3. Двi
алгебри з цiєї серiї з рiзними параметрами (a, b) та (ã, b̃) є еквiвалентни-
ми тодi i тiльки тодi, коли ã = −a, b̃ = −b. Традицiйно накладають
умову на параметр b:

b > 0, (2.3)

що не виключає з розгляду еквiвалентних алгебр вигляду Aa,0
4.6 та A−a,04.6 .

Бiльш коректно використати умову a > 0 як обмеження для параметрiв
цiєї серiї.

Одним з основних понять, якi використовуються у дисертацiї, є понят-
тя реалiзацiї алгебри Лi в класi векторних полiв.



23

Таблиця 2.1

Нерозкладнi тривимiрнi алгебри Лi

Алгебра Ненульовi комутацiйнi спiввiдношення
A3.1 [e2, e3] = e1

A3.2 [e1, e3] = e1, [e2, e3] = e1 + e2

A3.3 [e1, e3] = e1, [e2, e3] = e2

Aa
3.4 [e1, e3] = e1, [e2, e3] = ae2 (−1 6 a < 1, a 6= 0)

Ab
3.5 [e1, e3] = be1 − e2, [e2, e3] = e1 + be2 (b > 0)

Таблиця 2.2

Чотиривимiрнi нерозкладнi розв’язнi алгебри Лi

Алгебра Ненульовi комутацiйнi спiввiдношення
A4.1 [e2, e4] = e1, [e3, e4] = e2

Ab
4,2 [e1, e4] = be1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = e2 + e3 (b 6= 0)

A4.3 [e1, e4] = e1, [e3, e4] = e2

A4.4 [e1, e4] = e1, [e2, e4] = e1 + e2, [e3, e4] = e2 + e3

Aabc
4,5 [e1, e4] = ae1, [e2, e4] = be2, [e3, e4] = ce3 (abc 6= 0)

Aab
4,6 [e1, e4] = ae1, [e2, e4] = be2 − e3, [e3, e4] = e2 + be3 (a > 0)

A4.7 [e2, e3] = e1, [e1, e4] = 2e1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = e2 + e3

Ab
4,8 [e2, e3] = e1, [e1, e4] = (1 + b)e1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = be3

(|b| 6 1)

Aa
4,9 [e2, e3] = e1, [e1, e4] = 2ae1, [e2, e4] = ae2 − e3,

[e3, e4] = e2 + ae3 (a > 0)

A4.10 [e1, e3] = e1, [e2, e3] = e2, [e1, e4] = −e2, [e2, e4] = e1
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Нехай M — n-вимiрний гладкий многовид, а Vect(M) — алгебра Лi
гладких векторних полiв вигляду

ξi(x)∂xi, x = (x1, x2, . . . , xn) ∈M, i = 1, 2, . . . n, (2.4)

iз стандартним комутатором векторних полiв.

Тут i далi ∂xi =
∂

∂xi
, функцiї ξi(x) вважаємо довiльну кiлькiсть ра-

зiв диференцiйовними, за iндексами, що повторюються, передбачається
пiдсумовування, якщо не вказано iнше.

Означення 2.1. Реалiзацiєю R алгебри Лi A в класi векторних полiв на
M називається гомоморфiзм R: A→ Vect(M).

В дисертацiї розглядаємо лише точнi реалiзацiї алгебр Лi, тобто такi,
для яких kerϕ = {0}.

Для класифiкацiї реалiзацiй m-вимiрної алгебри Лi A безпосереднiм
шляхом потрiбно взяти m лiнiйно незалежних векторних полiв загаль-
ного вигляду (2.4) i накласти умову, щоб вони задовольняли комутацiйнi
спiввiдношення (2.1) алгебри A. В результатi отримується система ди-
ференцiальних рiвнянь з частинними похiдними першого порядку для
коефiцiєнтiв ξi, яку необхiдно проiнтегрувати i розглянути всi можливi
випадки. Для кожного випадку розв’язок слiд спростити використову-
ючи перетворення, якi не змiнюють вигляд комутацiйних спiввiдношень
мiж базисними елементами алгебри Лi.

Недолiком цього шляху є необхiднiсть розв’язувати складну нелiнiй-
ну систему диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними. У iншому
пiдходi можна послiдовно класифiкувати реалiзацiї пiдалгебр, починаю-
чи з одновимiрної пiдалгебри i закiнчуючи алгеброю A. При класифiка-
цiї реалiзацiй алгебр бiльшої розмiрностi використовуються реалiзацiї її
пiдалгебр, iзоморфних вже дослiдженим алгебрам меншої розмiрностi.

У багатьох роботах (див., напр. [135]) реалiзацiї алгебр Лi вивчають з
точнiстю до еквiвалентностi, яка визначається дифеоморфiзмами много-
видуM на себе, оскiльки вони не змiнюють вигляд комутацiйних спiввiд-
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ношень (2.1). Разом з тим для спрощення вигляду базисних операторiв
реалiзацiї використовують замiни базису реалiзацiї, якi не змiнюють ко-
мутацiйних спiввiдношень алгебри Лi (автоморфiзми алгебри Лi).

Вiдмiннiсть мiж цими двома способами перетворення реалiзацiї вияв-
ляється суттєвою у випадку, коли для побудови реалiзацiй алгебри Лi
використовують реалiзацiї її пiдалгебри.

У цьому роздiлi розрiзняємо сильно та слабо еквiвалентнi реалiзацiї i
використовуємо пiдхiд, що базується на поняттi мегаiдеалу, що був запро-
понований у [98, 117]. Це дозволяє значно зменшити громiздкiсть обчи-
слень, доводити нееквiвалентнiсть отриманих реалiзацiй найпростiшим
шляхом i, як наслiдок, уникнути помилок в класифiкацiї.

Далi формулюємо вiдповiднi означення.

Означення 2.2. Двi реалiзацiї R1:A→ Vect(M1) та R2:A→ Vect(M2)

називаються сильно еквiвалентними, якщо iснує дифеоморфiзм f з M1

на M2 такий, що R2(v) = f∗R1(v) для всiх v ∈ A. Якщо такого дифео-
морфiзму не iснує, то реалiзацiї R1 та R2 називаються сильно нееквiва-
лентними.

Тут f∗ — iзоморфiзм з Vect(M1) в Vect(M2), iндукований f. В рамках
локального пiдходу, який застосовується,M можна розглядати як деяку
вiдкриту пiдмножину Rn i всi дифеоморфiзми є локальними.

Нехай Aut(A) — група всiх автоморфiзмiв алгебриA. Алгебра Лi групи
Aut(A) збiгається з алгеброю Лi Der(A) всiх диференцiювань алгебри A.
Der(A) мiстить як iдеал алгебру Ad(A) внутрiшнiх диференцiювань ал-
гебри A. Алгебра Ad(A) є алгеброю Лi групи внутрiшнiх автоморфiзмiв
алгебри A, яку позначаємо Int(A).

Фiксуючи базис {eµ, µ = 1,m} у A, довiльному лiнiйному вiдображен-
ню l : A → A ставимо у вiдповiднiсть матрицю α = (ανµ)

m
µ,ν=1 таку,

що l(eµ) = ανµeν. Тодi кожнiй групi автоморфiзмiв алгебри A вiдповi-
дає пiдгрупа загальної лiнiйної групи GL(m) всiх невироджених m×m
матриць над R, а кожнiй алгебрi диференцiювань алгебри A вiдповiдає
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пiдалгебра загальної лiнiйної алгебри gl(m) всiх m×m матриць.

Означення 2.3. Мегаiдеалом алгебри A називаємо векторний пiдпро-
стiр алгебри A, який є iнварiантним вiдносно довiльних перетворень з
Aut(A).

Оскiльки Int(A) є нормальною пiдгрупою групи Aut(A), то очевидно,
що будь-який мегаiдеал алгебри A є пiдалгеброю i, бiльше того, iдеалом
в A. Але у випадку, коли Int(A) 6= Aut(A) можуть iснувати iдеали в A,
якi не є мегаiдеалами. Крiм того, кожний мегаiдеал I алгебри A є iнва-
рiантним вiдносно всiх диференцiювань алгебри A: Der(A)I ⊂ I, тобто
вiн є характеристичною пiдалгеброю.

Обидва невласнi пiдпростори алгебри A (сама алгебра A та пiдпростiр,
що складається лише з нульового елемента) завжди є мегаiдеалами в A.

У додатковi А у виглядi таблиць A.1–A.3 для кожної розв’язної алге-
бри Лi A розмiрностi 3 та 4 наведено групу внутрiшнiх автоморфiзмiв
Int(A), групу автоморфiзмiв Aut(A) та мегаiдеали алгебри A. Зауважи-
мо, що наведенi результати щодо груп автоморфiзмiв уточнюють резуль-
тати [82, 57].

Нехай G — деяка пiдгрупа групи автоморфiзмiв Aut(A).

Означення 2.4. Реалiзацiї R1 та R2 називаються G-еквiвалентними,
якщо iснує ϕ ∈ G та дифеоморфiзм f з M1 на M2 такi, що R2(v) =

f∗R1(ϕ(v)) для всiх v ∈ A.
ЯкщоG = Aut(A), то реалiзацiї R1 та R2 називаються слабо еквiвален-

тними. Обмеження реалiзацiї R на пiдалгебру A0 алгебри A називається
реалiзацiєю, iндукованою R та позначається R

∣∣
A0
.

У даному роздiлi класифiкацiя реалiзацiй алгебр Лi проводиться вiд-
носно слабкої еквiвалентностi, тому, що така класифiкацiя має бiльше
застосувань i може бути представлена в бiльш компактнiй формi. Силь-
на еквiвалентнiсть бiльш зручна для побудови реалiзацiй алгебр з вико-
ристанням реалiзацiй їх пiдалгебр та перевiряється простiше, нiж слабка
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еквiвалентнiсть. Далi, якщо не вказано iнше, пiд еквiвалентнiстю розу-
мiємо слабку еквiвалентнiсть.

Нехай V — пiдмножина Vect(M) i r(x) = dim〈V (x)〉, x ∈M .

Означення 2.5. Загальне значення r(x) на M називається рангом V i
позначається rankV.

Нехай I — мегаiдеал i R1 та R2 — реалiзацiї алгебри A.

Лема 2.1. Якщо R1

∣∣
I та R2

∣∣
I є Aut(A)|I-нееквiвалентними, то R1 та

R2 є слабо нееквiвалентними.

Доведення. Припустимо, що реалiзацiї R1 та R2 є слабо еквiвален-
тними, тобто iснує ϕ ∈ AutA та дифеоморфiзм f з M на M такi, що
R2(v) = f∗R1(ϕ(v)) для всiх v ∈ A, а отже i для v ∈ I. А це означає,
що R1

∣∣
I та R2

∣∣
I є Aut(A)|I-еквiвалентними. Iз отриманої суперечностi

випливає справедливiсть леми.

Наслiдок 2.1. Якщо R1

∣∣
I та R2

∣∣
I є слабо нееквiвалентними, то R1 та

R2 також є слабо нееквiвалентними.

Наслiдок 2.2. Якщо алгебра A має мегаiдеал I такий, що rankR1(I) 6=
rankR2(I), то реалiзацiї R1 та R2 є слабо нееквiвалентними.

2.2. Реалiзацiї дiйсних розв’язних алгебр Лi
невисоких розмiрностей

У цьому пiдроздiлi проведена класифiкацiя нееквiвалентних реалiзацiй
дiйсних розв’язних алгебр Лi розмiрностi m 6 4 в класi векторних полiв.
Для цього використовуємо такий пiдхiд.

Для кожної з розглядуваних алгебр знаходимо групу автоморфiзмiв
Aut(A) та множину мегаiдеалiв алгебри (див. додаток A).

Вибираємо максимальну власну пiдалгебру B алгебри A. Найбiльш
простим є випадок, коли B — мегаiдеал A. Серед розглянутих у цьому
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пiдроздiлi алгебр тiльки алгебри mA1, A3.1, A3.1⊕A1 та 2A2.1 не мiстять
(m− 1)-вимiрних мегаiдеалiв.

Припустимо, що повний список сильно нееквiвалентних реалiзацiй пiд-
алгебри B вже побудовано. Якщо B є мегаiдеалом A, а реалiзацiї алгеб-
ри A класифiкуємо тiльки вiдносно слабкої еквiвалентностi, то достатньо
використовувати тiльки Aut(A)|B-нееквiвалентнi реалiзацiї B. Для кож-
ної реалiзацiї R(B) з цього списку виконуємо таку процедуру. Знаходи-
мо множину DiffR(B) локальних дифеоморфiзмiв простору змiнних x, якi
зберiгають реалiзацiї R(B). Подаємо базисний вектор em 6∈ B в найбiльш
загальному виглядi (2.4) i вимагаємо, щоб вiн задовольняв комутацiйнi
спiввiдношення алгебри A з базисними векторами з R(B). В результатi
отримуємо систему диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними
для коефiцiєнтiв ξi i, iнтегруючи її, розглядаємо всi можливi випадки.
Для кожного випадку зводимо розв’язок до найпростiшого вигляду, ви-
користовуючи дифеоморфiзми з DiffR(B) та автоморфiзми алгебри A.

Останнiм кроком є перевiрка нееквiвалентностi побудованих реалiза-
цiй. Пов’яжемо N -ту реалiзацiю R(A,N) алгебри A iз впорядкованим
набором цiлих чисел (rNj), де rNj дорiвнює рангу базису j-гo мегаiдеалу
Ij у реалiзацiї R(A,N) з dim Ij > 1. Реалiзацiї, яким вiдповiдають рiз-
нi набори рангiв, нееквiвалентнi згiдно наслiдку 2.2. Нееквiвалентнiсть
реалiзацiй, вiдповiднi набори рангiв яких збiгаються, необхiдно доводити
iншим шляхом, наприклад, методом вiд супротивного.

Розглянемо характернi приклади побудови реалiзацiй розв’язних дiй-
сних алгебр Лi. Вiдзначимо, що реалiзацiї одно- та двовимiрних алгебр
Лi та комутативної тривимiрної алгебри вiдомi [93, 16, 41]. Цi результа-
ти наводимо тут для повноти класифiкацiї, вiдповiднi доведення будуть
використанi у подальшому для дослiдження алгебр Лi бiльш високих
розмiрностей.
A1. Базис реалiзацiї одновимiрної алгебри Лi A1 складає єдиний опе-

ратор e1 вигляду (2.4). Згiдно теоремi про спрямлювання векторних по-
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лiв Лi [32], оператор e1 якщо вiн не рiвний тотожно нулю, зводиться до
вигляду e1 = ∂x̃1.
2A1. Нехай оператори e1, e2, якi складають базис алгебри 2A1, мають

вигляд (2.4). Використовуючи теорему про спрямлювання векторних по-
лiв Лi, завжди можемо покласти e1 = ∂x1. Тодi з комутацiйних спiввiд-
ношень [e1, e2] = 0 випливає, що коефiцiєнти e2 не залежать вiд x1, тобто
e2 = ξ̃i(x2, . . . , xn)∂xi. Можливi два випадки.

Випадок 1. rank〈e1, e2〉 = 2, тобто не всi ξ̃j (j = 2, . . . , n) рiвнi нулю.
Тодi, використовуючи замiни змiнних вигляду x̃1 = x1 + g1(x2, . . . , xn),

x̃j = gj(x2, . . . , xn), де функцiї g1, g2 є розв’язками рiвнянь ξ1 + ξjg1xj =

0, ξjg2xj = 1, а gl (l = 3, . . . , n) — функцiонально незалежнi розв’язки
рiвняння ξjgxj = 0, зводимо оператори e1, e2 до вигляду

e1 = ∂x̃1, e2 = ∂x̃2. (2.5)

Випадок 2. rank〈e1, e2〉 = 1, тобто e2 має вигляд e2 = ξ1(x2, . . . , xn)∂x1,

ξ1 6= const. Без обмеження загальностi можна вважати, що ξ1x2 6= 0, тодi,
поклавши x̃1 = x1, x̃2 = ξ1(x2, . . . , xn), x̃l = xl, зводимо оператори e1, e2
до вигляду

e1 = ∂x̃1, e2 = x̃2∂x̃1. (2.6)

Оскiльки реалiзацiї (2.5), (2.6) мають рiзнi ранги, то вони нееквiвалентнi.
A2.1. Аналогiчно розглядаємо некомутативну двовимiрну алгебру Лi.

Як i вище, оператор e1 можна звести до вигляду e1 = ∂x1. Тодi з комута-
цiйних спiввiдношень [e1, e2] = e1 випливає, що коефiцiєнти ξi оператора
e2 задовольняють таку систему диференцiальних рiвнянь:

ξ1x1 = 1, ξjx1 = 0, j = 2, . . . , n.

Розв’язки цiєї системи складають функцiї

ξ1 = x1 + ξ̃1(x2, . . . , xn), ξj = ξ̃j(x2, . . . , xn),

отже оператор e2 має вигляд e2 = (x1 + ξ̃1)∂x1 + ξ̃j∂xj .
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Якщо всi ξ̃j рiвнi нулю, то e2 очевидною замiною x̃ = x1 + ξ̃1, xj = x̃j

зводиться до вигляду e2 = x1∂x1.

Iнакше, здiйснивши замiну змiнних x̃1 = x1 + ξ1(x2, . . . , xn), x̃j =

gj(x2, . . . , xn), де замiна по x̃j є “спрямлюючою” для векторного поля
ξ̃j∂xj , зведемо e2 до вигляду e2 = x1∂x1 + ∂x2.

Побудованi реалiзацiї нееквiвалентнi, оскiльки мають рiзнi ранги.
Вiдзначимо, що при класифiкацiї реалiзацiй алгебр 2A1 та A2.1 не вико-

ристовувалися автоморфiзми алгебр, тому побудованi реалiзацiї є сильно
нееквiвалентними.

Отже, справедлива така теорема.

Теорема 2.1. Нееквiвалентнi реалiзацiї одно- та двовимiрних дiйсних
алгебр Лi у просторi довiльної скiнченної кiлькостi змiнних вичерпую-
ться наведеними у таблицi 2.3.

Таблиця 2.3

Реалiзацiї одно- та двовимiрних дiйсних алгебр Лi

Алгебра N Реалiзацiя (∗)
A1 1 ∂1

2A1 1 ∂1, ∂2
2 ∂1, x2∂1

A2.1 1 ∂1, x1∂1 + ∂2

[e1, e2] = e1 2 ∂1, x1∂1

У таблицях 2.3–2.6 представлено результати класифiкацiї слабонееквi-
валентних реалiзацiй розв’язних алгебр Лi розмiрностi m 6 4 у просторi
довiльної скiнченної кiлькостi змiнних.

При побудовi таблиць використовуємо такi позначання, скорочення та
домовленостi.

Для кожної алгебри наведено тiльки ненульовi комутацiйнi спiввiд-
ношення мiж базисними елементами. В текстi R(A,N) позначає N -ту
реалiзацiю алгебри A вiдповiдно до мiсця у таблицi.
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Сталi параметри серiї розв’язних алгебр Лi (напр., Ab
4.2) позначаємо як

a, b або c. Всi iншi константи та функцiї в таблицях є параметрами серiй
реалiзацiй. Функцiї ϕ, ψ, θ — довiльну кiлькiсть разiв диференцiйовнi
дiйснi функцiї, якi задовольняють лише умови, якi вказано в зауважен-
нях пiсля вiдповiдної таблицi. Наявнiсть таких примiток для реалiзацiї
вiдмiчено в останньому стовпцi таблицi. Всi сталi є дiйсними. Стала ε
набуває тiльки двох значень 0 та 1, тобто ε ∈ {0; 1}. Умови для iнших
сталих параметрiв серiй реалiзацiй дано в примiтках пiсля вiдповiдних
таблиць.

Для кожної серiї розв’язних алгебр Лi записуємо спочатку “загальнi”
нееквiвалентнi реалiзацiї (точнiше, нееквiвалентнi серiї реалiзацiй, пара-
метрами яких є параметри серiї алгебр), що iснують для всiх допустимих
значень параметрiв серiї алгебр. Потiм записуємо “специфiчнi” реалiзацiї,
якi iснують або є нееквiвалентними “загальним” реалiзацiям тiльки для
деяких “специфiчних” наборiв значень параметрiв. Нумерацiя “специфi-
чних” реалiзацiй для кожного “специфiчного” набору значень параметрiв
є продовженням нумерацiї для “загальних” реалiзацiй.

В усiх умовах еквiвалентностi реалiзацiй, якi наведено в зауваженнях
пiсля таблиць, (αµν) — невироджена (r× r)-матриця, де r — розмiрнiсть
розглядуваної алгебри.

Твердження 2.1. Базиснi елементи нееквiвалентних реалiзацiй алге-
бри A3.1 зводяться до однiєї з наступних трiйок операторiв

∂1, ∂2, x2∂1 + ∂3, (2.7)

∂1, ∂2, x2∂1 + x3∂2, (2.8)

∂1, ∂2, x2∂1. (2.9)

Доведення. Алгебра A3.1 має тiльки два ненульовi мегаiдеали: I1 =

〈e1〉 ∼ A1, I2 = 〈e1, e2, e3〉 ∼ A3.1. Проте, вона мiстить як iдеал пiд-
алгебру 〈e1, e2〉 ∼ 2A1, для якої побудовано двi сильно нееквiвалентнi
реалiзацiї R(2A1, N), N= 1, 2 (див. табл. 2.3). Вони можуть бути допов-
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ненi за допомогою одного базисного елемента до реалiзацiй A3.1.
Випадок 1. Для реалiзацiї R(2A1, 1) маємо e1 = ∂x1, e2 = ∂x2. Оператор

e3 шукаємо у загальному виглядi (2.4). З [e1, e3] = 0 випливає, що ξix1 = 0.
Тодi з [e2, e3] = e1 отримуємо систему диференцiальних рiвнянь

ξ1x2 = 1, ξjx2 = 0, j = 2, . . . , n.

Розв’язавши її, знаходимо, що оператор e3 має вигляд

e3 =(x2 + ξ̃1(x3, . . . , xn))∂x1 +ξ̃j(x3, . . . , xn)∂xj . (2.10)

Тут ξ̃i — довiльнi гладкi функцiї змiнних (x3, . . . , xn).
Для подальшого спрощення вигляду оператора (2.10) використовуємо

дифеоморфiзми з DiffR(2A1,1):

x̃1 = x1 + h1(x3, . . . , xn), x̃2 = x2 + h2(x3, . . . , xn),

x̃k = hk(x3, . . . , xn), k = 3, . . . , n
(2.11)

та автоморфiзми з множини Aut(A3.1) (див. табл. A.1).
Якщо не всi ξ̃k рiвнi нулю, то оператор (2.10) зводиться до вигляду

e3 = x2∂x1 +∂x3 в результатi виконання замiни (2.11) де hl (l = 4, . . . , n) —
функцiонально незалежнi розв’язки рiвняння ξ̃khxk = 0, а функцiї h1, h2

та h3 — частиннi розв’язки рiвнянь ξ̃1 + ξ̃kh1xk = 0, ξ̃2 + ξ̃kh2xk = 0,
ξ̃kh3xk = 1.Таким чином отримуємо реалiзацiю (2.7).

Якщо в (2.10) всi ξ̃k рiвнi нулю, то оператор e3 має вигляд

e3 = (x2 + ξ̃1(x3, . . . , xn))∂x1 + ξ̃2(x3, . . . , xn)∂x2.

Замiною (2.11), де h1 = 0, h2 = ξ̃1(x3, . . . , xn), h
k = xk, вiн зводиться до

оператора e3 = x̃2∂x̃1 + ξ̃2(x̃3, . . . , x̃n)∂x̃2.

Якщо ξ̃2 = a = const, то можемо вибрати третiй базисний оператор
ẽ3 = e3 − ae2. В результатi приходимо до реалiзацiї (2.9).

Якщо ж ξ̃2 6= const, то без обмеження загальностi можна вважати
ξ̃2x3 6= 0, тодi виконавши замiну x̂3 = ξ̃2, x̂m = x̃m, m 6= 3, отримаємо
реалiзацiю (2.8).
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Випадок 2. Для реалiзацiї R(2A1, 2) маємо e1 = ∂x1, e2 = x2∂x1. Пiдста-
вивши оператор e3 вигляду (2.4) у комутацiйнi спiввiдношення [e1, e3] = 0

та [e2, e3] = e1, отримуємо, що

e3 = ξ1(x2, . . . , xn)∂x1 −∂x2 +ξk(x3, . . . , xn)∂xk, k= 3, . . . , n. (2.12)

Групу дифеоморфiзмiв DiffR(2A1,2) складають такi замiни змiнних:

x̃1 = x1 +h1(x2, . . . , xn), x̃2 = x2, yl =hl(x2, . . . , xn), l=3, . . . , n.

Нехай h1 задовольняє рiвняння ξ1 − h1x2 + ξkh1xk = 0, а функцiї hl —
функцiонально незалежнi розв’язки рiвняння −hx2 + ξkhxk = 0, тодi опе-
ратор (2.12) зводиться до вигляду e3 = −∂x̃2. Таким чином, приходимо
до реалiзацiї

e1 = ∂x1, e2 = x2∂x1, e3 = −∂x2, (2.13)

яка з точнiстю до перетворень ẽ1 = e1, ẽ2 = −e3, ẽ3 = e2 еквiвалентна
реалiзацiї (2.9).

Реалiзацiя (2.7) має ранг 3, отже вона нееквiвалентна реалiзацiям (2.8)
та (2.9), якi мають ранг 2. Нееквiвалентнiсть двох останнiх реалiзацiй
доведемо методом вiд супротивного.

Припустимо, що цi реалiзацiї еквiвалентнi. Тодi за означенням 2.4 iснує
автоморфiзм алгебри A3.1 та замiна змiнних x̂i = gi(x), i = 1, 2, 3, x =

(x1, x2, x3), якi зводять базис (2.9) до базису (2.8). З цих умов випливає
така система рiвнянь:

(α22α33 − α23α32)g
1
x1

= 1; (α12 + α32x2)− g1x1 + α22g
1
x2

= 0;

(α13 + x2α33)g
1
x1

+ α23g
1
x2

= g2; α22g
2
x2

=1; α23g
2
x2

= g3; α22g
3
x2

=0.

Несумiснiсть цiєї системи i доводить нееквiвалентнiсть реалiзацiй (2.8)
та (2.9). Твердження доведено.

Розглянувши аналогiчно випадки алгебр A2.1⊕A1, A3.2, . . . , A3.5, пере-
конуємося у справедливостi такої теореми.



34

Теорема 2.2. Нееквiвалентнi реалiзацiї тривимiрних розв’язних ал-
гебр Лi у просторi довiльної скiнченної кiлькостi змiнних вичерпую-
ться наведеними у таблицi 2.4.

Таблиця 2.4

Реалiзацiї тривимiрних розв’язних алгебр Лi

Алгебра N Реалiзацiї (∗)
3A1 1 ∂1, ∂2, ∂3

2 ∂1, ∂2, x3∂1 + x4∂2

3 ∂1, ∂2, x3∂1 + ϕ(x3)∂2 (∗)
4 ∂1, x2∂1, x3∂1
5 ∂1, x2∂1, ϕ (x2) ∂1 (∗)

A2.1 ⊕ A1 1 ∂1, x1∂1 + ∂3, ∂2
[e1, e2] = e1 2 ∂1, x1∂1 + x3∂2, ∂2

3 ∂1, x1∂1, ∂2
4 ∂1, x1∂1 + x2∂2, x2∂1

A3.1 1 ∂1, ∂2, x2∂1 + ∂3

[e2, e3] = e1 2 ∂1, ∂2, x2∂1 + x3∂2

3 ∂1, ∂2, x2∂1

A3.2 1 ∂1, ∂2, (x1 + x2) ∂1 + x2∂2 + ∂3

[e1, e3] = e1 2 ∂1, ∂2, (x1 + x2) ∂1 + x2∂2

[e2, e3] = e1 + e2 3 ∂1, x2∂1, x1∂1 − ∂2
A3.3 1 ∂1, ∂2, x1∂1 + x2∂2 + ∂3

[e1, e3] = e1 2 ∂1, ∂2, x1∂1 + x2∂2

[e2, e3] = e2 3 ∂1, x2∂1, x1∂1 + ∂3

4 ∂1, x2∂1, x1∂1

Aa3.4, |a|61, a 6=0, 1 1 ∂1, ∂2, x1∂1 + ax2∂2 + ∂3

[e1, e3] = e1 2 ∂1, ∂2, x1∂1 + ax2∂2

[e2, e3] = ae2 3 ∂1, x2∂1, x1∂1 + (1− a)x2∂2

Ab3.5, b > 0 1 ∂1, ∂2, (bx1 + x2)∂1 + (−x1 + bx2)∂2 + ∂3

[e1, e3] = be1 − e2 2 ∂1, ∂2, (bx1 + x2)∂1 + (−x1 + bx2)∂2

[e2, e3] = e1 + be2 3 ∂1, x2∂1, (b− x2)x1∂1 − (1 + x22)∂2
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Примiтки:

R(3A1, 3, ϕ). ϕ = ϕ(x3). Реалiзацiї R(3A1, 3, ϕ) та R(3A1, 3, ϕ̃) є еквiва-
лентними тодi i тiльки тодi, коли

x̃3 =−(α11x3 + α12ϕ(x3)− α13)/(α31x3 + α32ϕ(x3)− α33),

ϕ̃ =−(α21x3 + α22ϕ(x3)− α23)/(α31x3 + α32ϕ(x3)− α33).
(2.14)

R(3A1, 5, ϕ). ϕ = ϕ(x2), ϕ′′ 6= 0. Реалiзацiї R(3A1, 5, ϕ) та R(3A1, 5, ϕ̃) є
еквiвалентними тодi i тiльки тодi, коли

x̃2 =−(α21x2 + α22ϕ(x2)− α23)/(α11x2 + α12ϕ(x2)− α13),

ϕ̃ =−(α31x2 + α32ϕ(x2)− α33)/(α11x2 + α12ϕ(x2)− α13).
(2.15)

Розглянемо тепер побудову реалiзацiй чотиривимiрних алгебр Лi.

4A1. Побудову реалiзацiй проводимо в залежностi вiд рангу r.
Випадок 1. r = 4. Базиснi елементи зводяться до вигляду R(4A1, 1)

(див. табл. 2.6).
Випадок 2. r = 3. Виберемо базис таким чином, щоб rank〈e1, e2, e3〉 = 3,

отже e1, e2, e3 можна привести до вигляду e1 = ∂x1, e2 = ∂x2, e3 = ∂x3.

Тодi загальний вигляд четвертого базисного елемента такий

e4 = ξ1(x4, . . . , xn)∂x1 + ξ2(x4, . . . , xn)∂x2 + ξ3(x4, . . . , xn)∂x3.

Кiлькiсть функцiонально незалежних серед коефiцiєнтiв ξ1, ξ2, ξ3 може
дорiвнювати 3, 2, або 1. Виберемо такi коефiцiєнти новими незалежними
змiнними. Тодi iншi коефiцiєнти будуть функцiями вiд них. В результатi
отримуємо реалiзацiї R(4A1, 2), R(4A1, 3), R(4A1, 4).

Продовжуючи аналогiчнi мiркування у випадку 3, коли ранг реалiзацiї
дорiвнює 2 та випадку 4, коли ранг реалiзацiї дорiвнює 1, ми знайшли
решту реалiзацiй алгебри 4A1. (Див. табл. 2.6).

Нееквiвалентнiсть побудованих реалiзацiй випливає з наступної леми.
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Лема 2.2. Нехай {ea} та {ẽa} — двi реалiзацiї n-вимiрної комутатив-
ної алгебри рангу r:

ep = ∂xp, 1 6 p 6 r, ei = ψki∂xk, r < i 6 n, 1 6 k 6 r; (2.16)

ẽq = ∂x̃q , 1 6 q 6 r, ẽj = ψ̃lj∂x̃l, r < j 6 n, 1 6 l 6 r. (2.17)

Якщо цi реалiзацiї еквiвалентнi, то кiлькiсть функцiонально незале-
жних функцiй серед {ψki } та {ψ̃ki } однакова.

Доведення. Двi еквiвалентнi реалiзацiї за допомогою дифеоморфi-
змiв та автоморфiзмiв можна звести до однiєї.

Дифеоморфiзм x̃s = gs(x), 1 6 s 6 n, зводить реалiзацiю (2.16) до

e′p = gsp∂x̃s, e′i = ψkig
s
k∂x̃s. (2.18)

Автоморфiзм e′a = αbaẽb зводить реалiзацiю (2.17) до вигляду

ẽ′a = αqa∂x̃q + αjaψ̃
l
j∂x̃l. (2.19)

Припустимо, що реалiзацiї (2.18) та (2.19) збiгаються, тобто реалiза-
цiї (2.16), (2.17) еквiвалентнi. Тодi

gsp = αsp + ψ̃sjα
j
p, ψkig

s
k = αsi + ψ̃sjα

j
i,

звiдки(
(αsk) + (ψ̃sj)(α

j
p)
)

(ψki) = (αsi) + (ψ̃sj)(α
j
i).

З останньої рiвностi випливає, що кiлькiсть функцiонально незалежних
функцiй серед {ψki } та {ψ̃ki } однакова. Лему доведено.

A4.7. Алгебра A4.7 має чотири ненульовi мегаiдеали: I1 = 〈e1〉 ∼ A1,
I2 = 〈e1, e2〉 ∼ 2A1, I3 = 〈e1, e2, e3〉 ∼ A3.1, I4 = 〈e1, e2, e3, e4〉 ∼ A4.7.

Реалiзацiї тривимiрного мегаiдеалу I3 можуть бути доповненi за до-
помогою одного додаткового базисного елемента до реалiзацiй алгебри
A4.7. Цей мегаiдеал має три слабо нееквiвалентнi реалiзацiї R(A3.1, N)



37

(N = 1, 3) в класi векторних полiв Лi (див. табл. 2.4). Але, оскiльки
обмеження Aut(A4.7)IA3.1

не збiгається з Aut(A3.1), то для побудови реа-
лiзацiй алгебри A4.7 необхiдно використовувати сильно нееквiвалентнi
реалiзацiї алгебри A3.1, до яких, крiм слабо нееквiвалентних, належить
реалiзацiя (2.13). Для кожної з цих реалiзацiй виконуємо таку процеду-
ру. Представляючи четвертий базисний елемент у найбiльш загальному
виглядi e4 = ξa(x)∂a i комутуючи e4 з iншими базисними елементами,
отримуємо лiнiйну перевизначену систему диференцiальних рiвнянь з ча-
стинними похiдними першого порядку для визначення функцiй ξa. Далi
розв’язуємо цю систему i спрощуємо її загальний розв’язок за допомо-
гою перетворень x̃a = fa(x) (a = 1, n), якi зберiгають вигляд e1, e2, та
e3 розглядуваної реалiзацiї алгебри A3.3. Для знаходження пiдходящих
функцiй fa(x), розв’язуємо додаткову систему диференцiальних рiвнянь
з частинними похiдними, яка отримується з умови ei

∣∣
xa→x̃a

= (eif
a)(x)∂x̃a,

якщо x̃a = fa(x), i = 1, 3. Останнiм кроком є доведення нееквiвалентно-
стi всiх побудованих реалiзацiй.

Випадок 1. Нехай оператори e1, e2, e3 збiгаються з вiдповiдними бази-
сними елементами реалiзацiї R(A3.1, 2). Пiдставивши оператори e1, e2 та
e4 у комутацiйнi спiввiдношення [e1, e4] = 2e1, [e2, e4] = e2 приходимо до
такої системи рiвнянь на функцiї ξa:

ξ1x1 = 2, ξ2x1 = 0, ξjx1 = 0, ξ1x2 = 0, ξ2x2 = 1, ξjx2 = 0, j = 3, n,

звiдки отримуємо, що

e4 =(2x1 + ξ̃1(x̄))∂x1 +(x2 + ξ̃2(x̄))∂x2 + ξ̃j(x̄)∂xj , (2.20)

де x̄ = (x3, . . . , xn).
Пiдставивши оператор (2.20) у спiввiдношення [e3, e4] = e2 + e3, одер-

жуємо, що ξ̃2 = 0, ξ̃3 = −1. Отже,

e4 = (2x1 + ξ̃1(x̄))∂x1 + x2∂x2 − ∂x3 + ξ̃k(x̄)∂xk, k = 4, . . . , n.
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Для спрощення вигляду оператора e4 використаємо тi дифеоморфiзми,
якi не змiнюють вигляду операторiв e1, e2, e3. Виконавши замiну змiнних

x̃1 = x1 + f(x̄), x̃2 = x2, x̃3 = x3, x̃l = gl(x̄), l =4, . . . , n,

де функцiя f задовольняє умову −fx3 + ξ̃kfxk + ξ̃1 − 2f = 0, а gl —
функцiонально незалежнi розв’язки рiвняння −gx3 + ξ̃kgxk = 0, зведемо
e4 до вигляду e4 = 2x̃2∂x̃1+x̃2∂x̃2−∂x̃3. Таким чином, отримали реалiзацiю
R(A4.7, 3).

Випадок 2. Пiдстановка базисних операторiв реалiзацiї R(A3.1, 3) та
e4 у комутацiйнi спiввiдношення приводить до суперечливої умови.

Випадок 3. Оператори e1, e2, e3 мають вигляд R(A3.1, 1). Аналогiчно
до випадку 1 iз комутацiйних спiввiдношень [e1, e4] = 2e1, [e2, e4] = e2

отримуємо, що оператор e4 має вигляд (2.20). Далi, iз спiввiдношення
[e3, e4] = e2 + e3 отримуємо такi умови на коефiцiєнти ξ̃i:

ξ̃1x3 = ξ̃2, ξ̃2x3 = 1, ξ̃3x3 = 1, ξ̃kx3 = 0, k = 4, . . . , n.

Знайшовши загальний розв’язок цiєї системи, маємо

e4 =
(

2x1 + 1
2x

2
3 + x3ξ̂

2(x̂) + ξ̂1(x̂)
)
∂x1 + (x2 + x3 + ξ̂2(x̂))∂x2+

+(x3 + ξ̂3(x̂))∂x3 + ξ̂k(x̂)∂xk, x̂ =(x4, . . . , xn).

В залежностi вiд значень функцiй ξ̂k (k = 4, n) можливi два пiдвипадки.
Пiдвипадок 3.1. Якщо не всi ξ̂k дорiвнюють нулю, то виконавши замiну

x̃1 = x1 + x3g(x̂) + f(x̂), x̃2 = x2 + g(x̂),

x̃3 = x3 + h(x̂), x̃l = ul(x̂), l = 4, . . . , n,
(2.21)

де функцiї f, g, h задовольняють систему рiвнянь

ξ̂3 + ξ̂khxk − h = 0, ξ̂2 + ξ̂kgxk − g + h = 0,

ξ̂1 + ξ̂3g + ξ̂kfxk − 2f − 1
2h

2 = 0,
(2.22)



39

u4 — розв’язок рiвняння ξ̂ku4xk = 1, а ul (l = 5, . . . , n) — функцiонально
незалежнi розв’язки рiвняння ξ̂kuxk = 0, зводимо оператор e4 до вигля-
ду e4 =

(
2x̃1 + 1

2x̃
2
3

)
∂x̃1 + (x̃2 + x̃3)∂x̃2 + x̃3∂x̃3 + ∂x̃4. Отже, прийшли до

реалiзацiї R(A4.7, 1).
Пiдвипадок 3.2. Якщо ж всi ξ̂k ≡ 0, то виконавши замiну змiнних

(2.21), де функцiї f, g, h задовольняють систему рiвнянь (2.22), а ul = xl

(l = 4, n), зводимо оператор e4 до вигляду

e4 =
(
2x̃1 + 1

2x̃
2
3

)
∂x̃1 + (x̃2 + x̃3)∂x̃2 + x̃3∂x̃3.

Тобто, отримали реалiзацiю R(A4.7, 2).
Випадок 4. Оператори e1, e2, e3 мають вигляд (2.13). Комутацiйнi спiв-

вiдношення приводять до такої системи на функцiї ξa:

[e1, e4] = 2e1 ⇒ ξ1x1 = 2, ξ2x1 = 0, ξkx1 = 0,

[e2, e4] = e1 ⇒ ξ2 = x2, k = 3, n,

[e3, e4] = e2 + e3 ⇒ ξ1x2 = −x2, ξ2x2 = 1, ξkx2 = 0,

загальний розв’язок якої

ξ1 = 2x1 − 1
2x

2
2 + ξ̃1(x̄), ξ2 = x2, ξk = ξ̃k(x̄), x̄ = (x3, . . . , xn).

Отже, оператор e4 має вигляд

e4 = (2x1 − 1
2x

2
2 + ξ̃1(x̄))∂x1 + x2∂x2 + ξ̃k(x̄)∂xk, (2.23)

В залежностi вiд значень функцiй ξ̃k (k = 3, n) можливi два пiдвипадки.
Пiдвипадок 4.1. Якщо не всi ξ̃k дорiвнюють нулю, то замiна

x̃1 = x1 + f(x̄), x̃2 = x2, x̃l = ul(x̄), l = 3, . . . , n, (2.24)

де функцiя f визначається з рiвняння

−2f + ξ̃1 + ξ̃kfxk = 0, (2.25)

u3 задовольняє диференцiальне рiвняння ξ̃ku3xk = 1, а ul (l = 4, n) —
функцiонально незалежнi розв’язки рiвняння ξ̃kuxk = 0, зводить опера-
тор (2.23) до вигляду e4 = (2x̃1 − 1

2x̃
2
2)∂x̃1 + x̃2∂x̃2 + ∂x̃3. Таким чином,

прийшли до реалiзацiї R(A4.7, 4).
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Пiдвипадок 4.2. Якщо ж всi ξ̃k ≡ 0, то виконавши замiну змiнних
(2.24), де функцiя f задовольняє умову (2.25), а ul = xl (l = 3, n),
зводимо оператор e4 до вигляду e4 = (2x̃1 − 1

2x̃
2
2)∂x̃1 + x̃2∂x̃2. Отже,

отримали реалiзацiю R(A4.7, 5).
Для доведення нееквiвалентностi побудованих реалiзацiй поставимо у

вiдповiднiсть реалiзацiїR(A4.7, N), (N = 1, 5) впорядковану трiйку чисел
(rN2, rN3, rN4), де rNj = rankR(A4.7, N)

∣∣
Ij
, тобто rNj дорiвнює рангу ба-

зисних елементiв мегаiдеалiв Ij в реалiзацiї R(A4.7, N), (j = 2, 4):

R(A4.7, 1) −→ (2, 3, 4); R(A4.7, 2) −→ (2, 3, 3);

R(A4.7, 3) −→ (2, 2, 3); R(A4.7, 4) −→ (1, 2, 3); R(A4.7, 5) −→ (1, 2, 2).

Оскiльки усiм реалiзацiям вiдповiдають рiзнi трiйки чисел, то згiдно з
наслiдком 2.2 з леми 2.1 цi реалiзацiї нееквiвалентнi.
A4.10. Алгебра A4.10 має чотири ненульовi мегаiдеали: I1 = 〈e1, e2〉 ∼

2A1, I2 = 〈e1, e2, e3〉 ∼ A3.3, I3 = 〈e1, e2, e4〉 ∼ A3.5, I4 = 〈e1, e2, e3, e4〉 ∼
A4.10. Реалiзацiї двох тривимiрних мегаiдеалiв I2 та I3 можна доповни-
ти за допомогою одного додаткового базисного елемента до реалiзацiй
алгебри A4.10. Далi з цiєю метою використовуємо I2. Цей мегаiдеал має
чотири нееквiвалентнi реалiзацiї R(A3.3, N) (N = 1, 4) в класi векторних
полiв Лi (див. табл. 2.4). Шукаємо четвертий базисний елемент у най-
бiльш загальному виглядi e4 = ξa(x)∂a. Комутуючи e4 з iншими базисни-
ми елементами кожної з цих реалiзацiй, отримуємо лiнiйну перевизначе-
ну систему диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними першого
порядку для визначення функцiй ξa.

Таким чином, для реалiзацiї R(A3.3, 1) пiдстановка операторiв у кому-
тацiйнi спiввiдношення приводять до такої системи на функцiї ξa:

ξ11 = 0, ξ12 = 1, ξ13 = ξ1 − x2, ξ21 = −1, ξ22 = 0, ξ23 = ξ2 + x1,

ξk1 = 0, ξk2 = 0, ξk3 = 0, k = 3, n.

Її загальний розв’язок складають функцiї:

ξ1 = x2 + θ1(x̂)ex3, ξ2 = −x1 + θ2(x̂)ex3, ξk = θk(x̂), k = 3, n,
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де θa (a = 1, n) — довiльна гладка функцiя змiнних x̂ = (x4, . . . , xn).

Вигляд операторiв e1, e2, та e3 не змiнюють тiльки перетворення

x̃1 =x1 +f 1(x̂)ex3, x̃2 =x2 +f 2(x̂)ex3, x̃3 =x3 +f 3(x̂), x̃α =fα(x̂),

де fa (a = 1, n) — довiльнi гладкi функцiї x̂ та fα (α = 4, n) є функцiо-
нально незалежними. В залежностi вiд значень функцiй-параметрiв θk

(k = 3, n) iснує три можливих канонiчних форми e4:

∃ α : θα 6= 0 ⇒ e4= x2∂1 − x1∂2 + ∂4 (реалiзацiяR(A4.10, 1));

θα =0, θ3 6=const ⇒ e4= x2∂1 − x1∂2 + x4∂3 (реалiзацiяR(A4.10, 2));

θα =0, θ3 =const ⇒ e4= x2∂1 − x1∂2 + C∂3 (реалiзацiяR(A4.10,3,C)).

Тут C — довiльнi сталi.
Проведено подiбнi обчислення для iнших реалiзацiї алгебри A3.3. Далi

для кожної з них наводимо коротко тiльки загальний розв’язок системи
диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними на коефiцiєнти ξa, пе-
ретворення, якi зберiгають форму операторiв e1, e2, e3 у розглядуванiй
реалiзацiї алгебри A3.3, та вiдповiдну реалiзацiю алгебри A4.10.

R(A3.3, 2): ξ1 = x2, ξ
2 = −x1, ξk = θk(x̄), k = 3, n, x̄ = (x3, . . . , xn);

x̃1 = x1, x̃2 = x2, x̃k = fk(x̄);

R(A4.10, 5) якщо ∃k: θk 6= 0 та R(A4.10, 6) якщо θk = 0.

R(A3.3, 3): ξ1 = −x1x2 + θ1(x′)ex3, ξ2 = −(1 + x22), ξ
k = θk(x′);

x̃1 = x1 + f 1(x′)ex3, x̃2 = x2, x̃3 = x3 + f 3(x′), x̃α = fα(x′);

R(A4.10, 4); k = 3, n, α = 4, n, x′ = (x2, x4, x5, . . . , xn).

R(A3.3, 4): ξ1 = −x1x2, ξ2 = −(1 + x22), ξ
k = θk(x̌),

x̃1 = x1, x̃2 = x2, x̃k = fk(x̌);

R(A4.10, 7); k = 3, n, x̌ = (x2, . . . , xn).

Тут θa (a = 1, n) — довiльнi гладкi функцiї своїх аргументiв та fa (a =

1, n) — такi гладкi функцiї своїх аргументiв, що вiдповiдне перетворення
змiнних x є невиродженим.
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Для доведення нееквiвалентностi побудованих реалiзацiй поставимо у
вiдповiднiсть N -тiй реалiзацiї впорядковану четвiрку цiлих чисел (rN1,

rN2, rN3, rN4), де rNj = rankR(A4.10, N)
∣∣
Ij
, (N = 1, 7, j = 1, 4):

R(A4.10, 1) −→ (2, 3, 3, 4); R(A4.10, 2) −→ (2, 3, 3, 3);

R(A4.10, 3, C)→ (2, 3, 3, 3) якщо C 6=0 та R(A4.10, 3, 0)→ (2, 3, 2, 3);

R(A4.10, 4) −→ (1, 2, 2, 3); R(A4.10, 5) −→ (2, 2, 3, 3);

R(A4.10, 6) −→ (2, 2, 2, 2); R(A4.10, 7) −→ (1, 1, 2, 2).

Нееквiвалентнiсть реалiзацiй, яким вiдповiдають рiзнi набори чисел, ви-
пливає з леми 2.1. Набори рангiв мегаiдеалiв збiгаються тiльки для двох
пар реалiзацiй: (R(A4.10, 2), R(A4.10, 3,C)) та (R(A4.10, 3,C), R(A4.10, 3,C̃))

де C, C̃ 6= 0. Нееквiвалентнiсть цих реалiзацiй доводимо iншим способом,
тобто методом вiд супротивного.

Припустимо, що реалiзацiї R(A4.10, 2) та R(A4.10, 3, C) є еквiвалентни-
ми i зафiксуємо їх базиси, як вказано в таблицi 2.5. Тодi, за означен-
ням еквiвалентностi iснує автоморфiзм алгебри A4.10 ẽµ = ανµeν (див.
табл. A.3) та замiна змiнних x̃a = ga(x), яка перетворює базис R(A4.10, 2)

в базис R(A4.10, 3, C). (Тут µ, ν = 1, 4, a = 1, n.) З цих умов випливає,
що функцiя g3 задовольняє таку систему диференцiальних рiвнянь з ча-
стинними похiдними:

g31 = 0, g32 = 0, g33 = 1, x4g
3
3 = C

з якої слiдує суперечливе рiвняння x4 = C. Отже цi реалiзацiї є нееквi-
валентними. Так само одержуємо, що реалiзацiї R(A4.10, 3, C) та R(A4.10,

3, C̃) є еквiвалентними тодi i тiльки тодi, коли C = C̃.

Провiвши аналогiчнi мiркування для решти дiйсних чотиривимiрних
алгебр Лi, переконуємося у справедливостi такої теореми.

Теорема 2.3. Нееквiвалентнi реалiзацiї дiйсних чотиривимiрних розв’я-
зних алгебр Лi вичерпуються наведеними в таблицях 2.5, 2.6.
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Таблиця 2.5
Реалiзацiї дiйсних нерозкладних розв’язних

чотиривимiрних алгебр Лi

Алгебра N Реалiзацiя (∗)
A4.1 1 ∂1, ∂2, ∂3, x2∂1 + x3∂2 + ∂4

[e2, e4] = e1 2 ∂1, ∂2, ∂3, x2∂1 + x3∂2 + x4∂3

[e3, e4] = e2 3 ∂1, ∂2, ∂3, x2∂1 + x3∂2

4 ∂1, ∂2, x3∂1 + x4∂2, x2∂1 + x4∂3 − ∂4
5 ∂1, ∂2, −1

2
x23∂1 + x3∂2, x2∂1 − ∂3

6 ∂1, x2∂1, ∂3, x2x3∂1 − ∂2
7 ∂1, x2∂1, x3∂1, −∂2 − x2∂3
8 ∂1, x2∂1, 1

2
x22∂1, −∂2

Ab4.2, b 6= 0 1 ∂1, ∂2, ∂3, bx1∂1 + (x2 + x3)∂2 + x3∂3 + ∂4

[e1, e4] = be1 2 ∂1, ∂2, ∂3, bx1∂1 + (x2 + x3)∂2 + x3∂3

[e2, e4] = e2 3 ∂1, ∂2, x4∂1 + x3∂2, bx1∂1 + x2∂2 + (b− 1)x4∂4 − ∂3
[e3, e4] = e2+e3 4 ∂1, ∂2, x3∂2, bx1∂1 + x2∂2 − ∂3

5 ∂1, x2∂1, ∂3, (bx1 + x2x3)∂1 + (b− 1)x2∂2 + x3∂3

6 ∂1, x2∂1, x3∂1, bx1∂1 + (b− 1)x2∂2 + ((b− 1)x3 − x2)∂3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b 6= 1 7 ∂1, ∂2, e(1−b)x3∂1 + x3∂2, bx1∂1 + x2∂2 − ∂3

8 ∂1, x2∂1, x2
1−b ln |x2|∂1, bx1∂1 + (b− 1)x2∂2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

b = 1 7 ∂1, x2∂1, ∂3, (x1 + x2x3)∂1 + x3∂3 + ∂4

A4.3 1 ∂1, ∂2, ∂3, x1∂1 + x3∂2 + ∂4

[e1, e4] = e1 2 ∂1, ∂2, ∂3, x1∂1 + x3∂2 + x4∂3

[e3, e4] = e2 3 ∂1, ∂2, ∂3, x1∂1 + x3∂2

4 ∂1,∂2, x3∂1 + x4∂2, x1∂1 + x3∂3 − ∂4
5 ∂1, ∂2, εe−x3∂1 + x3∂2, x1∂1 − ∂3,
6 ∂1, x2∂1, ∂3, (x1 + x2x3)∂1 + x2∂2

7 ∂1, x2∂1, x3∂1, x1∂1 + x2∂2 + (x3 − x2)∂3
8 ∂1, x2∂1, −x2 ln |x2|∂1, x1∂1 + x2∂2

A4.4 1 ∂1, ∂2, ∂3, (x1 + x2)∂1 + (x2 + x3)∂2 + x3∂3 + ∂4

[e1, e4] = e1 2 ∂1, ∂2, ∂3, (x1 + x2)∂1 + (x2 + x3)∂2 + x3∂3

[e2, e4] = e1+e2 3 ∂1, ∂2, x3∂1 + x4∂2, (x1 + x2)∂1 + x2∂2 + x4∂3 − ∂4
[e3, e4] = e2+e3 4 ∂1, ∂2, −1

2
x23∂1 + x3∂2, (x1 + x2)∂1 + x2∂2 − ∂3

5 ∂1, x2∂1, ∂3, (x1 + x2x3)∂1 − ∂2 + x3∂3

6 ∂1, x2∂1, x3∂1, x1∂1 − ∂2 − x2∂3
7 ∂1, x2∂1, 1

2
x22∂1, x1∂1 − ∂2
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Продовження табл. 2.5.
Алгебра N Реалiзацiя (∗)

Aa,b,c4.5 , abc 6= 0 1 ∂1, ∂2, ∂3, ax1∂1 + bx2∂2 + cx3∂3 + ∂4

[e1, e4] = ae1 2 ∂1, ∂2, ∂3, ax1∂1 + bx2∂2 + cx3∂3

[e2, e4] = be2 3 ∂1, ∂2, x3∂1+x4∂2, ax1∂1+bx2∂2+(a−c)x3∂3+(b−c)x4∂4
[e3, e4] = ce3 4 ∂1, x2∂1, x3∂1, ax1∂1 + (a− b)x2∂2 + (a− c)x3∂3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a = b = c = 1 5 ∂1, ∂2, x3∂1 + x4∂2, x1∂1 + x2∂2 + ∂5

6 ∂1, ∂2, x3∂1 + ϕ(x3)∂2, x1∂1 + x2∂2 + ∂4 (∗)
7 ∂1, ∂2, x3∂1 + ϕ(x3)∂2, x1∂1 + x2∂2 (∗)
8 ∂1, x2∂1, x3∂1, x1∂1 + ∂4

9 ∂1, x2∂1, ϕ(x2)∂1, x1∂1 + ∂3 (∗)
10 ∂1, x2∂1, ϕ(x2)∂1, x1∂1 (∗)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a = b = 1, 5 ∂1, x2∂1, ∂3, x1∂1 + cx3∂3 + ∂4

c 6= 1 6 ∂1, x2∂1, ∂3, x1∂1 + cx3∂3

7 ∂1, ∂2, e(1−c)x3∂1, x1∂1 + x2∂2 + ∂3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−16 a< b< 1, 5 ∂1, ∂2, ε1e(a−1)x3∂1 + ε2e

(b−1)x3∂2, ax1∂1 + bx2∂2 + ∂3 (∗)
c = 1; b > 0 6 ∂1, x2∂1, ∂3, ax1∂1 + (a− b)x2∂2 + x3∂3

якщо a = −1 7 ∂1, e(a−b)x2∂1, e(a−1)x2∂1, ax1∂1 + ∂2

Aa,b4.6, a > 0 1 ∂1, ∂2, ∂3, ax1∂1 + (bx2 + x3)∂2 + (−x2 + bx3)∂3 + ∂4

[e1, e4] = ae1 2 ∂1, ∂2, ∂3, ax1∂1 + (bx2 + x3)∂2 + (−x2 + bx3)∂3

[e2, e4] = be2−e3 3 ∂1, ∂2, x3∂1 + x4∂2,
(ax1−x2x3)∂1 + (b−x4)x2∂2 + (a−b−x4)x3∂3 − (1+x24)∂4

[e3, e4] = e2 +be3 4 ∂1, ∂2, εe(b−a) arctanx3
√

1 + x23∂1 + x3∂2,
(ax1−εx2e(b−a) arctanx3

√
1 + x23 )∂1+(b−x3)x2∂2−(1+x23)∂3

5 ∂1, x2∂1, x3∂1, ax1∂1+((a−b)x2+x3)∂2+(−x2+(a−b)x3)∂3
6 ∂1, e(a−b)x2 cosx2∂1, −e(a−b)x2 sinx2∂1, ax1∂1 + ∂2

A4.7 1 ∂1, ∂2, x2∂1 + ∂3, (2x1 + 1
2
x23)∂1 + (x2 + x3)∂2 + x3∂3 + ∂4

[e2, e3] = e1 2 ∂1, ∂2, x2∂1 + ∂3, (2x1 + 1
2
x23)∂1 + (x2 + x3)∂2 + x3∂3

[e1, e4] = 2e1 3 ∂1, ∂2, x2∂1 + x3∂2, 2x1∂1 + x2∂2 − ∂3
[e2, e4] = e2 4 ∂1, x2∂1, −∂2, (2x1 − 1

2
x22)∂1 + x2∂2 + ∂3

[e3, e4] = e2 + e3 5 ∂1, x2∂1, −∂2, (2x1 − 1
2
x22)∂1 + x2∂2

Примiтки:
R(A1,1,1

4.5 , N, ϕ), N = 6, 7. РеалiзацiїR(A1,1,1
4.5 , N, ϕ) таR(A1,1,1

4.5 , N, ϕ̃) є ек-
вiвалентними тодi i тiльки тодi, коли виконується умова (2.14), де
α41 = α42 = α43 = 0, ϕ = ϕ(x3), ϕ̃ = ϕ̃(x̃3).
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Продовження табл. 2.5.
Алгебра N Реалiзацiя (∗)

Ab4.8, |b| 6 1 1 ∂1, ∂2, x2∂1 + ∂3, (1 + b)x1∂1 + x2∂2 + bx3∂3 + ∂4

[e2, e3] = e1 2 ∂1, ∂2, x2∂1 + ∂3, (1 + b)x1∂1 + x2∂2 + bx3∂3

[e1, e4] =(1+b)e1 3 ∂1, ∂2, x2∂1 + x3∂2, (1 + b)x1∂1 + x2∂2 + (1− b)x3∂3
[e2, e4] = e2 4 ∂1, ∂2, x2∂1, (1 + b)x1∂1 + x2∂2 + ∂3

[e3, e4] = be3 5 ∂1, ∂2, x2∂1, (1 + b)x1∂1 + x2∂2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b = 1 6 ∂1, ∂2, x2∂1 + x3∂2, 2x1∂1 + x2∂2 + ∂4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b = −1 6 ∂1, ∂2, x2∂1 + ∂3, x4∂1 + x2∂2 − x3∂3

7 ∂1, ∂2, x2∂1, x3∂1 + x2∂2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b 6= ±1 6 ∂1, x2∂1, −∂2, (1 + b)x1∂1 + bx2∂2 + ∂3

7 ∂1, x2∂1, −∂2, (1 + b)x1∂1 + bx2∂2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b = 0 8 ∂1, ∂2, x2∂1 + ∂3, x1∂1 + x2∂2 + x4∂3

9 ∂1, ∂2, x2∂1 + ∂3, x1∂1 + x2∂2 + C∂3 (∗)

Aa4.9, a > 0 1 ∂1, ∂2, x2∂1 + ∂3,
[e2, e3] = e1

1
2
(4ax1 + x23 − x22)∂1 + (ax2 + x3)∂2 + (−x2 + ax3)∂3 + ∂4

[e1, e4] = 2ae1 2 ∂1, ∂2, x2∂1 + ∂3,
[e2, e4] = ae2−e3 1

2
(4ax1 + x23 − x22)∂1 + (ax2 + x3)∂2 + (−x2 + ax3)∂3

[e3, e4] = e2+ae3 3 ∂1, ∂2, x2∂1+x3∂2, (2ax1− 1
2
x22)∂1+(a−x3)x2∂2−(1+x23)∂3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a = 0 4 ∂1, ∂2, x2∂1 + ∂3, 1
2
(x23 − x22 + 2x4)∂1 + x3∂2 − x2∂3

A4.10 1 ∂1, ∂2, x1∂1 + x2∂2 + ∂3, x2∂1 − x1∂2 + ∂4

[e1, e3] = e1 2 ∂1, ∂2, x1∂1 + x2∂2 + ∂3, x2∂1 − x1∂2 + x4∂3

[e2, e3] = e2 3 ∂1, ∂2, x1∂1 + x2∂2 + ∂3, x2∂1 − x1∂2 + C∂3 (∗)
[e1, e4] = −e2 4 ∂1, x2∂1, x1∂1 + ∂3, −x1x2∂1 − (1 + x22)∂2

[e2, e4] = e1 5 ∂1, ∂2, x1∂1 + x2∂2, x2∂1 − x1∂2 + ∂3

6 ∂1, ∂2, x1∂1 + x2∂2, x2∂1 − x1∂2
7 ∂1, x2∂1, x1∂1, −x1x2∂1 − (1 + x22)∂2

Примiтки:

R(A1,1,1
4.5 , N, ϕ), N = 9, 10. ϕ = ϕ(x2), ϕ

′′ 6= 0. Реалiзацiї R(A1,1,1
4.5 , N, ϕ) та

R(A1,1,1
4.5 , N, ϕ̃) є еквiвалентними тодi i тiльки тодi, коли виконується

умова (2.15), де α41 = α42 = α43 = 0, ϕ̃ = ϕ̃(x̃2).

R(Aa,b,c
4.5 , 5, (ε1, ε2)), де −1 6 a < b < c = 1; b > 0, якщо a = −1.

εi ∈ {0; 1}, (ε1, ε2) 6= (0, 0) (можливi три варiанти). Всi варiанти
є нееквiвалентними.
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R(A0
4.8, 9, C). C 6= 0 (оскiльки R(A0

4.8, 9, 0) = R(A0
4.8, 2)).

R(A4.10, 3, C). C — довiльна дiйсна стала.

Таблиця 2.6
Реалiзацiї дiйсних розкладних розв’язних чотиривимiрних

алгебр Лi

Алгебра N Реалiзацiя (∗)
4A1 1 ∂1, ∂2, ∂3, ∂4

2 ∂1, ∂2, ∂3, x4∂1 + x5∂2 + x6∂3

3 ∂1, ∂2, ∂3, x4∂1 + x5∂2 + θ(x4, x5)∂3 (∗)
4 ∂1, ∂2, ∂3, x4∂1 + ϕ(x4)∂2 + ψ(x4)∂3 (∗)
5 ∂1, ∂2, x3∂1 + x4∂2, x5∂1 + x6∂2

6 ∂1, ∂2, x3∂1 + x4∂2, x5∂1 + θ(x3, x4, x5)∂2 (∗)
7 ∂1, ∂2, x3∂1 + ϕ(x3, x4)∂2, x4∂1 + ψ(x3, x4)∂2 (∗)
8 ∂1, ∂2, x3∂1 + ϕ(x3)∂2, θ(x3)∂1 + ψ(x3)∂2 (∗)
9 ∂1, x2∂1, x3∂1, x4∂1

10 ∂1, x2∂1, x3∂1, θ(x2, x3)∂1 (∗)
11 ∂1, x2∂1, ϕ(x2)∂1, ψ(x2)∂1 (∗)

A2.1 ⊕ 2A1 1 ∂1, x1∂1 + ∂4, ∂2, ∂3

2 ∂1, x1∂1 + x4∂2 + x5∂3, ∂2, ∂3

[e1, e2] = e1 3 ∂1, x1∂1 + x4∂2 + ϕ(x4)∂3, ∂2, ∂3 (∗)
4 ∂1, x1∂1, ∂2, ∂3

5 ∂1, x1∂1 + x3∂3, ∂2, x3∂1 + x4∂2

6 ∂1, x1∂1 + x3∂3, ∂2, x3∂1

7 ∂1, x1∂1 + ∂4, ∂2, x3∂2

8 ∂1, x1∂1 + x4∂2, ∂2, x3∂2

9 ∂1, x1∂1 + ϕ(x3)∂2, ∂2, x3∂2 (∗)
10 ∂1, x1∂1 + x2∂2 + x3∂3, x2∂1, x3∂1

2A2.1 1 ∂1, x1∂1 + ∂3, ∂2, x2∂2 + ∂4

2 ∂1, x1∂1 + ∂3, ∂2, x2∂2 + x4∂3

[e1, e2] = e1 3 ∂1, x1∂1 + ∂3, ∂2, x2∂2 + C∂3 (∗)
[e3, e4] = e3 4 ∂1, x1∂1 + x3∂2, ∂2, x2∂2 + x3∂3

5 ∂1, x1∂1, ∂2, x2∂2

6 ∂1, x1∂1 + x2∂2, x2∂1, −x2∂2 + ∂3

7 ∂1, x1∂1 + x2∂2, x2∂1, −x2∂2
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Продовження табл. 2.6.
Алгебра N Реалiзацiя (∗)

A3.1 ⊕A1 1 ∂1, ∂3, x3∂1 + ∂4, ∂2

2 ∂1, ∂3, x3∂1 + x4∂2 + x5∂3, ∂2

[e2, e3] = e1 3 ∂1, ∂3, x3∂1 + ϕ(x4)∂2 + x4∂3, ∂2 (∗)
4 ∂1, ∂3, x3∂1 + x4∂2, ∂2

5 ∂1, ∂3, x3∂1, ∂2

6 ∂1, ∂3, x3∂1 + ∂4, x2∂1

7 ∂1, ∂3, x3∂1 + x4∂3, x2∂1

8 ∂1, ∂3, x3∂1 + ϕ(x2)∂3, x2∂1 (∗)

A3.2 ⊕A1 1 ∂1, ∂2, (x1 + x2)∂1 + x2∂2 + ∂3, ∂4

2 ∂1, ∂2, (x1 + x2)∂1 + x2∂2 + ∂3, x4∂3

[e1, e3] = e1 3 ∂1, ∂2, (x1 + x2)∂1 + x2∂2, ∂3

[e2, e3] = e1 + e2 4 ∂1, ∂2, (x1 + x2)∂1 + x2∂2 + ∂3, x4e
x3(x3∂1 + ∂2)

5 ∂1, ∂2, (x1 + x2)∂1 + x2∂2 + ∂3, e
x3(x3∂1 + ∂2)

6 ∂1, ∂2, (x1 + x2)∂1 + x2∂2 + ∂3, e
x3∂1

7 ∂1, x2∂1, x1∂1 − ∂2, ∂3
8 ∂1, x2∂1, x1∂1 − ∂2, x3e−x2∂1
9 ∂1, x2∂1, x1∂1 − ∂2, e−x2∂1

A3.3 ⊕A1 1 ∂1, ∂2, x1∂1 + x2∂2 + ∂3, ∂4

2 ∂1, ∂2, x1∂1 + x2∂2 + ∂3, x4∂3

[e1, e3] = e1 3 ∂1, ∂2, x1∂1 + x2∂2, ∂3

[e2, e3] = e2 4 ∂1, ∂2, x1∂1 + x2∂2 + ∂3, e
x3(∂1 + x4∂2)

5 ∂1, ∂2, x1∂1 + x2∂2 + ∂3, e
x3∂1

6 ∂1, x2∂1, x1∂1 + ∂3, ∂4

7 ∂1, x2∂1, x1∂1 + ∂3, x4∂3

8 ∂1, x2∂1, x1∂1 + ∂3, ϕ(x2)∂3 (∗)
9 ∂1, x2∂1, x1∂1 + ∂3, e

x3∂1

Aa3.4 ⊕A1 1 ∂1, ∂2, x1∂1 + ax2∂2 + ∂3, ∂4

|a| 6 1, a 6= 0, 1 2 ∂1, ∂2, x1∂1 + ax2∂2 + ∂3, x4∂3

[e1, e3] = e1 3 ∂1, ∂2, x1∂1 + ax2∂2, ∂3

[e2, e3] = ae2 4 ∂1, ∂2, x1∂1 + ax2∂2 + ∂3, e
x3∂1 + x4e

ax3∂2

5 ∂1, ∂2, x1∂1 + ax2∂2 + ∂3, e
x3∂1 + eax3∂2

6 ∂1, ∂2, x1∂1 + ax2∂2 + ∂3, e
x3∂1

7 ∂1, x2∂1, x1∂1 + (1− a)x2∂2, ∂3
8 ∂1, x2∂1, x1∂1 + (1− a)x2∂2, x3|x2|

1
1−a∂1

9 ∂1, x2∂1, x1∂1 + (1− a)x2∂2, |x2|
1

1−a∂1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a 6= −1 10 ∂1, ∂2, x1∂1 + ax2∂2 + ∂3, e

ax3∂2
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Продовження табл. 2.6.
Алгебра N Реалiзацiя (∗)

Ab3.5 ⊕A1, b > 0 1 ∂1, ∂2, (bx1 + x2)∂1 + (−x1 + bx2)∂2 + ∂3, ∂4

2 ∂1, ∂2, (bx1 + x2)∂1 + (−x1 + bx2)∂2 + ∂3, x4∂3

[e1, e3] = be1−e2 3 ∂1, ∂2, (bx1 + x2)∂1 + (−x1 + bx2)∂2, ∂3

[e2, e3] = e1 +be2 4 ∂1, ∂2, (bx1+x2)∂1+(−x1+bx2)∂2+∂3, x4e
bx3(cosx3∂1−

sinx3∂2)

5 ∂1, ∂2, (bx1 +x2)∂1 + (−x1 + bx2)∂2 + ∂3, e
bx3(cosx3∂1−

sinx3∂2)

6 ∂1, x2∂1, (b− x2)x1∂1 − (1 + x22)∂2, ∂3

7 ∂1, x2∂1, (b−x2)x1∂1−(1+x22)∂2, x3
√

1 + x22 e
−b arctanx2∂1

8 ∂1, x2∂1, (b−x2)x1∂1− (1+x22)∂2,
√

1 + x22 e
−b arctanx2∂1

Примiтки:
R(4A1, 3, θ). θ = θ(x4, x5). Реалiзацiї R(4A1, 3, θ) та R(4A1, 3, θ̃) є еквiва-

лентними тодi i тiльки тодi, коли

ξ̃a = −(ξbαba − α4a)/(ξ
cαc4 − α44), (2.26)

де ξ1 = x4, ξ
2 = x5, ξ

3 = θ(x4, x5), ξ̃
1 = x̃4, ξ̃

2 = x̃5, ξ̃
3 = θ̃(x̃4, x̃5),

a, b, c = 1, 3.

R(4A1, 4, (ϕ, ψ)). ϕ = ϕ(x4), ψ = ψ(x4). Реалiзацiї R(4A1, 4, (ϕ, ψ)) та
R(4A1, 4, (ϕ̃, ψ̃)) є еквiвалентними тодi i тiльки тодi, коли задоволь-
няється умова (2.26), де ξ1 = x4, ξ

2 = ϕ(x4), ξ
3 = ψ(x4), ξ̃

1 = x̃4,

ξ̃2 = ϕ̃(x̃4), ξ̃
3 = ψ̃(x̃4).

R(4A1, 6, θ). θ = θ(x3, x4, x5). Реалiзацiї R(4A1, 3, θ) та R(4A1, 3, θ̃) є еквi-
валентними тодi i тiльки тодi, коли

(ξikαk,2+j − α2+i,2+j)ξ̃
jl = −(ξikαkl − α2+i,l), (2.27)

де ξ11 = x3, ξ
12 = x4, ξ

21 = x5, ξ
22 = θ(x3, x4, x5), ξ̃

11 = x̃3, ξ̃
12 = x̃4,

ξ̃21 = x̃5, ξ̃
22 = θ̃(x̃3, x̃4, x̃5), i, j, k, l = 1, 2.

R(4A1, 7, (ϕ, ψ)). ϕ=ϕ(x3, x4), ψ=ψ(x3, x4). Реалiзацiї R(4A1, 7, (ϕ, ψ))

та R(4A1, 7, (ϕ̃, ψ̃)) є еквiвалентними тодi i тiльки тодi, коли задо-
вольняється умова (2.27), де ξ11 = x3, ξ

12 = ϕ(x3, x4), ξ
21 = x4,

ξ22 = ψ(x3, x4), ξ̃
11 = x̃3, ξ̃

12 = ϕ̃(x̃3, x̃4), ξ̃
21 = x̃4, ξ̃

22 = ψ̃(x̃3, x̃4).
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R(4A1, 8, (ϕ, ψ, θ)). ϕ = ϕ(x3), ψ = ψ(x3), θ = θ(x3) та вектор-функцiї
(x3, ϕ) i (θ, ψ) є лiнiйно незалежними. Реалiзацiї R(4A1, 8, (ϕ, ψ, θ))

та R(4A1, 8, (ϕ̃, ψ̃, θ̃)) є еквiвалентними тодi i тiльки тодi, коли за-
довольняється умова (2.27), де ξ11 = x3, ξ

12 = ϕ(x3), ξ
21 = θ(x3),

ξ22 = ψ(x3), ξ̃
11 = x̃3, ξ̃

12 = ϕ̃(x̃3), ξ̃
21 = θ̃(x̃3), ξ̃

22 = ψ̃(x̃3).

R(4A1, 10, θ). θ = θ(x2, x3), функцiя θ не є лiнiйною вiдносно x2, x3. Реа-
лiзацiї R(4A1, 10, θ) та R(4A1, 10, θ̃) є еквiвалентними тодi i тiльки
тодi, коли

(ξaα1,b+1 − αa+1,b+1)ξ̃
b = −(ξaα11 − αa1), (2.28)

де ξ1 = x2, ξ
2 = x3, ξ

3 = θ(x2, x3), ξ
1 = x̃2, ξ

2 = x̃3, ξ
3 = θ̃(x̃2, x̃3),

a, b = 1, 3.

R(4A1, 11, (ϕ, θ)). ϕ = ϕ(x2), ψ = ψ(x2) i функцiї 1, x2, ϕ та ψ лiнiйно
незалежнi. Реалiзацiї R(4A1, 11, (ϕ, θ)) та R(4A1, 11, (ϕ̃, θ̃)) є еквiва-
лентними тодi i тiльки тодi, коли задовольняється умова (2.28), де
ξ1 = x2, ξ

2 = ϕ(x2), ξ
3 = ψ(x2), ξ

1 = x̃2, ξ
2 = ϕ̃(x̃2), ξ

3 = ψ̃(x̃2).

R(A2.1 ⊕ 2A1, 3, ϕ). ϕ = ϕ(x4). Реалiзацiї R(A2.1 ⊕ 2A1, 3, ϕ) i R(A2.1 ⊕
2A1, 3, ϕ̃) є еквiвалентними тодi i тiльки тодi, коли
x̃4 = −α23 + α33x4 + α43ϕ, ϕ̃ = −α24 + α34x4 + α44ϕ

(ϕ̃ = ϕ̃(x̃4), α22 = 1, α12 = α13 = α14 = α31 = α32 = α41 = α42 = 0).

R(A2.1 ⊕ 2A1, 9, ϕ). ϕ = ϕ(x3). Реалiзацiї R(A2.1 ⊕ 2A1, 9, ϕ) та R(A2.1 ⊕
2A1, 9, ϕ̃) є еквiвалентними тодi i тiльки тодi, коли
x̃3 = −(α33x3−α43)/(α34x3−α44), ϕ̃ = (α33+α34x̃3)ϕ−(α23+α24x̃3)

(ϕ̃ = ϕ̃(x̃3), α22 = 1, α12 = α13 = α14 = α31 = α32 = α41 = α42 = 0).

R(2A2.1, 3, C). |C| 6 1. Якщо C 6= C̃ (|C| 6 1, |C̃| 6 1), то реалiзацiї
R(2A2.1, 3, C) i R(2A2.1, 3, C̃) нееквiвалентнi.

R(A3.1 ⊕ A1, 3, ϕ). ϕ = ϕ(x4). Реалiзацiї R(A3.1 ⊕ A1, 3, ϕ) та R(A3.1 ⊕
A1, 3, ϕ̃) є еквiвалентними тодi i тiльки тодi, коли
x̃4 = −(α22x4 − α32)/(α23x4 − α33),
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ϕ̃ = −(α44ϕ+ α24x4 − α34)/(α23x4 − α33)

(ϕ̃ = ϕ̃(x̃4), α11 = α22α33 − α23α32, α12 = α13 = α14 = α42 = α43 = 0).

R(A3.1 ⊕ A1, 8, ϕ). ϕ = ϕ(x2). Реалiзацiї R(A3.1 ⊕ A1, 8, ϕ) i R(A3.1 ⊕
A1, 8, ϕ̃) є еквiвалентними тодi i тiльки тодi, коли
x̃2 = (α11x2 − α41)/α44, ϕ̃ = −(α22ϕ− α32)/(α23ϕ− α33)

(ϕ̃ = ϕ̃(x̃2), α11 = α22α33 − α23α32, α12 = α13 = α14 = α42 = α43 = 0).

R(A3.3 ⊕ A1, 8, ϕ). ϕ = ϕ(x2) 6= 0. Реалiзацiї R(A3.3⊕A1, 8, ϕ) та R(A3.3⊕
A1, 8, ϕ̃) є еквiвалентними тодi i тiльки тодi, коли
x̃2 = −(α11x2 − α21)/(α12x2 − α22), ϕ̃ = −ϕ/(α34ϕ− α44)

(ϕ̃ = ϕ̃(x̃2), α13 = α14 = α23 = α24 = α41 = α42 = α43 = 0, α33 = 1).

Таким чином у цьому пiдроздiлi прокласифiковано нееквiвалентнi реа-
лiзацiї дiйсних алгебр Лi розмiрностi m 64 у просторi довiльної скiнчен-
ної кiлькостi змiнних. Разом з результатами Р.З. Жданова, В.I. Лагно,
В.I. Фущича [10, 86, 145, 70] щодо реалiзацiй алгебри AO(3) та Р.О. По-
повича [117] щодо реалiзацiй алгебр sl(2,R), sl(2,R) ⊕ A1, AO(3) ⊕ A1

отримана класифiкацiя утворює завершений опис реалiзацiй дiйсних ал-
гебр Лi розмiрностi m 6 4.

2.3. Реалiзацiї алгебр Лi AO(3) та AE(3)

Розглянемо задачу класифiкацiї нееквiвалентних реалiзацiй алгебри Лi
AE(3) групи Евклiда E(3) в просторi V = X × U комплексних змiнних
x = (x1, . . . , xm) та u = (u1, . . . , un).

Змiннi x та u ми розрiзняємо як незалежнi та залежнi змiннi, врахо-
вуючи, що G є групою iнварiантностi деякої системи диференцiальних
рiвнянь з частинними похiдними для u(x).

Вiдзначимо, що аналогiчна задача у просторi дiйсних змiнних розв’я-
зана у роботах В.I. Лагно, Р.З. Жданова, В.I. Фущича [86, 145, 70], далi
використовуємо запропонований там метод.
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Векторнi поля в просторi V мають загальний вигляд

ξj(x, u)∂xj + ηα(x, u)∂uα, (2.29)

де ξj, ηα — деякi гладкi функцiї змiнних x та u, визначенi в просторi V ;
j = 1, 2, . . . ,m, α = 1, 2, . . . , n.

Побудова реалiзацiй проводиться з точнiстю до еквiвалентностi, яку
визначають дифеоморфiзми простору змiнних x, u

x̃j = fj(x, u), ũα = gα(x, u), j = 1, 2, . . . ,m, α = 1, 2, . . . , n, (2.30)

де fj, gα — гладкi функцiї визначенi у просторi V .

Означення 2.6. Лiнiйно незалежнi векторнi поля Jab (a, b = 1, 2, 3)

вигляду (2.29) утворюють реалiзацiю алгебри Лi AO(3) групи поворотiв
O(3), якщо вони задовольняють комутацiйнi спiввiдношення

[Jab,Jcd] = i(δacJbd + δbdJac − δadJbc − δbcJad). (2.31)

Тут i далi a, b, c, d = 1, 2, 3, i — уявна одиниця, δab — символ Кроне-
кера (одиничний тензор третього порядку).

Означення 2.7. Лiнiйно незалежнi векторнi поля Pa, Jbc (a, b, c =

1, 2, 3) утворюють реалiзацiю алгебри Лi AE(3) групи Евклiда E(3),
якщо вони задовольняють комутацiйнi спiввiдношення (2.31) та спiввiд-
ношення

[Pa, Pb] = 0, [Pa,Jbc] = i(δacPb − δabPc). (2.32)

Для побудови реалiзацiй алгебр AO(3) та AE(3) зручно перейти до
базису

Ja = 1
2εabcJbc,

де εabc — абсолютно антисиметричний тензор третього порядку з ε123 = 1.
Тодi комутацiйнi спiввiдношення (2.31), (2.32) набувають вигляду

[Ja, Jb] = iεabcJc, (2.33)
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[Pa, Jb] = iεabcPc. (2.34)

Алгебра AE(3) є пiвпрямою сумою алгебри AO(3) та комутативного
iдеалу I = 〈P1, P2, P3〉.

Нехай

Pa = i∂xa, a = 1, 2, 3. (2.35)

Саме такий вигляд операторiв трансляцiй найбiльш часто зустрiчається
у рiзних задачах теоретичної та математичної фiзики [43].

Пiдставивши оператори (2.35) та Ja вигляду (2.29) в комутацiйнi спiв-
вiдношення (2.34), отримуємо, що оператори Ja мають такий вигляд

Ja = −iεabcxb∂xc + ζab(u)∂xb + Aa, a = 1, 2, 3. (2.36)

Тут Aa — оператори вигляду Aa = η̃a
j(u)∂uj , якi задовольняють комута-

цiйнi спiввiдношення

[Aa, Ab] = iεabcAc, a, b, c = 1, 2, 3. (2.37)

У формулах (2.36) та (2.37) ζab, η̃aj — довiльнi гладкi функцiї.

Теорема 2.4. Нехай диференцiальнi оператори Aa вигляду

Aa = ηa
k(u)∂uk, a = 1, 2, 3, k = 1, 2, . . . , n. (2.38)

задовольняють комутацiйнi спiввiдношення (2.37). Тодi iснують замi-
ни змiнних

vk = Fk(u), k = 1, 2, . . . , n, (2.39)

якi зводять данi оператори до однiєї з таких трiйок операторiв:

Aa = 0, a = 1, 2, 3; (2.40)

A1 = sinu1∂u1, A2 = cosu1∂u1, A3 = i∂u1; (2.41)

A1 = − sinu1 cthu2∂u1 + cosu1∂u2,
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A2 = − cosu1 cthu2∂u1 − sinu1∂u2, (2.42)

A3 = i∂u1;

A1 = − sinu1 cthu2∂u1 + cosu1∂u2 +
sinu1
shu2

∂u3,

A2 = − cosu1 cthu2∂u1 − sinu1∂u2 +
cosu1
shu2

∂u3, (2.43)

A3 = i∂u1;

A1 = sinu1∂u1 + cosu1∂u2,

A2 = cosu1∂u1 − sinu1∂u2, (2.44)

A3 = i∂u1;

A1 = sinu1∂u1 + u2 cosu1∂u2 + u2 sinu1∂u3,

A2 = cosu1∂u1 − u2 sinu1∂u2 + u2 cosu1∂u3, (2.45)

A3 = i∂u1.

Доведення. Якщо хоча б один з операторiв Aa (наприклад A3) тотожно
дорiвнює нулю, то згiдно комутацiйним спiввiдношенням (2.37) два iншi
оператори (A1, A2) теж є нульовими.

Hехай A3 є ненульовим оператором. Тодi, перетвореннями (2.39), опе-
ратор A3 можна звести до вигляду A3 = i∂v1. Далi, з комутацiйних спiв-
вiдношень [A3, A1] = iA2, [A3, A2] = −iA1 випливає, що оператори
A1, A2 мають вигляд

A1 =(fk cos v1 + gk sin v1)∂vk, A2 =(gk cos v1 − fk sin v1)∂vk, (2.46)

де fk, gk — довiльнi гладкi функцiї змiнних v2, . . . , vn, k = 1, . . . , n.
Випадок 1. f j = gj = 0, j = 2, 3, . . . , n. Оператори (2.46) за допомо-

гою замiни змiнних

w1 = v1 + V (v2, . . . , vn), wj = vj, j = 2, . . . , n, (2.47)
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де V = arc tg
f 1

g1
, зводяться до операторiв

A1 = f̃ sinw1∂w1
, A2 = f̃ cosw1∂w1

.

Тут f̃ = f̃(v2, . . . , vn) — довiльна гладка функцiя.
З [A1, A2] = iA3, отримуємо, що (f̃)

2
= 1, тобто f̃ = ±1, отже

A1 = ± sinw1∂w1
, A2 = ± cosw1∂w1

, A3 = i∂w1
.

Перетворенням u1 = w1 + π, uj = wj цi оператори зводяться до вигляду
(2.41).

Випадок 2. Не всi f j, gj, j > 2 тотожно дорiвнюють нулю. Замiною
змiнних (2.47), де V є розв’язком рiвняння

f 1 + f j
∂V

∂vj
=

(
g1 + gj

∂V

∂vj

)
tg V,

зводимо (2.46) до операторiв

A1 = f̃ sinw1∂w1
+

n∑
j=2

(f̃ j cosw1 + g̃j sinw1)∂wj ,

A2 = f̃ cosw1∂w1
+

n∑
j=2

(g̃j cosw1 − f̃ j sinw1)∂wj , (2.48)

A3 = i∂w1
.

Тут f̃ , f̃ j, g̃j — довiльнi гладкi функцiї змiнних w2, . . . , wn.
Пiдвипадок 2.1. f̃ j = 0, j = 2, . . . , n. З комутацiйних спiввiдношень

[A1, A2] = iA3 для операторiв (2.48) випливає f̃ = ±1, g̃j = 0. Тому цей
випадок зводиться до випадку 1.

Пiдвипадок 2.2. Не всi f̃ j (j = 2, . . . , n) у (2.48) тотожно дорiвню-
ють нулю. Замiна змiнних z1 = w1, zj = W j(w2, . . . , wn), де W 2 —
деякий розв’язок диференцiального рiвняння з частинними похiдними

n∑
j=2

f̃ j
∂W 2

∂wj
= 1, а W 3, . . . ,W n — функцiонально незалежнi розв’язки
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диференцiального рiвняння з частинними похiдними
n∑
j=2

f̃ j
∂W

∂wj
= 0, зво-

дить оператори (2.48) до операторiв

A1 = F sin z1∂z1 + cos z1∂z2 +
n∑
k=2

Gk sin z1∂zk,

A2 = F cos z1∂z1 − sin z1∂z2 +
n∑
k=2

Gk cos z1∂zk, (2.49)

A3 = i∂z1.

З комутацiйного спiввiдношення [A1, A2] = iA3 для операторiв (2.49)
випливає система диференцiальних рiвнянь для функцiй F, Gk:

∂F

∂z2
− F 2 = −1,

∂Gk

∂z2
− FGk = 0, k = 2, . . . , n.

Загальний розв’язок цiєї системи визначається однiєю з таких формул:

(a) F = − cth(z2 + c1), Gk =
ck

sh(z2 + c1)
;

(b) F = − th(z2 + c1), Gk =
ck

ch(z2 + c1)
;

(c) F = 1, Gk = ck exp(z2);

(d) F = −1, Gk = ck exp(−z2),

де c1, c2, . . . , cn — довiльнi гладкi функцiї змiнних z3, . . . , zn, k = 2, . . . , n.
Якщо c1 6= 0, то замiна z̃2 = z2 + c1(z3, . . . , zn) дозволяє покласти

c1 ≡ 0.

Замiна змiнних y1 = z1, y2 = z2, yk = Zk(z3, . . . , zn), k = 3, . . . , n,

де Z3 є розв’язком рiвняння
n∑
k=3

ck
∂Z3

∂zk
= 1, а Z4, . . . , Zn — функцiональ-

но незалежнi розв’язки диференцiального рiвняння з частинними похi-

дними
n∑
k=3

ck
∂Z

∂zk
= 0, зводить оператори (2.49) до однiєї з таких трiйок

операторiв:

(a) A1 = − sin y1 cth y2∂y1 +

[
cos y1 + α

sin y1
sh y2

]
∂y2 + ε

sin y1
sh y2

∂y3,
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A2 = − cos y1 cth y2∂y1 +

[
− sin y1 + α

cos y1
sh y2

]
∂y2 + ε

cos y1
sh y2

∂y3,

A3 = i∂y1, (2.50)

(b) A1 = − sin y1 th y2∂y1 +

[
cos y1 + α

sin y1
ch y2

]
∂y2 + ε

sin y1
ch y2

∂y3,

A2 = − cos y1 th y2∂y1 +

[
− sin y1 + α

cos y1
ch y2

]
∂y2 + ε

cos y1
ch y2

∂y3,

A3 = i∂y1, (2.51)

(c) A1 = sin y1∂y1 + [cos y1 + αey2 sin y1] ∂y2 + εey2 sin y1∂y3,

A2 = cos y1∂y1 + [− sin y1 + αey2 cos y1] ∂y2 + εey2 cos y1∂y3,

A3 = i∂y1, (2.52)

(d) A1 = − sin y1∂y1 +
[
cos y1 + αe−y2 sin y1

]
∂y2 + εe−y2 sin y1∂y3,

A2 = − cos y1∂y1 +
[
− sin y1 + αe−y2 cos y1

]
∂y2 + εe−y2 cos y1∂y3,

A3 = i∂y1. (2.53)

Тут α — довiльна гладка функцiя змiнних y3, . . . , yn; ε = 0, 1.
У випадку (a), якщо ε ≡ 0, то

A1 = − sin y1 cth y2∂y1 +

[
cos y1 + α

sin y1
sh y2

]
∂y2,

A2 = − cos y1 cth y2∂y1 +

[
− sin y1 + α

cos y1
sh y2

]
∂y2,

A3 = i∂y1,

i замiна змiнних ũ1 = y1− arc tg
α

sh y2
, ũ2 = −ar cth

ch y2√
sh2 y2 + α2

зводить

цi оператори до операторiв (2.42).
Якщо в (2.50) ε ≡ 1, то замiна змiнних ũ1 = y1 + f, ũ2 = g, ũ3 = h, де

f(y2, . . . , yn), g(y2, . . . , yn), h(y2, . . . , yn) задовольняють таку (сумiсну)
систему нелiнiйних диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними

∂f

∂y2
= − sin f cth g,

∂f

∂y3
= (α sin f − sh y2 cos f) cth g + ch y2,
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∂g

∂y2
= cos f,

∂g

∂y3
= − sin f sh y2 − α cos f,

∂h

∂y2
=

sin f

sh g
,

∂h

∂y3
=

1

sh g
(cos f sh y2 − α sin f),

зводить (2.50) до операторiв (2.43).
Неважко переконатися, що випадок (b) за допомогою замiни ỹ1 = y1,

ỹ2 = y2 − i
2π, ỹ3 = y3 можна звести до випадку (a).

У випадку (c) якщо ε = α = 0 має мiсце (2.44).
Якщо ж α 6= 0, ε = 0, то, використавши замiну змiнних x1 = y1,

x2 = −(αey2)−1, зводимо (2.52) до операторiв

A1 = sinx1∂x1 + [−x2 cosx1 + sinx1] ∂x2,

A2 = cosx1∂x1 + [x2 sinx1 + cosx1] ∂x2,

A3 = i∂x1.

Тепер в результатi замiни ũ1 = x1 + arc ctg x2, ũ2 = −ar cth
x2√

1 + x22
приходимо до операторiв (2.42).

Якщо ε = 1, то замiна x1 = y1, x2 = ey2, x3 = y3 зводить (2.52) до
операторiв

A1 = sinx1∂x1 + x2 [cosx1 + αx2 sinx1] ∂x2 + x2 sinx1∂x3,

A2 = cosx1∂x1 + x2 [− sinx1 + αx2 cosx1] ∂x2 + x2 cosx1∂x3, (2.54)

A3 = i∂x1.

Якщо α = 0, то цi оператори еквiвалентнi операторам (2.45).
Якщо ж α 6= 0, то замiна змiнних ũ1 = x1 + f, ũ2 = g, ũ3 = h, де

функцiї f(x2, . . . , xn), g(x2, . . . , xn), h(x2, . . . , xn) задовольняють систему
нелiнiйних диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними

x2
∂f

∂x2
= sin f, x2

∂f

∂x3
= (cos f − 1− αy2 sin f),

x2
∂g

∂x2
= g cos f, x2

∂g

∂x3
= −g(sin f + αx2 cos f,
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x2
∂h

∂x2
= g sin f, x2

∂h

∂x3
= g(cos f − αx2 sin f).

зводить оператори (2.54) до операторiв (2.45).
Нарештi, випадок (d) зводиться до випадку (c) за допомогою замiни

ỹ1 = y1 + π, ỹ2 = −y2, ỹ3 = −y3.
Безпосередньою перевiркою переконуємося, що отриманi трiйки опе-

раторiв (2.40)–(2.45) нееквiвалентнi мiж собою. Теорему доведено.

Iз доведеної теореми випливає такий наслiдок.

Наслiдок 2.3. Алгебра Лi групи поворотiв O(3) має п’ять нееквiвален-
тних реалiзацiй в класi векторних полiв Лi вигляду (2.38), якi вичерпу-
ються реалiзацiями (2.41)–(2.45) iз формулювання теореми.

Теорема 2.5. Hехай диференцiальнi оператори Ja (a = 1, 2, 3) вигляду
(2.36) разом iз операторами Pa вигляду (2.35) задовольняють комута-
цiйнi спiввiдношення (2.33), (2.34). Тодi iснують замiни змiнних (2.30),
якi зводять данi оператори до однiєї з таких трiйок операторiв:

J1 = i(x3∂x2 − x2∂x3),

J2 = i(x1∂x3 − x3∂x1), (2.55)

J3 = i(x2∂x1 − x1∂x2);

J1 = i(x3∂x2 − x2∂x3) + sinu1∂u1,

J2 = i(x1∂x3 − x3∂x1) + cosu1∂u1, (2.56)

J3 = i(x2∂x1 − x1∂x2) + i∂u1;

J1 = i(x3∂x2 − x2∂x3) + f∂x1 − i sinu1
∂f

∂u2
∂x3

− sinu1 cthu2∂u1 + cosu1∂u2,

J2 = i(x1∂x3 − x3∂x1) + f∂x2 − i cosu1
∂f

∂u2
∂x3 (2.57)

− cosu1 cthu2∂u1 − sinu1∂u2,

J3 = i(x2∂x1 − x1∂x2) + i∂u1;
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J1 = i(x3∂x2 − x2∂x3) + g∂x1 − i
(

sinu1
∂g

∂u2
− cosu1

shu2

∂g

∂u3

)
∂x3

− sinu1 cthu2∂u1 + cosu1∂u2 +
sinu1
shu2

∂u3,

J2 = i(x1∂x3 − x3∂x1) + g∂x2 − i
(

cosu1
∂g

∂u2
+

sinu1
shu2

∂g

∂u3

)
∂x3

− cosu1 cthu2∂u1 − sinu1∂u2 +
cosu1
shu2

∂u3, (2.58)

J3 = i(x2∂x1 − x1∂x2) + i∂u1;

J1 = i(x3∂x2 − x2∂x3) + h∂x1 − i sinu1
∂h

∂u2
∂x3

+ sinu1∂u1 + cosu1∂u2,

J2 = i(x1∂x3 − x3∂x1) + h∂x2 − i cosu1
∂h

∂u2
∂x3 (2.59)

+ cosu1∂u1 − sinu1∂u2,

J3 = i(x2∂x1 − x1∂x2) + i∂u1;

J1 = i(x3∂x2 − x2∂x3) + r∂x1 − iu2
(

cosu1
∂r

∂u2
+ sinu1

∂r

∂u3

)
∂x3

+ sinu1∂u1 + u2 cosu1∂u2 + u2 sinu1∂u3,

J2 = i(x1∂x3 − x3∂x1) + r∂x2 − iu2
(

sinu1
∂r

∂u2
− cosu1

∂r

∂u3

)
∂x3

+ cosu1∂u1 − u2 sinu1∂u2 + u2 cosu1∂u3, (2.60)

J3 = i(x2∂x1 − x1∂x2) + i∂u1.

Тут

f = f1 chu2 + f2

(
chu2 ln | th u2

2
| − 1

)
, (2.61)

h = h1e
−u2 + h2e

2u2 (2.62)

де f1, f2, h1, h2 — довiльнi функцiї змiнних u3, . . . , un; g(u2, . . . , un) —
розв’язок диференцiального рiвняння

sh−2 u2gu3u3 + gu2u2 + cthu2gu2 − 2g = 0; (2.63)
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та r задовольняє рiвняння

u22 (ru3u3 + ru2u2)− 2r = 0. (2.64)

Доведення. Для спрощення вигляду операторiв (2.36) будемо викори-
стовувати тi iз перетворень (2.30), якi не змiнюють вигляд операторiв
(2.35). Здiйснивши замiну змiнних

ya = xa − iFa(u), vj = uj, a = 1, 2, 3, j = 1, . . . , n,

зводимо оператори Ja (2.36) до операторiв

J1 = i(y3∂y2 − y2∂y3) + α∂y1 + β∂y2 + γ∂y3 +A1,

J2 = i(y1∂y3 − y3∂y1) + ρ∂y2 + σ∂y3 +A2, (2.65)

J3 = i(y2∂y1 − y1∂y2) + τ∂y3 +A3,

де α, β, γ, ρ, σ, τ — довiльнi комплекснозначнi гладкi функцiї змiнних
v1, v2, . . . , vn. Тут i далi Aa = η̃a

j(v1, v2, . . . , vn) ∂vj , (a = 1, 2, 3).
Пiдстановка (2.65) в комутацiйнi спiввiдношення (2.33) приводить до

системи диференцiальних рiвнянь

A2α = −iγ, A1ρ−A2β = iσ, A1σ −A2γ = i(τ − α− ρ), (2.66)

A3γ −A1τ = iσ, A2τ −A3σ = iγ; (2.67)

α− ρ− τ = 0, A3ρ = −iβ, A3α = iβ, A3β = i(ρ− α− τ), (2.68)

для визначення коефiцiєнтiв α, β, γ, ρ, σ, τ . Оператори Aa повиннi задо-
вольняти комутацiйнi спiввiдношення (2.33) алгебри AO(3). Отже, вна-
слiдок теореми 2.4 вони збiгаються з однiєю з шести трiйок операторiв
(2.40)–(2.45).

Випадок 1. Усi оператори Aa тотожно дорiвнюють нулю, тодi система
(2.66)–(2.68) зводиться до системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

β = γ = σ = 0, τ − α− ρ = 0,

α− ρ− τ = 0, ρ− α− τ = 0,
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звiдки випливає, що α = ρ = τ = 0. Пiдстановка отриманого результату
в (2.65) приводить до трiйки (2.55).

Випадок 2. A3 = i∂u1, тому вiдповiдна цьому оператору пiдсистема
(2.68) є системою лiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь для фун-
кцiй α, β, ρ, τ вiдносно u1. Її загальний розв’язок має вигляд

α=C0 +C1 sin 2v1 −C2 cos 2v1, β=2C1 cos 2v1 +2C2 sin 2v1,

ρ=C0 −C1 sin 2v1 +C2 cos 2v1, τ=2C1 sin 2v1 −2C2 cos 2v1,
(2.69)

де C0, C1, C2 — довiльнi гладкi функцiї змiнних v2, . . . , vn.
Пiдвипадок 2.1. ОператориAi мають вигляд (2.41). Тодi замiною змiнних

z1 = y1 +R1 cos v1 +R2 sin v1,

z2 = y2 +R2 cos v1 −R1 sin v1,

z3 = y3 − i (C1 cos 2v1 + C2 sin 2v1 + C1)

зводимо оператори (2.65), де α, β, ρ, τ мають вигляд (2.69), до операторiв

J1 = i(z3∂z2 − z2∂z3) + α̃∂z1 + γ̃∂z3 +A1,

J2 = i(z1∂z3 − z3∂z1) + α̃∂z2 + σ̃∂z3 +A2, (2.70)

J3 = i(z2∂z1 − z1∂z2) +A3.

Тут α̃(v2, . . . , vn), γ̃(v1, . . . , vn), σ̃(v1, . . . , vn) — довiльнi гладкi функцiї
своїх аргументiв.

Система (2.66) для операторiв Ja (2.70) зводиться до трьох диферен-
цiальних рiвнянь

σ̃ = −iA1α̃, γ̃ = iA2α̃, A1σ̃ −A2γ̃ = −2iα̃. (2.71)

Оскiльки оператори A1, A2 мають вигляд (2.41) та α̃ не залежить вiд v1
то iз системи (2.71) випливає, що α̃ = γ̃ = σ̃ = 0.

Отже, даному пiдвипадку вiдповiдають формули (2.56).
Пiдвипадок 2.2.Нехай операториA1, A2, A3 мають вигляд (2.42). Замiна
змiнних

z1 = y1 +R1 cos v1 +R2 sin v1, z2 = y2 +R2 cos v1 −R1 sin v1,
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z3 = y3 + 1
2i

[
∂R2

∂v2
−R2 cth v2

]
cos 2v1 − 1

2i

[
∂R1

∂v2
−R1 cth v2

]
sin 2v1

− 1
2i

(
∂R2

∂v2
+R2 cth v2

)
,

де функцiї R1, R2 — розв’язки системи диференцiальних рiвнянь

∂R1

∂v2
−R1 cth v2 − 2C2 = 0,

∂R2

∂v2
−R2 cth v2 + 2C1 = 0,

зводить оператори Ja (2.65) до операторiв (2.70).
Система (2.71) для операторiв Aa вигляду (2.42) зводиться до таких

трьох рiвнянь

γ̃ = −i sin v1
∂α̃

∂v2
, σ̃ = −i cos v1

∂α̃

∂v2
,

∂2α̃

∂v22
+
∂α̃

∂v2
cth v2 − 2α̃ = 0.

З останнього рiвняння випливає, що

α̃ = f1 ch v2 + f2

(
ch v2 ln | th v2

2
| − 1

)
,

де f1, f2 — довiльнi функцiї змiнних v3, . . . , vn. Отже, даному пiдвипадку
вiдповiдають формули (2.57) та (2.61).
Пiдвипадок 2.3. Нехай оператори A1, A2, A3 мають вигляд (2.43). За-
мiна змiнних

z1 = y1 +R1 cos v1 +R2 sin v1, z2 = y2 +R2 cos v1 −R1 sin v1,

z3 = y3 + 1
2i

[(
∂R2

∂v2
−R2 cth v2 + sh−1 v2

∂R1

∂v3

)
cos 2v1

+

(
R1 cth v2 −

∂R1

∂v2
+ sh−1 v2

∂R2

∂v3

)
sin 2v1

−
(
∂R2

∂v2
+R2 cth v2 − sh−1 v2

∂R1

∂v3

)]
,

де функцiї R1, R2 — розв’язки системи диференцiальних рiвнянь

∂R2

∂v2
+

1

sh v2

∂R1

∂v3
=

R2

th v2
−2C1,

∂R1

∂v2
− 1

sh v2

∂R2

∂v3
=

R1

th v2
+2C2.

зводить оператори Ja (2.65) до операторiв (2.70).
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Система (2.71) у цьому випадку зводиться до рiвнянь

γ̃ = −i
(

sin v1
∂α̃

∂v2
− cos v1

sh v2

∂α̃

∂v3

)
, σ̃ = −i

(
cos v1

∂α̃

∂v2
+

sin v1
sh v2

∂α̃

∂v3

)
та рiвняння, еквiвалентного (2.63). Даному пiдвипадку вiдповiдає трiйка
операторiв (2.58).
Пiдвипадок 2.4. Оператори A1, A2, A3 мають вигляд (2.44). Викори-
ставши замiну змiнних

z1 = y1 +R1 cos v1 +R2 sin v1, z2 = y2 +R2 cos v1 −R1 sin v1,

z3 = y3 + 1
2i

[(
R2 +

∂R2

∂v2

)
cos 2v1 −

(
R1 +

∂R1

∂v2

)
sin 2v1

+

(
R2 −

∂R2

∂v2

)]
,

де функцiї R1, R2 — розв’язки системи диференцiальних рiвнянь

R2 +
∂R2

∂v2
+ 2C1 = 0, R1 +

∂R1

∂v2
− 2C2 = 0,

зводимо оператори Ja (2.65) до операторiв (2.70).
Система (2.71) набуває вигляду

γ̃ = −i sin v1
∂α̃

∂v2
, σ̃ = −i cos v1

∂α̃

∂v2
,

∂2α̃

∂v22
− ∂α̃

∂v2
− 2α̃ = 0.

Iз останнього рiвняння випливає

α̃ = h1e
−u2 + h2e

2u2,

де h1, h2 — довiльнi функцiї змiнних v3, . . . , vn. Отже, даному пiдвипадку
вiдповiдають формули (2.59), (2.62).
Пiдвипадок 2.5. Оператори A1, A2, A3 мають вигляд (2.45). Викори-
ставши замiну

z1 = y1 +R1 cos v1 +R2 sin v1, z2 = y2 +R2 cos v1 −R1 sin v1,

z3 = y3 + 1
2i

[(
R2 + v2

∂R2

∂v2
+ v2

∂R1

∂v3

)
cos 2v1
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−
(
R1 + v2

∂R1

∂v2
− v2

∂R2

∂v3

)
sin 2v1 +

(
R2 − v2

∂R2

∂v2
+ v2

∂R1

∂v3

)]
,

де функцiї R1, R2 є розв’язками системи диференцiальних рiвнянь

R2 + v2
∂R2

∂v2
+ v2

∂R1

∂v3
+ 2C1 = 0, R1 + v2

∂R1

∂v2
− v2

∂R2

∂v3
− 2C2 = 0,

зводимо оператори Ja до операторiв (2.70).
Система (2.71) у цьому випадку збiгається iз рiвняннями

γ̃ = −iv2
(

sin v1
∂α̃

∂v2
− cos v1

∂α̃

∂v3

)
, σ̃ = −iv2

(
cos v1

∂α̃

∂v2
+ sin v1

∂α̃

∂v3

)
та рiвнянням на α̃, яке еквiвалентне (2.64). Отже, даному пiдвипадку
вiдповiдають формули (2.60).

Нееквiвалентнiсть отриманих трiйок операторiв Ja випливає iз нееквi-
валентностi операторiв Aa. Теорему доведено.

Зауваження. Рiвняння (2.63), яке визначає функцiю g(u2, . . . , un) в реа-

лiзацiї (2.58) за допомогою замiни змiнних p =

∫
du2

shu2
, q = u3 зводиться

до рiвняння
∂2g

∂p2
+
∂2g

∂q2
− 2g

sh2 p
= 0.

Наслiдок 2.4. Реалiзацiї алгебри Лi AE(3) в класi операторiв Pa (2.35)
та Jb (2.36) належать до одного iз шести класiв нееквiвалентних реалiза-
цiй, якi визначаються операторами Pa (2.35) та однiєю iз трiйок (2.55)–
(2.60) операторiв Jb.

2.4. Класифiкацiя реалiзацiй алгебр Лi AO(1, 3)

Даний пiдроздiл присвячено класифiкацiї нееквiвалентних реалiзацiй ал-
гебри Лi групи псевдоповоротiв O(1, 3), яка дiє в просторi V = X × U ,
де X = R1,3 — простiр дiйсних змiнних xµ (µ = 0, 1, 2, 3) з метричним
тензором

gαβ = diag {1,−1,−1,−1}, (2.72)

U = Cn — n-вимiрний простiр комплексних змiнних uα (α = 1, 2, . . . , n).
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Означення 2.8. Лiнiйно незалежнi векторнi поля Jαβ вигляду (2.29)
складають реалiзацiю алгебри Лi AO(1, 3), якщо вони задовольняють
комутацiйнi спiввiдношення

[Jαβ, Jµν] = i(gανJβµ + gβµJαν − gαµJβν − gβνJαµ). (2.73)

Тут i далi α, β, µ, ν = 0, 1, 2, 3; gµν — метричний тензор (2.72).
Для побудови реалiзацiй алгебри AO(1, 3) використаємо базис

A1 = 1
2(J23 + iJ01), B1 = 1

2(J23 − iJ01),

A2 = 1
2(J31 + iJ02), B2 = 1

2(J31 − iJ02), (2.74)

A3 = 1
2(J12 + iJ03), B3 = 1

2(J12 − iJ03).

Внаслiдок (2.73) мають мiсце такi комутацiйнi спiввiдношення:

[Aa, Ab] = iεabcAc, (2.75)

[Ba, Bb] = iεabcBc, (2.76)

[Aa, Bb] = 0. (2.77)

Тут a, b, c = 1, 2, 3.

Як випливає з комутацiйних спiввiдношень (2.75)–(2.77), у новому ба-
зисi (2.74) алгебра Лi AO(1, 3) групи Лоренца O(1, 3) зображується як
пряма сума двох алгебр Лi AO(3) групи поворотiв O(3):

AO(1, 3) = AO1(3)⊕ AO2(3),

де

AO1(3) = 〈Aa | a = 1, 2, 3〉, AO2(3) = 〈Ba | a = 1, 2, 3〉.

Це дає можливiсть використати результати теореми 2.4 для повно-
го опису нееквiвалентних реалiзацiй алгебри AO(1, 3) в класi векторних
полiв Лi (2.38).

Згiдно наслiдку теореми 2.4 iснують п’ять нееквiвалентних реалiзацiй
алгебри AO(3) з базисними елементами Aa, (a = 1, 2, 3), якi визначаю-
ться формулами (2.41)–(2.45).
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Для повної класифiкацiї нееквiвалентних реалiзацiй алгебри AO(1, 3)

потрiбно отримати всi трiйки лiнiйно незалежних операторiв Bb, (b =

1, 2, 3), якi разом з операторами Aa (2.41)–(2.45) задовольняють (2.76),
(2.77). Для їх побудови, поряд iз перетвореннями (2.30), будемо викори-
стовувати перетворення

X → X̃ = VXV−1, де V = expY. (2.78)

Тут Y = y1Q1 + y2Q2 + y3Q3, де ya — довiльнi функцiї змiнних u4, . . . , un,
оператори Q1, Q2, Q3 (їх явний вигляд наведено нижче) у просторi
змiнних (u1, u2, u3) задовольняють комутацiйнi спiввiдношення алгебри
AO(3). Перетворення (2.78) є внутрiшнiми автоморфiзмом алгебри Лi
AO(1, 3).

Теорема 2.6. Реалiзацiї алгебри AO(1, 3) в класi векторних полiв Лi
вигляду (2.38) еквiвалентнi однiй з наведених нижче 28 реалiзацiй, якi
визначаються операторами Aa, Bb, (a, b = 1, 2, 3).

I. A1 = sinu1∂u1, A2 = cosu1∂u1, A3 = i∂u1. (2.79)

Оператори Bb збiгаються з однiєю з таких трiйок операторiв

1. B1 = sinu2∂u2, B2 = cosu2∂u2, B3 = i∂u2; (2.80)

2. B1 = − sinu2 cthu3∂u2 + cosu2∂u3 + ε
sinu2
shu3

∂u4,

B2 = − cosu2 cthu3∂u2 − sinu2∂u3 + ε
cosu2
shu3

∂u4, (2.81)

B3 = i∂u2, ε = 0, 1;

3. B1 = sinu2∂u2 + cosu2∂u3,

B2 = cosu2∂u2 − sinu2∂u3, (2.82)

B3 = i∂u2;

4. B1 = sinu2∂u2 + u3 cosu2∂u3 + u3 sinu2∂u4,

B2 = cosu2∂u2 − u3 sinu2∂u3 + u3 cosu2∂u4, (2.83)
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B3 = i∂u2.

II. A1 = − sinu1 cthu2∂u1 + cosu1∂u2,

A2 = − cosu1 cthu2∂u1 − sinu1∂u2, (2.84)

A3 = i∂u1.

Оператори Bb збiгаються з однiєю з таких трiйок операторiв

1. B1 = − sinu3 cthu4∂u3 + cosu3∂u4 + ε
sinu3
shu4

∂u5,

B2 = − cosu3 cthu4∂u3 − sinu3∂u4 + ε
cosu3
shu4

∂u5, (2.85)

B3 = i∂u3, ε = 0, 1;

2. B1 = sinu3∂u3 + cosu3∂u4,

B2 = cosu3∂u3 − sinu3∂u4, (2.86)

B3 = i∂u3;

3. B1 = sinu3∂u3 + u4 cosu3∂u4 + u4 sinu3∂u5,

B2 = cosu3∂u3 − u4 sinu3∂u4 + u4 cosu3∂u5, (2.87)

B3 = i∂u3.

III. A1 = − sinu1 cthu2∂u1 + cosu1∂u2 +
sinu1
shu2

∂u3,

A2 = − cosu1 cthu2∂u1 − sinu1∂u2 +
cosu1
shu2

∂u3, (2.88)

A3 = i∂u1.

Оператори Bb збiгаються з однiєю з таких трiйок операторiв

1. B1 = − sinu4 cthu5∂u4 + cosu4∂u5 + ε
sinu4
shu5

∂u6,

B2 = − cosu4 cthu5∂u4 − sinu4∂u5 + ε
cosu4
shu5

∂u6, (2.89)

B3 = i∂u4, ε = 0, 1;

2. B1 = sinu4∂u4 + cosu4∂u5,
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B2 = cosu4∂u4 − sinu4∂u5, (2.90)

B3 = i∂u4;

3. B1 = sinu4∂u4 + u5 cosu4∂u5 + u5 sinu4∂u6,

B2 = cosu4∂u4 − u5 sinu4∂u5 + u5 cosu4∂u6, (2.91)

B3 = i∂u4.

4. B1 =
sinu3
shu2

∂u1 + cosu3∂u2 − sinu3 cthu2∂u3,

B2 =
cosu3
shu2

∂u1 − sinu3∂u2 − cosu3 cthu2∂u3, (2.92)

B3 = i∂u3;

5. B1 = γ
sinu4
shu5

∂u3 − sinu4 cthu5∂u4 + cosu4∂u5,

B2 = γ
cosu4
shu5

∂u3 − cosu4 cthu5∂u4 − sinu4∂u5, (2.93)

B3 = i∂u4;

6. B1 = γeu5 sinu4∂u3 + sinu4∂u4 + cosu4∂u5,

B2 = γeu5 cosu4∂u3 + cosu4∂u4 − sinu4∂u5, (2.94)

B3 = i∂u4;

IV. A1 = sinu1∂u1 + cosu1∂u2,

A2 = cosu1∂u1 − sinu1∂u2, (2.95)

A3 = i∂u1.

Оператори Bb збiгаються з однiєю з таких трiйок операторiв

1. B1 = sinu3∂u3 + cosu3∂u4,

B2 = cosu3∂u3 − sinu3∂u4, (2.96)

B3 = i∂u3.

2. B1 = sinu3∂u3 + u4 cosu3∂u4 + u4 sinu3∂u5,



69

B2 = cosu3∂u3 − u4 sinu3∂u4 + u4 cosu3∂u5, (2.97)

B3 = i∂u3.

3. B1 = α cosu3∂u2 + sinu3∂u3, B2 = −α sinu3∂u2 + cosu3∂u3,

B3 = i∂u3; (2.98)

4. B1 = β
sinu3
shu4

∂u2 − sinu3 cthu4∂u3 + cosu3∂u4 + ε
sinu3
shu4

∂u5,

B2 = β
cosu3
shu4

∂u2 − cosu3 cthu4∂u3 − sinu3∂u4 + ε
cosu3
shu4

∂u5,

B3 = i∂u3, ε = 0, 1; (2.99)

5. B1 = βeu4 sinu3∂u2 + sinu3∂u3 + cosu3∂u4,

B2 = βeu4 cosu3∂u2 + cosu3∂u3 − sinu3∂u4,

B3 = i∂u3; (2.100)

6. B1 = βu4 sinu3∂u2 + sinu3∂u3 + u4 cosu3∂u4 + u4 sinu3∂u5,

B2 = βu4 cosu3∂u2 + cosu3∂u3 − u4 sinu3∂u4 + u4 cosu3∂u5,

B3 = i∂u3. (2.101)

V. A1 = sinu1∂u1 + u2 cosu1∂u2 + u2 sinu1∂u3,

A2 = cosu1∂u1 − u2 sinu1∂u2 + u2 cosu1∂u3, (2.102)

A3 = i∂u1.

Оператори Bb збiгаються з однiєю з таких трiйок операторiв

1. B1 = sinu4∂u4 + u5 cosu4∂u5 + u5 sinu4∂u6,

B2 = cosu4∂u4 − u5 sinu4∂u5 + u5 cosu4∂u6, (2.103)

B3 = i∂u4.

2. B1 = 2u2∂u1 − 2u2u3∂u2 + (u22 − u23 +
1

4
)∂u3,

B2 = u2∂u2 + u3∂u3,
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B3 = i

(
2u2∂u1 − 2u2u3∂u2 + (u22 − u23 −

1

4
)∂u3

)
; (2.104)

3. B1 = γ
sinu4
shu5

(u2∂u2 + u3∂u3)− sinu4 cthu5∂u4 + cosu4∂u5,

B2 = γ
cosu4
shu5

(u2∂u2 + u3∂u3)− cosu4 cthu5∂u4 − sinu4∂u5,

B3 = i∂u4; (2.105)

5. B1 = γeu5 sinu4(u2∂u2 + u3∂u3) + sinu4∂u4 + cosu4∂u5,

B2 = γeu5 cosu4(u2∂u2 + u3∂u3) + cosu4∂u4 − sinu4∂u5, (2.106)

B3 = i∂u4;

У формулах (2.93), (2.94), (2.98)–(2.101) та (2.105), (2.106) α, β, γ або
ненульовi сталi, або дорiвнюють вiдповiдно α = u4, β = u5, γ = u6.

Доведення. Зупинимося на основних етапах доведення, опускаючи гро-
мiздкi обрахунки.

Аналiз комутацiйних спiввiдношень (2.77) показує, що оператори Bb

(b = 1, 2, 3) мають такий вигляд:

1. Bb =
n∑
j=2

ξbj(u2, . . . , un)∂uj для Aa (2.41);

2. Bb =
n∑
j=3

ξbj(u3, . . . , un)∂uj для Aa (2.42);

3. Bb =
n∑
j=2

ξbj(u3, . . . , un)∂uj для Aa (2.44);

4. Bb =
3∑

k=1

fbk(u4, . . . , un)Qk +
n∑
j=4

ξbj(u4, . . . , un)∂uj для решти Aa.

У наведених вище формулах fbk, ξbj — довiльнi гладкi комплекснi фун-
кцiї, а оператори Q1,Q2,Q3 визначаються такими формулами

Q1 =
sinu3
shu2

∂u1 + cosu3∂u2 − sinu3 cthu2∂u3,
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Q2 =
cosu3
shu2

∂u1 − sinu3∂u2 − cosu3 cthu2∂u3, (2.107)

Q3 = i∂u3,

якщо Aa мають вигляд (2.43), та

Q1 = 2u2∂u1 − 2u2u3∂u2 +

(
u22 − u23 +

1

4

)
∂u3,

Q2 = u2∂u2 + u3∂u3, (2.108)

Q3 = i

(
2u2∂u1 − 2u2u3∂u2 +

(
u22 − u23 −

1

4

)
∂u3

)
,

якщо Aa мають вигляд (2.45). Безпосереднiми обчисленнями переконує-
мося, що оператори Qa задовольняють комутацiйнi спiввiдношення для
алгебри AO(3): [Qa,Qb] = iεabcQc.

У випадку 1 оператори Bb дiють у просторi змiнних (u2, u3, . . . , uq). От-
же, згiдно наслiдку з теореми 2.4, оператори Bb отримуються з формул
(2.41)–(2.45) шляхом формальної замiни uj на uj+1, (j = 1, 2, . . . , q − 1).

Аналогiчно знаходимо вигляд операторiв Bb якi вiдповiдають випадку
2 та випадку 3 при ξb2 ≡ 0, ∀ b, оператори Bb отримуються з формул
(2.41)–(2.45), шляхом формальної замiни uj на uj+2. Оператори Bb, що
вiдповiдають випадку 3 при умовi, що всi fbk ≡ 0 отримуються з (2.41)–
(2.45), за допомогою замiни uj на uj+3.

Цим випадкам вiдповiдають набори операторiв (2.79)–(2.83), (2.84)–
(2.87), (2.88)–(2.91), (2.95)–(2.97) та (2.102)–(2.103).

Розглянемо тепер випадок 3 (не всi ξb2 дорiвнюють нулю).
Позначимо через Ta оператори

Ta =
n∑
j=3

ξaj(u3, . . . , un)∂uj , a = 1, 2, 3.

Тепер оператори Ba, що вiдповiдають цьому випадку можна записати у
виглядi

Ba = ba(u3, . . . , un)∂u2 + Ta,
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де обов’язково не всi Ta дорiвнюють нулю. (Якщо всi Ta рiвнi нулю, то
[Ba, Bb] = 0, ∀a, b.) Перевiрка комутацiйних спiввiдношень (2.76) пока-
зує, що мають мiсце рiвностi

T1b2 − T2b1 = b3; T2b3 − T3b2 = b1; T3b1 − T1b3 = b2; (2.109)

i оператори Ta задовольняють комутацiйнi спiввiдношення алгебри Лi
групи поворотiв O(3). Отже, згiдно наслiдку з теореми 2.4 маємо п’ять
трiйок операторiв Ta, якi отримуються з формул (2.41)–(2.45), за допо-
могою формальної замiни uj на uj+2, (j = 1, 2, . . . , q − 2).

Оскiльки T3 = i∂u3, то за допомогою замiни

ũ1 = u1, ũ2 = u2 + f(u3, . . . , un), ũk = uk, k = 3, 4, . . . , n,

де f = i

∫
b3 du3 зводимо B3 до B3 = i∂ũ3. Тодi (2.109) набуває вигляду

T1b2 = T2b1, b1 = −i ∂b2
∂u3

, b2 = i
∂b1
∂u3

. (2.110)

Розв’язавши два останнi рiвняння, отримуємо вигляд операторiв Ba:

B1 = (α1 sinu3 + α2 cosu3)∂u2 + T1,

B2 = (α1 cosu3 − α2 sinu3)∂u2 + T2,

B3 = i∂u3.

Тут α1, α2 — функцiї змiнних u4, . . . , un.
Якщо T1 = sinu3∂u3, T2 = cosu3∂u3, то з рiвнянь (2.110) випливає, що

α1 = 0, α2 — довiльна функцiя. Якщо α2 = 0 то отримана реалiзацiя
еквiвалентна реалiзацiї (2.82). Отже α2 = const 6= 0 або можна покласти
α2 = u4 i має мiсце трiйка операторiв (2.98).

Для решти реалiзацiй операторiв Ta за допомогою замiни ũ1 = u1,

ũ2 = u2 + ϕ(u4, . . . , un), ũk = uk, k = 3, 4, . . . , n, зводимо Ba до вигляду

B1 = α1 sinu3∂u2 + T1,

B2 = α1 cosu3∂u2 + T2,
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B3 = i∂u3.

В залежностi вiд вигляду операторiв T1, T2 рiвняння (2.110) мають такi
розв’язки

(1) α1 =
β

shu4
, якщо T1, T2 отримуються з формул (2.42) та (2.43),

(2) α1 = β exp(u4), якщо T1, T2 отримуються з формул (2.44),
(3) α1 = βu4, якщо T1, T2 отримуються з формул (2.45),

де β — довiльнi функцiї змiнних u5, . . . , un. Якщо β = 0, то приходимо до
реалiзацiй, якi еквiвалентнi побудованим ранiше. Тому можна вважати,
що β = u5 або β = const 6= 0. Отриманi оператори Bb збiгаються iз
однiєю з трiйок операторiв (2.99)–(2.101).

Розглянемо тепер випадок 4.
Оператори Ba можна подати у виглядi

Ba = faQ1 + gaQ2 + haQ3 +Ra, a = 1, 2, 3.

Перевiрка комутацiйних спiввiдношень (2.76) показує, що оператори Ra

задовольняють спiввiдношення [Ra,Rb] = iεabcRc. Отже, внаслiдок тео-
реми 2.4, оператори Ra отримуються з формул (2.40)–(2.45) в результатi
формальної замiни uj на uj+3 .

Якщо Ra ≡ 0, то за допомогою перетворення еквiвалентностi (2.78),
де ya — довiльнi функцiї змiнних u4, . . . , un, оператор B3 зводиться до
вигляду

B3 = r(u4, . . . , un)Q3.

Вiдзначимо, що перетворення (2.78) не змiнюють вигляд операторiв Aa,
оскiльки [Aa,Qb] = 0, a, b = 1, 2, 3.

Iз комутацiйних спiввiдношень (2.76) випливає, що r = ±1. За допомо-
гою перетворень (2.78) зводимо оператори Bb до Bb = Qb, (b = 1, 2, 3).

Таким чином, отримали (2.92) та (2.104).
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Якщо операториRa отримуються з формул (2.41)–(2.45) то використо-
вуючи перетворення (2.78), зводимо B3 до B3 = R3. Далi, з комутацiйних
спiввiдношень [B3, B1] = iB2, [B3, B2] = −iB1 випливає, що

B1 =
3∑

a=1

(Ga cosu4 +Ha sinu4)Qa +R1,

B2 =
3∑

a=1

(Ha cosu4 −Ga sinu4)Qa +R2,

B3 = R3 = i∂u4,

де Ga, Ha — довiльнi гладкi функцiї змiнних u5, . . . , un.
Використавши автоморфiзми (2.78), де ya —функцiї змiнних u5, . . . , un,

перетворюємо коефiцiєнти Ga в нуль.
Перевiрка виконання комутацiйного спiввiдношення [B1, B2] = B3 при-

водить до таких рiвнянь для Ha, (a = 1, 2, 3):

Ha(R1 cosu4 −R2 sinu4) + cosu4(R1Ha)− sinu4(R2Ha) = 0.

В залежностi вiд вигляду операторiв R1,R2 цi рiвняння мають такi
розв’язки

(a) Ha = 0, якщо R1,R2 отримуються з формул (2.41),

(b) Ha=
H̃a

shu5
, якщо R1,R2 отримуються з формул (2.42) та (2.43),

(c) Ha = H̃a exp(u5), якщо R1,R2 отримуються з формул (2.44),

(d) Ha = H̃au5, якщо R1,R2 отримуються з формул (2.45).

Тут H̃a — довiльнi функцiї змiнних u6, . . . , un.
Тобто, оператори B1, B2, B3, мають вiдповiдно вигляд

(a) B1 = R1, B2 = R2, B3 = R3;

(b) B1 =
sinu4
shu5

[H̃1Q1 + H̃2Q2 + H̃3Q3] +R1,



75

B2 =
cosu4
shu5

[H̃1Q1 + H̃2Q2 + H̃3Q3] +R2, B3 = R3;

(c) B1 = eu5 sinu4[H̃1Q1 + H̃2Q2 + H̃3Q3] +R1,

B2 = eu5 cosu4[H̃1Q1 + H̃2Q2 + H̃3Q3] +R2, B3 = R3;

(d) B1 = u5 sinu4[H̃1Q1 + H̃2Q2 + H̃3Q3] +R1,

B2 = u5 cosu4[H̃1Q1 + H̃2Q2 + H̃3Q3] +R2 B3 = R3.

Випадок (a) дає в результатi реалiзацiю еквiвалентну (2.79), (2.81).
Якщо у випадку (b) R1,R2 вiдповiдають формулам (2.42), то, вико-

ристовуючи перетворення (2.78) де ya залежать вiд u6, . . . , un, можемо
покласти H̃1 = H̃2 = 0 для Qa вигляду (2.107) та H̃1 = H̃3 = 0 для
Qa вигляду (2.108). Таким чином, приходимо до (2.93) та (2.105), вiдпо-
вiдно. Якщо ж R1,R2 вiдповiдають формулам (2.43), то, використавши
перетворення (2.78) позбуваємося H̃a i приходимо до (2.89).

У випадку (c), так само як i у випадку (b), можемо покласти H̃1 =

H̃2 = 0 для Qa вигляду (2.107) та H̃1 = H̃3 = 0 для Qa вигляду (2.108).
В результатi отримаємо вiдповiдно (2.94) та (2.106).

Нарештi у випадку (d) за допомогою перетворення (2.78) приходимо
до (2.91).

Безпосередньою перевiркою переконуємось у нееквiвалентностi побу-
дованих реалiзацiй. Теорему доведено.

Використаємо результати теореми для побудови одного важливого кла-
су реалiзацiй алгебри Лi групи Пуанкаре P (1, 3).

Означення 2.9. Лiнiйно незалежнi векторнi поля Pµ, Jαβ вигляду
(2.29) складають реалiзацiю алгебри Лi AP (1, 3), якщо вони задоволь-
няють комутацiйнi спiввiдношення (2.73) та спiввiдношення

[Pα, Pβ] = 0, [Pµ, Jαβ] = i(gµαPβ − gµβPα). (2.111)

Нехай

Pµ = i∂xµ, µ = 0, 1, 2, 3. (2.112)
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а оператори Jαβ — це векторнi поля Лi загального вигляду

Jαβ = ξαβγ(x, u)∂xγ + ηαβj(x, u)∂uj , α, β, γ = 0, 1, 2, 3, j = 1, 2, . . . , n.

Тодi оператори Pµ мають фiзичний сенс генераторiв групи трансляцiй
у просторi Мiнковського R1,3, а вiдповiдна реалiзацiя називається кова-
рiантною [44]. Саме коварiантнi реалiзацiї групи Пуанкаре найчастiше
використовуються у застосуваннях теорiї Лi для аналiзу конкретних фi-
зичних задач, оскiльки саме вони складають групи iнварiантностi основ-
них рiвнянь релятивiстської фiзики (рiвняння Максвелла, Дiрака, Вейля,
ейконала, Д’Аламбера, Янга–Мiллса).

Перевiривши комутацiйнi спiввiдношення (2.111), отримуємо, що опе-
ратори Jαβ мають такий вигляд

J0a = i(x0∂xa + xa∂x0) + ζ0aγ(u)∂xγ + η̃0αj(u)∂uj ,

Jab = i(xb∂xa − xa∂xb) + ζabγ(u)∂xγ + η̃abj(u)∂uj , a, b, c = 1, 2, 3.

Тут ζαβγ, η̃αβj — довiльнi гладкi функцiї. Обмежимося розглядом ви-
падку, коли ζαβγ = 0.

Отже, будемо дослiджувати зображення алгебри Пуанкаре в класi ве-
кторних полiв Лi (2.112) та

J0a = i(x0∂xa + xa∂x0) + J0a, Jab = i(xb∂xa − xa∂xb) + Jab, (2.113)

де

J0a = η̃0αj(u)∂uj , Jab = η̃abj(u)∂uj . (2.114)

Пiдставивши (2.113) у (2.73), переконуємося, що оператори (2.114) за-
довольняють комутацiйнi спiввiдношення алгебри Лоренца, де Jαβ →
Jαβ.

У теоремi 2.6 ми отримали реалiзацiї алгебри Лоренца у базисi (2.74).
Для того, щоб провести опис усiх реалiзацiй алгебри AP (1, 3) потрiбно
доповнити перелiк операторiв Aa, Ba отриманий у теоремi 2.6 такими

I. Aa = 0, Ba = 0, a = 1, 2, 3; (2.115)
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II. Aa, Bb = 0, b = 1, 2, 3, (2.116)

де Aa визначається однiєю з формул

A1 = sinu1∂u1, A2 = cosu1∂u1, A3 = i∂u1; (2.117)

A1 = − sinu1 cthu2∂u1 + cosu1∂u2 + ε
sinu1
shu2

∂u3,

A2 = − cosu1 cthu2∂u1 − sinu1∂u2 + ε
cosu1
shu2

∂u3, (2.118)

A3 = i∂u1, ε = 0, 1;

A1 = sinu1∂u1 + cosu1∂u2,

A2 = cosu1∂u1 − sinu1∂u2, (2.119)

A3 = i∂u1;

A1 = sinu1∂u1 + u2 cosu1∂u2 + u2 sinu1∂u3,

A2 = cosu1∂u1 − u2 sinu1∂u2 + u2 cosu1∂u3, (2.120)

A3 = i∂u1.

III. Aa = 0, Bb, a = 1, 2, 3, (2.121)

де Bb визначається однiєю з формул

B1 = sinu1∂u1, B2 = cosu1∂u1, B3 = i∂u1; (2.122)

B1 = − sinu1 cthu2∂u1 + cosu1∂u2 + ε
sinu1
shu2

∂u3,

B2 = − cosu1 cthu2∂u1 − sinu1∂u2 + ε
cosu1
shu2

∂u3, (2.123)

B3 = i∂u1, ε = 0, 1;

B1 = sinu1∂u1 + cosu1∂u2,

B2 = cosu1∂u1 − sinu1∂u2, (2.124)

B3 = i∂u1;
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B1 = sinu1∂u1 + u2 cosu1∂u2 + u2 sinu1∂u3,

B2 = cosu1∂u1 − u2 sinu1∂u2 + u2 cosu1∂u3, (2.125)

B3 = i∂u1.

Оператори Aa, Bb, (a, b = 1, 2, 3) вказаного вигляду очевидно задоволь-
няють спiввiдношення (2.75)–(2.77), але не утворюють реалiзацiй алгебри
AO(1, 3), оскiльки є лiнiйно залежними.

Перехiд до базису операторiв (2.114) визначається формулами

J0a = −i(Aa −Ba), Jab = iεabc(Ac +Bc), a, b, c = 1, 2, 3. (2.126)

Таким чином формули (2.112), (2.113) та (2.126) разом iз формулами
(2.79)–(2.106) та (2.115)–(2.125) визначають 39 нееквiвалентних реалiза-
цiй алгебри Лi групи Пуанкаре AP (1, 3) в розглянутому класi комплекс-
них векторних полiв Лi.

2.5. Висновки до роздiлу 2

У цьому роздiлi одержано такi результати:

1. Проведено повну класифiкацiю нееквiвалентних реалiзацiй дiйсних
розв’язних алгебр Лi розмiрностi m 6 4 в просторi довiльної скiн-
ченної кiлькостi змiнних.

2. Побудовано всi нееквiвалентнi реалiзацiї алгебри Лi групи поворотiв
O(3) у просторi довiльної скiнченної кiлькостi комплексних змiнних.

3. У просторi трьох незалежних та n залежних комплексних змiнних
прокласифiковано коварiантнi реалiзацiї алгебри Евклiда AE(3).

4. Прокласифiковано комплекснi реалiзацiї алгебриAO(1, 3) групи Ло-
ренца. Цей результат використано для опису важливого класу реа-
лiзацiй алгебри AP (1, 3) групи Пуанкаре в просторi R1,3 × Cn.

Проведена класифiкацiя нееквiвалентних реалiзацiй дозволяє розв’я-
зати задачi групової класифiкацiї диференцiальних рiвнянь. Зокрема
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класифiкацiя реалiзацiй дiйсних алгебр Лi розмiрностi m 6 4 може бу-
ти застосована для дослiдження таких типiв диференцiальних рiвнянь в
дiйсних змiнних:

– звичайних диференцiальних рiвнянь порядку 6 4,

– систем двох звичайних диференцiальних рiвнянь другого порядку,

– узагальнених систем двох диференцiальних рiвнянь гiдродинамiчно-
го типу з двома незалежними змiнними,

– еволюцiйних диференцiальних рiвнянь другого порядку.

У наступному роздiлi дисертацiї цi реалiзацiї використано для побудо-
ви iнварiантних систем трьох та чотирьох звичайних диференцiальних
рiвнянь першого порядку.

Отриманi результати можуть бути застосованi для дослiдження скiн-
ченновимiрних алгебр Лi диференцiальних операторiв першого порядку
(див., наприклад, [50, 80, 103].)

Вiдзначимо, що проведена класифiкацiя дiйсних алгебр Лi в просто-
рi довiльної скiнченної кiлькостi змiнних включає як частинний випа-
док класифiкацiю реалiзацiй в просторi трьох змiнних, яка дослiджува-
лась у [135]. Детальний аналiз допущених у цiй роботi помилок наведено
у [117].

Також виходячи з результатiв цього роздiлу можна отримати класи-
фiкацiю комплексних алгебр Лi такої ж розмiрностi в просторi довiльної
скiнченної кiлькостi комплексних змiнних.

Зокрема, вона включає побудованi С. Лi у [92] реалiзацiї тривимiрних
алгебр у просторi двох комплексних змiнних, якi збiгаються з реалiзацi-
ями R(3A1, 5), R(A2.1⊕A1, 4), R(A3.1, 3), R(A3.2, 2), R(A3.2, 3), R(A3.3, 2),
R(A3.3, 4), R(Aa

3.4, 2), R(Aa
3.4, 3).

Алгебра Ab
3.5 у класифiкацiї Лi вiдсутня, оскiльки у просторi комплекс-

них змiнних вона iзоморфна алгебрi Aa
3.4. Iншi реалiзацiї з таблицi 2.4

iснують у просторi бiльше нiж двох змiнних.
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Отриманi реалiзацiї алгебр AO(3), AE(3), AO(1, 3) та AP (1, 3) мо-
жуть бути застосованими для розв’язання задачi групової класифiкацiї
диференцiальних рiвнянь та їх систем, iнварiантних вiдносно вiдповiд-
них груп Лi.

Зокрема у наступному роздiлi дисертацiї побудовано загальний вигляд
систем диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними якi допуска-
ють реалiзацiю (2.56) алгебри Евклiда в якостi алгебри iнварiантностi.

Вiдзначимо, що використовуючи результати класифiкацiї реалiзацiй
алгебри AO(1, 3) можна отримати всi нееквiвалентнi реалiзацiї алгебри
Лi групи поворотiв O(4) у просторi Cn.

Лiнiйно незалежнi векторнi поля Jαβ (α, β = 1, 2, 3, 4) утворюють
реалiзацiю алгебри AO(4), якщо вони задовольняють комутацiйнi спiв-
вiдношення

[Jαβ, Jµν] = i (δαµJβν + δβνJαµ − δανJβµ − δβµJαν) .

Перейшовши до нового базису

Aa = 1
2

(
1
2εabcJbc + Ja4

)
, Ba = 1

2

(
1
2εabcJbc − Ja4

)
, (2.127)

(a, b, c = 1, 2, 3) неважко переконатися, що оператори Aa,Bb, задоволь-
няють комутацiйнi спiввiдношення (2.75)–(2.77) алгебри AO(1, 3).

Отже, для того щоб отримати повний перелiк нееквiвалентних реалiза-
цiй алгебри AO(4) в просторi Cn необхiдно виконати обернену до (2.127)
замiну базису, де оператори Aa = Aa, Bb = Bb, визначаються формулами
(2.79)–(2.106).
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РОЗДIЛ 3

Груповий аналiз
та побудова точних розв’язкiв

систем диференцiальних рiвнянь

Даний роздiл присвячено деяким застосуванням алгебраїчних методiв до
групової класифiкацiї та побудови точних розв’язкiв систем диференцi-
альних рiвнянь.

Побудованi у роздiлi 2 реалiзацiї дозволяють розв’язати задачу опису
найбiльш загального вигляду диференцiальних рiвнянь, що допускають
вiдповiдну алгебру Лi як алгебру iнварiантностi.

У цьому роздiлi така задача розв’язується для систем звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь першого порядку, iнварiантних вiдносно три- та
чотиривимiрних розв’язних дiйсних алгебр Лi та на прикладi однiєї з
реалiзацiй алгебри Евклiда, яка розглядається в просторi з n залежни-
ми змiнними.

У пiдроздiлi 3.1 знайдено функцiональний базис диференцiальних iн-
варiантiв першого порядку для тривимiрних та чотиривимiрних розв’яз-
них дiйсних алгебр Лi та побудовано канонiчний вигляд нееквiвалентних
iнварiантних систем трьох та чотирьох звичайних диференцiальних рiв-
нянь першого порядку, якi iнтегруються в квадратурах методом Лi в
загальному виглядi.

У пiдроздiлi 3.2 отримано функцiональний базис диференцiальних iн-
варiантiв першого порядку у просторi трьох незалежних та n залежних
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змiнних для реалiзацiї (2.56) алгебри E(3) та вiдповiдної реалiзацiї алге-
бри Ẽ(3).

У пiдроздiлi 3.3 проведено редукцiю рiвнянь Максвелла для вектор-
потенцiалу до системи звичайних диференцiальних рiвнянь за допомо-
гою P̃ (1, 3)-iнварiантних анзацiв та побудовано ряд нових розв’язкiв цих
рiвнянь. У пiдроздiлi 3.4 дослiджено умови про яких система рiвнянь
Максвелла–Шредiнгера допускає розв’язки у вiдокремлених змiнних.

Стисло викладемо основнi поняття та твердження, що використовую-
ться в цьому роздiлi.

Нехай Q1, Q2, . . . , QN — базис деякої реалiзацiї R(A) алгебри Лi A гру-
пи G, яка дiє у просторi V = 〈x, u〉. Змiннi x = (x1, x2, . . . , xm) вважаємо
незалежними, а u = (u1, u2, . . . , un) — залежними.

Як вiдомо [32, 33], рiвняння

F (x, u, u
1
) = 0, (3.1)

є iнварiантним вiдносно реалiзацiї R(A), якщо функцiя F задовольняє
спiввiдношення

pr(1)QkF
∣∣∣
F=0

= 0, k = 1, 2, . . . , N. (3.2)

Тут pr(1)Qk — перше продовження оператора Qk, u
1

= {uxi}.
Перше продовження оператора Q = ξj(x, u)∂xj + ηα(x, u)∂uα здiйснює-

ться за формулою

pr(1)Q = Q+ ζαj ∂uαj ,

де ζαj = Djη
α − uαkDjξ

k, Dj = ∂xj + ubj∂ub + · · · — оператор повного
диференцiювання.

Функцiя F (x, u, u
1
) називається диференцiальним iнварiантом першого

порядку алгебри A з базисними операторами Qk, якщо

pr(1)QkF = 0, k = 1, 2, . . . , N. (3.3)
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Набiр функцiонально незалежних диференцiальних iнварiантiв першо-
го порядку реалiзацiї R(A), через якi можна виразити будь-який її ди-
ференцiальний iнварiант першого порядку, називається функцiональним
базисом диференцiальних iнварiантiв першого порядку реалiзацiї R(A).

Основнi результати роздiлу опублiковано у роботах [18, 96, 25, 21, 97,
95, 12, 146].

3.1. Iнварiантнi системи звичайних
диференцiальних рiвнянь першого порядку

У цьому пiдроздiлi проводимо побудову систем звичайних диференцiаль-
них рiвнянь

Fk(t, x, ẋ) = 0, k = 1, 2, . . . , N, (3.4)

якi є iнварiантними вiдносно тривимiрних (N = 3) та чотиривимiрних
(N = 4) розв’язних дiйсних алгебр Лi. Змiнну t вважaємо незалежною, а
змiннi x = (x1, x2, . . . , xN) — залежними. Похiдну за t будемо позначати

крапкою над символом ẋk =
dxk
dt

, ẋ = (ẋ1, ẋ2, . . . , ẋN).
Зауважимо, що iнварiантнi рiвняння, отриманi при рiзному виборi не-

залежної змiнної у базисних елементах реалiзацiї, еквiвалентнi мiж со-
бою. Для спрощення обчислень вибираємо змiннi таким чином, щоб ка-
нонiчнi форми реалiзацiй не мiстили оператора диференцiювання за не-
залежною змiнною. Цьому вибору вiдповiдає найпростiший загальний
вигляд iнварiантного рiвняння.

Довiльна реалiзацiя N -вимiрної алгебри Лi (N 6 4) еквiвалентна реа-
лiзацiї, де явно фiгурує лише N перших змiнних (за виключенням реа-
лiзацiй R(4A1, 2), R(4A1, 5)). Тому при вiдповiдному виборi координат
та залежної змiнної (t = xN+1) всi змiннi xi та ẋi, i = N + 2, . . . будуть
iнварiантами. Отже, диференцiальнi iнварiанти тривимiрних (чотириви-
мiрних) розв’язних алгебр Лi шукаємо у просторi з трьома (чотирма)
залежними змiнними.
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Спочатку будуємо диференцiальнi рiвняння, iнварiантнi вiдносно три-
вимiрних розв’язних дiйсних алгебр Лi. Будемо вважати, що у реалiзацi-
ях таких алгебр (див. табл. 2.4) x4 = t — незалежна змiнна, x1, x2, x3 —
функцiї вiд t.

Для кожної з реалiзацiй будуємо функцiональний базис диференцiаль-
них iнварiантiв. Повнiстю вiдповiдних обчислень не наводимо внаслiдок
їх громiздкостi. Як приклад розглянемо реалiзацiю R(Ab

3.5, 1).
Першi продовження базисних операторiв цiєї реалiзацiї у просторi змiн-

них (t, x1, x2, x3) мають вигляд

pr(1)Q1 = ∂x1, pr(1)Q2 = ∂x2,

pr(1)Q3 =(bx1 + x2)∂x1 +(−x1 + bx2)∂x2 + ∂x3 +(bẋ1 + ẋ2)∂ẋ1 (3.5)

+(−ẋ1 + bẋ2)∂ẋ2.

Знайдемо базис диференцiальних iнварiантiв. Для цього потрiбно зна-
йти фундаментальний розв’язок вiдповiдної цим операторам систем (3.2).
З двох перших рiвнянь системи випливає, що розв’язки необхiдно шука-
ти у виглядi функцiй вiд (t, x3, ẋ1, ẋ2, ẋ3). Вiдомо, що ця задача зводиться
до вiдшукання перших iнтегралiв системи звичайних диференцiальних
рiвнянь

dx3 =
dẋ1

(bẋ1 + ẋ2)
=

dẋ2
(−ẋ1 + bẋ2)

. (3.6)

Лiвими частинами перших iнтегралiв рiвнянь (3.6), а отже i базисом iн-
варiантiв реалiзацiї R(Ab

3.5, 1) є функцiї t, ẋ3, (ẋ21+ẋ22)e
−2bx3, x3−arc tg ẋ1

ẋ2
.

Для кожної з реалiзацiй дiйсних тривимiрних розв’язних алгебр Лi
(див. табл. 2.4) знайдено функцiональний базис диференцiальних iнва-
рiантiв першого порядку. Перелiк базисних iнварiантiв наведено в дода-
тку Б у виглядi таблицi B.1.

Далi аналогiчно проводимо побудову диференцiальних iнварiантiв чо-
тиривимiрних розв’язних дiйсних алгебр Лi. При цьому вважаємо, що
у побудованих реалiзацiях цих алгебр x1(t), x2(t), x3(t), x4(t) — фун-
кцiї вiд t, x5 = t — незалежна змiнна. Розглядаємо лише реалiзацiї, якi
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iснують у просторi змiнних 〈x1, x2, x3, x4, x5 = t〉. Перелiк результатiв
наведено таблицях B.2–B.3.

Отриманi повнi набори диференцiальних iнварiантiв алгебр Лi опису-
ють загальний вигляд нееквiвалентних з точнiстю до довiльної невирод-
женої замiни змiнних систем диференцiальних рiвнянь першого поряд-
ку, iнварiантних вiдносно тривимiрних (чотиривимiрних) дiйсних розв’я-
зних алгебр Лi.

За допомогою прямої перевiрки переконуємося, що системи диференцi-
альних рiвнянь першого порядку, iнварiантнi вiдносно тривимiрних дiй-
сних розв’язних алгебр Лi, зводяться до нормальної форми тодi, коли
ранг вiдповiдної реалiзацiї дорiвнює трьом.

Отриманi результати сформульовано у виглядi теореми.

Теорема 3.1. Нехай система трьох звичайних диференцiальних рiв-
нянь першого порядку є iнварiантною вiдносно деякої реалiзацiї дiйсної
тривимiрної розв’язної алгебри Лi рангу 3. Тодi така система iнте-
грується в квадратурах за допомогою методу Лi i невиродженi замiни
змiнних, якi зводять вiдповiдну реалiзацiю до однiєї з реалiзацiй, на-
ведених у таблицi 2.4, зводять систему рiвнянь до одного iз таких
випадкiв:

R(3A1, 1) ẋ1 = f1(t), ẋ2 = f2(t), ẋ3 = f3(t);

R(A2.1⊕A1, 1) ẋ1 = f1(t)e
x3, ẋ2 = f2(t), ẋ3 = f3(t);

R(A3.1, 1) ẋ1 = f1(t) + x3 f2(t), ẋ2 = f2(t), ẋ3 = f3(t);

R(A3.2, 1) ẋ1 = [f1(t) + x3f2(t)]e
x3, ẋ2 = f2(t)e

x3, ẋ3 = f3(t);

R(A3.3, 1) ẋ1 = f1(t)e
x3, ẋ2 = f2(t)e

x3, ẋ3 = f3(t);

R(A3.4, 1) ẋ1 = f1(t)e
x3, ẋ2 = f2(t)e

ax3, ẋ3 = f3(t);

R(A3.5, 1) ẋ1 = f1(t)e
bx3 sin(x3 + f2(t)),

ẋ2 = f1(t)e
bx3 cos(x3 + f2(t)), ẋ3 = f3(t).
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Провiвши аналогiчнi мiркування для системи чотирьох рiвнянь, iнва-
рiантних вiдносно чотиривимiрних дiйсних розв’язних алгебр Лi, пере-
конались у справедливостi такої теореми.

Теорема 3.2. Нехай система чотирьох звичайних диференцiальних рiв-
нянь першого порядку є iнварiантною вiдносно деякої реалiзацiї дiйсної
чотиривимiрної розв’язної алгебри Лi рангу 4. Тодi така система може
бути проiнтегрована в квадратурах за допомогою методу Лi i невиро-
дженi замiни змiнних, якi зводять вiдповiдну реалiзацiю до однiєї з
реалiзацiй, наведених у таблицях 2.5–2.6, зводять систему рiвнянь до
одного iз таких випадкiв:

R(A4.1, 1) ẋ1 =f1(t)+ x4f2(t) + 1
2f3(t)x4

2, ẋ2 =f2(t)+ x4f3(t),

ẋ3 = f3(t), ẋ4 = f4(t);

R(A4.2, 1) ẋ1 = f1(t)e
qx4, ẋ2 = [x4 + f2(t)]f3(t)e

x4,

ẋ3 = f3(t)e
x4, ẋ4 = f4(t);

R(A4.3, 1) ẋ1 = f1(t)e
x4, ẋ2 = x4 f3(t) + f2(t),

ẋ3 = f3(t), ẋ4 = f4(t);

R(A4.4, 1) ẋ1 = [12x4
2 + x4 f2(t) + f1(t)]f3(t)e

x4,

ẋ2 = [x4 + f2(t)]f3(t)e
x4, ẋ3 = f3(t)e

x4, ẋ4 = f4(t);

R(A4.5, 1) ẋ1 = f1(t)e
ax4, ẋ2 = f2(t)f1

b
a (t) ebx4,

ẋ3 = f3(t)f1
c
a (t) ecx4, ẋ4 = f4(t);

R(A4.6, 1) ẋ1 = f1(t)e
qx4, ẋ2 = f3(t)e

px4 sin(f2(t) + x4),

ẋ3 = f3(t)e
px4 cos(f2(t) + x4), ẋ4 = f4(t);

R(A4.7, 1) ẋ1 = [f1(t)e
x4 + x3(f2(t) + x4)] f3(t)e

x4,

ẋ2 = [f2(t) + x4] f3(t)e
x4, ẋ3 = f3(t)e

x4, ẋ4 = f4(t);

R(A4.8, 1) ẋ1 =[f1(t)e
qx4 +x3]f2(t)e

x4, ẋ2 =f2(t)e
x4,

ẋ3 =f3(t)e
qx4, ẋ4 =f4(t);

R(A4.9, 1) ẋ1 = f1(t)e
2qx4+ x3f2(t)e

qx4 sin(x4 +f3(t)),
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ẋ2 = f2(t)e
qx4 sin(x4 +f3(t)),

ẋ3 = f3(t)e
qx4 cos(x4 + f3(t)), ẋ4 = f4(t);

R(A4.10, 1) ẋ1 = f1(t)e
x3 sin(x4 +f2(t)),

ẋ2 = f1(t)e
x3 cos(x4 +f2(t)), ẋ3 = f3(t), ẋ4 = f4(t);

R(4A1, 1) ẋ1 = f1(t), ẋ2 = f2(t), ẋ3 = f3(t), ẋ4 = f4(t);

R(A2.1⊕2A1,1) ẋ1 = f1(t)e
x4, ẋ2 = f2(t), ẋ3 = f3(t), ẋ4 = f4(t);

R(A2.1⊕A2.1,1) ẋ1 = f1(t)e
x3, ẋ2 = f2(t)e

x4, ẋ3 = f3(t), ẋ4 = f4(t);

R(A3.1⊕A1, 1) ẋ1 =f1(t)+x4f3(t), ẋ2 =f2(t), ẋ3 =f3(t), ẋ4 =f4(t);

R(A3.2⊕A1, 1) ẋ1 =[x3 +f1(t)]f2(t)e
x3, ẋ2 =f2(t)e

x3, ẋ3 =f3(t),

ẋ4 =f4(t);

R(A3.3⊕A1, 1) ẋ1 =f1(t)e
x3, ẋ2 =f2(t)e

x3, ẋ3 =f3(t), ẋ4 =f4(t);

R(A3.4⊕A1, 1) ẋ1 =f1(t)e
x3, ẋ2 =f2(t)e

ax3, ẋ3 =f3(t), ẋ4 =f4(t);

R(A3.5⊕A1, 1) ẋ1 = f1(t)e
bx3 sin(x3 +f2(t)),

ẋ2 = f1(t)e
bx3 cos(x3 +f2(t)), ẋ3 =f3(t), ẋ4 =f4(t).

3.2. Диференцiальнi рiвняння з частинними
похiдними, iнварiантнi вiдносно
алгебри AE(3)

У цьому пiдроздiлi знайдено загальний вигляд диференцiальних рiвнянь
з частинними похiдними першого порядку (3.1), якi в якостi алгебри iн-
варiантностi допускають реалiзацiю (2.56) алгебри Евклiда AE(3). У рiв-
няннi (3.1) F — деяка гладка функцiя своїх аргументiв, яка визначена
в просторi V

1
= V ⊗ 〈u

1
〉, u

1
= {uxα|α = 1, 2, 3}.

Спочатку побудуємо базис диференцiальних iнварiантiв першого по-
рядку для реалiзацiї (2.56) у просторi трьох незалежних (x1, x2, x3) та
двох залежних змiнних (u1, u2). Для зручностi змiннi u1, u2 будемо по-
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значати через u, v, а для позначення похiдних будемо вживати нижнi

iндекси:
∂u

∂xa
= ua,

∂v

∂xa
= va, a = 1, 2, 3. У цих позначеннях реалiзацiя

(2.56) набуває вигляду

Pa = i∂xa, a = 1, 2, 3, (3.7)

J1 = i(x3∂x2 − x2∂x3) + sinu∂u, (3.8)

J2 = i(x1∂x3 − x3∂x1) + cosu∂u, (3.9)

J3 = i(x2∂x1 − x1∂x2) + i∂u. (3.10)

Базис диференцiальних iнварiантiв першого порядку для даної реалi-
зацiї складатимуть п’ять функцiй.

Продовження операторiв трансляцiй збiгаються iз цими операторами,
а продовження операторiв (3.8)–(3.10) мають вигляд:

pr(1)J1 = i(x3∂x2 − x2∂x3) + sinu∂u + u1 cosu∂u1

+(u2 cosu+ iu3)∂u2 + (u3 cosu− iu2)∂u3 + i(v3∂v2− v2∂v3), (3.11)

pr(1)J2 = i(x1∂x3 − x3∂x1) + cosu∂u − (u1 sinu+ iu3)∂u1

−u2 sinu∂u2 + (iu1 − u3 sinu)∂u3 + i(v1∂v3 − v3∂v1), (3.12)

pr(1)J3 = i{(x2∂x1 −x1∂x2) +∂u +u2∂u1 −u1∂u2 +v2∂v1 −v1∂v2}. (3.13)

Система (3.3), що вiдповiдає цим операторам, мiстить рiвняння PaI =

0, а тому шуканi iнварiанти не залежать вiд змiнних x1, x2, x3. Задача
побудови фундаментального розв’язку системи (3.3) зводиться до вiдшу-
кання перших iнтегралiв системи звичайних диференцiальних рiвнянь

dxj
ξj(x, u)

=
duα

ηα(x, u)
=
duαj
ζαj

.

Функцiональний базис диференцiальних iнварiантiв першого порядку
оператора (3.13) утворюють функцiї

p =

√
u21 + u22
u3

, q = u− arc tg
u1
u2
, r = u3,

s =

√
v21 + v22
v3

, f = u− arc tg
v1
v2
, t = v3, v.
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Очевидно, що iнварiанти розглядуваної реалiзацiї алгебри Евклiда є
функцiями цих змiнних. Будемо шукати iнварiанти операторiв pr(1)J1,
pr(1)J2 у виглядi F (v, p, q, r, s, t, f). Тодi

pr(1)J1F = sinuXF + cosuY F, pr(1)J2F = cosuXF − sinuY F,

де X = i(1 + p2) sin q∂p +

(
1 +

i

p
cos q

)
∂q − ipr sin q∂r +

+ i(1 + s2) sin f∂s +

(
1 +

i

s
cos f

)
∂f − ist sin f∂t;

Y = i(1 + p2) cos q∂p −
i

p
sin q∂q + r(1− ip cos q)∂r +

+ i(1 + s2) cos f∂s −
i

s
sin f∂f − ist cos f∂t.

Неважко переконатися, що вiдповiдна система еквiвалентна рiвнянням
XF = 0, Y F = 0. Отже функцiя F є iнварiантом обох операторiв X, Y .

Функцiональний базис диференцiальних iнварiантiв першого порядку
оператора X утворюють функцiї

α =
p sin q

1− ip cos q
− s sin f

1− is cos f
, κ = r(1− ip cos q),

ρ = r2(1 + p2), φ = t(1− is cos f), τ = t2(1 + s2).

Iнварiанти оператора Y шукаємо у виглядi G(α, κ, ρ, τ, φ), тодi

Y G = Ỹ G, де Ỹ = −α∂α + φ∂φ + 2κ∂κ + 2ρ∂ρ.

Вiдповiдна система має такi першi iнтеграли
κ

ρ
,
φ
√
ρ
, αφ, τ .

Цi функцiї та функцiя v i є iнварiантами операторiв X та Y , а отже
i операторiв Pa, pr(1)Ja (a = 1, 2, 3), тобто вони є диференцiальними
iнварiантами реалiзацiї (3.7)–(3.10) алгебри Евклiда AE(3).

Повернувшись до початкових позначень, отримуємо, що базис дифе-
ренцiальних iнварiантiв першого порядку для цiєї реалiзацiї складають
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функцiї:

I1 =
i(u1 sinu+ u2 cosu)− u3

u21 + u22 + u23
, I2 =

i(v1 sinu+ v2 cosu)− v3√
u21 + u22 + u23

,

I3 =
v3(u2 sinu− u1 cosu) + u3(v1 cosu− v2 sinu) + i(u1v2 − v1u2)

u21 + u22 + u23
,

I4 = v, I5 = v21 + v22 + v23.

Вiдзначимо, що єдиний iнварiант, який iснує у просторi з однiєю за-
лежною змiнною u, був знайдений I.А. Єгорченко [140].

Найбiльш загальний вигляд диференцiального рiвняння, iнварiантно-
го вiдносно алгебри Евклiда AE(3) з базисними операторами (3.7)–(3.10)
такий:

Φ(I1, I2, I3, I4, I5) = 0.

Зокрема, iнварiантною вiдносно цiєї реалiзацiї алгебри Евклiда буде
така система:

i(u1 sinu+ u2 cosu)− u3
u21 + u22 + u23

= ϕ(I3, I4, I5),

i(v1 sinu+ v2 cosu)− v3√
u21 + u22 + u23

= ψ(I3, I4, I5).

Провiвши аналогiчнi мiркування, якi тут не наводимо внаслiдок їх
громiздкостi, ми побудували базис диференцiальних iнварiантiв для цiєї
реалiзацiї алгебри Евклiда у просторi трьох незалежних (x1, x2, x3) та n
залежних змiнних u = (u1, u2, . . . , un):

I1=
i(u11 sinu1 + u12 cosu1)− u13

(uk1)
2 + (uk2)

2 + (uk3)
2

, Ik2 =
i(uk1 sinu1 + uk2 cosu1)− uk3√

(uk1)
2 + (uk2)

2 + (uk3)
2

,

Ik3 =
uk3(u

1
2 sinu1 − u11 cosu1) + u13(u

k
1 cosu1 − uk2 sinu1) + i(u11u

k
2 − uk1u12)

(uk1)
2 + (uk2)

2 + (uk3)
2

,

Ik4 = uk, Ik5 = (uk1)
2 + (uk2)

2 + (uk3)
2, k = 2, 3, . . . , n.

Тут верхнiй iндекс позначає номер залежної змiнної, а нижнi iндекси

позначають похiднi, наприклад:
∂ub

∂xa
= uba.
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Знайдемо iнварiанти розширеної алгебри Евклiда. Лiнiйно незалежнi
диференцiальнi оператори Pa, Jbc, D (a, b, c = 1, 2, 3) вигляду (2.29)
складають реалiзацiю алгебри Лi AẼ(3) розширеної групи Евклiда Ẽ(3)

в класi векторних полiв Лi, якщо вони задовольняють комутацiйнi спiв-
вiдношення (2.31), (2.32) та спiввiдношення

[Pa, D] = Pa, [Jab, D] = 0.

Реалiзацiю алгебри Евклiда операторами (3.7)–(3.10) можна доповни-
ти до реалiзацiї розширеної алгебри Евклiда оператором дiлатацiї

D = i(x1∂x1 + x2∂x2 + x3∂x3) + ε∂v, ε = 0, 1. (3.14)

Шукаємо iнварiанти розширеної алгебри Евклiда у просторi трьох не-
залежних (x1, x2, x3) та двох залежних змiнних (u, v) у виглядi функцiй
вiд iнварiантiв I1, I2, I3, I4, I5. У цих змiнних продовжений оператор дi-
латацiї набуває вигляду

D̃ = ε∂I4 + iI1∂I1 − 2iI5∂I5.

Вiдповiдна система має такi першi iнтеграли I4 + iε ln I1, (I1)
2I5. Вони

та вирази I2, I3 є iнварiантами реалiзацiї розширеної алгебри Евклiда
операторами (3.7)–(3.10) та (3.14).

Аналогiчно ми знайшли iнварiанти цiєї реалiзацiї розширеної алге-
бри Евклiда у просторi трьох незалежних та n залежних змiнних u =

(u1, u2, . . . , un). Це такi функцiї

Ik4 + iε ln I1, Ik2 , Ik3 , (I1)
2Ik5 , k = 2, 3, . . . , n.

3.3. Симетрiя та точнi розв’язки рiвнянь
Максвелла для вектор-потенцiалу

Електромагнiтне поле в просторi Мiнковського R1,3 = 〈x〉 = 〈x0,x〉 =

〈x0, x1, x2, x3〉 описується вiдомими рiвняннями Максвелла, якi за допо-
могою дiйсного коварiантного вектор-потенцiалу електромагнiтного по-
ля A = (A0,A) = (A0, A1, A2, A3), A = A(x) можна подати у виглядi
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системи диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними (див., напри-
клад, [6, 44])

2Aµ − ∂µ(∂νAν) = 0. (3.15)

Тут i далi використовуємо позначення: 2u = gµν∂µ∂ν = ∂µ∂
µ, ∂µ = ∂

∂xµ
,

∂Aµ = ∂
∂Aµ

. Iндекси, позначенi грецькими лiтерами, пробiгають множину

{0, 1, 2, 3}, пiднiмання та опускання iндексiв здiйснюється за допомогою
метричного тензора gµν (2.72) простору Мiнковського R1,3.

Природним узагальненням рiвняння (3.15) є рiвняння [47, 48]

2Aµ − ∂µ(∂νAν) = F (AνA
ν)Aµ, (3.16)

де F – довiльна гладка функцiя своїх аргументiв. Якщо F = −m2 +

λAνA
ν, де m 6= 0, λ — сталi, то максимальною групою симетрiї рiвнянь

(3.16) буде група Пуанкаре AP (1, 3), а у випадку F = λ(AνA
ν) — кон-

формна група C(1, 3). При цьому базиснi оператори вiдповiдних алгебр
Лi вказаних груп мають такий вигляд:

Pµ = ∂µ, Jµν = xµ∂ν − xν∂µ + Aµ ∂

∂Aν
− Aν ∂

∂Aµ
,

D = xµ∂µ − Aµ
∂

∂Aµ
, (3.17)

Kµ = 2xµD − (xνx
ν)∂µ + 2Aµxν

∂

∂Aν
− 2Aνx

ν ∂

∂Aµ
.

У цьому пiдроздiлi повнiстю розв’язано задачу симетрiйної редукцiї
системи рiвнянь

2Aµ − ∂µ(∂νAν) = λAνA
ν Aµ (3.18)

до систем звичайних диференцiальних рiвнянь за пiдалгебрами розши-
реної алгебри Пуанкаре ÃP (1, 3) = AP (1, 3)+3〈D〉, якi не спряженi пiд-
алгебрам алгебри AP (1, 3). Тут розглянуто тiльки такi алгебри, оскiльки
за пiдалгебрами алгебри AP (1, 3) симетрiйна редукцiя виконана в [9].
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Базис розширеної алгебри Пуанкаре ÃP (1, 3) складають оператори Pµ,
Jµν, D вигляду (3.17).

Вiдзначимо, що при λ = 0 система (3.18) збiгається з рiвняннями
(3.15).

Для симетрiйної редукцiї рiвнянь (3.18), будемо використовувати лi-
нiйну конструкцiю AP̃ (1, 3)-iнварiантних анзацiв, за допомогою якої бу-
ло здiйснено редукцiю нелiнiйних рiвнянь Дiрака [40, 71], Максвелла [19],
SU(2)-рiвнянь Янга–Мiллса [17, 20]. Вiдзначимо, що для редукцiї рiв-
нянь Янга–Мiллса, якi записанi у коварiантнiй формi, вiдомi AP (1, 3)-
та AP̃ (1, 3)-iнварiантнi анзаци попередньо було зведено до коварiантного
вигляду за допомогою процедури розмноження розв’язкiв перетворення-
ми з групи Лоренца (див., наприклад, роботи [87, 144]). Оскiльки дослi-
джувана система рiвнянь (3.18) теж записана у коварiантнiй формi, то,
слiдуючи роботам [17, 20, 87, 144] для її симетрiйної редукцiї використо-
вуємо AP (1, 3)-iнварiантнi анзаци, якi у нашому випадку мають вигляд

Aµ(x) = θ(x)aµν(x)Bν(ω), (3.19)

де Bν = Bν(ω) — новi невiдомi функцiї змiнної ω = ω(x),

aµν(x) = (aµaν − dµdν) ch θ1 + (dµaν − dνaµ) sh θ1+

+ 2(aµ + dµ)[θ2 cos θ3bν − θ2 sin θ3cν + θ22e
−θ1(aν + dν)]

+(bµcν −bνcµ) sin θ3 −(cµcν +bµbν) cos θ3 −2e−θ1θ2bµ(aν+ dν).

(3.20)

Тут aµ, bµ, cµ, dµ — компоненти векторiв a = (1, 0, 0, 0), b = (0, 1, 0, 0),
c = (0, 0, 1, 0), d = (0, 0, 0, 1). Для таких векторiв вiдповiднi згортки
мають вигляд

x0 = ax, x1 = −bx, x2 = −cx, x3 = −dx,

B0 = aB, B1 = −bB, B2 = −cB, B3 = −dB.

Далi позначаємо k = a+ d.
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Нижче наведено тривимiрнi пiдалгебри розширеної алгебри Пуанкаре
ÃP (1, 3), що не спряженi пiдалгебрам алгебри Пуанкаре AP (1, 3) та вiд-
повiднi значення функцiй θ, θi (i = 1, 2, 3), ω. Тут вживаємо позначення
M = P0 + P3, G1 = J01 − J13, T = 1

2(P0 − P3). Якщо не вказано iнше, то
α, β > 0.

L1 = 〈D,P0, P3〉: θ = |bx|−1, θ1 = θ2 = θ3 = 0, ω = cx(bx)−1;

L2 = 〈J12 + αD,P0, P3〉: θ = ((bx)2+(cx)2)−
1
2 , θ1 = θ2 = 0, θ3 = arc tg

cx

bx
,

ω = ln((bx)2 + (cx)2) + 2α arc tg
cx

bx
, α > 0;

L3 = 〈J12, D, P0〉: θ = |dx|−1, θ1 = θ2 =0, θ3 = arc tg
cx

bx
, ω =

(bx)2 +(cx)2

(dx)2
;

L4 = 〈J12, D, P3〉: θ = |ax|−1, θ1 = θ2 = 0, θ3 = arc tg
cx

bx
, ω =

(bx)2 +(cx)2

(ax)2
;

L5 = 〈J03 + αD,P0, P3〉: θ = |bx|−1, θ1 = α−1 ln |bx|, θ2 = θ3 = 0, ω =
cx

bx
,

α > 0;

L6 = 〈J03 + αD,P1, P2〉: θ = |(ax)2−(dx)2|−
1
2 , θ1 = 1

2 ln |(ax−dx)(kx)−1|,
θ2 = θ3 = 0, ω = (1− α) ln |ax− dx|+ (1 + α) ln |kx|, α > 0;

L7 = 〈J03 + αD,M,P1〉: θ = |cx|−1, θ1 = α−1 ln |cx|, θ2 = θ3 = 0, ω =

|kx|α|cx|1−α, α > 0;

L8 = 〈J03 +D + 2T, P1, P2〉: θ = |ax− dx|−
1
2 , θ1 = 1

2 ln |ax− dx|, θ2 = θ3 =

0, ω = kx− ln |ax− dx|;

L9 = 〈J03 +D + 2T,M, P1〉: θ = |cx|−1, θ1 = ln |cx|, θ2 = θ3 = 0, ω =

kx− 2 ln |cx|;

L10 = 〈J03, D, P1〉: θ = |cx|−1, θ1 = ln |(ax − dx)(cx)−1|, θ2 = θ3 = 0, ω =

((ax)2 − (dx)2)(cx)−2;

L11 = 〈J03, D,M〉: θ = |cx|−1, θ1 = − ln |kx(cx)−1|, θ2 = θ3 = 0, ω =

cx(bx)−1;
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L12 = 〈J12 + αJ03 + βD,P0, P3〉: θ = ((bx)2 + (cx)2)−
1
2 , θ1 = −α arc tg

cx

bx
,

θ2 = 0, θ3 = arc tg
cx

bx
, ω = ln((bx)2 + (cx)2) + 2β arc tg

cx

bx
, α 6= 0,

β > 0;

L13 = 〈J12 + αJ03 + βD,P1, P2〉: θ = |(ax)2 − (dx)2|−
1
2 , θ1 = 1

2 ln |(ax −

dx)(kx)−1|, θ2 = 0, θ3 = − 1

2α
ln |(ax−dx)(kx)−1|, ω = (α−β) ln |ax−

dx|+ (α + β) ln |kx|, α 6= 0, β > 0;

L14 = 〈J12 +α(J03 +D +2T ), P1, P2〉: θ = |ax − dx|−
1
2 , θ1 = 1

2 ln |ax − dx|,
θ2 = 0, θ3 = −1

2 ln |ax− dx|, ω = kx− ln |ax− dx|;

L15 = 〈J12 + αJ03, D,M〉: θ = ((bx)2 + (cx)2)−
1
2 , θ1 = −α arc tg

cx

bx
, θ2 = 0,

θ3 = arc tg
cx

bx
, ω = ln[((bx)2 + (cx)2)(kx)−2] + 2α arc tg

cx

bx
; α > 0;

L16 = 〈J03 + αD, J12 + βD,M〉: θ = ((bx)2 + (cx)2)−
1
2 , θ1 = 1

2 ln[((bx)2 +

(cx)2)(kx)−2], θ2 = 0, θ3 = arc tg
cx

bx
, ω = ln[((bx)2+(cx)2)1−α(kx)2α]+

2β arc tg
cx

bx
, 0 6 |α| 6 1, |α|+ β 6= 0, β > 0;

L17 = 〈J03 +D + 2T, J12 + αT,M〉: θ = ((bx)2+(cx)2)−
1
2 , θ1 = 1

2 ln((bx)2+

(cx)2), θ2 = 0, θ3 = arc tg
cx

bx
, ω = kx− ln((bx)2+(cx)2)+2α arc tg

cx

bx
,

α > 0;

L18 = 〈J03 +D, J12 + 2T,M〉: θ =((bx)2+(cx)2)−
1
2 , θ1 = 1

2 ln((bx)2+(cx)2),
θ2 = 0, θ3 = arc tg

cx

bx
, ω = kx+ 2 arc tg

cx

bx
;

L19 = 〈J03, J12, D〉: θ = ((bx)2 + (cx)2)−
1
2 , θ1 = −1

2 ln |kx(ax− dx)−1|, θ2 =

0, θ3 = arc tg
cx

bx
, ω = ((bx)2 + (cx)2)|(ax)2 − (dx)2|−1;

L20 = 〈G1, J03 +αD,P2〉: θ = |(ax)2− (bx)2− (dx)2|−
1
2 , θ1 =

1

2α
ln |(ax)2−

(bx)2 − (dx)2|, θ2 = 1
2bx(kx)−1, θ3 = 0, ω = |kx|2α|(ax)2 − (bx)2 −

(dx)2|1−α, 0 < |α| 6 1;
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L21 = 〈J03 +D,G1 + P2,M〉: θ = |cx kx− bx|−1, θ1 = ln |cx kx− bx|, θ2 =
1
2cx, θ3 = 0, ω = kx;

L22 = 〈J03 −D +M,G1, P2〉: θ = |kx|−
1
2 , θ1 = −1

2 ln |kx|, θ2 = 1
2bx(kx)−1,

θ3 = 0, ω = ax− dx+ ln |kx| − (bx)2(kx)−1;

L23 = 〈J03 + 2D,G1 + 2T,M〉: θ = |cx|−1, θ1 = 1
2 ln |cx|, θ2 = −1

4
kx, θ3 =

0, ω = [4bx+ (kx)2](cx)−1;

L24 = 〈J03 + 2D,G1 + 2T, P2〉: θ = |4bx+ (kx)2|−1, θ1 = 1
2 ln |4bx+ (kx)2|,

θ2 = −1

4
kx, θ2 = 0, ω = [ax− dx+ bx kx+

1

6
(kx)3]2[4bx+ (kx)2]−3.

Коварiантна форма AP̃ (1, 3)-iнварiантних анзацiв (3.19)–(3.20) доз-
воляє здiйснити симетрiйну редукцiю рiвнянь Максвелла (3.18) у загаль-
ному виглядi.

Теорема 3.3. Анзац (3.19) редукує рiвняння (3.18) до системи звичай-
них диференцiальних рiвнянь

kµγB̈γ + lµγḂγ +mµγB
γ = λ(BγBγ)Bµ. (3.21)

При цьому коефiцiєнти редукованої системи мають вигляд

kµγ = gµγF1 −GµGγ, lµγ = gµγF2 + 2Qµγ −GµHγ −GµĠγ,

mµγ = Rµγ, Ḃγ = dBγ

dω
, B̈γ = d2Bγ

dω2 , Ġγ =
dGγ

dω
,

(3.22)

де F1, F2, Gµ, Qµγ, Hγ, Rµγ — деякi гладкi функцiї змiнної ω, якi
визначаються iз спiввiдношень:

∂ω

∂xµ
· ∂ω
∂xµ

= F1(ω)θ2; θ2ω + 2
∂θ

∂xµ

∂ω

∂xµ
= F2(ω)θ3;

aνµ
∂ω

∂xν
= Gµ(ω)θ, θ

∂aνµ
∂xν

+ 3aνµ
∂θ

∂xν
= Hµ(ω)θ2;

aγµ
∂aγν

∂xδ
∂ω

∂xδ
+Gµ(ω)aδν

∂θ

∂xδ
−Gν(ω)aδµ

∂θ

∂xδ
= Qµν(ω)θ2; (3.23)
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gµν2θ + 2aγµ
∂aγν

∂xδ
∂θ

∂xδ
− aγµaδν

∂2θ

∂xγ∂xδ
− aγµ

∂aδν
∂xδ

∂θ

∂xγ
−

−aγµ
∂aδν
∂xγ

∂θ

∂xδ
+ θ(aγµ2aγν − aγµ

∂2aδν
∂xγ∂xδ

) = Rµν(ω)θ3.

Доведення. Пiдставивши анзац (3.19) у лiву частину системи (3.18),
отримуємо, що

∂β∂
βAµ − ∂µ(∂βAβ) = θ

(
aµγ

∂ω

∂xβ

∂ω

∂xβ
− aβγ

∂ω

∂xβ

∂ω

∂xµ

)
B̈γ+

+

{
θ

(
aµγ2ω + 2

∂aµγ
∂xβ

∂ω

∂xβ
− aβγ

∂2ω

∂xβ∂x
µ −

∂aβγ
∂xµ

∂ω

∂xβ
− ∂aβγ
∂xβ

∂ω

∂xµ

)
+

+2aµγ
∂θ

∂xβ
∂ω

∂xβ
− aβγ

(
∂θ

∂xβ

∂ω

∂xµ
+

∂θ

∂xµ
∂ω

∂xβ

)}
Ḃγ+

+

{
aµγ2θ − aβγ

∂2θ

∂xµ∂xβ
+ 2

∂aµγ
∂xβ

∂θ

∂xβ
− ∂aβγ
∂xµ

∂θ

∂xβ
−

−∂aβγ
∂xβ

∂θ

∂xµ
+ θ

(
2aµγ −

∂2aβγ
∂xµ∂xβ

)}
Bγ.

Згорнувши лiву частину отриманої рiвностi з aµδ i врахувавши, що

aγβa
γ
α = aβ

γaαγ = gβα,

приходимо до виразу

aµδ
[
∂β∂

βAµ − ∂µ(∂βAβ)
]

= θ

[
gδγ

∂ω

∂xβ

∂ω

∂xβ
− aµδaβγ

∂ω

∂xβ

∂ω

∂xµ

]
B̈γ+

+

{
θ

[
gδγ2ω + 2aµδ

∂aµγ
∂xβ

∂ω

∂xβ
− aµδaβγ

∂2ω

∂xβ∂x
µ − a

µ
δ
∂aβγ
∂xµ

∂ω

∂xβ
−

−aµδ
∂aβγ
∂xβ

∂ω

∂xµ

]
+2gδγ

∂θ

∂xβ
∂ω

∂xβ
− aµδaβγ

[
∂θ

∂xβ

∂ω

∂xµ
+

∂θ

∂xµ
∂ω

∂xβ

]}
Ḃγ+
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+

{
gδγ2θ − aµδaβγ

∂2θ

∂xµ∂xβ
+ 2aµδ

∂aµγ
∂xβ

∂θ

∂xβ
− aµδ

∂aβγ
∂xµ

∂θ

∂xβ
−

−aµδ
∂aβγ
∂xβ

∂θ

∂xµ
+ θ

(
aµδ2aµγ − aµδ

∂2aβγ
∂xµ∂xβ

)}
Bγ. (3.24)

Проробивши цю процедуру з правою частиною рiвностi (3.18), одер-
жуємо вираз λ θ3(BγB

γ)Bµ. Отже, коефiцiєнти бiля B̈γ, Ḃγ, Bγ у (3.24)
повиннi бути виразами вигляду θ3Ω(ω).

Згорнувши коефiцiєнт бiля B̈γ з gδγ = gδγ, одержуємо вираз

θ

[
4 ∂ω
∂xβ

∂ω
∂xβ
− aµγaβγ ∂ω∂xβ

∂ω
∂xµ

]
=

= θ

[
4 ∂ω
∂xβ

∂ω
∂xβ
− ∂ω
∂xβ

∂ω
∂xβ

]
= 3θ ∂ω

∂xβ
∂ω
∂xβ

,

звiдки випливає, що

∂ω

∂xβ

∂ω

∂xβ
= θ2F1(ω).

Повернувшись до першого коефiцiєнта (3.24), бачимо, що i вираз

aµδaβγ
∂ω

∂xβ

∂ω

∂xµ
=

(
aµδ

∂ω

∂xµ

)(
aβγ

∂ω

∂xβ

)
має вигляд θ2F̃δγ(ω). Оскiльки значення aµδ ∂ω∂xµ не залежить вiд позна-
чення iндексу µ, то можемо покласти

F̃δγ(ω) = Gδ(ω)Gγ(ω).

Отже коефiцiєнт при B̈γ у (3.24) має вигляд θ(gδγF1 − GδGγ); тут
∂ω

∂xβ
· ∂ω

∂xβ
= F1(ω)θ2, aβγ

∂ω
∂xβ

= Gγ(ω)θ.

Провiвши аналогiчнi мiркування для двох iнших коефiцiєнтiв у (3.24)
переконуємося у справедливостi теореми. Теoрeму доведено.

Згiдно з теоремою 3.3, щоб провести повну редукцiю системи (3.18)
до систем звичайних диференцiальних рiвнянь за пiдалгебрами алгебри
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ÃP (1, 3) достатньо обчислити коефiцiєнти kµγ, lµγ, mµγ для кожної з пiд-
алгебр Li (i =1, 2, . . . , 24). Зупинимося на випадку пiдалгебри L2. Тут

θ = ((bx)2 + (cx)2)−
1
2 , θ1 = θ2 = 0, θ3 = arc tg

cx

bx
,

ω = ln((bx)2 + (cx)2) + 2α arc tg
cx

bx
, α > 0;

тому

aµν = aµaν − dµdν +(bµcν − bνcµ) sin θ3 −(cµcν + bµbν) cos θ3,

∂aµν
∂xα

= [(bµcν − bνcµ) cos θ3 +(cµcν + bµbν) sin θ3]
∂θ3
∂xα

,

∂2aµν
∂xα∂xβ

= [−(bµcν − bνcµ) sin θ3 +(cµcν + bµbν) cos θ3]
∂θ3
∂xα

∂θ3
∂xβ

+

[(bµcν − bνcµ) cos θ3 +(cµcν + bµbν) sin θ3]
∂2θ3

∂xα∂xβ
.

Згiдно з цим

aγµ
∂aγν
∂xδ

= (bµcν − bνcµ)
∂θ3
∂xδ

,

aγµ2aγν = (cµcν + bµbν)
∂θ3
∂xδ

∂θ3
∂xδ

+ (bµcν − bνcµ)2θ3.

Далi, оскiльки

∂ω

∂xδ
= 2θ2[cδ(cx+ αbx) + bδ(bx− αcx)],

∂θ

∂xδ
= −θ3(bx bδ + cx cδ),

∂θ3
∂xδ

= θ2(bx cδ − cx bδ),

то
∂ω

∂xδ

∂ω

∂xδ
= −4(1 + α2)θ2, 2ω = 0,

∂θ

∂xδ

∂ω

∂xδ
= 2θ3, 2θ = −θ3, ∂θ3

∂xδ

∂θ3
∂xδ

= θ2, 2θ3 = 0.

Пiдставивши отриманi вище значення в (3.23) переконуємося, що

θ2F1(ω) = −4θ2(1 + α2); θ3F2(ω) = 4θ3;
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θGµ(ω) = 2(αcµ + bµ)θ; θ2Hµ(ω) = θ(θbµ) + 3(−bµθ2);

Qµν = 0; Rµν = −gµν − bµbν − cµcν.

а отже коефiцiєнти kµγ, lµγ, mµγ в редукованiй системi (3.21) вiдповiдно
набувають значень:

kµγ = −4(1 + α2)gµγ − 4(bµ + αcµ)(bγ + αcγ),

lµγ = 4gµγ + 4(bµ + αcµ)bγ, mµγ = −gµγ − bµbγ − cµcγ.

Повний перелiк значень коефiцiєнтiв у редукованих рiвняннях наведе-
но в додатковi C.

Аналiз редукованих рiвнянь та точнi розв’язки рiвнянь Макс-
велла. Використаємо результати редукцiї системи (3.18) для побудови
її точних розв’язкiв.

Розв’язки редукованих рiвнянь шукаємо у виглядi

Bµ = aµf0 + bµf1 + cµf2 + dµf3, µ = 0, 1, 2, 3, (3.25)

де fµ = fµ(ω) — новi невiдомi гладкi функцiї. Пiдставимо значення Bµ(ω)

в редукованi рiвняння (3.21) i в отриманих рiвняннях зберемо коефi-
цiєнти бiля компонент базисних векторiв простору Мiнковського R1,3.

Прирiвнявши цi коефiцiєнти у лiвих i правих частинах рiвнянь (3.21),
отримаємо систему чотирьох звичайних диференцiальних рiвнянь дру-
гого порядку для визначення функцiй fµ(ω).

Процес пiдстановки (3.25) в (3.21) тут не наводимо, а розглядаємо ли-
ше тi редукованi системи, для яких вдалося побудувати розв’язки. При
цьому вживаємо позначення

ḟµ =
dfµ
dω

, f̈µ =
d2fµ
dω2

, t = f0 + f3, s = f0 − f3,

символами Cj позначаємо сталi iнтегрування. Як правило, розв’язки лi-
нiйних редукованих систем, мiстять довiльнi функцiї вiд ω. Позначаємо
такi функцiї символом Y (ω).

Випадки λ = 0 та λ 6= 0 у рiвняннях (3.18) розглядаємо окремо.



101

Лiнiйнi рiвняння Максвелла (λ=0). Цей випадок вiдповiдає рiв-
нянням (3.15). Зауважимо, що коли Aµ = Aµ(x0, x3), то система (3.18)
при λ = 0 набуває вигляду

∂2A0

∂x23
+

∂2A3

∂x0∂x3
= 0,

∂2A3

∂x20
+

∂2A0

∂x0∂x3
= 0,

∂2A1

∂x20
− ∂2A1

∂x23
= 0,

∂2A2

∂x20
− ∂2A2

∂x23
= 0

i ї ї розв’язок визначають функцiї A0, A3, якi задовольняють умову

∂A0

∂x3
+
∂A3

∂x0
= C,

та функцiї

A1 = ϕ1(x0 − x3) + ψ1(x0 + x3), A2 = ϕ2(x0 − x3) + ψ2(x0 + x3),

де ϕi, ψi (i = 1, 2) — довiльнi гладкi функцiї, C — стала iнтегрування.
Якщо Aµ = Aµ(x1, x2), то функцiї A1, A2 задовольняють умову

∂A1

∂x2
− ∂A2

∂x1
= C,

а функцiї A0 та A3 задовольняють двовимiрнi рiвняння Лапласа.
Нарештi, якщо Aµ = Aµ(x1, ξ), де ξ = x0 − x3, то вони є розв’язками

рiвнянь (3.15) тодi, коли

A0 = ϕ0(ξ) + ϕ3(x1, ξ) + C1x1 + C2,

A1 = −
∫
∂ϕ3

∂x1
dξ − ϕ̇0(ξ)x1 + ϕ1(ξ) + ψ1(ξ),

A2 = ϕ2(ξ)x1 + ψ2(ξ), A3 = ϕ3(x1, ξ),

де ϕα (α = 0, 1, 2, 3), ψ1, ψ2 — довiльнi гладкi функцiї своїх аргументiв,
C1, C2 — довiльнi сталi, ϕ̇0 =

∂ϕ0
∂ξ

. Аналогiчний результат отримується i
у випадку Aµ = Aµ(x2, ξ), µ = 0, 1, 2, 3.

До нових класiв розв’язкiв рiвнянь (3.15) приводять тi конформно-
неспряженi пiдалгебри алгебри ÃP (1, 3), якi не є пiдалгебрами алге-
бри AP (1, 3) та не мiстять пiдалгебри, спряженi пiдалгебрам 〈P0, P3〉,
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〈P1, P2〉, 〈P2, P0 + P3〉, 〈P0, P1, P3〉, 〈P1, P2, P3〉, 〈P1, P2, P0 + P3〉. Такими
пiдалгебрами є Lj, де j = 3, 4, 10, 15, 16, . . . , 24.

Нижче наводимо редукованi системи, для яких вдалося побудувати
загальний розв’язок та вiдповiднi їм розв’язки системи рiвнянь (3.15).
Пiдалгебра L15. Редукована система має вигляд

s̈− 1− α2

1 + α2
ṡ+

1

4
s = 0, 2αü = −e

ω
2 (2s̈+ ṡ),

2ü− 2u̇ = αe
ω
2 (2s̈+ṡ), (1 + α2)

[
ẗ− ṫ+

t

4

]
= −2e

ω
2 v̈ − eω(2s̈+ṡ),

де u = f2 − αf1; v = f1 + αf2;α > 0.

Ця система має такi розв’язки:

f0 = f3 =
1

2
eω/2(−2Y (ω) + C3 + C4ω),

f1 = [Y (ω)− αC2], f2 = [αY (ω) + C2],

тут ω = ln
(bx)2 + (cx)2

(kx)2
+ 2α arc tg cx

bx
.

Пiдставивши знайденi значення функцiй fµ в (3.25), (3.19) отримуємо
такий розв’язок системи (3.15):

Aµ =
1

(bx)2 + (cx)2

{
cµ (Y (ω)[cx+ α bx] + C2[bx− α cx]) +

+bµ (Y (ω)[bx− α cx]− C2[cx+ α bx])
}

+
kµ
kx
{−Y (ω) + C3 + C4ω} .

Пiдалгебра L17. Редукована система набуває вигляду

2(1 + α2)ẗ+ s̈− 2v̈ = 0; (1 + α2)s̈+ 2ṡ+ s = 0;

s̈+ ṡ = 2αü; 2ü+ αs̈+ 2u̇ = 0.

Тут u = αf1 + f2; v = αf2 − f1;α > 0. Її загальний розв’язок складають
функцiї

t = Y (ω), s = E(AF1 +BF2),

f1 =
E

2(1 + α2)
[τF1 − ρF2]− Y (ω)− (C1ω + C2) + αC3,
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f2 =
E

2(1 + α2)
[ρF1 + τF2] + αY (ω) + α(C1ω + C2) + C3,

де E = exp

(
− ω

1 + α2

)
, F1 = sin

(
αω

1 + α2

)
, F2 = cos

(
αω

1 + α2

)
,

ρ = αA + B, τ = αB − A; A,B — сталi iнтегрування. Пiдставивши
отриманий результат у (3.19), приходимо до такого розв’язку системи
(3.15):

Aµ = 1
2(aµ + dµ)Y +

1

(bx)2 + (cx)2

{
1
2(aµ − dµ)E(AF1 +BF2)+

+
E

2(1 + α2)

(
(χA+ ζB)[cµF1 + bµF2] + (ζA− χB)[bµF1 − cµF2]

)
+

+(Y + C1ω + C2)[cµχ+ bµζ] + C3[cµζ + bµχ]

}
.

Тут ζ = αcx+bx; χ = αbx−cx; ω = kx−ln[(bx)2+(cx)2]+2α arc tg
cx

bx
.

Пiдалгебра L18. Редукована система має вигляд

−2ẗ− s̈+ 2f̈2 = 0; s̈+ s = 0; 2f̈1 − ṡ = 0; s̈+ 2ḟ1 = 0.

Її загальний розв’язок можна подати у виглядi

f2 = 2Y (ω), f1 = C1 sinω − C2 cosω + C3,

f0 = 1/2(C1 cosω + C2 sinω) + C4ω + C5 + Y (ω),

f3 = −3/2(C1 cosω + C2 sinω) + C4ω + C5 + Y (ω).

Пiдстановка цих функцiй у (3.25), (3.19) приводить до такого розв’язку
рiвнянь (3.15):

Aµ = aµ

{
(C1 cosω + C2 sinω)

[
1

(bx)2 + (cx)2
− 1

2

]
+ C4ω + C5 + Y (ω)

}
+dµ

{
(C1 cosω + C2 sinω)

[
−1

(bx)2 + (cx)2
− 1

2

]
+ C4ω + C5 + Y (ω)

}
+

1

(bx)2 + (cx)2

{
cµ [(C1 sinω − C2 cosω + C3)cx+ 2bxY (ω)] +

+bµ [(C1 sinω − C2 cosω + C3)bx− 2cxY (ω)]

}
,
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де ω = kx+ 2 arc tg cx
bx

.
Пiдалгебра L20 : Редукованi рiвняння мають вигляд

4ε8(1− α2)ω2f̈1 − ε8(1 + α)(2α− 1)ωḟ1 = 0,

4ε8(1− α2)ω2f̈2 − ε8(1 + α)(2α− 1)ωḟ2 = 0,

ε8ω
1
α

[
(1− α)ω2ẗ− α− 2

2α
ωṫ+

1− α
4α2

t

]
=

(1+ α)

[
ω2s̈+

α− 1

α
ωṡ+

1

4α2
s

]
,

ε8(1− α)ω
1
α

[
(1− α)ω2ẗ+

1− α− α2

α
ωṫ+

1− 3α

4α2
t

]
=

= (1 + α)

[
(1− α)ω2s̈+

α− 2

2α
ωṡ+

1 + α

4α2
s

]
.

Тут 0 < α 6 1.
При α = −1 система несумiсна.

При α = 1 розв’язок системи складають функцiї s = Cω, t =
2Cε8
ω

,

f1 = C1, f2 = C2. Йому вiдповiдає такий розв’язок рiвняння (3.15)

Aµ = C(ax− dx)
(kx)2

Ψ
+ kµ

{
2Cε8(kx)−2 + C1

bx

kx
|Ψ|−

1
2 + C(bx)2|Ψ|−1

}
+

+cµC2|Ψ|−
1
2 − bµ

{
2C bx kx |Ψ|−1 + C1|Ψ|−

1
2

}
,

де Ψ = (ax)2 − (bx)2 − (dx)2.

Пiдалгебра L21. Цiй алгебрi вiдповiдає система рiвнянь

ε9(f̈0 − f̈3) + (ωḟ2 − ḟ1) + f2 + 2ωf1 + ε9(f0 − f3) = 0;

−3(1 + ω2)(f0 − f3) = 0;

2ε9ω(ḟ0 − ḟ3) + 2ω(ωf2 − f1)− 2(1 + ω2)f2 = 0;

ε9(ḟ0 − ḟ3) + ε9ω(f0 − f3) + (ωf2 − f1) + (1 + ω2)f1 = 0,

яка має такi розв’язки: f0 = f3 = Y (ω), f1 = C1, f2 = −C1ω.
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Вiдповiдний розв’язок рiвнянь (3.15) такий:

Aµ = |cx kx− bx|−1(kx cµ + cx kµ − bµ) C1 + kµ Y (kx).

Пiдалгебра L22. Редукована система набуває вигляду

ε5f̈1 = 0, ε5f̈2 = 0, (ε5 − 1)2f̈0 = 0, (ε5 + 1)2f̈3 = 0.

Загальний розв’язок перших двох рiвнянь цiєї системи складають фун-
кцiї f1 = C3ω+C4, f2 = C5ω+C6. З останнiх рiвнянь випливає, що якщо
ε5 = 1 то f0 = Y (ω) – довiльна, f3 = C1ω + C2; якщо ж ε5 = −1 то
f3 = Y (ω) – довiльна, f0 = C1ω + C2.

Пiсля пiдстановки в анзац (3.19) отримуємо такий розв’язок рiвнянь
(3.15):

Aµ = aµ

{
ε5
kx

(C1ω + C2 + Y (ω))− bx|kx|−
3
2 (C3ω + C4)

−ε5
[
1 + (bx)2(kx)−2

]
(C1ω + C2 − Y (ω))

}
+dµ

{
ε5
kx

(C1ω + C2 + Y (ω))− bx|kx|−
3
2 (C3ω + C4)

+ε5
[
1− (bx)2(kx)−2

]
(C1ω + C2 − Y (ω))

}
+

+bµ

{
2ε5

bx

kx
(C1ω + C2 − Y (ω)) + |kx|−

1
2 (C3ω + C4)

}
+cµ|kx|−

1
2 (C5ω + C6).

Тут ω = ax− dx+ ln |kx| − (bx)2(kx)−1.

Таким чином, до перелiку властивостей рiвнянь Максвелла, якi вирi-
зняють їх серед множини лiнiйних диференцiальних рiвнянь, слiд вiд-
нести той факт, що задачу симетрiйної редукцiї вдається розв’язати в
повному обсязi. А саме, для всiх нееквiвалентних пiдалгебр розширеної
алгебри Пуанкаре вiдповiднi анзаци редукують систему (3.15) до звичай-
них диференцiальних рiвнянь, що iнтегруються в елементарних функцi-
ях. Цей факт є ще одним свiдченням унiкальностi рiвнянь Максвелла з
точки зору їх теоретико-групових властивостей (див. також [44]).
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Нелiнiйнi рiвняння Максвелла (λ 6= 0). Очевидно, що за умови
AµA

µ = 0 розв’язками рiвняння (3.18) будуть уже знайденi розв’язки
рiвняння (3.15), якi задовольняють цю умову. Тому тут розглянуто ре-
дукованi рiвняння, для яких має мiсце спiввiдношення

BµB
µ 6= 0, µ = 0, 1, 2, 3. (3.26)

На вiдмiну вiд лiнiйного випадку, тут нам не вдалося проiнтегрувати
редукованi системи в загальному виглядi. Але для деяких систем, вико-
ристовуючи подальшу пряму редукцiю, побудовано частиннi розв’язки.

Наприклад, для пiдалгебри L1, шукаючи розв’язок у виглядi Bµ =

kµf + bµh+ cµg, приходимо до системи

(1 + ω2)f̈ + 4ωḟ + 2f = λ(h2 + g2)f, ḧ+ ωg̈ + 2ġ = λ(h2 + g2)h,

ω2g̈ + ωḧ+ 4ωġ + 2ḣ+ 2g = λ(h2 + g2)g.

1) Нехай g = 0, тодi останнi два рiвняння системи набувають вигляду

ḧ = λh3; (3.27)

ωḧ+ 2ḣ = 0. (3.28)

Розв’язком рiвняння (3.28) є функцiя h = C1ω
−1 + C2; пiдставивши її у

рiвняння (3.27), знаходимо, що C1 =
√

2
λ , C2 = 0, тобто h =

√
2
λω
−1,

(λ > 0). Тепер перше рiвняння набуває вигляду

(1 + ω2)f̈ + 4ωḟ + 2f = 2ω−2f. (3.29)

Шукаємо його розв’язок у виглядi f = ω−1u(ω). Пiсля пiдстановки у
рiвняння (3.29) отримуємо, що функцiя u задовольняє рiвняння

(1 + ω2)ω−1ü+ 2(1− ω−2)u̇ = 0,

отже u = C( arc tgω− ω

1 + ω2
)+C1. Вiдповiдний розв’язок рiвнянь (3.18)

при λ > 0 такий

Aµ = |bx|−1ω−1
{
kµ

[
C1

(
arc tgω − ω

1 + ω2

)
+ C2

]
+ bµ

√
2

λ

}
.
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Тут ω = cx(bx)−1.
2) Нехай h = 0, тодi з останнiх двох рiвнянь випливає, що

ω2g̈ + 4ωġ = λg3; (3.30)

ωg̈ + 2ġ = 0. (3.31)

Останнє рiвняння цiлком аналогiчне до (3.28), пiдставивши його розв’я-
зок у (3.30), отримуємо, що g =

√
2
λ , (λ > 0). Перше рiвняння набуває

вигляду

(1 + ω2)f̈ + 4ωḟ = 0.

Його загальний розв’язок f = C1

(
arc tgω +

ω

1 + ω2

)
+ C2. Отже, вiд-

повiдний розв’язок рiвняння (3.18)

Aµ = |bx|−1
{
kµ

[
C1

(
arc tgω +

ω

1 + ω2

)
+ C2

]
+ cµ

√
2

λ

}
, λ > 0.

Тут ω = cx(bx)−1.
Пiдалгебра L5.Шукаємо Bµ у виглядi Bµ = bµh+cµg. Редукована система
зводиться до двох рiвнянь

[ḧ+ ωg̈] + 2ġ = −λ(h2 + g2)h,

ω[ḧ+ ωg̈] + 2ḣ+ 4ωġ + 2g = −λ(h2 + g2)h.

1) Нехай h = 0, тодi g задовольняє систему (3.30)–(3.31), тому g =
√

2
λ .

Цьому випадку вiдповiдає такий розв’язок рiвняння (3.18)

Aµ = |bx|−1cµ

√
2

λ
, λ > 0.

2) Нехай g = 0, тодi h задовольняє (3.27)–(3.28), отже h =
√

2
λω
−1.

Вiдповiдний розв’язок рiвняння (3.18)

Aµ = |bx|−1bµ

√
2

λ
ω−1, λ > 0.
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Тут ω = cx(bx)−1.

Пiдалгебра L6. Шукаємо розв’язок у виглядi Bµ = kµf + bµh+ cµg. Тодi

(α− 1)f̈ + ḟ = 0,

2ε6(1− α2)f̈ − 2ε6(1− α)ḟ = −λ(g2 + h2)f,

4ε6[(1− α2)g̈ − ġ] = −[λ(g2 + h2) + ε6]g,

4ε6[(1− α2)ḧ− ḣ] = −[λ(g2 + h2) + ε6]h.

Якщо α = 1, то f = 0 i останнi два рiвняння набувають вигляду

4ε6ġ = [λ(g2 + h2) + ε6]g, 4ε6ḣ = [λ(g2 + h2) + ε6]h. (3.32)

Використаємо пiдстановку

g = ρ cosψ, h = ρ sinψ. (3.33)

Тодi з рiвнянь (3.32) випливає

4ε6ρ̇ = [λρ2 + ε6]ρ, ε6ρψ̇ = 0. (3.34)

З першого з цих рiвнянь маємо

ρ =

√
ε6
λ

√
Ce

ω
2

1− Ceω2
.

Тут C 6= 0 (якщо C = 0, то g = h = 0 i отже не виконується умова
(3.26)), тому вираз для ρ можна записати у виглядi

ρ =

√
ε6
λ

1√
C1e−

ω
2 − 1

.

З другого з рiвнянь (3.34) випливає, що ψ = C2.
Вiдповiдний розв’язок рiвняння (3.18) такий

Aµ(x) = |(ax)2 − (dx)2|−
1
2 {cµ sinC2 + bµ cosC2}

√
ε6
λ

1√
C1e−

ω
2 − 1

,

де ω = |kx|2.
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Пiдалгебра L7. Шукаємо розв’язок у виглядi Bµ = kµf + bµh+ cµg+ dµr.
При α = 1 маємо таку систему

f̈ − r̈ + ε5ε7ḣ+ 3f − 3r = −λ(f 2 − g2 − h2 − r2)f,

2g = −λ(f 2 − g2 − h2 − r2)g,

2ε5ε7(ḟ − ṙ) = λ(f 2 − g2 − h2 − r2)h,

f̈ − r̈ + ε5ε7ḣ+ 3r − 3f = −λ(f 2 − g2 − h2 − r2)r.

З другого рiвняння отримуємо, що λ(f 2−g2−h2−r2) = −2. Пiдставимо це
значення в усi рiвняння, тодi з першого, третього та четвертого рiвняння
випливає h = f = r = 0. Тепер з другого рiвняння легко отримати
g =

√
2
λ , λ > 0.

Вiдповiдний розв’язок вихiдного рiвняння

Aµ = |cx|−1bµ

√
2

λ
, λ > 0.

Пiдалгебра L9.Шукаємо розв’язок у виглядi Bµ = kµf+bµh+cµg.Маємо
таку систему для функцiй f, h, g:

4f̈ + 2ε7ḧ+ 2ḟ + ε7ḣ = λ(g2 + h2)f,

4g̈ + 6ġ + 2g = λ(g2 + h2)g, 0 = λ(g2 + h2)h.

З останнього рiвняння випливає, що h = 0, тому друге рiвняння набуває
вигляду 4g̈ + 6ġ + 2g = λg3. Це рiвняння має такi розв’язки

1) g =

√
2

λ
th
[ω

2
+ C

]
, якщо th2

[ω
2

+ C
]
< 1;

2) g =

√
2

λ
cth
[ω

2
+ C

]
, якщо cth2

[ω
2

+ C
]
< 1.

Перше рiвняння має тривiальний розв’язок f = 0. Вiдповiдний розв’язок
рiвнянь (3.18) такий

1) Aµ =
bµ
|cx|

th

[
kx

2
− ln |cx|+ C

]
,

2) Aµ =
bµ
|cx|

cth

[
kx

2
− ln |cx|+ C

]
.
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Пiдалгебра L13. Шукаємо розв’язок у виглядi Bµ = kµf + bµh + cµg.
Редукована система набуває вигляду

(α2 − β2)f̈ − (α− β)ḟ = − λ

2ε6
(g2 + h2)f,

4(α2 − β2)g̈ − 4αġ + 4βα−1ḣ+ (1 + α−2)g = − λ
ε6

(g2 + h2)g,

4(α2 − β2)ḧ− 4αḣ− 4βα−1ġ + (1 + α−2)g = − λ
ε6

(g2 + h2)h,

(α− β)f̈ + ḟ = 0.

Якщо α = β = a, то f = 0 i система зводиться до таких двох рiвнянь

−4aġ + 4ḣ+ (1 + a−2)g = − λ
ε6

(g2 + h2)g,

−4aḣ− 4ġ + (1 + a−2)h = − λ
ε6

(g2 + h2)h.

Здiйснивши замiну змiнних (3.33) отримуємо такi рiвняння

−4aρ̇+ 4ρψ̇ + (1 + a−2)ρ = −λε6ρ3, aρψ̇ + ρ̇ = 0.

Ця система має такий розв’язок

ρ =

√
−1 + a−2

λε6

[
1 + C1 exp

(
ε6(1 + a−2)

2aλ
ω

)]−1
2

,

ψ = ω +
2λa

1 + a−2
ε6 ln

∣∣∣∣1 +
1

C1
exp

(
ε6(1 + a−2)

2aλ
ω

)∣∣∣∣ .
Тут ω = |kx|2a. Вiдповiдний розв’язок вихiдного рiвняння (3.18) такий

Aµ(x) =
∣∣(ax)2 − (dx)2

∣∣−1
2 ρ {cµ(sin θ1 cosψ + cos θ1 sinψ)−

−bµ(sin θ1 sinψ − cos θ1 cosψ)} ,

де θ1 = − 1

2α
ln |(ax− dx)(kx)−1|.

Пiдалгебра L21. Шукаємо розв’язок у виглядi Bµ = kµf + bµg + cµh.

2ε9(1− ω)ḟ − 4ε9ωf − 2ε9f = −λ(h2 + g2)2f,



111

−2ω(ωg + h) = λ(h2 + g2)g, −2(ωg + h) = λ(h2 + g2)h.

З останнiх двох рiвнянь одержуємо g = ω
√

2
λ , h =

√
2
λ , λ > 0. Тодi

перше рiвняння набуває вигляду

(1− ω)ḟ − (2ω + 1)f = −2ε9(1 + ω2)f.

В залежностi вiд знаку величини ε9 розв’язками цього рiвняння є функцiї

1. f = C(ω − 1)−7 exp([1− ω][ω + 5]) при ε9 = 1,

2. f = C(ω − 1) exp([ω − 1][ω + 1]) при ε9 = −1.

Вiдповiдний їм розв’язок рiвнянь (3.18) має вигляд

Aµ = kµ

{
f − 2

cx

√
2

λ
ω|cxkx− bx|−1

}
+

√
2

λ
|cxkx− bx|−1{cµ + ωbµ}.

Тут ω = kx.
Пiдалгебра L22. Шукаємо розв’язок у виглядi Bµ = kµf + bµh + cµg +

dµh. Оскiльки вiдповiднi коефiцiєнти у (3.21) мiстять ε5, то можливi два
випадки.
1) ε5 = 1, тодi f = 0 i редукована система має вигляд

4ḧ= −λ(h2+g2+r2)h, 4g̈= −λ(h2+g2+r2)g, 4r̈= −λ(h2+g2+r2)r.

Ця система має такий частинний розв’язок

h = g = r = ±2

√
− 2

3λ
· 1

ω + C1
.

2) Якщо ε5 = −1 то r = 0 i редукована система має вигляд

−4f̈=λ(f 2−h2−g2)f, −4ḧ=λ(f 2−h2−g2)h, −4g̈=λ(f 2−h2−g2)g.

Її частинний розв’язок

f = h = g = ±2

√
2

λ
· 1

ω + C2
.
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Вiдповiдний цим двом випадкам розв’язок рiвняння (3.18) можна по-
дати у такому виглядi

Aµ(x) =

(
(1 + ε5)

√
− 2

3λ
+ (1− ε5)

√
2

λ

)
×

[
−aµ − dµ

2
· ε5
ω + C0

+

+ kµ

{
1

2
· 1

ω + C0

[
|kx|−1 − ε5

(
bx

kx

)2
]
− ε5|kx|−

3
2

ω + C1

}
+

+ cµ ·
|kx|−

1
2

ω + C2
+ bµ

 bx

kx
· ε5
ω + C0

+
|kx|−

1
2

ω + C1


]
.

Тут ω = ax− dx+ ln |kx| − (bx)2(kx)−1.

На закiнчення пiдроздiлу наведемо перелiк отриманих розв’язкiв не-
лiнiйної системи (3.18):

1) Aµ =
1

|bx|
bx

cx

{
kµ

[
C1

(
arc tg

cx

bx
− bx cx

(bx)2 +(cx)2

)
+ C2

]
+ bµ

√
2

λ

}
,

2) Aµ = |bx|−1
{
kµ

[
C1

(
arc tg

cx

bx
− bx cx

(bx)2 +(cx)2

)
+ C2

]
+ cµ

√
2

λ

}
,

3) Aµ = |bx|−1cµ

√
2

λ
,

4) Aµ = |bx|−1bµ

√
2

λ

bx

cx
.

У перших чотирьох розв’язках λ > 0.

5) Aµ = {cµ sinC2 + bµ cosC2}
(
ε6λ|(ax)2 − (dx)2|(C1e

− (kx)2

2 − 1)

)−1
2
,

6) Aµ = |cx|−1bµ

√
2

λ
, λ > 0,

7) Aµ =
bµ
|cx|

th

[
kx

2
− ln |cx|+ C

]
,
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8) Aµ =
bµ
|cx|

cth

[
kx

2
− ln |cx|+ C

]
,

9) Aµ(x) = |(ax)2 − (dx)2|−
1
2 {cµ sin(θ1 + ψ) + bµ cos(θ1 + ψ)}×

×

√
−1 + a−2

λε6

[
1 + C1 exp

(
ε6(1 + a−2)

2aλ
(kx)2a

)]−1
2

,

де θ1 + ψ = (kx)2a +
2λa ε6

1 + a−2
ln

∣∣∣∣1 +
1

C1
exp

(
ε6(1 + a−2)

2aλ
(kx)2a

)∣∣∣∣
− 1

2α
ln

∣∣∣∣ax− dxkx

∣∣∣∣,
10) Aµ = kµ

{
f − 2

cx

√
2

λ
ω|cxkx− bx|−1

}
+

√
2

λ
|cxkx− bx|−1{cµ + ωbµ}.

Тут ω = kx, λ > 0, f набуває значень

f = C(ω − 1)−7 exp([1− ω][ω + 5]) при ε9 = 1,

f = C(ω − 1) exp([ω − 1][ω + 1]) при ε9 = −1.

11)Aµ(x)=

(
(1 + ε5)

√
− 2

3λ
+ (1− ε5)

√
2

λ

)
×

[
−aµ − dµ

2
· ε5
ω + C0

+

+kµ

{
1

2
· 1

ω + C0

[
|kx|−1 − ε5

(
bx

kx

)2
]
− ε5|kx|−

3
2

ω + C1

}
+

+cµ ·
|kx|−

1
2

ω + C2
+ bµ

 bx

kx
· ε5
ω + C0

+
|kx|−

1
2

ω + C1


]
.

Тут ω = ax− dx+ ln |kx| − (bx)2(kx)−1.

Значення ε5, ε6, ε9 вiдповiдають функцiям, наведеним у таблицi C.1.
Вiдзначимо, що отриманi точнi розв’язки рiвнянь Максвелла для вектор-

потенцiалу, можуть бути використанi як “пробнi” в реальних задачах
квантової механiки.
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3.4. Вiдокремлення змiнних у системi
Шредiнгера–Максвелла

У цьому пiдроздiлi отримано загальний вигляд потенцiалу V (t, x1, x2),
для якого двовимiрне рiвняння Шредiнгера

iψt + ψx1x1 + ψx2x2 = V (t, x1, x2)ψ (3.35)

допускає вiдокремлення змiнних. Одержанi результати застосовано для
вiдокремлення змiнних у системi Шредiнгера–Максвелла.

Для розв’язання задачi вiдокремлення змiнних у (1+2)-вимiрному рiв-
няннi Шредiнгера використовуємо метод запропонований в [141, 147].

Означення 3.1. [147] Рiвняння Шредiнгера (3.35) допускає вiдокрем-
лення змiнних в системi координат t, ωa = ωa(t, x1, x2) (a = 1, 2) якщо
пiдстановка

ψ = Q(t, x1, x2)ϕ0(t)ϕ1(ω1(t, x1, x2))ϕ2(ω2(t, x1, x2)), (3.36)

зводить рiвняння (3.35) до трьох звичайних диференцiальних рiвнянь

i
dϕ0

dt
= U0(t, ϕ0;λ1, λ2),

d2ϕa
dω2

a

= Ua

(
ωa, ϕa,

dϕa
ωa

;λ1, λ2

)
, (3.37)

де U0, U1, U2 — деякi гладкi функцiї, λ1, λ2 — довiльнi дiйснi параметри,

rank

∥∥∥∥∂Uµ∂λa

∥∥∥∥ = 2, µ = 0, 1, 2, a = 1, 2. (3.38)

Умова (3.38) гарантує iстотну залежнiсть розв’язкiв з вiдокремленими
змiнними вiд параметрiв λ1 та λ2, якi називаються сталими вiдокремле-
ння.

Як показано у [147], систему (3.37) можна подати у виглядi

i
dϕ0

dt
= (R0(t) + λ1R1(t) + λ2R2(t))ϕ0,

d2ϕ1

dω2
a

= (B01(ωa) + λ1Ba1(ωa) + λ2Ba2(ωa))ϕa, a = 1, 2.
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Тут B0a, B1a, B2a, R0, Ra — гладкi функцiї своїх аргументiв, функцiї Q,
ω1, ω2 задовольняють таку перевизначену систему нелiнiйних диферен-
цiальних рiвнянь з частинними похiдними

ω1x1ω2x1 + ω1x2ω2x2 = 0, (3.39)

B1a(ω1)(ω
2
1x1

+ ω2
1x2

) +B2a(ω2)(ω
2
2x1

+ ω2
2x2

) +Ra(t) = 0, (3.40)

2(ωax1Qx1 + ωax2Qx2) +Q(iωat + ωax1x1 + ωax2x2) = 0, (3.41)(
B01(ω1)(ω

2
1x1

+ ω2
1x2

) +B02(ω2)(ω
2
2x1

+ ω2
2x2

)
)
Q+ iQt+

+Qx1x1 +Qx2x2 +R0(t)Q− V (t, x1, x2)Q = 0. (3.42)

Загальний розв’язок системи рiвнянь (3.39)–(3.41) побудовано у [141].
Вiн визначається одним з таких чотирьох наборiв функцiй:

I. ω1 = A(t)x1 +W1(t), ω2 = B(t)x2 +W2(t),

Q(t, x1, x2) = exp

{
− i

4

[
A′

A
x21 +

B′

B
x22

]
− i

2

[
W ′

1

A
x1 +

W ′
2

B
x2

]}
;

II. x1 = W (t)eω1 sinω2 +W1(t), x2 = W (t)eω1 cosω2 +W2(t),

Q(t, x1, x2) = exp{iR(t, x1, x2)};

III. x1 = 1
2W (t)(ω2

1 − ω2
2) +W1(t), x2 = W (t)ω1ω2 +W2(t), (3.43)

Q(t, x1, x2) = exp{iR(t, x1, x2)};

IV. x1 =W (t) chω1 cosω2 +W1(t), x2 =W (t) shω1 sinω2 +W2(t),

Q(t, x1, x2) = exp{iR(t, x1, x2)},

де A, B,W ,W1,W2 — довiльнi гладкi функцiї, а функцiя R = R(t, x1, x2)

визначається формулою

R(t, x1, x2) =
W ′

4W

(
(x1 −W1)

2 + (x2 −W2)
2
)

+
1

2
(W ′

1x1 +W ′
2x2).

Пiдставивши вирази для функцiй Q,ω1, ω2 у рiвняння (3.42) одержу-
ємо чотири класи потенцiалiв V (t, x1, x2), для яких можливе вiдокрем-
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лення змiнних в рiвняннi Шредiнгера (3.35) в сенсi означення 3.1:

I. V (t, z1, z2) = F0(t) + A2F1(ω1) +B2F2(ω2) + x21

(
A′′

4A
− (A′)2

2A2

)
+

+x22

(
B′′

4B
− (B′)2

2B2

)
−x1

[
A′W ′

1

A2
−W

′′
1

2A

]
−x2

[
B′W ′

2

B2
−W

′′
2

2B

]
, (3.44)

II. V (t, x1, x2) = F0(t) +
F1(ω1) + F2(ω2)

exp(2ω1)W 2
− W ′′

4W
(x21 + x22)+

+x1

[
W1W

′′

2W
− W ′′

1

2

]
+ x2

[
W2W

′′

2W
− W ′′

2

2

]
, (3.45)

III. V (t, x1, x2) = F0(t) +
F1(ω1) + F2(ω2)

(ω2
1 + ω2

2)W
2
− W ′′

4W
(x21 + x22)+

+x1

[
W1W

′′

2W
− W ′′

1

2

]
+ x2

[
W2W

′′

2W
− W ′′

2

2

]
, (3.46)

IV. V (t, x1, x2) = F0(t) +
F1(ω1) + F2(ω2)

(sh2 ω1 + sin2 ω2)W 2
− W ′′

4W
(x21 + x22)+

+x1

[
W1W

′′

2W
− W ′′

1

2

]
+ x2

[
W2W

′′

2W
− W ′′

2

2

]
, (3.47)

де ω1 та ω2 визначено вiдповiдними виразами з (3.43), F0, F1, F2 — до-
вiльнi функцiї.

Формули (3.44)–(3.47) визначають загальний вигляд потенцiалiв
V = V (t, x1, x2), для яких рiвняння Шредiнгера може бути розв’язане
за допомогою методу вiдокремлення змiнних.

Знайденi потенцiали та вирази, що неявно визначають ω1 i ω2, можна
суттєво спростити, якщо використати перетворення, вiдносно яких клас
рiвнянь (3.35) є iнварiантним.

За допомогою класичного методу Лi можна довести таку лему.

Лема 3.1. Перетворення

1) t̃ = T (t), x̃1 = x1f, x̃2 = x2f, ψ̃ = ψ exp

{
if ′

4f
(x21 + x22)

}
,
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Ṽ =
1

f 2

[
V + i

f ′

f
+

(
(f ′)2

2f 2
− f ′′

4f

)
(x21 + x22)

]
;

2) t̃ = t, x̃1 = x1 + g1, x̃2 = x2 + g2, ψ̃ = ψ exp

{
i

2
[g′1x1 + g′2x2]

}
,

Ṽ = V +
1

4

[
(g′1)

2 + (g′2)
2
]
− 1

2
(g′′1x1 + g′′2x2);

3) t̃ = t, x̃1 = x1, x̃2 = x2, ψ̃ = ψ exp{ih}, Ṽ = V + h′.

де f(t), g1(t), g2(t), h(t) — довiльнi гладкi функцiї, а функцiя T (t) ви-
значається з рiвняння

dT/dt = f 2, f(t) 6≡ 0,

утворюють групу еквiвалентностi класу рiвнянь (3.35).

Використаємо перетворення з групи еквiвалентностi для спрощення
вигляду потенцiалiв (3.44)–(3.47) та виразiв для x1, x2, ω1, ω2 в (3.43).
У випадку потенцiалу (3.44) покладемо f = B, g1 = W1/A, g2 = W2/B,
а у випадку потенцiалiв (3.45)–(3.47) f = 1/W , g1 = −W1, g2 = −W2.

В результатi отримуємо такi вирази для V :

1. V (t, x1, x2) = A2F1(ω1) + F2(ω2) + x21

[
A′′

4A
− (A′)2

2A2

]
, (3.48)

2. V (t, x1, x2) = e−2ω1[F1(ω1) + F2(ω2)], (3.49)

3. V (t, x1, x2) = (ω2
1 + ω2

2)
−1[F1(ω1) + F2(ω2)], (3.50)

4. V (t, x1, x2) = (sh2 ω1 + sin2 ω2)
−1[F1(ω1) + F2(ω2)], (3.51)

де функцiї F1, F2 є довiльними функцiями своїх аргументiв, а ω1, ω2 ви-
значаються вiдповiдно такими спiввiдношеннями:

1. x1 =
1

A(t)
ω1, x2 = ω2;

2. x1 = eω1 sinω2, x2 = eω1 cosω2;

3. x1 = 1
2(ω2

1 − ω2
2), x2 = ω1ω2;

4. x1 = chω1 cosω2, x2 = shω1 sinω2.

(3.52)
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Застосуємо отриманi результати для вiдокремлення змiнних у вiдомiй
системi Шредiнгера–Максвелла

(p0 − eA0)ψ − (~p− e ~A)2ψ = 0,

2A0 −
∂

∂t
(A0t + div ~A) = 0, 2 ~A+ grad(A0t + div ~A) = ~0,

де p0= i
∂

∂t
, pa= i

∂

∂xa
, a =1, 2, 3, e= const, 2 — оператор д’Аламбера.

Розглянемо вирази (3.48)–(3.51) як анзац для векторного потенцiалу
спецiального вигляду

A = (V (t, x1, x2), 0, 0, 0).

З рiвнянь Максвелла у вакуумi без струмiв випливає, що функцiя V

задовольняє рiвняння

Vx1x1 + Vx2x2 = 0, Vtx1 = 0, Vtx3 = 0. (3.53)

Пiсля пiдстановки значень V (3.48)–(3.51) у перше з рiвнянь (3.53)
отримуємо такi лiнiйнi диференцiальнi рiвняння

1. A4F ′′1 + F ′′2 + 2

[
A′′

4A
− (A′)2

2A2

]
= 0, (3.54)

2. F ′′1 − 4F ′1 + 4F1 + F ′′2 + 4F2 = 0, (3.55)

3.
F ′′1 + F ′′2

(ω2
1 + ω2

2)
2

+
4

(ω2
1 + ω2

2)
3

[F1 + F2 − ω1F
′
1 − ω2F

′
2] = 0, (3.56)

4. (sh2 2ω1 + sin2 2ω2)[F1 + F2] +
1

4
(ch 2ω1 − cos 2ω2)

2[F ′′1 + F ′′2 ]−

−(ch 2ω1 − cos 2ω2)[F
′
1 sh 2ω1 + F ′2 sin 2ω2] = 0. (3.57)

З цих умов визначаємо функцiї F1 = F1(ω1), F2 = F2(ω2). Розглянемо,
наприклад, рiвняння (3.55). Продиференцiюємо його спочатку за змiн-
ною ω1, потiм за змiнною ω2. В результатi отримуємо рiвняння

F ′′′1 − 4F ′′1 + 4F ′1 = 0, F ′′′2 + 4F ′2 = 0.
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Загальний розв’язок цих рiвнянь складають функцiї

F1 = e2ω1[c3ω1 + c4] + c5; F2 = c1 cos 2ω2 + c2 sin 2ω2 + c6.

Пiдставивши їх у (3.55), отримуємо, що c6 = −c5. c1, c2, . . . , c6 є сталими
iнтегрування.

Мiркуючи аналогiчно у випадках 1, 3, 4, переконуємося, що найбiльш
загальний вигляд функцiй F1, F2, якi задовольняють рiвняння (3.54)–
(3.57) такий:

1. F1 = c1ω1 + c3ω
2
1 + c4, F2 = c2ω2 + c5ω

2
2 + c6; (3.58)

2. F1 = e2ω1[c3ω1 +c4]+c5, F2 =c1 cos 2ω2 +c2 sin 2ω2 −c5; (3.59)

3. F1 = c1ω1 + c3ω
4
1 + c4ω

2
1 + c5, F2 = c2ω2 − c3ω4

2 + c4ω
2
2 − c5; (3.60)

4. F1 = c1 sh 2ω1 + c3ω1 sh 2ω1 + c4 ch 2ω1 + c5,

F2 = c2 sin 2ω2 + c3ω2 sin 2ω2 − c4 cos 2ω2 − c5. (3.61)

Вiдзначимо, що з (3.53) та (3.58) випливає умова:

c5 + c3A
4 = 0, A′ = 0.

Можемо вважати, що з точнiстю до перетворень еквiвалентностi A = 1.
Аналогiчно можна покласти рiвними нулю сталi доданки у виразах для
потенцiалiв.

Отже потенцiали V (3.48)–(3.51) з урахуванням (3.58)–(3.61) можуть
бути записанi у явному виглядi так:

1. V = c1ω1 + c2ω2 + c3
(
ω2
1 − ω2

2

)
; (3.62)

2. V = (c1 cos 2ω2 + c2 sin 2ω2)e
−2ω1 + c3ω1; (3.63)

3. V = c1
ω1

ω2
1 + ω2

2

+ c2
ω2

ω2
1 + ω2

2

+ c3(ω
2
1 − ω2

2); (3.64)

4. V =
(c1 + c3ω1) sh 2ω1 + (c2 + c3ω2) sin 2ω2

sh2 ω1 + sin2 ω2

. (3.65)
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Оскiльки всi потенцiали задовольняють рiвняння Лапласа (3.53), тобто
є гармонiчними функцiями, то для уникнення громiздкостi зручно ви-
користати комплексну змiнну ω = ω1 + iω2. Тодi потенцiали набувають
вигляду:

1. V = Re(cω̄ + c3ω
2);

2. V = Re(ce−2ω + c3ω);

3. V = Re(
c

ω
+ c3ω

2);

4. V = 2Re(c cthω + c3ω cthω),

де c = c1 + ic2, риска над символом означає комплексну спряженiсть.
Перейшовши до змiнної z = x1 + ix2, що визначається вiдповiдними

формулами з (3.52), отримуємо такий вигляд потенцiалiв V (t, x1, x2):

1. V = Re(cz̄ + c3z
2), z = ω;

2. V = Re(cz−2 + c3 ln z), z = eω;

3. V = Re

(
c√
2z

+ 2c3z

)
, z = 1

2ω
2;

4. V = Re

(
cz + c3z arch z√

z2 − 1

)
, z =chω.

(У кожному випадку вказано зв’язок мiж z та ω.)
Здiйснимо тепер вiдокремлення змiнних у рiвняннi Шредiнгера (3.35)

з потенцiалами (3.62), (3.63) при c3 = 0, (3.64). Пiсля пiдстановки у рiв-
няння (3.35) анзацу (3.36) з Q ≡ 1 отримуємо вiдповiдно рiвняння:

1. i
ϕ′0
ϕ0

+
ϕ′′1
ϕ1

+
ϕ′′2
ϕ2

= c1ω1 + c2ω2 + c3(ω
2
1 − ω2

2); (3.66)

2. i
ϕ′0
ϕ0
e2ω1 +

ϕ′′1
ϕ1

+
ϕ′′2
ϕ2

= c1 cos 2ω2 + c2 sin 2ω2; (3.67)

3. i
ϕ′0
ϕ0

(ω2
1 + ω2

2) +
ϕ′′1
ϕ1

+
ϕ′′2
ϕ2

= c1ω1 + c2ω2 + c3(ω
4
1 − ω4

2). (3.68)



121

Вiдокремимо змiннi у рiвняннi (3.66). Воно розщеплюється на три зви-
чайних диференцiальних рiвняння

i
ϕ′0
ϕ0

= λ+ µ, (3.69)

ϕ′′1
ϕ1

= c1ω1 + c2ω
2
1 − λ,

ϕ′′2
ϕ2

= c2ω2 − c3ω2
2 − µ. (3.70)

Загальний розв’язок рiвняння (3.69) має вигляд

ϕ0 = C0e
−i(λ+µ)t, C0 = const.

Рiвняння (3.70) є одновимiрними стацiонарними рiвняннями Шредiнгера
для гармонiчного осцилятора i, отже, можуть бути точно розв’язанi.

В результатi вiдокремлення змiнних у рiвняннi (3.67) приходимо до
такої системи

i
ϕ′0
ϕ0

= λ, (3.71)

ϕ′′1
ϕ1
− λe2ω1 − µ = 0, (3.72)

−ϕ
′′
2

ϕ2
+ C̃1 cos 2ω2 + C̃2 sin 2ω2 − µ = 0. (3.73)

Рiвняння (3.72) зводиться до рiвняння Хiлла з уявними перiодом 2πi,
рiвняння (3.73) — це рiвняння Матьє. Тому розв’язки рiвняння (3.67)
можна подати у виглядi добутку виродженої гiпергеометричної функцiї
i функцiї Матьє [13].

Нарештi, рiвняння (3.68) розщеплюється на такi рiвняння

i
ϕ′0
ϕ0

= λ,
ϕ′′1
ϕ1
− c1ω1 +λω2

1 −c3ω4
1 =µ,

ϕ′′2
ϕ2
− c2ω2 +λω2

2 +c3ω
4
2 = −µ.

Останнi два рiвняння є квазi-точно розв’язними [138].
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3.5. Висновки до роздiлу 3

У цьому роздiлi одержано такi результати:

1. Для всiх реалiзацiй три- та чотиривимирних розв’язних дiйсних ал-
гебр Лi знайдено диференцiальнi iнварiанти першого порядку у про-
сторах з однiєю незалежною змiнною. Цi iнварiанти описують за-
гальний вигляд звичайних диференцiальних рiвнянь та їх систем,
що допускають вiдповiдну реалiзацiю.

2. Прокласифiковано системи трьох (чотирьох) звичайних диференцi-
альних рiвнянь першого порядку, якi можуть бути проiнтегрованi в
квадратурах за допомогою методу Лi.

3. Описано системи диференцiальних рiвнянь з частинними похiдни-
ми першого порядку, iнварiантнi вiдносно однiєї з реалiзацiй алгебри
Евклiда AE(3) та вiдповiдної реалiзацiї poзширеної алгебри Евклiда
AẼ(3) у просторi трьох незалежних та довiльної скiнченної кiлькос-
тi залежних змiнних.

4. З використанням симетрiйної редукцiї за пiдалгебрами розширеної
алгебри Пуанкаре AP̃ (1, 3) побудовано ряд нових точних розв’язкiв
системи рiвнянь Максвелла для вектор-потенцiалу.

5. Отримано умови на потенцiал V , при яких рiвняння Шредiнгера
(3.35) допускає вiдокремлення змiнних. Проведено вiдокремлення
змiнних для системи рiвнянь Шредiнгера–Максвелла.
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ВИСНОВКИ

1. Одержано повну класифiкацiю реалiзацiй дiйсних розв’язних алгебр
Лi розмiрностi не вище чотирьох в просторах довiльної скiнченної
кiлькостi змiнних.

2. Побудовано повний перелiк нееквiвалентних реалiзацiй алгебри
AO(3) в просторi комплексних змiнних, повний перелiк реалiзацiй
алгебри AE(3) в просторi 3 незалежних та n залежних комплексних
змiнних.

3. Прокласифiкованo комплекснi реалiзацiї алгебри Лоренца AO(1, 3).
Описано важливий клас реалiзацiй алгебри Пуанкаре AP (1, 3) в
просторi 4 дiйсних незалежних та n залежних комплексних змiн-
них.

4. Отримано функцiональнi базиси диференцiальних iнварiантiв пер-
шого порядку для реалiзацiй дiйсних розв’язних алгебр Лi розмiр-
ностi 3 та 4 в просторах з однiєю незалежною змiнною. Oписано за-
гальний вигляд iнварiантних вiдносно цих алгебр звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь. Побудовано нормальнi системи, що iнварiантнi
вiдносно розв’язних алгебр Лi розмiрностi 3 та 4.

5. Для однiєї з реалiзацiй алгебри Евклiда AE(3) побудовано повний
перелiк функцiонально-незалежних диференцiальних iнварiантiв пер-
шого порядку i знайдено загальний вигляд вiдповiдної iнварiантної
системи диференцiальних рiвнянь.

6. Побудовано ряд нових точних розв’язкiв рiвнянь Максвелла для
вектор-потенцiалу. Проведено вiдокремлення змiнних у системi рiв-
нянь Шредiнгера–Максвелла.
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[137] Umlauf K.A. Über die Zussammesetzung der endlichen continuierli-
chen Transformationgruppen, indsbesondere der Gruppen von Range
Null. — Leipzig, 1891. 14

[138] Ushveridze A.G., Quasi-exactly solvable models in quantum mecha-
nics. — Bristol: IOP Publ., 1994. — 465 p. 18, 121

[139] Yehorchenko I.A. Nonlinear representation of the Poincaré algebra and
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Додаток A

Автоморфiзми та мегаiдеали
тривимiрних та чотиривимiрних

дiйсних розв’язних алгебр Лi

У додатковi A наведено автоморфiзми та мегаiдеали тривимiрних та чо-
тиривимiрних дiйсних розв’язних алгебр Лi, якi були використанi для
класифiкацiї реалiзацiй таких алгебр Лi.

А. Харвi [82] розглянув задачу побудови автоморфiзмiв тривимiрних
розв’язних алгебр Лi. Проте, у його роботi знайдено не повнi групи авто-
морфiзмiв, а лише їх зв’язнi компоненти одиницi. Групи автоморфiзмiв
є незв’язними у випадках A−13.4, A0

3.5 та AO(3). Випущенi дискретнi пере-
творення вiдповiдно мають вигляд0 1 0

1 0 0

0 0 −1

 ,

0 1 0

1 0 0

0 0 −1

 ,

1 0 0

0 1 0

0 0 −1

 .

Автоморфiзми дiйсних чотиривимiрних розв’язних алгебр нещодавно
опублiковано [57] з деякими неточностями у випадку алгебри Ab

4.2, якi бу-
ли скоректованi пiсля наших зауважень (див. препринт math-ph/0301029
статтi [117]).

Таблицi автоморфiзмiв та мегаiдеалiв мають таку структуру.
У першому стовпцi вказано алгебру A, ненульовi комутацiйнi спiввiд-

ношення мiж її базисними елементами i, де це необхiдно, обмеження на
параметри алгебри.
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У третьому стовпцi таблиць виписано матрицi, що визначають пере-
творення з групи автоморфiзмiв Aut(A), в яких αµν — дiйснi числа, якi
крiм вказаних явно спiввiдношень задовольняють умову det(αµν) 6= 0.
Для порiвняння у другому стовпцi наведено матрицi, що вiдповiдають
добре вiдомим перетворенням з групи внутрiшнiх автоморфiзмiв Int(A).

У четвертому стовпцi перераховано мегаiдеали алгебри A.
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Таблиця A.1
Автоморфiзми та мегаiдеали тривимiрних

розв’язних дiйсних алгебр Лi

Алгебра Int(A) Aut(A) Мегаiдеали
3A1

 1 0 0

0 1 0

0 0 1


 α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33

 〈e1, e2, e3〉

A2.1 ⊕ A1

[e1, e2] = e1

 eθ2 θ1 0

0 1 0

0 0 1


 α11 α12 0

0 1 0

0 α32 α33

 〈e1〉, 〈e3〉,
〈e1, e3〉,
〈e1, e2, e3〉

A3.1

[e2, e3] = e1

 1 θ3 θ2

0 1 0

0 0 1


 α11 α12 α13

0 α22 α23

0 α32 α33

,

де α11 = α22α33 − α23α32

〈e1〉,
〈e1, e2, e3〉

A3.2

[e1, e3] =e1

[e2, e3] =e1+e2

 eθ3 θ3e
θ3 θ1

0 eθ3 θ2

0 0 1


 α11 α12 α13

0 α11 α23

0 0 1

 〈e1〉,
〈e1, e2〉,
〈e1, e2, e3〉

A3.3

[e1, e3] = e1

[e2, e3] = e2

 eθ3 0 θ1

0 eθ3 θ2

0 0 1


 α11 α12 α13

α21 α22 α23

0 0 1

 〈e1, e2〉,
〈e1, e2, e3〉

Aa3.4, a 6= 0,

−1 6 a < 1

[e1, e3] = e1
[e2, e3] = ae2

 eθ3 0 θ1

0 eaθ3 θ2

0 0 1


 α11 0 α13

0 α22 α23

0 0 1

 〈e1〉, 〈e2〉,
〈e1, e2〉,
〈e1, e2, e3〉

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a = −1 додатково 0 α12 α13

α21 0 α23

0 0 −1


〈e1, e2〉,
〈e1, e2, e3〉

Ab3.5, b > 0

[e1, e3] = be1−e2
[e2, e3] = e1+be2

 ψ ϕ bθ1 + θ2

−ϕ ψ bθ2 − θ1
0 0 1

,

де ψ = ebθ3 cos θ3,
ϕ = ebθ3 sin θ3

 α11 α12 α13

−α12 α11 α23

0 0 1

,
〈e1, e2〉,
〈e1, e2, e3〉

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b = 0 додатково α11 α12 α13

α12 −α11 α23

0 0 −1


〈e1, e2〉,
〈e1, e2, e3〉
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Таблиця A.2

Автоморфiзми та мегаiдеали дiйсних чотиривимiрних
розкладних розв’язних алгебр Лi

Алгебра Int(A) Aut(A) Мегаiдеали
4A1


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



α11 α12 α13 α14

α21 α22 α23 α24

α31 α32 α33 α34

α41 α42 α43 α44


〈e1, e2, e3, e4〉

A2.1 ⊕ 2A1

[e1, e2] = e1


eθ2 θ1 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



α11 α12 0 0

0 1 0 0

0 α32 α33 α34

0 α42 α43 α44


〈e1〉, 〈e3, e4〉,
〈e1, e3, e4〉,
〈e1, e2, e3, e4〉

2A2.1

[e1, e2] = e1

[e3, e4] = e3


eθ2 θ1 0 0

0 1 0 0

0 0 eθ4 θ3

0 0 0 1



α11 α12 0 0

0 1 0 0

0 0 α33 α34

0 0 0 1

,
〈e1, e3〉,
〈e1, e2, e3, e4〉


0 0 α13 α14

0 0 0 1

α31 α32 0 0

0 1 0 0


A3.1 ⊕ A1

[e2, e3] = e1


1 θ3 θ2 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



γ α12 α13 α14

0 α22 α23 0

0 α32 α33 0

0 α42 α43 α44

,

де γ = α22α33 − α23α32

〈e1〉, 〈e1, e4〉,
〈e1, e2, e3, e4〉

A3.2 ⊕ A1

[e1, e3] =e1

[e2, e3] = e1+e2


eθ3 θ3e

θ3 θ1 0

0 eθ3 θ2 0

0 0 1 0

0 0 0 1



α11 α12 α13 0

0 α11 α23 0

0 0 1 0

0 0 α43 α44


〈e1〉, 〈e1, e2〉,
〈e4〉, 〈e1, e4〉,
〈e1, e2, e4〉,
〈e1, e2, e3, e4〉

A3.3 ⊕ A1

[e1, e3] = e1

[e2, e3] = e2


eθ3 0 θ1 0

0 eθ3 θ2 0

0 0 1 0

0 0 0 1



α11 α12 α13 0

α21 α22 α23 0

0 0 1 0

0 0 α43 α44


〈e4〉, 〈e1, e2〉,
〈e1, e2, e4〉,
〈e1, e2, e3, e4〉
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Продовження табл. A.2.

Алгебра Int(A) Aut(A) Мегаiдеали
Aa3.4 ⊕ A1

[e1, e3] = e1

[e2, e3] = ae2

a 6= 0,
−1 6 a < 1


eθ3 0 θ1 0

0 eaθ3 θ2 0

0 0 1 0

0 0 0 1



α11 0 α13 0

0 α22 α23 0

0 0 1 0

0 0 α43 α44


〈e1〉, 〈e1, e2〉,
〈e2〉, 〈e1, e4〉,
〈e4〉, 〈e2, e4〉,
〈e1, e2, e4〉,
〈e1, e2, e3, e4〉

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a = −1 додатково

0 α12 α13 0

α21 0 α23 0

0 0 −1 0

0 0 α43 α44


〈e4〉, 〈e1, e2〉,
〈e1, e2, e4〉,
〈e1, e2, e3, e4〉

Ab3.5 ⊕ A1, b ≥ 0

[e1, e3] = be1−e2
[e2, e3] = e1+be2


ψ ϕ bθ1 + θ2 0

−ϕ ψ bθ2 − θ1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

,

де ψ = ebθ3 cos θ3,
ϕ = ebθ3 sin θ3


α11 α12 α13 0

−α12 α11 α23 0

0 0 1 0

0 0 α43 α44


〈e4〉, 〈e1, e2〉,
〈e1, e2, e4〉,
〈e1, e2, e3, e4〉

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b = 0 додатково

α11 α12 α13 0

α12 −α11 α23 0

0 0 −1 0

0 0 α43 α44


〈e4〉, 〈e1, e2〉,
〈e1, e2, e4〉,
〈e1, e2, e3, e4〉
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Таблиця A.3

Автоморфiзми та мегаiдеали дiйсних чотиривимiрних
нерозкладних розв’язних алгебр Лi

Алгебра Int(A) Aut(A) Мегаiдеали
A4.1

[e2, e4] = e1

[e3, e4] = e2


1 θ4

1
2
θ24 θ2

0 1 θ4 θ3

0 0 1 0

0 0 0 1



α11 α12 α13 α14

0 α22 α23 α24

0 0 α33 α34

0 0 0 α44

,
де α11 = α33α

2
44,

α12 = α23α44,

α22 = α33α44

〈e1〉, 〈e1, e2〉,
〈e1, e2, e3〉,
〈e1, e2, e3, e4〉

Ab4.2, b 6= 0

[e1, e4] = be1

[e2, e4] = e2

[e3, e4]=e2+e3


ebθ4 0 0 θ1

0 eθ4 θ4e
θ4 θ2

0 0 eθ4 θ3

0 0 0 1



α11 0 α13 α14

α21 α22 α23 α24

0 0 α22 α34

0 0 0 1

,
де (b− 1)α21 = 0

〈e2〉, 〈e1, e2〉,
〈e1, e2, e3〉,
〈e1, e2, e3, e4〉;
〈e1〉 при b 6= 1

A4.3

[e1, e4] = e1

[e3, e4] = e2


eθ4 0 0 θ1

0 1 θ4 θ3

0 0 1 0

0 0 0 1



α11 0 0 α14

0 α22 α23 α24

0 0 α22 α34

0 0 0 1


〈e1〉, 〈e1, e2〉,
〈e2〉, 〈e2, e3〉,
〈e1, e2, e3〉,
〈e1, e2, e3, e4〉

A4.4

[e1, e4] = e1

[e2, e4]=e1+e2

[e3, e4]=e2+e3


eθ4 θ4e

θ4 1
2
θ24e

θ4 θ1

0 eθ4 θ4e
θ4 θ2

0 0 eθ4 θ3

0 0 0 1



α11 α12 α13 α14

0 α11 α12 α24

0 0 α11 α34

0 0 0 1


〈e1〉, 〈e1, e2〉,
〈e1, e2, e3〉,
〈e1, e2, e3, e4〉

Aa1a2a34.5

[e1, e4] = a1e1

[e2, e4] = a2e2

[e3, e4] = a3e3
a1a2a3 6= 0


ea1θ4 0 0 θ1

0 ea2θ4 0 θ2

0 0 ea3θ4 θ3

0 0 0 1



α11 α12 α13 α14

α21 α22 α23 α24

α31 α32 α33 α34

0 0 0 1

,
де αij(ai − aj) = 0,
i, j = 1, 2, 3

〈ei〉, ai 6=aj, j 6= i,

〈ei, ej〉,
ai, aj 6= ak,

i, j 6= k,

〈e1, e2, e3〉,
〈e1, e2, e3, e4〉
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Продовження табл. A.3.
Алгебра Int(A) Aut(A) Мегаiдеали
Aa,b4.6, a > 0

[e1, e4] =ae1

[e2, e4]=be2−e3
[e3, e4]=e2+be3


eaθ4 0 0 aθ1

0 α β bθ2+θ3

0 −β α bθ3−θ2
0 0 0 1


де α = ebθ4 cos θ4,

β = ebθ4 sin θ4


α11 0 0 α14

0 α22 α23 α24

0 −α23 α22 α34

0 0 0 1


〈e1〉, 〈e2, e3〉,
〈e1, e2, e3〉,
〈e1, e2, e3, e4〉

A4.7

[e2, e3] = e1

[e1, e4] = 2e1

[e2, e4] = e2
[e3, e4]= e2+e3


e2 θ4 −θ3 eθ4 γ θ1

0 eθ4 θ4 e
θ4 τ

0 0 eθ4 θ3

0 0 0 1

,
де γ = −θ3eθ4θ4 + θ2e

θ4 ,
τ = θ3 + θ2


γ2 −γα34 α13 α14

0 γ α23 α24

0 0 γ α34

0 0 0 1

,
де
α13 =γ(α24−α34)−α23α34

〈e1〉, 〈e2, e3〉,
〈e1, e2, e3〉,
〈e1, e2, e3, e4〉

Ab4.8, |b| ≤ 1

[e2, e3] = e1

[e1, e4]=(1+b)e1

[e2, e4] = e2
[e3, e4] = be3


τ −θ3eθ4 θ2e

bθ4 σ

0 eθ4 0 θ2

0 0 ebθ4 θ3b

0 0 0 1

,

де τ = e(1+b)θ4 ,
σ = bθ2θ3 + θ1(1 + b)

Див. примiтку 1

〈e1〉,
〈e1, e2, e3〉,
〈e1, e2, e3, e4〉;
〈e1, e2〉,
〈e1, e3〉
при b 6= 1

Aa4.9, a ≥ 0

[e2, e3] = e1

[e1, e4] = 2ae1

[e2, e4]=ae2−e3
[e3, e4]=e2+ae3


γ β−α α+β θ1

0 α −β aθ2+θ3

0 β α aθ3−θ2
0 0 0 1

,
де
α=eaθ4 cos θ4, γ=e2aθ4 ,
β= −eaθ4 sin θ4

Див. примiтку 2

〈e1〉,
〈e1, e2, e3〉,
〈e1, e2, e3, e4〉

A4.10

[e1, e3] = e1

[e2, e3] = e2

[e1, e4] = −e2
[e2, e4] = e1


γ1 γ2 θ1 θ2

−γ2 γ1 θ2 −θ1
0 0 1 0

0 0 0 1

,
де γ1=eθ3 cos θ4,

γ2 =eθ3 sin θ4


α11 α12 α13 α14

−σα12 σα11 α23 α24

0 0 1 0

0 0 0 σ

,
де σ = ±1

〈e1, e2〉,
〈e1, e2, e3〉,
〈e1, e2, e4〉,
〈e1, e2, e3, e4〉
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Примiтки:
1. Загальний вигляд матрицi автоморфiзму для алгебри Ab

4.8 такий
α11 α12 α13 α14

0 α22 α23 α24

0 α32 α33 α34

0 0 0 1

 ,

де компоненти матрицi задовольняють умови

α11 = α22α33 − α23α32, bα12 = −α22α34 + α32α24,

α13 = α33α24 − α23α34, (b−1)α32 = 0, (b−1)α23 = 0.

При b = ±1 додатково iснують перетворення, якi визначаються ма-
трицями вигляду

−α32α23 α32α24 −α23α34 α14

0 0 α23 bα24

0 α32 0 α34

0 0 0 b

 .

2. Загальний вигляд матрицi автоморфiзму для алгебри Aa
4.9 при a 6= 0

такий
α33

2 + α32
2 α12 α13 α14

0 α33 −α32 α24

0 α32 α33 α34

0 0 0 1

 ,

де

α12 = −aα33 α34 − aα32 α24 + α32 α34 + α33 α24

a2 + 1
,

α13 =
aα32 α34 + aα33 α24 − α33 α34 + α32 α24

a2 + 1
.
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При a = 0 має вигляд
α22

2 + α32
2 −α32α34 − α22α24 −α22α34 + α32α24 α14

0 α22 −α32 α24

0 α32 α22 α34

0 0 0 1


або 

−α22
2 − α32

2 α32α34 + α22α24 −α22α34 + α32α24 α14

0 α22 α32 α24

α32 −α22 α34

0 0 0 −1

 .
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Додаток B

Диференцiальнi iнварiанти
тривимiрних та чотиривимiрних

дiйсних розв’язних алгебр Лi

У першiй таблицi цього додатку наведено диференцiальнi iнварiанти пер-
шого порядку для тривимiрних розв’язних дiйсних алгебр Лi у просторi
трьох залежних та однiєї незалежної змiнної. Вважаємо, що у кожнiй з
реалiзацiй наведених у таблицi 2.4 x4 = t — незалежна змiнна, x1, x2,
x3 — функцiї вiд t.

У другiй та третiй таблицях додатку подано диференцiальнi iнварi-
анти першого порядку вiдповiдно для чотиривимiрних нерозкладних та
розкладних дiйсних алгебр Лi у просторi чотирьох залежних та однiєї
незалежної змiнної, виключаючи двi реалiзацiї R(4A1, 2), R(4A1, 5), якi
не iснують у просторах розмiрностi менше шести. Аналогiчно вважаємо,
що x1, x2, x3, x4 — функцiї вiд t, x5 = t — незалежна змiнна.

Немає необхiдностi розглядати iнварiанти цих алгебр у просторi з бiль-
шою кiлькiстю залежних змiнних, оскiльки при такому виборi незале-
жної змiнної всi змiннi xi та ẋi, i = N + 2, . . ., будуть iнварiантами для
будь-якої реалiзацiї розв’язної алгебри Лi розмiрностi N .
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Таблиця B.1

Диференцiальнi iнварiанти дiйсних тривимiрних розв’язних
алгебр Лi

Алгебра N Iнварiанти
3A1 1 t, ẋ1, ẋ2, ẋ3,

2 t, x3, ẋ1ẋ4 − ẋ2ẋ3, ẋ3,
3 t, x3, ẋ1ϕ

′(x3)− ẋ2, ẋ3,
4 t, x2, x3, ẋ2, ẋ3,

5 t, x2, x3, ẋ2, ẋ3,

A2.1 ⊕ A1 1 t, ẋ2, ẋ3, ẋ1e
−x3 ,

2 t, ẋ3, ẋ1e
− ẋ2

ẋ3 , x3,

3 t, x3, ẋ2, ẋ3,

4 t, x3,
ẋ2
x2
, ẋ3, x3,

A3.1 1 t, x3 −
ẋ1
ẋ2
, ẋ2, ẋ3,

2 t, x3, 2ẋ1ẋ3 − ẋ22, ẋ3,
3 t, x3, ẋ2, ẋ3,

A3.2 1 t, ẋ3, ẋ2e
−x3 , (ẋ1 − ẋ2x3)e−x3 ,

2 t, x3, ẋ3, ẋ2e
− ẋ1

ẋ2 ,

3 t, x3, ẋ2, ẋ3,

A3.3 1 t,
ẋ1
ẋ2
, ẋ1e

−x3 , ẋ3,

2 t, x3,
ẋ1
ẋ2
, ẋ3,

3 t, x2, ẋ2, ẋ3,

4 t, x2, x3, ẋ2, ẋ3,

Aa3.4 1 t, ẋ1e
−x3 ,

ẋa1
ẋ2
, ẋ3,

2 t, x3,
ẋa1
ẋ2
, ẋ3,

3 t, x3, ẋ3,
ẋ2
x2
,

Ab3.5 1 t, ẋ3, (ẋ21 + ẋ22)e
−2bx3 , x3 − arc tg ẋ1

ẋ2

2 t, x3, ẋ3, (ẋ21 + ẋ22)e
−2b arc tg ẋ1

ẋ2

3 t, x3, ẋ3,
ẋ2

1 + x22
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Таблиця B.2
Диференцiальнi iнварiанти чотиривимiрних

нерозкладних розв’язних алгебр Лi

Алгебра N Iнварiанти
A4.1 1 t, ẋ3, ẋ4, x4ẋ3 − ẋ2, ẋ1 − ẋ2x4 + 1

2
ẋ3x4

2

2 t, x4, ẋ4, ẋ4ẋ2 − 1
2
ẋ23, ẋ1ẋ

2
4 − ẋ2ẋ3ẋ4 + 1

3
ẋ33

3 t, x4, ẋ3, ẋ4, ẋ1ẋ3 − 1
2
ẋ22

4 t, ẋ4, ẋ4ẋ1 − ẋ2ẋ3, x3 + 1
2
x4

2, ẋ3 + ẋ4x4
5 t, ẋ3, ẋ4, x4, ẋ1 + ẋ2x3
6 t, x4, ẋ2, ẋ3, ẋ4
7 t, x4, ẋ2, ẋ4, x3 − 1

2
x2

2, x2ẋ2 − ẋ3
8 t, x3, x4, ẋ2, ẋ3, ẋ4

Ab4.2, b 6= 0 1 t, ẋ4, ẋ3e
−x4 ,

ẋ2
ẋ3
− x4, ẋ1e−bx4

2 t, ẋ4, x4,
ẋ3

b

ẋ1
, ẋ3e

− ẋ2
ẋ3

3 t, ẋ3,
ẋ4
x4
, ẋ4e

(b−1)x3 , (ẋ1ẋ3 − ẋ2ẋ4)ebx3

4 t, ẋ3, ẋ1e
bx3 , ẋ4, x4

5 t, x4, ẋ4,
ẋ2
x2
,
ẋ3

b−1

x2

6 t, x4, ẋ4,
ẋ2
x2
, x2e

(q−1)x3
x2 ,

x3
x2
− ẋ3
ẋ2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

b 6= 1 7 t, x4, ẋ3, ẋ4, ẋ1e
bx3 + (b− 1)ẋ2e

x3

8 t, x3, x4, ẋ3, ẋ4, ẋ2/x2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b = 1 7 t, x2, ẋ2, ẋ4, ẋ3e

−x4

A4.3 1 t, ẋ3, ẋ4, ẋ1e
−x4 , x4ẋ3 − ẋ2

2 t, x4, ẋ4, ẋ2ẋ4 − 1
2
ẋ3

2, ẋ1e
− ẋ3
ẋ4

3 t, ẋ3, ẋ4, x4, ẋ1e
− ẋ2
ẋ3

4 t, ẋ4, x3e
x4 , ẋ3e

x4 , (ẋ1ẋ4 − ẋ2ẋ3)ex4
5 t, x4, ẋ3, ẋ4, εẋ2 + ẋ1e

x3

6 t, x4, ẋ3, ẋ4 ẋ2/x2,

7 t, x4, ẋ4, x2e
x3
x2 , ẋ2e

ẋ3
ẋ2 ,

ẋ2
x2

8 t, x3, x4, ẋ3, ẋ4, ẋ2/x2

A4.4 1 t, ẋ4, ẋ3e
−x4 ,

ẋ2
ẋ3
− x4,

ẋ1
ẋ3
− x4ẋ2

ẋ3
+ 1

2
x4

2

2 t, x4, ẋ4, ẋ3e
− ẋ2

ẋ3 ,
ẋ1
ẋ3
− ẋ2
ẋ3

ln |ẋ3|+ 1
2

ln2 |ẋ3|
3 2x3 + x4

2, (ẋ1ẋ4 − ẋ2ẋ3)ex4 , x4ẋ4 + ẋ3, t, ẋ4
4 t, x4, ẋ3, ẋ4, (ẋ1 + x3ẋ2)e

x3

5 t, x4, ẋ2, ẋ4, ẋ3e
x2

6 t, x4, ẋ2, ẋ4, x2
2 − 2x3, x2ẋ2 − ẋ3

7 t, x3, x4, ẋ2, ẋ3, ẋ4
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Продовження табл. B.2.

Алгебра N Iнварiанти

Aa,b,c4.5 , abc 6= 0 1
ẋb1
ẋa2
,
ẋc1
ẋa3
, ẋ1e

−ax4 , ẋ4, t

2 x4,
ẋb1
ẋa2
,
ẋc1
ẋa3
, ẋ4, t

3
xb−c3

xa−c4

,
xa+b−c4

(ẋ1ẋ4 − ẋ2ẋ3)b−c
,
ẋ3
x3
,
ẋ4
x4
, t

4 t, x4, ẋ4,
ẋ3
x3
,
ẋ2
x2
,
xa−c2

xa−b3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a = b = c = 1 5 x3, (ẋ1 − ẋ2ẋ3)e−x4 , ẋ3, ẋ4, t

6 x3, e
−x4(ẋ2 − ẋ1f ′(x3)), ẋ3, ẋ4, t

7 x3, e
x4 , ẋ3, ẋ4, t

8 t, x2, x3, ẋ2, ẋ3, ẋ4

9 t, x2, x4, ẋ2, ẋ3, ẋ4

10 t, x2, x3, x4, ẋ2, ẋ3, ẋ4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a = b = 1, 5 t, x2, ẋ3e

−cx4 , ẋ2, ẋ4

6 t, x2, x4, ẋ2, ẋ4

7 t, x4, ẋ3, ẋ4, ẋ2e
−x3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−16 a< b< 1, 5 t, x4, ε1(a− 1)e−bx3ẋ2 − ε2(b− 1)e−ax3ẋ1, ẋ3, ẋ4

c = 1; b > 0 6 t, x4, ẋ4, ẋ2/x2, ẋ
a−b
3 /ẋ2

якщо a = −1 7 t, x3, x4, ẋ2, ẋ3, ẋ4

Aa,b4.6, a > 0 1 x4 − arc tg
ẋ2
ẋ3
, ẋ1e

−ax4 ,
(ẋ23 + ẋ22)

a

ẋ2b1
, ẋ4, t

2 x4, ẋ1e
−a arc tg ẋ2

ẋ3 ,
(ẋ23 + ẋ22)

a

ẋ2b1
, ẋ4, t

3 t,
x3e

(a−b) arc tg (x4)√
1 + x24

,

(1 + x24)e
−a arc tg x4

(ẋ1ẋ4 − ẋ2ẋ3)
,

ẋ4
(1 + x24)

,
ẋ3
x3
− ẋ4x4

(1 + x24)

4 t, x4, ẋ4,
ẋ3

x23 + 1
,

ea arc tg x3

(
ẋ1 − εẋ2e(b−a) arc tg x3

(x3 + b− a)√
1 + x23

)
5 t, x4, ẋ4, arc tg ẋ2

ẋ3
− arc tg x2

x3
,

(ẋ23 + ẋ22)

(x22 + x23)
,

(x22 + x23) e
2(b−a) arc tg x2

x3

6 t, x3, x4, ẋ2, ẋ3, ẋ4
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Продовження табл. B.2.

Алгебра N Iнварiанти

A4.7 1 t, ẋ4, ẋ3e
−x4 , ẋ3e

− ẋ2
ẋ3 ,

ẋ2x3 − ẋ1
ẋ23

2 t, x4, ẋ4, ẋ3e
− ẋ2

ẋ3 ,
ẋ2x3 − ẋ1

ẋ23
3 t, x4, ẋ3, ẋ4, (2ẋ3ẋ1 − ẋ22)e2x3

4 t, x4, ẋ3, ẋ4, ẋ2e
−x3

5 t, x3, x4, ẋ3, ẋ4

Ab4.8, |b| 6 1 1 t, ẋ4, (ẋ2x3 − ẋ1)ẋ−1−q2 , ẋq2/ẋ3, ẋ2e
−x4

2 t, x4, ẋ4, (ẋ2x3 − ẋ1)ẋ−1−q2 , ẋq2/ẋ3

3 t, x4, ẋ4, ẋ3/x3, (2ẋ1ẋ3 − ẋ22)1−q/x23
4 t, x4, ẋ3, ẋ4, ẋ2e

−x3

5 t, x3, x4, ẋ3, ẋ4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b = 1 6 t, x3, ẋ3, ẋ4, (2ẋ1ẋ3 − ẋ22)e−2x4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b = −1 6 t, x4, ẋ4, ẋ2ẋ3, ẋ2e

(ẋ2x3−ẋ1)/ẋ4

7 t, x3, x4, ẋ3, ẋ4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b 6= ±1 6 t, x4, ẋ3, ẋ4, ẋ2e

−qx3

7 t, x3, x4, ẋ3, ẋ4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b = 0 3 t, x4, ẋ4, ln |ẋ2| − ẋ3/ẋ4, (ẋ2x3 − ẋ1)/(ẋ2x4)− ln |ẋ2|

4 t, x4, ẋ3, ẋ4, (ẋ2x3 − ẋ1)/ẋ2 − C ln |ẋ2|

Aa4.9, a > 0 1 t, ẋ4, (x3ẋ2 − ẋ1)e−2qx4 , (ẋ22 + ẋ23)e
−2q arc tg ẋ2

ẋ3 ,
x3ẋ2 − ẋ1
ẋ22 + ẋ23

2 t, x4, ẋ4, (ẋ22 + ẋ23)e
−2q arc tg ẋ2

ẋ3 ,
x3ẋ2 − ẋ1
ẋ22 + ẋ23

3 t, x4, ẋ4, ẋ3/(x
2
3 + 1),

x23 + 1

ẋ1ẋ3 − 1
2
ẋ22
e−2q arc tg x3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a = 0 4 t, x4, ẋ4, ẋ

2
2 + ẋ23,

x3ẋ2 − ẋ1
ẋ4

+ arc tg
ẋ2
ẋ3

A4.10 1 t, ẋ3, ẋ4, (ẋ21 + ẋ22)e
−2x3 , x4 − arc tg ẋ1

ẋ2

2 t, x4, ẋ4, arc tg ẋ1
ẋ2
− ẋ3
ẋ4
, −2x3 +ln(ẋ21 + ẋ22)+2x4 arc tg ẋ1

ẋ2

3 t, x4, ẋ3, ẋ4, −2x3 + ln(ẋ21 + ẋ22) + 2C arc tg ẋ1
ẋ2

4 t, x4, ẋ3, ẋ4,
ẋ2

1 + x22
5 t, x4, ẋ3, ẋ4, x3 − arc tg ẋ1

ẋ2

6 t, x3, x4, ẋ3, ẋ4

7 t, x3, x4, ẋ3, ẋ4,
ẋ2

1 + x22
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Таблиця B.3

Диференцiальнi iнварiанти дiйсних розкладних
розв’язних чотиривимiрних алгебр Лi

Алгебра N Iнварiанти

4A1 1 t, ẋ1, ẋ2, ẋ3, ẋ4

3 t, x4, ẋ4, ẋ1ẋ5 − ẋ4ẋ2, ẋ1θ′x4(x4, t) + ẋ2θ
′
t(x4, t)− ẋ3

4 t, x4, ẋ4, ẋ1ϕ
′(x4)− ẋ2, ẋ1ψ′(x4)− ẋ3

6 t, x3, x4, ẋ3, ẋ4

7 t, x3, x4, ẋ3, ẋ4

8 t, x3, x4, ẋ3, ẋ4

9 t, x2, x3, x4, ẋ2, ẋ3, ẋ4

10 t, x2, x3, x4, ẋ2, ẋ3, ẋ4

11 t, x2, x3, x4, ẋ2, ẋ3, ẋ4

A2.1 ⊕ 2A1 1 t, ẋ1e
−x4 , ẋ2, ẋ3, ẋ4

2 t, x4, ẋ4,
ẋ2
ẋ4
− ln |ẋ1|,

ẋ3
ẋ5
− ln |ẋ1|

3 t, x4, ẋ4,
ẋ2
ẋ4
− ln |ẋ1|, ẋ2ϕ′(x4)− ẋ3

4 t, x4, ẋ2, ẋ3, ẋ4

5 t, x4, ẋ4,
ẋ3
x3
,
ẋ1ẋ4
ẋ3
− ẋ2

6 t, x4, ẋ2, ẋ4,
ẋ3
x3

7 t, x3, ẋ1e
−x4 , ẋ3, ẋ4

8 t, x3, x4, ẋ3, ẋ4

9 t, x3, x4, ẋ3, ẋ4

10 t, x4, ẋ4,
ẋ2
x3
,
ẋ3
x3

2A2.1 1 t, ẋ3, ẋ4, e
−x4ẋ2, ẋ1e

−x3

2 t, x4, ẋ4, ẋ2e
− ẋ3

ẋ4 , ẋ3x4 − x3ẋ4 + ẋ4 ln |ẋ1|
3 t, x4, ẋ3, ẋ4, ẋ1e

−x3ẋC2

4 t, x4, ẋ4,
ẋ3
x3
, ẋ1e

− ẋ2
ẋ3

5 t, x3, x4, ẋ3, ẋ4

6 t, x4,
ẋ2
x2
, ẋ3, ẋ4

7 t, x3, x4,
ẋ2
x2
, ẋ3, ẋ4
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Продовження табл. B.3.
Алгебра N Iнварiанти

A3.1 ⊕ A1 1 t, ẋ3x4 − ẋ1, ẋ2, ẋ3, ẋ4
2 t, ẋ23 − 2ẋ1ẋ5, ẋ3ẋ4 − ẋ2ẋ5, x4, ẋ4
3 t, x4, ẋ3ϕ

′(x4)− ẋ2, 2ẋ1ẋ4 − ẋ23, ẋ4
4 t, x4, ẋ1ẋ4 − ẋ3ẋ2, ẋ3, ẋ4
5 t, x4, ẋ2, ẋ3, ẋ4
6 t, x2, ẋ2, ẋ3, ẋ4
7 t, x2, x4, ẋ2, ẋ4
8 t, x2, x4, ẋ2, ẋ4

A3.2 ⊕ A1 1 t, ẋ2e
−x3 , ẋ1ẋ

−1
2 − x3, ẋ3, ẋ4

2 t, x4, ẋ4, ẋ2e
− ẋ1

ẋ2 , x4ẋ3 +
(
ẋ1ẋ

−1
2 − x3

)
ẋ4

3 t, ẋ2e
− ẋ1

ẋ2 , ẋ3, ẋ4, x4

4 t, ẋ3, ẋ4, x4,
(

(ẋ1 − ẋ2x3)(ẋ3x4 + ẋ4)− ẋ2(ẋ3x4)
)
e−x3

5 t, ẋ3, ẋ4, x4,
(
ẋ1 − ẋ2(x3 + 1)

)
e−x3

6 t, ẋ3, ẋ4, x4, ẋ2e
−x3

7 t, x4, ẋ2, ẋ3, ẋ4
8 t, x3, x4, ẋ2, ẋ3, ẋ4
9 t, x3, x4, ẋ2, ẋ3, ẋ4

A3.3 ⊕ A1 1 t, ẋ3, ẋ4, ẋ1/ẋ2, e
−x3ẋ1

2 t, x4, ẋ4, ẋ1/ẋ2, (−x3 + ln |ẋ1|)ẋ4 + ẋ3x4
3 t, x4, ẋ3, ẋ4, ẋ1/ẋ2
4 t, x4, ẋ3, ẋ4, e

−x3(−ẋ3ẋ2 + ẋ1x4ẋ3 + ẋ1ẋ4)

5 t, x4, ẋ3, ẋ4, ẋ2e
−x3

6 t, x2, ẋ2, ẋ3, ẋ4
7 t, x2, x4, ẋ2, ẋ4
8 t, x2, x4, ẋ2, ẋ4
9 t, x2, x4, ẋ2, ẋ3, ẋ4

Aa3.4 ⊕ A1 1 t, ẋ3, ẋ4, e
−x3ẋ1, ẋ

a
1ẋ
−1
2

2 t, x4, ẋ4, ẋ
a
1ẋ
−1
2 , (−x3 + ln |ẋ1|)ẋ4 + ẋ3x4

3 t, x4, ẋ3, ẋ4, ẋ
a
1ẋ
−1
2

4 t, x4, ẋ3, ẋ4, ẋ1e
−x3(ẋ3x4a+ ẋ4)− ẋ2ẋ3e−ax3

5 t, x4, ẋ3, ẋ4, ae
−x3ẋ1 − ẋ2e−ax3

6 t, x4, ẋ3, ẋ4, ẋ2e
−ax3

7 t, x4, ẋ3, ẋ4, ẋ2/x2
8 t, x3, x4, ẋ3, ẋ4, ẋ2/x2
9 t, x3, x4, ẋ3, ẋ4, ẋ2/x2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a 6= −1 10 t, x4, ẋ3, ẋ4, ẋ1e
−x3
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Продовження табл. B.3.

Алгебра N Iнварiанти
Ab3.5 ⊕ A1 1 t, ẋ3, ẋ4, (ẋ21 + ẋ22)e

−2bx3 , arc tg ẋ1
ẋ2
− x3

2 t, x4, ẋ4, ẋ4 arc tg ẋ1
ẋ2
− x3ẋ4 + ẋ3x4, (ẋ21 + ẋ22)e

−2b arc tg ẋ1
ẋ2

3 t, x4, ẋ3, ẋ4, (ẋ21 + ẋ22)e
−2b arc tg ẋ1

ẋ2

4 t, x4, ẋ3, ẋ4,

(
ẋ1 cos

(
x3 − arc tg

(
b+

ẋ4
x4ẋ3

))
−

−ẋ2 sin

(
x3 − arc tg

(
b+

ẋ4
x4ẋ3

)))
e−bx3

5 t, x4, ẋ3, ẋ4, e
−bx3(ẋ1 cos(x3 − arc tg b)− ẋ2 sin(x3 − arc tg b))

6 t, x4, ẋ3, ẋ4,
ẋ2

1 + x22

7 t, x3, x4, ẋ3, ẋ4,
ẋ2

1 + x22

8 t, x3, x4, ẋ3, ẋ4,
ẋ2

1 + x22
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Додаток C

Коефiцiєнти редукованих систем (3.21)

У даному додатку наведено значення коефiцiєнтiв kµγ, lµγ, mµγ у систе-
мах звичайних диференцiальних рiвнянь (3.21), до яких зводиться си-
стема рiвнянь Максвелла для векторного потенцiалу (3.18) в результатi
симетрiйної редукцiї за пiдалгебрами L1–L24 розширеної алгебри Пуан-
каре AP̃ (1, 3), якi не спряженi пiдалгебрам алгебри AP (1, 3).

L1 : kµγ = −gµγ(1 + ω2)− (cµ − bµω)(cγ − bγω),

lµγ = −4ω(gµγ + bµbγ) + 2(bµcγ + cµbγ),

mµγ = −2(gµγ + bµbγ),

L2 : kµγ = −4(1 + α2)gµγ − 4(bµ + αcµ)(bγ + αcγ),

lµγ = 4gµγ + 4(bµ + αcµ)bγ,

mµγ = −gµγ − bµbγ − cµcγ,
L3 : kµγ = −4gµγω(1 + ω)− 4ω(bµ − ε2dµ

√
ω)(bγ − ε2dγ

√
ω),

lµγ = −2gµγ(2 + 5ω) +2ε2
√
ω(4dµbγ +3bµdγ)−4bµbγ−10ωdµdγ,

mµγ = −2gµγ − 2dµdγ + ε2ω
−1

2dµbγ − cµcγω−1,
L4 : kµγ = −4gµγω(1− ω)− 4ω(bµ − ε3aµ

√
ω)(bγ − ε3aγ

√
ω),

lµγ = 2gµγ(5ω − 2)− 4bµbγ − 10aµaγω + 2ε3
√
ω(4aµbγ + 3bµaγ),

mµγ = 2gµγ − 2aµaγ + ε3aµbγω
−1

2 − cµcγω−1,
L5 : kµγ = −gµγ(1 + ω2)− (cµ − bµω)(cγ − bγω),

lµγ = −4gµγω + 2(bµcγ − cµbγ)−
−2α−1ω(aµdγ − dµaγ) + 4(cµ − bµω)bγ,

mµγ = −2gµγ − 2bµbγ − 3α−1(aµdγ − aγdµ)− α−2(aµaγ − dµdγ),
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L6 : kµγ = 4ε6(1− α2)gµγ − 2ε6(1− α2)(aµaγ − dµdγ)−
−2(1 + α2)(aµaγ + dµdγ)− 4α(aµdγ + dµaγ),

lµγ = −4ε6gµγ + 2(aµaγ + dµdγ) + 2α(aµdγ + dµaγ)+

+2ε6(aµaγ − dµdγ)− 2ε6α(aµdγ − dµaγ),
mµγ = ε6(gµγ − aµaγ + dµdγ),

L7 : kµγ = −(1− α2)ω2gµγ − ω2[αε5ω
− 1
αkµ+

+(1− α)ε7cµ][αε5ω
− 1
αkγ + (1− α)ε7cγ],

lµγ = (α + 2)(1− α)ωgµγ + 2α−1(1− α)ω(aµdγ − dµaγ)+
+ε5ε7ω

α−1
α [α2kµcγ + (1 + α2)cµkγ] + ω1− 2

αα(1− α)kµkγ+

ω(α + 2)(1− α)cµcγ,

mµγ = −2gµγ −3α−1(aµdγ −dµaγ)− α−2(aµaγ − dµdγ)− 2cµcγ,

L8 : kµγ = −4ε4gµγ − [kµ − ε4(aµ − dµ)][kγ − ε4(aγ − dγ)],
lµγ = −2ε4gµγ + ε4[kµ − ε4(aµ − dµ)](aγ − dγ),
mµγ = 0,

L9 : kµγ = −4gµγ − (kµ − 2ε7cµ)(kγ − 2ε7cγ),

lµγ = −6gµγ − 4(aµdγ − dµaγ)− 2ε7(kµcγ − cµkγ)+
+3ε7(kµ − 2ε7cµ)cγ,

mµγ = −2gµγ − 2cµcγ − 3(aµdγ − aγdµ)− aµaγ + dµdγ,

L10 : kµγ = 4ω(1− ω)gµγ − {ε4[(aµ − dµ)ω + kµ]− 2ε7cµω}×
×{ε4[(aγ − dγ)ω + kγ]− 2ε7cγω},
lµγ = 2(2− 5ω)gµγ − 4(1− ω)(aµdγ − dµaγ)−
−2ε4ε7{[(aµ − dµ)ω + kµ]cγ − [(aγ − dγ)ω + kγ]cµ},
mµγ = −2gµγ − 2cµcγ + 3(aµdγ − dµaγ)− aµaγ + dµdγ+

+2ε4ε7cµ(aγ − dγ),
L11 : kµγ = −gµγω2(1 + ω2)− ω2(cµ − ωbµ)(cγ − ωbγ),

lµγ = 2ω[(1− ω2)gµγ + aµdγ − dµaγ + cµcγ − ω2bµbγ]−
−ε5ε7ω(cµ − ωbµ)kγ,

mµγ = −2gµγ − 2cµcγ − 3(aµdγ − dµaγ − aµaγ)+
+dµdγ + 2ε5ε7cµkγ,
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L12 : kµγ = −4(1 + β2)gµγ − 4(bµ + βcµ)(bγ + βcγ),

lµγ = 4gµγ + 4αβ(dµaγ − aµdγ) + 4(bµ + βcµ)bγ,

mµγ = −gµγ − α2(aµaγ − dµdγ)− bµbγ − cµcγ,
L13 : kµγ = 4ε6(α

2 − β2)gµγ − 2ε6(α
2 − β2)(aµaγ − dµdγ)−

−2(α2 + β2)(aµaγ + dµdγ)− 4αβ(aµdγ + dµaγ),

lµγ = −4αε6gµγ − 4ε6βα
−1(bµcγ − cµbγ) + 2α(aµaγ + dµdγ)+

+2β(aµdγ + dµaγ) + 2αε6(aµaγ − dµdγ)− 2ε6β(aµdγ − dµaγ),
mµγ = ε6[gµγ − aµaγ + dµdγ − α−2(bµbγ + cµcγ)],

L14 : kµγ = −4ε4gµγ − 2(aµaγ + dµdγ) + 2ε4(aµaγ − dµdγ),
lµγ =−2ε4gµγ −2ε4(bµcγ − cµbγ) + ε4[kµ −ε4(aµ −dµ)](aγ −dγ),
mµγ = 0,

L15 : kµγ = −4(1 + α2)gµγ − 4(bµ + αcµ)(bγ + αcγ)+

+4e
1
2ω[kµ(bγ + αcγ) + kγ(bµ + αcµ)]− 4eωkµkγ,

lµγ = 4gµγ + 4α2(dµaγ − aµdγ) + 2e
1
2ωbµkγ + 4(bµ + αcµ)bγ+

+2αe
1
2ωcµkγ − 2eωkµkγ,

mµγ = −gµγ − α2(aµaγ − dµdγ)− bµbγ − cµcγ,
L16 : kµγ = −4[(1− α)2 + β2]gµγ − 4[αkµ + (1− α)bµ + βcµ]×

×[αkγ + (1− α)bγ + βcγ],

lµγ = 4(1− α)gµγ + 4(1− α)(aµdγ − dµaγ)− 4α(kµbγ − kγbµ)−
−2[αkµ + (1− α)bµ + βcµ][kγ − 2bγ],

mµγ = −gµγ −aµaγ +dµdγ −bµbγ −cµcγ −2(aµdγ − dµaγ) +2bµkγ,

L17 : kµγ = −4(1 + α2)gµγ − [kµ − 2bµ + 2αcµ][kγ − 2bγ + 2αcγ],

lµγ = −4gµγ − 4(aµdγ − dµaγ) + 2(bµkγ − kµbγ)+
+2(kµ − 2bµ + 2αcµ)bγ,

mµγ = −gµγ − 2(aµdγ − dµaγ)− aµaγ − bµbγ − cµcγ + dµdγ,

L18 : kµγ = −4gµγ − (kµ + 2cµ)(kγ + 2cγ),

lµγ = 2(bµkγ − kµbγ) + 2(kµ + 2cµ)bγ,

mµγ = −gµγ − 2(aµdγ − dµaγ)− aµaγ − bµbγ − cµcγ + dµdγ,
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L19 : kµγ = 4ω2(ε6ω − 1)gµγ − ω2[2bµ −
√
ω(ε4(aµ − dµ) + ε5kµ)]×

×[2bγ −
√
ω(ε4(aγ − dγ) + ε5kγ)],

lµγ = 4ε6ω
2gµγ + 2ω

√
ω[ε5kµ + ε4(aµ − dµ)]bγ−

−2ω2[aµaγ + dµdγ + ε6(aµaγ − dµdγ)],
mµγ = −gµγ − bµbγ − cµcγ + 1

2
√
ωbµ[ε5kγ + ε4(aγ − dγ)]−

−1
2ε6ω(aµaγ − dµdγ) + 1

2ω(aµaγ + dµdγ),

L20 : kµγ = 4ε8(1− α2)ω2gµγ − 2ε8(1− α2)ω2(aµaγ − dµdγ)−
−(1 + α)2ω2− 1

αkµkγ − (1− α)2(aµ − dµ)(aγ − dγ)ω2+ 1
α ,

lµγ = −ε8(1+α)(2α− 1)ωgµγ +4α−1(α2−1)ε8ω(aµdγ − aγdµ)−
−α−1ω[(α2 − 1)(α + 1)kµkγω

− 1
α+

+ε8
[
(1+α)(1− α− α2)kµ(aγ − dγ) + (1−α)(α2 − 1)(aµ − dµ)kγ

]
+

+(1− α)(1− α− α2)(aµ − dµ)(aγ − dγ)ω
1
α ],

mµγ = (2α)−1[(1 + α)ε8(aµdγ − aγdµ)+

+ε8α
−1(1 + α)(aµaγ − dµdγ)− (2α)−1(1− α)(1− 3α)ω

1
α×

×(aµ − dµ)(aγ − dγ)− (2α)−1(1 + α)2kµkγω
− 1
α ],

L21 : kµγ = −kµkγ,
lµγ = ε9kµ(cγω − bγ) + 2ε9kγ(cµω − bµ),

mµγ = −2gµγ(1 + ω2)− 3(aµdγ − aγdµ)(1 + ω2)+

+2ε9ω(kµbγ − kγbµ)− (1 + ω2)(aµaγ − dµdγ)− kµkγ−
−2(cµω − bµ)(cγω − bγ) + ε9kµcγ,

L22 : kµγ = 4ε5gµγ − (aµ − dµ + ε5kµ)(aγ − dγ + ε5kγ),

lµγ = mµγ = 0,

L23 : kµγ = −(16 + ω2)gµγ − 16bµbγ − ω2cµcγ + 4ω(bµcγ + cµbγ),

lµγ = −4ωgµγ + ω(aγdµ − aµdγ) + 8(bµcγ + bγcµ)− 4ωcµcγ,

mµγ = −2gµγ − 2cµcγ − 3
2(aµdγ − aγdµ)− 1

4(aµaγ − dµdγ),
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L24 : kµγ = 4ω(1− 36ω)gµγ −
{√
|ω|
(
1
2kµ + 2ε10(aµ − dµ)

)
−

−12ε10ωbµ}
{√
|ω|
(
1
2kγ + 2ε10(aγ − dγ)

)
− 12ε10ωbγ

}
,

lµγ = 2(1− 144ω)gµγ − 48ω(aµdγ − aγdµ)−
−8ε10

√
|ω|(kµbγ − kγbµ) + 16

√
|ω|[bµ(aγ − dγ)−

−(aµ − dµ)bγ]− {
√
|ω|[12kµ + 2ε10(aµ − dµ)]− 12ε10ωbµ}×

×{−24ε10bγ + (2
√
|ω|)−1ε10[12kγ + 2ε10(aγ − dγ)]},

mµγ = −32gµγ − 32bµbγ − 24(aµdγ − aγdµ)− 4(aµaγ − dµdγ).

Значення α, β тi ж, що i в перелiковi алгебр. Крiм того, εj = 1 при
ϕ > 0, εj = −1 при ϕ < 0. Значення функцiй ϕ для кожного j наведенi
в таблицi C.1.

Таблиця C.1

j ϕ j ϕ

1 bx 6 (ax)2 − (dx)2

2 dx 7 cx

3 ax 8 (ax)2 − (bx)2 − (dx)2

4 ax− dx 9 cx kx− bx
5 kx 10 4 bx+ (kx)2
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