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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

g алгебра Лi

Int(g) група внутрiшнiх автоморфiзмiв алгебри g

Aut(g) група автоморфiзмiв алгебри g

A1 одновимiрна алгебра Лi

nA1 n-вимiрна абелева алгебра Лi

dim P розмiрнiсть простору P

∂x оператор диференцiювання за змiнною x

Dx оператор повного диференцiювання за змiнною x

Vect(M) векторне поле на множинi M

ck
ij компоненти тензора структурних сталих алгебри Лi

Ln множина n-вимiрних алгебр Лi

GL(V ) група сталих невироджених n× n матриць

Der g алгебра диференцiювань алгебри Лi g

O(g) орбiта алгебри Лi g пiд дiєю групи GL(V ) у Ln

O(g) замикання орбiти вiдносно топологiї Зарiського в Ln

Z(g) центр алгебри Лi g

R(g) радикал алгебри Лi g

N(g) нiльрадикал алгебри Лi g

nA(g) максимальна розмiрнiсть абелевих пiдалгебр алгебри Лi g

nAi(g) максимальна розмiрнiсть абелевих iдеалiв алгебри Лi g

κ форма Кiлiнга

κ+g ранг додатної частини форми Кiлiнга алгебри Лi g

κ−g ранг вiд’ємної частини форми Кiлiнга алгебри Лi g
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κ̃α
g модифiкована форма Кiлiнга алгебри Лi g

rg ранг алгебри Лi g

adx приєднане зображення елемента x ∈ g

ad∗x коприєднане зображення елемента x ∈ g

rang(ad g) ранг приєднаного зображення алгебри Лi g

rang(ad∗ g) ранг коприєднаного зображення алгебри Лi g

rs(g) ранг розв’язностi алгебри Лi g

rn(g) ранг нiльпотентностi алгебри Лi g
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Вступ

Актуальнiсть теми. Алгебри Лi є потужним iнструментом та дають
iстотну iнформацiю для вивчення задач i моделей сучасної математичної
та теоретичної фiзики. Це стимулювало стрiмкий розвиток дослiджень,
пов’язаних з алгебрами Лi i особливо алгебрами Лi невисоких розмiр-
ностей, як такими, що широко застосовуються в теорiї зображень та iн-
дукованих зображень, при вивченнi порушених симетрiй тощо. Низько-
розмiрнi алгебри Лi також цiкавi самi по собi, оскiльки дають iстотнi та
типовi приклади для фiзичних та математичних теорiй. У зв’язку з цим
протягом останнiх десятилiть iнтенсивно вивчались класифiкацiї, пiдал-
гебри, реалiзацiї, iнварiанти, контракцiї, деформацiї та iншi об’єкти, якi
стосуються низькорозмiрних алгебр Лi.

Контракцiї алгебр Лi мають широкий спектр застосувань в рiзних га-
лузях теоретичної фiзики та математики, наприклад, при вивченнi зо-
бражень, iнварiантiв, спецiальних функцiй тощо. Вони є одним з iнстру-
ментiв дослiдження структури множин алгебр Лi. Зокрема, коефiцiєнти
Вiгнера групи Евклiда E(3) було отримано через контракцiю коефiцiєн-
тiв Вiгнера спецiальної ортогональної групи SO(4). Контракцiї викори-
стовують для встановлення зв’язкiв мiж рiзноманiтними кiнематичними
групами та для з’ясування їх фiзичного значення. В такий спосiб мiж со-
бою пов’язано рiзнi алгебри Лi, якi включають релятивiстський оператор
положення, та конформна група i група Шрьодiнгера. Контракцiї також
вiдiграють важливу роль при описi взаємодiючих систем за допомогою
динамiчних груп. Наприклад, граничний процес, при якому стала зчеп-
лення прямує до нуля, приводить до випадку невзаємодiючих систем.

Iншим актуальним питанням сучасного симетрiйного аналiзу є зада-
ча реалiзацiї алгебр Лi векторними полями. Опис таких зображень для
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низькорозмiрних алгебр має ряд застосувань, наприклад, у задачi Левi-
не, до iнтегрування систем, що допускають принцип суперпозицiї, i до
побудови рiзницевих схем, та дозволяє iстотно розширити область зас-
тосування класичних групових методiв. Зокрема, знання цих представ-
лень є необхiдною передумовою для побудови математичних моделей з
нетривiальною симетрiєю. Слiд вiдзначити, що вичерпний опис нееквi-
валентних реалiзацiй низькорозмiрних алгебр Лi векторними полями є
фундаментальною математичною задачею, яка має самостiйну цiннiсть.

Важливою також є класифiкацiя, з точнiстю до локальних дифеомор-
фiзмiв, реалiзацiй алгебр Лi векторними полями, що дiють на дiйснiй
площинi. Розв’язання цiєї задачi є необхiдною передумовою для вичер-
пного опису диференцiальних iнварiантiв та визначникiв Лi скiнченнови-
мiрних груп Лi на дiйснiй площинi. В свою чергу, якщо вiдомi диференцi-
альнi iнварiанти групи Лi, то диференцiальнi рiвняння та їх системи, що
допускають цю групу, описуються явно. Крiм того, можна побудувати
групове розшарування iнварiантних диференцiальних рiвнянь тощо.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.
Дисертацiя виконана у вiддiлi прикладних дослiджень Iнституту мате-
матики НАН України в рамках тем “Теоретико-груповий аналiз нелiнiй-
них проблем математичної фiзики, хiмiї, бiологiї та економiки” (номер
держреєстрацiї 0101U000098) та “Симетрiя та iнтегровнiсть нелiнiйних
моделей” (номер держреєстрацiї 0106U000436).

Мета i завдання дослiдження. Метою даної роботи є розробка тео-
ретичних основ для дослiдження контракцiй алгебр Лi та їх застосування
до вивчення контракцiй та структур множин низькорозмiрних алгебр Лi;
побудова реалiзацiй низькорозмiрних нерозв’язних алгебр Лi; перегляд
класифiкацiї алгебр Лi векторних полiв на площинi та опис їх диферен-
цiальних iнварiантiв.
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Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результати, якi
визначають наукову новизну та виносяться на захист, такi:

1. Розроблено теоретичнi основи для вивчення контракцiй скiнченно-
вимiрних алгебр Лi над комплексним i дiйсним полями та запропо-
новано новi необхiднi критерiї iснування таких контракцiй.

2. Доведено теорему, що мiстить повний перелiк необхiдних критерi-
їв iснування контракцiй низькорозмiрних алгебр Лi. На основi цiєї
теореми виокремлено всi випадки, коли мiж двома заданими низь-
корозмiрними алгебрами Лi не iснує контракцiй.

3. Сформульовано алгоритм знаходження контракцiй скiнченновимiр-
них алгебр Лi, за допомогою якого описано всi слабо нееквiвалент-
нi контракцiї дiйсних низькорозмiрних алгебр Лi. Використовуючи
отриманi контракцiї, дослiджено рiвнi та ко-рiвнi низькорозмiрних
алгебр Лi вiдносно контракцiй та розширено класифiкацiю контрак-
цiй на випадок комплексного поля. Побудовано ряд важливих при-
кладiв, якi спростовують вiдомi гiпотези i твердження та дають пiд-
стави для формулювання нових гiпотез.

4. Знайдено всi нееквiвалентнi реалiзацiї дiйсних нерозв’язних алгебр
Лi розмiрностей не вищих нiж чотири векторними полями у просторi
довiльної скiнченної кiлькостi змiнних.

5. Переглянуто класифiкацiю дiйсних алгебр Лi векторних полiв, що
дiють на площинi, та вичерпно описано множину їх диференцiаль-
них iнварiантiв, а саме: базиси диференцiальних iнварiантiв, визна-
чники Лi та оператори iнварiантного диференцiювання.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робо-
та носить теоретичний характер. Отриманi результати є новими i можуть
бути застосованi для дослiдження зв’язкiв мiж фiзичними теорiями i мо-
делями, в основi яких лежать рiзнi алгебри симетрiй, а також можуть
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бути використанi для розв’язання ряду конкретних задач математичної
фiзики та теорiї диференцiальних рiвнянь.

Особистий внесок здобувача. Визначення загального плану дiяльно-
стi та постановка задач належать науковому керiвнику — А.Г. Нiкiтiну.
В подальшому плани дослiджень уточнювались у спiвпрацi з Р.О. Попо-
вичем та В.М. Бойко. Доведення всiх результатiв дисертацiї, винесених
на захист, проведено дисертантом самостiйно. В роботах, якi опублiко-
вано разом зi спiвавторами, особистий внесок дисертанта такий. В ро-
ботi [124] Р.О. Поповичу належить удосконалення технiки класифiкацiї
реалiзацiй та введення поняття мегаiдеалу, В.М. Бойку — перевiрка кла-
сифiкацiї алгебр Лi, порiвняння одержаних результатiв з результатами
iнших авторiв, М.В. Лутфуллiн виконав класифiкацiю розв’язних ал-
гебр в просторах з довiльною скiнченною кiлькiстю змiнних, а дисертан-
ту належить класифiкацiя алгебр Лi в просторах з чотирма змiнними.
В роботi [125] Р.О. Поповичу належать алгоритми для обчислення ал-
гебраїчних величин, а дисертанту — їх знаходження та впорядкування;
решта результатiв розподiленi як i у [124]. Задачу класифiкацiї реалiзацiй
низькорозмiрних алгебр Лi поставлено дисертанту Р.З. Ждановим. В ро-
ботi [112] дисертанту належить проведення класифiкацiї, а В.М. Бойку
— додаткове дослiдження нееквiвалентностi отриманих реалiзацiй. В ро-
ботi [113] Р.О. Поповичу належать iдеї доведення нееквiвалентностi реа-
лiзацiй та застосування iнфiнiтезимальних операторiв для знаходження
допустимих перетворень змiнних мiж реалiзацiями, а дисертанту — по-
будова всiх реалiзацiй нерозв’язних алгебр Лi. В роботi [114] Р.О. Попо-
вич запропонував деякi новi критерiї iснування контракцiй та довiв їх,
як i твердження про властивостi повторних i багатопараметричних кон-
тракцiй. Дисертанту належить повний опис контракцiй низькорозмiрних
алгебр Лi та поняття багатопараметричної контракцiї.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи
доповiдалися i обговорювалися на семiнарах вiддiлу прикладних дослi-
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джень Iнституту математики НАН України (2002–2006, керiвник семi-
нару — професор А.Г. Нiкiтiн), на V та VI Мiжнародних конференцiях
“Symmetry in Nonlinear Mathematical Physics” (Київ, 2003, 2005), на III
Конференцiї з аналiтичної теорiї чисел та просторових мозаїк iм. Вороно-
го (Київ, 2003), на V Мiжнароднiй школi-семiнарi “QFT and Hamiltonian
Systems” (Калiманештi, Румунiя, 2006).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в 6 роботах
[110,111,113,114,124,125] та додатково висвiтлено у роботах [109,112].

Структура, обсяг та змiст дисертацiї. Дисертацiя складається iз
змiсту, вступу, 4-х роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел, що
мiстить 160 найменувань, та додатку. Повний обсяг дисертацiї 169 сторi-
нок, з них список використаних джерел займає 16 сторiнок, а додаток —
32 сторiнки.

Короткий змiст основної частини роботи. Основна частина роботи
складається з чотирьох роздiлiв. На початку кожного роздiлу подано
стислий опис результатiв, що мiстяться в ньому.

В першому роздiлi дисертацiї проводиться докладний огляд лiтерату-
ри, пов’язаної з темою дисертацiї. А саме, проаналiзовано роботи, в яких
розглядаються класифiкацiї структур алгебр Лi. Зроблено огляд резуль-
татiв, якi пов’язанi з поняттями контракцiй, вироджень та деформацiй
груп та алгебр Лi i їх застосувань. Також у цьому роздiлi впорядкова-
но вiдомi результати з дослiдження i класифiкацiї реалiзацiй алгебр Лi
векторними полями та з теорiї диференцiальних iнварiантiв.

В другому роздiлi дисертацiї розвинуто теоретичнi основи контракцiй
алгебр Лi. Сформульовано строге означення контракцiй та поняття еквi-
валентностi контракцiй. Зауважимо, що нами чiтко розрiзняються поня-
ття сильної та слабкої еквiвалентностi контракцiй. Зокрема, побудовано
контрприклад, що спростовує теорему Веймар-Вудз про еквiвалентнiсть
усiх контракцiй узагальненим контракцiям Iньоню–Вiгнера (IВ). В цьо-



11

му роздiлi також розглянуто найпростiшi типи контракцiй та доведено
теорему, що мiстить повний набiр необхiдних критерiїв iснування кон-
тракцiй для низькорозмiрних алгебр Лi; а також обчислено iнварiантнi
величини для досить широких класiв алгебр Лi та вивчено багатопара-
метричнi, повторнi i послiдовнi контракцiї.

В третьому роздiлi розглядаються контракцiї низькорозмiрних алгебр
Лi. Зокрема, обчислено iнварiантнi та напiвiнварiантнi величини для
дiйсних алгебр Лi розмiрностей три та чотири, що застосовуються для
вiдокремлення випадкiв, коли контракцiй не iснує. Також сформульо-
вано алгоритм опису контракцiй, що використовує класифiкацiю алгебр
Лi i критерiї iснування контракцiй та дозволяє ефективно працювати
з контракцiями алгебр Лi фiксованих розмiрностей. Отримано всi сла-
бо нееквiвалентнi однопараметричнi контракцiї дiйсних та комплексних
низькорозмiрних алгебр Лi та виконано їх порiвняння з виродженнями
комплексних низькорозмiрних алгебр Лi, дослiдженими в роботах Бур-
де i Штайнхофф [33] та Агаоки [19]. Додатково у роздiлi 3 дослiджено
рiвнi та ко-рiвнi низькорозмiрних алгебр Лi та наведено дiаграми, що
iлюструють структури множин три- та чотиривимiрних алгебр Лi.

Четвертий роздiл присвячено побудовi усiх нееквiвалентних реалiзацiй
низькорозмiрних нерозв’язних алгебр Лi, класифiкацiї векторних полiв
Лi, що дiють на дiйснiй площинi, та опису їх диференцiальних iнварiан-
тiв. Так, у роздiлi отримано повний набiр нееквiвалентних точних реа-
лiзацiй дiйсних нерозв’язних алгебр Лi розмiрностей 3 та 4 векторними
полями в просторi довiльної скiнченної кiлькостi змiнних та переглянуто
класифiкацiю скiнченновимiрних алгебр Лi векторних полiв на площинi.
Класифiкацiю скiнченновимiрних алгебр Лi векторних полiв на дiйснiй
площинi доповнено реалiзацiєю двовимiрної алгебри Лi, яку пропущено
у роботi Гонзалеза-Лопеса зi спiвавторами [67]. Крiм того, строго дослi-
джено питання еквiвалентностi та параметризацiї в серiях алгебр Лi ве-
кторних полiв. В цьому ж роздiлi наведено необхiднi теоретичнi вiдомостi
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для вивчення диференцiальних iнварiантiв та для кожної з побудованих
нееквiвалентних реалiзацiй алгебр Лi обчислено базис диференцiальних
iнварiантiв, оператор iнварiантного диференцiювання i визначник Лi.

Основна частина дисертацiйної роботи завершується загальними вис-
новками.

В кiнцi дисертацiї мiститься додаток, в якому обчислено та впоряд-
ковано ряд важливих алгебраїчних величин та характеристик, що сто-
суються дiйсних низькорозмiрних алгебр Лi, а саме: ряди похiдних, ни-
жнi центральнi ряди, групи внутрiшнiх автоморфiзмiв, групи автоморфi-
змiв, алгебри диференцiювань, мегаiдеали, характеристичнi iдеали, iде-
али, пiдалгебри та функцiональнi базиси iнварiантiв. Цi результати ви-
користано у роздiлах 3 та 4.

Подяки. Автор висловлює щиру вдячнiсть своєму науковому керiвнику
доктору фiзико-математичних наук професору Анатолiю Глiбовичу Нiкi-
тiну за постановку задач, постiйну увагу, плiдну спiвпрацю та допомогу
в роботi, та кандидатам фiзико-математичних наук Вячеславу Микола-
йовичу Бойко i Роману Омеляновичу Поповичу за плiдну спiвпрацю,
пiдтримку та допомогу. Подяка висловлюється професору Чеської ака-
демiї наук Iржi Нiдерле за надзвичайно кориснi та стимулюючi дискусiї.
Автор вдячний усiм учасникам наукового семiнару вiддiлу прикладних
дослiджень Iнституту математики НАН України за цiннi зауваження,
зробленi пiд час обговорення результатiв.
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РОЗДIЛ 1

Огляд лiтератури

У цьому роздiлi проведено детальний огляд та аналiз результатiв, пов’я-
заних з алгебрами Лi, їх реалiзацiями, контракцiями, диференцiальними
iнварiантами та їх застосуваннями.

Роботи, в яких розглядаються класифiкацiї алгебр Лi, проаналiзова-
но у пiдроздiлi 1.1. В кiнцi цього пiдроздiлу усi основнi результати, що
стосуються класифiкацiї алгебр Лi невисоких розмiрностей, зiбрано та
впорядковано у виглядi таблицi 1.1.

У пiдроздiлi 1.2 проведено огляд результатiв, пов’язаних з поняттями
контракцiй, вироджень i деформацiй груп i алгебр Лi.

Попередньо вiдомi результати з дослiдження i класифiкацiї реалiза-
цiй алгебр Лi векторними полями та з теорiї i апарату диференцiальних
iнварiантiв наведено у пiдроздiлi 1.3.

1.1. Класифiкацiя структур алгебр Лi

Задача класифiкацiї алгебр Лi фiксованих розмiрностей є однiєю з цент-
ральних класифiкацiйних задач теорiї алгебр Лi, оскiльки вона є необхiд-
ною передумовою для розв’язання ряду важливих теоретичних та при-
кладних задач, таких як побудова реалiзацiй, опис контракцiй, знаход-
ження iнварiантних рiвнянь i математичних моделей фiзичних проце-
сiв тощо.

Згiдно з теоремою Левi–Мальцева [2] задача класифiкацiї усiх можли-
вих комутацiйних спiввiдношень мiж базисними елементами алгебр Лi
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скiнченої фiксованої розмiрностi з точнiстю до перетворення iзоморфi-
зму зводиться до наступного перелiку пiдзадач:

1) класифiкацiя напiвпростих алгебр Лi;

2) класифiкацiя розв’язних алгебр Лi;

3) класифiкацiя алгебр, що є напiвпрямими сумами напiвпростих та
розв’язних алгебр Лi.

Перша з вище згаданих задач повнiстю розв’язана. А саме, за теоре-
мою Картана кожну напiвпросту дiйсну чи комплексну алгебру Лi можна
розкласти у пряму суму iдеалiв, що є простими пiдалгебрами взаємно ор-
тогональними вiдносно форми Картана–Кiлiнга. В свою чергу, класифi-
кацiя скiнченновимiрних нерозв’язних алгебр Лi добре вiдома i наведена
зокрема в [1,3].

Щодо класифiкацiї розв’язних алгебр Лi, то iснує ряд розрiзнених кла-
сифiкацiйних перелiкiв, отриманих рiзними авторами, якi в сукупностi
утворюють класифiкацiю дiйсних алгебр Лi до розмiрностi шiсть включ-
но [9–12,146,147]. Розглянемо детальнiше класифiкацiї низькорозмiрних
алгебр Лi.

Усi нееквiвалентнi алгебри Лi розмiрностей не вище нiж чотири над
полем комплексних чисел були описанi С. Лi у 1893 роцi [93]. У 1918 ро-
цi Л. Бiанчi дослiдив тривимiрнi дiйснi алгебри Лi [25]. Значно пiзнiше
Х.К. Лi [87] та Г. Вранчеану [153] знову повернулись до цiєї задачi та
отримали результати еквiвалентнi класифiкацiї Бiанчi. Використовуючи
результати Лi для комплексних структур, Г.I. Крючкович прокласифi-
кував дiйснi чотиривимiрнi алгебри Лi, що не мiстять тривимiрнi абелевi
пiдалгебри [6,7].

Вiрну, вичерпну та зручну у застосуваннi класифiкацiю дiйсних алгебр
Лi розмiрностей не вище чотирьох вперше отримано Г.М. Мубаракзяно-
вим у 1963 роцi [10]. Цi ж результати, а також опис пiдалгебр та iнва-
рiантiв дiйсних низькорозмiрних алгебр Лi, наведено у [119, 120]. В той
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же час класифiкацiя, аналогiчна до [152], була отримана Дж. Дозiас [50].
Використавши вищезгаданi роботи Бiанчi i Крючковича та прокласифi-
кувавши дiйснi алгебри Лi розмiрностi чотири з тривимiрним абелевим
iдеалом, такий самий результат [16] отримав А.З. Петров.

У 1999 роцi М.А.Х. МакКелум [100] запропонував альтернативний
пiдхiд до класифiкацiї та нумерацiї алгебр Лi, а також порiвняв рiзнi
пiдходи до цiєї задачi та результати, запропонованi у попереднiх робо-
тах Г.М. Мубаракзянова [10], Ф. Брацлавскi [29], Г.I. Крючковiча [6],
А.З. Петрова [16] та I. Патери зi спiвавторами [119]. У роботi [22] ав-
тори переотримали класифiкацiю дiйсих чотиривимiрних алгебр Лi та
порiвняли свої результати з роботами Мубаракзянова, Дозiас та Патери
зi спiвавторами.

Й. Агаока у 1999 роцi дослiдив множини тривимiрних [18] та у 2002
роцi — множини чотиривимiрних [19] комплексних алгебр Лi i, як ре-
зультат, переотримав класифiкацiю неiзоморфних алгебр розмiрностей
три та чотири. Зауважимо, що отриманi ним класифiкацiї є особливо
зручними для дослiдження та опису контракцiй i деформацiй алгебр Лi.

У серiї робiт [11–13] Г.М. Мубаракзянов продовжив дослiдження низь-
корозмiрних алгебр Лi. Ним прокласифiковано всi дiйснi п’ятивимiрнi
алгебри Лi та шестивимiрнi розв’язнi алгебри Лi з одним лiнiйно неза-
лежним ненiльпотентним елементом.

Зауважимо, що для шестивимiрних розв’язних алгебр Лi розмiрнiсть
нiльрадикалу m не менша за 3. У випадку m = 3 алгебра Лi — розкладна.

Класифiкацiя нiльпотентних шестивимiрних алгебр Лi отримана К.А.
Умляуф [155] над полем комплексних чисел та узагальнена В.В. Моро-
зовим [9] на випадок довiльного поля характеристики 0.

У 1976 I. Патера, Р.Т. Шарп, П. Вiнтернiц та Х. Цассенхаус перегляну-
ли [119] класифiкацiю чотиривимiрних та п’ятивимiрних дiйсних алгебр
Лi за Мубаракзяновим та класифiкацiю нiльпотентних алгебр за Моро-
зовим.
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Використовуючи поняття нiльпотентного фрейму, запропоноване
у [121], I. Патера та Х. Цассенхаус прокласифiкували розв’язнi алгебри
Лi розмiрностей не вище за чотири над довiльним досконалим полем.
В.А. де Грааф узагальнив цi результати на випадок довiльного поля [42],
використавши алгебраїчну систему символьних обчислень MAGMA.

У 1997 роцi Д. Бурде та К. Штайнхофф [31, 140] використали кла-
сифiкацiю алгебр Лi, наведену у роботi [122], та, наклавши додатковi
обмеження на параметри, що визначають серiї алгебр Лi, отримали кла-
сифiкацiї комплексних три- та чотиривимiрних алгебр Лi.

П. Турковскi прокласифiкував усi дiйснi алгебри Лi розмiрностей до
дев’яти включно, що допускають нетривiальний розклад Левi [146, 148].
Вiн також завершив класифiкацiю Мубаракзянова шестивимiрних роз-
в’язних алгебр Лi над дiйсним полем, прокласифiкувавши дiйснi алгебри
Лi розмiрностi шiсть з чотиривимiрним нiльрадикалом (m = 4) [147].

У 1998 роцi Мiнг-Пенг Гонг [65] прокласифiкував нiльпотентнi алгеб-
ри Лi розмiрностi сiм над алгебраїчно замкненими полями та полем дiй-
сних чисел. Останнi результати, що стосуються класифiкацiї семивимiр-
них нiльпотентних алгебр Лi, наведенi у роботi Сiлi [135].

У випадку коли розмiрнiсть алгебри Лi не фiксована досить загальнi
результати класифiкацiї отриманi лише для алгебр зi спецiальною стру-
ктурою нiльрадикалу, наприклад, абелевою [107], Гейзенберга [130] чи
трикутною [141].

У таблицi 1.1 зiбрано усi основнi результати класифiкацiї алгебр Лi.
При цьому використано наступнi позначення: A — алгебра Лi над по-
лем P , dim A — розмiрнiсть алгебри A, dim N — розмiрнiсть нiльради-
калу алгебри A.

Зауважимо, що роботи, видiленi жирним курсивом у таблицi 1.1, утво-
рюють в сукупностi класифiкацiю нееквiвалентних дiйсних алгебр Лi,
розмiрностей не вище шести над полем дiйсних чисел.
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Таблиця 1.1. Огляд результатiв класифiкацiї малорозмiрних алгебр Лi
P dimA dimN Примiтки

С. Лi [93] 1893 C ≤ 4

Бiанчi [25] 1918 R 3

Х.К. Лi [87] 1947 R 3 результат Бiанчi

Вранчеану [153] 1947 R 3 результат Бiанчi

Добреску [46] 1953 R 4 згiдно [100]

Крючкович [6,7] 1954, 1957 R 4 без 3-вимiрного
Абелевого iдеала

Брацлавскi [29] 1959 R 4 згiдно [100]

Мубаракзянов [10] 1963 R,C 4

Дозiас [50] 1963 R 4 див. [152]

Петров [16] 1966 R 4
доповнена
Крючковичем

Елiс, Шiама [52] 1966 R 4 згiдно [100]

МакКелум [100] 1979, 1999 R 3, 4

Патера, Цассенхаус [122] 1990 досконале ≤ 4

Андрада та iн. [22] 2004 R 4

де Грааф [42] 2004 довiльне 4

Мубаракзянов [11] 1963 R,C 5

Умляуф [155] 1891 C 6 6 нiльпотентнi

Морозов [9] 1958 char = 0 6 6 нiльпотентнi

Мубаракзянов [12] 1963 R 6 3
розв’язнi
(→розкладнi)

Мубаракзянов [12] 1963 R 6 5 (→розв’язнi)

Турковскi [147] 1990 R 6 4 (→розв’язнi)

Турковскi [146] 1988 R ≤ 8
допускає нетрив.
розклад Левi

Турковскi [148] 1992 R 9
допускає нетрив.
розклад Левi

Патера та iн. [119] 1976 R ≤ 6 нiльпотентнi
для dimA = 6

Сафiуллiна [17] 1964 R 7 7 нiльпотентнi,
згiдно [135]

Магнiн [101] 1986 R ≤ 7 dimA
нiльпотентнi,
згiдно [100]

Сiлi [135] 1993 R 7 7 нiльпотентнi

Тсагас [144] 1999 R 8 8 нiльпотентнi

Тсагас та iн. [145] 2000 R 9 9 нiльпотентнi
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1.2. Контракцiї алгебр Лi

Граничнi переходи мiж алгебрами Лi вперше дослiджено I. Сегалом [136].
Найвiдомiшим прикладом такого процесу є зв’язок мiж релятивiстською
та класичною механiками, в основi яких лежать групи симетрiй Пуан-
каре та Галiлея. Припустивши, що швидкiсть свiтла прямує до нескiн-
ченностi, релятивiстська механiка “переходить” у класичну механiку. Це
також приводить до сингулярного переходу вiд алгебри Пуанкаре до ал-
гебри Галiлея. Iнший вiдомий приклад стосується граничного переходу
вiд квантової до класичної механiки за умови ~→ 0, яка вiдповiдає кон-
тракцiям алгебр Гейзенберга до абелевих алгебр тих самих розмiрностей.

Iснуючi роботи з контракцiй умовно можна подiлити на два розрi-
зненi потоки. Один з них бiльш “фiзичний” та орiєнтований головним
чином на застосування контракцiй. Iнший потiк — бiльш “алгебраїчний”
та зазвичай має краще математичне пiдгрунтя. В рамках обох пiдходiв
розглянемо основнi роботи, що стосуються контракцiй.

Пiсля Сегала концепцiю граничних процесiв мiж фiзичними теорiями
було сформульовано Iньоню та Вiгнером [80, 81] у термiнах контракцiй
груп Лi, що лежать в основах цих теорiй. Вони запропонували так званi
контракцiї Iньоню–Вiгнера (IВ-контракцiї), якi, не дивлячись на їх про-
стоту, ефективно застосовувались до широкого класу фiзичних та мате-
матичних задач. Пiзнiше, Салетан [131] вивчив найзагальнiший випадок
однопараметричних контракцiй, для яких елементи вiдповiдної матрицi
контракцiї є полiномами першого порядку вiдносно параметра контра-
кцiї. Контракцiї Iньоню–Вiгнера є спецiальним пiдкласом класу контра-
кцiй Салетана.

Iншим розширенням класу контракцiй Iньоню–Вiгнера є узагальне-
нi контракцiї Iньоню–Вiгнера. Вони породжуються матрицями, якi мо-
жна дiагоналiзувати, вибравши певним чином базиси вихiдної та кон-
трактованої алгебр, крiм того, дiагональнi елементи матриць мають бу-
ти цiлими степенями параметра контракцiї. Контракцiї такого типу за-
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пропоновано Дойбнером та Мельшеймером [48], а поняття “узагальне-
нi контракцiї Iньоню–Вiгнера” вперше з’явилось у роботi Хегерфельд-
та [75]. Для цього поняття також використовуються i iншi назви, та-
кi як p-контракцiї, контракцiї Дойбнера–Мельшеймера та сингулярнi
IВ-контракцiї [8]. Аналогiчний тип контракцiй застосовується в “чисто
математичних” пiдходах та називається однопараметрично пiдгруповим
виродженням [31–33, 72, 140]. Останнє поняття походить з алгебраїчної
теорiї iнварiантiв [5]. Узагальненi IВ-контракцiї є надзвичайно зручни-
ми для застосувань, тому переглядалися багато разiв. Зокрема, некоре-
ктно було доведено твердження, про те, що будь-яка неперервна одно-
параметрична контракцiя еквiвалентна узагальненiй контракцiї Iньоню–
Вiгнера [158], контрприклад до доведення цiєї гiпотези побудовано у роз-
дiлi 2.

Вперше загальне означення контракцiй сформульовано Сегалом у тер-
мiнах граничних переходiв у базисах [136]. Воно використовується i до
тепер, як робоче означення для знаходження матриць контракцiй. Сале-
таном введено бiльш строге i загальне означення контракцiй, основане на
граничних переходах у дужках Лi, яке дозволило уникнути неузгодже-
ностi з граничним станом базисiв, що притаманна для пiдходу Сегала.
Пiзнiше означення Салетана було узагальнене на випадок довiльного по-
ля в термiнах замикання орбiт в топологiї Зарiського. Це узагальнення
є основою сучасних дослiджень контракцiй та використовується рядом
авторiв, див. наприклад [31–33,37,72,83,86,108,134,140]. В узагальненому
контекстi поняття “виродження” часто використовується замiсть поняття
“контракцiя”.

Ще одне узагальнення поняття виродження, яке працює у випадку ал-
гебр Лi рiзних розмiрностей, запропоновано Горбацевичем [68–70], згiдно
цього означення, алгебра g вироджується до алгебри g0, якщо g⊕pA1 кон-
трактує до алгебри g0⊕qA1 в звичайному сенсi для деяких p, q ∈ N∪{0},
де pA1 та qA1 — p- та q-вимiрнi абелевi алгебри.
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Iнший тип контракцiй породжується чисто алгебраїчним поняттям гра-
дуйованої контракцiї [44,74,118,157]. Процедура градуйованої контракцiї
наступна. Структурнi сталi градуйованої алгебри Лi домножуються на
параметри, якi вибираються таким чином, щоб пiсля граничного перехо-
ду результуюча алгебра була алгеброю Лi i мала те саме градуювання,
що i вихiдна алгебра. Градуйованi контракцiї мiстять випадки дискре-
тних контракцiй але не вичерпують усi можливi неперервнi контракцiї.

Рiзнi типи контракцiй та їх властивостi розглянуто та порiвняно у [8,
96]. Зв’язки мiж контракцiями та деформацiями i розширеннями ал-
гебр Лi широко вивчались, наприклад у [8, 55, 63, 64, 73, 95]. Пов’яза-
ним, але принципово iншим є поняття контракцiй груп Лi, яке також
дослiджувалось та застосовувалось. Такi контракцiй розглядались у ро-
ботах [30,76,104,131] на рiзних рiвнях загальностi.

Протягом останнiх десятилiть дiйснi та комплекснi низькорозмiрнi ал-
гебри Лi зазнали iнтенсивного вивчення. Внаслiдок того, що вони є пiд-
алгебрами важливих високорозмiрних алгебр Лi, вони застосовуються в
теорiї iндукованих зображень (зображення пiдалгебри чи пiдгрупи ви-
користовується для побудови зображення усiєї алгебри чи групи), в те-
орiї зображень (ланцюжки пiдалгебр можуть породжувати набори ко-
мутуючих операторiв, власнi функцiї яких утворюють базис простору
зображень для вiдповiдної групи) та при дослiдженнi порушених симе-
трiй. Низькорозмiрнi алгебри Лi також цiкавi самi по собi i дають ряд
суттєвих прикладiв для фiзичних та математичних теорiй. У зв’язку з
цим вивчались класифiкацiї, пiдалгебри, реалiзацiї, iнварiанти, контра-
кцiї, деформацiї та iншi об’єкти, що стосуються низькорозмiрних алгебр
Лi [10,28,56,57,95,120,125].

Контракцiї низькорозмiрних алгебр Лi природно з’являються у бага-
тьох роботах як iлюструючi приклади. Так, у своїй новаторськiй роботi
присвяченiй контракцiям [136] Сегал наводить два такi приклади, а са-
ме, контракцiї з алгебр so(3) та sl(2,R) до алгебри Вейля–Гейзенберга
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h3 = A3.1. Деякi приклади також мiстяться у вiдомiй роботi Салета-
на [131]. Пiсля цього контракцiї низькорозмiрних алгебр Лi стали само-
стiйним об’єктом дослiджень. Контракцiї Iньоню–Вiгнера дiйсних три-
вимiрних алгебр Лi розглядалися Шарпом [137], але у цiй роботi бу-
ло пропущено деякi випадки. Цi результати частково покращено у [8].
Вперше контракцiї Iньоню–Вiгнера дiйсних тривимiрних алгебр Лi ви-
черпно описано Конатсером [41]. Використовуючи вiдому класифiкацiю
пiдалгебр дiйсних низькорозмiрних алгебр Лi [120], Хаддлстон [78] по-
будував контракцiї Iньоню–Вiгнера дiйсних чотиривимiрних алгебр Лi.
Усi нееквiвалентнi неперервнi однопараметричнi контракцiї дiйсних три-
вимiрних алгебр Лi отримано Веймар-Вудз [156], але нею не дослiджу-
валась можливiсть контракцiй всерединi параметризованих серiй алгебр.
Ця сама задача добре розв’язана Лоретом [86] в термiнах замикань орбiт,
використовуючи неочевидний зв’язок мiж алгебраїчною характеризацi-
єю груп Лi, що мають метрику зi спецiальними властивостями кривини,
та iснуванням виродження для алгебр Лi. Замикання орбiт комплексних
три- та чотиривимiрних алгебр Лi вивчено у роботах Бурде та Штайн-
хофф [32, 33, 140]. Саме з цих робiт взято iдею застосування широкого
набору необхiдних критерiїв iснування контракцiї. Той самий об’єкт до-
слiджено Агаокою [18, 19]. Вiн представив результати у простiй та зру-
чнiй формi завдяки використанню спецiальної класифiкацiї комплексних
тривимiрних та чотиривимiрних алгебр Лi.

При зростаннi розмiрностi векторного простору, що лежить в основi
алгебри Лi, експоненцiйно ускладнюється задача опису замикань орбiт.
Одним з пiдходiв до її спрощення є розгляд замкнених пiдкласiв алгебр
Лi (наприклад, нiльпотентних алгебр) замiсть усього класу алгебр фiксо-
ваної розмiрностi. Виродження нiльпотентних алгебр вивчено у випадках
розмiрностей п’ять, шiсть та сiм, вiдповiдно, у роботах [31,32,72,134].
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Iнтенсивного вивчення також зазнали деформацiї алгебр Лi. Так, де-
формацiї дiйсних тривимiрних алгебр Лi описано Левi-Наха [95], а чо-
тиривимiрний комплексний випадок вивчено Фiаловскi та Пенкава [56].
Також iснує ряд робiт присвячених контракцiям та деформацiям високо-
розмiрних та нескiнченновимiрних алгебр Лi (див. наприклад [43]), але
не розглядатимемо їх детально, оскiльки згаданi роботи лежать поза те-
мою дисертацiї.

Дослiдження контракцiй мотивується великою кiлькiстю застосувань
в рiзних галузях фiзики та математики, наприклад у вивченнi зобра-
жень, iнварiантiв, спецiальних функцiй [34, 45, 106]. Вони є одним з iн-
струментiв для дослiдження структури множин алгебр Лi [32]. Зокрема,
коефiцiєнти Вiгнера групи Евклiда E(3) отримано через контракцiю ко-
ефiцiєнтiв Вiгнера спецiальної ортогональної групи SO(4) [77]. Контра-
кцiї використано для встановлення зв’язкiв мiж рiзноманiтними кiнема-
тичними групами, а також для з’ясування їх фiзичного значення. Та-
ким чином були пов’язанi конформна група та група Шрьодiнгера [23], а
також рiзнi алгебри Лi, що включають релятивiстський оператор поло-
ження. При описi взаємодiючих систем за допомогою динамiчних груп,
процес контракцiї, що вiдповiдає випадку, коли стала зчеплення прямує
до нуля, приводить до випадку невзаємодiючих систем [47].

Важливiсть контракцiй низькорозмiрних алгебр Лi в теоретичнiй фi-
зицi iлюструється наступними прикладами. Тут одночасно використову-
ються стандартнi фiзичнi позначення та нумерацiя алгебр Лi, запропоно-
вана Мубаракзяновим [10], деталi щодо позначень а також iншi приклади
наведено у роздiлах 2 та 3.

Розглянемо чотиривимiрну алгебру Лi u(2) = sl(2,R) ⊕ A1, з нену-
льовими комутацiйними спiввiдношеннями [e1, e2] = e1, [e2, e3] = e3,
[e1, e3] = 2e2. Матриця U1(ε) = I10 diag(ε, ε, 1, 1) породжує контракцiю
з u(2) до e(2)⊕A1 = A0

3.5⊕A1 ([e1, e3] = −e2, [e2, e3] = e1), тобто до пря-
мої суми тривимiрної алгебри Евклiда та одновимiрної абелевої алгебри.
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Iншим прикладом є контракцiя u(2) до алгебри гармонiйного осци-
лятора h4 = A−1

4.8 ([e2, e3] = e1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = −e3), яка часто
зустрiчається у фiзицi. “Фiзична” назва алгебри h4 пояснюється тим, що
набiр з оператора народження (a+), оператора знищення (a−), тотожного
оператора (I) та оператора кiлькостi одномодових фотонiв N є замкне-
ним вiдносно комутування та породжує алгебру, iзоморфну h4, де e1 = I,
e2 = a−, e3 = a+, e4 = N . Алгебра u(2) контрактує до h4 за допомогою
матрицi контракцiї U2(ε) = I19 diag(ε, 1, ε, 1).

Пiдалгебра h3 = 〈e1, e2, e3〉 ([e2, e3] = e1) алгебри h4 також широко за-
стосовується, оскiльки вона iзоморфна алгебрi, утворенiй квантово меха-
нiчними оператором положення Q, оператором моменту P та тотожним
оператором I пiсля перепозначення e1 = I, e2 = Q+iP√

2} , e3 = Q−iP√
2} .

1.3. Реалiзацiї алгебр Лi та
диференцiальнi iнварiанти

Вперше питання опису реалiзацiй алгебр Лi векторними полями поста-
вив ще С. Лi. Проте це питання i досi є складною математичною задачею
та має надзвичайно широкий спектр застосувань, зокрема до iнтегрува-
ння звичайних диференцiальних рiвнянь, групової класифiкацiї рiвнянь
в частинних похiдних, класифiкацiї гравiтацiйних полiв, тощо.

Найбiльш важливi та красивi результати з класифiкацiї реалiзацiй ал-
гебр Лi отримано самим С. Лi. Вiн прокласифiкував несингулярнi ал-
гебри Лi векторних полiв, що дiють у просторi однiєї дiйсної змiнної а
також однiєї та двох комплексних змiнних [90,91]. Використовуючи ори-
гiнальнi геометричнi аргументи вiн вказав шлях до отримання класифi-
кацiї реалiзацiй алгебр Лi векторними полями, що дiють на дiйснiй пло-
щинi [93, Т.3]. В цiй же роботi мiститься твердження, що С. Лi отримав
повну класифiкацiю алгебр Лi векторних полiв у просторi трьох компле-
ксних змiнних, але докладну класифiкацiю наведено лише для випадку
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примiтивних алгебр та роздiлено випадок iмпримiтивних алгебр на три
пiдвипадки з яких розглянуто лише два першi.

У 1901–1902 У. Амалдi продовжив дослiдження реалiзацiй алгебр Лi
векторними полями скiнченної розмiрностi та прокласифiкував алгебри
Лi векторних полiв що дiють у просторi трьох дiйсних змiнних [20, 21].
На сьогоднi питання повноти реалiзацiй отриманих Амалдi залишається
вiдкритим.

Використовуючи класифiкацiю Лi алгебр Лi векторних полiв в двох
комплексних змiнних, А. Гонзалес-Лопес, Н. Камран та П. Олвер [66]
прокласифiкували скiнченновимiрнi алгебри Лi диференцiальних опера-
торiв першого порядку Q = ξi(x)∂xi

+ f(x) вiд двох комплексних змiн-
них. У 1990 цi ж автори впорядкували класифiкацiю реалiзацiй алгебр
Лi векторних полiв вiд двох комплексних змiнних, отриману Лi [90] та
розширили її до дiйсного випадку [67]. Виходячи з цих робiт, переотри-
мано класифiкацiю реалiзацiй скiнченновимiрних алгебр Лi на дiйснiй
площинi [111], яка доповнила та уточнила класифiкацiю наведену в [67].

В роботi [102] Ф.М. Махмуд та П. Лiч вивчали реалiзацiї тривимiр-
них дiйсних алгебр Лi векторними полями двох змiнних та застосували
їх для iнтегрування звичайних диференцiальних рiвнянь третього по-
рядку. Аналогiчно, реалiзацiї чотиривимiрних дiйсних алгебр Лi, що не
мiстять тривимiрного абелевого iдеалу, розглянуто А. Шмукер та Г. Чi-
ховскi [132].

Реалiзацiї алгебри so(3) вперше прокласифiковано В.I. Лагном та Р.З.
Ждановим у [85, 160]. Коварiантнi реалiзацiї цiкавих з фiзичних мiрку-
вань алгебр Лi побудовано у роботах [4, 58, 59, 61, 62, 85, 97, 98, 159, 160].
Повний опис реалiзацiй алгебри Галiлея в просторi двох залежних i двох
незалежних змiнних знайдено в [61,129].

I.Л. Кантор та I. Патера [82] описали скiнченновимiрнi алгебри полi-
номiальних (порядку не вище 3) векторних полiв вiд n дiйсних змiнних,
що мiстять векторнi поля ∂xi

(i = 1, n). У роботах [126–128] Г. Пост роз-
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глянув скiнченновимiрнi алгебри Лi полiномiальних векторних полiв вiд
n змiнних, що мiстять векторнi поля ∂xi

(i = 1, n) та xi∂xi
.

К. Вафо Сох та Ф.М. Махмуд [154] використали результати Мубарак-
зянова [10] для класифiкацiї реалiзацiй три- та чотиривимiрних дiйсних
алгебр Лi в просторi трьох змiнних та для опису систем двох рiвнянь
другого порядку, що допускають дiйсну чотиривимiрну алгебру симе-
трiї [154], але на жаль згадана робота мiстить ряд помилкових тверджень.

Попереднi класифiкацiї реалiзацiй дiйсних тривимiрних та чотириви-
мiрних алгебр Лi були зробленi у роботах [99,112].

Повну класифiкацiю реалiзацiй дiйсних низькорозмiрних алгебр Лi
векторними полями з довiльною фiксованою кiлькiстю змiнних отримано
у [125], зокрема, детальна класифiкацiя реалiзацiй дiйсних нерозв’язних
алгебр Лi розмiрностей до чотирьох включно з повними доведеннями
наведена у [113].

Термiни “диференцiальнi iнварiанти” виникли у роботах С. Лi як один
з найважливiших iнструментiв для дослiджень диференцiальних рiвнянь.
У 1884 роцi ним доведено [88], що кожну невироджену iнварiантну си-
стему диференцiальних рiвнянь можна представити у термiнах дифе-
ренцiальних iнварiантiв вiдповiдної групи симетрiй. В тiй самiй роботi
Лi застосував диференцiальнi iнварiанти до iнтегрування звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь.

Теорiю диференцiальних iнварiантiв та поняттєвий апарат пiзнiше роз-
винено у роботах Тресcе [142,143], Овсяннiкова [14] та Олвера [116].

Диференцiальнi iнварiанти усiх локальних скiнченновимiрних груп пе-
ретворень у просторi двох комплексних змiнних описано самим Лi [92].
Сучасне трактування цих результатiв запропоновано у [115]. А саме, для
усiх нееквiвалентних реалiзацiй точкових та контактних скiнченновимiр-
них груп перетворень на комплекснiй площинi побудовано функцiональнi
базиси диференцiальних iнварiантiв та оператори iнварiантного дифе-
ренцiювання.



26

Дiйснi скiнченновимiрнi алгебри Лi контактних векторних полiв та
їх диференцiальнi iнварiанти повнiстю прокласифiковано Дубровим та
Комраковим [49]. Диференцiальнi iнварiанти однопараметричних груп
локальних перетворень у випадку довiльної кiлькостi залежних та неза-
лежних змiнних дослiджено Поповичем i Бойко у [123].

Реалiзацiї алгебр Лi векторними полями широко застосовуються у за-
гальнiй теорiї диференцiальних рiвнянь, iнтегруваннi диференцiальних
рiвнянь та їх систем [14,15], у груповiй класифiкацiї звичайних диферен-
цiальних рiвнянь та диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних [24],
в класифiкацiї гравiтацiйних полiв загального вигляду вiдносно груп ру-
хiв [16], у геометричнiй теорiї керування та у теорiї систем, що допуска-
ють принципи суперпозицiї [36, 139].

Такi реалiзацiї також застосовнi до побудови рiзницевих схем для чи-
сельних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь [27].

Опис реалiзацiй є першим необхiдним кроком до розв’язання задачi
Левiне [94]. Задача Левiне виникла у молекулярнiй динамiцi i стосується
не залежних вiд часу операторiв Гамiльтона другого порядку, що нале-
жать до унiверсальної обгортуючої алгебри скiнченновимiрної алгебри
Лi диференцiальних операторiв першого порядку.

Реалiзацiї алгебр Лi пов’язанi з теорiєю квазi-точно розв’язних задач
квантової механiки через так званий алгебраїчний пiдхiд до теорiї розсi-
ювання та молекулярної динамiки.

Але перелiк усiх можливих застосувань реалiзацiй алгебр Лi не вичер-
пується вище наведеними напрямками.
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РОЗДIЛ 2

Означення, еквiвалентнiсть та критерiї
iснування контракцiй алгебр Лi

У цьому роздiлi розвиненi та строго сформульованi теоретичнi основи
контракцiй алгебр Лi. Означення та еквiвалентнiсть контракцiй наведе-
нi у пiдроздiлi 2.1. Пiдроздiл 2.2 присвячено найпростiшим типам кон-
тракцiй, а саме контракцiям Iньоню–Вiгнера, Салетана та узагальненим
контракцiям Iньоню–Вiгнера. Необхiднi критерiї для iснування контра-
кцiй та їх доведення мiстяться у пiдроздiлi 2.3 У пiдроздiлi 2.4 обчи-
слюються iнварiантнi величини та розмiрностi пiдалгебри Картана для
широких класiв алгебр Лi. Багатопараметричнi, повторнi та послiдов-
нi контракцiї, якi є iнструментом для побудови матриць контракцiй у
найскладнiших випадках, вивчаються у пiдроздiлi 2.5.

Основнi результати роздiлу 2 опублiковано в роботах [114,124,125].

2.1. Означення та еквiвалентнiсть контракцiй

Розглянемо n-вимiрну алгебру Лi g = (V, [·, ·]) (n-вимiрний векторний
простiр V над полем R або C з множенням, заданим дужкою Лi [·, ·],
яка задовольняє тотожнiсть Якобi та умови бiлiнiйностi i антисиметри-
чностi). Зазвичай алгебра Лi g визначається за допомогою комутацiйних
спiввiдношень у фiксованому базисi {e1, . . . , en} простору V . А саме, до-
сить виписати лише ненульовi комутатори [ei, ej] = ck

ijek, де ck
ij — компо-

ненти тензора структурних сталих алгебри g. Тут i надалi iндекси i, j, k,
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i′, j′, k′, i′′, j′′ та k′′ змiнюються вiд 1 до n, а за повторюваними iндексами
виконується сумування.

Розглянемо неперервну функцiю U : (0, ε1] → GL(V ), де ε1 > 0. Iнши-
ми словами, Uε = U(ε) — невироджений лiнiйний оператор на V для всiх
ε ∈ (0, ε1]. Не втрачаючи загальностi, можна покласти ε1 = 1. Параме-
тризована сiм’я нових дужок Лi на просторi V визначається через стару
дужку наступним чином:

∀ ε ∈ (0, 1], ∀ x, y ∈ V : [x, y]ε = Uε
−1[Uεx, Uεy].

Природно, що для кожного ε ∈ (0, 1] алгебра Лi gε = (V, [·, ·]ε) iзоморфна
алгебрi Лi g.

Означення 2.1. Якщо границя

lim
ε→+0

[x, y]ε = lim
ε→+0

Uε
−1[Uεx, Uεy] =: [x, y]0

iснує для усiх x, y ∈ V , тодi [·, ·]0 — добре визначена дужка Лi. Алгебра Лi
g0 = (V, [·, ·]0) називається однопараметричною неперервною контрак-
цiєю (або просто контракцiєю) алгебри Лi g.

Якщо базис простору V фiксований, тодi оператор Uε визначається
вiдповiдною матрицею. Означення 2.1 можна переформулювати в термi-
нах структурних сталих.

Означення 2.1′. Нехай ck
ij структурнi сталi алгебри Лi g в фiксованому

базисi {e1, . . . , en}. Якщо iснує границя

lim
ε→+0

(Uε)
i
i′(Uε)

j
j′(Uε

−1)k′
k ck

ij =: c̃k′
i′j′

для довiльних значень i′, j′, k′, тодi c̃k′
i′j′ — компоненти добре визначе-

них структурних сталих алгебри Лi g0. В цьому випадку алгебра Лi g0

називається однопараметричною неперервною контракцiєю (або просто
контракцiєю) алгебри Лi g. Параметр ε i матриця-функцiя U = U(ε) на-
зиваються параметром контракцiї та матрицею контракцiї вiдповiдно.
Процедуру переходу вiд алгебри Лi g до алгебри g0 також називатимемо
контракцiєю.
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Означення 2.1 та означення 2.1′ еквiвалентнi. Перше означення не зале-
жить вiд вибору базису та є зручним для теоретичних дослiджень. Друге
означення є бiльш зручним для обчислень конкретних контракцiй.

Добре вiдомi контракцiї Iньоню–Вiгнера [80], Салетана [131] та уза-
гальненi контракцiї Iньоню–Вiгнера [48] є частковими випадками наве-
дених вище однопараметричних неперервних контракцiй.

Означення 2.2. Називатимемо контракцiю з алгебри Лi g до алгебри Лi
g0 тривiальною, якщо g0 — абелева, i невласною, якщо g0 iзоморфна g.

Якщо iснує покомпонентна границя lim
ε→+0

Uε =: U0 i U0 ∈ GL(V ), то-
дi очевидно, що контракцiя невласна. Таким чином, щоб отримати вла-
сну контракцiю, матриця-функцiя U повинна задовольняти одну з умов:
1) не iснує границi U при ε → +0, тобто, принаймнi один з елементiв U

вироджений при ε → +0, або 2) iснує lim
ε→+0

Uε =: U0 але матриця U0 —
вироджена. Обидвi умови не є достатнiми, для того, щоб контракцiя була
власною.

Тривiальнi та невласнi контракцiї iснують для будь-якої алгебри Лi.
Тривiальну контракцiю легко можна отримати, наприклад, за допомо-
гою матрицi Uε = diag(ε, ε, . . . , ε). Для невласної контракцiї матрицю
контракцiї можна вибрати як одиничну матрицю Uε = diag(1, 1, . . . , 1).
Iнодi тривiальнi та невласнi контракцiї об’єднують у спiльний клас три-
вiальних контракцiй [158].

Абелева алгебра контрактує лише до самої себе. Це єдиний випадок
одночасно тривiальної та невласної контракцiї.

Означення 2.3. Нехай алгебри Лi g та g̃ контрактують до алгебр g0 та
g̃0 вiдповiдно. Якщо g̃ iзоморфна g та g̃0 iзоморфна g0, тодi контракцiї
називаються слабо еквiвалентними.

Нестрого кажучи, усi контракцiї мiж тiєю самою парою алгебр слабо
еквiвалентнi. При використаннi слабкої еквiвалентностi увага сконцен-
трована на можливостi та результатах контракцiї. При такому пiдходi
нехтуються вiдмiнностi мiж шляхами, якими контракцiї виконанi. Для
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параметричних контракцiй також можна ввести бiльш сильнi еквiвален-
тностi, якi враховують шляхи, якими виконано контракцiї. Тут i далi
Aut(g) позначає групу автоморфiзмiв алгебри Лi g, а Iso(g, g̃) позначає
множину iзоморфiзмiв з алгебри g в алгебру g̃. Крiм того, iзоморфiзми
ототожнено з матрицями, що їм вiдповiдають у фiксованому базисi.

Означення 2.4. Двi однопараметричнi контракцiї мiж тiєю самою па-
рою алгебр (g, g0) з матрицями контракцiї U(ε) та Ũ(ε) називаються
сильно еквiвалентними, якщо iснує δ ∈ (0, 1] та iснують функцiї
Û : (0, δ] → Aut(g) i Ǔ : (0, δ] → Aut(g0) а також неперервна монотон-
на функцiя ϕ : (0, δ] → (0, 1], lim

ε→+0
ϕ(ε) = 0, така, що

Ũε = ÛεUϕ(ε)Ǔε, ε ∈ (0, δ].

Останнє означення можна переформулювати для рiзних пар алгебр,
якi покомпонентно iзоморфнi.

Означення 2.4′. Нехай iзоморфнi алгебри Лi g i g̃ контрактують до
iзоморфних алгебр g0 i g̃0 з матрицями контракцiй U(ε) та Ũ(ε) вiдпо-
вiдно. Цi контракцiї називаються сильно еквiвалентними, якщо iснує
δ ∈ (0, 1], iснують функцiї Û : (0, δ] → Iso(g, g̃) i Ǔ : (0, δ] → Iso(g0, g̃0)

та iснує неперервна монотонна функцiя ϕ : (0, δ] → (0, 1], lim
ε→+0

ϕ(ε) = 0,
така, що

Ũε = ÛεUϕ(ε)Ǔε, ε ∈ (0, δ].

Зауваження 2.1. Умову, що Û та Ǔ мають бути матрицями iзоморфi-
зму, не можна опустити без виникнення некоректностей.

Контракцiї алгебр Лi, якi визначаються матрицями Uε i W0UεW̃0, де
U : (0, 1] → GL(V ), W0, W̃0 ∈ GL(V ) є слабо нееквiвалентними в загаль-
ному випадку. Наприклад, алгебра sl(2,R) ([e1, e2] = e1, [e2, e3] = e3,
[e1, e3] = 2e2) контрактує до алгебри Гейзенберга A3.1 ([e2, e3] = e1)
з матрицею контракцiї I3 diag(ε, ε, 1) i до алгебри A0

3.5 ([e1, e3] = −e2,
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[e2, e3] = e1) з матрицею контракцiї I5 diag(ε, ε, 1), де I3 та I5 — неви-
родженi матрицi, визначенi у пiдроздiлi 3.3.

Бiльш того, нехай W,U, W̃ : (0, 1] → GL(V ) та

∃ lim
ε→+0

Wε =: W0 ∈ GL(V ), ∃ lim
ε→+0

W̃ε =: W̃0 ∈ GL(V ).

Взагалi кажучи, матрицi WεUεW̃ε та W0UεW̃0 також можуть давати сла-
бо нееквiвалентнi контракцiї. Це твердження iлюструється наступним
прикладом, який зокрема доводить, що твердження леми 2.2 в робо-
тi [158] є некоректним.

Приклад 2.1. Розглянемо однопараметричну неперервну контракцiю
дiйсних чотиривимiрних алгебр Лi so(3)⊕ A1 → A4.1, задану матрицею

Uε =




0 0 ε2 0

0 −ε3 0 0

0 0 0 ε

−ε2 0 −1 0




, U−1
ε =




−ε−4 0 0 −ε−2

0 −ε−3 0 0

ε−2 0 0 0

0 0 ε−1 0




.

Взявши до уваги канонiчнi комутацiйнi спiввiдношення [e1, e2] = e3,
[e2, e3] = e1, [e3, e1] = e2 алгебри so(3)⊕ A1 (комутатори з e4 — нульовi),
обчислюємо перетворенi комутатори з точнiстю до антисиметричностi:

[e1, e2]ε = 0, [e1, e3]ε = 0, [e1, e4]ε = 0, [e2, e3]ε = ε4e4,

[e2, e4]ε = e1 − ε2e3, [e3, e4]ε = e2.

При граничному переходi ε → +0 отримаємо канонiчнi комутацiйнi спiв-
вiдношення [e2, e4]0 = e1, [e3, e4]0 = e3 алгебри A4.1.

Зафiксуємо довiльне ε ∈ (0, 1]. Оскiльки матриця Uε — невироджена,
то її полярний розклад має вигляд Uε = PεTε, де Pε := (UεUε

T)1/2 — дiй-
сна симетрична матриця з додатними власними значеннями, а
Tε := Pε

−1Uε — дiйсна ортогональна матриця. Позначимо дiйсну ор-
тогональну матрицю, яка зводить Pε до дiагонального виду Dε через
Wε, тобто, Pε = WεDεWε

T. В результатi отримується представлення
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Uε = WεDεW̃ε, де W̃ε = Wε
TTε = Dε

−1Wε
TUε — ортогональна матри-

ця. Явний вигляд матриць Wε, Dε i W̃ε наступний

Wε =




−θ− 0 0 θ+

0 1 0 0

0 0 1 0

θ+ 0 0 θ−




, W̃ε =




−θ− 0 −θ+ 0

0 −1 0 0

0 0 0 1

−θ+ 0 θ− 0




,

Dε = diag
(
K +

1

2
, 0, 0, K − 1

2

)
,

де K =
1

2

√
4ε4 + 1, θ+ =

√
2K + 1

4K
, θ− =

√
2K − 1

4K
.

Матрицi Wε та W̃ε збiгаються при ε → +0 до сталих невироджених
матриць

W0 =




0 0 0 1

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 0




та W̃0 =




0 0 −1 0

0 −1 0 0

0 0 0 1

−1 0 0 0




.

Розглянемо матрицю Ũε =W0DεW̃0, отриману з розкладу Uε=WεDεW̃ε

за допомогою замiни матриць Wε та W̃ε їх регулярними границями. Пе-
ретворимо канонiчнi комутацiйнi спiввiдношення алгебри so(3) ⊕ A1 за
допомогою матрицi Ũε та границi ε → +0:

[e1, e2]ε =
1

2
(
√

4ε4 + 1− 1)e4 → 0, [e1, e3]ε = 0,

[e1, e4]ε = −
√

4ε4 + 1− 1

2ε2 e2 → 0, [e2, e3]ε = 0,

[e2, e4]ε =
2ε4

√
4ε4 + 1− 1

e1 → e1, [e3, e4]ε = 0.

В результатi отримано комутацiйнi спiввiдношення алгебри A3.1 ⊕ A1.
Таким чином, матрицi Uε та Ũε призводять до слабо нееквiвалентних
контракцiй.
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Очевидно, що сильно еквiвалентнi контракцiї є слабо еквiвалентними.
Надалi розглядаємо лише слабо нееквiвалентнi контракцiї i називатиме-
мо їх просто нееквiвалентними.

Аналогiчно до поняття неперервної контракцiї можна ввести i поняття
послiдовної контракцiї, див. наприклад [78,158].

Розглянемо послiдовнiсть матриць Up ∈ GL(V ), p ∈ N. Вiдповiдна
послiдовнiсть нових дужок Лi на просторi V визначається через старi
наступними умовами [x, y]p = Up

−1[Upx, Upy] ∀ p ∈ N, ∀ x, y ∈ V . Для
кожного p ∈ N алгебра Лi gp = (V, [·, ·]p) iзоморфна g.

Означення 2.5. Якщо iснує границя lim
p→∞

[x, y]p = lim
p→∞

Up
−1[Upx, Upy] =:

[x, y]0 для будь-яких x, y ∈ V тодi дужка Лi [·, ·]0 добре визначена та
алгебра Лi g0 = (V, [·, ·]0) називається послiдовною контракцiєю алгебри
Лi g.

Будь-яка неперервна контракцiя з g до g0 породжує нескiнченну сiм’ю
матричних послiдовностей, якi в свою чергу визначають контракцiю з g

до g0. Бiльш точно, якщо Uε матриця неперервної контракцiї та послi-
довнiсть {εp, p ∈ N} задовольняє умовам εp ∈ (0, 1], εp → +0, p → ∞,
тодi {Uεp

, p ∈ N} — вiдповiдна послiдовнiсть матриць.
Поняття контракцiї узагальнюється на випадок довiльного поля в тер-

мiнах замикань орбiт в множинi алгебр Лi [31–33,68,70,72,86].
Нехай V — n-вимiрний векторний простiр над полем K та Ln = Ln(K)

позначає набiр усiх можливих дужок Лi на V . Ототожнимо µ ∈ Ln з
вiдповiдною алгеброю Лi g = (V, µ). Ln алгебраїчна пiдмножина мно-
жини V ∗ ⊗ V ∗ ⊗ V бiлiнiйних перетворень з V × V у V . Якщо базис
{e1, . . . , en} простору V вибрано, то встановлюється вiдповiднiсть один
до одного мiж Ln та

Cn = {(ck
ij) ∈ Kn3 | ck

ij + ck
ji = 0, ci′

ijc
k′
i′k + ci′

kic
k′
i′j + ci′

jkc
k′
i′i = 0},

яка визначається для будь-якої дужки Лi µ ∈ Ln та набору структурних
сталих (ck

ij) ∈ Cn за формулою µ(ei, ej) = ck
ijek. Ln називається множи-
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ною n-вимiрних алгебр Лi (над полем K) або, бiльш точно, множиною
можливих дужок Лi на V . Група GL(V ) дiє на Ln наступним чином

(U · µ)(x, y) = U
(
µ(U−1x, U−1y)

) ∀U ∈ GL(V ),∀µ ∈ Ln,∀x, y ∈ V.

Це лiва дiя, на вiдмiну вiд правої дiї, яка зазвичай використовується у
“фiзичних” роботах з контракцiй i визначається формулою (U ·µ)(x, y) =

U−1
(
µ(Ux, Uy)

)
. Зауважимо, що цi вiдмiнностi не є суттєвими i нада-

лi використовуватимемо праву дiю. Позначимо орбiту µ ∈ Ln пiд дi-
єю GL(V ) через O(µ) та її замикання вiдносно топологiї Зарiського в Ln

через O(µ).

Означення 2.6. Алгебра Лi g0 = (V, µ0) називається контракцiєю (або
виродженням) алгебри Лi g = (V, µ), якщо µ0 ∈ O(µ). Контракцiя є вла-
сною, якщо µ0 ∈ O(µ)\O(µ). Контракцiя є нетривiальною, якщо µ0 6≡ 0.

У випадку K = C або K = R замикання орбiт вiдносно топологiї Зарi-
ського спiвпадають з замиканнями орбiт вiдносно евклiдової топологiї i
означення 2.6 зводиться до звичайного означення контракцiй.

2.2. Найпростiшi типи контракцiй

Контракцiї Iньоню–Вiгнера є прикладом граничних переходiв мiж алге-
брами Лi з найпростiшими матрицями контракцiй. Зауважимо, що бiль-
шiсть контракцiй низькорозмiрних алгебр Лi еквiвалентнi саме таким
контракцiям. Детально розглянемо властивостi контракцiй Iньоню–Вiг-
нера, оскiльки вони є важливими для подальших дослiджень.

Простi контракцiї Iньоню–Вiгнера або, коротше, IВ-контракцiї впер-
ше запропоновано у роботi [80]. Вони породжуються матрицями вигля-
ду Uε = U0 + εU ′

0, де U0 та U ′
0 сталi n × n матрицi. Додатково припу-

скається, що матрицю Uε можна звести до спецiального дiагонального
вигляду ŴUεW̌

−1 = diag(1 + εv, . . . , 1 + εv, ε, . . . , ε) =: Dε за допомо-
гою регулярних сталих матриць Ŵ та W̌ . Дане припущення дослiдже-
но самими Iньоню та Вiгнером [81]. Не втрачаючи загальностi, можна
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покласти v = 0. Матриця Dε породжує контракцiю з алгебри g̃ до ал-
гебри g̃0. Позначимо через g̃ та g̃0 алгебри Лi з дужками Лi [x, y]̃ =

Ŵ [Ŵ−1x, Ŵ−1y] та [x, y]0̃ = W̌ [W̌−1x, W̌−1y]0, якi очевидно iзоморфнi g

та g0. Таким чином, з самого початку можна припустити, що Uε = Dε,
тобто Uε = diag(1, . . . , 1, ε, . . . , ε).

Позначимо кiлькiсть дiагональних елементiв рiвних 1 через s, тодi роз-
мiрнiсть ε-блоку дорiвнює n−s. Зручно розбити набiр базисних елементiв
{e1, . . . , en} простору V на двi пiдмножини {e1, . . . , es} та {es+1, . . . , en}
вiдповiдно до значень дiагональних елементiв матрицi контракцiї.

Оскiльки

[ei1, ej1]ε = ck1

i1j1
ek1

+
1

ε
ck2

i1j1
ek2

+ O(ε) → c̃k1

i1j1
ek1

+ c̃k2

i1j1
ek2

, ε → +0,

де iндекси i1, j1 i k1 змiнюються вiд 1 до s, а iндекси i2, j2 i k2 змiнюю-
ться вiд s + 1 до n, то ck2

i1j1
= 0. Таким чином, базиснi елементи e1, . . . , es

породжують пiдалгебру h вихiдної алгебри g. Це єдина умова iснування
контракцiї. Всi структурнi сталi результуючої алгебри g0 легко обчислю-
ються:

c̃k1

i1j1
= ck1

i1j1
, c̃k2

i1j1
= ck2

i1j1
= 0, c̃k1

i1j2
= 0, c̃k2

i1j2
= ck2

i1j2
, c̃k1

i2j2
= c̃k2

i2j2
= 0.

Пiдсумуємо властивостi IВ-контракцiй (деякi з властивостей див. на-
приклад у [8,131]). Кожну пiдалгебру h алгебри Лi g можна використати
для отримання IВ-контракцiї алгебри g. Невласнi пiдалгебри вiдповiда-
ють невласним (h = g) або тривiальним (h = {0}) IВ-контракцiям. Рiзнi
комплементарнi базиси до базису пiдалгебри h, а також замiна пiдал-
гебри h еквiвалентною пiдалгеброю g призводять до тiєї самої (з точнi-
стю до iзоморфiзму) контрактованої алгебри. Контрактована алгебра g0

має структуру напiвпрямої суми h 3 a, де a — абелiв iдеал, натягнутий
на вибраний базис, комплементарний до базису пiдалгебри h. Пiдалге-
бра h iзоморфна фактор алгебрi g0/a. I навпаки, алгебра Лi g0 є IВ-
контракцiєю алгебри g за пiдалгеброю h тодi, i тiльки тодi, коли iснує
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абелiв iдеал a ⊂ g0, для якого фактор алгебра g0/a iзоморфна h. По-
вторна IВ-контракцiя за тiєю самою пiдалгеброю h знову призводить до
алгебри g0.

Будь-яка IВ-контракцiя задовольняє двом припущенням: 1) елементи
матрицi контракцiї лiнiйно залежать вiд параметра контракцiї; 2) iсну-
ють сталi невиродженi матрицi Ŵ та W̌ , що дiагоналiзують матрицю
контракцiї. Добре вiдомо, що не всi можливi контракцiї вичерпуються
IВ-контракцiями, навiть у випадку тривимiрних алгебр Лi. Нетривiальнi
та власнi IВ-контракцiї тривимiрної алгебри Лi групи поворотiв so(3) iзо-
морфнi алгебрi Лi A0

3.5. В той же час вiдомо (див. пiдроздiли 3.1, 3.3), що
iснує власна контракцiя з алгебри so(3) до алгебри Гейзенберга h3 = A3.1,
яку не можна виконати за допомогою IВ-контракцiй.

Слетаном [131] вивчено увесь клас контракцiй, лiнiйних за параме-
тром контракцiї, а саме, контракцiй що породжуються матрицею вигля-
ду U(ε) = U0 + εU ′

0, де U0 та U ′
0 сталi матрицi. Тепер такi контракцiї

називаються контракцiями Салетана або С-контракцiями. Єдине при-
пущення, зроблене Салетаном U(1) = E, де E — одинична матриця. Цю
умову, не втрачаючи загальностi, можна виконати за допомогою замiни
базису та перепараметризацiї. Тодi матриця контракцiї набуває вигляду
U(ε) = εE + (1 − ε)Ũ , де Ũ — стала матриця. Єдиною необхiдною i до-
статньою умовою на матрицю Ũ , для того, щоб С-контракцiя була добре
визначеною є спiввiдношення [131]: Ũ [x, y]0 = [Ũx, Ũy], ∀x, y ∈ V .

Повторне застосування С-контракцiй з тiєю самою матрицею контрак-
цiї приводить до скiнченого ланцюжка неiзоморфних алгебр. Повтор-
на контракцiя з першої до останньої алгебри з цього ланцюжка є зви-
чайною IВ-контракцiєю [8, 131]. Будь-яка IВ-контракцiя очевидно є С-
контракцiєю, але не навпаки. Зокрема, Салетан довiв, що контракцiю
so(3)⊕A1 → A0

4.9 можна реалiзувати С-контракцiєю, яка нееквiвалентна
IВ-контракцiї. В той же час, С-контракцiї також не вичерпують усi мо-
жливi контракцiї алгебр Лi. Знову iлюстративним прикладом є контра-
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кцiя so(3) → h3, яка не може бути отримана навiть С-контракцiєю [131].
Iншим розширенням класу IВ-контракцiй є узагальненi IВ-контракцiї

(або контракцiї Дойбнера–Мельшеймера) [8,48,75], для яких умова лiнiй-
ностi матрицi контракцiї замiняється на умову, що матриця контракцiї
еквiвалентна дiагональнiй, а елементи дiагоналiзованої матрицi контра-
кцiї є (цiлими) степенями параметра контракцiї. А саме, матриця кон-
тракцiї узагальненої IВ-контракцiї має наступний вигляд

U(ε) = Ŵ diag(εα1, εα2, . . . , εαn)W̌ ,

де Ŵ i W̌ — невиродженi сталi матрицi та α1, α2, . . . , αn ∈ Z. Як i у
випадку простих IВ-контракцiй, завдяки можливостi замiни алгебр Лi
iзоморфними їм, можна припустити, що Ŵ = W̌ = E, тобто

U(ε) = diag(εα1, εα2, . . . , εαn).

Тодi структурнi сталi результуючої алгебри g0 обчислюються за форму-
лою c̃k

ij = limε→+0 εαi+αj−αkck
ij, де сумування за повторюваним iндексом

не виконується. Таким чином, умови

αi + αj > αk, i, j, k = 1, . . . , n if ck
ij 6= 0

є необхiдними та достатнiми для iснування добре визначеної узагальненої
IВ-контракцiї з матрицею контракцiї U(ε). Крiм того, c̃k

ij = ck
ij, коли

αi + αj = αk та c̃k
ij = 0, в усiх iнших випадках.

Умови iснування контракцiї можна переформулювати в незалежних
вiд базису термiнах фiльтрацiй вихiдної алгебри та асоцiйованих з ними
градуювань алгебр Лi [72].

Очевидно, що IВ-контракцiї є пiдкласом узагальнених IВ-контракцiй з
αi ∈ {0, 1}. Природнiм є питання, чи кожну узагальнену IВ-контракцiю
можна розкласти в послiдовнiсть IВ-контракцiй. Єдина нетривiальна
узагальнена IВ-контракцiя мiж тривимiрними дiйсними алгебрами Лi за-
дається двома послiдовними IВ-контракцiями so(3) → A0

3.5 → A3.1.
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Iньоню [79] та Шарп [137] сформулювали гiпотезу, що такий розклад
не завжди можливий. В роботi [8] показано, що такий розклад вима-
гає накладання додаткових умов на структурнi сталi вихiдної алгебри.
В пiдроздiлi 3.3 побудовано ряд узагальнених IВ-контракцiй чотириви-
мiрних алгебр Лi, якi не можна розкласти в послiдовнiсть простих IВ-
контракцiй. Наприклад, алгебра A4.4 з ненульовими комутацiйними спiв-
вiдношеннями [e1, e4] = e1, [e2, e4] = e1 + e2, [e3, e4] = e2 + e3 контрактує
до алгебри A4.1 ([e2, e4] = e1, [e3, e4] = e2) за допомогою узагальненої IВ-
контракцiї з матрицею diag(ε2, ε, 1, ε). Ця контракцiя пiдтверджує вище-
згадану гiпотезу, оскiльки вона пряма, тобто не iснує алгебри Лi g, такої,
що контракцiї A4.4 → g i g → A4.1 є власними. Iншi аналогiчнi приклади
наведенi в зауваженнi 3.4.

Зауваження 2.2. Якщо деякi з степенiв α1, α2, . . . , αn в матрицi кон-
тракцiї U(ε) — вiд’ємнi, то границя матрицi U(ε) при ε → +0 не iснує.
До тепер точно не вiдомо, в яких випадках досить розглядати лише не-
вiд’ємнi степенi ε. Результати роздiлу 3 показують, що усi контракцiї
три- та чотиривимiрних алгебр Лi слабо еквiвалентнi контракцiям, для
яких границя матрицi контракцiї iснує.

2.3. Необхiднi критерiї iснування контракцiй

Оптимальним шляхом вивчення контракцiй всерединi набору алгебр Лi
є iнтенсивне використання необхiдних критерiїв, що базуються на вели-
чинах, iнварiантних або напiвiнварiантних вiдносно контракцiй. Iнварi-
антнi величини зберiгаються пiд дiєю контракцiї, а у випадку напiвiн-
варiантностi iснує нерiвнiсть мiж вiдповiдними величинами для вихiдної
та контрактованої алгебр. Оскiльки контракцiї є граничними процесами,
то замiсть термiнiв iнварiантнiсть та напiвiнварiантнiсть можна викори-
стовувати поняття неперервностi та напiвнеперервностi.

Для зручностi, спiввiдношення мiж iнварiантними та напiвiнварiант-
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ними величинами зiбранi у виглядi необхiдних критерiїв iснування кон-
тракцiй в теоремi 2.1.

Надалi будемо використовувати наступнi позначення для величин та
об’єктiв, пов’язаних з певною алгеброю Лi g: алгебра диференцiювань
Der g, орбiтаO(g) пiд дiєю групи GL(V ) у множинi Ln n-вимiрних алгебр
Лi, центр Z(g), радикал R(g), нiльрадикал N(g), максимальна розмiр-
нiсть nA(g) абелевих пiдалгебр, максимальна розмiрнiсть nAi(g) абелевих
iдеалiв, форма Кiлiнга κ, ранг rg (тобто розмiрнiсть пiдалгебр Картана),
приєднане та коприєднане зображення ad g та ad∗ g, приєднане зображе-
ння adx елемента x ∈ g, ранги приєднаного та коприєднаного зображень,
якi обчислюються за формулами

rang(ad g) = max
x∈V

rang(ck
ijx

j) та rang(ad∗ g) = max
u∈V ∗

rang(ck
ijuk).

Означимо також три стандартнi ряди характеристичних iдеалiв алге-
бри Лi g, а саме

нижнiй центральний ряд: g0 ⊃ g1 ⊃ · · · ⊃ gl ⊃ · · · ,

ряд похiдних: g(0) ⊃ g(1) ⊃ · · · ⊃ g(l) ⊃ · · · ,

верхнiй центральний ряд: g(0) ⊂ g(1) ⊂ · · · ⊂ g(l) ⊂ · · · ,

де g0 = g, gl = [g, gl−1], g(0) = g, g(l) = [g(l−1), g(l−1)], g(0) = {0}, а g(l)/g(l−1)

є центром в g/g(l−1), l ∈ N. Зокрема, g1 = g(1) = [g, g], g(1) = Z(g).
Якщо g — розв’язна (нiльпотентна) алгебра Лi, то rs = rs(g) (rn = rn(g))
позначає ранг розв’язностi (нiльпотентностi) алгебри g, тобто мiнiмальне
значення l, таке, що g(l) = {0} (gl = {0}).

Припустимо, що для деяких значень p, q ∈ N tr(adu
p) 6= 0, tr(adu

q) 6= 0

i tr(adu
p adv

q) 6= 0, де u, v ∈ g. Припустимо також, що величина

Cpq =
tr(adu

p) tr(adv
q)

tr(adu
p adv

q)
, p, q ∈ N

не залежить вiд u i v. Тодi Cpq = Cpq(g) — добре визначена iнварiантна
характеристика алгебри g, тобто є сталою величиною на орбiтi O(g).
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Позначимо ранг додатної (вiд’ємної) частини форми Кiлiнга κg, тоб-
то кiлькiсть додатних (вiд’ємних) дiагональних елементiв у дiагональнiй
формi її матрицi, через rang+ κg (rang− κg). Внаслiдок закону iнерцiї ква-
дратичних форм rang+ κg та rang− κg iнварiантнi вiдносно замiни базису
над полем R. Для будь-якого α ∈ R введемо поняття модифiкованої фор-
ми Кiлiнга

κ̃α
g = tr(adu adv) + α tr(adu) tr(adv)

та вiдповiднi величини rang+ κ̃α
g i rang− κ̃α

g . Форма Кiлiнга є частковим
випадком модифiкованої форми Кiлiнга при α = 0.

Для подальших дослiджень корисною є наступна технiчна лема.

Лема 2.1. Нехай Ap, p ∈ N — послiдовнiсть дiйсних чи комплексних
матриць однакових розмiрностей та iснує покомпонентна границя Ap,
при p →∞, яку позначимо через A0. Тодi якщо rang Ap = r ∀p ∈ N, то
rang A0 6 r.

Теорема 2.1. Якщо алгебра Лi g0 є власною (неперервною чи послiдов-
ною) контракцiєю алгебри Лi g, то мають мiсце наступнi спiввiдно-
шення:

1) dim Der g0 > dim Der g (та dimO(g0) < dimO(g));

2) nA(g0) > nA(g);

3) dim Z(g0) > dim Z(g); бiльш того, dim g0(l) > dim g(l), l ∈ N;
4) dim g

(l)
0 6 dim g(l), l ∈ N;

5) dim gl
0 6 dim gl, l ∈ N;

6) rg0
> rg;

7) rank κg0
6 rank κg;

8) якщо g — унiмодулярна, то i g0 унiмодулярна, iншими словами,
умова tr(adu) = 0, ∀u ∈ g призводить до такої самої умови в g0;
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9) якщо g — розв’язна алгебра Лi, то g0 також розв’язна, крiм того
rs(g0) 6 rs(g);

10) якщо g — нiльпотентна алгебра Лi, то g0 також нiльпотентна,
крiм того rn(g0) 6 rn(g);

11) Cpq(g0) = Cpq(g) для усiх значень p, q ∈ N, де iнварiанти Cpq(g0) та
Cpq(g) добре визначенi;

12) (лише над полем R!) rang+ κg0
6 rang+ κg та rang− κg0

6 rang− κg;
бiльш того, ∀α ∈ R rang+ κ̃α

g0
6 rang+ κ̃α

g та rang− κ̃α
g0

6 rang− κ̃α
g .

Доведення. Теорему досить довести у випадку послiдовних контракцiй.
Твердження для неперервних контракцiй безпосередньо випливають з
тверджень для послiдовних контракцiй. Використовуємо позначення, на-
веденi на початку даного пiдроздiлу.

Спочатку детально доведемо критерiї 4 та 5. Твердження вiрнi, коли
dim[g, g] = dim g =: n. Насправдi, у цьому випадку dim g(l) = dim gl = n

∀l ∈ N, тодi внаслiдок очевидних умов dim g
(l)
0 6 dim g0, dim gl

0 6 dim g0

та dim g0 = dim g = n твердження критерiїв 4 та 5 виконуються.
Припустимо, що dim[g, g] < n. Нехай {e1, . . . , en} — базис дуального

простору V ∗, дуальний до базису {e1, . . . , en}, тобто 〈ei, ej〉 = δi
j, де δi

j

— дельта-символ Кронекера. Означимо A як n × n2-вимiрну матрицю,
яка складається з елементiв ck

ij = 〈ek, [ei, ej]〉, де iндекс k змiнюється по
рядках, а пара (i, j) змiнюється по стовпчиках:

A =




c1
11 · · · c1

1n c1
21 · · · c1

2n · · · c1
n1 · · · c1

nn

c2
11 · · · c2

1n c2
21 · · · c2

2n · · · c2
n1 · · · c2

nn
... . . . ... ... . . . ... . . . ... . . . ...

cn
11 · · · cn

1n c3
21 · · · cn

2n · · · cn
n1 · · · cn

nn




.

Внаслiдок антисиметричностi ck
ij за нижнiми iндексами, можна розгля-

дати лише стовпчики, для яких i < j. Аналогiчно вводяться матрицi Ap

та A0 для алгебр gp та g0.
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Розмiрностi алгебр [g, g] та [g, g]p спiвпадають. Позначимо спiльне зна-
чення розмiрностей через n1. Цi твердження можна переформулювати в
термiнах матриць A та Ap:

rang A = rang Ap = n1.

Таким чином, всi (n1 + 1)-вимiрнi мiнори будь-якої матрицi Ap, p ∈ N
нульовi. Бiльш того, елементи матрицi Ap збiгаються до вiдповiдних еле-
ментiв матрицi A0

ck
p,ij = 〈ek, [ei, ej]p〉 → ck

0,ij = 〈ek, [ei, ej]0〉, p →∞.

Це обумовлює збiжнiсть мiнорiв, тому кожен (n1 + 1)-вимiрний мiнор
матрицi A0 дорiвнює нулю. Отже, rang A0 6 n1, тобто [g0, g0] 6 n1, що
доводить критерiї 4 та 5 у випадку l = 1.

Критерiї 4 та 5 для iнших значень l доводяться аналогiчно. Необхiднi
матрицi визначаються подiбно до матриць A, Ap, A0 у випадку l = 1 за
допомогою замiни звичайних комутаторiв [ei, ej] вiдповiдними повторни-
ми комутаторами.

Критерiї 6 та 7 доводяться аналогiчно за допомогою граничного пере-
ходу p →∞ у формулах

rg = n−max
x∈V

rang(ck
ijx

j)n = rgp
= n−max

x∈V
rang(ck

p,ijx
j)n,

rang(κg) = rang(ck
ijc

j
i′k) = rang(κgp

) = rang(ck
p,ijc

j
p,i′k), p ∈ N.

Критерiй 8 очевидний, оскiльки умова tr(adu) = 0 для будь-якого u в
g породжує таку саму умову в gp та tr(adgp,u) → tr(adg0,u), p →∞.

Критерiї 9 та 10 безпосередньо випливають з критерiїв 4 та 5.
Центр Z(g) спiвпадає з набором розв’язкiв системи [ei, x] = 0, або

у координатнiй формi ck
ijx

j = 0. Таким чином, dim Z(g) = dim Z(gp)

дорiвнює

n− rang(ck
ij) = n− rang(ck

p,ij), p ∈ N,
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де пара iндексiв (k, j) змiнюється по рядках, а iндекс i змiнюється по
стовпчиках. Граничний перехiд p →∞ в останнiй формулi приводить до
критерiю 3 у випадку l = 1. Доведення твердження для решти значень l

аналогiчне. Замiсть (ck
ij) = (〈ek, [ei, ej]〉) слiд використовувати матрицю

(〈ek, [. . . [ei, ej1], . . . , ejl
]〉), де набiр iндексiв (k, j1, . . . , jl) змiнюється по

рядках, а iндекс i змiнюється по стовпчиках.
Критерiй 11 справедливий внаслiдок iнварiантностi Cpq.
Наведемо детальне доведення критерiю 2, оскiльки в ньому застосову-

ється типовий прийом, потрiбний для доведення значної кiлькостi кри-
терiїв. Нехай nA(g) = l, тодi nA(gp) = l. Виконаємо замiну базису алге-
бри gp з невиродженою матрицею Wp такою, що

c̃k
p,ij = 0 коли i, j 6 l,

де c̃k
p,ij = (Wp)

i
i′(Wp)

j
j′(Wp

−1)k′
k ck′

p,i′j′ — структурнi сталi алгебри gp в но-
вому базисi. Внаслiдок можливостi ортогоналiзацiї базису, не втрачаю-
чи загальностi, можна припустити, що Wp — ортогональна (унiтарна)
матриця у випадку дiйсного (комплексного) поля. Набiр ортогональних
(унiтарних) матриць компактний вiдносно iндукованої евклiдової норми,
тому тому з нього можна вибрати збiжну пiдпослiдовнiсть {Wpq

, q ∈ N}.
Позначимо ортогональну (унiтарну) матрицю, яка є границею цiєї пiд-
послiдовностi через W0. Тодi при q →∞

c̃k
pq,ij

= (Wpq
)i
i′(Wpq

)j
j′(Wpq

−1)k′
k ck′

pq,i′j′ → (W0)
i
i′(W0)

j
j′(W0

−1)k′
k ck′

0,i′j′ = c̃k
0,ij.

Звiдси (внаслiдок аналогiчного спiввiдношення для ck
p,ij) c̃k

p,ij = 0 для
i, j 6 l, тобто g0 мiстить l-вимiрну абелеву пiдалгебру, що i доводить
критерiй 2.

Аналогiчна технiка, основана на ортогональних матрицях, використо-
вується i для доведення критерiю 12. Позначимо кiлькiсть додатних
(вiд’ємних) дiагональних елементiв дiагональної форми симетричної ма-
трицi K через rang+ K (rang−K).
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Досить довести, що для довiльної збiжної послiдовностi симетричних
матриць Kp → K0, p → ∞, з rang+ Kp = r+ та rang−Kp = r−, p ∈ N,
виконуються нерiвностi rang+ K0 6 r+ та rang−K0 6 r−. Далi засто-
суємо твердження про ортогональнi матрицi до послiдовностi матриць
(модифiкованих) форм Кiлiнга алгебр gp, якi, внаслiдок закону iнерцiї
квадратичних форм, мають тi самi значення rang+ та rang−.

Нехай Wp — ортогональна матриця, яка зводить Kp до матрицi Dp =

diag(dp,1, . . . , dp,n), де dp,i1 > 0 при i1 = 1, . . . , r+, dp,i2 < 0 при i2 =

r+ + 1, . . . , r+ + r− та dp,i3 = 0 при i3 = r+ + r− + 1, . . . , n (r+ + r− 6
n). Таким чином, Kp = WpDpWp

T. Виберемо збiжну пiдпослiдовнiсть
{Wpq

, q ∈ N} та позначимо ортогональну матрицю, яка є границею цiєї
пiдпослiдовностi через W0, тодi

Dpq
= Wpq

TKpq
Wpq

→ W0
TK0W0 =: D0, q →∞.

D0 — дiагональна матриця diag(d0,1, . . . , d0,n), оскiльки вона є границею
послiдовностi дiагональних матриць Dpq

, q ∈ N. Бiльш того, d0,i1 > 0

при i1 = 1, . . . , r+, d0,i2 6 0 при i2 = r+ + 1, . . . , r+ + r− та d0,i3 = 0 при
i3 = r+ + r− + 1, . . . , n, що i доводить потрiбне твердження.

Критерiй 1 доведено зокрема у роботах [26,72,140].

В теоремi 2.2 зiбрано додатковi критерiї, якi не використовуються у
данiй дисертацiйнiй роботi, доведення тверджень цiєї теореми наведено
у роботi [114].

Теорема 2.2. Якщо алгебра Лi g0 є власною (неперервною чи послiдов-
ною) контракцiєю алгебри Лi g, то мають мiсце наступнi спiввiдно-
шення:

13) dim R(g0) > dim R(g);

14) dim N(g0) > dim N(g);

15) nAi(g0) > nAi(g);

16) rang ad g0 6 rang ad g, rang ad∗ g0 6 rang ad∗ g;



45

17) якщо алгебра g — l-унiмодулярна, для довiльного фiксованого l ∈ N,
то i g0 теж l-унiмодулярна, тобто tr(adu

l) = 0 для довiльного u

з g, призводить до такої самої умови в g0;

18) якщо алгебра Лi g0 — жорстка, тодi вона не є контракцiєю жодної
алгебри g, а також якщо не iснує деформацiї з g0 до g, то не iснує
контракцiї з g до g0.

Зауваження 2.3. Цi критерiї можна переформулювати в термiнах за-
мкнених пiдмножин множини An n-вимiрних алгебр Лi. Так, множини
нiльпотентних, розв’язних, унiмодулярних алгебр є замкненими. Множи-
ни {g ∈ An | dim gl 6 r}, {g ∈ An | dim g(l) 6 r}, {g ∈ An | dim g(l) > r}
та подiбнi до них є замкненими для кожного l та r = 0, . . . , n.

Зауваження 2.4. Необхiднi критерiї з’явилися в раннiх роботах при-
свячених контракцiям алгебр Лi. Вiдтак у своїй роботi [136] Сегал вико-
ристав критерiй оснований на законi iнерцiї квадратичних форм (перша
частина критерiю 7) у випадку компактних напiвпростих алгебр Лi. Не-
рiвнiсть мiж розмiрностями похiдних dim[g0, g0] 6 dim[g, g] була доведе-
на в роботi [131]. Критерiї 3 та 5, що стосуються верхнього та нижнього
центральних рядiв, виникли при вивченнi множин нiльпотентних алгебр
Лi [150]. Надзвичайно важливий критерiй 1 є прямим наслiдком леми
про замикання орбiт, наведеної, наприклад, в роботi [26]. Критерiй 2 до-
ведено в [72] з використанням розкладу Iвасави. Усi критерiї 3, 4 та 5
були застосованi в роботi [83], див. також [70]. Усi вищезгаданi крите-
рiї основанi на напiвiнварiантних величинах. Критерiй 11, що стосується
iнварiантної характеристики Cpq, вперше запропоновано та ефективно
застосовано у [33,140]. В цих же роботах сформульовано ряд iнших кри-
терiїв та iдеї їх доведень. Зауважимо, що Cpq є узагальненням iнварiан-
та J = tr(adu

2)/(tr adu)
2, запропонованого в [83]. Другу частину кри-

терiю 16 запропоновано в роботi [34, 35]. Критерiй 18 обговорювався в
роботi [8]. Iснує також ряд iнших критерiїв, пов’язаних, наприклад, з
когомологiями алгебр Лi [32].
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Зауваження 2.5. Список критерiїв можна розширити, використовуючи
iншi величини, що є напiвiнварiантними вiдносно контракцiй [33]. Крите-
рiї ж, запропонованi в теоремi 2.1, є порiвняно простими для обчислень
i застосувань.

Множина (або навiть пiдмножина) критерiїв наведених в теоремi 2.1
є повною для три- та чотиривимiрних алгебр Лi в тому сенсi, що вони
точно вiддiляють усi пари алгебр, контракцiй мiж якими не iснує. Питан-
ня повноти наведеного набору критерiїв у випадках вищих розмiрностей
залишається вiдкритим.

Вищезгадана множина критерiїв не є мiнiмальною. Наприклад, крите-
рiї 4 та 5 мiстять в собi критерiї 9 та 10.

Критерiї вiдрiзняються мiж собою за ефективнiстю. Критерiї 1 та 8 є
найбiльш потужними, оскiльки вони виключають можливiсть контракцiї
в бiльшостi пар низькорозмiрних алгебр Лi. Див., наприклад, пiдроздi-
ли 3.2 та 3.3.

Критерiй 12 — єдиний критерiй, який працює над дiйсним полем, але
не працює над комплексним. Вiн дозволяє вiдокремити випадки, коли
iснує контракцiя над полем C, але не iснує контракцiї над полем R (див.
додатково зауваження 3.6).

Зауваження 2.6. Критерiй 1є особливо потужним завдяки наявностi в
ньому строгої нерiвностi. Вiн суттєво спрощує дослiдження контракцiй
всерединi серiй алгебр Лi. Оскiльки розмiрностi алгебр диференцiювань
спiвпадають для несингулярних значень параметрiв серiй, то критерiй 1
показує вiдсутнiсть контракцiй мiж цими випадками.

Чи можна iншi критерiї або їх комбiнацiї посилити замiною нестрогої
нерiвностi на строгу? Це питання залишається вiдкритим. Iснувала гiпо-
теза [83], що розмiрнiсть елементiв верхнього чи нижнього центральних
рядiв або ряду похiдних з необхiднiстю повинна змiнюватись пiд дiєю
власної контракцiї. Контрприкладом до цiєї гiпотези є контракцiя три-
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вимiрних алгебр (див. також [70])

A3.2 ([e1, e3] = e1, [e2, e3] = e1 + e2) → A3.3 ([e1, e3] = e1, [e2, e3] = e1),

яка задається простою IВ-контракцiєю, що вiдповiдає пiдалгебрi 〈e1, e2+

e3〉. Але для наведених вище алгебр усi iнварiантнi та напiвiнварiантнi
величини, наведенi в цьому пiдроздiлi, за винятком dim Der, спiвпада-
ють. Таким чином, лише критерiй 1 є ефективним для даної пари алгебр
Лi.

2.4. Обчислення iнварiантних величин

Iснує два досить простих класи алгебр Лi, якi покривають бiльшiсть
низькорозмiрних алгебр. Перший клас утворюють майже абелевi ал-
гебри, що мають абелiв iдеал корозмiрностi один. Другий клас складає-
ться з алгебр Лi з ВГ+А iдеалом корозмiрностi один, який iзоморфний
прямiй сумi алгебри Вейля–Гейзенберга h3 = A3.1 та абелевої алгебри ко-
розмiрностi чотири. Характеристики вищезгаданих алгебр знаходяться
однотипно, а решту низькорозмiрних алгебр слiд дослiджувати окремо.
Нижче обчислимо iнварiантнi величини Cpq та ранги таких алгебр.

Майже абелевi алгебри. Розглянемо n-вимiрну алгебру Лi над по-
лем C або R, яка має (n−1)-вимiрний абелiв iдеал. Це розв’язна i, бiльш
того, метабелева алгебра. Нехай елементи e1, . . . , en−1 утворюють ба-
зис iдеалу, а en доповнює його до базису алгебри. Ненульовi комутацiйнi
спiввiдношення мiж елементами побудованого базису мають вигляд

[ej, en] =
n−1∑

k=1

ak
jek, j = 1, . . . , n− 1.

Таким чином, (n − 1) × (n − 1)-вимiрна матриця A = (ak
j ) повнiстю

визначає алгебру, тому позначатимемо цю алгебру через aA, тобто aA :=

A1 ⊕A (n− 1)A1.
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Двi алгебри aA та aA′ iзоморфнi тодi i тiльки тодi, коли матрицi A

та A′ подiбнi з точнiстю до скалярного множника. Iзоморфiзми задаю-
ться замiнами базисiв в абелевому iдеалi та масштабуваннями елементiв,
комплементарних до цих базисiв. З точнiстю до iзоморфiзмiв можна вва-
жати, що матриця A зведена до жорданової нормальної форми, а її вла-
снi значення можна додатково вiднормувати за допомогою ненульового
множника.

Для будь-якої алгебри g матриця âdu приєднаної дiї adu до будь-якого
елемента u ∈ g знаходиться за формулою (âdu)

j
k = ck

ijui, де ck
ij — стру-

ктурнi сталi алгебри g у фiксованому базисi. Оскiльки для алгебри aA

ck
ij = 0, коли жоден з i або j не дорiвнює n, то матриця âdu легко обчи-
слюється:

âdu =
n−1∑
i=1

ui




0 · · · 0 ai
1

... . . . ... ...
0 · · · 0 ai

n−1

0 · · · 0 0



− un




a1
1 · · · an−1

1 0
... . . . ... ...

a1
n−1 . . . an−1

n−1 0

0 · · · 0 0




,

або, коротше, âdu має вигляд

âdu =


 unA −Aū

0 0


, де ū = (u1, . . . , un−1)

T та 0 = (0, . . . , 0).

Щоб обчислити iнварiантну характеристику Cpq алгебри aA, знайдемо
степенi матрицi âdu та їх слiди

âdu
p =


 un

pAp −un
p−1Apū

0 0


 , tr(adu

p) = un
p tr(Ap).

Слiд матрицi не змiнюється пiд дiєю перетворень подiбностi, тому
якщо λ1, . . . , λn−1 — коренi характеристичного полiнома χA(λ) матри-
цi A над полем C, то tr(Ap) = λp

1 + · · · + λp
n−1 для довiльного p ∈ N.

Вiдповiдно можна явно виписати iнварiант Cpq.
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Ранг алгебри aA також можна обчислити, використовуючи наведенi
вище мiркування. Насправдi, характеристичний полiном χâdu

(λ) матрицi
âdu дорiвнює λχunA(λ), тобто будь-який елемент u ∈ aA у якого un 6=
0 є регулярним, тому ранг алгебри aA спiвпадає з кiлькiстю нульових
коренiв полiнома λχA(λ).

Як результат наведених вище мiркувань має мiсце наступна лема.

Лема 2.2. Нехай aA — n-вимiрна алгебра Лi з (n − 1)-вимiрним абе-
левим iдеалом та з комутацiйними спiввiдношеннями, якi задаються
матрицею A. Нехай λ1, . . . , λn−1 — характеристичний полiном матри-
цi A над полем C.

Якщо

tr(Ap) = λp
1 + · · ·+ λp

n−1 6= 0, tr(Aq) = λq
1 + · · ·+ λq

n−1 6= 0,

tr(Ap+q) = λp+q
1 + · · ·+ λp+q

n−1 6= 0,

то величина Cpq — добре визначена iнварiантна характеристика алге-
бри aA i обчислюється за формулою

Cpq =
tr(Ap) tr(Aq)

tr(Ap+q)
=

(λp
1 + · · ·+ λp

n−1)(λ
q
1 + · · ·+ λq

n−1)

(λp+q
1 + · · ·+ λp+q

n−1)
.

Ранг алгебри Лi aA (тобто розмiрнiсть її пiдалгебри Картана) дорiв-
нює порядку нульового кореня характеристичного полiнома матрицi A

плюс один.

Алгебри Лi з ВГ+А iдеалами корозмiрностi 1. Розглянемо
дiйсну чи комплексну n-вимiрну алгебру Лi з (n − 1)-вимiрним iдеа-
лом, iзоморфним прямiй сумi алгебри Вейля-Гейзенберга h3 = A3.1 та
(n − 4)-вимiрної абелевої алгебри. Нехай елементи e1, e2 та e3 утворю-
ють канонiчний базис h3-iзоморфної компоненти, а e4, . . . , en−1 задають
базис абелевої компоненти iдеалу та en доповнює базис iдеалу до бази-
су всiєї алгебри. Ненульовi комутацiйнi спiввiдношення мiж елементами
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побудованого базису наступнi

[e2, e3] = e1, [ej, en] =
n−1∑

k=1

ak
jek, j = 1, . . . , n− 1.

Оскiльки (n − 1) × (n − 1)-вимiрна матриця A = (ak
j ) повнiстю визна-

чає алгебру, то означимо цю алгебру як wA := A1 ⊕A (h3 ⊕ (n − 4)A1).
Тотожнiсть Якобi накладає на елементи матрицi A наступнi обмеження:

a1
1 = a2

2 +a3
3, ak

1 = 0, k = 2, . . . , n−1, a2
i = a3

i = 0, i = 4, . . . , n−1.

Матриця âdu приєднаної дiї до довiльного елемента u ∈ wA обчислю-
ється шляхом, аналогiчним до попереднього випадку, та має вигляд

âdu =


 unA + u3E

1
2 − u2E

1
3 −Aū

0 0


 ,

де ū = (u1, . . . , un−1)
T, 0 = (0, . . . , 0), Ei

j — (m − 1) × (m − 1)-вимiрна
матриця з одиницею на i

j-мiсцi та нулями на рештi мiсць.
Внаслiдок обмежень на матрицю A знову маємо

tr(adu
p) = un

p tr(Ap), χadu
(λ) = −λχunA(λ).

Таким чином, лему 2.2 можна повнiстю переформулювати для випадку
алгебри wA.

Лема 2.3. Нехай wA = A1 ⊕A (h3 ⊕ (n − 4)A1) i λ1, . . . , λn−1 — коренi
характеристичного полiнома матрицi A над полем C.

Якщо

tr(Ap) = λp
1 + · · ·+ λp

n−1 6= 0, tr(Aq) = λq
1 + · · ·+ λq

n−1 6= 0,

tr(Ap+q) = λp+q
1 + · · ·+ λp+q

n−1 6= 0,

тодi Cpq — добре визначена iнварiантна характеристика алгебри wA i
задається формулою

Cpq =
tr(Ap) tr(Aq)

tr(Ap+q)
=

(λp
1 + · · ·+ λp

n−1)(λ
q
1 + · · ·+ λq

n−1)

(λp+q
1 + · · ·+ λp+q

n−1)
.
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Ранг алгебри Лi wA (тобто розмiрнiсть її пiдалгебри Картана) дорiв-
нює порядку нульового кореня характеристичного полiнома матрицi A

плюс один.

Особливi випадки. Приєднана дiя до довiльного елемента u ∈ so(3)

представляється в канонiчному базисi наступним чином: âduv̂ = û × v̂.
Тут i надалi û та v̂ координатнi стовпчики векторiв u та v, що трактую-
ться як елементи простору R3, а ‘·’ та ‘×’ позначають звичайнi скалярний
та векторний добутки в R3. За iндукцiєю,

adu
2p′−1v = (−|û|2)p′−1û× v̂, adu

2p′v = (−|û|2)p′−1((û· v̂)û−|û|2v̂), p′ ∈ N,

тобто tr(adu
2p′−1) = 0, tr(adu

2p′) = (−|û|2)p′, p′ ∈ N.
Таким чином, C2p′,2q′ = 2, а для iнших пар iндексiв p та q iнварiант Cpq

не визначений.
Таке саме твердження має мiсце для алгебр sl(2,R), so(3) ⊕ A1 та

sl(2,R) ⊕ A1. Пояснюється це тим, що алгебри sl(2,R) та so(3) еквiва-
лентнi над полем C, а алгебри g i g⊕kA1 мають однаковi iнварiанти Cpq.

В канонiчному базисi алгебри 2A2.1, з наступними комутацiйними спiв-
вiдношеннями [e1, e2] = e1, [e3, e4] = e3, степенi матриць приєднаних дiй
adu

p, p ∈ N мають вигляд

âdu
p =




up
2 −up−1

2 u1 0 0

0 0 0 0

0 0 up
4 −up−1

4 u3

0 0 0 0




,

тобто tr(adu
p) = up

2 + up
4. Оскiльки вiдношення слiдiв з означення iнварi-

анта Cpq явно залежить вiд u та v у випадку алгебри 2A2.1, то величина
Cpq не визначена для довiльних p, q ∈ N.

Те саме твердження має мiсце для алгебри A4.10, яка iзоморфна алге-
брi 2A2.1 над полем C.



52

2.5. Багатопараметричнi, розкладнi
та повторнi контракцiї

Однопараметричнi контракцiї вичерпують набiр неперервних контракцiй,
але iншi типи контракцiй також є важливими, зокрема для знаходження
однопараметричних контракцiй. Слiдуючи означенням та манерi викла-
ду пiдроздiлу 2.1, розглянемо клас неперервних багатопараметричних
контракцiй, якi узагальнюють однопараметричнi контракцiї.

Нехай U : (0, 1]m → GL(V ), тобто Uε̄ = U(ε1, . . . , εm) — невироджений
лiнiйний оператор на V для довiльного ε̄ ∈ (0, 1]m, де m ∈ N, а ε̄ — набiр
параметрiв ε1, . . . , εm. Визначимо параметризовану сiм’ю нових дужок
Лi на V через стару дужку:

∀ ε̄ ∈ (0, 1]m, ∀ x, y ∈ V : [x, y]ε̄ = U−1
ε̄ [Uε̄x, Uε̄y].

Для будь-якого ε̄ ∈ (0, 1]m алгебра Лi gε̄ = (V, [·, ·]ε̄) iзоморфна алгебрi g.

Означення 2.7. Якщо iснує границя lim
ε̄→+0̄

[x, y]ε̄ = lim
ε̄→+0̄

U−1
ε̄ [Uε̄x, Uε̄y] =:

=: [x, y]0 для довiльних x, y ∈ V , то дужка Лi [·, ·]0 добре визначена.
При цьому алгебра Лi g0 = (V, [·, ·]0) називається багатопараметричною
неперервною контракцiєю алгебри Лi g.

Позначення ε̄ → +0̄ означає, що εl → +0, l = 1, . . . , m.
Якщо базис простору V фiксований, то оператор Uε̄ визначається вiд-

повiдною матрицею (для матрицi також використовуємо позначення Uε̄)
та означення 2.7 можна переформулювати в термiнах структурних ста-
лих.

Означення 2.7′. Якщо iснує границя lim
ε̄→+0̄

(Uε̄)
i
i′(Uε̄)

j
j′(U

−1
ε̄ )k′

k ck
ij =: c̃k′

i′j′

для усiх значень i′, j′ та k′, тодi c̃k′
i′j′ — компоненти добре визначеного тен-

зора структурних сталих алгебри Лi g0. В цьому випадку алгебра Лi g0

називається m-параметричною неперервною контракцiєю алгебри Лi g.
Параметри ε1, . . . , εm та матриця-функцiя Uε̄ називаються параметрами
контракцiї та матрицею контракцiї вiдповiдно.
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Зауваження 2.7. Будь-яка багатопараметрична контракцiя породжує
набiр сильно еквiвалентних (в сенсi означення 2.4) однопараметричних
контракцiй за допомогою замiни εi = fi(ε) параметрiв ε̄ функцiями одно-
го параметра ε. Щоб замiна була коректною, функцiї fi : (0, 1] → (0, 1] по-
виннi задовольняти умовам монотонностi, неперервностi та fi(ε) → +0,
ε → +0.

Очевидно, що поняття замикання орбiт [33] є транзитивним. Те саме
твердження справедливе i для неперервних контракцiй. Завдяки транзи-
тивностi можна легко будувати новi контракцiї з контракцiй, наведених
у пiдроздiлi 3.3. Але не завжди, перемноживши матрицi послiдовних кон-
тракцiй, отримаємо матрицю результуючої контракцiї. Нижче наведено
необхiднi поняття, що стосуються послiдовних контракцiй, а також роз-
глянуто ряд важливих прикладiв.

Нехай алгебра Лi g2 контрактує за допомогою матрицi U1(ε
′
1, . . . , ε

′
m1

)

до алгебри g1, яка, в свою чергу, контрактує до алгебри g0 за допомо-
гою матрицi U2(ε

′′
1, . . . , ε

′′
m2

). Якщо матриця U1(ε
′
1, . . . , ε

′
m1

)U2(ε
′′
1, . . . , ε

′′
m2

)

призводить до (m1 + m2)-параметричної контракцiї з алгебри g2 до ал-
гебри g0, то ця контракцiя називається композицiєю двох вихiдних кон-
тракцiй.

Означення 2.8. Багатопараметрична контракцiя називається розкла-
дною, якщо її можна представити у виглядi композицiї двох власних
багатопараметричних контракцiй.

Бiльш точно, m-вимiрна контракцiя з алгебри g в алгебру g0 розкладна
тодi i тiльки тодi, коли iснує така алгебра Лi g1 (неiзоморфна g та g0),
що контракцiю з алгебри g в алгебру g0 можна представити у виглядi
композицiї m1-параметричної контракцiї з g у g1 та m2-параметричної
контракцiї з g1 у g0, де m1 + m2 = m.

Означення 2.9. m-параметрична контракцiя називається цiлком роз-
кладною, якщо її можна представити у виглядi композицiї m власних
однопараметричних контракцiй.
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Кожна двопараметрична розкладна контракцiя є цiлком розкладною.

Означення 2.10. Якщо iснує двi однопараметричнi контракцiї з алгебри
Лi g у алгебру g1 та з алгебри Лi g1 у алгебру g0, то алгебра Лi g0

називається повторною контракцiєю алгебри g.

Аналогiчно визначається l-повторна контракцiя як результат l одно-
параметричних послiдовних контракцiй. Подiбним чином можна ввести
i поняття повторних багатопараметричних контракцiй.

Останнє означення можна пояснити наступним чином. Нехай U1(ε1) та
U2(ε2) матрицi однопараметричних контракцiй з алгебри g до g1 та з g1

у g0 вiдповiдно та Uε̄ = U1(ε1)U2(ε2), де ε̄ = (ε1, ε2). Тодi iснує повторна
границя

lim
ε2→+0

(
lim

ε1→+0
(Uε̄)

i
i′(Uε̄)

j
j′(U

−1
ε̄ )k′

k ck
ij

)
=: c̃k′

i′j′

для усiх значень i′, j′ та k′, тобто c̃k′
i′j′ — добре визначенi структурнi сталi

алгебри g0.

Зауваження 2.8. Якщо повторну границю можна замiнити добре ви-
значеною одночасною границею

lim
ε̄→+0̄

(Uε̄)
i
i′(Uε̄)

j
j′(U

−1
ε̄ )k′

k ck
ij = lim

ε2→+0

(
lim

ε1→+0
(Uε̄)

i
i′(Uε̄)

j
j′(U

−1
ε̄ )k′

k ck
ij

)
,

де ε̄ = (ε1, ε2), то повторна контракцiя перетворюється у цiлком розкла-
дну багатопараметричну контракцiю.

Приклад 2.2. Розглянемо пару алгебр Лi so(3) ⊕ A1 та A4.1. Iснують
узагальненi IВ-контракцiї з so(3)⊕A1 до A0

3.5⊕A1 та з Ab
3.5⊕A1 до A4.1 з

матрицями контракцiї U1 = diag(ε1, ε1, 1, 1) та U2 = I9(b) diag(ε2
2, ε2, 1, ε2)

вiдповiдно (див. пiдроздiл 3.3). Їх добуток

Uε̄ = U1(ε1)U2(ε2) = diag(ε1, ε1, 1, 1)I9(0) diag(ε2
2, ε2, 1, ε2),

задає матричнозначну функцiю двох змiнних ε̄ = (ε1, ε2). Дослiдимо, як
контракцiя, породжена матрицею Uε̄, дiє на алгебру so(3)⊕ A1.
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Матриця Uε̄ та обернена до неї U−1
ε̄ мають вигляд

Uε̄ =




ε1ε
2
2 0 −ε1 0

0 ε1ε2 0 0

0 0 0 ε2

0 0 1 0




, U−1
ε̄ =




ε1ε
−2
2 0 0 ε−2

2

0 ε−1
1 ε−1

2 0 0

0 0 0 1

0 0 ε−1
2 0




.

Обчислимо (з точнiстю до антисиметричностi) перетворенi комутатори
елементiв канонiчного базису алгебри so(3)⊕ A1, використовуючи фор-
мулу [ei, ej]ε̄ = U−1

ε̄ [Uε̄ei, Uε̄ej] та канонiчнi комутацiйнi спiввiдношення
[e1, e2] = e3, [e2, e3] = e1, [e3, e1] = e2:

[e1, e2]ε̄ = ε2
1ε

2
2e4, [e1, e4]ε̄ = −ε2

2e2, [e2, e3]ε̄ = ε2
1e4,

[e1, e3]ε̄ = 0, [e2, e4]ε̄ = e1, [e3, e4]ε̄ = e2.

Пiсля послiдовної границi, де спочатку ε1 → +0, а потiм ε2 → +0, цi
комутацiйнi спiввiдношення переходять в канонiчнi комутацiйнi спiввiд-
ношення для алгебри A4.1, тобто виконання двох послiдовних однопара-
метричних контракцiй дає в результатi повторну контракцiю з so(3)⊕A1

до A4.1. Бiльш того, одночасна границя ε̄ = (ε1, ε2) → 0̄ також iснує
для перетворених комутаторiв. Внаслiдок зауваження 2.8 матриця Uε̄

також призводить до цiлком розкладної двопараметричної контракцiї з
so(3) ⊕ A1 до алгебри A4.1. Поклавши ε1 = ε2 =: ε, отримаємо добре
визначену однопараметричну контракцiю мiж алгебрами, що розгляда-
ються.

Не всi повторнi контракцiї призводять до розкладних багатопарамет-
ричних контракцiй, цей факт iлюструється в наступному прикладi.

Приклад 2.3. Iснують узагальненi IВ-контракцiї мiж алгебрами Лi з
2A2.1 до A4.3 та з A4.3 до A4.1, з матрицями контракцiй (див. пiдроздiл 3.3)
U1 = I28 diag(0, ε1, ε1, 0) та U2 = I17 diag(ε2

2, ε2, 1, ε2) вiдповiдно. Добуток
цих матриць

Uε̄ = U1(ε1)U2(ε2) = I28 diag(1, ε1, ε1, 1)I17 diag(ε2
2, ε2, 1, ε2),
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визначає матричнозначну функцiю двох змiнних ε̄ = (ε1, ε2). Матриця
Uε̄ та обернена до неї U−1

ε̄ мають явний вигляд

Uε̄ =




−ε2
2 −ε2 −1 0

0 0 0 ε2

0 ε1ε2 0 −ε2

0 0 ε1 0




,

U−1
ε̄ =




−ε−2
2 −ε−1

1 ε−2
2 −ε−1

1 ε−2
2 −ε−1

1 ε−2
2

0 ε−1
1 ε−1

2 ε−1
1 ε−1

2 0

0 0 0 ε−1
1

0 ε−1
2 0 0




.

Ненульовi комутацiйнi спiввiдношення для алгебри 2A2.1 мають вигляд
[e1, e2] = e1, [e3, e4] = e3. Обчислимо (з точнiстю до антисиметричностi)
перетворенi комутатори базисних елементiв, використовуючи формулу
[e1, e2]ε̄ = U−1

ε̄ [Uε̄e1, Uε̄e2]:

[e1, e4]ε̄ = ε2e1, [e2, e3]ε̄ = −ε1

ε2
e1 + ε1e2,

[e1, e2]ε̄ = 0, [e1, e3]ε̄ = 0, [e2, e4]ε̄ = e1, [e3, e4]ε̄ = e2.

Перетворенi комутацiйнi спiввiдношення переходять в канонiчнi комута-
цiйнi спiввiдношення для алгебри Лi A4.1 лише при послiдовнiй границi,
спочатку ε1 → +0, а потiм ε2 → +0. Одночасна границя ε̄ → 0̄ не iснує,
тобто в цьому випадку повторна контракцiя не призводить до багатопа-
раметричної. Таким чином, щоб отримати матрицю однопараметричної
контракцiї, слiд накласти спецiальнi обмеження на параметри ε1 i ε2.
А саме, умова ε1 = f(ε2) = o(ε2), ε2 → +0 гарантує iснування потрiбної
однопараметричної контракцiї з матрицею Uf(ε),ε. Покладемо ε1 = ε2

2.
Матриця Uε2,ε породжує добре визначену однопараметричну контракцiю
мiж алгебрами 2A2.1 та A4.1 при ε → +0:

[e1, e4]ε = εe1 → 0, [e2, e3]ε = −ε2

ε
e1 + εe2 → 0,

[e1, e2]ε = 0, [e1, e3]ε = 0, [e2, e4]ε = e1, [e3, e4]ε = e2.
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В той же час матриця також Uε,ε приводить до добре визначеної однопа-
раметричної контракцiї, а отриманi комутацiйнi зводяться до канонiчних
комутацiйних спiввiдношень алгебри Лi A4.1 наступною замiною базису

I31 =




1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 1 1

0 0 1 0




.

Остаточно, матриця U4 = Uε,εI31, явний вигляд якої наведений у заува-
женнi 3.4, породжує контракцiю 2A2.1 → A4.1 в канонiчних базисах.

В роботi [114] сформульовано та доведено ряд тверджень, що стосую-
ться таких питань: за яких умов повторнi контракцiї приводять до добре
визначених розкладних багатопараметричних контракцiй та як отрима-
ти вiдповiднi однопараметричнi контракцiї в протилежному випадку.

2.6. Висновки до роздiлу 2

В роздiлi 2 введенi означення однопараметричних та багатопараметри-
чних неперервних контракцiй алгебр Лi в координатнiй та безкоордина-
тнiй формах. Крiм того, детально розглянуто питання еквiвалентностi
контракцiй та сформульовано i доведено ряд необхiдних критерiїв iсну-
вання контракцiй, якi суттєво спрощують задачу дослiдження та пошу-
ку контракцiй в заданому класi алгебр Лi. Розглянуто найпростiшi типи
контракцiй i наведено їх властивостi, а також побудовано ряд важливих
прикладiв, якi спростовують вiдомi гiпотези та твердження. У пiдроздi-
лi 2.4 обчислено iнварiантнi величини та розмiрностi пiдалгебри Картана
для широких класiв алгебр Лi довiльних скiнченних розмiрностей, а са-
ме, для майже абелевих алгебр та алгебр з iдеалом корозмiрностi 1, що
є прямою сумою тривимiрної алгебри Гейзенберга та абелевої алгебри.

Основнi результати роздiлу 2 опублiковано в роботах [114,124,125].
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РОЗДIЛ 3

Контракцiї низькорозмiрних алгебр Лi

Цей роздiл присвячено контракцiям низькорозмiрних алгебр Лi.
В пiдроздiлi 3.1 обчислюються iнварiантнi та напiвiнварiантнi вели-

чини для дiйсних алгебр Лi розмiрностей три та чотири, необхiднi для
застосування критерiїв iснування контракцiй.

Алгоритм, що використовує класифiкацiю алгебр Лi i критерiї iснуван-
ня контракцiй та дозволяє ефективно працювати з контракцiями алгебр
Лi фiксованих розмiрностей, сформульовано та проiлюстровано типови-
ми прикладами у пiдроздiлi 3.2.

Усi слабо нееквiвалентнi однопараметричнi контракцiї дiйсних алгебр
Лi до розмiрностi чотири включно отримано та дослiджено у пiдроздi-
лi 3.3. Зокрема, виокремлено усi випадки, де контракцiю можна виконати
за допомогою простої IВ-контракцiї.

Використовуючи вiдповiднiсть мiж перелiками неiзоморфних алгебр
Лi над дiйсним та комплексним полями, у пiдроздiлi 3.4 побудовано
класифiкацiю контракцiй алгебр Лi у випадку поля комплексних чисел.
Отриманi результати порiвнюються з виродженнями алгебр Лi, вивчени-
ми в роботах [19,33].

Додатково у цих пiдроздiлах дослiджено рiвнi i ко-рiвнi низькорозмiр-
них алгебр Лi та наведено дiаграми, що iлюструють структуру множин
три- та чотиривимiрних алгебр Лi.

Основнi результати роздiлу 3 опублiковано в роботах [114,124,125].
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3.1. Дiйснi низькорозмiрнi алгебри Лi

Використаємо повнi перелiки неiзоморфних дiйсних три- та чотириви-
мiрних алгебр Лi, якi отримано Мубаракзяновим [10] та трохи покра-
щено у [124, 125]. В основному дотримуємося нумерацiї алгебр, введеної
Мубаракзяновим.

Для кожної алгебри Лi g зi згаданих вище перелiкiв наведемо ряд її
алгебраїчних характеристик та величин (див. також додаток A). Точнi-
ше матимемо справу з типом алгебри (таким як розкладна, розв’язна,
нiльпотентна тощо); розмiрнiстю nD алгебри диференцiювань Der g; роз-
мiрнiстю nZ центра; максимальною розмiрнiстю nA абелевих пiдалгебр;
формою Кiлiнга κ; рангом rg (дорiвнює розмiрностi пiдалгебр Карта-
на); рангом розв’язностi rs (якщо g розв’язна); рангом нiльпотентностi
rn (якщо g нiльпотентна); набором розмiрностей компонент ряду з похi-
дних DS = [dim g(1), dim g(2), . . . , dim g(k)], де k — найменше число таке,
що dim g(k) = dim g(i) ∀ i > k; набором розмiрностей компонент цен-
трального ряду CS = [dim g1, dim g2, . . . , dim gk], де k — найменше число
таке, що dim gk = dim gi ∀ i > k; слiдом tr(adv) приєднаного зображе-
ння до довiльного елемента v ∈ V та iнварiантом Cpq для тих значень
p, q ∈ N, коли цей iнварiант добре визначений.

Цi характеристики та величини будуть використанi у пiдроздiлах 3.2
та 3.3 для застосування необхiдних критерiїв iснування контракцiй.

Тривимiрнi алгебри Лi
3A1 : (абелева, унiмодулярна);

nD = 9, nZ = 3, nA = 3, κ = 0, rg = 3, rn = rs = 1, DS = [0], CS = [0],
tr(adv) = 0.

A2.1 ⊕ A1 : [e1, e2] = e1 (розкладна, розв’язна);

nD = 4, nZ = 1, nA = 2, κ = x2y2, rg = 2, rs = 2, DS = [1, 0], CS = [1],
tr(adv) = −v2, Cpq = 1.
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A3.1 : [e2, e3] = e1 (нерозкладна, нiльпотентна, унiмодулярна);

nD = 6, nZ = 1, nA = 2, κ = 0, rg = 3, rn = rs = 2, DS = [1, 0],
CS = [1, 0], tr(adv) = 0.

A3.2 : [e1, e3] = e1, [e2, e3] = e1 + e2 (нерозкладна, розв’язна);

nD = 4, nZ = 0, nA = 2, κ = 2x3y3, rg = 1, rs = 2, DS = [2, 0],
CS = [2], tr(adv) = −2v3, Cpq = 2.

A3.3 : [e1, e3] = e1, [e2, e3] = e2 (нерозкладна, розв’язна);

nD = 6, nZ = 0, nA = 2, κ = 2x3y3, rg = 1, rs = 2, DS = [2, 0],
CS = [2], tr(adv) = −2v3, Cpq = 2.

A−1
3.4 : [e1, e3]=e1, [e2, e3]=−e2 (нерозкладна, розв’язна, унiмодулярна);

nD = 4, nZ = 0, nA = 2, κ = 2x3y3, rg = 1, rs = 2, DS = [2, 0],
CS = [2], tr(adv) = 0, C2p,2q = 2.

Aa
3.4 : [e1, e3] = e1, [e2, e3] = ae2, 0 < |a| < 1 (нерозкладна, розв’язна);

nD = 4, nZ = 0, nA = 2, κ = (1 + a2)x3y3, rg = 1, rs = 2, DS = [2, 0],
CS = [2], tr(adv) = −(1 + a)v3, Cpq = 1 + ap+aq

1+ap+q .

A0
3.5 : [e1, e3]=−e2, [e2, e3]=e1 (нерозкладна, розв’язна, унiмодулярна);

nD = 4, nZ = 0, nA = 2, κ = −2x3y3, rg = 1, rs = 2, DS = [2, 0],
CS = [2], tr(adv) = 0, C2p,2q = 2.

Ab
3.5 : [e1, e3] = be1−e2, [e2, e3] = e1+be2, b > 0 (нерозкладна, розв’язна);

nD = 4, nZ = 0, nA = 2, κ = 2(b2 − 1)x3y3, rg = 1, rs = 2, DS = [2, 0],
CS = [2], tr(adv) = −2bv3, Cpq = 2Re(b+i)p Re(b+i)q

Re(b+i)p+q .

sl(2,R) : [e1, e2] = e1, [e2, e3] = e3, [e1, e3] = 2e2 (нерозкладна, проста,
унiмодулярна);

nD = 3, nZ = 0, nA = 1, κ = −2(2x3y1−x2y2 +2x1y3), rg = 1, DS = [3],
CS = [3], tr(adv) = 0, C2p,2q = 2.
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so(3) : [e1, e2] = e3, [e2, e3] = e1, [e3, e1] = e2 (нерозкладна, проста,
унiмодулярна);

nD = 3, nZ = 0, nA = 1, κ = −2(x1y1 + x2y2 + x3y3), rg = 1, DS = [3],
CS = [3], tr(adv) = 0, C2p,2q = 2.

Зауваження 3.1. Два елементи з наведеного вище перелiку (а саме
{Aa

3.4} та {Ab
3.5}) насправдi є серiями алгебр Лi, кожна з яких параме-

тризована одним дiйсним параметром. Деякi значення цих параметрiв
сингулярнi, тобто при цих значеннях характеристики алгебр вiдрiзняю-
ться вiд характеристик, якi вiдповiдають регулярним значенням параме-
трiв. Наприклад, форма Кiлiнга алгебри {Ab

3.5} тотожно дорiвнює нулю
при b = 1. Тi самi значення параметрiв є сингулярними з точки зору ре-
алiзацiй, iнварiантiв, пiдалгебр та iн. (див., зокрема, [119,120,124,125]).

Цей факт не дозволяє створити канонiчнi перелiки нееквiвалентих
низькорозмiрних алгебр Лi, оскiльки не iснує однозначної вiдповiдi на
питання: чи варто видiляти в окремi класи алгебри, що вiдповiдають
сингулярним значенням параметрiв. Наприклад, у роботах [119, 120] усi
такi алгебри вiдокремленi вiд серiй та пронумерованi окремо. У робо-
тi [10] лише прямi суми та деякi алгебри (наприклад A3.3) розглядаються
окремо вiд вiдповiдних серiй.

Iншою перешкодою канонiзацiї iснуючих перелiкiв є неяснiсть вибору
нормування для параметрiв серiй та iснування принципово рiзних пiдхо-
дiв до нормувань.

В дисертацiйнiй роботi використовується класифiкацiя Мубаракзяно-
ва, але усi алгебри, що вiдповiдають сингулярним значенням параметрiв
серiй, розглядаються окремо вiд серiй алгебр. Використання такої технi-
ки спрощує застосування необхiдних критерiїв контракцiй.

Зауважимо, що Агаока [18,19] запропонував класифiкацiю три- та чо-
тиривимiрних комплексних алгебр Лi, яка добре пристосована до дослi-
дження контракцiй та деформацiй. Запропонований ним пiдхiд можна
поширити на дiйсний випадок та на вищi розмiрностi.
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Чотиривимiрнi алгебри Лi
4A1 (абелева, унiмодулярна);

nD = 16, nZ = 4, nA = 4, rg = 4, rn = rs = 1, DS = [0], CS = [0],
tr(adv) = 0.

A2.1 ⊕ 2A1 : [e1, e2] = e1 (розкладна, розв’язна);

nD = 8, nZ = 2, nA = 3, κ = x2y2, rg = 3, rs = 2, DS = [1, 0], CS = [1],
tr(adv) = −v2, Cpq = 1.

2A2.1 : [e1, e2] = e1, [e3, e4] = e3 (розкладна, розв’язна);

nD = 4, nZ = 0, nA = 2, κ = x2y2 + x4y4, rg = 2, rs = 2, DS = [2, 0],
CS = [2], tr(adv) = −(v2 + v4).

A3.1 ⊕ A1 : [e2, e3] = e1 (розкладна, нiльпотентна, унiмодулярна);

nD = 10, nZ = 2, nA = 3, κ = 0, rg = 4, rn = rs = 2, DS = [1, 0],
CS = [1, 0], tr(adv) = 0.

A3.2 ⊕ A1 : [e1, e3] = e1, [e2, e3] = e1 + e2 (розкладна, розв’язна);

nD = 6, nZ = 1, nA = 3, κ = 2 x3y3, rg = 2, rs = 2, DS = [2, 0],
CS = [2], tr(adv) = −2v3, Cpq = 2.

A3.3 ⊕ A1 : [e1, e3] = e1, [e2, e3] = e2 (розкладна, розв’язна);

nD = 8, nZ = 1, nA = 3, κ = 2 x3y3, rg = 2, rs = 2, DS = [2, 0],
CS = [2], tr(adv) = −2v3, Cpq = 2.

A−1
3.4 ⊕ A1 : [e1, e3] = e1, [e2, e3] = −e2 (розкладна, розв’язна, унiмоду-

лярна);

nD = 6, nZ = 1, nA = 3, κ = 2x3y3, rg = 2, rs = 2, DS = [2, 0],
CS = [2], tr(adv) = 0, C2p,2q = 2.

Aa
3.4 ⊕ A1 : [e1, e3]=e1, [e2, e3] = ae2, 0< |a|<1 (розкладна, розв’язна);
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nD = 6, nZ = 1, nA = 3, κ = (1 + a2)x3y3, rg = 2, rs = 2, DS = [2, 0],
CS = [2], tr(adv) = −(1 + a)v3, Cpq = 1 + ap+aq

1+ap+q .

A0
3.5 ⊕ A1 : [e1, e3] = −e2, [e2, e3] = e1 (розкладна, розв’язна, унiмоду-

лярна);

nD = 6, nZ = 1, nA = 3, κ = −2x3y3, rg = 2, rs = 2, DS = [2, 0],
CS = [2], tr(adv) = 0, C2p,2q = 2.

Ab
3.5 ⊕ A1 : [e1, e3] = be1 − e2, [e2, e3] = e1 + be2, b > 0 (розкладна,

розв’язна);

nD = 6, nZ = 1, nA = 3, κ = 2(b2 − 1)x3y3, rg = 2, rs = 2, DS = [2, 0],
CS = [2], tr(adv) = −2bv3, Cpq = 2Re(b+i)p Re(b+i)q

Re(b+i)p+q .

sl(2,R) ⊕ A1 : [e1, e2] = e1, [e2, e3] = e3, [e1, e3] = 2e2 (розкладна,
нерозв’язна, редуктивна, унiмодулярна);

nD = 4, nZ = 1, nA = 2, κ = −2(2x3y1−x2y2 +2x1y3), rg = 2, DS = [3],
CS = [3], tr(adv) = 0, C2p2q = 2.

so(3) ⊕ A1 : [e1, e2] = e3, [e2, e3] = e1, [e3, e1] = e2 (розкладна, нероз-
в’язна, редуктивна, унiмодулярна);

nD = 4, nZ = 1, nA = 2, κ = −2(x1y1 + x2y2 + x3y3), rg = 2, DS = [3],
CS = [3], tr(adv) = 0, C2p,2q = 2.

A4.1 : [e2, e4] = e1, [e3, e4] = e2 (нерозкладна, розв’язна, нiльпотентна,
унiмодулярна);

nD = 7, nZ = 1, nA = 3, κ = 0, rg = 4, rn = 3, rs = 2, DS = [2, 0],
CS = [2, 1, 0], tr(adv) = 0.

A1
4.2 : [e1, e4]=e1, [e2, e4]=e2, [e3, e4]=e2 + e3 (нерозкладна, розв’язна);

nD = 8, nZ = 0, nA = 3, κ = 3x4y4, rg = 1, rs = 2, DS = [3, 0],
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CS = [3], tr(adv) = −3v4, Cpq = 3.

A−2
4.2 : [e1, e4] = −2e1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = e2 + e3 (нерозкладна,

розв’язна, унiмодулярна);

nD = 6, nZ = 0, nA = 3, κ = (b2 + 2)x4y4, rg = 1, rs = 2, DS = [3, 0],
CS = [3], tr(adv) = 0, Cpq = (2+(−2)p)(2+(−2)q)

2+(−2)p+q , p, q > 2.

Ab
4.2 : [e1, e4] = be1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = e2 + e3, b 6= −2, 0, 1 (нероз-

кладна, розв’язна);

nD = 6, nZ = 0, nA = 3, κ = (b2 + 2)x4y4, rg = 1, rs = 2, DS = [3, 0],
CS = [3], tr(adv) = −(2 + b)v4, Cpq = (2+bp)(2+bq)

2+bp+q .

A4.3 : [e1, e4] = e1, [e3, e4] = e2 (нерозкладна, розв’язна);

nD = 6, nZ = 1, nA = 3, κ = x4y4, rg = 3, rs = 2, DS = [2, 0],
CS = [2, 1], tr(adv) = −v4, Cpq = 1.

A4.4 : [e1, e4] = e1, [e2, e4] = e1 + e2, [e3, e4] = e2 + e3 (нерозкладна,
розв’язна);

nD = 6, nZ = 0, nA = 3, κ = 3 x4y4, rg = 1, rs = 2, DS = [3, 0],
CS = [3], tr(adv) = −3v4, Cpq = 3.

A111
4.5 : [e1, e4] = e1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = e3 (нерозкладна, розв’язна);

nD = 12, nZ = 0, nA = 3, κ = 3x4y4, rg = 1, rs = 2, DS = [3, 0],
CS = [3], tr(adv) = −3v4, Cpq = 3.

A−2,1,1
4.5 : [e1, e4] = −2e1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = e3 (нерозкладна, розв’яз-

на, унiмодулярна);

nD = 8, nZ = 0, nA = 3, κ = 6x4y4, rg = 1, rs = 2, DS = [3, 0],
CS = [3], tr(adv) = 0, Cpq = (2+(−2)p)(2+(−2)q)

2+(−2)p+q , p, q > 2.

Aa11
4.5 : [e1, e4] = ae1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = e3, a 6= −2, 0, 1 (нерозкладна,
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розв’язна);

nD = 8, nZ = 0, nA = 3, κ = (a2 + 2)x4y4, rg = 1, rs = 2, DS = [3, 0],
CS = [3], tr(adv) = −(a + 2)v4, Cpq = (2+ap)(2+aq)

2+ap+q .

Aa,−1,1
4.5 : [e1, e4] = ae1, [e2, e4] = −e2, [e3, e4] = e3; a > 0, |a| 6= 1 (нероз-

кладна, розв’язна);

nD = 6, nZ = 0, nA = 3, κ = (a2 + 2)x4y4, rg = 1, rs = 2, DS = [3, 0],
CS = [3], tr(adv) = −av4, Cpq = (1+(−1)p+ap)(1+(−1)q+aq)

1+(−1)p+q+ap+q .

Aa,−1−a,1
4.5 : [e1, e4] = ae1, [e2, e4] = −(1 + a)e2, [e3, e4] = e3 a < 0, або

a = 1 (нерозкладна, розв’язна, унiмодулярна);

nD = 6, nZ = 0, nA = 3, κ = (a2 + (1 + a)2 + 1)x4y4, rg = 1, rs = 2,
DS = [3, 0], CS = [3], tr(adv) = 0, Cpq = (1+(−1−a)p+ap)(1+(−1−a)q+aq)

1+(−1−a)p+q+ap+q ,
p, q > 2.

Aab1
4.5 : [e1, e4] = ae1, [e2, e4] = be2, [e3, e4] = e3; ab 6= 0, −1 < a < b < 1,

a + b 6= −1 (нерозкладна, розв’язна);

nD = 6, nZ = 0, nA = 3, κ = (a2 + b2 + 1)x4y4, rg = 1, rs = 2,
DS = [3, 0], CS = [3], tr(adv) = −(a + b + 1)v4, Cpq = (1+ap+bp)(1+aq+bq)

1+ap+q+bp+q .

A−2b,b
4.6 : [e1, e4] = −2be1, [e2, e4] = be2 − e3, [e3, e4] = e2 + be3, b < 0

(нерозкладна, розв’язна, унiмодулярна);

nD = 6, nZ = 0, nA = 3, κ = (6b2 − 2)x4y4, rg = 1, rs = 2, DS = [3, 0],
CS = [3], tr(adv) = 0, Cpq = ((−2b)p+2Re(b+i)p)((−2b)q+2Re(b+i)q)

(−2b)p+q+2Re(b+i)p+q , p, q > 2.

Aab
4.6 : [e1, e4] = ae1, [e2, e4] = be2 − e3, [e3, e4] = e2 + be3, a > 0, a 6= −2b

(нерозкладна, розв’язна);

nD = 6, nZ = 0, nA = 3, κ = (a2+2b2−2)x4y4, rg = 1, rs = 2, DS = [3, 0],
CS = [3], tr(adv) = −(a + 2b)v4, Cpq = (ap+2Re(b+i)p)(aq+2Re(b+i)q)

ap+q+2Re(b+i)p+q .

A4.7 : [e2, e3] = e1, [e1, e4] = 2e1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = e2 + e3 (нероз-
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кладна, розв’язна);

nD = 5, nZ = 0, nA = 2, κ = 6 x4y4, rg = 1, rs = 3, DS = [3, 1, 0],
CS = [3], tr(adv) = −4v4, Cpq = (2+2p)(2+2q)

2+2p+q .

A0
4.8 : [e2, e3] = e1, [e1, e4] = e1, [e2, e4] = e2 (нерозкладна, розв’язна);

nD = 5, nZ = 0, nA = 2, κ = 2x4y4, rg = 2, rs = 2, DS = [2, 0],
CS = [2], tr(adv) = −2v4, Cpq = 2.

A1
4.8 : [e2, e3] = e1, [e1, e4] = 2e1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = e3 (нерозкладна,

розв’язна);

nD = 7, nZ = 0, nA = 2, κ = 6x4y4, rg = 1, rs = 3, DS = [3, 1, 0],
CS = [3], tr(adv) = −4v4, Cpq = (2+2p)(2+2q)

2+2p+q .

A−1
4.8 : [e2, e3] = e1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = −e3 (нерозкладна, розв’язна;

унiмодулярна);

nD = 5, nZ = 1, nA = 2, κ = 2x4y4, rg = 2, rs = 3, DS = [3, 1, 0],
CS = [3], tr(adv) = 0, C2p,2q = 2.

Ab
4.8 : [e2, e3] = e1, [e1, e4] = (1 + b)e1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = be3,

0 < |b| < 1 (нерозкладна, розв’язна);

nD = 5, nZ = 0, nA = 2, κ = 2(1 + b + b2)x4y4, rg = 1, rs = 3, DS =

[3, 1, 0], CS = [3], tr(adv) = −2(1 + b)v4, Cpq = (1+bp+(1+b)p)(1+bq+(1+b)q)
1+bp+q+(1+b)p+q .

A0
4.9 : [e2, e3] = e1, [e2, e4] = −e3, [e3, e4] = e2 (нерозкладна, розв’язна,

унiмодулярна);

nD = 5, nZ = 1, nA = 2, κ = −2x4y4, rg = 2, rs = 3, DS = [3, 1, 0],
CS = [3], tr(adv) = 0, C2p,2q = 2.

Aa
4.9 : [e2, e3] = e1, [e1, e4] = 2ae1, [e2, e4] = ae2 − e3, [e3, e4] = e2 + ae3,

a > 0 (нерозкладна, розв’язна);

nD = 5, nZ = 0, nA = 1, κ = 2(3a2−1)x4y4, rg = 1, rs = 3, DS = [3, 1, 0],
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CS = [3], tr(adv) = −4av4, Cpq = ((2a)p+2Re(a+i)p)((2a)q+2Re(a+i)q)
(2a)p+q+2Re(a+i)p+q , p, q > 2;.

A4.10 : [e1, e3] = e1, [e2, e3] = e2, [e1, e4] = −e2, [e2, e4] = e1 (нерозкла-
дна, розв’язна);

nD = 4, nZ = 0, nA = 2, κ = 2(x3y3−x4y4), rg = 2, rs = 2, DS = [2, 0],
CS = [2], tr(adv) = −2v3.

Зауваження 3.2. Питання, що стосуються серiй алгебр Лi та сингуляр-
них значень параметрiв, стають складнiшими у випадку розмiрностi чо-
тири. Зокрема, в серiях алгебр Лi {Ab

4.2}, {Aabc
4.5} та {Ab

4.8} розмiрнiсть nD

алгебри диференцiювань змiнюється в залежностi вiд значень параметрiв
серiй. Це призводить до необхiдностi подiлу параметрiв серiй на пiдмно-
жини вiдповiдно до значень цiєї напiвiнварiантної величини, оскiльки
критерiй 1, оснований на nD, є найбiльш потужним.

У наведеному вище перелiку алгебр використано покращенi нормува-
ння параметрiв серiй чотиривимiрних алгебр Лi, якi запропоновано у
роботах [124,125].

3.2. Алгоритм знаходження контракцiй

Алгоритм, що дозволяє ефективно дослiджувати та обчислювати
неперервнi контракцiї низькорозмiрних алгебр Лi, складається з трьох
крокiв.

1) Беремо повний перелiк неiзоморфних алгебр Лi фiксованої розмiр-
ностi. Для кожного представника з перелiку обчислюємо iнварiантнi
та напiвiнварiантнi величини, що стосуються необхiдних критерiїв
iснування контракцiй.

2) Для кожної пари алгебр з перелiку перевiряємо можливiсть iснуван-
ня контракцiї, застосовуючи необхiднi критерiї, а саме, порiвнюючи
обчисленi iнварiантнi та напiвiнварiантнi величини. Оскiльки досить
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шукати лише нетривiальнi та власнi контракцiї, то пари, що скла-
даються з двох iзоморфних алгебр Лi або мiстять абелеву алгебру
Лi, не розглядаються.

3) Розглядаємо кожну з пар, що задовольняє усiм необхiдним крите-
рiям. Застосовуючи прямий метод, оснований на означеннi 2.1′, бу-
дуємо матрицю контракцiї у явному виглядi або доводимо, що кон-
тракцiя неможлива.

Необхiднi iнварiантнi та напiвiнварiантнi величини дiйсних три- та чо-
тиривимiрних алгебр Лi обчисленi та зiбранi у пiдроздiлi 3.1.

Бiльшiсть контракцiй низькорозмiрних алгебр Лi є простими контра-
кцiями Iньоню–Вiгнера. Будь-яка IВ-контракцiя вiдповiдає пiдалгебрi
вихiдної алгебри i тому легко знаходиться, див. пiдроздiл 2.2. Класифiка-
цiя усiх пiдалгебр три- та чотиривимiрних алгебр Лi добре вiдома [120],
див. також додаток A. Зауважимо, що простi контракцiї Iньоню–Вiгнера
дiйсних низькорозмiрних алгебр Лi вивчалися у роботах [41,78].

Для пар алгебр, в яких не iснує IВ-контракцiй, продовжуємо дослiдже-
ння i вивчаємо узагальненi контракцiї Iньоню–Вiгнера. В цьому випадку
задачу знаходження матрицi контракцiї можна розбити на двi пiдзадачi:

• Побудова вiдповiдних замiн базисiв вихiдної та результуючої алгебр
Лi, що не залежать вiд параметра контракцiї. При цьому необхiдно,
щоб новi ненульовi структурнi сталi результуючої алгебри спiвпада-
ли з вiдповiдними новими структурними сталими вихiдної алгебри.

• Знаходження дiагональної матрицi, що залежить вiд параметра кон-
тракцiї. При цьому досить припустити, що дiагональнi елементи є
цiлими степенями параметра контракцiї.

Як правило, вдається уникнути замiни базису у результуючiй алгебрi у
випадку розмiрностей три та чотири. Внаслiдок цього матриця контра-
кцiї представляється у виглядi добутку двох матриць Uε=IW (k1, . . . , kn),
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де I — стала невироджена матриця, а W (k1, . . . , kn) = diag(εk1, . . . , εkn),
k1, . . . , kn ∈ Z.

У складних випадках матрицi контракцiй можна знайти за допомогою
повторних контракцiй (див. пiдроздiл 2.5).

Щоб продемонструвати ефективнiсть наведеного алгоритму, детально
розглянемо два типовi приклади.

Приклад 3.1. Розглянемо серiю тривимiрних алгебр Лi Aa
3.4, параметри-

зовану одним дiйсним параметром a, де −1 6 a < 1, a 6= 0. Дослiдимо
усi можливi контракцiї алгебри Aa

3.4 для фiксованого значення a.
Aa

3.4 — нерозкладна розв’язна алгебра Лi з канонiчними ненульовими
комутацiйними спiввiдношеннями [e1, e3] = e1, [e2, e3] = ae2. Набiр роз-
глянутих iнварiантних величин для алгебри Aa

3.4 наступний:

nD = 4, nZ = 0, nA = 2, κ = (1 + a2)x3y3, tr(ad e3) = −1− a,

rs = 2, DS = [2, 0], CS = [2].

Вiдповiдно до другого кроку алгоритму, дослiджуємо усi пари триви-
мiрних алгебр Лi, в яких вихiдною є алгебра Aa

3.4, а результуюча алгебра
пробiгає перелiк з пiдроздiлу 3.1 та не спiвпадає з алгебрами 3A1 та Aa

3.4.
Для кожної пари порiвнюємо набори їх напiвiнварiантних величин.

Внаслiдок теореми 2.1 робимо висновок, що

• контракцiй до алгебр A2.1⊕A1, A3.2, Aã
3.4(ã 6= a), Ab

3.5(b > 0), sl(2,R)

та so(3) не iснує, оскiльки не задовольняється критерiй 1;

• контракцiї до алгебри A3.3 не iснує згiдно з критерiєм 11;

• контракцiя до алгебри A3.1 може iснувати, оскiльки усi перевiренi
критерiї виконуються.

Для доведення неiснування контракцiй також можна використати i
iншi критерiї. Наприклад, для алгебр sl(2,R) та so(3) можна застосу-
вати критерiї 2, 5, 7 або 18. В усiх випадках ми намагались застосува-
ти найефективнiшi критерiї, такi як критерiй 1. Зокрема, критерiй 1 є
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надзвичайно важливим для даного прикладу, оскiльки завдяки строгiй
нерiвностi вiд дозволяє порiвняно просто довести вiдсутнiсть контракцiй
всерединi серiї Aa

3.4.
Таким чином, на третьому кроцi алгоритму дослiджується лише одна

пара (Aa
3.4, A3.1). Канонiчнi ненульовi комутацiйнi спiввiдношення алге-

бри Лi A3.1 наступнi: [e2, e3] = e1.
Оскiльки в канонiчному базисi алгебри Aa

3.4 структурна стала c1
23 ну-

льова, то виконаємо замiну базису

e′1 = (1− a)e1, e′2 = e1 + e2, e′3 = e3.

Новi iзоморфнi комутацiйнi спiввiдношення мають вигляд

[e1, e2]
′ = 0, [e1, e3]

′ = e1, [e2, e3]
′ = e1 + ae2.

Тепер потрiбна контракцiя задається матрицею W = diag(ε, 1, ε), а гра-
ничний перехiд ε → +0 приводить до алгебри Лi A3.1:

[e1, e2]ε = 0,

[e1, e3]ε = εe1 → 0, ε → +0,

[e2, e3]ε = e1 + εae2 → e1, ε → +0.

Остаточно, усi нетривiальнi власнi контракцiї алгебри Лi Aa
3.4 вичер-

пуються єдиною контракцiєю Aa
3.4 → A3.1, яка породжується матрицею

I5diag(ε, 1, ε), де явний вигляд матрицi I5 наведено в пiдроздiлi 3.3.

Зауваження 3.3. Целегiнi та Тарлiнi [39] висунули гiпотезу про те, що
усi не напiвпростi алгебри Лi фiксованої розмiрностi можна отримати
за допомогою контракцiй з напiвпростих алгебр Лi. Насправдi, це при-
пущення не вiрне зокрема тому, що для деяких розмiрностей не iснує
напiвпростих алгебр Лi, як у випадку розмiрностi чотири. Таким чином,
замiсть напiвпростих алгебр Лi, в гiпотезi слiд використовувати шир-
ший клас алгебр, наприклад, клас редуктивних алгебр. Iншим аргумен-
том, що пiдтверджує некоректнiсть гiпотези, є те, що усi напiвпростi (та
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редуктивнi) алгебри Лi — унiмодулярнi, а будь-яка неперервна контра-
кцiя унiмодулярної алгебри з необхiднiстю приводить до унiмодулярної
алгебри. Складнiсть ситуацiї пiдтверджується дослiдженням низькоро-
змiрних алгебр.

Дiйснi нерозв’язнi тривимiрнi алгебри Лi вичерпуються випадками
простих алгебр sl(2,R) та so(3). Будь-яка унiмодулярна тривимiрна ал-
гебра (sl(2,R), so(3), A−1

3.4, A0
3.4, A3.1, 3A1) належить замиканню орбiти

принаймнi однiєї з цих алгебр.
Редуктивнi алгебри sl(2,R) ⊕ A1 та so(3) ⊕ A1 утворюють набiр не-

розв’язних чотиривимiрних алгебр Лi. Об’єднання замикань орбiт цих
алгебр складається з унiмодулярних алгебр з нетривiальними центрами
(sl(2,R)⊕A1, so(3)⊕A1, A−1

4.8, A0
4.9, A

−1
3.4⊕A1, A0

3.4⊕A1, A4.1, A3.1⊕A1, 4A1).
Унiмодулярнi алгебри з нульовими центрами (A−2

4.2, A
−(b+c),b,c
4.5 , A−2b,b

4.6 ) не
можна отримати з нерозв’язних алгебр за допомогою контракцiй.

Аналогiчнi твердження мають мiсце i для контракцiй представлень
внаслiдок того, що контракцiя представлень алгебр Лi породжує контра-
кцiю самих алгебр. Наприклад, матричнi представлення для всiх нееквi-
валентних класiв дiйсних тривимiрних алгебр Лi можна отримати в ре-
зультатi контракцiй спецiально пiдiбраних представлень (з ε-залежними
перетвореннями подiбностi) простих алгебр Лi sl(2,R) та so(3). Але що
стосується параметризованих серiй алгебр Лi (Aa

3.4, Ab
3.5), то за допо-

могою контракцiй можна отримати представлення лише для окремих
значень параметрiв, а саме для тих, якi вiдповiдають унiмодулярним ви-
падкам алгебр Лi.

Приклад 3.2. Розглянемо розкладну, нерозв’язну, унiмодулярну, реду-
ктивну чотиривимiрну алгебру Лi sl(2,R) ⊕ A1, яка задовольняє кано-
нiчнi комутацiйнi спiввiдношення [e1, e2] = e1, [e2, e3] = e3, [e1, e3] = 2e2.
Набiр алгебраїчних величин, якi використовуються для вивчення кон-
тракцiй цiєї алгебри наступний:

nD = 4, nZ = 1, nA = 1, n[g,g] = 3, κ = −2(2x3y1 − x2y2 + 2x1y3),
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DS = [3], CS = [3].

Порiвняємо величини алгебри sl(2,R)⊕A1 з аналогiчними величинами,
що вiдповiдають рештi чотиривимiрних алгебр та наведенi в пiдроздi-
лi 3.1. Внаслiдок необхiдних критерiїв iснування контракцiй можна зро-
бити висновок, що

• контракцiї до алгебр A2.1 ⊕ 2A1, 2A2.1, A3.2 ⊕ A1, A3.3 ⊕ A1, Aa
3.4 ⊕

A1(|a| < 1, a 6= 0,−1), Ab
3.5 ⊕ A1(b > 0), A4.3, Ab

4.8(|b| ≤ 1, b 6= −1)

та Aa
4.9(a > 0) неможливi внаслiдок критерiю 8;

• контракцiя до алгебри so(3)⊕ A1 не iснує, оскiльки не виконується
критерiй 1;

• контракцiї до алгебр Ab
4.2(b 6= 0), A4.4, Aabc

4.5(abc 6= 0), Aa,b
4.6(a > 0),

A4.7 та A4.10 неможливi внаслiдок критерiю 3;

• контракцiї до алгебр A3.1⊕A1, A4.1, A−1
3.4⊕A1, A0

3.5⊕A1, A−1
4.8 та A0

4.9

можуть iснувати, оскiльки усi перевiренi необхiднi критерiї iснуван-
ня контракцiй виконуються.

Зауважимо, що не лише критерiї 1, 3 та 8 можна застосувати для ви-
окремлення алгебр, до яких не контрактує алгебра sl(2,R)⊕A1. Напри-
клад, критерiй 11 доводить неможливiсть контракцiї з алгебри sl(2,R)⊕
A1 до A4.4.

Насправдi, усi контракцiї, що допускаються необхiдними критерiями,
можна виконати, а саме, контракцiї до алгебр Лi

A3.1 ⊕ A1, A−1
3.4 ⊕ A1, A0

3.5 ⊕ A1, A4.1, A−1
4.8 та A0

4.9

задаються вiдповiдними матрицями

U = I8diag(ε, ε, 1, 1), U = I7diag(ε, ε, 1, 1), U = I10diag(ε, ε, 1, 1),

U = I23diag(ε, ε, ε, 1), U = I19diag(ε, 1, ε, 1), U = I22diag(ε2, ε, ε, 1)

(сталi матрицi I див. у пiдроздiлi 3.3).
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Зауважимо, що усi контракцiї, за винятком останньої, є простими кон-
тракцiями Iньоню–Вiгнера та будуються з використанням нееквiвален-
тних пiдалгебр алгебри sl(2,R) ⊕ A1 (див. пiдроздiл 2.2 та додаток A).
Проiлюструємо це на прикладi пари алгебр (sl(2,R)⊕ A1, A3.1 ⊕ A1).

Матриця контракцiї diag(ε, ε, 1, 1), асоцiйована з пiдалгеброю 〈e3, e4〉
алгебри sl(2,R) ⊕ A1, породжує просту IВ-контракцiю з sl(2,R) ⊕ A1

до алгебри Лi, iзоморфної до A3.1 ⊕ A1. Щоб отримати в результатi
контракцiї канонiчнi комутацiйнi спiввiдношення ([e2, e3] = e1) алгебри
A3.1⊕A1, застосуємо додаткове перетворення iзоморфiзму, що задається
матрицею I8, яка комутує з матрицею diag(ε, ε, 1, 1). Результуюча ма-
триця контракцiї має вигляд I8diag(ε, ε, 1, 1).

Як приклад побудови узагальненої IВ-контракцiї дослiдимо детально
пару алгебр (sl(2,R) ⊕ A1, A

0
4.9). Нашою метою є знайти вiдповiдну ма-

трицю контракцiї згiдно з наведеним вище алгоритмом.
Канонiчнi комутацiйнi спiввiдношення алгебри A0

4.9 мають вигляд
[e2, e3] = e1, [e2, e4] = −e3, [e3, e4] = e2. На вiдмiну вiд алгебри A0

4.9

канонiчнi структурнi сталi c1
23, c3

24 та c2
34 алгебри sl(2,R) ⊕ A1 нульовi,

тому виконуємо замiну базису

e′1 = −1

2
e1 − 1

2
e3, e′2 = e2, e′3 =

1

2
e1 − 1

2
e3, e′4 =

1

2
e1 +

1

2
e3 + e4,

яка вiдповiдає матрицi I22. Отриманi комутацiйнi спiввiдношення (iзо-
морфнi до старих комутаторiв алгебри sl(2,R)⊕ A1) мають вигляд

[e1, e2]
′ = −e3, [e1, e3]

′ = e2, [e1, e4]
′ = 0,

[e2, e3]
′ = e1, [e2, e4]

′ = −e3, [e3, e4]
′ = e2.

Припустимо, що для нової дужки Лi [·, ·]′ потрiбна контракцiя задає-
ться матрицею diag(εk1, εk2, εk3, εk4) та обчислимо параметризованi кому-
татори:

[e1, e2]ε = −εk1+k2−k3e3, [e1, e3]ε = εk1+k3−k2e2, [e1, e4]ε = 0,

[e2, e3]ε = εk2+k3−k1e1, [e2, e4]ε = −εk2+k4−k3e3, [e3, e4]ε = εk3+k4−k2e2.
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Границя комутаторiв при ε → +0 iснує та призводить до алгебри A0
4.9

тодi i тiльки тодi, коли степенi k1, . . . , k4 задовольняють умовам

k2 + k3 − k1 = 0, k2 + k4 − k3 = 0, k3 + k4 − k2 = 0,

k1 + k2 − k3 > 0, k1 + k3 − k2 > 0.

Набiр k1 = 2, k2 = k3 = 1, k4 = 0 задовольняє цi умови, а вiдповiдна
контракцiя насправдi призводить до алгебри Лi A0

4.9:

[e1, e2]ε = −ε2e3 → 0, ε → +0, [e1, e3]ε = ε2e2 → 0, ε → +0,

[e1, e4]ε = 0, [e2, e3]ε = e1, [e2, e4]ε = −e3, [e3, e4]ε = e2.

Остаточно матриця контракцiї має вигляд I22diag(ε2, ε, ε, 1).
Цей приклад демонструє, що необхiднi критерiї дозволяють впоратись

з контракцiями навiть у таких складних випадках, як контракцiї реду-
ктивних алгебр.

3.3. Неперервнi контракцiї дiйсних
низькорозмiрних алгебр Лi

Предметом даного пiдроздiлу є побудова, впорядкування та аналiз кон-
тракцiй дiйсних низькорозмiрних алгебр Лi.

Спочатку обговоримо усi можливi контракцiї одновимiрних та двови-
мiрних алгебр Лi. Оскiльки iснує лише одна нееквiвалентна одновимiрна
алгебра Лi та вона абелева, то усi її контракцiї є одночасно тривiаль-
ними та невласними. Повний перелiк неiзоморфних двовимiрних алгебр
Лi вичерпується абелевою алгеброю 2A1 та неабелевою алгеброю A2.1

з канонiчним комутацiйним спiввiдношенням [e1, e2] = e1. Єдина слабо
нееквiвалентна контракцiя алгебри 2A1 є одночасно тривiальною та не-
власною. Контракцiї алгебри A2.1 також тривiальнi та невласнi.

Контракцiї дiйсних три- та чотиривимiрних алгебр Лi наведенi нижче
та додатково вiдображенi на рисунках 3.1 та 3.2. Зауважимо, що контра-
кцiї дiйсних тривимiрних алгебр Лi розглядались у роботi [156]. Повний
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опис цих контракцiй з доведеннями, близькими до наведених у дисерта-
цiї, вперше отримано Лораном [86].

На рисунках зображенi лише прямi та власнi контракцiї. Нагадаємо,
що контракцiя з алгебри g до алгебри g0 називається прямою, якщо не
iснує алгебри g1 такої, що g1 6∼ g, g1 6∼ g0, g контрактує до g1, а алгебра g1

контрактує до g0. Протилежним до поняття прямої контракцiї є поняття
провторної контракцiї, див. пiдроздiл 2.5. Алгебра Лi g з необхiднiстю
контрактує до алгебри g0, якщо g контрактує до g1 i g1 контрактує до
g0. Саме з цiєї причини стрiлки, що вiдповiдають повторним контракцiям
можна опустити.

В списках контракцiй зiбрано усi пари алгебр Лi, для яких контра-
кцiї iснують, при цьому вихiдна алгебра наводиться лише один раз на
початку. Вiдповiднi матрицi контракцiй зазначенi над стрiлками, для
дiагональних матриць узагальнених IВ-контракцiй використовуємо ско-
рочення:

W (k1, k2, . . . , kn) = diag(εk1, εk2, . . . , εkn),

де ki ∈ Z, i = 1, n, n — розмiрнiсть векторного простору V , що лежить в
основi алгебри Лi. Сталi лiвi частини матрицi узагальненої IВ-контракцiї
позначаються занумерованими символами I. Явнi вигляди цих матриць
наведенi пiсля спискiв контракцiй, а примiтка ε → +0 опущена.

У випадку простих контракцiй Iньоню–Вiгнера додатково вказанi вiд-
повiднi їм пiдалгебри.

Розмiрнiсть три. Перелiк усiх неперервних власних i нетривiаль-
них однопараметричних контракцiй дiйсних тривимiрних алгебр Лi ви-
черпується наступними (див. також рис. 3.1):

A2.1 ⊕ A1 :
I1W (1,1,0)−−−−−−→ A3.1, 〈e1 − e3〉.

A3.2 :
I7W (1,0,1) або W (2,1,1)−−−−−−−−−−−−−→ A3.1, 〈e2〉;
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I6W (0,1,0) або W (1,2,0)−−−−−−−−−−−−−→ A3.3, 〈e1, e2 + e3〉.

Aa
3.4 :

I2W (1,0,1)−−−−−−→ A3.1, 〈e1 + e2〉.

Ab
3.5 :

W (1,0,1)−−−−−→ A3.1, 〈e2〉.

sl(2,R) :
I3W (1,1,0)−−−−−−→ A3.1, 〈e3〉; I4W (1,0,0)−−−−−−→ A−1

3.4, 〈e2, e3〉;
I5W (1,1,0)−−−−−−→ A0

3.5, 〈e1 + e3〉.

so(3) :
W (2,1,1)−−−−−→ A3.1;

W (1,1,0)−−−−−→ A0
3.5, 〈e3〉.

Сталi частини матриць контракцiй мають вигляд

I1 =




1 0 −1

0 1 0

0 0 1


 , I2 =




1− a 1 0

0 1 0

0 0 1


 , I3 =




0 1 0

2 0 0

0 0 1


 ,

I4 =




1 0 0

0 0 1

0 −1 0


 , I5 =




0 0 1
2

0 1 0

1 0 1
2


 , I6 =




1 0 0

0 1 1

0 0 1


 ,

I7 =



−1 0 0

0 1 0

0 0 −1


 .

Рис. 3.1: Неперервнi контракцiї дiйсних тривимiрних алгебр Лi
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Аналiз отриманих результатiв дозволяє зробити висновок, що для будь-
якої пари дiйсних тривимiрних алгебр Лi має мiсце одне з двох твер-
джень: 1) внаслiдок застосування необхiдних критерiїв контракцiй не
iснує; 2) iснує узагальнена IВ-контракцiя.

Лише контракцiя so(3) −→ A3.1 з необхiднiстю є справжньою узагаль-
неною контракцiєю Iньоню–Вiгнера. Вiдсутнiсть у цьому випадку зви-
чайної IВ-контракцiї пояснюється тим, що будь-яка власна контракцiя
Iньоню–Вiгнера вiдповiдає власнiй пiдалгебрi вихiдної алгебри i еквi-
валентнi пiдалгебри вiдповiдають еквiвалентним контракцiям, а повний
перелiк нееквiвалентних власних пiдалгебр алгебри so(3) вичерпується
одновимiрними пiдалгебрами, кожна з яких породжує IВ-контракцiю ал-
гебри so(3) до алгебри A0

3.5.
Всi решта контракцiй дiйсних тривимiрних алгебр Лi еквiвалентнi про-

стим контракцiям Iньоню–Вiгнера, хоча iнодi узагальненi IВ-контракцiї
мають простiший, чисто дiагональний вигляд. Це має мiсце, наприклад,
у випадках A3.2 → A3.1 та A3.2 → A3.3, що окремо вiдображено у перелiку
контракцiй.

Вiдзначимо додатково, що усi побудованi матрицi контракцiй мiстять
лише невiд’ємнi степенi параметра ε, тобто вони допускають добре ви-
значений граничний перехiд при ε → +0.

Теорема 3.1. Будь-яка неперервна контракцiя дiйсної тривимiрної ал-
гебри Лi еквiвалентна узагальненiй контракцiї Iньоню–Вiгнера з не-
вiд’ємними степенями параметра контракцiї. Бiльш того, лише кон-
тракцiя so(3) → A3.1 нееквiвалентна звичайнiй IВ-контракцiї.

Розмiрнiсть чотири. Перелiк усiх неперервних власних i нетривi-
альних однопараметричних контракцiй дiйсних чотиривимiрних алгебр
Лi вичерпується наступними (див. також рис. 3.2):

A2.1 ⊕ 2A1 :
I30W (1,1,0,0)−−−−−−−→ A3.1 ⊕ A1, 〈e3 − e1, e4〉.
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2A2.1 :
W (0,0,0,1)−−−−−−→ A2.1⊕ 2A1, 〈e1, e2, e3〉; I1W (1,1,0,1)−−−−−−−→ A3.1⊕A1, 〈e1 + e3〉;

U2−→ A3.2 ⊕ A1;
I2W (0,0,0,1)−−−−−−−→ A3.3 ⊕ A1, 〈e1, e3, e2 + e4〉;

I27W (1,1,0,1)−−−−−−−→ Aa
3.4 ⊕ A1, 〈e2 + ae4〉; I32W (3,2,1,1)−−−−−−−→ A4.1;

I28W (0,1,1,0)−−−−−−−→ A4.3, 〈e1, e2 − e3〉; I3W (1,0,1,0)−−−−−−−→ A0
4.8, 〈e1 + e3, e2 + e4〉.

A3.2⊕A1 :
W (1,0,1,0)−−−−−−→ A3.1⊕A1, 〈e2, e4〉; W (0,1,0,0)−−−−−−→ A3.3⊕A1, 〈e1, e3, e4〉;

I29W (2,1,0,1)−−−−−−−→ A4.1.

A3.3 ⊕ A1 :
I4W (1,0,1,0)−−−−−−−→ A3.1 ⊕ A1, 〈e1, e2 + e4〉.

Aa
3.4 ⊕ A1 :

I5W (1,1,0,0)−−−−−−−→ A3.1 ⊕ A1, 〈e2, e1 + e4〉; I6W (2,1,0,1)−−−−−−−→ A4.1.

Ab
3.5 ⊕ A1 :

W (1,0,1,0)−−−−−−→ A3.1 ⊕ A1, 〈e2, e4〉; I9W (2,1,0,1)−−−−−−−→ A4.1.

sl(2,R)⊕A1 :
I8W (1,1,0,0)−−−−−−−→ A3.1⊕A1,〈e3, e4〉; I7W (1,1,0,0)−−−−−−−→ A−1

3.4⊕A1,〈e2, e4〉;
I10W (1,1,0,0)−−−−−−−→ A0

3.5 ⊕ A1, 〈e1 + e3, e4〉; I23W (1,1,1,0)−−−−−−−→ A4.1, 〈e1 + e4〉;
I19W (1,0,1,0)−−−−−−−→ A−1

4.8, 〈e1, e2 − 1
2e4〉; I22W (2,1,1,0)−−−−−−−→ A0

4.9.

so(3)⊕ A1 :
W (2,1,1,0)−−−−−−→ A3.1 ⊕ A1;

W (1,1,0,0)−−−−−−→ A0
3.5 ⊕ A1, 〈e3, e4〉;

I5W (3,2,1,1)−−−−−−−→ A4.1;
I11W (2,1,1,0)−−−−−−−→ A0

4.9.

A4.1 :
I13(0)W (0,0,0,1)−−−−−−−−−→ A3.1 ⊕ A1, 〈e1, e2, e4〉.

Ab
4.2 :

I14W (1,0,1,0)−−−−−−−→ A3.1 ⊕ A1, 〈e1, e3〉; b6=1, I15W (2,1,0,1)−−−−−−−−−−→ A4.1;
W (1,0,1,0)−−−−−−→ Ab,1,1

4.5 , 〈e2, e4〉.

A4.3 :
I16W (0,0,1,0)−−−−−−−→ A2.1⊕2A1, 〈e1, e2, e4〉; I14W (1,0,1,0)−−−−−−−→ A3.1⊕A1, 〈e1, e3〉;

I17W (2,1,0,1)−−−−−−−→ A4.1.

A4.4 :
I13(0)W (1,0,1,1)−−−−−−−−−→ A3.1 ⊕ A1, 〈e2〉 W (2,1,0,1)−−−−−−→ A4.1;

W (0,1,1,0)−−−−−−→ A1
4.2, 〈e1, e4〉; W (0,1,2,0)−−−−−−→ A111

4.5 .

Aab1
4.5 :

a6=b, I18W (1,0,1,0)−−−−−−−−−−→ A3.1 ⊕ A1, 〈1+b
a e1 + e2, e3〉;

16=a6=b6=1, I12W (2,1,0,1)−−−−−−−−−−−−−→ A4.1.

Aab
4.6 :

I14W (1,0,1,0)−−−−−−−→ A3.1 ⊕ A1, 〈e1, e3〉; I20W (2,1,0,1)−−−−−−−→ A4.1.
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A4.7 :
I14W (1,0,1,0)−−−−−−−→ A3.1 ⊕ A1, 〈e1, e3〉; I21W (1,1,1,0)−−−−−−−→ A4.1, 〈e4〉;

W (0,1,1,0)−−−−−−→ A2
4.2,〈e1, e4〉; W (0,0,1,0)−−−−−−→ A2,1,1

4.5 ,〈e1, e2, e4〉; W (1,0,1,0)−−−−−−→ A1
4.8,〈e2, e4〉.

Ab
4.8 :

W (0,0,0,1)−−−−−−→A3.1⊕A1,〈e1, e2, e3〉; b=0, I24W (0,0,0,1)−−−−−−−−−−→A3.2⊕A1,〈e1, e2, e3+e4〉;
b=0, I13(0)W (0,0,0,1)−−−−−−−−−−−−→ A3.3⊕A1, 〈e1, e2, e4〉; b=−1, I13(0)W (1,1,0,1)−−−−−−−−−−−−−→ A−1

3.4⊕A1,〈e4〉;
b 6=1, I25W (1,1,1,0)−−−−−−−−−−→ A4.1, 〈e2 − e3〉; −1<b<0, W (0,0,1,0)−−−−−−−−−−−→ A1+b,1,b

4.5 , 〈e1, e2, e4〉;
0<b61, diag(1,1,1, 1

1+b )W (0,0,1,0)−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ A
1, 1

1+b ,
b

1+b

4.5 , 〈e1, e2, e4〉.

Aa
4.9 :

W (0,0,0,1)−−−−−−→ A3.1⊕A1, 〈e1, e2, e3〉; a=0, I14W (1,1,0,0)−−−−−−−−−−→ A0
3.5⊕A1, 〈e1, e4〉;

I26W (1,1,1,0)−−−−−−−→ A4.1, 〈e2〉; a6=0, W (1,1,1,0)−−−−−−−−→ A2a,a
4.6 , 〈e4〉.

A4.10 :
I13(0)W (1,0,1,1)−−−−−−−−−→ A3.1 ⊕ A1, 〈e2〉; U1−→ A3.2 ⊕ A1,

W (0,0,0,1)−−−−−−→ A3.3 ⊕ A1, 〈e1, e2, e3〉;
I13W (0,0,0,1)−−−−−−−→ Ab

3.5 ⊕ A1, 〈e1, e2, be3 + e4〉; I31W (3,2,1,1)−−−−−−−→ A4.1,
I13(0)W (1,0,1,0)−−−−−−−−−→ A0

4.8, 〈e2, e3〉.
Сталi частини матриць узагальнених IВ-контракцiй мають вигляд

I1 =




0 0 1 0
0 0 0 1
−1 0 1 0
0 1 0 1




, I2 =




1 2 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 1 1




, I3 =




0 −1 0 0
0 0 0 1
−1 −1 0 0
0 0 1 1




,

I4 =




0 0 0 1
−1 −1 0 0
0 0 1 0
0 −1 0 0




, I5 =




−1 0 1 0
0 0 0 −1
0 1 0 0
0 0 1 0




, I6 =




− 1
a

1
a(a−1)

1
a(a−1) 0

0 a 1 0
0 0 0 1
0 0 1 0




,

I7 =




1 0 0 0
0 0 1 0
0 −1 0 0
0 0 0 1




, I8 =




0 1 0 0
2 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




, I9 =




1 0 −1
b2+1

0
0 1 b

b2+1
0

0 0 0 1
0 0 1 0




,

I10 =




0 0 1
2 0

0 1 0 0
1 0 1

2 0
0 0 0 1




, I11 =




1 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




, I12 =




1
b−1

(a−b)−1

(b−1)
(a−b)−1

(a−1)(b−1) 0

0 b− 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1




,
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I13(b) =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 b 1
0 0 1 0




, I14 =




0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0




, I15 =




1 −1
b−1

−1
(b−1)2

0

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




,

I16 =




1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0




, I17 =




1 1 1 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




, I18 =




1 1+b
a 0 0

0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0




,

I19 =




0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
1 0 0 −1

2




, I20 =




−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0




, I21 =




1 (a−b)(a−1)−1

a−b+1
(a−1)−1

a−b+1 0
0 0 1 0
0 −1 0 0
0 0 0 1




,

I22 =




−1
2 0 1

2
1
2

0 1 0 0
−1

2 0 −1
2

1
2

0 0 0 1




, I23 =




0 0 0 1
0 1 0 0
0 0 −1

2 0
1 0 0 1




, I24 =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 1 1




,

I25 =




1 0 0 0
0 1 0 −1
0 0 0 1
0 0 1

b−1 0




, I26 =




−1 0 0 0
0 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0




, I27 =




1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 a −1




,

I28 =




−1 0 0 0
0 0 0 1
0 1 0 −1
0 0 1 0




, I29 =




1 0 −1 0
0 1 1 0
0 0 0 1
0 0 1 0




, I30 =




1 0 −1 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




,

I31 =




1 0 0 0
0 1 0 −1
0 0 1 0
0 0 0 1




, I32 =




1 1 1 0
0 0 1 1
−1 1 0 −1
0 0 1 −1




.

Зауваження 3.4. Усi побудованi матрицi контракцiй мiстять лише не-
вiд’ємнi степенi параметра ε. Таким чином, вони допускають добре ви-
значений граничний перехiд при ε → +0. Бiльш того, бiльшiсть контра-
кцiй еквiвалентнi простим IВ-контракцiям.
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Рис. 3.2: Неперервнi контракцiї дiйсних чотиривимiрних алгебр Лi

Усi узагальненi IВ-контракцiї дiйсних недосконалих розв’язних чоти-
ривимiрних алгебр Лi (а саме, A3.2⊕A1, Aa

3.4⊕A1, Ab
3.5⊕A1, Ab

4.2, b6=1, A4.3,
A4.4, Aab1

4.5 , 16=a 6=b6=1, Aab
4.6) до алгебри A4.1 — прямi i тому не можуть бути

представленi у виглядi композицiї простих IВ-контракцiй. Те саме твер-
дження виконується для контракцiй нерозв’язних алгебр Лi (sl(2,R)⊕A1

та so(3) ⊕ A1) до алгебри A0
4.9. Лише п’ять контракцiй (2A2.1 → A4.1,

so(3) ⊕ A1 → A3.1 ⊕ A1, so(3) ⊕ A1 → A4.1, A4.4 → A111
4.5 i A4.10 → A4.1),

що реалiзуються через узагальненi IВ-контракцiї, розкладаються також
у послiдовнiсть простих контракцiй Iньоню–Вiгнера.

На вiдмiну вiд тривимiрних алгебр Лi, двi з неперервних контракцiй
чотиривимiрних алгебр Лi не отримано за допомогою узагальнених IВ-
контракцiй, а саме

A4.10
U1−→ A3.2 ⊕ A1, 2A2.1

U2−→ A3.2 ⊕ A1.
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Вони задаються недiагоналiзовними матрицями

U1 =




ε 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 ε

0 0 ε 0




, U2 =




0 −1 0 0

0 0 1 ε

−ε −1 0 0

0 0 1 + ε ε




.

Матрицi U1 та U2 мiстять лише нульовi та першi степенi параметра кон-
тракцiї, тому вiдповiднi контракцiї є контракцiями Салетана.

Зауваження 3.5. В матрицi контракцiї можна понизити максимальнi
степенi параметра контракцiї, якщо знехтувати умовою, що контракцiя
має бути узагальненою IВ-контракцiєю.

Наприклад, узагальнена IВ-контракцiя з алгебри Лi so(3)⊕A1 до алге-
бри A0

4.9 породжується матрицею контракцiї I11W (2, 1, 1, 0), що мiстить
компоненти другого порядку вiд параметра контракцiї. В той же час
вiдомо [131], що мiж цими алгебрами iснує контракцiя Салетана, яка
очевидно задається матрицею першого порядку вiдносно параметра ε




0 ε 0 0

0 0 ε 0

−ε 0 0 1

−ε 0 0 1− ε




.

Iншим прикладом є контракцiя so(3)⊕A1 → A4.1. Вона породжується
як узагальнена IВ-контракцiя за допомогою матрицi I5W (3, 2, 1, 1) та
має суттєвий ступiнь параметра рiвний 3. Матрицю I5W (3, 2, 1, 1) можна
замiнити матрицею




0 0 ε 0

0 −ε2 0 0

0 0 0 ε

−ε2 0 −1 0




,

яка не має вигляду узагальненої IВ-контракцiї та мiстить степенi пара-
метра контракцiї не вище другого.
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Зауваження 3.6. В кожнiй з наступних пар алгебр Лi

(so(3)⊕ A1, A−1
4.8), (so(3)⊕ A1, A−1

3.4 ⊕ A1), (A−1
4.8, A0

3.5 ⊕ A1),

(A0
4.9, A−1

3.4 ⊕ A1), (2A2.1, Ab
3.5 ⊕ A1),

(A4.10, A4.3), (A4.10, A2.1 ⊕ 2A1), (A4.10, Aa
3.4 ⊕ A1)

перша алгебра контрактує до другої над полем комплексних чисел (див.
пiдроздiл 3.4). Зокрема,

A4.10
I31W (1,1,1,0)−−−−−−−→ A4.3, A4.10

I32W (1,1,0,1)−−−−−−−→ Aa
3.4 ⊕ A1,

2A2.1
I33W (0,0,0,1)−−−−−−−→ Ab

3.5 ⊕ A1,

де

I31 =




−i i 0 −i

1 1 0 −1

0 0 1
2

1
2

0 0 1
2 − i

2




, I32 =




i −1 0 0

i 1 0 0

0 0 1+a
2

−i(1+a)
2

0 0 −1
2 − i

2




,

I33 =




− i
2 −1

2 0 0

0 0 b + i 1

− i
2

1
2 0 0

0 0 b− i 1




.

Таким чином, майже всi необхiднi критерiї виконуються, оскiльки вони
не вiдчувають рiзницi мiж дiйсним та комплексним полями. В той же
час, в цих парах не iснує дiйсних контракцiй. Щоб довести це застосуємо
критерiй, який є спецiальним для поля дiйсних чисел, а саме критерiй 12,
оснований на законi iнерцiї квадратичних форм над полем дiйсних чисел.

Для перших чотирьох пар досить розглянути їх форми Кiлiнга. Оскiль-
ки κso(3)⊕A1

= −2(u1v1 +u2v2 +u3v3), κA0
3.5⊕A1

= −2u3v3 та κA0
4.9

= −2u4v4

— недодатно визначенi, а κA−1
4.8

= 2u4v4 та κA−1
3.4⊕A1

= 2u3v3 — невiд’єм-
но визначенi, та усi вони не дорiвнюють тотожно нулю, то у кожнiй зi
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згаданих пар одна алгебра має невiд’ємно визначену ненульову форму
Кiлiнга, а iнша — недодатно визначену ненульову форму Кiлiнга. Вна-
слiдок критерiю 12, контракцiй в перших чотирьох парах не iснує.

Але критерiй, що базується на на законi iнерцiї для форм Кiлiнга без-
силий для решти пар.

Розглянемо у цих випадках модифiковану форму Кiлiнга зi спецiально
вибраним значенням α = −1/2:

κ̃
−1/2
A4.10

= 2(1 + 2α)u3v3 − 2u4v4
∣∣
α=−1/2 = −2u4v4,

κ̃
−1/2
Ab

3.5⊕A1
= 2((1 + 2α)b2 − 1)u3v3

∣∣
α=−1/2 = −2u3v3,

κ̃
−1/2
A4.3

= (1 + α)u4v4
∣∣
α=−1/2 =

1

2
u2v2,

κ̃
−1/2
A2.1⊕2A1

= (1 + α)u2v2
∣∣
α=−1/2 =

1

2
u4v4,

κ̃
−1/2
Aa

3.4⊕A1
= ((1 + a2) + α(1 + a)2)u3v3

∣∣
α=−1/2 =

1

2
(1− a + a2)u3v3,

κ̃
−1/2
2A2.1

= ((1+α)(u2v2+u4v4) + α(u2v4+u4v2))
∣∣
α=−1/2 =

=
1

2
((u2v2+u4v4)− (u2v4+u4v2)).

Двi першi форми невiд’ємно визначенi та тотожно ненульовi. Решта — не-
додатно визначенi та тотожно ненульовi. Внаслiдок другої частини кри-
терiю 12 в розглянутих парах алгебр Лi не iснує контракцiй.

Рiвнi та ко-рiвнi дiйсних низькорозмiрних алгебр Лi. Конт-
ракцiї встановлюють вiдношення порядку на множинi Ln n-вимiрних ал-
гебр Лi. А саме, стверджується, що g Â g0, якщо g0 — власна контра-
кцiя алгебри g. Запропоноване строге вiдношення порядку добре визна-
чене внаслiдок транзитивностi контракцiй. Якщо означення вiдношення
порядку допускає невласнi контракцiї, то частковий порядок стає не-
строгим.

Порядок Â породжує подiл множини Ln на набори рiвнiв рiзних типiв.
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Означення 3.1. Алгебра Лi g з множини Ln належить нульовому рiв-
ню Ln, якщо вона не має власних контракцiй. Iншi рiвнi Ln визначаються
за iндукцiєю. Алгебра Лi g належить до k-рiвня множини Ln, якщо її
можна контрактувати до алгебр з (k − 1)-го рiвня та нижчих за нього
рiвнiв.

Зауваження 3.7. Поняття рiвня введено Горбацевичем [68–70]. Вiн та-
кож запропонував iнше поняття рiвня, основане на узагальненнi контра-
кцiй на випадок рiзних розмiрностей вихiдної та контрактованої алгебр.

Нульовий рiвень Ln для довiльного n мiстить рiвно одну алгебру, а са-
ме n-вимiрну абелеву алгебру, яка є єдиним мiнiмальним елементом в Ln.
Елементи останнього рiвня є максимальними елементами вiдносно вiд-
ношення порядку iндукованого контракцiями в Ln але, взагалi кажучи,
останнiй рiвень не мiстить усi максимальнi елементи Ln.

Отриманий вичерпний опис контракцiй низькорозмiрних алгебр Лi до-
зволяє вивчити повнiстю рiвнi цих алгебр.

Множина L1 складається з одного елемента та має лише один рiвень.
Аналогiчно, L2 утворюється двома елементами та розбивається контра-
кцiями рiвно на два рiвнi. Перший рiвень складається з двовимiрної не-
комутативної алгебри A2.1, а нульовий рiвень складається з двовимiрної
абелевої алгебри 2A1.

Iєрархiї рiвнiв дiйсних три- та чотиривимiрних алгебр Лi бiльш скла-
днi. Вони представленi на рисунках 3.1 та 3.2, де номер рiвня зростає
знизу вгору. Розташування алгебр по рiвнях робить рисунки бiльш зру-
чними та зрозумiлими. Множини L3 та L4 мають чотири та шiсть рiвнiв
вiдповiдно.

Зауваження 3.8. При контракцiї структура алгебри Лi спрощується.
Номер рiвня алгебри можна розглядати, як мiру складностi її комута-
цiйної структури, тобто алгебри з вищими номерами рiвнiв складнiшi
за алгебри, що мають нижчий номер рiвня. Зокрема, нiльпотентнi алге-
бри лежать на нижчих рiвнях. Простi алгебри Лi sl(2,R) та so(3), що
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мають найскладнiшу структуру серед тривимiрних алгебр, утворюють
найвищий 3-й рiвень в L3. Найвищий 6-й рiвень в L4 утворений нерозв’я-
зними алгебрами sl(2,R) ⊕ A1 та so(3) ⊕ A1 та досконалими алгебрами
2A2.1 та A4.10.

Зауваження 3.9. Iснує обернена кореляцiя мiж номером рiвня та роз-
мiрнiстю алгебри диференцiювань (або пряма кореляцiя з розмiрнiстю
орбiти алгебри), що пов’язане з необхiдним критерiєм 1. Як правило,
алгебри з однаковими розмiрностями алгебр диференцiювань належать
до того самого рiвня. Розмiрностi алгебр диференцiювань алгебр Лi, що
належать k-му рiвню не меншi за розмiрностi алгебр диференцiювань
алгебр Лi, що належать (k + 1)-му рiвню.

Для тривимiрних алгебр Лi ця кореляцiя повна. А саме, розмiрнiсть
алгебри диференцiювань набуває значень 9, 6, 4, 3 для алгебр з 0-го, 1-го,
2-го та 3-го рiвнiв вiдповiдно.

У випадку L4 кореляцiя частково порушується. Так, для бiльшостi ал-
гебр з 3-го рiвня розмiрностi алгебр диференцiювань дорiвнюють шiсть
i лише алгебра A1

4.8, яка також належить цьому рiвню, має семивимiрну
алгебру диференцiювань. Те саме вiдбувається i на 2-му рiвнi: майже всi
алгебри мають восьмивимiрну алгебру диференцiювань, за винятком ал-
гебри A4.1, яка має семивимiрну алгебру диференцiювань. Iншими слова-
ми, чотиривимiрнi алгебри Лi у яких dim Der = 7 роздiленi мiж другим
та третiм рiвнями, при цьому бiльш проста нiльпотентна алгебра A4.1

належить нижчому рiвню. Алгебри A111
4.5 (dim Der = 12) та A3.1 ⊕ A1

(dim Der = 10) утворюють 1-й рiвень. В рештi випадкiв кореляцiя пов-
на: 0-й, 5-й та 6-й рiвнi складаються з алгебр, що мають 16-и, 5-и та 4-и
вимiрнi алгебри диференцiювань вiдповiдно.

Починаючи з алгебр, якi не є власними контракцiями жодної з алгебр
Лi, можна ввести пов’язане поняття ко-рiвня.

Означення 3.2. Алгебра Лi g з множини Ln належить нульовому ко-
рiвню Ln, якщо вона не є власною контракцiєю жодної з n-вимiрних
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алгебр Лi. Iншi ко-рiвнi Ln визначаються за iндукцiєю. Алгебра Лi g

належить ко-рiвню Ln, якщо вона є власною контракцiєю лише алгебр з
попереднiх ко-рiвнiв.

0-й ко-рiвень спiвпадає з набором максимальних елементiв вiдносно
порядку введеного контракцiями на Ln, тобто вiн утворений алгебрами,
якi не власними контракцiями iнших алгебр з Ln. Останнiй ко-рiвень Ln

для довiльного n мiстить рiвно одну алгебру, яка є n-вимiрною абелевою
алгеброю Лi.

Для найменших розмiрностей структури рiвнiв та ко-рiвнiв спiвпада-
ють. L1 лише 0-й ко-рiвень, який очевидно спiвпадає з 0-м рiвнем. L2

розбивається контракцiями рiвно на два ко-рiвнi. 0-й та 1-й ко-рiвнi спiв-
падають з 1-м та 0-м рiвнями вiдповiдно.

Iєрархiї ко-рiвнiв три- та чотиривимiрних алгебр Лi вiдрiзняються вiд
iєрархiй рiвнiв та наведенi нижче.

Ко-рiвнi тривимiрних алгебр Лi:

0) A2.1 ⊕ A1, A3.2, Aa
3.4, a 6= −1, Ab

3.5, b 6= 0, sl(2,R), so(3);
1) A3.3, A−1

3.4, A0
3.5;

2) A3.1;
3) 3A1.

Ко-рiвнi чотиривимiрних алгебр Лi:

0) 2A2.1, sl(2,R) ⊕ A1, so(3) ⊕ A1, Ab
4.2, b 6= 1, 2, A4.4, Aab

4.6, a 6= 2b, A4.7,
Ab

4.8, b 6= 0,±1, Aa
4.9, a 6= 0, A4.10, Aabc

4.5 , a 6= b 6= c 6= a, b 6= a + 1;

1) Aa
3.4 ⊕ A1, a 6= −1, Ab

3.5 ⊕ A1, b 6= 0, A1
4.2, A2

4.2, A4.3, Aa,a+1,1
4.5 , a 6= 1,

Aa11
4.5 , a 6= 1, 2, A2b,b

4.6 , A−1
4.8, A0

4.8, A1
4.8, A0

4.9;

2) A2.1 ⊕ 2A1, A3.2 ⊕ A1, A−1
3.4 ⊕ A1, A0

3.5 ⊕ A1, A111
4.5 , A211

4.5 ;

3) A3.3 ⊕ A1, A4.1;

4) A3.1 ⊕ A1;

5) 4A1.
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Зауваження 3.10. Рiвнi та ко-рiвнi множини Ln пов’язанi. Кiлькiсть
рiвнiв та ко-рiвнiв множини Ln спiвпадає та дорiвнює максимальнiй дов-
жинi ланцюжкiв прямих контракцiй. Якщо фiксована алгебра Лi g з Ln

належить k1-му рiвню i k2-му ко-рiвню, то k1 + k2 6 n2 − n.

Аналiзуючи отриманi результати для розмiрностей три та чотири, мо-
жна сформулювати припущення, деякi з яких вже доведенi [68, 86].

Нехай aEn−1
— майже абелева алгебра Лi з (n− 1)-вимiрним абелевим

iдеалом та з доповняльним до нього елементом, приєднана дiя якого має
вигляд тотожного оператора En−1.

Теорема 3.2. Для довiльного n > 2 1-й рiвень множини Ln утворює-
ться алгебрами Лi A3.1 ⊕ (n− 3)A1 та aEn−1

.

3.4. Неперервнi контракцiї комплексних
низькорозмiрних алгебр Лi

Деякi алгебри Лi якi не є iзоморфними над дiйсним полем можуть бути
представниками того самого класу алгебр над комплексним полем.

Нижче перераховано пари три- та чотиривимiрних алгебр Лi, якi iзо-
морфнi або належать тiй самiй серiї над полем комплексних чисел. Для
кожної з них наводиться вiдповiдна комплексна алгебра (або серiя), а та-
кож вiдповiдна замiна базису у випадку якщо вона не тотожна. Перелiк
слiд поповнити парами прямих сум (Aa

3.4 ⊕ A1, A
b
3.5 ⊕ A1) та (sl(2,R) ⊕

A1, so(3)⊕A1), iзоморфiзми яких очевиднi. Будь-яка комплексна нероз-
кладна розв’язна алгебра Лi позначається gn.k, де n — розмiрнiсть алге-
бри Лi, а k — номер дiйсної алгебри, що має такий самий вигляд канонi-
чних комутацiйних спiввiдношень.

gα
3.4,

α ∈ C





Ab
3.5, ẽ1 = e1 + ie2, ẽ2 = e1 − ie2, ẽ3 = 1

b+ie3, α = b−i
b+i

Aa
3.4, α = a
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sl(2,C)





so(3), ẽ1 = −ie2 + e3, ẽ2 = −ie1, ẽ3 = ie2 + e3

sl(2,R)

g1,α,β
4.5 ,

α, β ∈ C





Aa,b
4.6, ẽ1 = e1, ẽ2 = e2 − ie3, ẽ3 = e2 + ie3, ẽ4 = 1

ae4,

α = b−i
a , β = b+i

a

A1,b,c
4.5 , α = b, β = c

gβ
4.8,

β ∈ C





Aa
4.9, ẽ1 = −e1, ẽ2 = e2 + ie3,

ẽ3 = − i
2e2 − 1

2e3, ẽ4 = 1
a+ie4, β = a−i

a+i

Ab
4.8, β = b

2g2.1





A4.10, ẽ1 = ie1 − e2, ẽ2 = 1
2e3 − i

2e4,

ẽ3 = ie1 + e2, ẽ4 = 1
2e3 + i

2e4

2A2.1

Знання вiдповiдностей мiж дiйсними та комплексними алгебрами Лi
дозволяє описати неперервнi контракцiї комплексних низькорозмiрних
алгебр Лi. Вiдповiднi перелiки утворюються з аналогiчних перелiкiв для
дiйсних низькорозмiрних алгебр Лi за допомогою виключення алгебр, якi
еквiвалентнi iншим над комплексним полем. Матрицi контракцiй зберi-
гаються. Контракцiї три- та чотиривимiрних комплексних алгебр зобра-
женi на схемах 3.3 та 3.4. Один- та двовимiрний випадки тривiальнi та
не розглядаються.

Рис. 3.3: Неперервнi контракцiї комплексних тривимiрних алгебр Лi
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Рис. 3.4: Неперервнi контракцiї комплексних чотиривимiрних алгебр Лi

Теорема 3.3. Будь-яка неперервна контракцiя комплексних тривимiр-
них алгебр Лi еквiвалентна простiй контракцiї Iньоню–Вiгнера.

В чотиривимiрному випадку лише контракцiї 2g2.1 → g3.2 ⊕ g1 та
2g2.1 → g4.1 не представляються у виглядi узагальненої контракцiї Iньо-
ню–Вiгнера. Всi побудованi матрицi контракцiй мiсять лише невiд’ємнi
цiлi степенi параметра ε. Таким чином, вони допускають добре визначе-
ний граничний перехiд при ε → +0.

Перелiк неперервних контракцiй комплексних тривимiрних алгебр Лi
наведено в термiнах замикань орбiт, наприклад, в [18, 33, 140]. Вiн спiв-
падає з наведеним на схемi 3.3. Контракцiї чотиривимiрних комплексних
алгебр Лi дослiджено в роботах [19,33,140]. Щоб порiвняти цi результати
з отриманими порiвняємо спочатку класифiкацiї структур комплексних
алгебр Лi. Щоб уникнути непорозумiнь додамо дашки над символами g,
що позначають алгебри з класифiкацiї, наведеної в [33].

4g1 ∼ C4; g2.1 ⊕ 2g1 ∼ r2 ⊕ C2; 2g2.1 ∼ r2 ⊕ r2; g3.1 ⊕ g1 ∼ n3 ⊕ C;

g3.2 ⊕ g1 ∼ r3 ⊕ C; g3.3 ⊕ g1 ∼ r3,1 ⊕ C; ga
3.4 ⊕ g1 ∼ r3,a ⊕ C, a 6= 1;
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sl(2,C)⊕ g1 ∼ sl2(C)⊕ C; g4.1 ∼ n4; g1
4.2 ∼ ĝ5; g−2

4.2 ∼ ĝ3

(27

4

)
;

gb6=1,−2
4.2 ∼ ĝ2

( b

(b + 2)3 ,
2b + 1

(b + 2)2

)
; g4.3 ∼ ĝ2(0, 0); g4.4 ∼ ĝ2

( 1

27
,
1

3

)
;

ga11
4.5 ∼ ĝ1(a); gab1

4.5 ∼ ĝ2(α, β), ĝ3(γ), ĝ4, 1 6=a 6=b 6=1, ab 6=0; g4.7 ∼ ĝ8

(1

4

)
;

g1
4.8 ∼ ĝ6; g−1

4.8 ∼ ĝ7; gb6=±1
4.8 ∼ ĝ8

( b

(b + 1)2

)
.

Розглянемо детальнiше серiю алгебр Лi {gabc
4.5 , abc 6= 0}. Набори параме-

трiв (a, b, c) and (a′, b′, c′) вiдповiдають тiй самiй алгебрi, якщо вони про-
порцiйнi з точнiстю до перестановки. Алгебра Лi gab1

4.5 , 1 6= a 6= b 6= 1, ab 6= 0,
iзоморфна алгебрам

ĝ2(α, β), де α =
ab

(a + b + 1)3 , β =
ab + a + b

(a + b + 1)2 ,

якщо a + b + 1 6= 0;

ĝ3(γ), де γ = −(ab− 1)3

a2b2 , якщо a + b + 1 = 0, ab 6= 1;

ĝ4, якщо a + b + 1 = 0, ab = 1.

При вивченнi контракцiй у роботi [19] використано спецiальну класи-
фiкацiю. Вiдповiднiсть мiж перелiком Агаоки та перелiком Мубаракзя-
нова (використаним у дисертацiї) наступна:

L0 ∼ 4g1, L1 ∼ g3.1 ⊕ g1, L2 ∼ g4.1, L3 ∼ g111
4.5 , L5 ∼ g1

4.8,

L6 ∼ sl(2,C)⊕ g1, L4(a) ∼ ga11
4.5 , a 6=0, 1, L4(0) ∼ L7(0, 1) ∼ g3.3 ⊕ g1,

L4(1) ∼ g1
4.2, L4(∞) ∼ g2.1 ⊕ 2g1, L7(a, b) ∼ gab1

4.5 , 1 6=a 6=b 6=1, ab 6=0,

L7(a, 1) ∼ ga
4.2, a 6= 0, 1, L7(1, 1) ∼ g4.4, L7(a, 0) ∼ ga

3.4 ⊕ g1, a 6=0, 1,

L7(1, 0) ∼ g3.2 ⊕ g1, L7(0, 0) ∼ g4.3, L8(a) ∼ ga
4.8, a 6=1, L8(1) ∼ g4.7,

L9 ∼ 2g2.1.
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Представленi порiвняння класифiкацiй дозволяють стверджувати, що
отриманi перелiки контракцiй у комплексному випадку спiвпадають з
замиканнями орбiт, наведеними у роботах [19,33,140].

Наявнiсть вичерпної iнформацiї про контракцiї низькорозмiрних ал-
гебр дає додатковi можливостi для вивчення множин, утворених цими
алгебрами.

Структура множини Ln(C) n-вимiрних комплексних алгебр Лi добре
вiдома для усiх n вiд 1 до 7 [38, 71, 83, 117]. Над полем дiйсних чисел
спостерiгається природне явище роздвоєння компонент, на вiдмiну вiд
комплексного випадку. Таким чином, L3(R) має чотири незвiднi компо-
ненти однакової розмiрностi 6

O(sl(2,R)), O(so(3)), ∪aO(Aa
3.4), ∪bO(Ab

3.5),

а множина L4(R) складається з восьми незвiдних компонент розмiрнос-
тей 12

O(sl(2,R⊕ A1)), O(so(3)⊕ A1), O(2A2.1), O(A4.10),

∪a6=1O(Aa
4.8), ∪aO(Aa

4.9), ∪16=a6=b6=1O(Aab1
4.5 ), ∪a,bO(Aab

4.6).

3.5. Висновки до роздiлу 3

В роздiлi 3 розглянуто усi слабо нееквiвалентнi однопараметричнi кон-
тракцiї алгебр Лi розмiрностей не вище чотирьох. Для цього обчислено
iнварiантнi та напiвiнварiантнi величини необхiднi для застосування кри-
терiїв iснування контракцiй та сформульовано алгоритм, що дозволяє
ефективно працювати з контракцiями алгебр Лi фiксованих розмiрно-
стей. Використавши вiдповiднiсть мiж перелiками неiзоморфних алгебр
Лi над дiйсним та комплексним полями, побудовано класифiкацiю кон-
тракцiй у випадку поля комплексних чисел.

Важливим наслiдком з результатiв, отриманих в цьому роздiлi є те, що
розглянутi контракцiї дають ряд типових прикладiв та контрприкладiв
до тверджень теорiї контракцiй, а також для фiзичних теорiй.
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Наявнiсть вичерпної iнформацiї про контракцiї низькорозмiрних ал-
гебр Лi дозволила зробити повний опис рiвнiв та ко-рiвнiв низькорозмiр-
них алгебр Лi i дала додатковi можливостi для вивчення множин, утво-
рених цими алгебрами.

Дослiдження три- та чотиривимiрних алгебр Лi дає пiдстави для гi-
потези, що запропонований алгоритм також є ефективним у випадках
розмiрностей п’ять та шiсть.

Основнi результати роздiлу 3 опублiковано в роботах [114,124,125].
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РОЗДIЛ 4

Реалiзацiї алгебр Лi та
диференцiальнi iнварiанти

Цей роздiл присвячено побудовi усiх нееквiвалентних реалiзацiй низько-
розмiрних нерозв’язних алгебр Лi, класифiкацiї векторних полiв Лi, що
дiють на дiйснiй площинi e

(n)
i = ξi(x, y)∂x + ηi(x, y)∂y та опису їх дифе-

ренцiальних iнварiантiв.
Так, у пiдроздiлi 4.1 отримано повний набiр нееквiвалентнi точних ре-

алiзацiй дiйсних алгебр Лi sl(2,R), sl(2,R) ⊕ A1, so(3) та so(3) ⊕ A1

векторними полями в просторi довiльної скiнченної кiлькостi змiнних.
У пiдроздiлi виконане порiвняння рiзних iснуючих класифiкацiй скiн-

ченновимiрних алгебр Лi векторних полiв на площинi та наведена ви-
правлена класифiкацiя таких алгебр. Зокрема, строго дослiдженi пита-
ння еквiвалентностi та параметризацiї в серiях алгебр Лi.

Пiдроздiл 4.3 присвячений диференцiальним iнварiантам груп Лi, що
дiють на дiйснiй площинi. В цьому пiдроздiлi наведенi теоретичнi вiдо-
мостi, необхiднi для отримання диференцiальних iнварiантiв. Крiм того,
для кожної з нееквiвалентних алгебр Лi з пiдроздiлу 4.2 обчислено визна-
чник Лi, базис диференцiальних iнварiантiв та оператор iнварiантного
диференцiювання.

Основнi результати роздiлу 4 опублiковано в роботах [109–111,113].
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4.1. Реалiзацiї нерозв’язних алгебр Лi
розмiрностей три та чотири
над полем дiйсних чисел

Розглянемо n-вимiрну алгебру Лi A = (V, [·, ·]), яка є n-вимiрним век-
торним простором V над полем R з дужкою Лi [·, ·]. Зазвичай алгебра
Лi A визначається за допомогою комутацiйних спiввiдношень у фiксова-
ному базисi {e1, . . . , en} простору V . Насправдi досить розглядати лише
ненульовi комутатори [ei, ej] = ck

ijek, де ck
ij — компоненти тензора стру-

ктурних сталих алгебри A. Iндекси i, j, k змiнюються вiд 1 до n, а за
iндексами, що повторюються, розумiємо сумування.

Означення 4.1. Векторне поле v на многовидi M задається дотични-
ми векторами v ∈ TM |x в кожнiй точцi x ∈ M , такими, що v гладко
змiнюється вiд точки до точки. В локальних координатах векторне поле
має вигляд

n∑
a=1

ξa(x1, x2, . . . , xn)
∂

∂xa
, (4.1)

де ξa(x1, x2, . . . , xn) гладкi функцiї вiд x.

Означення 4.2. Реалiзацiєю алгебри Лi векторними полями на M на-
зивається гомоморфiзм R : A → Vect(M).

Будемо казати, що реалiзацiя R точна, якщо ker R = {0}, в iншому
випадку називатимемо реалiзацiю неточною.

Означення 4.3. Нехай G — пiдгрупа групи автоморфiзмiв Aut(A) ал-
гебри A. Двi реалiзацiї R1: A → Vect(M1) та R2: A → Vect(M2) назива-
ються G-еквiвалентними, якщо iснує ϕ ∈ G та дифеоморфiзм f iз M1 в
M2 такий, що R2(v) = f∗R1(ϕ(v)) для усiх v ∈ A. Тут f∗ це iзоморфiзм
з Vect(M1) в Vect(M2) iндукований f .

Якщо G мiстить лише тотожне перетворення, то реалiзацiї назива-
ються сильно еквiвалентними. Реалiзацiї називаються слабо еквiвален-
тними, якщо G = Aut(A).
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Розглянемо послiдовнiсть iдеалiв алгебри A: A(0), A(1), A(2), . . . , де
A(0) = A, A(l) = [A(l−1), A(l−1)], l ≥ 1, така послiдовнiсть називається
нижнiм центральним рядом алгебри A.

Означення 4.4. Якщо iснує таке l ∈ N, що A(l) = 0, то алгебра Лi A

називається розв’язною, у iншому випадку алгебра A називається нероз-
в’язною.

Метою даного пiдроздiлу є опис усiх точних слабо нееквiвалентних
реалiзацiй три- та чотиривимiрних дiйсних нерозв’язних алгебр Лi век-
торними полями вигляду (4.1).

Не дивлячись на те, що бiльшiсть з реалiзацiй наведених у цьому пiд-
роздiлi добре вiдомi, повноту цих спискiв реалiзацiй в лiтературi було
доведено лише для алгебри so(3) [160], знаходження перелiкiв усiх нее-
квiвалентних реалiзацiй для решти низькорозмiрних нерозв’язних алгебр
належить дисертанту.

Необхiдною передумовою класифiкацiї реалiзацiй є класифiкацiя ал-
гебр Лi, тобто класифiкацiя усiх можливих комутацiйних спiввiдношень
мiж базисними елементами з точнiстю до перетворень iзоморфiзму. До-
бре вiдомо [1], що iснує чотири нерозв’язних дiйсних алгебри Лi розмiр-
ностей не бiльше чотирьох (тут q = 1, 2, 3):

sl(2,R): [e1, e2] = e1, [e1, e3] = 2e2, [e2, e3] = e3;

so(3): [e1, e2] = e3, [e3, e1] = e2, [e2, e3] = e1;

sl(2,R)⊕ A1: [e1, e2] = e1, [e1, e3] = 2e2, [e2, e3] = e3, [eq, e4] = 0;

so(3)⊕ A1: [e1, e2] = e3, [e3, e1] = e2, [e2, e3] = e1, [eq, e4] = 0.

Надалi будемо використовувати наступнi позначення ∂a = ∂/∂xa, x =

(x1, . . . , xn), x̌ = (x3, . . . , xn), x̂ = (x4, . . . , xn), a = 1, n, j, k = 4, n, де
n ∈ N. N -ту реалiзацiю алгебри Лi A позначатимемо як R(A,N).

Щоб прокласифiкувати реалiзацiї n-вимiрної алгебри Лi A прямим ме-
тодом вiзьмемо m лiнiйно незалежних векторних полiв загального ви-
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гляду es = ξsa(x)∂a, s = 1, n та вимагатимемо, щоб вони задовольняли
комутацiйним спiввiдношенням алгебри A. В результатi отримуємо си-
стему диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних на коефiцiєнти ξsa

та iнтегруємо її, розглядаючи усi можливi випадки. У кожному з випад-
кiв перетворюємо розв’язок до найпростiшого вигляду, використовуючи
локальнi дифеоморфiзми простору x та автоморфiзми алгебри A, якщо
шукаємо класифiкацiю з точнiстю до слабкої еквiвалентностi, або лише
локальнi дифеоморфiзми, якщо шукаємо класифiкацiю з точнiстю до
сильної еквiвалентностi.

Недолiки цього методу полягають у необхiдностi розв’язувати складну
нелiнiйну систему диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних.

У данiй роботi використано iнший пiдхiд, який полягає у послiдовнiй
класифiкацiї реалiзацiй в серiях вкладених пiдалгебр алгебри A, почина-
ючи з одновимiрної пiдалгебри або iншої пiдалгебри з вiдомими реалiза-
цiями та закiнчуючи алгеброю A. Застосувавши останнiй метод отримано
наступне твердження.

Теорема 4.1. Нехай векторнi поля вигляду (4.1) задовольняють кому-
тацiйнi спiввiдношення алгебри Лi sl(2,R). Тодi iснують замiни змiн-
них та автоморфiзми алгебри, що зводять цi поля до одного з нееквi-
валентних виглядiв:

1) ∂1, x1∂1 + x2∂2, x2
1∂1 + 2x1x2∂2 + x2∂3;

2) ∂1, x1∂1 + x2∂2, (x2
1 + x2

2)∂1 + 2x1x2∂2;

3) ∂1, x1∂1 + x2∂2, (x2
1 − x2

2)∂1 + 2x1x2∂2;

4) ∂1, x1∂1 + x2∂2, x2
1∂1 + 2x1x2∂2;

5) ∂1, x1∂1, x2
1∂1.

Доведення. Для доведення даної теореми, застосовано метод послiдовної
класифiкацiї реалiзацiй в серiях вкладених пiдалгебр алгебри A, почи-
наючи з нееквiвалентних реалiзацiй

〈∂1, x1∂1 + x2∂2〉; 〈∂1, x1∂1〉;
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некомутативної двовимiрної алгебри A2.1 : [e1, e2] = e1, яка є пiдалгеброю
алгебри sl(2,R).

Теорема 4.2. Перелiк нееквiвалентних реалiзацiй алгебри sl(2,R)⊕A1

вичерпується такими наборами векторних полiв:

1) ∂1, x1∂1 + x2∂2, x2
1∂1 + 2x1x2∂2 + x2∂3, ∂4;

2) ∂1, x1∂1 + x2∂2, x2
1∂1 + 2x1x2∂2 + x2∂3,

x2∂1 + 2x2x3∂2 + (x2
3 + x4)∂3;

3) ∂1, x1∂1 + x2∂2, x2
1∂1 + 2x1x2∂2 + x2∂3,

x2∂1 + 2x2x3∂2 + (x2
3 + c)∂3, c ∈ {−1; 0; 1};

4) ∂1, x1∂1 + x2∂2, (x2
1 + x2

2)∂1 + 2x1x2∂2, ∂3;

5) ∂1, x1∂1 + x2∂2, (x2
1 − x2

2)∂1 + 2x1x2∂2, ∂3;

6) ∂1, x1∂1 + x2∂2, x2
1∂1 + 2x1x2∂2, ∂3;

7) ∂1, x1∂1 + x2∂2, x2
1∂1 + 2x1x2∂2, x2x3∂2;

8) ∂1, x1∂1 + x2∂2, x2
1∂1 + 2x1x2∂2, x2∂2;

9) ∂1, x1∂1, x
2
1∂1, ∂2.

Доведення. Повна група автоморфiзмiв алгебри sl(2,R) ⊕ A1 (див. До-
даток A) є прямим добутком груп автоморфiзмiв алгебр sl(2,R) та A1.
Розширимо реалiзацiї алгебри sl(2,R) до реалiзацiй sl(2,R)⊕A1, додав-
ши оператор e4 найбiльш загального вигляду e4 = ηa(x)∂a.

Розглянемо детально побудову реалiзацiй у випадку R(sl(2,R), 1). За-
гальний вигляд оператора e4, котрий комутує з базисними елементами
алгебри R(sl(2,R), 1) такий:

e4 = ξ1x2∂1 + (2ξ1x3 + ξ2)x2∂2 + (ξ1x2
3 + ξ2x3 + ξ3)∂3 + ξj∂j,

де ξa — довiльнi функцiї вiд x̂. Вигляд операторiв e1, e2 та e3 зберiгається
пiд дiєю наступних перетворень:

x̃1 = x1 +
f 1x2

1− f 1x3
, x̃2 =

f 2x2

(1− f 1x3)2 ,
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x̃3 =
f 2x3

1− f 1x3
+ f 3, x̃j = f j,

де fa — довiльнi функцiї вiд x̂. Пiд дiєю цих перетворень оператор e4

переходить у оператор ẽ4 того самого вигляду з такими функцiями ξ̃a:

ξ̃1 =
1

f 2 (ξ
1 + ξ2f 1 + ξ3(f 1)2 + ξjf 1

j ),

ξ̃2 = ξ2 + 2ξ3f 1 − 2ξ̃1(f 3)2 + ξj
f 2

j

f 2 ,

ξ̃3 = ξ3f 2 − ξ̃1(f 3)2 − ξ̃2f 3 + ξ3f 2 + ξjf 3
j , ξ̃j = ξkf j

k .

Тут i надалi нижнi iндекси позначають частинну похiдну за вiдповiдною
змiнною xa.

Можливi два випадки.
1) ∃j: ξj 6= 0. Тодi оператор e4 можна звести до вигляду ẽ4 = ∂4 та

отримати реалiзацiю R(sl(2,R)⊕ A1, 1).
2) ξ̃j = 0. Вираз I = (ξ2)2−4ξ1ξ3 є iнварiантом наведених перетворень

змiнних ξ. Таким чином, можемо покласти ξ̃1 = 1, ξ̃2 = 0, ξ̃3 = I. Якщо
I = const то отримаємо реалiзацiю R(sl(2,R) ⊕ A1, 3), iнакше можна
вибрати нову змiнну x̃4 = I та отримати реалiзацiю R(sl(2,R)⊕ A1, 2).

Опускаємо обчислення реалiзацiй R(sl(2,R)⊕ A1, 4–9), оскiльки вони
простiшi за наведенi та отримуються аналогiчним чином, починаючи з
трьох iнших реалiзацiй алгебри sl(2,R).

Нееквiвалентнiсть отриманих реалiзацiй легко доводиться використо-
вуючи технiку запропоновану у роботi [124].

Теорема 4.3. Iснує точно двi нееквiвалентнi реалiзацiї алгебри so(3)

векторними полями вигляду (4.1):

1) − sin x1 tan x2∂1 − cos x1∂2, − cos x1 tan x2∂1 + sin x1∂2, ∂1;

2) − sin x1 tan x2∂1 − cos x1∂2 + sin x1 sec x2∂3,

− cos x1 tan x2∂1 + sin x1∂2 + cos x1 sec x2∂3, ∂1.
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Зауваження 4.1. Реалiзацiї R(so(3), 1) та R(so(3), 2) добре вiдомi. Пов-
ноту цього перелiку реалiзацiй вперше доведено у роботi [160]. Наведений
вигляд реалiзацiй не є оптимальним для усiх застосувань, тому класифi-
кацiя з теореми 4.3 не є канонiчною.

Розглянемо реалiзацiю R(so(3), 1) рангу два бiльш докладно. Вона дiє
транзитивно на многовидi S2. За допомогою стереографiчної проекцiї
tg x1 = t/x, ctg x2 =

√
x2 + t2 цю реалiзацiю можна звести до добре

вiдомої реалiзацiї на площинi [67]:

(1 + t2)∂t + xt∂x, x∂t − t∂x, −xt∂t − (1 + x2)∂x.

Якщо розмiрнiсть x-простору не менша за три, то змiннi x1, x2 та неявну
змiнну x3 в реалiзацiї R(so(3), 1) можна проiнтерпретувати як кути та
радiус у сферичних координатах (вкладення S2 у R3). Тодi у вiдповiдних
декартових координатах реалiзацiя R(so(3), 1) набуває добре вiдомого
вигляду:

x2∂3 − x3∂2, x3∂1 − x1∂3, x1∂2 − x2∂1,

який породжується стандартним зображенням групи SO(3) у R3.

Теорема 4.4. Перелiк нееквiвалентних реалiзацiй алгебри so(3)⊕A1 ве-
кторними полями в просторi довiльної (скiнченної) кiлькостi змiнних
вичерпується такими:

1) − sin x1 tan x2∂1 − cos x1∂2,

− cos x1 tan x2∂1 + sin x1∂2, ∂1, ∂3;

2) − sin x1 tan x2∂1 − cos x1∂2 + sin x1 sec x2∂3,

− cos x1 tan x2∂1 + sin x1∂2 + cos x1 sec x2∂3, ∂1, ∂3;

3) − sin x1 tan x2∂1 − cos x1∂2 + sin x1 sec x2∂3,

− cos x1 tan x2∂1 + sin x1∂2 + cos x1 sec x2∂3, ∂1, x4∂3;

4) − sin x1 tan x2∂1 − cos x1∂2 + sin x1 sec x2∂3,

− cos x1 tan x2∂1 + sin x1∂2 + cos x1 sec x2∂3, ∂1, ∂4.
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Доведення. Група автоморфiзмiв алгебри so(3) ⊕ A1 є прямою сумою
груп автоморфiзмiв алгебр so(3) та A1 (див. Додаток A). Для класифi-
кацiї реалiзацiй алгебри so(3)⊕A1 використовуємо реалiзацiї R(so(3), 1)

i R(so(3), 2). Для зручностi перепишемо їх як реалiзацiю, параметризо-
вану за допомогою параметра α ∈ {0; 1}:

e1 = − sin x1 tan x2∂1 − cos x1∂2 + α sin x1 sec x2∂3,

e2 = − cos x1 tan x2∂1 + sin x1∂2 + α cos x1 sec x2∂3,

e3 = ∂1.

Величини α = 0 та α = 1 вiдповiдають двом реалiзацiям R(so(3), 1) та
R(so(3), 2).

Розглянемо оператор e4 у найбiльш загальному виглядi e4 = ξa(x)∂a

та отримаємо рiвняння на ξa(x) з умови комутування оператора e4 з
рештою базисних елементiв:

ξa
1 = 0, ξ2

2 = 0, ξj
2 = 0; (4.2a)

αξ2
3 − ξ1 cos x2 = 0, αξ1

3 cos x2 + ξ2 = 0,

ξ3
2 cos x2 + αξ1 = 0;

(4.2b)

ξ1
2 − ξ1 tan x2 = 0, αξ3

3 − αξ2 tan x2 = 0,

αξj
3 = 0.

(4.2c)

З умов (4.2a) випливає, що ξ2 = ξ2(x̌) та ξj = ξj(x̌).
У випадку α = 0 з (4.2b) отримуємо, що ξ1 = 0, ξ2 = 0 i ξ3 = ξ3(x̌).

Тодi e4 має вигляд e4 = ξp(x̌)∂p, де p = 3, n та один з коефiцiєнтiв ξp

не дорiвнює нулю. Використовуючи допустимi замiни змiнних x̃1 = x1,

x̃2 = x2, x̃p = f p(x̌), можна покласти ξ3 = 1 та ξj = 0. (“Допустимi”
означає, що цi перетворення зберiгають вигляд операторiв e1, e2 та e3.)
В результатi отримуємо реалiзацiю R(so(3)⊕ A1, 1).

Розглянемо випадок α = 1. Загальний розв’язок системи (4.2a)–(4.2c)
наступний:

ξ1 =
ϕ1 sin x3 + ϕ2 cos x3

cos x2
, ξ2 = ϕ2 sin x3 − ϕ1 cos x3,
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ξ3 = ϕ3 − (ϕ1 sin x3 + ϕ2 cos x3) tan x2, ξj = ϕj,

де ϕa — довiльнi функцiї вiд x̂. Таким чином, оператор e4 можна записати
у виглядi:

e4 = ϕ1e′1 + ϕ2e′2 + ϕ3e′3 + ϕj∂j,

де оператори e′1, e′2, e′3 отримуються з операторiв e1, e2, e3 перестановкою
змiнних x1 та x3.

Наступним кроком є спрощення оператора e4. Оскiльки в цьому випад-
ку прямий метод знаходження допустимих перетворень змiнних надзви-
чайно складний i громiздкий, використовуємо iнфiнiтезимальний пiдхiд.

Однопараметрична група локальних перетворень простору змiнних x

зберiгає вигляд операторiв e1, e2, e3, якщо її iнфiнiтезимальний генера-
тор Q комутує з цими операторами. Таким чином, Q має такий самий
вигляд як i e4:

Q = ρ1e′1 + ρ2e′2 + ρ3e′3 + ρj∂j,

де ρa — довiльнi функцiї вiд x̂.
Можливi два випадки: ξj = 0 або ∃j: ξj 6= 0. В будь-якому з цих

випадкiв оператор e4 за допомогою допустимих перетворень x̃1 = x1,
x̃2 = x2, x̃3 = x3, x̃j = f j(x̂) можна звести до вигляду:

e4 = ϕ1e′1 + ϕ2e′2 + ϕ3e′3 + β∂4, β ∈ {0, 1}.

Надалi використовуємо лише перетворення, що зберiгають x̂, i, таким
чином, вважаємо, що ρj = 0.

Введемо векторнi позначення ϕ̄ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3), ρ̄ = (ρ1, ρ2, ρ3), ρ̄4 =

(ρ1
4, ρ

2
4, ρ

3
4), та ē′ = (e′1, e

′
2, e

′
3). Комутатор [e4, Q] можна представити у

наступному виглядi:

[e4, Q] = (ρ̄× ϕ̄− βρ̄4) · ē′,
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де символи “×” та “·” позначають векторний та скалярний добутки век-
торiв. Скiнченнi перетворення ˜̄ϕ = γ̄(ε, ϕ̄, x̂), породженi оператором Q,
знаходяться iнтегруванням рiвнянь Лi:

dγ̄

dε
= ρ̄× γ̄ − βρ̄4, γ̄|ε=0 = ϕ̄, (4.3)

де ε — груповий параметр, компоненти x̂ вважаються сталими. Таким
чином,

γ̄ = OJ(ε)OTϕ̄− βO

∫ ε

0
J(ε)dε OTρ̄4,

де O — ортогональна матриця, третiй стовпчик якої має вигляд ρ̄/|ρ̄|,

J(ε) =




cos |ρ̄|ε − sin |ρ̄|ε 0

sin |ρ̄|ε cos |ρ̄|ε 0

0 0 1


 ,

див. також додаток A. У випадку β = 0 ϕ1 та ϕ2 можна покласти ну-
лями за допомогою перетворень ˜̄ϕ = γ̄(ε, ϕ̄, x̂), звiдси ẽ4 = ϕ̃3(x̂)∂3. В
результатi отримуємо реалiзацiї R(so(3)⊕A1, 2) та R(so(3)⊕A1, 3), якщо
ϕ3 = const або ϕ3 6= const вiдповiдно.

У випадку β = 1 вибираємо ρ̄ як розв’язок системи∫ ε

0
J(ε)dε OTρ̄4 = J(ε)OTϕ̄,

де ε — фiксоване так, що iснує (
∫ ε

0J(ε)dε)−1. Тодi перетворений вектор ϕ̄

дорiвнює нульовому, тобто ẽ4 = ∂4 i маємо реалiзацiю R(so(3)⊕A1, 4).

4.2. Реалiзацiї алгебр Лi на дiйснiй площинi

Серед задач класичної теорiї алгебр Лi iснує двi важливi класифiкацiйнi
задачi. Однiєю з таких задач є задача класифiкацiї структур алгебр Лi,
тобто класифiкацiя можливих комутацiйних спiввiдношень мiж базисни-
ми елементами. Iнша задача була поставлена С. Лi i полягає у класифiка-
цiї рiзних зображень алгебр Лi, зокрема векторними полями, з точнiстю
до локальних дифеоморфiзмiв.
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Реалiзацiї алгебр Лi векторними полями однiєї та двох комплексних
змiнних були прокласифiкованi самим С. Лi [93]. У 1992 роцi А. Гонзалез-
Лопес зi спiвавторами впорядкували класифiкацiю Лi реалiзацiй компле-
ксних алгебр Лi [66] та розширили її до дiйсного випадку [67]. На жаль, у
згаданiй класифiкацiї алгебр Лi векторними полями на дiйснiй площинi,
було пропущено один випадок та не вказано умови, при яких наведенi
перелiки реалiзацiй є нееквiвалентними. Крiм того, низькорозмiрнi алге-
бри Лi були включенi до серiй скiнченновимiрних алгебр з довiльними
функцiями у коефiцiєнтах. Таким чином, застосування цiєї класифiка-
цiї у випадках невисокої розмiрностi алгебри Лi вимагало попереднього
розв’язування систем диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних.

Метою даного пiдроздiлу є побудова повної та зручної у застосуваннi
класифiкацiї реалiзацiй алгебр Лi довiльної скiнченної розмiрностi n ∈ N
векторними полями на дiйснiй площинi вигляду

ei = ξi(x, y)∂x + ηi(x, y)∂y, i = 1, . . . , n. (4.4)

Iснує два рiзних пiдходи до класифiкацiї реалiзацiй алгебр Лi вектор-
ними полями. Перший пiдхiд полягає у використаннi класифiкацiї алгебр
Лi та пошуку базисних векторних полiв, що задовольняють заданим ко-
мутацiйним спiввiдношенням. Другий пiдхiд полягає у прямiй побудовi
скiнченновимiрних просторiв векторних полiв, замкнених вiдносно стан-
дартної дужки Лi.

Будемо позначати ∂/∂x, ∂/∂y як ∂x, ∂y. Iндекси i та j змiнюються вiд
1 до r, де область змiни r будемо визначати у кожному випадку окре-
мо. Мiтка N0 складається з двох частин, якi позначають номер сторiнки
(вiд 57 до 73) та номер реалiзацiї у роботi Лi [93]. Мiтки N1 та N2 вiд-
повiдають нумерацiї дiйсних та комплексних реалiзацiй у роботах [67]
та [66] вiдповiдно, а N3 вiдповiдає нумерацiї реалiзацiй, запропонованiй
у [124], а саме R(A, n) позначає n-ту реалiзацiю алгебри A з роботи [124].
Якщо розмiрнiсть алгебри, що розглядається, бiльша за чотири, то ця
розмiрнiсть ставиться у вiдповiднiсть номеру N3. Символ N без будь-
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яких iндексiв нумерує реалiзацiї, що вiдповiдають класифiкацiї отрима-
нiй у дисертацiйнiй роботi.

Твердження 4.1. Перелiк нееквiвалентних реалiзацiй скiнченновимiр-
них алгебр Лi, що дiють в дiйснiй площинi, наведено у таблицi 4.1.

Таблиця 4.1. Реалiзацiї алгебр Лi на дiйснiй площинi.

N Реалiзацiї N1 N0 N3

1 ∂x 9 57, (1) R(A1, 1)

2 ∂x, ∂y 22 57, (2) R(2A1, 1)

3 ∂x, y∂x 20 57, (4) R(2A1, 2)

4 ∂x, x∂x + y∂y — 57, (3) R(A2.1, 1)

5 ∂x, x∂x 10 57, (5) R(A2.1, 2)

6 ∂y, x∂y, ξ1(x)∂y 20 57, (14) R(3A1, 5)

7 ∂y, y∂y, ∂x 23 73, (10) R(A2.1 ⊕A1, 3)

8 e−x∂y, ∂x, ∂y 22 57, (8) R(A2.1 ⊕A1, 4)

9 ∂y, ∂x, x∂y 22 57, (9) R(A3.1, 3)

10 ∂y, ∂x, x∂x + (x + y)∂y 25 57, (11) R(A3.2, 2)

11 e−x∂y, −xe−x∂y, ∂x 22 57, (7) R(A3.2, 3)

12 ∂x, ∂y, x∂x + y∂y 12 57, (10) R(A3.3, 2)

13 ∂y, x∂y, y∂y 21 57, (15) R(A3.3, 4)

14 ∂x, ∂y, x∂x + ay∂y, 0 < |a| ≤ 1, a 6= 1 12 57, (10) R(Aa
3.4, 2)

15 e−x∂y, e−ax∂y, ∂x, 0 < |a| ≤ 1, a 6= 1 22 57, (6) R(Aa
3.4, 3)

16 ∂x, ∂y, (bx + y)∂x + (by − x)∂y, b ≥ 0 1 C∼ 57, (10) R(Ab
3.5, 2)

17 e−bx sinx∂y, e−bx cosx∂y, ∂x, b ≥ 0 22 C∼ 57, (6) R(Ab
3.5, 3)

18 ∂x, x∂x + y∂y, (x2 − y2)∂x + 2xy∂y 2 C∼ 57, (13); 73, (4) R(sl(2,R), 2)

19 ∂x + ∂y, x∂x + y∂y, x2∂x + y2∂y 17 57, (13); 73, (4) R(sl(2,R), 3)

20 ∂x, x∂x + 1
2y∂y, x2∂x + xy∂y 18 57, (16); 72, (10) R(sl(2,R), 4)

21 ∂x, x∂x, x2∂x 11 C∼ 57, (16); 72, (10) R(sl(2,R), 5)
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Таблиця 4.1. (Продовження.)

N Реалiзацiї N1 N0 N3

22
y∂x − x∂y, (1 + x2 − y2)∂x + 2xy∂y,

2xy∂x + (1 + y2 − x2)∂y

3 C∼ 57, (13); 73, (4) R(so(3), 1)

23 ∂y, x∂y, ξ1(x)∂y, ξ2(x)∂y 20 58, (8) R(4A1, 11)

24 ∂x, x∂x, ∂y, y∂y 13 58, (6) R(2A2.1, 5)

25 e−x∂y, ∂x, ∂y, y∂y 23 58, (1) R(2A2.1, 7)

26 e−x∂y, −xe−x∂y, ∂x, ∂y 22 57, (21) R(A3.2⊕A1, 9)

27 e−x∂y, e−ax∂y, ∂x, ∂y, 0 < |a| ≤ 1, a 6= 1 22 57, (20) R(Aa
3.4⊕A1, 9)

28 e−bx sinx∂y, e−bx cosx∂y, ∂x, ∂y, b ≥ 0 22 C∼ 57, (20) R(Ab
3.5⊕A1, 8)

29 ∂x, x∂x, y∂y, x2∂x + xy∂y 19 58, (7) R(sl(2,R)⊕A1, 8)

30 ∂x, ∂y, x∂x, x2∂x 14 58, (3) R(sl(2,R)⊕A1, 9)

31 ∂y, −x∂y, 1
2x2∂y, ∂x 22 57, (23) R(A4.1, 8)

32 e−bx∂y, e−x∂y, −xe−x∂y, ∂x 22 57, (18) R(Ab 6=1
4.2 , 8)

33 e−x∂y, −x∂y, ∂y, ∂x 22 57, (22) R(A4.3, 8)

34 e−x∂y, −xe−x∂y, 1
2x2e−x∂y, ∂x 22 57, (19) R(A4.4, 7)

35 ∂y, x∂y, ξ1(x)∂y, y∂y 21 58, (9) R(A1,1,1
4.5 , 10)

36 e−ax∂y, e−bx∂y, e−x∂y, ∂x, −1≤a<b<1, ab 6=0 22 57, (17) R(Aa,b,1
4.5 , 7)

37 e−ax∂y, e−bx sinx∂y, e−bx cosx∂y, ∂x, a > 0 22 C∼ 57, (17) R(Aa,b
4.6, 6)

38 ∂x, ∂y, x∂y, x∂x + (2y + x2)∂y 25 58, (5) R(A4.7, 5)

39 ∂y, ∂x, x∂y, (1 + b)x∂x + y∂y, |b| ≤ 1 24 58, (4) R(Ab
4.8, 5)

40 ∂y, −x∂y, ∂x, y∂y 23 58, (2); 72, (7) R(A0
4.8, 7)

41 ∂x, ∂y, x∂x + y∂y, y∂x − x∂y 4 C∼ 58, (6) R(A4.10, 6)

42 sinx∂y, cosx∂y, y∂y, ∂x 23 C∼ 58, (1) R(A4.10, 7)

43 ∂x, ∂y, x∂x − y∂y, y∂x, x∂y 5 71, (3) dimA = 5

44 ∂x, ∂y, x∂x, y∂y, y∂x, x∂y 6 71, (2) dimA = 6

45
∂x, ∂y, x∂x + y∂y, y∂x − x∂y,

(x2 − y2)∂x − 2xy∂y, 2xy∂x − (y2 − x2)∂y

7 C∼ 73, (3) dimA = 6
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Таблиця 4.1. (Продовження.)

N Реалiзацiї N1 N0 N3

46 ∂x, ∂y, x∂x, y∂y, x2∂x, y2∂y 16 73, (3) dimA = 6

47
∂x, ∂y, x∂x, y∂y, y∂x, x∂y,

x2∂x + xy∂y, xy∂x + y2∂y

8 71, (1) dimA = 8

48 ∂y, x∂y, ξ1(x)∂y, . . . , ξr(x)∂y, r ≥ 3 20 73, (2) dimA ≥ 5

49 y∂y, ∂y, x∂y, ξ1(x)∂y, . . . , ξr(x)∂y, r ≥ 2 21 72, (8) dimA ≥ 5

50 ∂x, η1(x)∂y, . . . , ηr(x)∂y, r ≥ 4 22 73, (1) dimA ≥ 5

51 ∂x, y∂y, η1(x)∂y, . . . , ηr(x)∂y, r ≥ 3 23 72, (7) dimA ≥ 5

52 ∂x, ∂y, x∂x + cy∂y, x∂y, . . . , xr∂y, r ≥ 2 24 72, (5) dimA ≥ 5

53 ∂x, ∂y, x∂y, . . . , xr−1∂y, x∂x+(ry+xr)∂y, r ≥ 3 25 72, (6) dimA ≥ 5

54 ∂x, x∂x, y∂y, ∂y, x∂y, . . . , xr∂y, r ≥ 1 26 72, (4) dimA ≥ 5

55
∂x, ∂y, 2x∂x + ry∂y, x2∂x + rxy∂y,

x∂y, x2∂y, . . . , xr∂y, r ≥ 1
27 71, (4); 72, (1) dimA ≥ 5

56
∂x, x∂x, y∂y, x

2∂x + rxy∂y,

∂y, x∂y, x
2∂y, . . . , xr∂y, r ≥ 0

15; 28 73, (5); 72, (2) dimA ≥ 5

У таблицi 4.1 функцiї 1, x, ξ1, . . . , ξr є лiнiйно незалежними, а фун-
кцiї η1, . . . , ηr утворюють фундаментальну систему розв’язкiв звичайного
диференцiального рiвняння порядку r зi сталими коефiцiєнтами

η(r)(x) + c1η
(r−1)(x) + · · ·+ crη(x) = 0.

Зауваження 4.2. Реалiзацiя рангу два некомутативної двовимiрної дiй-
сної алгебри Лi 〈∂x, x∂x + y∂y〉 (випадок N = 4) пропущена у роботi [67].
Але її можна включити у серiю реалiзацiй 〈∂x, ∂y, x∂x+cy∂y, x∂y, . . . , x

r∂y〉,
r ≥ 1 (випадок N1 = 24), переписавши останню у виглядi 〈∂x, x∂x +

cy∂y, x
k∂y, k = 0, . . . , r〉 та наклавши додатковi умови c = 1 та xr = 0

при r = −1.

Коли побудовано повний перелiк нееквiвалентних реалiзацiй алгебр Лi
фiксованої розмiрностi, то постає питання вiддiлення реалiзацiй заданої
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алгебри Лi вiд реалiзацiй iнших алгебр тiєї самої розмiрностi. Це питання
стає особливо складним у випадку параметризованих серiй реалiзацiй.

Приклад 4.1. Розглянемо серiю {Ab
4.8} [10] дiйсних чотиривимiрних ал-

гебр Лi, параметризовану параметором |b| ≤ 1. При фiксованому значен-
нi b базиснi елементи Ab

4.8 задовольняють канонiчнi комутацiйнi спiввiд-
ношення

[e2, e3] = e1, [e1, e4] = (1 + b)e1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = be3.

В рамках першого пiдходу отримано двi нееквiвалентнi реалiзацiї ал-
гебри Ab

4.8 векторними полями в просторi двох змiнних, при |b| < 1

〈∂x, ∂y, y∂x, (1 + b)x∂x + y∂y〉,
〈∂x, y∂x, −∂y, (1 + b)x∂x + by∂y〉.

(4.5)

У випадку b = ±1 iснує єдина нееквiвалентна реалiзацiя, оскiльки при
таких значеннях параметра реалiзацiї (4.5) еквiвалентнi i слiд вибрати
лише одну з них.

С. Лi використовував другий пiдхiд до побудови усiх можливих ре-
алiзацiй скiнченновимiрних алгебр Лi на площинi. В отриманому ним
перелiку алгебри з серiї {Ab

4.8} представленi наступними реалiзацiями

〈∂y, ∂x, x∂y, x∂x + b̃y∂y〉, b̃ ∈ R, та 〈∂y,−x∂y, ∂x, y∂y〉. (4.6)

Насправдi набори реалiзацiй (4.5) та (4.6) спiвпадають. Щоб довести це,
спочатку перепозначимо змiннi x та y у (4.6) (а саме, x ↔ y) та зсунемо
параметр b̃: b̃ = 1+b′. Перенумерувавши базис у першiй реалiзацiї з (4.6)
у випадку |b′| ≤ 1, отримаємо першу реалiзацiю з (4.5), де b = b′. Якщо
|b′| > 1, перша реалiзацiя з (4.6) зводиться до другої реалiзацiї з (4.5)
при b = 1/b′ за допомогою додаткових одночасних перетворень базису
та змiнних: ẽ1 = b′e1, ẽ2 = e3, ẽ3 = −b′e2, ẽ4 = be4; x̃ = bx, ỹ = by. Друга
реалiзацiя з (4.6) спiвпадає з другою реалiзацiєю з (4.5), де b = 0.

Наведенi мiркування пояснюють в деякий спосiб, чому значення па-
раметра b = ±1 є сингулярними для серiї алгебр Лi {Ab

4.8} з точки зору
кiлькостi реалiзацiй.
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Зауваження 4.3. Очевидно, що реалiзацiї з рiзних серiй, наведених у
таблицi 4.1, нееквiвалентнi одна однiй, але можуть iснувати еквiвалентнi
реалiзацiї, що належать до однiєї i тiєї ж серiї.

Дослiдимо питання нееквiвалентностi всерединi серiй реалiзацiй, на-
ведених у таблицi 4.1.

Розглянемо реалiзацiї

N = 6, 23, 48 : 〈ξ1(x)∂y, ξ2(x)∂y, . . . , ξr+2(x)∂y〉, r ≥ 1, (4.7)

N = 35, 49 : 〈y∂y, ξ1(x)∂y, ξ2(x)∂y, . . . , ξr+2(x)∂y〉, r ≥ 1, (4.8)

параметризованi довiльними лiнiйно незалежними дiйснозначними фун-
кцiями ξi.

Будь-яка реалiзацiя з серiй (4.7) або (4.8) переходить у реалiзацiю з
тiєї ж серiї при замiнi базису з несингулярною сталою матрицею (cij)

та несингулярних замiнних змiнних x̃ = ϕ(x), ỹ = ψ(x)y. З допомогою
таких перетворень еквiвалентностi функцiї-параметри ξi змiнюються на-
ступним чином: ξ̃i(x̃) = cijψ(x)ξj(x)| x̃=ϕ(x). Таким чином, не втрачаючи
загальностi, можемо покласти ξ̃r+1 = 1 та ξ̃r+2 = x̃. Звiдси, серiї реалiза-
цiй (4.7) та (4.8) набувають вигляду наведеного в таблицi 4.1, а саме

〈∂ỹ, x̃∂ỹ, ξ̃1(x̃)∂ỹ, . . . , ξ̃r(x̃)∂ỹ〉,
〈ỹ∂ỹ, ∂ỹ, x̃∂ỹ, ξ̃1(x̃)∂ỹ, . . . , ξ̃r(x̃)∂ỹ〉.

(4.9)

Строго кажучи, нормалiзованi серiї (4.9) також мiстять еквiвалентнi ре-
алiзацiї, а вiдповiднi перетворення еквiвалентностi є обмеженнями на
перетворення еквiвалентностi, наведенi вище.

Наступний випадок — це двi серiї реалiзацiй

N = 50 : 〈∂x, η1(x)∂y, . . . , ηr(x)∂y〉, r ≥ 4, (4.10)

N = 51 : 〈∂x, y∂y, η1(x)∂y, . . . , ηr(x)∂y〉, r ≥ 3 (4.11)

параметризованi дiйсними функцiями ηi, якi утворюють фундаменталь-
ну систему розв’язкiв звичайного диференцiального рiвняння порядку r
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зi сталими коефiцiєнтами

η(r)(x) + c1η
(r−1)(x) + · · ·+ crη(x) = 0.

Перетворення, що зводять будь-яку реалiзацiю з серiй N = 50 та
N = 51 до реалiзацiї з тiєї самої серiї, породжуються замiною базису з
несингулярною сталою матрицею (cij) та замiнами змiнних x̃ = a1x+ a0,
ỹ = by+f(x), де f(x) = b0η0(x)+b1η1(x)+· · ·+brηr(x), a1, a0, b, b0, . . . , br ∈
R, a1b 6= 0. Функцiя η0(x) є розв’язком звичайного диференцiального
рiвняння η

(r)
0 (x) + c1η

(r−1)
0 (x) + · · · + crη0(x) = 1 та у випадку N = 51

додатково b0 = 0. Цi перетворення еквiвалентностi дiють на функцiї ηi

наступним чином: η̃i(a1x + a0) = cijηj(x).

4.3. Диференцiальнi iнварiанти груп Лi,
що дiють на площинi

Основи теорiї диференцiальних iнварiантiв закладено в класичних ро-
ботах Лi, Трессе [142, 143] i Картана та розвиненi в наш час [14, 53, 54,
115]. Коротко сформулюємо необхiднi означення та твердження, слiдую-
чи [115] та [14] в загальних рисах.

Розглянемо локальну r-параметричну групу G, що дiє на M ⊂ X×Y =

R×R та позначимо через pr(n)G продовжену групу перетворень, яка дiє
на пiдмножинi простору потокiв M (n) = M × Rn.

Нехай g — r-вимiрна алгебра Лi, що вiдповiдає групi G з базисними
iнфiнiтезимальними операторами {ei = ξi(x, y)∂x + ηi(x, y)∂y}. Тодi про-
довжена алгебра pr(n)g породжується продовженими диференцiальними
операторами першого порядку:

e
(n)
i = ξi(x, y)∂x + ηi(x, y)∂y +

n∑

k=1

ηk
i (x, y(k))∂y(k).

Тут i надалi n, k ∈ N, i = 1, . . . , r, а y(k) = (y, y′, . . . , y(k)) — набiр iз
залежної змiнної y та її похiдних за змiнною x порядкiв не вище k.



111

Означення 4.5. Гладка функцiя I = I(x, y(n)) : M (n) → R називається
диференцiальним iнварiантом порядку n групи G, якщо I є iнварiантом
продовженої групи pr(n)G, а саме

I(pr(n)g · (x, y(n))) = I(x, y(n)), (x, y(n)) ∈ M (n)

для усiх g ∈ G, для яких pr(n)g · (x, y(n)) визначенi.

В iнфiнiтезимальних термiнах I(x, y(n)) є диференцiальним iнварiан-
том n-го порядку групи G, якщо e

(n)
i I(x, y(n)) = 0 для будь-якого базису

iнфiнiтезимальних генераторiв e
(n)
i алгебри pr(n)g.

Розглянемо набори рангiв rk = rank{(ξi, ηi, η
1
i , . . . , η

k
i ), i = 1, . . . , r}.

Для подальших тверджень зручно ввести число ν = min{k ∈ Z | rk = r}.
Оскiльки послiдовнiсть {rk} не спадає, обмежена величиною r та досягає
значення r, то число ν iснує та мають мiсце спiввiдношення rν = rν+1 =

· · · = r.

Означення 4.6. Нехай pr(ν)g породжується набором продовжених iнфi-
нiтезимальних операторiв {e(ν)

i } та L — матриця, утворена їх коефiцiєн-
тами:

L =




ξ1 η1 η1
1 . . . η

(ν)
1

ξ2 η2 η1
2 . . . η

(ν)
2

... ... ... . . . ...
ξr ηr η1

r . . . η
(ν)
r




.

Максимальний мiнор матрицi L, який тотожно не дорiвнює нулю, нази-
вається визначником Лi.

Важливiсть наведених означень пояснюється тим фактом, що кожну
систему звичайних диференцiальних рiвнянь, iнварiантну вiдносно групи
продовженої дiї pr(n)G, локально можна представити у виглядi об’єд-
нання рiвнянь, переписаних у термiнах диференцiальних iнварiантiв G,
та умов занулення визначникiв Лi.
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Природнiм є питання: чи можливо вибрати мiнiмальний набiр дифе-
ренцiальних iнварiантiв, що дозволяє отримати усi диференцiальнi iн-
варiанти заданого порядку за допомогою скiнченної кiлькостi усталених
операцiй. Вiдповiдь на це питання позитивна.

Нижче коротко сформулюємо кiлька результатiв, якi стосуються ди-
ференцiальних iнварiантiв груп Лi, що дiють на площинi.

Означення 4.7. Максимальний набiр In функцiонально незалежних ди-
ференцiальних iнварiантiв порядку не вище n (тобто iнварiантiв продов-
женої групи pr(n)G) називається унiверсальним диференцiальним iнва-
рiантом порядку n групи G.

Зауважимо, що розмiрнiсть простору потокiв M (n) обчислюється як
dim M (n) = n + 2, а кiлькiсть функцiонально незалежних диференцiаль-
них iнварiантiв порядку n як dn = n + 2− rn.

Зрозумiло, що будь-який диференцiальний iнварiант I порядку n гру-
пи G з необхiднiстю є диференцiальним оператором порядку (n+ l) гру-
пи G, l ≥ 0. Таким чином, для будь-яких n, l ≥ 0 унiверсальний диферен-
цiальний iнварiант In+l можна отримати розширенням унiверсального
диференцiального iнварiанта In.

Означення 4.8. Векторне поле (або диференцiальний оператор) δ на
нескiнченно продовженому просторi потокiв M (∞) називається операто-
ром iнварiантного диференцiювання групи G, якщо для будь-кого дифе-
ренцiального iнварiанта I групи G вираз δI також є диференцiальним
iнварiантом G.

Будь-який оператор δ, що комутує з усiма формально нескiнченно про-
довженими базисними iнфiнiтезимальними генераторами e∞i вiдповiдної
алгебри Лi, є оператором iнварiантного диференцiювання групи G. Для
кожної групи Лi, що дiє на дiйснiй чи комплекснiй площинi, iснує рiвно
один незалежний над полем iнварiантiв даної групи оператор iнварiан-
тного диференцiювання.
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Для кожної групи Лi G iснує скiнченний базис диференцiальних iн-
варiантiв, тобто скiнченний набiр функцiонально незалежних диферен-
цiальних iнварiантiв такий, що будь-який диференцiальний iнварiант G

можна отримати з нього за допомогою скiнченної кiлькостi функцiональ-
них операцiй та операцiй iнварiантного диференцiювання. Базис дифе-
ренцiальних iнварiантiв групи G завжди мiститься в унiверсальному ди-
ференцiальному iнварiантi Iν+1.

Для повного опису диференцiальних iнварiантiв усiх груп перетворень,
що дiють на дiйснiй площинi, будуємо функцiональний базис диферен-
цiальних iнварiантiв та оператори iнварiантного диференцiювання для
кожної алгебри зi списку нееквiвалентних алгебр Лi векторних полiв на
дiйснiй площинi (див. пiдроздiл 4.2).

Використовуючи iнфiнiтезимальний пiдхiд, знаходимо базиси дифе-
ренцiальних iнварiантiв як частину унiверсального iнварiанта порядку
(ν + 1). Конструктивна процедура побудови операторiв iнварiантного
диференцiювання виводиться безпосередньо з умови їх комутування з
формально нескiнченно продовженими елементами алгебри. А саме, шу-
каємо оператор iнварiантного диференцiювання як оператор повного ди-
ференцiювання Dx з додатковим множником λ, що залежить вiд x та y(ν):
X = λ(x, y(ν))Dx, де λ : M (ν) → R. Функцiя λ неявно визначається рiв-
нянням ϕ(x, y(ν), λ) = 0, де ϕ задовольняє умову:

ζν
i ϕ = 0, ζν

i = ξi∂x + ηi∂y + η1
i ∂y′ + · · ·+ ην

i ∂y(ν) + (λDx)ξi∂λ.

Iншими словами, ϕ(x, y(ν), λ) має бути iнварiантом потокiв, породжених
векторними полями ζν

i . Зауважимо, що rank{(ζν
i ), i = 1, . . . , r} = r. Унi-

версальний iнварiант I полiв ζν
i можна представити у виглядi I = (Iν, Î),

де Î : M (ν) × R→ R, ∂Î/∂λ 6= 0. Таким чином, невiдома функцiя λ зна-
ходиться з умови Î(x, y(ν), λ) = C для фiксованої сталої C.
Приклад 4.2. Розглянемо детально алгебру Лi Ab

3.5, b ≥ 0, породжену
базисними елементами (випадок N = 17 таблицi 4.1 та 4.2):

e1 = ∂y, e2 = x∂y, e3 = −(1 + x2)∂x + (b− x)y∂y.
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Другi продовження операторiв мають вигляд:

e
(2)
1 = ∂y,

e
(2)
2 = x∂y + ∂y′,

e
(2)
3 = −(1 + x2)∂x + (b− x)y∂y − (y − (b + x)y′)∂y′ + (b + 3x)y′′∂y′′.

Оскiльки розмiрнiсть алгебри r = 3 та ранг першого продовження
r1 = 3, то ранги решти продовжених алгебр також дорiвнюють 3:
r1 = r2 = · · · = r = 3. В цьому випадку ν = 1. Таким чином, базис дифе-
ренцiальних iнварiантiв мiститься в унiверсальному диференцiальному
iнварiантi Iν+1 = I2. Визначник Лi L обчислюється як визначник ква-
дратної матрицi, утвореної коефiцiєнтами e

(2)
i , i = 1, 2, 3:

L = det




0 1 0

0 x 1

−(1 + x2) (b− x)y −(y − (b + x)y′)


 = −(1 + x2).

Визначник Лi не породжує iнварiантних диференцiальних рiвнянь.
Знайдемо базис диференцiальних iнварiантiв. Диференцiальних iнва-

рiантiв порядкiв 0 та 1 не iснує, оскiльки d0 = 0 + 2 − 2 = 0 та d1 =

1 + 2 − r1 = 0. Унiверсальний диференцiальний iнварiант I2, так са-
мо як i базис диференцiальних iнварiантiв, утворений єдиною (оскiльки
d2 = 2 + 2 − r2 = 1) функцiєю I = I(x, y, y′, y′′). Остання визначається
умовами e

(2)
i I = 0, i = 1, 2, 3, якi еквiвалентнi перевизначенiй лiнiйнiй

системi диференцiальних рiвнянь першого порядку в частинних похiдних

∂I

∂y
= 0, x

∂I

∂y
+

∂I

∂y′
= 0,

−(1 + x2)
∂I

∂x
+(b− x)y

∂I

∂y
−(y − (b + x)y′)

∂I

∂y′
+ (b + 3x)y′′

∂I

∂y′′
= 0.

З двох перших рiвнянь слiдує, що I = I(x, y′′). Базис диференцiальних
iнварiантiв цiєї реалiзацiї знаходимо як набiр функцiонально незалежних
iнтегралiв для редукованої характеристичної системи для третього рiв-
няння: I2 = {y′′(1 + x2)

3
2eb arctan x}.
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Остання задача, яку слiд розв’язати, щоб описати усi диференцiальнi
iнварiанти цiєї реалiзацiї,— це побудова оператора iнварiантного дифе-
ренцiювання.

Шукаємо оператор iнварiантного диференцiювання у виглядi
λ(x, y, y′)Dx. Тут Dx — оператор повного диференцiювання. Функцiя λ

неявно задається рiвнянням ϕ(x, y, y′, λ) = 0, де ϕ — несталий розв’я-
зок перевизначеної системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь першого
порядку в частинних похiдних

∂ϕ

∂y
= 0, x

∂ϕ

∂y
+

∂ϕ

∂y′
= 0,

(1 + x2)
∂ϕ

∂x
− (b− x)y

∂ϕ

∂y
+ (y − (b + x)y′)

∂ϕ

∂y′
+ 2xλ

∂ϕ

∂λ
= 0.

Два першi рiвняння дають умову ϕ = ϕ(x, λ). Тодi останнє рiвняння
мiстить умову ϕ = ϕ(ω), де ω = λ(1 + x2)−1, тобто функцiя λ знахо-
диться з рiвняння λ(1 + x2)−1 = 1. Вiдповiдний оператор iнварiантного
диференцiювання має вигляд (1 + x2)Dx.

Всi отриманi результати представленi у виглядi таблицi 4.2 та можуть
застосовуватись для групової класифiкацiї звичайних диференцiальних
рiвнянь довiльного фiксованого порядку. Аналогiчно можна описувати
диференцiальнi iнварiанти груп перетворень з невеликою кiлькiстю па-
раметрiв в просторах бiльше нiж двох змiнних, використовуючи класи-
фiкацiю реалiзацiй низькорозмiрних алгебр Лi [124] та застосовувати їх
до дослiдження систем звичайних диференцiальних рiвнянь та рiвнянь
в частинних похiдних.
Зауваження 4.4. Вигляд диференцiальних iнварiантiв суттєво зале-
жить вiд явного вигляду реалiзацiй. Таким чином, для того, щоб побуду-
вати оптимальний набiр iнварiантiв, слiд вибирати оптимальний вигляд
реалiзацiй. Наприклад, для реалiзацiї 〈e−bx sin x∂y, e−bx cos x∂y, ∂x〉, де
b ≥ 0 (N = 17), фундаментальний диференцiальний iнварiант, оператор
iнварiантного диференцiювання та визначник Лi мають вигляд:

I2 = y′′ + 2by′ + (b2 + 1)y, X = Dx, L = −e−2bx.
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Для еквiвалентної реалiзацiї 〈∂y, x∂y, −(1 + x2)∂x + (b − x)y∂y〉, що
розглядалась у прикладi 4.1, вiдповiднi iнварiанти складнiшi:

I2 = y′′(1 + x2)3/2eb arctanx, X = (1 + x2)Dx, L = −(1 + x2).

Випадки, позначенi “∗” у таблицi 4.2 вiдрiзняються вiд випадкiв з та-
кими ж номерами змiною ролей залежної i незалежної змiнних. Вони
наведенi одночасно, оскiльки рiзнi форми можуть бути зручними для
рiзних застосувань.

У таблицi 4.2 також використовуються наступнi позначення:

Sk+3 = (k + 1)2(y(k))2
y(k+3)− 3(k + 1)(k + 3)y(k)y(k+1)y(k+2)+

+ 2(k + 2)(k + 3)
(
y(k+1))3

,

Qk+2 = (k + 1)y(k)y(k+2) − (k + 2)
(
y(k+1))2

, Q̃3 = y′′′B1 − 3y′(y′′)2,

B0 = 1 + x2 + y2, B1 = 1 + (y′)2,

Pi,j(ϕ, ψ) = ϕ(i)ψ(j) − ϕ(j)ψ(i), R4 = 3y′′yıv − 5(y′′′)2,

Ũ5 = 4yvB3
1Q + 10yıvy′′B3

1
(
4y′′′y′ + 3(y′′)2)− 5(yıv)2B4

1+

+ 40(y′′′)2(y′′)2 (
(y′)2 − 2

)
B2

1 − 40(y′′′)3y′B3
1−

− 180y′′′y′(y′′)4 (
(y′)2 − 1

)
B2

1 − (y′′)6 (
45(6(y′)2 + 1)− 135(y′)4) ,

U5 = (y′)2 (
Q3D

2
xQ3 − 5

4(DxQ3)
2) + y′y′′Q3DxQ3 −

(
2y′y′′′ − (y′′)2) Q2

3,

V7 = (y′′)2(S5D
2
xS5 − 7

6(DxS5)
2)+ y′′y′′′S5DxS5− 1

2

(
9y′′yıv−7(y′′′)2) S2

5 ,

W (f1, f2, . . . , fr) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1(x) f2(x) . . . fr(x)

f ′1(x) f ′2(x) . . . f ′r(x)

. . . . . . . . . . . .

f
(r−1)
1 (x) f

(r−1)
2 (x) . . . f

(r−1)
r (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

Kr(η1, η2, . . . , ηr) = y(r) + c1y
(r−1) + c1y

(r−1) + · · ·+ cry,

де c1, . . . , cr — сталi коефiцiєнти звичайного диференцiального рiвняння
r-го порядку η(r)(x) + c1η

(r−1)(x) + · · · + crη(x) = 0 розв’язками якого є
функцiї η1(x), . . . , ηr(x).
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Таблиця 4.2. Диференцiальнi iнварiанти, оператори iнварiантного
диференцiювання та визначники Лi реалiзацiй алгебр Лi на площинi.

N Базис диференцiальних iнварiантiв Оператор визначник Лi

1 y Dx const

1* x, y′ Dx const

2 y′, y′′ Dx const

3 y, y′′
y′3

1
y′Dx −(y′)2

3* x, y′′ Dx const

4 y′ yDx y

5 y, y′′
(y′)2

1
y′Dx y′

5* x, y′′
y′ Dx y′

6 x, y′′ξ′′′1 (x)− y′′′ξ′′1 (x) Dx ξ′′1 (x)

7 y′′
y′ Dx y′

8 y′′ + y′ Dx −e−x

9 y′′ Dx const

10 y′′ey′ ey′Dx const

11 y′′ + 2y′ + y Dx −e−2x

12 y′′′
(y′′)2

1
y′′Dx −y′′

13 x, y′′′
y′′ Dx −y′′
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Таблиця 4.2. (Продовження.)

N Базис диференцiальних iнварiантiв Оператор визначник Лi

14 y′′y′
2−a
a−1 (y′)

1
a−1 Dx (a− 1)y′

15 y′′ + (a + 1)y′ + ay Dx (1− a)e−(1+a)x

16 y′′e−c arctan y′B
−3/2
1 e−c arctan y′B

−1/2
1 Dx B1

17 y′′ + 2by′ + (b2 + 1)y Dx −e−2bx

18 (y′′y + (y′)2 + 1)B−3/2
1 2yB

−1/2
1 Dx 2y2B1

19 (y′′(x− y) + 2y′(1 + y′))(y′)−3/2 (x− y)(y′)−1/2Dx 2y′(x− y)2

20 y3y′′ y2Dx y2

21 x, (y′)−2Q3 Dx y(y − x)y′

21* y, (3y′′2 − 2y′y′′′)(y′)−4 1
y′Dx y′

22 y′′B0B
−3/2
1 + 2(y − xy′)B−1/2

1 B0B
−1/2
1 Dx B2

0B1

23 x, y′′′P2,4(ξ1, ξ2) + y′′P4,3(ξ1, ξ2) + y(4) Dx P2,3(ξ1, ξ2)

24 y′y′′′
(y′′)2

y′
y′′Dx y′y′′

25 y′′′+y′′
y′′+y′ Dx −e−x(y′′ + y′)

26 y′′′ + 2y′′ + y′ Dx −e−2x

27 y′′′ + (1 + a)y′′ + ay′ Dx a(a− 1)e−(1+a)x

28 y′′′ + 2by′′ + (1 + b2)y′ Dx −(1 + b2)e−2bx

29 S3Q
−3/2
2

√
y
y′′Dx −2y2y′′

30 Q3(y′)−4 1
y′Dx 2y′2

31 y′′′ Dx const

32 y′′′ + (b + 2)y′′ + (2b + 1)y′ + by Dx (b− 1)2e−(b+2)x

33 y′′′ + y′′ Dx −e−x

34 y′′′ + 3y′′ + 3y′ + y Dx −e−3x

35 x, P2,4(ξ1, y)/P2,3(ξ1, y) Dx P2,3(ξ1, y)

36 y′′′ + (a + b + 1)y′′ + (ab + a + b)y′ + aby Dx
(b−a)(1−a)(1−b)

e(a+b+1)x

37 y′′′+(2b+a)y′′+(b2+2ab+1)y′ + a(b2+1)y Dx
((b−a)2+1)

e(2b+a)x
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Таблиця 4.2. (Продовження.)

N Базис диференцiальних iнварiантiв Оператор визначник Лi

38 y′′′e
y′′
2 e

y′′
2 Dx const

39 b = 1: y′′, yıv(y′′′)−2 1
y′′′Dx y′′′

b 6= 1: (y′′)
2−b
b−1 y′′

1
b−1 Dx (1− b)y′′

40 y′′′
y′′ Dx −y′′

41 (y′′)−2B1y
′′′ − 3y′ B1

y′′ Dx 3y′′B1

42 y′′′+y′
y′′+y Dx y′′ + y

43 (3y′′yıv − 5(y′′′)2)(y′′)−8/3 (y′′)−1/3Dx y′′

44 S5R
−3/2
4 y′′R−1/2

4 Dx (y′′)2R4

45 Ũ5Q̃
−3
3 B1Q̃

−1/2
3 Dx −16B1Q̃

2
3

46 U5Q
−3
3 y′Q−1/2

3 Dx −4y′Q−2
3

47 V7S
−8/3
5 y′′S−1/3

5 Dx −2y′′S2
5

48 x, W (y′′, ξ′′1 , ξ′′2 , . . . , ξ′′r ) Dx W (ξ′′1 , ξ′′2 , . . . , ξ′′r )

49 x, Dx ln |W (y′′, ξ′′1 , ξ′′2 , . . . , ξ′′r )| Dx W (y′′, ξ′′1 , . . . , ξ′′r )

50 Kr(η1, . . . , ηr) Dx W (η1, η2, . . . , ηr)

51 Dx ln |Kr(η1, . . . , ηr)| Dx W (y, η1, . . . , ηr)

52 c 6= r + 1: (y(r+1))
2−c+r
c−r−1 y(r+2) (y(r+1))

1
c−r−1 Dx y(r+1)

c = r + 1: y(r+1), y(r+3)

(y(r+2))2
1

y(r+2) Dx y(r+2)

53 y(r+1)e
y(r)

r! e
y(r)

r! Dx const

54 y(r+1)y(r+3)

(y(r+2))2
y(r+1)

y(r+2) Dx y(r+1)y(r+2)

55 Qr+3(y(r+1))−
2r+8
r+2 (y(r+1))−

2
r+2 Dx y(r+1)

56 Sr+4Q
−3/2
r+3 y(r+1)Q

−1/2
r+3 Dx y(r+1)Qr+3
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4.4. Висновки до роздiлу 4

У роздiлi 4 побудовано усi нееквiвалентнi реалiзацiї три- та чотиривимiр-
них нерозв’язних алгебр Лi, отримано класифiкацiю алгебр Лi векторних
полiв, що дiють на дiйснiй площинi та повний опис їх диференцiальних
iнварiантiв.

Результати цього роздiлу можна застосувати до групової класифiкацiї
звичайних диференцiальних рiвнянь довiльного порядку над полем дiй-
сних чисел та для побудови рiвнянь в частинних похiдних та їх систем,
iнварiантних вiдносно дiйсних нерозв’язних алгебр Лi розмiрностей не
вище чотирьох, а також до теорiї iндукованих зображень, до побудови
рiзницевих схем для чисельного розв’язування диференцiальних рiвнянь,
для знаходження розв’язкiв звичайних диференцiальних рiвнянь за до-
помогою нелокальних перетворень [51] та iн.

Основнi результати роздiлу 4 опублiковано в роботах [109–111,113].
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Висновки

Основнi результати дисертацiї можна пiдсумувати таким чином:

1. Розроблено теоретичнi основи для вивчення контракцiй алгебр Лi
над дiйсним i комплексним полями та запропоновано новi необхiднi
критерiї iснування контракцiй алгебр Лi. Побудовано ряд важливих
прикладiв, якi спростовують вiдомi гiпотези i твердження та дають
пiдстави для формулювання нових гiпотез.

2. Доведено теорему, що мiстить повний перелiк необхiдних критерi-
їв iснування контракцiй низькорозмiрних алгебр Лi. На основi цiєї
теореми виокремлено усi випадки, коли мiж двома фiксованими ал-
гебрами не iснує контракцiй.

3. Сформульовано алгоритм знаходження контракцiй скiнченновимiр-
них алгебр Лi, за допомогою якого описано всi слабо нееквiвалент-
нi контракцiї дiйсних низькорозмiрних алгебр Лi. Використовуючи
отриманi контракцiї, дослiджено рiвнi та ко-рiвнi низькорозмiрних
алгебр Лi вiдносно контракцiй та розширено класифiкацiю контрак-
цiй на випадок комплексного поля.

4. Знайдено всi нееквiвалентнi реалiзацiї дiйсних нерозв’язних алгебр
Лi розмiрностей не вищих нiж чотири векторними полями в просторi
довiльної скiнченної кiлькостi змiнних.

5. Отримано повну класифiкацiю алгебр Лi векторних полiв, що дiють
на площинi, та вичерпно описано множину їх диференцiальних iн-
варiантiв, а саме: базиси диференцiальних iнварiантiв, визначники
Лi та оператори iнварiантного диференцiювання.
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Lie résolubles / Représentations des groupes de Lie résolubles, Editors
P. Bernat et al., Monographies de la Société Mathématique de France,
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Додаток A

Алгебраїчнi характеристики дiйсних
низькорозмiрних алгебр Лi

У Додатку A зiбранi рiзнi результати, що стосуються низькорозмiрних
алгебр Лi. Данi перелiки мiстять як добре вiдомi уточненi та виправ-
ленi результати, так i новi характеристики, отриманi в ходi дослiджень
за темою дисертацiйної роботи. Класифiкацiя та нумерацiя цих алгебр
вiдповiдає запропонованiй Г.М. Мубаракзяновим. Для кожної алгебри A

наведено

• лише ненульовi комутатори мiж базисними елементами,

• ряд похiдних,

• нижнiй центральний ряд,

• групу Int внутрiшнiх автоморфiзмiв (а саме, загальний вигляд ма-
трицi, що задає Int у вибраному базисi A),

• повну групу автоморфiзмiв Aut (а саме, загальний вигляд матрицi,
що задає Aut у вибраному базисi A, завжди маємо на увазi, що цi
матрицi не виродженi),

• базис алгебри диференцiювань Der,

• набiр M0 власних мегаiдеалiв (за винятком невласних мегаiдеалiв
{0} та вся алгебра A, якi iснують для кожної алгебри),

• набiр Ch0 власних характеристичних iдеалiв, якi не є мегаiдеалами,

• набiр I0 власних iдеалiв, якi не є характеристичними,
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• повний набiр S Int-нееквiвалентних власних пiдалгебр впорядкова-
них вiдносно розмiрностей та структур,

• набiр функцiонально незалежних iнварiантiв алгебри.

Використовуємо наступнi параметри:

ε = ±1, κ, γ, ν, ζ, p, q, αij, θi ∈ R, p2 + q2 = 1,

та позначення:

mi1...ik
j1...jk

(для фiксованих значень i1, . . . , ik та j1, . . . , jk) є визначником
матрицi (aij)

i∈{i1...ik}
j∈{j1...jk};

si1...ik
j1j2

є скалярним добутком пiдстовпчикiв та j2-го стовпчикiв, а
саме si1...ik

j1j2
= ai1j1ai1j2 + ai2j1ai2j2 + · · ·+ aikj1aikj2;

Eij (для фiксованих значень i та j) позначає матрицю (δii′δjj′) де i′

та j′ пробiгають номери рядкiв та стовпикiв вiдповiдно, тобто матри-
ця з одиницею на перетинi i-го рядка та j-го стовпчика та рештою
нульових елементiв;

iндекси i, j, k, i′, j′, k′ змiнюються вiд 1 до dim A; δik — символ
Кронекера.

Перелiк нееквiвалентних пiдалгебр тривимiрних та чотиривимiрних
алгебр Лi наведено згiдно класифiкацiї Патери та Вiнтернiца [120], де
базиснi елементи пiдалгебр наведенi у такому порядку, що базиснi еле-
менти вiдповiдної алгебри диференцiювань записанi праворуч вiд крапки
з комою. Для абелевих пiдалгебр крапка з комою, що має стояти вкiн-
цi, опускається. Функцiонально незалежнi набори iнварiантiв алгебр Лi
наведенi згiдно роботи [119].
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A.1. Дiйснi двовимiрнi алгебри Лi

2A1: (абелева)
Ряд похiдних: A(1) = 0, A(2) = 0, . . .
Нижнiй центральний ряд: A1 = 0, A2 = 0, . . .

Будь-який векторний пiдпростiр 2A1 є пiдалгеброю а також iдеалом в
2A1, крiм того Aut(2A1) = GL(2,R).

Int :

(
1 0

0 1

)
Aut:

(
α11 α12

α21 α22

)

Der: E11, E12, E13, E21, E22 dim Der = 4

M0 : —
Ch0 : —
I0 = S

S: 1-dim ∼ A1: 〈e1 + κe2〉, 〈e2〉
Зауважимо, що можливе iнше нормування параметрiв для одновимiрних
пiдалгебр: 〈α1e1 + α2e2〉, 0 < α2

1 + α2
2 ≤ 1.

Iнварiанти: e1, e2

A2.1: (розв’язна) [e1, e2] = e1

Ряд похiдних: A(1) = 〈e1〉, A(2) = 0, . . .
Нижнiй центральний ряд: A1 = 〈e1〉, A2 = 〈e1〉, . . .

Int :

(
eθ2 θ1

0 1

)
Aut:

(
α11 α12

0 1

)

Der: E11, E12 dim Der = 2

M0 : 〈e1〉
Ch0 : —
I0 : —
S: 1-dim ∼ A1: 〈e1〉
Iнварiанти: немає
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A.2. Дiйснi тривимiрнi алгебри Лi

3A1: [2(0)] (абелева, Бiанчi I)

Ряд похiдних: A(1) = 0, A(2) = 0, . . .

Нижнiй центральний ряд: A1 = 0, A2 = 0, . . .

Будь-який векторний пiдпростiр 3A1 є пiдалгеброю та iдеалом в 3A1, та
Aut(3A1) = GL(3,R).

Int :




1 0 0

0 1 0

0 0 1


 Aut:




α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33




Der: E11, E12, E13, E21, E22, E23, E31, E32, E33 dim Der = 9

M0 : —
Ch0 : —
I0 = S

S: 1-dim ∼ A1: 〈e1 + κe2 + γe3〉, 〈e2 + κe3〉, 〈e3〉
2-dim ∼ 2A1: 〈e1 + κe3, e2 + γe3〉, 〈e1 + κe2, e3〉, 〈e2, e3〉

Зауважимо, що можливе iнше нормування параметрiв для одновимiрних
пiдалгебр: 〈α1e1 + α2e2 + α3e3〉, 0 < α2

1 + α2
2 + α2

3 ≤ 1.

Iнварiанти: e1, e2, e3

A2.1 ⊕ A1: [(0)(1)] (розкладна, розв’язна, Бiанчi III)

[e1, e2] = e1

Ряд похiдних: A(1) = 〈e1〉, A(2) = 0, . . .

Нижнiй центральний ряд: A1 = 〈e1〉, A2 = 〈e1〉, . . .

Int :




eθ2 θ1 0

0 1 0

0 0 1


 Aut:




α11 α12 0

0 1 0

0 α32 α33




Der: E11, E12, E32, E33 dim Der = 4
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M0 : 〈e1〉, 〈e3〉, 〈e1, e3〉
Ch0 : —
I0 : 〈e2 + κe3; e1〉
S: 1-dim ∼ A1: 〈pe3 + qe2〉, 〈e1 + εe3〉, 〈e1〉

2-dim ∼ 2A1: 〈e2, e3〉, 〈e1, e3〉
∼ A2.1: 〈e2 + κe3; e1〉

Iнварiанти: e3

A3.1: [(0)2] (алгебра Вейля та Гейзенберга, нiльпотентна, Бiанчi II)

[e2, e3] = e1

Ряд похiдних: A(1) = 〈e1〉, A(2) = 0, . . .

Нижнiй центральний ряд: A1 = 〈e1〉, A2 = 0, . . .

Int :




1 θ3 θ2

0 1 0

0 0 1


 Aut:




m23
23 α12 α13

0 α22 α23

0 α32 α33




Der: E11 + E22, E12, E13, E23, E32, −E22 + E33 dim Der = 6

M0 : 〈e1〉
Ch0 : —
I0 : 〈e1, pe2 + qe3〉
S: 1-dim ∼ A1: 〈e1〉, 〈pe2 + qe3〉

2-dim ∼ 2A1: 〈e1, pe2 + qe3〉
Iнварiанти: e1

A3.2: [(1)2] (розв’язна, Бiанчi IV)

[e1, e3] = e1, [e2, e3] = e1 + e2

Ряд похiдних: A(1) = 〈e1, e2〉, A(2) = 0, . . .

Нижнiй центральний ряд: A1 = 〈e1, e2〉, A2 = 〈e1, e2〉, . . .
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Int :




eθ3 θ3e
θ3 θ1 + θ2

0 eθ3 θ2

0 0 1


 Aut:




α11 α12 α13

0 α11 α23

0 0 1




Der: E11 + E22, E12, E13, E23 dim Der = 4

M0 : 〈e1〉, 〈e1, e2〉
Ch0 : —
I0 : —
S: 1-dim ∼ A1: 〈e1〉, 〈e2〉, 〈e3〉

2-dim ∼ 2A1: 〈e1, e2〉
∼ A2.1: 〈e3; e1〉

Iнварiанти: e1 exp(−e2/e1)

A3.3: [2(1)] (розв’язна, Бiанчi V)

[e1, e3] = e1, [e2, e3] = e2

Ряд похiдних: A(1) = 〈e1, e2〉, A(2) = 0, . . .

Нижнiй центральний ряд: A1 = 〈e1, e2〉, A2 = 〈e1, e2〉, . . .

Int :




eθ3 0 θ1

0 eθ3 θ2

0 0 1


 Aut:




α11 α12 α13

α21 α22 α23

0 0 1




Der: E11, E12, E13, E21, E22, E23 dim Der = 6

M0 : 〈e1, e2〉
Ch0 : —
I0 : 〈pe1 + qe2〉
S: 1-dim ∼ A1: 〈e3〉, 〈pe1 + qe2〉

2-dim ∼ 2A1: 〈e1, e2〉
∼ A2.1: 〈e3; pe1 + qe2〉

Iнварiанти: e2/e1
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Aa
3.4: [(1)(a)] (розв’язна, Бiанчi VI)

[e1, e3] = e1, [e2, e3] = ae2, −1 ≤ a < 1, a 6= 0

Ряд похiдних: A(1) = 〈e1, e2〉, A(2) = 0, . . .
Нижнiй центральний ряд: A1 = 〈e1, e2〉, A2 = 〈e1, e2〉, . . .

Int :




eθ3 0 θ1

0 eaθ3 θ2

0 0 1




−1 < a < 1, a 6= 0:

Aut:




α11 0 α13

0 α22 α23

0 0 1


 Der: E11, E13, E22, E23 dim Der = 4

M0 : 〈e1〉, 〈e2〉, 〈e1, e2〉
Ch0 : —
I0 : —
S: 1-dim ∼ A1: 〈e1〉, 〈e2〉, 〈e3〉, 〈e1 + εe2〉

2-dim ∼ 2A1: 〈e1, e2〉
∼ A2.1: 〈e3; e1〉, 〈e3; e2〉

Iнварiанти: e−a
1 e2

a = −1 ( ∼ p(1, 1), тобто алгебра Пуанкаре у R1,1):

Aut:




α11 0 α13

0 α22 α23

0 0 1


,




0 α12 α13

α21 0 α23

0 0 −1




Der: E11, E13, E22, E23 dim Der = 4

M0 : 〈e1, e2〉
Ch0 : 〈e1〉, 〈e2〉
I0 : —
S: 1-dim ∼ A1: 〈e1〉, 〈e2〉, 〈e3〉, 〈e1 + εe2〉

2-dim ∼ 2A1: 〈e1, e2〉
∼ A2.1: 〈e3; e1〉, 〈e3; e2〉

Iнварiанти: e1e2
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Ab
3.5: [(b, 1)] (розв’язна, Бiанчi VII)

[e1, e3] = be1 − e2, [e2, e3] = e1 + be2, b ≥ 0

Ряд похiдних: A(1) = 〈e1, e2〉, A(2) = 0, . . .

Нижнiй центральний ряд: A1 = 〈e1, e2〉, A2 = 〈e1, e2〉, . . .
Канонiчнi комутацiйнi спiввiдношення алгебри типу VII за класифiкацi-
єю Бiанчi: [e′1, e

′
2] = 0, [e′1, e

′
3] = e′2, [e′2, e

′
3] = −e′1 + he′2, h2 < 4 можна

звести до канонiчних комутацiйних спiввiдношень алгебри Ab
3.5 за допо-

могою замiни базису: e1 = −2b
h e′1 + be′2, e2 = e′2, e3 = 2b

h e′3, b = h√
4−h2

.

Int :




cos θ3e
bθ3 sin θ3e

bθ3 bθ1 + θ2

− sin θ3e
bθ3 cos θ3e

bθ3 −θ1 + bθ2

0 0 1




b > 0:

Aut :




α11 α12 α13

−α12 α11 α23

0 0 1




Der: E11 + E22, E12 − E21, E13, E23 dim Der = 4

M0 : 〈e1, e2〉
Ch0 : —
I0 : —
S: 1-dim ∼ A1: 〈e1〉, 〈e3〉

2-dim ∼ 2A1: 〈e1, e2〉

Iнварiанти: (e2
1 + e2

2) exp

(
−2b arctan

e2

e1

)

b = 0 ( ∼ e(2), тобто алгебра Евклiда у R2):

Aut:




α11 α12 α13

−α12 α11 α23

0 0 1


,




α11 α12 α13

α12 −α11 α23

0 0 −1




Der: E11 + E22, E12 − E21, E13, E23 dim Der = 4
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M0 : 〈e1, e2〉
Ch0 : —
I0 : —
S: 1-dim ∼ A1: 〈e1〉, 〈e3〉

2-dim ∼ 2A1: 〈e1, e2〉
Iнварiанти: e2

1 + e2
2

sl(2,R): [e1, e2] = e1, [e2, e3] = e3, [e1, e3] = 2e2

(∼ su(1, 1) ∼ so(1, 2) ∼ sp(1,R), проста, Бiанчi VIII, досконала)

Ряд похiдних: A(1) = 〈e1, e2, e3〉, A(2) = 〈e1, e2, e3〉, . . .
Нижнiй центральний ряд: A1 = 〈e1, e2, e3〉, A2 = 〈e1, e2, e3〉, . . .
Канонiчнi комутацiйнi спiввiдношення алгебри sl(2,R) можна звести до
канонiчних комутацiйних спiввiдношень алгебри so(1, 2) [e′1, e

′
2] = −e′3,

[e′2, e
′
3] = e′1, [e′3, e

′
1] = e′2, за допомогою замiни базису e′i = ejβji, де

(βij) =




0 1
2

1
2

1 0 0

0 −1
2

1
2


.

У базисi {e′i} Int спiвпадає з матричною групою Lor(1, 2) 3× 3 матриць
Лоренца, тобто

Int(so(1, 2)) : J1(ϕ1)J
2(ϕ2)J

3(ϕ3), де

J1(ϕ1) =




1 0 0

0 cosh ϕ1 sinh ϕ1

0 sinh ϕ1 cosh ϕ1


, J2(ϕ2) =




cosh ϕ2 0 sinh ϕ2

0 1 0

sinh ϕ2 0 cosh ϕ2


,

J3(ϕ3) =




cos ϕ3 sin ϕ3 0

− sin ϕ3 cos ϕ3 0

0 0 1


.

Таким чином, Int(sl(2,R)) : (βij)J
1(ϕ1)J

2(ϕ2)J
3(ϕ3)(βij)

−1

Aut(so(1, 2)) спiвпадає з матричною групою SO(1, 2) спецiальних псев-
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доортогональних 3 × 3 матриць, якi породжуються елементами
Int(so(1, 2)) = Lor(1, 2) та додатковим дискретним перетворенням:

E =




1 0 0

0 −1 0

0 0 −1


.

Таким чином, група автоморфiзмiв алгебри sl(2,R) записується у вигля-
дi:

Aut(sl(2,R)) : (βij)J
1(ϕ1)J

2(ϕ2)J
3(ϕ3)(βij)

−1,
(βij)EJ1(ϕ1)J

2(ϕ2)J
3(ϕ3)(βij)

−1

Der: E12 + 2E23, 2E21 + E32, E11 − E33 dim Der = 3

M0 : —
Ch0 : —
I0 : —
S: 1-dim ∼ A1: 〈e1〉, 〈e2〉, 〈e1 + e3〉

2-dim ∼ A2.1: 〈e2; e1〉
Iнварiанти: e2

2 − (e1e3 + e3e2)/2

so(3): [e2, e3] = e1, [e3, e1] = e2, [e1, e2] = e3 ( ∼ su(2) ∼ sp(1), проста,
Бiанчi IX, досконала)

Ряд похiдних: A(1) = 〈e1, e2, e3〉, A(2) = 〈e1, e2, e3〉, . . .
Нижнiй центральний ряд: A1 = 〈e1, e2, e3〉, A2 = 〈e1, e2, e3〉, . . .
Для алгебри so(3), Aut спiвпадає з Int i є матричною групою SO(3)

спецiальних ортогональних 3× 3 матриць, тобто

Aut = Int :




α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33


, де αijαkj = δik та det (αij) = 1.

В явному виглядi будь-яка спецiальна ортогональна 3× 3 матриця (αij)

може бути представлена через кути Ейлера ϕi: (αij) = J1(ϕ1)J
2(ϕ2)J

3(ϕ3),
де J i(ϕi) матриця поворотiв на кут ϕi вiдносно i-ї осi:
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J1(ϕ1) =




1 0 0

0 cos ϕ1 sin ϕ1

0 − sin ϕ1 cos ϕ1


, J2(ϕ2) =




cos ϕ2 0 − sin ϕ2

0 1 0

sin ϕ2 0 cos ϕ2


,

J3(ϕ3) =




cos ϕ3 sin ϕ3 0

− sin ϕ3 cos ϕ3 0

0 0 1


.

Der: E23 + E32, E31 + E13, E12 − E21 dim Der = 3

M0 : —
Ch0 : —
I0 : —
S: 1-dim ∼ A1: 〈e1〉
Iнварiанти: e2

1 + e2
2 + e2

3

A.3. Дiйснi чотиривимiрнi алгебри Лi

4A1: [3(0)] (абелева)

Ряд похiдних: A(1) = 0, A(2) = 0, . . .

Нижнiй центральний ряд: A1 = 0, A2 = 0, . . .

Будь-який векторний пiдпростiр 4A1 є пiдалгеброю та iдеалом в 4A1, та
Aut(4A1) = GL(4,R).

Int :




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




Aut:




α11 α12 α13 α14

α21 α22 α23 α24

α31 α32 α33 α34

α41 α42 α43 α44




Der: E11, E12, E13, E14, E21, E22, E23, E24, E31, E32, E33, E34, E41, E42,
E43, E44 dim Der = 16

M0 : —
Ch0 : —
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I0 = S

S: 1-dim ∼ A1: 〈e1 + κe2 + γe3 + ζe4〉, 〈e2 + κe3 + γe4〉, 〈e3 + κe4〉, 〈e4〉
2-dim ∼ 2A1: 〈e1 +κe3 + γe4, e2 + ζe3 + νe4〉, 〈e1 +κe2 + γe4, e3 + ζe4〉,

〈e2 + κe4, e3 + γe4〉, 〈e1 + κe2 + γe3, e4〉, 〈e2 + κe3, e4〉,
〈e3, e4〉.

3-dim ∼ 3A1: 〈e1 +κe4, e2 + γe4, e3 + ζe4〉, 〈e1 +κe2, e3, e4〉, 〈e2, e3, e4〉,
〈e1 + κe3, e2 + γe3, e4〉

Iнварiанти: e1, e2, e3, e4

A2.1 ⊕ 2A1: [2(0)(1)] (розкладна, розв’язна)

[e1, e2] = e1

Ряд похiдних: A(1) = 〈e1〉, A(2) = 0, . . .

Нижнiй центральний ряд: A1 = 〈e1〉, A2 = 〈e1〉, . . .

Int :




eθ2 θ1 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




Aut:




α11 α12 0 0

0 1 0 0

0 α32 α33 α34

0 α42 α43 α44




Der: E11, E12, E32, E33, E34, E42, E43, E44 dim Der = 8

M0 : 〈e1〉, 〈e3, e4〉, 〈e1, e3, e4〉
Ch0 : —
I0 : 〈pe3 + qe4〉, 〈e2 + κe3 + γe4; e1〉, 〈e1, pe3 + qe4〉, 〈e2 + κ(qe3 − pe4),

pe3 + qe4; e1〉
S: 1-dim ∼ A1: 〈e1〉, 〈pe3 + qe4〉, 〈e2 + κe3 + γe4〉, 〈e1 + pe3 + qe4〉

2-dim ∼ 2A1: 〈e2 + κ(qe3 − pe4), pe3 + qe4〉, 〈e3, e4〉, 〈e1 + qe3 − pe4,
pe3 + qe4〉, 〈e1, pe3 + qe4〉

∼ A2.1: 〈e2 + κe3 + γe4; e1〉
3-dim ∼ 3A1: 〈e2, e3, e4〉, 〈e1, e3, e4〉

∼ A2.1 ⊕ A1: 〈e2 + κ(qe3 − pe4), pe3 + qe4; e1〉
Iнварiанти: e3, e4
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2A2.1: [(0)(1), (1) 2(0)] (розкладна розв’язна, досконала)

[e1, e2] = e1, [e3, e4] = e3

Ряд похiдних: A(1) = 〈e1, e3〉, A(2) = 0, . . .

Нижнiй центральний ряд: A1 = 〈e1, e3〉, A2 = 〈e1, e3〉, . . .

Int :




eθ2 θ1 0 0

0 1 0 0

0 0 eθ4 θ3

0 0 0 1




Aut:




α11 α12 0 0

0 1 0 0

0 0 α33 α34

0 0 0 1



,




0 0 α13 α14

0 0 0 1

α31 α32 0 0

0 1 0 0




Der: E11, E12, E33, E34 dim Der = 4

M0 : 〈e1, e3〉, 〈e2 + εe4; e1, e3〉
Ch0 : 〈e1〉, 〈e3〉, 〈e2; e1〉, 〈e4; e3〉, 〈e2, e3; e1〉, 〈e1, e4; e3〉, 〈e2 + κe4; e1, e3〉,
κ 6= 0,±1

I0 : —
S: 1-dim ∼ A1: 〈e1〉, 〈e3〉, 〈e4〉, 〈e2+κe4〉, 〈e2+εe3〉, 〈e1+εe3〉, 〈e1+εe4〉

2-dim ∼ 2A1: 〈e2, e4〉, 〈e2, e3〉, 〈e1, e4〉, 〈e1, e3〉
∼ A2.1: 〈e2 +κe4; e1〉, 〈e4 +κe2; e3〉, 〈e2 + εe3; e1〉, 〈e4 + εe1; e3〉,

〈e2 + e4; e1 + εe3〉
3-dim ∼ A2.1 ⊕ A1: 〈e2, e4; e1〉, 〈e2, e3; e1〉, 〈e2, e4; e3〉, 〈e1, e4; e3〉

∼ A3.3: 〈e2 + e4; e1, e3〉
∼ Aa

3.4: 〈e2 + κe4; e1, e3〉
Параметр a в алгебрi Aa

3.4 задовольняє умову:

a =

{
κ, −1 ≤ κ < 1, κ 6= 0,
1
κ , |κ| > 1

Iнварiанти: немає
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A3.1 ⊕ A1: [(0)2(0)] (розкладна нiльпотентна)

[e2, e3] = e1

Ряд похiдних: A(1) = 〈e1〉, A(2) = 0, . . .

Нижнiй центральний ряд: A1 = 〈e1〉, A2 = 0, . . .

Int :




1 θ3 θ2 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




Aut:




m23
23 α12 α13 α14

0 α22 α23 0

0 α32 α33 0

0 α42 α43 α44




Der: E12, E13, E14, E11 + E22, E23, E32, E11 + E33, E42, E43, E44

dim Der = 10

M0 : 〈e1〉, 〈e1, e4〉
Ch0 : —
I0 : 〈e1+κe4〉, 〈e4〉, 〈e1, e4+κ(pe2+qe3)〉, 〈e1, pe2+qe3〉, 〈e1, pe2+qe3, e4〉,

〈e2 + νe4, e3 + γe4; e1〉, κ 6= 0

S: 1-dim ∼ A1: 〈e1 + κe4〉, 〈e4〉, 〈pe2 + qe3 + κe4〉
2-dim ∼ 2A1: 〈e1, e4+κ(pe2+qe3)〉, 〈e4, pe2+qe3〉, 〈e1+κe4, pe2+qe3〉
3-dim ∼ 3A1: 〈e1, pe2 + qe3, e4〉

∼ A3.1: 〈e2 + κe4, e3 + γe4; e1〉
Iнварiанти: e1, e4

A3.2 ⊕ A1: [(0)(1)2] (розкладна розв’язна)

[e1, e3] = e1, [e2, e3] = e1 + e2

Ряд похiдних: A(1) = 〈e1, e2〉, A(2) = 0, . . .

Нижнiй центральний ряд: A1 = 〈e1, e2〉, A2 = 〈e1, e2〉, . . .

Int :




eθ3 θ3e
θ3 θ1 + θ2 0

0 eθ3 θ2 0

0 0 1 0

0 0 0 1




Aut:




α11 α12 α13 0

0 α11 α23 0

0 0 1 0

0 0 α43 α44
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Der: E12, E13, E11 + E22, E23, E43, E44 dim Der = 6

M0 : 〈e1〉, 〈e4〉, 〈e1, e2〉, 〈e1, e4〉, 〈e1, e2, e4〉
Ch0 : —
I0 : 〈e3 + κe4; e1, e2〉
S: 1-dim ∼ A1: 〈e1〉, 〈e1 + εe4〉, 〈e2 + κe4〉, 〈e3 + κe4〉, 〈e4〉

2-dim ∼ 2A1: 〈e1 + κe4, e2〉, 〈e1, e2 + εe4〉, 〈e1, e4〉, 〈e2, e4〉, 〈e3, e4〉
∼ A2.1: 〈e3 + κe4; e1〉

3-dim ∼ 3A1: 〈e1, e2, e4〉
∼ A2.1 ⊕ A1: 〈e3, e4; e1〉
∼ A3.2: 〈e3 + κe4; e1, e2〉

Iнварiанти: e1 exp(−e2/e1), e4

A3.3 ⊕ A1: [(0) 2(1)] (розкладна розв’язна)

[e1, e3] = e1, [e2, e3] = e2

Ряд похiдних: A(1) = 〈e1, e2〉, A(2) = 0, . . .

Нижнiй центральний ряд: A1 = 〈e1, e2〉, A2 = 〈e1, e2〉, . . .

Int :




eθ3 0 θ1 0

0 eθ3 θ2 0

0 0 1 0

0 0 0 1




Aut:




α11 α12 α13 0

α21 α22 α23 0

0 0 1 0

0 0 α43 α44




Der: E11, E12, E13, E21, E22, E23, E43, E44 dim Der = 8

M0 : 〈e4〉, 〈e1, e2〉, 〈e1, e2, e4〉
Ch0 : —
I0 : 〈pe1 + qe2〉, 〈pe1 + qe2, e4〉, 〈e3 + κe4; e1, e2〉
S: 1-dim ∼ A1: 〈e4〉, 〈pe1 + qe2〉, 〈e3 + κe4〉, 〈pe1 + qe2 + εe4〉

2-dim ∼ 2A1: 〈e1, e2〉, 〈e3, e4〉, 〈pe1 + qe2, e4〉, 〈e1, e2 + εe4〉,
〈e1 + εe4, e2 + κe1〉

∼ A2.1: 〈e3 + κe4; pe1 + qe2〉
3-dim ∼ 3A1: 〈e1, e2, e4〉
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∼ A2.1 ⊕ A1: 〈e3, e4; pe1 + qe2〉
∼ A3.2: 〈e3 + κe4; e1, e2〉

Iнварiанти: e2/e1, e4

Aa
3.4 ⊕ A1: [(0)(1)(a)] (розкладна розв’язна)

[e1, e3] = e1, [e2, e3] = ae2, −1 ≤ a < 1, a 6= 0

Ряд похiдних: A(1) = 〈e1, e2〉, A(2) = 0, . . .

Нижнiй центральний ряд: A1 = 〈e1, e2〉, A2 = 〈e1, e2〉, . . .

Int :




eθ3 0 θ1 0

0 eaθ3 θ2 0

0 0 1 0

0 0 0 1




−1 < a < 1, a 6= 0:

Aut:




α11 0 α13 0

0 α22 α23 0

0 0 1 0

0 0 α43 α44




Der: E11, E13, E22, E23, E43, E44 dim Der = 6

M0 : 〈e1〉, 〈e2〉, 〈e4〉, 〈e1, e2〉, 〈e1, e4〉, 〈e2, e4〉, 〈e1, e2, e4〉
Ch0 : —
I0 : 〈e3 + κe4; e1, e2〉
S: 1-dim ∼ A1: 〈e1〉, 〈e2〉, 〈e4〉, 〈e1 + εe4〉, 〈e2 + εe4〉, 〈e3 + κe4〉,

〈e1 + εe2 + κe4〉
2-dim ∼ 2A1: 〈e1, e2〉, 〈e1, e4〉, 〈e2, e4〉, 〈e3, e4〉, 〈e1 + εe2, e4〉,

〈e1, e2 + εe4〉, 〈e1 + εe4, e2 + κe4〉
∼ A2.1: 〈e3 + κe4; e1〉, 〈e3 + κe4; e2〉

3-dim ∼ 3A1: 〈e1, e2, e4〉
∼ A2.1 ⊕ A1: 〈e3, e4; e1〉, 〈e3, e4; e2〉
∼ Aa

3.4: 〈e3 + κe4; e1, e2〉
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Iнварiанти: e−a
1 e2, e4

a = −1:

Aut :




α11 0 α13 0

0 α22 α23 0

0 0 1 0

0 0 α43 α44



,




0 α12 α13 0

α21 0 α23 0

0 0 −1 0

0 0 α43 α44




Der: E11, E13, E22, E23, E43, E44 dim Der = 6

M0 : 〈e4〉, 〈e1, e2〉, 〈e1, e2, e4〉
Ch0 : 〈e1〉, 〈e2〉, 〈e1, e4〉, 〈e2, e4〉
I0 : 〈e3 + κe4; e1, e2〉
S: 1-dim ∼ A1: 〈e1〉, 〈e2〉, 〈e4〉, 〈e1 + εe4〉, 〈e2 + εe4〉, 〈e3 + κe4〉,

〈e1 + εe2 + κe4〉
2-dim ∼ 2A1: 〈e1, e2〉, 〈e1, e4〉, 〈e2, e4〉, 〈e3, e4〉, 〈e1 + εe2, e4〉,

〈e1, e2 + εe4〉, 〈e1 + εe4, e2 + κe4〉
∼ A2.1: 〈e3 + κe4; e1〉, 〈e3 + κe4; e2〉

3-dim ∼ 3A1: 〈e1, e2, e4〉
∼ A2.1 ⊕ A1: 〈e3, e4; e1〉, 〈e3, e4; e2〉
∼ Aa

3.4: 〈e3 + κe4; e1, e2〉
Iнварiанти: e1e2, e4

Ab
3.5 ⊕ A1: [(0)(b, 1)] (розкладна розв’язна)

[e1, e3] = be1 − e2, [e2, e3] = e1 + be2, b ≥ 0

Ряд похiдних: A(1) = 〈e1, e2〉, A(2) = 0, . . .

Нижнiй центральний ряд: A1 = 〈e1, e2〉, A2 = 〈e1, e2〉, . . .

Int :




cos θ3e
bθ3 sin θ3e

bθ3 bθ1 + θ2 0

− sin θ3e
bθ3 cos θ3e

bθ3 −θ1 + bθ2 0

0 0 1 0

0 0 0 1
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b > 0:

Aut :




α11 α12 α13 0

−α12 α11 α23 0

0 0 1 0

0 0 α43 α44




Der: E12 − E21, E13, E11 + E22, E23, E43, E44 dim Der = 6

M0 : 〈e4〉, 〈e1, e2〉, 〈e1, e2, e4〉
Ch0 : —
I0 : 〈e3 + κe4; e1, e2〉
S: 1-dim ∼ A1: 〈e4〉, 〈e1 + κe4〉, 〈e3 + γe4〉, κ ≥ 0

2-dim ∼ 2A1: 〈e1 + κe4, e2〉, 〈e1, e4〉, 〈e3, e4〉, κ ≥ 0

3-dim ∼ 3A1: 〈e1, e2, e4〉
∼ Ab

3.5: 〈e3 + κe4; e1, e2〉

Iнварiанти: (e2
1 + e2

2) exp

(
−2b arctan

e2

e1

)
, e4

b = 0:

Aut:




α11 α12 α13 0

−α12 α11 α23 0

0 0 1 0

0 0 α43 α44



,




α11 α12 α13 0

α12 −α11 α23 0

0 0 −1 0

0 0 α43 α44




Der: E12 − E21, E13, E11 + E22, E23, E43, E44 dim Der = 6

M0 : 〈e4〉, 〈e1, e2〉, 〈e1, e2, e4〉
Ch0 : —
I0 : 〈e3 + κe4; e1, e2〉
S: 1-dim ∼ A1: 〈e4〉, 〈e1 + κe4〉, 〈e3 + γe4〉, κ ≥ 0

2-dim ∼ 2A1: 〈e1 + κe4, e2〉, 〈e1, e4〉, 〈e3, e4〉, κ ≥ 0

3-dim ∼ 3A1: 〈e1, e2, e4〉
∼ A0

3.5: 〈e3 + κe4; e1, e2〉
Iнварiанти: e2

1 + e2
2, e4
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sl(2,R) ⊕ A1: [e1, e2] = e1, [e2, e3] = e3, [e1, e3] = 2e2 (нерозв’язна)

Ряд похiдних: A(1) = 〈e1, e2, e3〉, A(2) = 〈e1, e2, e3〉, . . .
Нижнiй центральний ряд: A1 = 〈e1, e2, e3〉, A2 = 〈e1, e2, e3〉, . . .

Int :




α11 α12 α13 0

α21 α22 α23 0

α31 α32 α33 0

0 0 0 1



,

тут пiдматриця (αij)i,j=1,3 належить Int(sl(2,R))

Aut :




α11 α12 α13 0

α21 α22 α23 0

α31 α32 α33 0

0 0 0 α44



,

тут пiдматриця (αij)i,j=1,3 належить Aut(sl(2,R))

Der : E11 − E33, E12 + 2E23, 2E21 + E32, E44 dim Der = 4

M0 : 〈e4〉, 〈; e1, e2, e3〉
Ch0 : —
I0 : —
S: 1-dim ∼ A1: 〈e1〉, 〈e4〉, 〈e2 +κe4〉, 〈e1 + εe4〉, 〈e1 + e3 + γe4〉, κ ≥ 0

2-dim ∼ 2A1: 〈e1, e4〉, 〈e2, e4〉, 〈e1 + e3, e4〉
∼ A2.1: 〈e2 + κe4; e1〉

3-dim ∼ A2.1 ⊕ A1: 〈e2, e4; e1〉
∼ sl(2,R): 〈; e1, e2, e3〉

Iнварiанти: e2
2 − (e1e3 + e3e1)/2, e4

so(3) ⊕ A1: [e1, e2] = e3, [e2, e3] = e1, [e3, e1] = e2 (нерозв’язна)

Ряд похiдних: A(1) = 〈e1, e2, e3〉, A(2) = 〈e1, e2, e3〉, . . .
Нижнiй центральний ряд: A1 = 〈e1, e2, e3〉, A2 = 〈e1, e2, e3〉, . . .
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Int :




α11 α12 α13 0

α21 α22 α23 0

α31 α32 α33 0

0 0 0 1



, тут пiдматриця (αij)i,j=1,3 належить SO(3)

Aut:




α11 α12 α13 0

α21 α22 α23 0

α31 α32 α33 0

0 0 0 α44



, тут пiдматриця (αij)i,j=1,3 належить SO(3)

Der : E12 − E21, E13 − E31, E32 − E23, E44 dim Der = 4

M0 : 〈e4〉, 〈; e1, e2, e3〉
Ch0 : —
I0 : —
S: 1-dim ∼ A1: 〈e4〉, 〈e1 + κe4〉, κ ≥ 0

2-dim ∼ 2A1: 〈e1, e4〉
3-dim ∼ so(3): 〈; e1, e2, e3〉

Iнварiанти: e2
1 + e2

2 + e2
3, e4

A4.1: [(0)3] (нерозкладна нiльпотентна)

[e2, e4] = e1, [e3, e4] = e2

Ряд похiдних: A(1) = 〈e1, e2〉, A(2) = 0, . . .

Нижнiй центральний ряд: A1 = 〈e1, e2〉, A2 = 〈e1〉, A3 = 0, . . .

Int :




1 θ4
1
2θ

2
4 θ2

0 1 θ4 θ3

0 0 1 0

0 0 0 1




Aut:




α33α
2
44 α23α44 α13 α14

0 α33α44 α23 α24

0 0 α33 α34

0 0 0 α44




Der: E13, E14, E12 + E23, E24, E11 + E22 + E33, E34, 2E11 + E22 + E44

dim Der = 7

M0 : 〈e1〉, 〈e1, e2〉, 〈e1, e2, e3〉
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Ch0 : —
I0 : 〈e4 + κe3, e2; e1〉
S: 1-dim ∼ A1: 〈e1〉, 〈e2〉, 〈e3 + κe1〉, 〈e4 + κe3〉

2-dim ∼ 2A1: 〈e1, e2〉, 〈e1, e3〉, 〈e2, e3 + κe1〉, 〈e1, e4 + κe3〉
3-dim ∼ 3A1: 〈e1, e2, e3〉

∼ A3.1: 〈e4 + κe3, e2; e1〉
Iнварiанти: e1, e2

2 − 2e1e3

Ab
4.2: [(b)(1)2] (нерозкладна розв’язна)

[e1, e4] = be1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = e2 + e3, b 6= 0

Ряд похiдних: A(1) = 〈e1, e2, e3〉, A(2) = 0, . . .

Нижнiй центральний ряд: A1 = 〈e1, e2, e3〉, A2 = 〈e1, e2, e3〉, . . .

Int :




ebθ4 0 0 θ1

0 eθ4 θ4e
θ4 θ2 + θ3

0 0 eθ4 θ3

0 0 0 1




b 6= 0, b 6= 1:

Aut:




α11 0 0 α14

0 α22 α23 α24

0 0 α22 α34

0 0 0 1




Der: E11, E14, E23, E24, E22 + E33, E34 dim Der = 6

M0 : 〈e1〉, 〈e2〉, 〈e1, e2〉, 〈e2, e3〉, 〈e1, e2, e3〉
Ch0 : —
I0 : —
S: 1-dim ∼ A1: 〈e1〉, 〈e2〉, 〈e4〉, 〈e3 + κe1〉, 〈e1 + εe2〉

2-dim ∼ 2A1: 〈e1, e2〉, 〈e1 + κe2, e3〉, 〈e2, e3〉, 〈e1 + εe3, e2〉
∼ A2.1: 〈e4; e1〉, 〈e4; e2〉

3-dim ∼ 3A1: 〈e1, e2, e3〉
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∼ A3.2: 〈e4; e2, e3〉
∼ Aa

3.4: 〈e4; e1, e2〉
Параметр a в алгебрi Aa

3.4 задовольняє умову: a =

{
b, −1 ≤ b < 1, b 6= 0,
1
b , |b| > 1

Iнварiанти: eb
2/e1, e2 exp(−e3/e2)

b = 1:

Aut:




α11 0 α13 α14

α21 α22 α23 α24

0 0 α22 α34

0 0 0 1




Der: E11, E13, E14, E21, E23, E24, E22 + E33, E34 dim Der = 8

M0 : 〈e2〉, 〈e1, e2〉, 〈e1, e2, e3〉
Ch0 : —
I0 : 〈e1 + κe2〉, 〈e2, e3 + κe1〉
S: 1-dim ∼ A1: 〈pe1 + qe2〉, 〈e3 + κe1〉, 〈e4〉

2-dim ∼ 2A1: 〈e1, e2〉, 〈e1 + κe2, e3〉, 〈e2, e3 + κe1〉
∼ A2.1: 〈e4; pe1 + qe2〉

3-dim ∼ 3A1: 〈e1, e2, e3〉
∼ A3.2: 〈e4; e2, e3 + κe1〉
∼ A3.3: 〈e4; e1, e2〉

Iнварiанти: e2/e1, e2 exp(−e3/e2)

A4.3: [(1)(0)2] (нерозкладна розв’язна)

[e1, e4] = e1, [e3, e4] = e2

Ряд похiдних: A(1) = 〈e1, e2〉, A(2) = 0, . . .

Нижнiй центральний ряд: A1 = 〈e1, e2〉, A2 = 〈e1〉, A3 = 〈e1〉,. . .
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Int :




eθ4 0 0 θ1

0 1 θ4 θ3

0 0 1 0

0 0 0 1




Aut:




α11 0 0 α14

0 α22 α23 α24

0 0 α22 α34

0 0 0 1




Der: E11, E14, E23, E24, E22 + E33, E34 dim Der = 6

M0 : 〈e1〉, 〈e2〉, 〈e1, e2〉, 〈e2, e3〉, 〈e1, e2, e3〉
Ch0 : —
I0 : 〈e4 + κe3, e2; e1〉
S: 1-dim ∼ A1: 〈e1〉, 〈e2〉, 〈e1 + εe2〉, 〈e3 + κe1〉, 〈e4 + κe3〉

2-dim ∼ 2A1: 〈e1, e2〉, 〈e1+κe2, e3〉, 〈e2, e3〉, 〈e2, e3+εe1〉, 〈e2, e4+κe3〉
∼ A2.1: 〈e4 + κe3; e1〉

3-dim ∼ 3A1: 〈e1, e2, e3〉
∼ A2.1 ⊕ A1: 〈e4 + κe3, e2; e1〉
∼ A3.1: 〈e3, e4; e2〉

Iнварiанти: e2, e3 − e2 ln(e1)

A4.4: [(1)3] (нерозкладна розв’язна)

[e1, e4] = e1, [e2, e4] = e1 + e2, [e3, e4] = e2 + e3

Ряд похiдних: A(1) = 〈e1, e2, e3〉, A(2) = 0, . . .

Нижнiй центральний ряд: A1 = 〈e1, e2, e3〉, A2 = 〈e1, e2, e3〉, . . .

Int :




eθ4 θ4e
θ4 1

2θ
2
4e

θ4 θ1 + θ2

0 eθ4 θ4e
θ4 θ2 + θ3

0 0 eθ4 θ3

0 0 0 1




Aut:




α11 α12 α13 α14

0 α11 α12 α24

0 0 α11 α34

0 0 0 1




Der: E11 + E22 + E33, E13, E14, E24, E12 + E23, E34 dim Der = 6

M0 : 〈e1〉, 〈e1, e2〉, 〈e1, e2, e3〉
Ch0 : —
I0 : —
S: 1-dim ∼ A1: 〈e1 + κe3〉, 〈e2〉, 〈e3〉, 〈e4〉
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2-dim ∼ 2A1: 〈e1 + κe3, e2〉, 〈e1, e3〉, 〈e2, e3〉
∼ A2.1: 〈e4; e1〉

3-dim ∼ 3A1: 〈e1, e2, e3〉
∼ A3.2: 〈e4; e1, e2〉

Iнварiанти: e1 exp(−e2/e1), (2e1e3 − e2
2)/e

2
1

Aa,b,c
4.5 : [(a)(b)(c)] (нерозкладна розв’язна)

[e1, e4] = ae1, [e2, e4] = be2, [e3, e4] = ce3, abc 6= 0

Ряд похiдних: A(1) = 〈e1, e2, e3〉, A(2) = 0, . . .

Нижнiй центральний ряд: A1 = 〈e1, e2, e3〉, A2 = 〈e1, e2, e3〉, . . .

Int :




eaθ4 0 0 θ1

0 ebθ4 0 θ2

0 0 ecθ4 θ3

0 0 0 1




−1 ≤ a < b < c = 1, b > 0 if a = −1:

Aut:




α11 0 0 α14

0 α22 0 α24

0 0 α33 α34

0 0 0 1




Der: E11, E14, E22, E24, E33, E34 dim Der = 6

M0 : 〈e1〉, 〈e2〉, 〈e3〉, 〈e1, e2〉, 〈e2, e3〉, 〈e1, e3〉, 〈e1, e2, e3〉
Ch0 : —
I0 : —
S: 1-dim ∼ A1: 〈e1〉, 〈e2〉, 〈e3〉, 〈e4〉, 〈e1+εe3〉, 〈e2+εe3〉, 〈e1+εe2+κe3〉,
κ 6= 0

2-dim ∼ 2A1: 〈e1, e2〉, 〈e1, e3〉, 〈e2, e3〉, 〈e1, e2 + εe3〉, 〈e2, e1 + εe3〉,
〈e3, e1 + εe2〉, 〈e1 + εe3, e2 + κe3〉, κ 6= 0

∼ A2.1: 〈e4; e1〉, 〈e4; e2〉, 〈e4; e3〉
3-dim ∼ 3A1: 〈e1, e2, e3〉
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∼ Av
3.4: 〈e4; e1, e3〉∗, 〈e4; e2, e3〉∗∗, 〈e4; e1, e2〉∗∗∗

Параметр v в алгебрi Av
3.4 задовольняє умову v = a у випадку *, v = b у

випадку ** та v =

{
a/b, |a/b| < 1,

b/a, |a/b| > 1
у випадку ***.

Iнварiанти: ea
3/e

c
1, ea

2/e
b
1

a = b = 1, c 6= 1:

Aut:




α11 α12 α13 α14

α21 α22 0 α24

0 0 α33 α34

0 0 0 1




Der: E11, E12, E14, E21, E22, E24, E33, E34 dim Der = 8

M0 : 〈e3〉, 〈e1, e2〉, 〈e1, e2, e3〉
Ch0 : —
I0 : 〈pe1 + qe2〉, 〈e3, pe1 + qe2〉
S: 1-dim ∼ A1: 〈e3〉, 〈pe1 + qe2〉, 〈e4〉, 〈e2 + εe3〉, 〈e1 + κe2 + εe3〉

2-dim ∼ 2A1: 〈e3, pe1 + qe2〉, 〈e1, e2〉, 〈e2, e1 + εe3〉, 〈e1 +κe2, e2 + εe3〉
∼ A2.1: 〈e4; e3〉, 〈e4; pe1 + qe2〉

3-dim ∼ 3A1: 〈e1, e2, e3〉
∼ A3.3: 〈e4; e1, e2〉
∼ Ac

3.4: 〈e4; e3, pe1 + qe2〉
Iнварiанти: e3/e

c
1, e2/e1

a = b = c = 1:

Aut:




α11 α12 α13 α14

α21 α22 α23 α24

α31 α32 α33 α34

0 0 0 1




Der: E11, E12, E13, E14, E21, E22, E23, E24, E31, E32, E33, E34

dim Der = 12
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M0 : 〈e1, e2, e3〉
Ch0 : —
I0 : 〈e1 +κe2 + γe3〉, 〈e2 +κe3〉, 〈e3〉, 〈e1 +κe3, e2 + γe3〉, 〈e1 +κe2, e3〉,

〈e2, e3〉
S: 1-dim ∼ A1: 〈e1 + κe2 + γe3〉, 〈e2 + κe3〉, 〈e3〉, 〈e4〉

2-dim ∼ 2A1: 〈e1 + κe3, e2 + γe3〉, 〈e1 + κe2, e3〉, 〈e2, e3〉
∼ A2.1: 〈e4; e1 + κe2 + γe3〉, 〈e4; e2 + κe3〉, 〈e4; e3〉

3-dim ∼ 3A1: 〈e1, e2, e3〉
∼ A3.3: 〈e4; e1 + κe3, e2 + γe3〉, 〈e4; e1 + κe2, e3〉, 〈e4; e2, e3〉

Iнварiанти: e3/e1, e2/e1

Aa,b
4.6: [(a)(b, 1)] (нерозкладна розв’язна)

[e1, e4] = ae1, [e2, e4] = be2 − e3, [e3, e4] = e2 + be3, a > 0

Ряд похiдних: A(1) = 〈e1, e2, e3〉, A(2) = 0, . . .

Нижнiй центральний ряд: A1 = 〈e1, e2, e3〉, A2 = 〈e1, e2, e3〉, . . .

Int :




eaθ4 0 0 aθ1

0 ebθ4 cos θ4 ebθ4 sin θ4 bθ2 + θ3

0 −ebθ4 sin θ4 ebθ4 cos θ4 −θ2 + bθ3

0 0 0 1




Aut:




α11 0 0 α14

0 α22 α23 α24

0 −α23 α22 α34

0 0 0 1




Der: E11, E14, E24, E34, E22 + E33, E23 − E32 dim Der = 6

M0 : 〈e1〉, 〈e2, e3〉, 〈e1, e2, e3〉
Ch0 : —
I0 : —
S: 1-dim ∼ A1: 〈e1 + κe3〉, 〈e3〉, 〈e4〉, κ ≥ 0

2-dim ∼ 2A1: 〈e1 + κe3, e2〉, 〈e2, e3〉, κ ≥ 0
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∼ A2.1: 〈e4; e1〉
3-dim ∼ 3A1: 〈e1, e2, e3〉

∼ Ab
3.5: 〈e4; e2, e3〉

Iнварiанти: (e2
2 + e2

3) exp

(
−2b arctan

e3

e2

)
,

eb
1

(e2
2 + e2

3)
a

A4.7: [(0)2, (2)(1)2] (нерозкладна розв’язна)

[e2, e3] = e1, [e1, e4] = 2e1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = e2 + e3

Ряд похiдних: A(1) = 〈e1, e2, e3〉, A(2) = 〈e1〉, A(3) = 0, . . .

Нижнiй центральний ряд: A1 = 〈e1, e2, e3〉, A2 = 〈e1, e2, e3〉, . . .

Int :




e2θ4 −θ3e
θ4 −θ3θ4e

θ4 + θ2e
θ4 θ1 + θ2θ3 − 1

2θ
2
3

0 eθ4 θ4e
θ4 θ2 + θ3

0 0 eθ4 θ3

0 0 0 1




Aut:




α2
33 −α33α34 −m23

34 − α33α34 α14

0 α33 α23 α24

0 0 α33 α34

0 0 0 1




Der: 2E11 +E22 +E33, E14, E12 +E13−E34, E23, E13 +E24 dim Der = 5

M0 : 〈e1〉, 〈e1, e2〉, 〈e2, e3; e1〉
Ch0 : —
I0 : —
S: 1-dim ∼ A1: 〈e1〉, 〈e2〉, 〈e3〉, 〈e4〉

2-dim ∼ 2A1: 〈e1, e2〉, 〈e1, e3〉
∼ A2.1: 〈e4; e1〉, 〈e4; e2〉

3-dim ∼ A3.1: 〈e2, e3; e1〉
∼ A

1
2

3.4: 〈e4; e1, e2〉
Iнварiанти: немає
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Ab
4.8: [(0)2, (1 + b)(1)(b)] (нерозкладна розв’язна)

[e2, e3] = e1, [e1, e4] = (1 + b)e1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = be3, |b| ≤ 1

Ряд похiдних: A(1) = 〈e1, e2, e3〉, A(2) = 〈e1〉, A(2) = 0, . . .

Нижнiй центральний ряд: A1 = 〈e1, e2, e3〉, A2 = 〈e1, e2, e3〉, . . .

Int :




e(1+b)θ4 −θ3e
θ4 θ2e

bθ4 (1 + b)θ1 + bθ2θ3

0 eθ4 0 θ2

0 0 ebθ4 bθ3

0 0 0 1




|b| < 1, b 6= 0:

Aut:




α22α33 α12 α33α24 α14

0 α22 0 α24

0 0 α33 −bα12α
−1
22

0 0 0 1




Der: E12 − bE34, E14, E11 + E22, E13 + E24, E11 + E33 dim Der = 5

M0 : 〈e1〉, 〈e1, e2〉, 〈e1, e3〉, 〈e2, e3; e1〉
Ch0 : —
I0 : —
S: 1-dim ∼ A1: 〈e1〉, 〈e2〉, 〈e3〉, 〈e4〉, 〈e2 + εe3〉

2-dim ∼ 2A1: 〈e1, e2〉, 〈e1, e3〉, 〈e1, e2 + εe3〉
∼ A2.1: 〈e4; e1〉, 〈e4; e2〉, 〈e4; e3〉

3-dim ∼ A3.1: 〈e2, e3; e1〉
∼ Aa

3.4: 〈e4; e1, e2〉∗, 〈e4; e1, e3〉∗∗

Параметр a iв алгебрi Aa
3.4 задовольняє умови:

a =

{
1 + b, |1 + b| < 1,

1/(1 + b), |1 + b| > 1
у випадку * та

a =

{
b/(1 + b), |b/(1 + b)| < 1 or b = −1

2 ,

(1 + b)/b, |b/(1 + b)| > 1
у випадку **.
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Iнварiанти: немає

b = 0:

Aut:




α22α33 α12 α33α24 α14

0 α22 0 α24

0 0 α33 0

0 0 0 1




Der: E12, E14, E11 + E22, E13 + E24, E11 + E33 dim Der = 5

Цю групу автоморфiзмiв можна отримати iз загального випадку |b| < 1,
b 6= 0 за допомогою пiдстановки b = 0, але цi два випадки не можуть бути
об’єднанi в один, оскiльки iснує додатковий (позначений *) мегаiдеал у
випадку b = 0.

M0 : 〈e1〉, 〈e1, e2〉, 〈e1, e3〉, 〈e2, e3; e1〉, 〈e4; e1, e2〉*
Ch0 : —
I0 : 〈e4 + κe3; e1, e2〉, κ 6= 0

S: 1-dim ∼ A1: 〈e1〉, 〈e2〉, 〈e3〉, 〈e2 + εe3〉, 〈e4 + κe3〉
2-dim ∼ 2A1: 〈e1, e2〉, 〈e1, e3〉, 〈e1, e2 + εe3〉, 〈e3, e4〉

∼ A2.1: 〈e4 + κe3; e1〉, 〈e4; e2〉
3-dim ∼ A2.1 ⊕ A1: 〈e3, e4; e1〉

∼ A3.1: 〈e2, e3; e1〉
∼ A3.2: 〈e4 + κe3; e1, e2〉, κ 6= 0

∼ A3.3: 〈e4; e1, e2〉
Iнварiанти: немає

b = 1:

Aut:




m23
23 −m23

24 −m23
34 α14

0 α22 α23 α24

0 α32 α33 α34

0 0 0 1




Der: E12 − E34, E14, E11 + E22, E23, E13 + E24, E32, E11 + E33
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dim Der = 7

M0 : 〈e1〉, 〈e2, e3; e1〉
Ch0 : —
I0 : 〈e1, pe2 + qe3〉
S: 1-dim ∼ A1: 〈e1〉, 〈pe2 + qe3〉, 〈e4〉

2-dim ∼ 2A1: 〈e1, pe2 + qe3〉
∼ A2.1: 〈e4; e1〉, 〈e4; pe2 + qe3〉

3-dim ∼ A3.1: 〈e2, e3; e1〉
∼ A

1/2
3.4 : 〈e4; e1, pe2 + qe3〉

Iнварiанти: немає

b = −1:

Aut :




α22α33 α22α34 α33α24 α14

0 α22 0 α24

0 0 α33 α34

0 0 0 1



,




−α32α23 −α32α24 −α23α34 α14

0 0 α23 α24

0 α32 0 α34

0 0 0 −1




Der: E12 + E34, E14, E11 + E22, E13 + E24, E11 + E33 dim Der = 5

M0 : 〈e1〉, 〈e2, e3; e1〉
Ch0 : 〈e1, e3〉, 〈e1, e2〉
I0 : —
S: 1-dim ∼ A1: 〈e1〉, 〈e2〉, 〈e2 + εe3〉, 〈e3〉, 〈e4 + κe1〉

2-dim ∼ 2A1: 〈e1, e2〉, 〈e1, e3〉, 〈e1, e2 + εe3〉, 〈e4, e1〉
∼ A2.1: 〈e4 + κe1; e2〉, 〈e4 + κe1; e3〉

3-dim ∼ A2.1 ⊕ A1: 〈e4, e1; e2〉, 〈e4, e1; e3〉
∼ A3.1: 〈e2, e3; e1〉

Iнварiанти: e1, e1e4 − (e2e3 + e3e2)/2

Aa
4.9: [(0)2, (2a)(a, 1)] (нерозкладна розв’язна)

[e2, e3] = e1, [e1, e4] = 2ae1, [e2, e4] = ae2 − e3, [e3, e4] = e2 + ae3, a ≥ 0

Ряд похiдних: A(1) = 〈e1, e2, e3〉, A(2) = 〈e1〉, A(3) = 0,. . .
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Нижнiй центральний ряд: A1 = 〈e1, e2, e3〉, A2 = 〈e1, e2, e3〉, . . .

Int :




e2aθ4 a12 a13 a14

0 cos θ4e
aθ4 sin θ4e

aθ4 aθ2 + θ3

0 − sin θ4e
aθ4 cos θ4e

aθ4 −θ2 + aθ3

0 0 0 1



, тут

a12 = −(θ2 sin θ4 + θ3 cos θ4)e
aθ4, a13 = (θ2 cos θ4 − θ3 sin θ4)e

aθ4 та
a14 = 2aθ1 + aθ2θ3 − 1

2θ
2
2 − 1

2θ
2
3.

a > 0:

Aut :




s23
33 (a2 + 1)−1(m23

34 − as23
34) −(a2 + 1)−1(am23

34 + s23
34) α14

0 α33 α23 α24

0 −α23 α33 α34

0 0 0 1




Der: aE12 + E13 − (1 + a2)E34, E14, −E12 + E24 + aE34, −E23 + E32,
2E11 + E22 + E33 dim Der = 5

M0 : 〈e1〉, 〈e2, e3; e1〉
Ch0 : —
I0 : —
S: 1-dim ∼ A1: 〈e1〉, 〈e2〉, 〈e4〉

2-dim ∼ 2A1: 〈e1, e2〉
∼ A2.1: 〈e4; e1〉

3-dim ∼ A3.1: 〈e2, e3; e1〉
Iнварiанти: немає

a = 0:

Aut:




±s23
33 m23

34 ∓s23
34 α14

0 ±α33 α23 α24

0 ∓α23 α33 α34

0 0 0 ±1




Der: E13−E34, E14, −E12+E24, −E23+E32, 2E11+E22+E33 dim Der = 5
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M0 : 〈e1〉, 〈e2, e3; e1〉
Ch0 : —
I0 : —
S: 1-dim ∼ A1: 〈e1〉, 〈e2〉, 〈e4 + κe1〉

2-dim ∼ 2A1: 〈e1, e2〉, 〈e1, e4〉
3-dim ∼ A3.1: 〈e2, e3; e1〉

Iнварiанти: e1, 2e1e4 + e2
2 + e2

3

A4.10: [2(1), (0, 1)(0)] (нерозкладна, розв’язна, досконала)

[e1, e3] = e1, [e2, e3] = e2, [e1, e4] = −e2, [e2, e4] = e1

Ряд похiдних: A(1) = 〈e1, e2〉, A(2) = 0, . . .

Нижнiй центральний ряд: A1 = 〈e1, e2〉, A2 = 〈e1, e2〉, . . .

Int :




cos θ4e
θ3 sin θ4e

θ3 θ1 θ2

− sin θ4e
θ3 cos θ4e

θ3 θ2 −θ1

0 0 1 0

0 0 0 1




Aut:




±α22 α12 α13 ±α23

∓α12 α22 α23 ∓α13

0 0 1 0

0 0 0 ±1




Der: E11 + E22, E14 + E23, E13 − E24, E12 − E21 dim Der = 4

M0 : 〈e1, e2〉, 〈e2, e3; e1〉, 〈e4; e1, e2〉
Ch0 : 〈e4 + κe3; e1, e2〉, κ 6= 0

I0 : —
S: 1-dim ∼ A1: 〈e1〉, 〈e3〉, 〈e4 + κe3〉

2-dim ∼ 2A1: 〈e1, e2〉, 〈e3, e4〉
∼ A2.1: 〈e3; e1〉

3-dim ∼ A3.3: 〈e3; e1, e2〉
∼ A

|κ|
3.5: 〈e4 + κe3; e1, e2〉

Iнварiанти: немає


