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Âñòóï

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Îäíi¹þ ç öåíòðàëüíèõ ïðîáëåì ñó÷àñíîãî òåîðå-

òèêî-ãðóïîâîãî àíàëiçó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ¹ ðîçðîáêà åôåêòèâ-

íèõ àëãîðèòìiâ ïîáóäîâè øèðîêèõ êëàñiâ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ

áàãàòîâèìiðíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè. Îñ-

êiëüêè ïåðåâàæíà áiëüøiñòü äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêi çóñòði÷àþòüñÿ

â çàñòîñóâàííÿõ, ìàþòü íåòðèâiàëüíó ñèìåòðiþ, òî áàçîâèì ïðèíöèïîì

ïðè ðîçðîáöi òàêèõ àëãîðèòìiâ ¹ çàñòîñóâàííÿ iäå¨ ðåäóêöi¨, òîáòî çâåäåí-

íÿ äîñëiäæóâàíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè

äî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç ìåíøîþ êiëüêiñòþ íåçàëåæíèõ çìiííèõ.

Íàéáiëüø øèðîêî âæèâàíèì ¹ ìåòîä ñèìåòðiéíî¨ ðåäóêöi¨ [19, 21], ÿêèé

çàïðîïîíóâàâ Ñîôóc Ëi íàïðèêiíöi ìèíóëîãî ñòîði÷÷ÿ (äèâ., íàïðèêëàä

[82, 83]).

Îñíîâíîþ iäå¹þ öüîãî ìåòîäó ¹ ðåäóêöiÿ äîñëiäæóâàíîãî äèôåðåíöi-

àëüíîãî ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè äî äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè âiä äâîõ àáî îäíi¹¨ íåçàëåæíèõ çìiííèõ çà äîïî-

ìîãîþ ñïåöiàëüíèõ ïiäñòàíîâîê (àíçàöiâ, iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ). Ïðè

çàäàíié ãðóïi ñèìåòðié ïðîöåäóðà ïîáóäîâè ïîâíî¨ (â äåÿêîìó ñåíñi) ìíî-

æèíè íååêâiâàëåíòíèõ àíçàöiâ çâîäèòüñÿ äî iíòåãðóâàííÿ iíâîëþòèâíèõ

ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ïåðøîãî ïî-

ðÿäêó.

Ñó÷àñíå âèêëàäåííÿ òåîði¨ Ëi òà ¨¨ çàñòîñóâàíü äëÿ äîñëiäæåííÿ äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïîäàíî â ìîíîãðàôiÿõ [14, 15, 19, 20, 21, 37, 45, 61].

Êëàñ iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ¹ äîñèòü øèðîêèì. Â áàãàòüîõ âèïàäêàõ

iíâàðiàíòíi ðîçâ'ÿçêè ¹ ¹äèíèìè âiäîìèìè ðîçâ'ÿçêàìè äàíîãî ðiâíÿííÿ,
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ÿêi ïîáóäîâàíi â ÿâíîìó âèãëÿäi. Â îñòàííi äâà äåñÿòèði÷÷ÿ iíâàðiàíòíi

ðîçâ'ÿçêè áóëè ïðåäìåòîì áàãàòüîõ äîñëiäæåíü [12, 15, 19, 21, 30, 61, 77,

78].

Ìîæëèâiñòü øèðîêîãî çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ñèìåòðiéíî¨ ðåäóêöi¨ ç'ÿ-

âèëàñü ïiñëÿ âèêîíàííÿ êëàñèôiêàöi¨ îñíîâíèõ íåïåðåðâíèõ ãðóï ñó÷àñ-

íî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, ãðóï Ïóàíêàðå i Ãàëiëåÿ, òà ¨õ ðîçøèðåíü i

ðiçíèõ óçàãàëüíåíü â ðîáîòàõ Äæ.Ïàòåðè, Ï.Âiíòåðíiòöà, Ã.Öàññåíõàóçà,

Â.I.Ôóùè÷à òà éîãî ó÷íiâ [30, 86, 87, 88, 89, 90].

Â.I. Ôóùè÷ [27, 28] çàïðîïîíóâàâ ïðîâîäèòè ðåäóêöiþ íåëiíiéíèõ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çà äîïîìîãîþ ëiíiéíèõ àíçàöiâ. Â ðàìêàõ öüî-

ãî ïiäõîäó âäàëîñü ïîáóäóâàòè áàãàòîïàðàìåòðè÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü

Øðåäiíãåðà [6, 12, 38, 41, 51, 52, 73], òåïëîïðîâiäíîñòi [46, 48, 79, 98],

Ãàìiëüòîíà-ßêîái [1, 34, 39, 61, 60, 74], Íàâ'¹-Ñòîêñà [16, 59, 91], Áîðíà-

Iíôiëüäà [56, 61] , Äàëàìáåðà [2, 4, 5, 49, 60, 61, 63, 74, 104], Ëióâiëëÿ

[3, 49, 60, 61, 74], Áóññiíåñêà [61, 40, 50], Äiðàêà [33, 61, 69], ßíãà-Ìiëëñà

[102] òà ií..

Ïðîòå, íåçâàæàþ÷è íà âàæëèâiñòü öèõ ðåçóëüòàòiâ, âîíè, ôàêòè÷íî, íå

ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ÿêèõîñü çàãàëüíèõ çàäà÷ ç ïî-

÷àòêîâî-ãðàíè÷íèìè óìîâàìè, îñêiëüêè âiäïîâiäíi iíâàðiàíòíi ðîçâ'ÿçêè,

ÿê ïðàâèëî, íå ìiñòÿòü äîâiëüíèõ ôóíêöié. �äèíèé âèïàäîê, äëÿ ÿêî-

ãî ãðóïîâi ìåòîäè äîçâîëÿþòü îäåðæóâàòè ðîçâ'ÿçêè ç ôóíêöiîíàëüíîþ

äîâiëüíiñòþ, � öå âèïàäîê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç íåñêií÷åííîïà-

ðàìåòðè÷íîþ ãðóïîþ ñèìåòðié (äèâ. [19, 21]).

Íà ïî÷àòêó 90-õ ðîêiâ ñòàëà î÷åâèäíîþ îáìåæåíiñòü êëàñè÷íîãî ïiä-

õîäó Ëi, îñêiëüêè iñíóâàëè ïðèêëàäè ðåäóêöié äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü,

ÿêi íå ìîæíà áóëî îäåðæàòè â ðàìêàõ öüîãî ïiäõîäó. Êðiì òîãî, ìåòîäè

òåîði¨ Ëi íå ¹ äîñèòü åôåêòèâíèìè äëÿ äîñëiäæåííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü ç íåâèñîêîþ ñèìåòði¹þ. Öi òà ðÿä iíøèõ ïðîáëåì ñòèìóëþâàëè

ïîøóê óçàãàëüíåíèõ ïiäõîäiâ äî ïîáóäîâè òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Ñàìå öå ñòàëî ïîøòîâõîì äëÿ äîñëiäæåííÿ íåêëàñè÷íî¨ àáî óìîâíî¨ ñè-
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ìåòði¨ áàãàòîâèìiðíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíè-

ìè ç ìåòîþ îòðèìàííÿ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ùî ìiñòÿòü äîâiëüíi ôóíêöi¨.

Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî íåêëàñè÷íi (óìîâíi) ñèìåòði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü çàïðîâàäæåíi äîñèòü äàâíî [44, 53, 62, 66, 81, 84], çàäà÷à ïîáóäî-

âè óìîâíî¨ ñèìåòði¨ áàãàòîâèìiðíèõ íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè âñå ùå çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòîþ. Ïðè÷èíà öüîãî

¹ äîñèòü î÷åâèäíîþ, îñêiëüêè çíàõîäæåííÿ óìîâíî¨ ñèìåòði¨ äèôåðåíöi-

àëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ äëÿ ôóíêöi¨ u âiä n çìiííèõ âèìà-

ãà¹ ðîçâ'ÿçàííÿ n+ 1-âèìiðíî¨ ïåðåâèçíà÷åíî¨ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè. Ñàìå òîìó ìîæëèâiñòü îäåðæàííÿ íå-

òðèâiàëüíîãî ðåçóëüòàòó ïðè äîñëiäæåííi óìîâíî¨ ñèìåòði¨ áàãàòîâèìið-

íèõ (n > 2) äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè â çíà÷íié

ìiði çàëåæèòü âiä iñíóâàííÿ åôåêòèâíèõ ìåòîäiâ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ (n+1)-

âèìiðíèõ (n > 2) ïåðåâèçíà÷åíèõ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷à-

ñòèííèìè ïîõiäíèìè.

Â ðîáîòàõ [32, 66, 67, 68, 101] ðîçðîáëåíà ïðîöåäóðà iíòåãðóâàííÿ äå-

ÿêèõ ÷îòèðèâèìiðíèõ ïåðåâèçíà÷åíèõ ïóàíêàðå-iíâàðiàíòíèõ ñèñòåì äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè. Ç âèêîðèñòàííÿì öèõ

ðåçóëüòàòiâ ïîáóäîâàíî øèðîêi êëàñè àíçàöiâ, ùî âiäïîâiäàþòü óìîâ-

íié ñèìåòði¨ íåëiíiéíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ, òà ðiâíÿíü Äiðàêà i ßíãà-

Ìiëëñà [69]. Îñíîâíà iäåÿ ïiäõîäó, ÿêèé çàñòîñîâó¹òüñÿ â äèñåðòàöiéíié

ðîáîòi, äîñèòü ïðîñòà i áàçó¹òüñÿ íà òàêîìó ôàêòi. ßê âèÿâëÿ¹òüñÿ, áiëü-

øiñòü iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ (òîáòî ðîçâ'ÿçêiâ, îòðèìàíèõ çà äîïîìî-

ãîþ ìåòîäó ñèìåòðiéíî¨ ðåäóêöi¨) âèùåçãàäàíèõ ðiâíÿíü ¹ ÷àñòèííèìè

âèïàäêàìè áiëüø çàãàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi âiäïîâiäàþòü óìîâíié ñèìå-

òði¨ äîñëiäæóâàíèõ ðiâíÿíü i ìîæóòü áóòè ïîáóäîâàíi â ÿâíîìó âèäi.

Öÿ iäåÿ ¹ ÿäðîì ìåòîäó íåëi¨âñüêî¨ ðåäóêöi¨ äèôôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü,

ðîçðîáëåíîìó â ìîíîãðàôi¨ [69]:

1) çà äîïîìîãîþ ìåòîäó Ëi çíàõîäèìî ìàêñèìàëüíó (â ñåíñi Ëi) ãðóïó

iíâàðiàíòíîñòi äîñëiäæóâàíîãî ðiâíÿííÿ;

2) çäiéñíþ¹ìî ïiäãðóïîâèé àíàëiç iíâàðiàíòíèõ ãðóï. Êîæíà ïiäãðóïà
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ïðèâîäèòü äî äåÿêîãî àíçàöó, ùî ðåäóêó¹ äîñëiäæóâàíå äèôåðåíöiàëüíå

ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè äî ðiâíÿííÿ ç ìåíøîþ âèìiðíiñòþ. ßê

ïðàâèëî, îòðèìàíèé òàêèì ÷èíîì àíçàö ìà¹ öiëêîì âèçíà÷åíó ñòðóêòóðó,

ùî âèçíà÷à¹òüñÿ çîáðàæåííÿì ãðóïè ñèìåòðié;

3) îäåðæó¹ìî çàãàëüíèé âèãëÿä iíâàðiàíòíîãî àíçàöó. Öåé àíçàö ìiñ-

òèòü äåêiëüêà ñêàëÿðíèõ ôóíêöié θ1, . . ., θN , ùî çàäîâîëüíÿþòü äåÿêó

ñóìiñíó ïåðåâèçíà÷åíó ñèñòåìó íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç

÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè;

4) iíòåãðó¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ θ1, . . ., θN .

Òàêèì ÷èíîì, óçàãàëüíåíî âiäîìi iíñòàíòîííi i ìåðîííi ðîçâ'ÿçêè íå-

ëiíiéíèõ ðiâíÿíü Äiðàêà, îäåðæàíèõ çà äîïîìîãîþ àíçàöà Ãàéçåíáåðãà

[76, 80]. À ñàìå, ïîáóäóâàíî êëàñè òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi ìiñòÿòü ïî òðè

äîâiëüíi ôóíêöi¨, òàêi, ùî âèáèðàþ÷è ¨õ ðiâíèìè íóëåâi, îäåðæèìî âè-

ùåçãàäàíi ðîçâ'ÿçêè. Áiëüøå òîãî, ïîáóäîâàíî óçàãàëüíåíi iíâàðiàíòíi

ðîçâ'ÿçêè õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ ç êóái÷íîþ íåëiíiéíiñòþ, ùî ïðèçâîäÿòü

äî iíñòàíòîííèõ òà ìåðîííèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü ßíãà-Ìiëñà, ÿêi áóëè

îäåðæàíi çà äîïîìîãîþ àíçàöó Òõóôòà-Êîððiãàíà-Ôååðëi-Âië÷åêà [24].

Ðîáîòè [70, 71, 104] îáìåæóâàëèñü äîñëiäæåííÿì íåêëàñè÷íèõ ðåäó-

êöié äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, àáî äî çâè÷àé-

íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, àáî äî äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç äâîìà

íåçàëåæíèìè çìiííèìè, îäíà ç ÿêèõ ïàðàìåòðè÷íà. Ïiä ïàðàìåòðè÷íîþ

çìiííîþ ìà¹òüñÿ íà óâàçi òå, ùî âiäïîâiäíå ðiâíÿííÿ íå ìiñòèòü ïîõiäíèõ

âiäíîñíî öi¹¨ çìiííî¨, õî÷à êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ ìîæóòü çàëåæàòè âiä

íå¨. Áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê òàêîãî ðåäóêîâàíîãî ðiâíÿííÿ, ùî ìiñòèòü äî-

âiëüíi ïàðàìåòðè (ñêàæiìî, êîíñòàíòè iíòåãðóâàííÿ), àâòîìàòè÷íî áóäå

çàëåæàòè âiä äîâiëüíèõ ôóíêöié. Ç óðàõóâàííÿì iñíóþ÷îãî ïðîãðåñó â

iíòåãðóâàííi äâîâèìiðíèõ, àáî íàâiòü òðèâèìiðíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè çà äîïîìîãîþ îáåðíåíî¨ çàäà÷i ðîçñiþâàí-

íÿ, áóëî á äóæå öiêàâî âèêîðèñòàòè öåé ïiäõiä äëÿ íåëi¨âñüêî¨ ðåäóêöi¨

ðiâíÿíü ãiïåðáîëi÷íîãî òèïó äî äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âiä äâîõ íåçà-
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ëåæíèõ çìiííèõ ç òðåòüîþ ïàðàìåòðè÷íîþ çìiííîþ. Öå ìîæå âiäêðèòè

ìîæëèâiñòü çàñòîñóâàííÿ ðåçóëüòàòiâ òåîði¨ ñîëiòîíiâ äëÿ îäåðæàííÿ íî-

âèõ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ùî ìiñòÿòü äîâiëüíi ôóíêöi¨.

Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ äàíî¨ ðîáîòè ¹ çàñòîñóâàííÿ ëi-

¨âñüêîãî ìåòîäó ñèìåòðiéíî¨ ðåäóêöi¨ òà ìåòîäó óìîâíèõ ñèìåòðié äëÿ

çíàõîäæåííÿ êëàñiâ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ç äîâiëüíèìè ôóíêöiÿìè íåëiíié-

íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ãiïåðáîëi÷íîãî òèïó, ùî óçàãàëüíþþòü êëà-

ñè÷íå äiéñíå òà êîìïëåêñíå ðiâíÿííÿ Äàëàìáåðà â ïðîñòîði ÷îòèðüîõ íå-

çàëåæíèõ çìiííèõ.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Ðî-

áîòà ïðîâîäèëàñü çãiäíî ç çàãàëüíèì ïëàíîì äîñëiäæåíü âiääiëó ïðèêëà-

äíèõ äîñëiäæåíü Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè.

Äèñåðòàöiþ ïðèñâÿ÷åíî ðåäóêöi¨ òà ïîáóäîâi òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåëi-

íiéíèõ êîìïëåêñíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ãiïåðáîëi÷íîãî òèïó ç ÷î-

òèðìà íåçàëåæíèìè çìiííèìè, ÿêi óçàãàëüíþþòü êëàñè÷íi ðiâíÿííÿ Äà-

ëàìáåðà òà Êëåéíà-Ãîðäîíà. Ïðè öüîìó âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ìåòîä, ÿêèé

¹ ñèíòåçîì êëàñè÷íîãî ëi¨âñüêîãî ïiäõîäó òà ìåòîäó óìîâíèõ ñèìåòðié.

Öåé ìåòîä, çîêðåìà, äîçâîëÿ¹ áóäóâàòè ñiì'¨ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äîñëiäæó-

âàíèõ ðiâíÿíü, ÿêi âêëþ÷àþòü äåêiëüêà äîâiëüíèõ ôóíêöié i, â ïðèíöèïi,

íå ìîæóòü áóòè îäåðæàíi, ÿêùî âèêîðèñòîâóâàòè ìåòîä Ëi â éîãî êëàñè-

÷íié ôîðìi.

Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, äâîõ ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ òà ñïèñêó

âèêîðèñòàíèõ äæåðåë.

Ðîçäië 1 ìiñòèòü ðåçóëüòàòè ñèìåòðiéíî¨ ðåäóêöi¨ íåëiíiéíèõ êîìïëå-

êñíèõ õâèëüîâèõ ðiâíÿíü, iíâàðiàíòíèõ âiäíîñíî ãðóïè Ïóàíêàðå P (1, 3)⊕
Q(1) òà ðîçøèðåíî¨ ãðóïè Ïóàíêàðå P̃ (1, 3)⊕Q(1), äî çâè÷àéíèõ äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Â ïàðàãðàôi 1.1 äîñëiäæó¹òüñÿ áàãàòîâèìiðíå êîìïëåêñíå íåëiíiéíå

õâèëüîâå ðiâíÿííÿ

2u = F (|u|)u, (0.1)
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äå 2 = ∂2/∂x2
0 −∆ � öå îïåðàòîð Äàëàìáåðà, u = u(x0, x1, x2, x3) � êîì-

ïëåêñíà äâi÷i íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ, F (|u|) � äåÿêà íåïå-
ðåðâíà ôóíêöiÿ. Âèêîíàíî ñèìåòðiéíó ðåäóêöiþ öüîãî ðiâíÿííÿ çà òðè-

ïàðàìåòðè÷íèìè ãðóïàìè P (1, 3)⊕Q(1), ÿêi íåñïðÿæåíi ïiäãðóïàì ãðóïè

Ïóàíêàðå. Ïîâíèé ïåðåëiê âiäïîâiäíèõ òðèâèìiðíèõ ïiäàëãåáð ìiñòèòü

36 ïiäàëãåáð: M1�M36. Çîêðåìà, ïiäàëãåðè M2, M13, M17 ìàþòü òàêèé

âèãëÿä:

M2 = 〈P0 + γQ, P1 + σQ, P2 + τQ〉, σ > 0, γ, τ ∈ R àáî σ = 0, γ 6= 0;

M13 = 〈G1 + εQ,M,P1 + βP2 + γQ〉, ε = 1, γ ∈ R àáî ε = 0, γ 6= 0;

M17 = 〈J12 + γQ, J03 + σQ,M〉, γ > 0, σ ∈ R àáî γ = 0, σ > 0,

äå Ga = J0a − Ja3 (a = 1, 2), M = P0 + P3, T =
1

2
(P0 − P3), α, β, γ, µ, ν

� äiéñíi ñòàëi, ïðè öüîìó α, β > 0. Âñòàíîâëåíî, ùî çàãàëüíèé âèãëÿä

àíçàöó äëÿ ôóíêöi¨ u = u(x), iíâàðiàíòíîãî âiäíîñíî îäíi¹¨ iç àëãåáð M1

� M36, ¹ òàêèì:

u(x) = exp{ia(x)}ϕ(ω(x)). (0.2)

ßâíèé âèãëÿä äiéñíèõ ôóíêöié a(x), ω(x) âèçíà÷à¹òüñÿ îäíi¹þ ç âiäïî-

âiäíèõ 36 ôîðìóë. Òàê, íàïðèêëàä, äëÿ ïiäàëãåáð M2, M13, M17 ôóíêöi¨

a(x), ω(x) ìàþòü âèãëÿä:

(2) a(x) = γx0 − σx1 − τx2, ω(x) = x3;

(13) a(x) =
ε(βx1 − x2)

β(x0 + x3)
− γx2

β
, ω(x) = x0 + x3;

(17) a(x) = γ arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

+ σ ln(x0 + x3), ω(x) = x2
1 + x2

2.

Ïiäñòàâëÿþ÷è çíàéäåíi àíçàöè äëÿ àëãåáð M1 � M36 â ðiâíÿííÿ (0.1),

îäåðæó¹ìî íàáið ðåäóêîâàíèõ çâè÷àéíèõ äèôåðåöiàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ

çíàõîäæåííÿ ϕ = ϕ(ω) (ìè íàâîäèìî ðiâíÿííÿ, ÿêi âiäïîâiäàþòü àëãå-

áðàì M2, M13, M17):

(2)− ϕ̈+ (σ2 + τ 2 − γ2)ϕ = F (|ϕ|)ϕ, ϕ̈ =
d2ϕ

dω2 ;
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(13)

(
β2ε2 + 1

β2ω2 +
2γ

β2ω
+
γ2

β2

)
ϕ = F (|ϕ|)ϕ; (0.3)

(17)− 4ωϕ̈− 4ϕ̇+
γ2

ω
ϕ = F (|ϕ|)ϕ, ϕ̇ =

dϕ

dω
.

Áiëüøiñòü ðåäóêîâàíèõ ðiâíÿíü ¹ çâè÷àéíèìè äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿí-

íÿìè äðóãîãî ïîðÿäêó (íàïðèêëàä, 2, 17 ç (0.3)). Îäíàê, äëÿ ðÿäó âè-

ïàäêiâ îòðèìàíî äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó i, íàâiòü,

ñóòî àëãåáðà¨÷íi ðiâíÿííÿ (íàïðèêëàä, 13 ç (0.3)). Òàêèì ÷èíîì, ç âè-

êîðèñòàííÿì ñèìåòðiéíèõ âëàñòèâîñòåé íåëiíiéíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ

(0.1), ìè çâåëè çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ éîãî ÷àñòèííèõ ðîçâ'ÿçêiâ äî iñòîòíî

ëåãøî¨ ïðîáëåìè � iíòåãðóâàííÿ íåëiíiéíèõ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

é, íàâiòü, àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü.

Â ïàðàãðàôi 1.2 ïðîâåäåíî ñèìåòðiéíó ðåäóêöiþ íåëiíiéíîãî õâèëüî-

âîãî ðiâíÿííÿ

2u = λ|u|ku, k 6= 0 (0.4)

çà òðèïàðàìåòðè÷íèìè ïiäãðóïàìè ãðóïè P̃ (1, 3) ⊕ Q(1), ÿêi 1) íåñïðÿ-

æåíi ïiäãðóïàì ðîçøèðåíî¨ ãðóïè Ïóàíêàðå, 2) íåñïðÿæåíi ïiäãðóïàì

ãðóïè P (1, 3) ⊕ Q(1). Ïîâíèé ïåðåëiê âiäïîâiäíèõ òðèâèìiðíèõ ïiäàë-

ãåáð ìiñòèòü 24 ïiäàëãåáðè: F̃1�F̃24. Çîêðåìà, ïiäàëãåðè F̃8, F̃19 ìàþòü

òàêèé âèãëÿä:

F̃8 = 〈J03 +D + 2T + γQ, P1, P2〉, γ 6= 0;

F̃19 = 〈J03 + γQ, J12 + µQ,D + υQ〉, γ, µ, υ ∈ R, |γ|+ |µ|+ |υ| 6= 0,

äå Ga = J0a − Ja3 (a = 1, 2), T =
1

2
(P0 − P3), α, β, γ, µ, ν � äiéñíi ñòàëi,

ïðè öüîìó α, β > 0. Çàãàëüíà ñòðóêòóðà àíçàöó äëÿ ôóíêöi¨ u = u(x),

iíâàðiàíòíîãî âiäíîñíî îäíi¹¨ iç àëãåáð F̃1 � F̃24, ¹ òàêîþ:

u(x) = exp{a(x)}ϕ(ω(x)).
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ßâíèé âèãëÿä äiéñíèõ ôóíêöié a(x), ω(x) âèçíà÷à¹òüñÿ îäíi¹þ ç âiäïî-

âiäíèõ 24 ôîðìóë. Òàê, íàïðèêëàä, äëÿ ïiäàëãåáð F̃8, F̃19 ôóíêöi¨ a(x),

ω(x) ìàþòü âèãëÿä:

(8) a(x) = (l + iγ) ln(x0 + x3 + 1), ω(x) = x0 − x3;

(19) a(x) =
l − iγ + iυ

2
ln(x2

0 − x2
3) + iµ arcsin

x2√
x2

1 + x2
2

+

+iγ ln(x0 + x3), ω(x) =
x2

0 − x2
3

x2
1 + x2

2
.

Ïiäñòàâëÿþ÷è çíàéäåíi àíçàöè äëÿ àëãåáð F̃1 � F̃24 â ðiâíÿííÿ (0.4), îäåð-

æó¹ìî íàáið ðåäóêîâàíèõ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ çíà-

õîäæåííÿ ϕ = ϕ(ω) (ìè íàâîäèìî ðiâíÿííÿ, ÿêi âiäïîâiäàþòü àëãåáðàì

F̃8, F̃19)

(8) (l + iγ)ϕ̇ = λ|ϕ|kϕ;

(19) 4(ω2 − ω3)ϕ̈ + 4[3ω2 + ω(1 + l + 2iγ − iυ)]ϕ̇−

−[4ω(iµ)2 + 2iγ(l + iγ − iυ)]ϕ = λ|ϕ|kϕ.

(0.5)

Ïåðåâàæíà áiëüøiñòü îäåðæàíèõ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

¹ íåëiíiéíèìè ðiâíÿííÿìè äðóãîãî ïîðÿäêó iç çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè

(íàïðèêëàä, 19 ç (0.5)), ÿêi íå âäà¹òüñÿ ïðîiíòåãðóâàòè âiäîìèìè íàì

ìåòîäàìè. Ó òèõ âèïàäêàõ, êîëè ðåäóêîâàíi ðiâíÿííÿ ¹ çâè÷àéíèìè äè-

ôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè ïåðøîãî ïîðÿäêó (íàïðèêëàä, 8 ç (0.5)) àáî

àëãåáðà¨÷íèìè ðiâíÿííÿìè, ïîáóäîâàíî ¨õ çàãàëüíi ðîçâ'ÿçêè.

Òàêèì ÷èíîì, îäåðæàíî ïîâíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ñèìåòðiéíî¨ ðåäóêöi¨

íåëiíiéíîãî êîìïëåêñíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ äî çâè÷àéíèõ äèôåðåíöi-

àëüíèõ ðiâíÿíü.

Öå äàëî çìîãó â ïàðàãðàôi 1.3 ïîáóäóâàòè áàãàòîïàðàìåòðè÷íi ñiì'¨

íîâèõ iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ õâèëüîâèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó

2u = (λ1 + λ2|u|k)u.



11

Øëÿõîì iíòåãðóâàíÿ îòðèìàíèõ ðåäóêîâàíèõ ðiâíÿíü ïîáóäîâàíî 43

âiäïîâiäíi iíâàðiàíòíi ðîçâ'ÿçêè âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ (0.1). Çãiäíî ç ñòðóê-

òóðîþ òà ìåòîäàìè ðîçâ'ÿçàííÿ ðåäóêîâàíi ðiâíÿííÿ ìîæíà ðîçáèòè íà

òðè îñíîâíi ãðóïè. Çîêðåìà, äî ïåðøî¨ ãðóïè íàëåæèòü ðiâíÿííÿ � 2 ç

(0.3), äî äðóãî¨ � 17 ç (0.3) òà äî òðåòüî¨ � 13 ç (0.3). Íàâåäåìî iíâàðiàíòi

ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (0.1) (ÿêi ïîäà¹ìî â çàëåæíîñòi âiä ñòåïåíÿ íåëiíié-

íîñòi k), ùî îòðèìàíi â ðåçóëüòàòi iíòåãðóâàííÿ ðåäóêîâàíèõ ðiâíÿííü

2, 17 òà 13 ç (0.3). Ó âñiõ ôîðìóëàõ, ÿêi íàâåäåíî íèæ÷å, C1, C2, C3, C4

� äîâiëüíi äiéñíi êîíñòàíòè.

k � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî, k 6= −2

u1(x) = exp{i(γx0 − σx1 − τx2)}ϕ(x3),

äå ϕ çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

ϕ(ω) = ρ(ω) exp

iC1

ω∫
ρ−2(z)dz + iC2

 , (0.6)

à ρ âèçíà÷à¹òüñÿ ç íàñòóïíî¨ ôîðìóëè:

ρ(ω)∫ [
(σ2+ τ 2− γ2−λ1)z

2− 2λ2

k + 2
zk+2−C2

1z
−2+C3

]− 1
2

dz= ω+C4;

k = −2

u2(x) = exp{i(γx0 − σx1 − τx2)}ϕ(x3),

äå ϕ îïèñó¹òüñÿ ôîðìóëîþ (0.6), à ρ(x3) çíàõîäèòüñÿ òàêèì ÷èíîì:

ρ(ω)∫
[(σ2+ τ 2− γ2− λ1)z

2− 2λ2ln z− C2
1z

−2+ C3]
− 1

2dz= ω+ C4;

k � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî

u3(x) =

[
(k2γ2 − 4)

λk2

] 1
k

(x2
1 + x2

2)
− 1

k exp

{
iγarcsin

x1√
x2

1 + x2
2

− iC1

}
;
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k �äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî

u4(x) = λ
− 1

k
2 exp

{
i
ε(βx1 − x2)

β(x0 + x3)
− i

γx2

β
+ iΦ(x0 + x3)

}
×

×
(

β2ε2 + 1

β2(x0 + x3)2 +
2γ

β2(x0 + x3)
+
γ2

β2 − λ1

) 1
k

.

Ó ïàðàãðàôi 1.4 äîñëiäæó¹òüñÿ ñèìåòðiÿ õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ çi çìií-

íèìè êîåôiöi¹íòàìè aµ(x), à ñàìå:

2u+ aµ(x)
∂u

∂xµ
= F (u), µ = 0, 3. (0.7)

Ïðîâåäåíà ñèìåòðiéíà êëàñèôiêàöiÿ ðiâíÿííÿ (0.7) â çàëåæíîñòi âiä ôóí-

êöi¨ F (u) òà ïîêàçàíî, ùî ðiâíÿííÿ (0.7) ïðè F (u) = 0 ¹ êîíôîðìíî-

iíâàðiàíòíèì. Çàóâàæèìî, ùî íi ïðè ÿêèõ ôiêñîâàíèõ aµ(x) öå ðiâíÿííÿ

íå ¹ êîíôîðìíî-iíâàðiàíòíèì.

Ïàðàãðàô 1.5 ìiñòèòü ðåçóëüòàòè ñèìåòðiéíî¨ êëàñèôiêàöi¨ ðiâíÿííÿ

òèïó Áþðãåðñà

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= F

(
∂2u

∂x2

)
ç äîäàòêîâîþ óìîâîþ, ÿêà ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

∂2ψ

∂x2 + f 1(u)
∂ψ

∂x
+ f 2(u)ψ = 0.

Äðóãèé ðîçäië äèñåðòàöi¨ ¹ îñíîâíèì, âií ïðèñâÿ÷åíèé íåëi¨âñüêié ðå-

äóêöi¨ òà ïîáóäîâi òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ õâèëüîâèõ ðiâíÿíü, iíâà-

ðiàíòíèõ âiäíîñíî ãðóï P (1, 3), P̃ (1, 3).

Â ïàðàãðàôi 2.1 ðîçãëÿäà¹òüñÿ áàãàòîâèìiðíå íåëiíiéíå ðiâíÿííÿ Äà-

ëàìáåðà

2u = F (u), (0.8)

äå 2 = ∂2/∂x2
0 − ∆ � îïåðàòîð Äàëàìáåðà, u = u(x0, x1, x2, x3) � äié-

ñíà äâi÷i íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ, F (u) � äåÿêà íåïåðåðâíà
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ôóíêöiÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïiäõiä äî äîñëiäæåííÿ óìîâíî¨ ñèìåòði¨ ðiâ-

íÿííÿ (0.8), âïåðøå çàïðîïîíîâàíèé Ð.Ç. Æäàíîâèì òà Â.I. Ôóùè÷åì

i ðåàëiçîâàíèé ó ïîâíîìó îáñÿçi â ðîáîòàõ Â.I. Ôóùè÷à, Ð.Ç. Æäàíî-

âà, I.Â. Ðåâåíêà, áóäó¹ìî ñiì'þ óìîâíî-iíâàðiàíòíèõ àíçàöiâ äëÿ ôóíêöi¨

u = u(x).

Ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (0.8) øóêà¹ìî ó âèãëÿäi

u = ϕ(ω0, ω1, ω2), (0.9)

äå ωµ = ωµ(x), µ = 0, 1, 2, � äîñòàòíüî ãëàäêi ôóíêöi¨, ÿêi ïiäáèðàþòüñÿ

òàê, ùîá ïiäñòàíîâêà (0.9) â (0.8) ïðèçâîäèëà äî ðiâíÿííÿ ç êîåôiöi¹íòà-

ìè, çàëåæíèìè òiëüêè âiä �íîâèõ� çìiííèõ ω0, ω1, ω2. Êðiì òîãî, âèìà-

ãà¹ìî, ùîá êîåôiöi¹íòè ïðè ïîõiäíèõ çà çìiííîþ ω0 äîðiâíþâàëè íóëåâi.

Â ðåçóëüòàòi ïðèõîäèìî äî ïåðåâèçíà÷åíî¨ ñèñòåìè äåâ'ÿòè íåëiíié-

íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ çíàõîäæåííÿ òðüîõ íåâiäîìèõ ôóíêöié

ω0(x), ω1(x), ω2(x):

2ω0 = 0, ω0xµ
ω0xµ = 0,

ω0xµ
ω1xµ = 0, ω0xµ

ω2xµ = 0,
ω1xµ

ω1xµ = F1(ω0, ω1, ω2),

ω1xµ
ω2xµ = F2(ω0, ω1, ω2),

ω2xµ
ω2xµ = F3(ω0, ω1, ω2),

(0.10)

2ω1 = G1(ω0, ω1, ω2), 2ω2 = G2(ω0, ω1, ω2).

Òóò i äàëi çà iíäåêñàìè, ùî ïîâòîðþþòüñÿ, ïåðåäáà÷åíî ñóìóâàííÿ. Ïiä-

íÿòòÿ òà îïóñêàííÿ iíäåêñó çäiéñíþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ìåòðè÷íîãî òåí-

çîðà ïðîñòîðó Ìiíêîâñüêîãî gµν = diag (1,−1,−1,−1).

Çàóâàæèìî, ùî êëàñ ðiâíÿíü (0.10) ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî äîâiëüíîãî

íåâèðîäæåíîãî ïåðåòâîðåííÿ çàëåæíèõ çìiííèõ

ω0
′ = Ω0(ω0), ωi

′ = Ωi(ω0, ω1, ω2), i = 1, 2. (0.11)

Ñïðàâåäëèâi òàêi òâåðäæåííÿ.
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Òåîðåìà 2.1.1. Ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè

ïîõiäíèìè (0.10) ñóìiñíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ç âèêîðèñòàííÿì

ïåðåòâîðåííÿ (0.11) ¨¨ ïðàâi ÷àñòèíè ìîæíà çâåñòè äî âèãëÿäó:

1. F1 = F3 = −1, F2 = 0, G1 = G2 = 0.

2. F1 = F3 = −1, F2 = 0, G1 = −2ω−1
1 , G2 = 0.

(0.12)

Òåîðåìà 2.1.2. Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (0.10), ÿêèé âèçíà÷à¹-

òüñÿ ç òî÷íiñòþ äî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi (0.11), çà óìîâè, ùî

âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi (0.12), çàäà¹òüñÿ òàêèìè ôîðìóëàìè:

1. ω0 = θµx
µ, ω1 = bµx

µ, ω2 = cµx
µ.

2. ω0 = ω0(x) çàäàíî íåÿâíî Aµ(ω0)x
µ +B(ω0) = 0,

ω1 =
(
−Ȧµ(ω0)Ȧ

µ(ω0)
)−1/2 (

Ȧν(ω0)x
ν + Ḃ(ω0)

)
,

ω2 =
(
−Ȧµ(ω0)Ȧ

µ(ω0)
)−3/2 (

εµναβA
µ(ω0)Ȧ

ν(ω0)Ä
α(ω0)x

β
)
,

äå Aµ(ω0), B(ω0) � äîâiëüíi ôóíêöi¨, çâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì

Aµ(ω0)A
µ(ω0) = 0.

Òóò θµ, bµ, cµ � äîâiëüíi äiéñíi ñòàëi, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

θµθ
µ = θµb

µ = θµc
µ = 0, bµc

µ = 0, bµb
µ = cµc

µ = −1,

êðàïêà íàä ñèìâîëîì îçíà÷à¹ ïîõiäíó çà ω0, ñèìâîëîì εµναβ ïîçíà÷åíî

àíòèñèìåòðè÷íèé òåíçîð ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó, òîáòî

εµναβ =


1, (µ, ν, α, β) = öèêë (0, 1, 2, 3),

−1, (µ, ν, α, β) = öèêë (1, 0, 2, 3),

0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

Òàêèì ÷èíîì, îäåðæàíî âè÷åðïíèé îïèñ àíçàöiâ (0.9), ùî ðåäóêóþòü

äîñëiäæóâàíå áàãàòîâèìiðíå ðiâíÿííÿ äî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç

òðüîìà íåçàëåæíèìè çìiííèìè, îäíà ç ÿêèõ âiäiãðà¹ ðîëü ïàðàìåòðà.
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Òîáòî, ôàêòè÷íî, ìà¹ ìiñöå ðåäóêöiÿ äî äâîâèìiðíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè. Â ðåçóëüòàòi ïîáóäîâàíî äâà êëàñè

àíçàöiâ äëÿ íåëiíiéíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ, îäèí ç ÿêèõ

u(x) = ϕ

ω0,
Ȧµx

µ + Ḃ(
−ȦνȦν

)1/2 ,
εµναβA

µȦνÄαxβ(
−ȦνȦν

)3/2


âiäïîâiäà¹ éîãî óìîâíié ñèìåòði¨.

Â öüîìó æ ïàðàãðàôi, âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâíó ñèìåòðiþ ðiâíÿííÿ

(0.8), ìè îòðèìàëè òàêèé êëàñ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Äàëàìáåðà:

u(x) =
(−ȦµȦ

µ)1/2

Ȧνxν + Ḃ

[
U

(
ω0,

Ȧνx
ν +B

(−ȦµȦµ)1/2
+ i

εµναβA
µȦνÄαxβ

(−ȦµȦµ)3/2

)
+

+U

(
ω0,

Ȧνx
ν + Ḃ

(−ȦµAµ)1/2
− i

εµναβA
µȦνÄαxβ

(−ȦµȦµ)3/2

)]
,

äå U � äîâiëüíà àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ âiäíîñíî çìiííî¨ z = ω1 + iω2. Òà-

êîæ çíàéøëè íîâi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Äàëàìáåðà iç

ñòåïåíåâîþ íåëiíiéíiñòþ

2u = λuk, k 6= 0, 1,

îäèí ç ÿêèõ ìè íàâîäèìî íèæ÷å (k = 3):

u(x) =

[
−(εµναβA

µȦνÄαxβ)2

(ȦµȦµ)3
− (Ȧνx

ν + Ḃ)2

ȦµȦµ

] 1
2

×

×ϕ

(
ω0,

1

2
ln

(
−(εµναβA

µȦνÄαxβ)2

(ȦµȦµ)3
− (Ȧνx

ν + Ḃ)2

ȦµȦµ

))
.

(0.13)

Òóò ϕ(ω0, y) çàäà¹òüñÿ òàêîþ êâàäðàòóðîþ:

ϕ(ω0,y)∫ (
−λ

2
t4 + t2 + f(ω0)

)− 1
2

dt = y + g(ω0), f, g ∈ C2(R1,R1).
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Çàóâàæèìî, ùî ïðè f = g = 0 òà ïðè óìîâi, ùî äîâiëüíi ôóíêöi¨ ôiêñî-

âàíi, à ñàìå, A0(ω0) = 1, A1(ω0) = ω0, A2(ω0) =
√

1− ω2
0, A3(ω0) = 0,

ôîðìóëà (0.13) äà¹ äâà êëàñè ÷àñòèííèõ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ êóái÷íîãî

õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ, ÿêi, â ñâîþ ÷åðãó, ïîðîäæóþòü âiäîìi iíñòàíòîííi

i ìåðîííi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ßíãà-Ìiëñà, ÿêi áóëè îòðèìàíi çà äîïîìî-

ãîþ àíçàöó Òõóôòà-Êîððiãàíà-Ôååðëi-Âië÷åêà. Òàêèì ÷èíîì, ïîáóäîâà-

íî øèðîêèé êëàñ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü ßíãà-Ìiëñà, ÿêèé ìiñòèòü

êëàñè÷íi ìåðîííi òà iíñòàíòîííi ðîçâ'ÿçêè, ÿê äóæå ñïåöiàëüíèé ÷àñòèí-

íèé âèïàäîê.

Â ïàðàãðàôi 2.2 ïðîâåäåíî ñèñòåìàòè÷íå äîñëiäæåííÿ óìîâíî¨ ñèìåòði¨

íåëiíiéíîãî êîìïëåêñíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ (0.1).

Àíàëiç îòðèìàííèõ àíçàöiâ (â ïàðàãðàôi 1.1) äëÿ êîìïëåêñíîãî ñêà-

ëÿðíîãî ïîëÿ u(x) ïîêàçó¹, ùî âñi âîíè ìàþòü ñòðóêòóðó (0.2).

Êðiì òîãî, âñòàíîâëåíî, ùî ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ωxµ
ωxµ = f1(ω), 2ω = f2(ω),

axµ
ωxµ = f3(ω), axµ

axµ = f4(ω), 2a = f5(ω)
(0.14)

¹ íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ äëÿ òîãî, ùîá àíçàö (0.2) çâîäèâ íåëi-

íiéíå õâèëüîâå ðiâíÿííÿ (0.1) äî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ.

Ïðè÷îìó, ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöi¨ ϕ(ω) ìà¹ âèãëÿä

f1(ω)
d2ϕ

dω2 + (f2(ω)− 2if3(ω))
dϕ

dω
+ (if5(ω)− f4(ω))ϕ = F (|ϕ|)ϕ. (0.15)

Îäíèì ç öåíòðàëüíèõ ðåçóëüòàòiâ ïàðàãðàôà (ñôîðìóëüîâàíèì â äè-

ñåðòàöi¨ ó âèãëÿäi òåîðåìè 2.2.1) ¹ ïîáóäîâà äiéñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè

2ω = εNω−1, ωxµ
ωxµ = ε, ε = 0,±1, µ = 0, 3,

äå N = 0, 1, 2, 3.

Öi ðîçâ'ÿçêè ¹ óçàãàëüíåííÿì âiäîìèõ ôóíêöiîíàëüíî-iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ,

îäåðæàíèõ Ñìiðíîâèì, Ñîáîë¹âèì òà �ðóãiíèì. Òàêîæ ïîáóäóâàíî òî÷íi

ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (0.14) ç ðiçíèìè ïðàâèìè ÷àñòèíàìè. Íàâåäåìî äåÿêi

ç îòðèìàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (0.14), ùî âiäïîâiäàþòü óìîâíié ñèìåòði¨

íåëiíiéíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ.
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×àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (0.14)

ïðè f1 = −1, f2 = 0, f3 = 0, f4 = −1, f5 = 0, ìà¹ âèãëÿä

ω(x) = bµx
µ cos g1 + cµx

µ sin g1 + g2,

a(x) = cµx
µ cos g1 − bµx

µ sin g1 + g3,

äå g1, g2, g3 � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ âiä aµxµ + dµx
µ.

×àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (0.14)

ïðè f1 = −1, f2 = −2ω−1, f3 = 0, f4 = −λ2, f5 = 0, ìà¹ âèãëÿä

ω2 = − (xµ + Aµ(τ)) (xµ + Aµ(τ))− {Bµ(τ) (xµ + Aµ(τ))}2 ,

a(x) = λBµ(τ)x
µ + g(τ),

(0.16)

äå λ = const i τ = τ(x) âèçíà÷à¹òüñÿ íåÿâíî

(xµ + Aµ(τ)) Ḃ
µ(τ) = 0.

Òóò Aµ(τ), Bµ(τ), g(τ) � äîâiëüíi ãëàäêi äiéñíi ôóíêöi¨, ùî çàäîâîëüíÿ-

þòü óìîâè

Bµ(τ)B
µ(τ) = −1, Ḃµ(τ)Ḃ

µ(τ) = 0, Ȧµ(τ) = R(τ)Ḃµ(τ)

ïðè äîâiëüíié ôóíêöi¨ R(τ).

Â öüîìó æ ïàðàãðàôi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à îïèñó âñiõ ìîæëèâèõ àí-

çàöiâ âèãëÿäó (0.2), ÿêi çâîäÿòü ðiâíÿííÿ (0.1) äî àëãåáðà¨÷íîãî. Ñëiä

çàóâàæèòè, ùî çàäà÷à ðåäóêöi¨ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ äî àëãåáðà¨-

÷íîãî ðîçãëÿäà¹òüñÿ âïåðøå.

Ïîâíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i ïîäàíî ó âèãëÿäi íàñòóïíî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 2.2.2. Àíçàö (0.2) ðåäóêó¹ ðiâíÿííÿ (0.1) äî àëãåáðà¨÷íîãî

ðiâíÿííÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè:

1) Aµ(ω)xµ +B(ω) = 0, Aµ(ω)Aµ(ω) = 0,

a(x) =
w1(ω)(
−ȦνȦν

)Ȧµx
µ + w2(ω),
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äå µ, ν = 0, 1, 2, 3; Aµ(ω), B(ω), w1, w2 � äîâiëüíi ôóíêöi¨; êðàïêà íàä

ñèìâîëîì îçíà÷à¹ ïîõiäíó çà ω;

2) ω(x) = w0(θµx
µ),

a(x) = w1(θµx
µ)aνx

ν + w2(θµx
µ)bνx

ν + w3(θµx
µ),

äå w0, w1, w2, w3 � äîâiëüíi ôóíêöi¨ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ; θµ, aµ, bµ � äîâiëüíi

äiéñíi ïàðàìåòðè, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü òàêi ñïiââiäíîøåííÿ:

aµa
µ = bµb

µ = −1, aµb
µ = aµθ

µ = bµθ
µ = θµθ

µ = 0.

Çíàéäåíî ïðèíöèïîâî íîâèé íåëi¨âñüêèé êëàñ ðîçâ'ÿçêiâ êîìïëåêñíî-

ãî íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Äàëàìáåðà, ÿêèé íå ìîæå áóòè îòðèìàíèì çà

äîïîìîãîþ ìåòîäó ñèìåòðiéíî¨ ðåäóêöi¨.

Íàïðèêëàä, äëÿ ðiâíÿííÿ Äàëàìáåðà ç êóái÷íîþ íåëiíiéíiñòþ

2u = λ|u|2u

îäåðæàíî òàêèé êëàñ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ:

u(x) =
1√
λ
w1(ω) exp{iw1(ω)x3 + iw2(ω)}.

Ïiäêðåñëèìî, ùî ïðè λ→ 0 öåé ðîçâ'ÿçîê ìà¹ ñèíãóëÿðíiñòü i òîìó íå

ìîæå áóòè îòðèìàíèé ìåòîäàìè òåîði¨ çáóðåíü çà ìàëèì ïàðàìåòðîì λ.

Ïàðàãðàô 2.3 ïðèñâÿ÷åíèé ïîáóäîâi òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ êîìïëåêñíèõ

õâèëüîâèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó (0.1), äå F � ñòåïåíåâà ôóíêöiÿ. Çîêðåìà,

ÿêùî â (0.15) f1 = −1, f2 = −2ω−1, f3 = 0, f4 = −λ2, f5 = 0, F =

λ1+λ2|ϕ|k, òîäi âiäïîâiäíèé òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (0.1) â çàëåæíîñòi
âiä çíà÷åíü k òàêèé:

k � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî

u(x) =

[
2(k − 2)

λ2k2

] 1
k

ω(x)−
2
k exp{i(a(x) + C1)},

äå C1 = const, a(x), ω(x) âèçíà÷àþòüñÿ ç ôîðìóëè (0.16).

k = 4

u(x) = exp{ia(x)}ϕ(ω(x)),
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äå a(x), ω(x) âèçíà÷àþòüñÿ ç ôîðìóëè (0.16), à ϕ(ω) ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

ϕ(ω) = ω−
1
2ρ(lnω) exp{iC1

lnω∫
ρ−2(z)dz + iC2},

ρ çíàõîäèòüñÿ ç ôîðìóëè

ρ(lnω)∫ [
−λ2

3
z6 +

1

4
z2 − C2

1 + C3

]− 1
2

dz = lnω + C4.

Íàâîäèòüñÿ ïðèêëàä, êîëè äåÿêi ω, çîêðåìà, ω(x) =
√
x2

1 + x2
2 + x2

3,

ïðèçâîäÿòü äî ëi¨âñüêèõ àíçàöiâ òà áóäó¹òüñÿ âiäïîâiäíèé òî÷íèé ðîçâ'ÿ-

çîê ðiâíÿííÿ (0.1), ÿêèé äëÿ íàâåäåíîãî ω(x) ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

k � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî

u(x) =

[
2(k − 2)

λ2k2

] 1
k
(√

x2
1 + x2

2 + x2
3

)− 2
k

exp{i(D1x0 +D2 + C1)},

äå C1, D1, D2 = const.

Çàçíà÷èìî, ùî ïðè äîäàòíèõ k ∈ R öåé ðîçâ'ÿçîê ¹ ëîêàëiçîâàíèì â

îêîëi òî÷êè ~x = ~0. Ïðè öüîìó â öié òî÷öi âií ìà¹ ñèíãóëÿðíiñòü.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè, ÿêi

âèçíà÷àþòü íàóêîâó íîâèçíó òà âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, íàñòóïíi:

1. Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ïîáóäîâè òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíîãî êîì-

ïëåêñíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ ç äîâiëüíèìè ôóíêöiÿìè, ÿêèé áà-

çó¹òüñÿ íà ñèíòåçi êëàñè÷íîãî ïiäõîäó Ñ.Ëi òà ìåòîäó óìîâíèõ ñè-

ìåòðié äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

2. Îäåðæàíî ïîâíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ñèìåòðiéíî¨ ðåäóêöi¨ êîìïëåêñ

íèõ íåëiíiéíèõ õâèëüîâèõ ðiâíÿíü, iíâàðiàíòíèõ âiäíîñíî ãðóïè Ïó-

àíêàðå P (1, 3) òà ðîçøèðåíî¨ ãðóïè Ïóàíêàðå P̃ (1, 3), äî çâè÷àéíèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

3. Ïîáóäîâàíî áàãàòîïàðàìåòðè÷íi ñiì'¨ íîâèõ iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ

äîñëiäæóâàíèõ ðiâíÿíü.
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4. Ïîáóäîâàíî øèðîêi êëàñè íåëi¨âñüêèõ ðîçâ'ÿçêiâ ç ôóíêöiîíàëüíîþ

äîâiëüíiñòþ äëÿ íåëiíiéíîãî êîìïëåêñíîãî ðiâíÿííÿ Äàëàìáåðà.

5. Äîñëiäæåíî ìåõàíiçì íåëi¨âñüêî¨ ðåäóêöi¨ êîìïëåêñíèõ õâèëüîâèõ

ðiâíÿíü äî àëãåáðà¨÷íèõ.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà ðîáî-

òà íîñèòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ¹ íîâèìè i ìî-

æóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ðÿäó êîíêðåòíèõ çàäà÷ òåîði¨

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè òà íåëiíiéíî¨ êâàíòî-

âî¨ òåîði¨ ïîëÿ.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Âèçíà÷åííÿ çàãàëüíîãî ïëàíó äiÿëüíî-

ñòi òà ïîñòàíîâêà çàäà÷ íàëåæàòü íàóêîâîìó êåðiâíèêó � Ð.Ç. Æäàíîâó.

Äîâåäåííÿ âñiõ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨ ïðîâåäåíå îñîáèñòî àâòîðîì.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè

äîïîâiäàëèñÿ i îáãîâîðþâàëèñÿ íà ñåìiíàðàõ âiääiëó ïðèêëàäíèõ äîñëi-

äæåíü Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, íà VI Ìiæíàðîäíié êîíôå-

ðåíöi¨ iì. àêàä. Ì. Êðàâ÷óêà (Êè¨â, 1997), íà II Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨

"Symmetry in Nonlinear Mathematical Physics" (Êè¨â, 1997).

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíi â ðîáîòàõ [8, 10,

11, 22, 85, 23, 103].

Àâòîð ùèðîñåðäå÷íî âäÿ÷íèé ñâî¹ìó ïåðøîìó íàóêîâîìó êåðiâíèêó

÷ëåíó-êîðåñïîíäåíòó ÍÀÍ Óêðà¨íè, ïðîôåñîðó, äîêòîðó ôiçèêî-ìàòåìà-

òè÷íèõ íàóê

Âiëüãåëüìó Iëëi÷ó Ôóùè÷ó .

Àâòîð ç ãëèáîêîþ âäÿ÷íiñòþ çãàäó¹ ñïiâïðàöþ ç íèì.

Àâòîð âèñëîâëþ¹ òàêîæ ñåðäå÷íó âäÿ÷íiñòü ñâî¹ìó íàóêîâîìó êåðiâ-

íèêó äîêòîðó ôiçèêî � ìàòåìàòè÷íèõ íàóê

Ðåíàòó Çóôàðîâè÷ó Æäàíîâó

çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, ïîñòiéíó óâàãó òà äîïîìîãó â ðîáîòi.
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Ùèðî âäÿ÷íà òàêîæ óñiì ó÷àñíèêàì íàóêîâîãî ñåìiíàðó âiääiëó ïðè-

êëàäíèõ äîñëiäæåíü Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè çà öiííi çàóâà-

æåííÿ, çðîáëåíi ïðè îáãîâîðåííi ðåçóëüòàòiâ.
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Chapter 1.

Ñèìåòðiéíà ðåäóêöiÿ êîìïëåêñíîãî

íåëiíiéíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ

Äàíèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé ñèìåòðiéíié ðåäóêöi¨ êîìïëåêñíèõ íåëiíiéíèõ

õâèëüîâèõ ðiâíÿíü, iíâàðiàíòíèõ âiäíîñíî ãðóïè Ïóàíêàðå P (1, 3)⊕Q(1)

òà ðîçøèðåíî¨ ãðóïè Ïóàíêàðå P̃ (1, 3)⊕Q(1), äî çâè÷àéíèõ äèôåðåíöi-

àëüíèõ ðiâíÿíü.

Â ïàðàãðàôàõ 1.1 òà 1.2 îäåðæàíî ïîâíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ñèìåòðiéíî¨

ðåäóêöi¨ íåëiíiéíèõ êîìïëåêñíèõ õâèëüîâèõ ðiâíÿíü äî çâè÷àéíèõ äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Öå äàëî çìîãó â ïàðàãðàôi 1.3 ïîáóäóâàòè áàãàòîïàðàìåòðè÷íi ñiì'¨

íîâèõ iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ äîñëiäæóâàíèõ ðiâíÿíü.

Íàñòóïíèé ïàðàãðàô 1.4 ìiñòèòü ðåçóëüòàòè ñèìåòðiéíî¨ êëàñèôiêàöi¨

õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Â ïàðàãðàôi 1.5 ïðîâåäåíî ñèìåòðiéíó êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿííÿ òèïó

Áþðãåðñà ç äîäàòêîâîþ óìîâîþ.
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1.1. Ðåäóêöiÿ çà ïiäãðóïàìè ãðóïè P (1, 3)⊕Q(1)

Ó äàíîìó ïàðàãðàôi äîñëiäæó¹òüñÿ áàãàòîâèìiðíå êîìïëåêñíå íåëiíiéíå

õâèëüîâå ðiâíÿííÿ

2u = F (|u|)u, (1.1)

äå 2 = ∂2/∂x2
0 −∆ � îïåðàòîð Äàëàìáåðà, u = u(x0, x1, x2, x3) � êîìïëå-

êñíà äâi÷i íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ, F (|u|) � äåÿêà íåïåðåðâ-
íà ôóíêöiÿ.

Ðàçîì ç âiäîìèìè ðåçóëüòàòàìè ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ (1.1) çà ïiäãðóïàìè

ãðóïè Ïóàíêàðå P (1, 3) [60, 63, 74, 75, 99], àíçàöè, ÿêi íàâåäåíî íèæ÷å,

äàþòü ïîâíå ðîçâ'ÿçàííÿ ïðîáëåìè ñèìåòðiéíî¨ ðåäóêöi¨ äëÿ íåëiíiéíîãî

õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ (1.1).

Äîáðå âiäîìî, ùî ìàêñèìàëüíîþ â ñåíñi Ëi ãðóïîþ iíâàðiàíòíîñòi ðiâ-

íÿííÿ (1.1) ¹ ãðóïà P (1, 3)⊕Q(1), äå P (1, 3) � ãðóïà Ïóàíêàðå ç ãåíåðà-

òîðàìè

Pµ =
∂

∂xµ
, Jab = xa

∂

∂xb
− xb

∂

∂xa
, J0a = x0

∂

∂xa
+ xa

∂

∂x0
, (1.2)

a, b = 1, 2, 3, µ = 0, 1, 2, 3, à Q(1) � îäíîïàðàìåòðè÷íà ãðóïà êàëiáðîâíèõ

ïåðåòâîðåíü ç ãåíåðàòîðîì

Q = iu
∂

∂u
−iu∗ ∂

∂u∗
(u∗ − êîìïëåêñíà ñïðÿæåíà ôóíêöiÿ äëÿ u).(1.3)

Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (1.1), ðåäóêó¹ìî öå ðiâíÿííÿ

äî çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, âèêîðèñòîâóþ÷è ïiäàëãåáðà¨÷íó

ñòðóêòóðó àëãåáðè Ëi ç áàçèñíèìè åëåìåíòàìè (1.2), (1.3).

Îñêiëüêè çàäà÷à ñèìåòðiéíî¨ ðåäóêöi¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷à-

ñòèííèìè ïîõiäíèìè çà ïiäãðóïàìè ãðóïè P (1, 3) âæå ðîçâ'ÿçàíà, ðîç-

ãëÿíåìî ëèøå òi òðèïàðàìåòðè÷íi ãðóïè P (1, 3) ⊕ Q(1), ÿêi íåñïðÿæåíi

ïiäãðóïàì ãðóïè Ïóàíêàðå. Ïîâíèé ïåðåëiê âiäïîâiäíèõ òðèâèìiðíèõ

ïiäàëãåáð ïîäàíî íèæ÷å:

M1 = 〈M + εQ, P1 + γQ, P2 + σQ〉,
ε = ±1, γ, σ ∈ R àáî ε = 0, γ > 0, σ ∈ R;
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M2 = 〈P0 + γQ, P1 + σQ, P2 + τQ〉,
σ > 0, γ, τ ∈ R àáî σ = 0, γ 6= 0;

M3 = 〈P1 + γQ, P2 + σQ, P3 + τQ〉, γ > 0, σ, τ ∈ R;

M4 = 〈J12 + γQ, P0 + σQ, P3 + τQ〉,
γ, σ, τ ∈ R, |γ|+ |σ|+ |τ | 6= 0;

M5 = 〈J12 + γQ, P1, P2〉, γ 6= 0;

M6 = 〈J03 + γQ, P0, P3〉, γ 6= 0;

M7 = 〈J03 + γQ,M,P1 + σQ〉, γ ∈ R, σ ≥ 0, |γ|+ σ 6= 0;

M8 = 〈J03 + γQ, P1 + σQ, P2 + τQ〉, γ, τ ∈ R, σ ≥ 0, |γ|+ σ 6= 0;

M9 = 〈J12 + αJ03 + γQ, P0, P3〉, γ 6= 0;

M10 = 〈J12 + αJ03 + γQ, P1, P2〉, γ 6= 0;

M11 = 〈G1 + εQ,M,P1 + γQ〉, ε = 1, γ ∈ R àáî ε = 0, γ > 0;

M12 = 〈G1 + εQ,M + γQ, P2 + σQ〉,
ε = 1, γ, σ ∈ R àáî ε = 0, γ = ±1, σ ≥ 0 àáî ε = γ = 0, σ > 0;

M13 = 〈G1 + εQ,M,P1 + βP2 + γQ〉,
ε = 1, γ ∈ R àáî ε = 0, γ 6= 0;

M14 = 〈G1 + γQ,G2 + σQ,M + τQ〉,
γ = 1, σ, τ ∈ R àáî γ = σ = 0, τ = ±1;

M15 = 〈G1, J03 + γQ,M〉, γ 6= 0;

M16 = 〈G1, J03 + γQ, P2 + σQ〉, σ > 0, γ ∈ R àáî σ = 0, γ 6= 0;

M17 = 〈J12 + γQ, J03 + σQ,M〉, γ > 0, σ ∈ R àáî γ = 0, σ > 0;

M18 = 〈G1, G2, J03 + γQ〉, γ 6= 0;

M19 = 〈G1, G2, J12 + γQ〉, γ 6= 0;
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M20 = 〈G1, G2, J12 + αJ03 + γQ〉, γ 6= 0;

M21 = 〈J12 + αP0 + γQ, P1, P2〉, γ 6= 0;

M22 = 〈J12 + αP3 + γQ, P1, P2〉, γ 6= 0;

M23 = 〈J12 + 2T + γQ, P1, P2〉, γ 6= 0;

M24 = 〈J03 + αP1 + γQ, P0, P3〉, γ 6= 0;

M25 = 〈J03 + αP1 + γQ,M,P2 + σQ〉, γ, σ ∈ R, |γ|+ |σ| 6= 0;

M26 = 〈G1 + 2T + γQ,M,P1 + σQ〉, γ, σ ∈ R, |γ|+ |σ| 6= 0;

M27 = 〈G1 + 2T + γQ,M + σQ, P2 + τQ〉,
σ = ±1, γ, τ ∈ R àáî σ = 0, γ, τ ∈ R, |γ|+ |τ | 6= 0;

M28 = 〈G1 + 2T + γQ,M,P1 + βP2 + σQ〉,
γ, σ ∈ R, |γ|+ |σ| 6= 0;

M29 = 〈G1 + P2 + γQ,M,P1 + σQ〉, γ, σ ∈ R, |γ|+ |σ| 6= 0;

M30 = 〈G1 + γQ,G2 + P2 + σQ,M + τQ〉,
γ, σ, τ ∈ R, |γ|+ |σ|+ |τ | 6= 0;

M31 = 〈G1 + P2 + γQ,G2 − P1 + σQ,M〉, γ, σ ∈ R, |γ|+ |σ| 6= 0;

M32 = 〈G1 + P2 + γQ,G2 − P1 + βP2 + σQ,M〉,
γ, σ ∈ R, |γ|+ |σ| 6= 0;

M33 = 〈G1, J03 + αP2 + γQ,M〉, γ 6= 0;

M34 = 〈G1, J03 + αP1 + γQ,M〉, γ 6= 0;

M35 = 〈G1, J03 + αP1 + βP2 + γQ,M〉, γ 6= 0;

M36 = 〈G1, G2, J12 +M + γQ,M〉, γ 6= 0,

äå Ga = J0a − Ja3 (a = 1, 2), M = P0 + P3, T =
1

2
(P0 − P3), α, β, γ, µ, ν �

äiéñíi ñòàëi, ïðè öüîìó α, β > 0.
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Íàâåäåìî óçàãàëüíåíèé àëãîðèòì ñèìåòðiéíî¨ ðåäóêöi¨ ñèñòåìè äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè çãiäíî ç [69]. Çàóâàæèìî,

ùî öåé àëãîðèòì áàçó¹òüñÿ íà óìîâíié ñèìåòði¨ äîñëiäæóâàíèõ ðiâíÿíü,

òîìó âií ¹ ñóòò¹âèì óçàãàëüíåííÿì êëàñè÷íîãî ïiäõîäó Ñ. Ëi.

Ðîçãëÿíåìî ïåðåâèçíà÷åíó ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèí-

íèìè ïîõiäíèìè âèãëÿäó

UA(x, u, u
1
, . . . , u

r
) = 0, A = 1, . . . ,M, (1.4)

ξaµ(x, u)u
α
xµ
− ηαa (x, u) = 0, a = 1, . . . , N, (1.5)

äå x = (x0, x1, . . . , xn−1), u = (u0, u1, . . . , um−1),

u
s

= {∂suα/∂xµ1
. . . ∂xµs

, 0 ≤ α ≤ m− 1, 0 ≤ µi ≤ n− 1},

UA, ξaµ, η
α � äîñòàòíüî ãëàäêi ôóíêöi¨, N ≤ n− 1. Ïðèïóñòèìî òàêîæ,

ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

rank ‖ξaµ(x, u)‖N n−1
a=1µ=0 = N. (1.6)

Îçíà÷åííÿ 1.1.1. Ìíîæèíà äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ïåðøîãî ïî-

ðÿäêó

Qa = ξaµ(x, u)∂xµ
+ ηαa (x, u)∂uα, (1.7)

äå ξaµ, η
α
a � ãëàäêi ôóíêöi¨, íàçèâà¹òüñÿ iíâîëþòèâíîþ, ÿêùî iñíóþòü

òàêi ãëàäêi ôóíêöi¨ f cab(x, u), ùî

[Qa, Qb] = f cabQc, a, b, c = 1, . . . , N. (1.8)

Íàéïðîñòiøèì ïðèêëàäîì iíâîëþòèâíî¨ ìíîæèíè îïåðàòîðiâ ¹ íàáið

äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ïåðøîãî ïîðÿäêó, ùî óòâîðþþòü àëãåáðó

Ëi. Â öüîìó âèïàäêói f cab = const, a, b, c = 1, . . . , N, i íàçèâàþòüñÿ ñòðó-

êòóðíèìè êîíñòàíòàìè âiäïîâiäíî¨ àëãåáðè Ëi.

Âiäîìî, ùî óìîâè (1.8) ¹ äîñòàòíiìè äëÿ òîãî, ùîá ñèñòåìà äèôåðåíöi-

àëüíèõ ðiâíÿíü (1.5) áóëà â iíâîëþöi¨ (òåîðåìà Ôðîáåíióñà [93]). Çàãàëü-

íèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè ìîæå áóòè çîáðàæåíèé ó âèãëÿäi

F α(ω1, ω2, . . . , ωn+m−N) = 0, α = 0, . . . ,m− 1, (1.9)
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äå F α ∈ C1(Cn+m−N,C1) � äîâiëüíi ôóíêöi¨, ωi = ωi(x, u) � ôóíêöiî-

íàëüíî-íåçàëåæíi ïåðøi iíòåãðàëè ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç

÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè (1.5).

Çàâäÿêè òîìó, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (1.6), ìîæíà âèáðàòè m ïåðøèõ

iíòåãðàëiâ ωj1, . . ., ωjm òàê, ùîá âîíè çàäîâîëüíÿëè óìîâó

det ‖∂ωji/∂uα‖m m−1
i=1β=0 6= 0,

îñêiëüêè â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó iíòåãðàëè ω1, ω2, . . . , ωn+m−N áóäóòü

ôóíêöiîíàëüíî-çàëåæíèìè.

Çìiíþþ÷è, ÿêùî íåîáõiäíî, íóìåðàöiþ, ìîæíà ïîêëàñòè ji = i i òà-

êèì ÷èíîì îòðèìàòè m ïåðøèõ iíòåãðàëiâ ω1, . . . , ωm ñèñòåìè äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè (1.5), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü òàêó

óìîâó:

det ‖∂ωi/∂uα‖m m−1
i=1β=0 6= 0. (1.10)

Ðîçâ'ÿçàâøè (1.9) âiäíîñíî ω1, . . . , ωm, îòðèìà¹ìî

ωi = ϕi(ωm+1, . . . , ωn+m−N), (1.11)

äå ϕi ∈ C1(Cn−N ,C1), i = 1, . . . ,m, � äîâiëüíi ôóíêöi¨.

Îçíà÷åííÿ 1.1.2. Âèðàç (1.11) íàçèâà¹òüñÿ àíçàöåì äëÿ ïîëÿ uα =

uα(x), iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî ìíîæèíè îïåðàòîðiâ (1.7), çà óìîâè, ùî

âèêîíó¹òüñÿ (1.10).

Ôîðìóëà (1.11) íàáóâà¹ îñîáëèâî ïðîñòîãî âèãëÿäó, ÿêùî

ξaµ = ξaµ(x), ηαa = Aαβ
a (x)uβ, a = 1, . . . , N, α = 0, . . . ,m− 1.(1.12)

Âðàõóâàâøè (1.12), ïåðåïèøåìî îïåðàòîðè (1.7) â íåëi¨âñüêié ôîðìi:

Qa = ξaµ(x)∂xµ
+ ηa(x), a = 1, . . . , N, (1.13)

äå ηa = ‖ − Aαβ
a (x)‖m−1

α,β=0 �(m × m)-ìàòðèöi. Òîäi ñèñòåìà (1.6) íàáóäå

âèãëÿäó ñèñòåìè ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõi-

äíèìè

ξaµ(x)uxµ
+ ηa(x)u = 0, a = 1, . . . , N. (1.14)
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Òóò u = (u0, . . . , um−1)T .

Ñïðàâåäëèâi òàêi òâåðäæåííÿ (¨õ äîâåäåííÿ ìîæíà çíàéòè â [69]).

Ëåìà 1.1.1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (1.6), (1.12). Òîäi ìíîæèíà

ôóíêöiîíàëüíî íåçàëåæíèõ ïåðøèõ iíòåãðàëiâ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè (1.5) ìîæå áóòè çàïèñàíà òàê:

ωi = bαi (x)u
α, i = 1, . . . ,m, ωm+j = ωm+j(x), j = 1, . . . , n− 1.

Îêðiì öüîãî ìà¹ ìiñöå óìîâà det ‖bαi (x)‖m m−1
i=1α=0 6= 0.

Îçíà÷åííÿ 1.1.3. Êàæóòü, ùî ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (1.4)

óìîâíî-iíâàðiàíòíà âiäíîñíî iíâîëþòèâíî¨ ìíîæèíè (1.7), ÿêùî ñè-

ñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè

UA(x, u, u
1
, . . . , u

r
) = 0, A = 1, . . . ,M,

ξaµ(x, u)u
α
xµ
− ηαa (x, u) = 0, a = 1, . . . , N,

D
(
ξaµ(x, u)u

α
xµ
− ηαa (x, u) = 0

)
, a = 1, . . . , N,

. . .

Dr−1
(
ξaµ(x, u)u

α
xµ
− ηαa (x, u) = 0

)
, a = 1, . . . , N,

(1.15)

äå ñèìâîëîì Ds(L = 0) ïîçíà÷åíî ìíîæèíó âñiõ äèôåðåíöiàëüíèõ íà-

ñëiäêiâ ðiâíÿííÿ L = 0 ïîðÿäêó s, ¹ iíâàðiàíòíîþ â ñåíñi Ëi âiäíîñíî

îäíîïàðàìåòðè÷íèõ ãðóï ïåðåòâîðåíü ç ãåíåðàòîðàìè Qa, a = 1, . . . , N.

Ëåìà 1.1.2. Ïðèïóñòèìî, ùî îïåðàòîðè (1.7) óòâîðþþòü iíâîëþòèâ-

íó ìíîæèíó. Òîäi ìíîæèíà äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ

Q′
a = λab(x)Qb, det ‖λab(x)‖Na,b=1 6= 0 (1.16)

¹ òàêîæ iíâîëþòèâíîþ.

Ëåìà 1.1.3. Íåõàé ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè

ïîõiäíèìè (1.4) ¹ óìîâíî-iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî iíâîëþòèâíî¨ ìíîæè-

íè äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ (1.7). Òîäi âîíà ¹ óìîâíî-iíâàðiàíòíîþ

âiäíîñíî iíâîëþòèâíî¨ ìíîæèíè (1.15) ç äîâiëüíèìè ãëàäêèìè ôóíêöi-

ÿìè λab.
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Òåîðåìà 1.1.1. Íåõàé ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííè-

ìè ïîõiäíèìè (1.4) ¹ óìîâíî-iíàðiàíòíîþ âiäíîñíî iíâîëþòèâíî¨ ìíî-

æèíè äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ (1.7), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (1.6).

Òîäi àíçàö (1.11), iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî iíâîëþòèâíî¨ ìíîæèíè (1.7),

ðåäóêó¹ ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè (1.4)

äî ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ìåíøîþ êiëüêiñòþ çìiííèõ.

Çâiäñè âèïëèâà¹ êëàñè÷íèé ðåçóëüòàò ïðî ðåäóêöiþ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü çà iíâàðiàíòíî-ãðóïîâèìè ðîçâ'ÿçêàìè. Âðàõîâóþ÷è âèêëþ÷íó

âàæëèâiñòü öüîãî ðåçóëüòàòó, íàâîäèìî éîãî ó âèãëÿäi òåîðåìè.

Òåîðåìà 1.1.2. Íåõàé ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííè-

ìè ïîõiäíèìè ¹ iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî àëãåáðè Ëi îïåðàòîðiâ (1.7), ÿêi

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (1.6). Òîäi àíçàö (1.11), iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî

öi¹¨ àëãåáðè, ðåäóêó¹ ñèñòåìó (1.4) äî ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü ç ìåíøîþ êiëüêiñòþ çìiííèõ.

Çàñòîñó¹ìî íàâåäåíèé àëãîðèòì äî ðiâíÿííÿ (1.1). Îñêiëüêè (1.1) � öå

êîìïëåêñíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ç ÷îòèð-

ìà íåçàëåæíèìè çìiííèìè, òî M = 2, m = 2, n = 4. Òàêîæ, îñêiëüêè

äîñëiäæó¹òüñÿ çàäà÷à ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ (1.1) äî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöi-

àëüíîãî ðiâíÿííÿ, òî N = 3.

ßê ïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî çíàõîäæåííÿ àíçàöó äëÿ ïîëÿ u = u(x), ÿêèé

iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî àëãåáðè M10:

M10 = 〈J12 + αJ03 + γQ, P1, P2〉, γ 6= 0.

Ó äàíîìó âèïàäêó ñèñòåìà (1.4), (1.5) íàáóâà¹ âèãëÿäó:

U(x0, x3, u, u
∗) = 0, U∗(x0, x3, u, u

∗) = 0,

αx0
∂U

∂x3
+ αx3

∂U

∂x0
+ iγu

∂U

∂u
− iγu∗

∂U

∂u∗
= 0,

αx0
∂U ∗

∂x3
+ αx3

∂U ∗

∂x0
+ iγu

∂U ∗

∂u
− iγu∗

∂U ∗

∂u∗
= 0.

(1.17)
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Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1.17) çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

F (ω1, ω2, ω3) = 0, F ∗(ω∗1, ω
∗
2, ω

∗
3) = 0, (1.18)

äå F ∈ C1(C3,C1) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ, ω1, ω2, ω3 � ôóíêöiîíàëüíî-

íåçàëåæíi ïåðøi iíòåãðàëè ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèí-

íèìè ïîõiäíèìè (1.17), ÿêi ìàþòü òàêèé âèãëÿä:

ω1 = x2
0 − x2

3, ω2 = lnu− iγα−1 ln(x0 + x3),

ω3 = lnu∗ + iγα−1 ln(x0 + x3).

Ðîçâ'ÿçàâøè ñïiââiäíîøåííÿ (1.18) âiäíîñíî u òà u∗, îòðèìó¹ìî, ùî

u = ϕ(x2
0 − x2

3) exp{iγ ln(x0 + x3)}, (1.19)

u∗ = ϕ∗(x2
0 − x2

3) exp{−iγ ln(x0 + x3)}, (1.20)

äå ϕ ∈ C1(C1,C1) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ.

Îòæå, øóêàíèé àíçàö ìà¹ âèãëÿä (1.19).

Àíàëîãi÷íî îäåðæó¹ìî, ùî çàãàëüíèé âèãëÿä àíçàöó äëÿ ôóíêöi¨ u =

u(x), iíâàðiàíòíîãî âiäíîñíî îäíi¹¨ iç àëãåáð M1 � M36, ¹ òàêèì:

u(x) = exp{ia(x)}ϕ(ω(x)).

ßâíèé âèãëÿä äiéñíèõ ôóíêöié a(x), ω(x) âèçíà÷à¹òüñÿ îäíi¹þ iç òàêèõ

ôîðìóë:

(1) a(x) = εx0 − γx1 − σx2, ω(x) = x0 + x3;

(2) a(x) = γx0 − σx1 − τx2, ω(x) = x3;

(3) a(x) = −(γx1 + σx2 + τx3), ω(x) = x0;

(4) a(x) = σx0 + γ arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

− τx3, ω(x) = x2
1 + x2

2;

(7) a(x) = γ ln(x0 + x3)− σx1, ω(x) = x2;

(8) a(x) = γ ln(x0 + x3)− τx2 − σx1, ω(x) = x2
0 − x2

3;
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(9) a(x) = −γ arcsin x1√
x2

1 + x2
2

, ω(x) = x2
1 + x2

2;

(10) a(x) =
γ

α
ln(x0 + x3), ω(x) = x2

0 − x2
3;

(12) a(x) = γx0 − σx2 +
εx1

x0 + x3
− γx2

1

2(x0 + x3)
, ω(x) = x0 + x3;

(13) a(x) =
ε(βx1 − x2)

β(x0 + x3)
− γx2

β
, ω(x) = x0 + x3;

(14) a(x) = τx0 +
γx1 + σx2

x0 + x3
− τ(x2

1 + x2
2)

2(x0 + x3)
, ω(x) = x0 + x3;

(15) a(x) = γ ln(x0 + x3), ω(x) = x2;

(16) a(x) = γ ln(x0 + x3)− σx2, ω(x) = −x2
0 + x2

1 + x2
3;

(17) a(x) = γ arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

+ σ ln(x0 + x3), ω(x) = x2
1 + x2

2;

(18) a(x) = γ ln(x0 + x3), ω(x) = x2
1 + x2

2 + x2
3 − x2

0;

(20) a(x) =
γ

α
ln(x0 + x3), ω(x) = x2

1 + x2
2 + x2

3 − x2
0;

(21) a(x) =
γ

α
x0, ω(x) = x3;

(22) a(x) = −γ
α
x3, ω(x) = x0;

(23) a(x) = γx0, ω(x) = x0 − x3;

(24) a(x) = −γ
α
x1, ω(x) = x2;

(25) a(x) = γ ln(x0 + x3)− σx2, ω(x) =
1

α
x1 + ln(x0 + x3);

(26) a(x) = γ(x0 + x3) +
σ

2
(x0 + x3)

2 − 2σx1, ω(x) = x2;

(27) a(x) =
σ

12
(x0 + x3)

3 − σ

2
x1(x0 + x3) +

γ

2
(x0 + x3)+

+σx0 − τx2, ω(x) = (x0 + x3)
2 − 4x1;
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(28) a(x) =
σ

4
(x0 + x3)

2 +
γ

2
(x0 + x3)− σx1,

ω(x) =
1

4
(x0 + x3)

2 − x1 +
1

β
x2;

(29) a(x) = −(σx1 + γx2 + σx2(x0 + x3)), ω(x) = x0 + x3;

(30) a(x) = τx0 +
2γx1 − τx2

1

2(x0 + x3)
+

2σx2 − τx2
2

2(x0 + x3 − 1)
, ω(x) = x0 + x3;

(31) a(x) = γ
x1(x0 + x3)− x2

1 + (x0 + x3)2 + σ
x2(x0 + x3)− x1

1 + (x0 + x3)2 ,

ω(x) = x0 + x3;

(32) a(x) = γ
x1(x0 + x3 − β)− x2

1 + (x0 + x3)2 − β(x0 + x3)
+

+σ
x2(x0 + x3)− x1

1 + (x0 + x3)2 − β(x0 + x3)
,

ω(x) = x0 + x3;

(33) a(x) = γ ln(x0 + x3), ω(x) =
x2

α
+ ln(x0 + x3);

(34) a(x) = γ ln(x0 + x3), ω(x) = x2;

(35) a(x) = γ ln(x0 + x3), ω(x) =
x2

β
+ ln(x0 + x3);

(36) a(x) = −γ
(

x2
1 + x2

2

2(x0 + x3)
− x0

)
, ω(x) = x0 + x3.

Çàóâàæèìî, ùî àëãåáðàìM5,M6,M11,M19 âiäïîâiäàþòü ÷àñòêîâî-iíâàðiàíòíi

ðîçâ'ÿçêè, ÿêi â äàíié ðîáîòi íå ðîçãëÿäàþòüñÿ.

Ðîçãëÿíåìî äåòàëüíî ðåäóêöiþ ðiâíÿííÿ (1.1) äî çâè÷àéíîãî äèôåðåí-

öiàëüíîãî ðiâíÿííÿ, âçÿâøè, íàïðèêëàä, àíçàö (1.19), iíâàðiàíòíèé âiä-

íîñíî ïiäàëãåáðè M10. Äëÿ öüîãî ïîòðiáíî çíàéòè

2u =
∂2u

∂x2
0
− ∂2u

∂x2
1
− ∂2u

∂x2
2
− ∂2u

∂x2
3

òà F (|u|)u = F (
√
uu∗)u. (1.21)
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Ïiäñòàâëÿþ÷è u òà u∗, ùî ìàþòü âiäïîâiäíî âèãëÿä (1.19), (1.20), â

(1.21), îäåðæèìî, ùî

F (|u|)u = exp{iγα−1 ln(x0 + x3)}F (|ϕ|)ϕ. (1.22)

Ó äàíîìó âèïàäêó
∂2u

∂x2
1
=
∂2u

∂x2
2

= 0, òîìó

2u =
∂2u

∂x2
0
− ∂2u

∂x2
3

= exp{iγα−1 ln(x0 + x3)}×

×(4iγα−1ϕ̇+ 4ϕ̇+ 4(x2
0 − x2

3)ϕ̈) =

= exp{iγα−1 ln(x0 + x3)}(4(iγα−1 + 1)ϕ̇+ 4ωϕ̈).

(1.23)

Îòæå, ïiäñòàâèâøè (1.22), (1.23) â ðiâíÿííÿ (1.1), ïðèõîäèìî äî òà-

êîãî ðåäóêîâàíîãî ðiâíÿííÿ (òóò i íèæ÷å êðàïêà íàä ñèìâîëîì îçíà÷à¹

ïîõiäíó çà ω):

4(1 + iγα−1)ϕ̇+ 4ωϕ̈ = F (|ϕ|)ϕ.

Ïðîâiâøè àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ, ìè îäåðæàëè òàêèé íàáið ðåäóêî-

âàíèõ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ çíàõîäæåííÿ ϕ = ϕ(ω)

âiäïîâiäíî çíàéäåíèì àíçàöàì äëÿ àëãåáð M1 � M36:

(1) 2iεϕ̇+ (σ2 + γ2 − ε2)ϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(2) − ϕ̈+ (σ2 + τ 2 − γ2)ϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(3) ϕ̈+ (γ2 + σ2 + τ 2)ϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(4) − 4ωϕ̈− 4ϕ̇−
(
σ2 − τ 2 − γ2

ω

)
ϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(7) − ϕ̈+ σ2ϕ = F (|ϕ|)ϕ; (1.24)

(8) 4ωϕ̈+ 4(1 + iγ)ϕ̇+ (σ2 + τ 2)ϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(9) − 4ωϕ̈− 4ϕ̇+
γ2

ω
ϕ = F (|ϕ|)ϕ;
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(10) 4ωϕ̈+ 4
(
1 + i

γ

α

)
ϕ̇ = F (|ϕ|)ϕ;

(12) 2iγϕ̇+

(
σ2 − γ2 +

ε2

ω2 + i
γ

ω

)
ϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(13)

(
β2ε2 + 1

β2ω2 +
2γ

β2ω
+
γ2

β2

)
ϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(14) 2iτ ϕ̇+

(
2iτ

ω
− τ 2

)
ϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(15) − ϕ̈ = F (|ϕ|)ϕ;

(16) − 4ωϕ̈− 4(1 + iγ)ϕ̇+ σϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(17) − 4ωϕ̈− 4ϕ̇+
γ2

ω
ϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(18) − 4ωϕ̈− 4(1 + iγ)ϕ̇ = F (|ϕ|)ϕ;

(20) − 4ωϕ̈− 4
(
1 + i

γ

α

)
ϕ̇ = F (|ϕ|)ϕ;

(21) − ϕ̈− γ2

α2ϕ = F (|ϕ|)ϕ; (1.25)

(22) ϕ̈+
γ2

α2ϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(23) 2iγϕ̇− γ2ϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(24) − ϕ̈+
γ2

α2ϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(25)
1

α2 ϕ̈+ σ2ϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(26) − ϕ̈+ 4σ2ϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(27) − 16ϕ̈− (σ2 − τ 2 + γσ + σ2ω)ϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(28) −
(

1 +
1

β2

)
ϕ̈− 2iσϕ̇+ σ2ϕ = F (|ϕ|)ϕ;
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(29) (σ2 + γ2 + 2γσω + σω2)ϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(30) 2iτ ϕ̇+

(
γ2 + σ2 − τ 2 +

iτ

ω
+

iτ

ω − 1

)
ϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(31) − 4γσω − γ2 − σ2

1 + ω2 ϕ = F (|ϕ|)ϕ;

(32)

(
σ2(1 + ω2)

(1 + ω2 − βω)2 +
γ2(1 + ω − β)

(1 + ω2 − βω)2 −
2γσβ

1 + ω2 − βω

)
ϕ =

= F (|ϕ|)ϕ;

(33) − 1

α2 ϕ̈ = F (|ϕ|)ϕ; (1.26)

(34) − ϕ̈ = F (|ϕ|)ϕ;

(35) − 1

β2 ϕ̈ = F (|ϕ|)ϕ;

(36)

(
−2γ2 + 2iγ

(
1 +

1

ω

))
ϕ = F (|ϕ|)ϕ.

Áiëüøiñòü ðåäóêîâàíèõ ðiâíÿíü ¹ çâè÷àéíèìè äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâ-

íÿííÿìè äðóãîãî ïîðÿäêó. Îäíàê, äëÿ ðÿäó âèïàäêiâ îòðèìàíî äèôåðåí-

öiàëüíi ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó i, íàâiòü, ñóòî àëãåáðà¨÷íi ðiâíÿííÿ.

Òàêèì ÷èíîì, ç âèêîðèñòàííÿì ñèìåòðiéíèõ âëàñòèâîñòåé íåëiíiéíîãî

õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ (1.1) çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ éîãî ÷àñòèííèõ ðîçâ'ÿçêiâ

çâåäåíî äî iñòîòíî ëåãøî¨ ïðîáëåìè � iíòåãðóâàííÿ íåëiíiéíèõ çâè÷àéíèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ é, íàâiòü, àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü.

1.2. Ðåäóêöiÿ çà ïiäãðóïàìè ãðóïè P̃ (1, 3)⊕Q(1)

Ó öüîìó ïàðàãðàôi ïðîâåäåíî ñèìåòðiéíó ðåäóêöiþ íåëiíiéíîãî õâèëüî-

âîãî ðiâíÿííÿ

2u = λ|u|ku, k 6= 0, (1.27)



36

äî çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Äëÿ öüîãî âèêîðèñòàíî òðè-

ïàðàìåòðè÷íi ïiäãðóïè ãðóïè P̃ (1, 3) ⊕ Q(1). Ç îãëÿäó íà ðåçóëüòàòè

ïîïåðåäíüîãî ïàðàãðàôó, à òàêîæ íà ðåçóëüòàòè ðîáiò [60, 61], äå çäiéñíå-

íî ðåäóêöiþ ðiâíÿííÿ (1.1) çà ïiäãðóïàìè ðîçøèðåíî¨ ãðóïè Ïóàíêàðå,

îáìåæèìîñÿ ëèøå òèìè ïiäãðóïàìè, ÿêi:

1) íåñïðÿæåíi ïiäãðóïàì ðîçøèðåíî¨ ãðóïè Ïóàíêàðå,

2) íåñïðÿæåíi ïiäãðóïàì ãðóïè P (1, 3)⊕Q(1).

Òèì ñàìèì áóäå îäåðæàíî ïîâíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ñèìåòðiéíî¨ ðåäó-

êöi¨ íåëiíiéíîãî êîìïëåêñíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ äî çâè÷àéíèõ äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Íàãàäà¹ìî, ùî P̃ (1, 3) � ðîçøèðåíà ãðóïà Ïóàíêàðå

ç áàçèñíèìè ãåíåðàòîðàìè (1.2) òà ãåíåðàòîðîì äèëàòàöi¨ âèãëÿäó

D = xµ
∂

∂xµ
+ lu

∂

∂u
+ lu∗

∂

∂u∗
, äå l = −k

2
, µ = 0, 3.

Q(1) � îäíîïàðàìåòðè÷íà ãðóïà êàëiáðîâíèõ ïåðåòâîðåíü (1.3). Ïîâíèé

ïåðåëiê âiäïîâiäíèõ òðèâèìiðíèõ ïiäàëãåáð íàâîäèòüñÿ íèæ÷å:

F̃1 = 〈D + γQ, P0, P3〉, γ 6= 0;

F̃2 = 〈J12 + αD + γQ, P0, P3〉, α > 0, γ 6= 0;

F̃3 = 〈J12 + γQ,D + µQ,P0〉, γ > 0, µ ∈ R àáî γ = 0, µ 6= 0;

F̃4 = 〈J12 + γQ,D + µQ,P3〉, γ > 0, µ ∈ R àáî γ = 0, µ 6= 0;

F̃5 = 〈J03 + αD + γQ, P0, P3〉, α > 0, γ 6= 0;

F̃6 = 〈J03 + αD + γQ, P1, P2〉, α > 0, γ 6= 0;

F̃7.1 = 〈J03 + αD + γQ,M,P1〉, α 6= 0, γ 6= 0;

F̃7.2 = 〈J03 +D + γQ,M + µQ,P1〉, µ = ±1, γ ∈ R;

F̃8 = 〈J03 +D + 2T + γQ, P1, P2〉, γ 6= 0;

F̃9 = 〈J03 +D + 2T + γQ,M,P1〉, γ 6= 0;

F̃10 = 〈J03 + γQ,D + µQ,P1〉, γ 6= 0, µ ∈ R àáî γ = 0, µ 6= 0;



37

F̃11 = 〈J03 + γQ,D + µQ,M〉, γ 6= 0, µ ∈ R àáî γ = 0, µ 6= 0;

F̃12 = 〈J12 + αJ03 + βD + γQ, P0, P3〉, α 6= 0, β > 0, γ 6= 0;

F̃13 = 〈J12 + αJ03 + βD + γQ, P1, P2〉, α 6= 0, β > 0, γ 6= 0;

F̃14 = 〈J12 + α(J03 +D + 2T ) + γQ, P1, P2〉, α 6= 0, γ 6= 0;

F̃15 = 〈J12 + αJ03 + γQ,D + µQ,M〉,
α 6= 0, γ 6= 0, µ ∈ R àáî γ = 0, µ 6= 0;

F̃16.1 = 〈J03 + αD + γQ, J12 + βD + µQ,M〉,
0 ≤ |α| ≤ 1, β ≥ 0, |α|+ |β| 6= 0, γ 6= 0, µ ∈ R àáî γ = 0, µ 6= 0;

F̃16.2 = 〈J03 +D + γQ, J12 + µQ,M + εQ〉, ε = ±1, µ, γ ∈ R;

F̃17 = 〈J03 −D + 2T + γQ, J12 + 2αT + µQ,M〉,
γ 6= 0, α, µ ∈ R àáî γ = 0, µ 6= 0;

F̃18 = 〈J03 −D + γQ, J12 + 2T + µQ,M〉,
γ 6= 0, µ ∈ R àáî γ = 0, µ 6= 0;

F̃19 = 〈J03 + γQ, J12 + µQ,D + υQ〉, γ, µ, υ ∈ R, |γ|+ |µ|+ |υ| 6= 0;

F̃20 = 〈G1, J03 + αD + µQ,P2〉, 0 < |α| ≤ 1, µ 6= 0;

F̃21 = 〈J03 +D + γQ,G1 + P2,M〉, γ 6= 0;

F̃22 = 〈J03 −D +M + γQ,G1, P2〉, γ 6= 0;

F̃23 = 〈J03 − 2D + γQ,G1 + 2T,M〉, γ 6= 0;

F̃24 = 〈J03 − 2D + γQ,G1 + 2T, P2〉, γ 6= 0,

äå Ga = J0a − Ja3 (a = 1, 2), M = P0 + P3, T =
1

2
(P0 − P3), α, β, γ, µ, ν �

äiéñíi ñòàëi, ïðè öüîìó α, β > 0.
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Çàãàëüíà ñòðóêòóðà àíçàöó äëÿ ôóíêöi¨ u = u(x), iíâàðiàíòíîãî âiä-

íîñíî îäíi¹¨ iç àëãåáð F̃1 � F̃24, ¹ òàêîþ:

u(x) = exp{a(x)}ϕ(ω(x)). (1.28)

ßâíèé âèãëÿä äiéñíèõ ôóíêöié a(x), ω(x) âèçíà÷à¹òüñÿ îäíi¹þ iç òàêèõ

ôîðìóë:

(1) a(x) = (l + iγ) ln x1, ω(x) =
x1

x2
;

(2) a(x) = (αl + iγ) arctg
x1

x2
, ω(x) = α arctg

x1

x2
− ln

√
x2

1 + x2
2;

(3) a(x) = −(l + iµ) ln x3 + iγ arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

, ω(x) =

√
x2

1 + x2
2

x3
;

(4) a(x) = −(l + iµ) ln x0 + iγ arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

, ω(x) =

√
x2

1 + x2
2

x0
;

(5) a(x) =
αl + iγ

α
lnx1, ω(x) =

x1

x2
;

(6) a(x) = (α+ iγ) ln

√
x0 + x3

x0 − x3
,

ω(x) = α ln

√
x0 + x3

x0 − x3
− ln

√
x2

0 − x2
3;

(7.1) a(x) =
αl + iγ

α
lnx2, ω(x) =

xα2
(x0 + x3)1+α ;

(7.2) a(x) = (l + iγ) ln
√
x0 + x3 + iµx0 −

iµ

2
(x0 + x3),

ω(x) =

√
x0 + x3

x2
;

(8) a(x) = (l + iγ) ln(x0 + x3 + 1), ω(x) = x0 − x3;

(9) a(x) = (l + iγ) ln x2, ω(x) =

√
2 + 2(x0 + x3)

x2
;
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(10) a(x) = iγ ln(x0 + x3) + (l − iγ + iµ) ln x2, ω(x) =

√
x2

0 − x2
3

x2
;

(11) a(x) = iγ ln(x0 + x3) + (l + iµiγ) ln x1, ω(x) =
x1

x2
;

(12) a(x) = (βl + iγ) arctg
x1

x2
, ω(x) = β arctg

x1

x2
− ln

√
x2

1 + x2
2;

(13) a(x) =
βl + iγ

α
ln

√
x0 + x3

x0 − x3
,

ω(x) =
β

α
ln

√
x0 + x3

x0 − x3
− ln

√
x2

0 − x2
3;

(14) a(x) =
αl + iγ

2α
ln(αx0 + αx3 + α), ω(x) = x0 − x3;

(15) a(x) =
iγ

α
ln(x0 + x3) +

αl − iγ + iµ

α
ln
√
x2

1 + x2
2,

ω(x) = ln
√
x2

1 + x2
2 − ln(x0 + x3) + α arcsin

x2√
x2

1 + x2
2

;

(16.1) a(x) =
(1 + α)(βl + iµ)− β(αl + iγ)

α
arctg

x1

x2
−

−(1 + α)(βl + iµ)− β(αl + iγ)

αβ
ln
√
x2

1 + x2
2+

+
βl + iµ

β
ln(x0 + x3),

ω(x) = −β arctg x1

x2
+ (1 + α) ln

√
x2

1 + x2
2 − α ln(x0 + x3);

(16.2) a(x) =
l + iγ

2
ln(x0 + x3)−

iε

2
(x0 + x3)+

+iµ arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

+ iεx0, ω(x) =
x0 + x3√
x2

1 + x2
2

;
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(17) a(x) =
iµ

2α
(x0 + x3) +

[
iµ

2α
− (l + iγ)

2

]
ln(x2

1 + x2
2),

ω(x) =
1

2
ln(x2

1 + x2
2) +

1

2
(x0 + x3)− α arcsin

x2√
x2

1 + x2
2

;

(18) a(x) = −(l + iγ)

2
ln(x2

1 + x2
2)−

iµ

2
(x0 + x3),

ω(x) =
1

2
(x0 + x3)− arcsin

x2√
x2

1 + x2
2

;

(19) a(x) =
l − iγ + iυ

2
ln(x2

0 − x2
3) + iµ arcsin

x2√
x2

1 + x2
2

+

+iγ ln(x0 + x3), ω(x) =
x2

0 − x2
3

x2
1 + x2

2
;

(20) a(x) = (iµ+ αl) ln(x0 + x3), ω(x) = (x0 + x3)
−2α(x2

0 − x2
1 − x2

3);

(21) a(x) = (l − iγ) ln(x1 + x2(x0 + x3)), ω(x) = x0 + x3;

(22) a(x) = −iγ − l

2
ln 2(x2

1 + x2
3 − x2

0 + x3 + x0), ω(x) = x0 + x3;

(23) a(x) =
2l − iγ

2
lnx2, ω(x) =

(x0 + x3)
2 − 4x1

x2
;

(24) a(x) = −(iγ − 2l)

2
ln[(x0 + x3)

2 − 4x1],

ω(x) = 3 ln[(x0 + x3)
2 − 4x1]−

−2 ln[6(x0 − x3) + (x0 + x3)
3 − 6x1(x0 + x1)].
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Ïiäñòàâëÿþ÷è çíàéäåíi àíçàöè â ðiâíÿííÿ (1.27), îäåðæó¹ìî íàáið ðå-

äóêîâàíèõ çâè÷àéíèõ äèôåðåöiàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ çíàõîäæåííÿ ôóíêöié

ϕ = ϕ(ω):

(1) − (ω2 + ω4)ϕ̈− (2(l + iγ)ω + 2ω3)ϕ̇− [(l + iγ)2 − (l + iγ)]ϕ =

= λ|ϕ|kϕ;

(2) − exp−2ω[(α2 + 1)ϕ̈+ 2α(αl + iγ)ϕ̇+ (αl + iγ)2ϕ] = λ|ϕ|kϕ;

(3) − (1 + ω2)ϕ̈− (ω−1 + (l + iµ)ω)ϕ̇− [(γ2ω−2 + (l + iµ)2−

−(l + iµ)]ϕ = λ|ϕ|kϕ;

(4) (ω2 − 1)ϕ̈+ (ω(l + iγ)− ω−1)ϕ̇+ [(γ2ω−2 + (l + iµ)2−

−(l + iµ)]ϕ = λ|ϕ|kϕ;

(5) − (ω2 + ω4)ϕ̈−
(
ω3 + 2ω

αl + iγ

α

)
ϕ̇−

−
[
(αl + iγ)2

α2 − (αl + iγ)

α

]
ϕ = λ|ϕ|kϕ;

(6) exp{2ω}[(1− α2)ϕ̈+ α(αl + iγ)ϕ̇− (αl + iγ)2ϕ] = λ|ϕ|kϕ;

(7.1) − ω2ϕ̈− ω[2(αl + iγ) + α(α− 1)]ϕ̇−

−
[
(αl+iγ)2

α2 − (αl+iγ)

α

]
ϕ = λ|ϕ|kϕ;

(7.2) − ω4ϕ̈+ (iµω − 2ω3)ϕ̇− iµ(l + iγ)

2
ϕ = λ|ϕ|kϕ;

(8) (l + iγ)ϕ̇ = λ|ϕ|kϕ;

(9) ω2ϕ̈ = F (|ϕ|)ϕ;

(10) (1− ω2)ϕ̈+ [(2iγ + 1)ω−1 − (2l + 2iµ− 2iγ + 1)ω)]ϕ̇−

−[(l + iµ− iγ)2 − (l + iµ− iγ)]ϕ = λ|ϕ|kϕ;
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(11) − (ω2 + ω4)ϕ̈− ω(2l + 2iµ− 2iγ)ϕ̇− [(l + iµ− iγ)2−

−(l + iµ− iγ)]ϕ = λ|ϕ|kϕ;

(12) − exp{2ω}[(β2 + 1)ϕ̈+ 2αβ(βl + iγ)ϕ̇+ (βl + iγ)2ϕ] = λ|ϕ|kϕ;

(13) exp{2ω}

[(
1−

(
β

α

)2
)
ϕ̈+

2β(βl + iγ)

α2 ϕ̇− (βl + iγ)

α2 ϕ

]
=

= λ|ϕ|kϕ;

(14) (αl + iγ)ϕ̇ = λ|ϕ|kϕ;

(15) − (α2 + 1)ϕ̈− 2(αl − iγ + iµ)

α
ϕ̇− (αl − iγ + iµ)2

α2 ϕ = λ|ϕ|kϕ;

(16.1) − [β2 + (1 + α)2]ϕ̈− 2

[
(β(1 + α)(βl + iµ)− β2(αl + iγ)

α
+

+
(1 + α)2(βl + iµ)− β(1 + α)(αl + iγ)

αβ

]
ϕ̇−

− (1 + β2)[(1 + α)(βl + iµ)− β(αl + iγ)]2

α2β2 ϕ = λ|ϕ|kϕ;

(16.2) − 4ω3ϕ̈ + 2iεϕ̇+ [iε(l + iγ)− (iµ)2ω]ϕ = λ|ϕ|kϕ;

(17)− (1 + α2)ϕ̈ − 2
(iµ− lα− iγα)

α
ϕ̇− (iµ− lα− iγα)2

α2 ϕ =

= λ|ϕ|kϕ;

(18) − ϕ̈− (l + iγ)2ϕ = λ|ϕ|kϕ;

(19)4(ω2 − ω3)ϕ̈ + 4[3ω2 + ω(1 + l + 2iγ − iυ)]ϕ̇−

−[4ω(iµ)2 + 2iγ(l + iγ − iυ)]ϕ = λ|ϕ|kϕ;

(20) (4− 8α)ωϕ̈+ (6− 8α)ϕ̇ = λ|ϕ|kϕ;
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(21) (1 + ω2)[(l − iγ)− (l − iγ)2]ϕ = λ|ϕ|kϕ;

(22) 2ω(iγ − l)ϕ̇+ [(iγ − l)2 + (iγ − l)]ϕ = λ|ϕ|kϕ;

(23) − (16 + ω2)ϕ̈− (1− 2l − iγ)ωϕ̇+

+

[
(2l − iγ)2

4
− (2l − iγ)

2

]
ϕ = λ|ϕ|kϕ;

(24)144(exp{ω} − 1)ϕ̈+ 24[2(iγ − 2l + 1) + 3 exp{ω}]ϕ̇−

−4[(iγ − 2l)2 + 2(iγ − 2l)]ϕ = λ|ϕ|kϕ.

Ïåðåâàæíà áiëüøiñòü îòðèìàíèõ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

¹ íåëiíiéíèìè ðiâíÿííÿìè äðóãîãî ïîðÿäêó iç çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè,

ÿêi íå âäà¹òüñÿ ïðîiíòåãðóâàòè âiäîìèìè íàì ìåòîäàìè. Ó òèõ âèïàäêàõ,

êîëè ðåäóêîâàíi ðiâíÿííÿ ¹ çâè÷àéíèìè äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè

ïåðøîãî ïîðÿäêó (8, 14, 22), îäåðæàíî ðîçâ'ÿçêè íåëiíiéíîãî õâèëüî-

âîãî ðiâíÿííÿ (1.27), ÿêi ¹ ÷àñòèííèìè âèïàäêàìè óìîâíî-iíâàðiàíòíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ. Ñèñòåìàòè÷íå âèâ÷åííÿ òàêèõ ðîçâ'ÿçêiâ çäiéñíþ¹òüñÿ ó äðó-

ãîìó ðîçäiëi äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè.

1.3. Iíâàðiàíòíi ðîçâ'ÿçêè íåëiíiéíîãî
õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ

Çäiéñíèìî ïîáóäîâó ÷àñòèííèõ àáî çàãàëüíèõ (òàì, äå öå ìîæëèâî) ðîçâ'ÿçêiâ

ðåäóêîâàíèõ ðiâíÿíü ç (1.24), (1.25), (1.26), â ÿêèõ ôóíêöiÿ F ìà¹ âèãëÿä:

F (|ϕ|) = λ1 + λ2|ϕ|k, {λ1, λ2} ⊂ R. Òîáòî, ðîçãëÿäàòèìåìî çàäà÷ó çíà-

õîäæåííÿ ÷àñòèííèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ õâèëüîâèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó

2u = (λ1 + λ2|u|k)u. (1.29)

Öi ðiâíÿííÿ çíàéøëè øèðîêi çàñòîñóâàííÿ â ñó÷àñíié ìàòåìàòè÷íié òà

òåîðåòè÷íié ôiçèöi (çîêðåìà, â êâàíòîâié òåîði¨ ïîëÿ [7, 24]). Íàïðèêëàä,
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ïðè λ1 = −m2, λ2 = 0, ïðèõîäèìî äî êëàñè÷íîãî ðiâíÿííÿ Êëåéíà-

Ãîðäîíà-Ôîêà. Äàëi, ÿêùî λ1 = 0, λ2 6= 0, òî ðiâíÿííÿ (1.29) � öå íå-

ëiíiéíå ðiâíÿííÿ Äàëàìáåðà, ïðè öüîìó ó ðàçi k = 3 éîãî ìàêñèìàëüíà

ãðóïà iíâàðiàíòíîñòi çáiãà¹òüñÿ ç êîíôîðìíîþ ãðóïîþ C(1, 3) ⊕ Q(1), à

ïðè k 6= 3 � ç ðîçøèðåíîþ ãðóïîþ Ïóàíêàðå P̃ (1, 3)⊕Q(1).

Ïðîiíòåãðóâàâøè ðåäóêîâàíi ðiâíÿííÿ, ìè òèì ñàìèì çíàéäåìî âiäïî-

âiäíi iíâàðiàíòíi ðîçâ'ÿçêè âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ (1.1). Çãiäíî iç ñòðóêòó-

ðîþ òà ìåòîäàìè ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿííÿ (1.24), (1.25), (1.26) íàëåæàòü

äî îäíi¹¨ iç òðüîõ îñíîâíèõ ãðóï. Äåòàëüíi îá÷èñëåííÿ ìè íàâîäèìî ëè-

øå äëÿ îäíîãî ïðåäñòàâíèêà ç êîæíî¨ ãðóïè. À ñàìå, äî ïåðøî¨ ãðóïè

íàëåæàòü ðiâíÿííÿ � 1, 2, 3, 7, 12 ç (1.24), 14, 15, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 30

ç (1.25) òà 33, 34, 35 ç (1.26), äî äðóãî¨ � 4, 8, 9, 10 ç (1.24) òà 16, 17, 18,

20 ç (1.25), äî òðåòüî¨ � 13 ç (1.24), 29 ç (1.25) òà 31, 32, 36 ç (1.26). Â óñiõ

iíøèõ âèïàäêàõ îáìåæó¹ìîñÿ òèì, ùî âêàçó¹ìî îñòàòî÷íèé ðåçóëüòàò �

÷àñòèííèé àáî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíèõ ðiâíÿíü, îñêiëüêè âîíè

iíòåãðóþòüñÿ àíàëîãi÷íî.

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ðåäóêîâàíå ðiâíÿííÿ 2 iç ôîðìóë (1.24), äå F (|ϕ|) =

λ1 + λ2|ϕ|k:

−ϕ̈+ (σ2 + τ 2 − γ2)ϕ = (λ1 + λ2|ϕ|k)ϕ. (1.30)

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi:

ϕ = ρ(ω) exp{iθ(ω)}. (1.31)

Ïiäñòàíîâêà âèðàçó (1.31) â ðiâíÿííÿ (1.30) ïðèçâîäèòü äî ñèñòåìè çâè-

÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ ôóíêöié ρ(ω), θ(ω)(êðàïêà íàä

ñèìâîëîì ïîçíà÷à¹ ïîõiäíó çà ω)ρ̈− ρ(θ̇)2 − (σ2 + τ 2 − γ2 − λ1)ρ = −λ2ρ
k+1,

2ρ̇θ̇ + ρθ̈ = 0.
(1.32)

Ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (1.32) çíàõîäèìî, ùî

θ̇ = C1ρ
−2, C1 ∈ R, (1.33)
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òîáòî

θ = C1

ω∫
ρ−2(z)dz + C2, C2 ∈ R.

Ïiäñòàâiâøè (1.33) ó ïåðøå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (1.32), îäåðæó¹ìî, ùî

ρ̈ = −λ2ρ
k+1 + C2

1ρ
−3 + (σ2 + τ 2 − γ2 − λ1)ρ. (1.34)

Äîìíîæèâøè (1.34) íà ρ̇ òà ïðîiíòåãðóâàâøè îáèäâi ÷àñòèíè îòðèìàíî¨

ðiâíîñòi, çíàõîäèìî, ùî ρ(ω) âèçíà÷à¹òüñÿ íåÿâíî:

ïðè k 6= −2

ρ(ω)∫ [
(σ2+ τ 2− γ2−λ1)z

2− 2λ2

k + 2
zk+2−C2

1z
−2+C3

]− 1
2

dz= ω+C4, (1.35)

ïðè k = −2

ρ(ω)∫
[(σ2+ τ 2− γ2− λ1)z

2− 2λ2ln z− C2
1z

−2+ C3]
− 1

2dz= ω+ C4, (1.36)

äå C3, C4 � äîâiëüíi äiéñíi êîíñòàíòè. Îòæå, çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿí-

íÿ (1.30) ìà¹ âèãëÿä:

ϕ(ω) = ρ(ω) exp

iC1

ω∫
ρ−2(z)dz + iC2

 , (1.37)

äå ρ âèçíà÷à¹òüñÿ ç ôîðìóë (1.35), (1.36). Âiäïîâiäíi iíâàðiàíòíi ðîçâ'ÿ-

çêè ðiâíÿííÿ (1.1) ìàþòü âèãëÿä:

k � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî, k 6= −2

u1(x) = exp{i(γx0 − σx1 − τx2)}ϕ(x3),

äå ϕ âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (1.37), à ρ(x3) çíàõîäèòüñÿ ç (1.35);

k = −2

u2(x) = exp{i(γx0 − σx1 − τx2)}ϕ(x3),

äå ϕ îïèñó¹òüñÿ ôîðìóëîþ (1.37), à ρ(x3) âèçíà÷à¹òüñÿ ç (1.36).
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Ðîçãëÿíåìî ðåäóêîâàíå ðiâíÿííÿ 9 ç (1.24), ïîêëàâøè F (|ϕ|) = λ|ϕ|k:

−4ωϕ̈− 4ϕ̇+
γ2

ω
ϕ = λ|ϕ|kϕ. (1.38)

Çäiéñíèâøè çàìiíó çìiííèõ:

ϕ(ω) = ω−
1
k Φ(lnω),

çâîäèìî çâè÷àéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ (1.38) äî ðiâíÿííÿ iç ñòàëèìè

êîåôiöiåíòàìè:[
(k2γ2 − 4)

k2

]
Φ +

8

k
Φ̇− 4Φ̈ = λ|Φ|kΦ.

Çâiäñè, ÿêùî Φ = C = const, îäåðæó¹ìî

C =

[
k2γ2 − 4

λk2

] 1
k

,

à ϕ(ω) íàáóäå âèãëÿäó:

ϕ(ω) =

[
(k2γ2 − 4)

λk2

] 1
k

ω−
1
k exp{iC1}, C1 ∈ R.

Îòæå, âiäïîâiäíèé iíâàðiàíòíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.1) ìà¹ âèãëÿä:

k � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî

u3(x) =

[
(k2γ2 − 4)

λk2

] 1
k

(x2
1 + x2

2)
− 1

k exp

{
iγarcsin

x1√
x2

1 + x2
2

− iC1

}
.

ßê çàçíà÷åíî â ïàðàãðàôi 1.1, ñåðåä îäåðæàíèõ ðåäóêîâàíèõ ðiâíÿíü

¹ íå ëèøå çâè÷àéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, àëå é ñóòî àëãåáðà¨÷íi.

Ðîçãëÿíåìî ðåäóêîâàíå ðiâíÿííÿ 13 ç (1.25), äå F (|ϕ|) = λ1 + λ2|ϕ|k:(
β2ε2 + 1

β2ω2 +
2γ

β2ω
+
γ2

β2

)
ϕ = F (|ϕ|)ϕ

Ïîäiëèâøè îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi íà ϕ (ϕ 6= 0), çíàõîäèìî, ùî |ϕ|
çàäàíî íåÿâíèì ÷èíîì:

F (|ϕ|) =
β2ε2 + 1

β2ω2 +
2γ

β2ω
+
γ2

β2 .
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Òèì ñàìèì ìè îòðèìàëè êëàñ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1.1), ÿêèé ìiñòèòü

îäíó äîâiëüíó äiéñíó ôóíêöiþ Φ(ω)

ϕ = F−1
(
β2ε2 + 1

β2ω2 +
2γ

β2ω
+
γ2

β2

)
exp{iΦ(ω)}.

Òóò i íàäàëi Φ � öå äîâiëüíà äâi÷i íåïåðåðâíî � äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ,

ñèìâîëîì F−1 ïîçíà÷åíî ôóíêöiþ, îáåðíåíó äî F .

Îñêiëüêè F (|ϕ|) = λ1 + λ2|ϕ|k âèêîíó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

λ2|ϕ|k = F − λ1, òî |ϕ| = F−1 = λ
− 1

k
1 (F − λ2)

1
k . Òîìó

F−1
(
β2ε2+1

β2ω2 +
2γ

β2ω
+
γ2

β2

)
= λ

− 1
k

2

(
β2ε2+1

β2ω2 +
2γ

β2ω
+
γ2

β2 − λ1

) 1
k

.

Â ðåçóëüòàòi îäåðæó¹ìî

ϕ = λ
− 1

k
2

(
β2ε2 + 1

β2ω2 +
2γ

β2ω
+
γ2

β2 − λ1

) 1
k

exp{iΦ(ω)}.

Âiäïîâiäíèé iíâàðiàíòíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.1) ìà¹ âèãëÿä:

k �äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî

u4(x) = λ
− 1

k
2 exp

{
i
ε(βx1 − x2)

β(x0 + x3)
− i

γx2

β
+ iΦ(x0 + x3)

}
×

×
(

β2ε2 + 1

β2(x0 + x3)2 +
2γ

β2(x0 + x3)
+
γ2

β2 − λ1

) 1
k

.

Äëÿ iíøèõ ðåäóêîâàíèõ ðiâíÿíü, ïåðåðàõîâàíèõ íà ïî÷àòêó öüîãî ïà-

ðàãðàôà, çàãàëüíi (÷àñòèííi) ðîçâ'ÿçîêè òà âiäïîâiäíi ¨ì iíâàðiàíòíi ðîçâ'ÿçêè

ðiâíÿííÿ (1.1) çíàõîäÿòüñÿ àíàëîãi÷íî. Âñi iíâàðiàíòi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ

(1.1) ïîäàíî â çàëåæíîñòi âiä ñòåïåíÿ íåëiíiéíîñòi k. Ó âñiõ ôîðìóëàõ,

ÿêi íàâåäåíî íèæ÷å â öüîìó ïàðàãðàôi, C1, C2, C3, C4 � äîâiëüíi äiéñíi

êîíñòàíòè.

Ðîçâ'ÿçàâøè ðiâíÿííÿ 3, 7, 8 ç (1.24), 14, 15, 21, 22, 24, 25, 26, 29 ç

(1.25) òà 31, 32, 33, 35, 36 ç (1.26), äå F (|ϕ|) = λ1 + λ2|ϕ|k òà ðiâíÿííÿ 1,
4, 10, 12 ç (1.24), 14, 17, 18, 20, 23, 30 ç (1.25) , äå F (|ϕ|) = λ|ϕ|k, ìè äëÿ
ðiâíÿííÿ (1.1) îòðèìàëè òàêi iíâàðiàíòíi ðîçâ'ÿçêè:
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k � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî

u5(x) = C1 exp

{
i
[(σ2 + γ2 − ε2)(x0 + x3)− λC1]

2ε
+

+i(εx0 − γx1 − σx2) + iC2} , ε 6= 0;

u6(x) = C1 exp

{
iγx0 − i

(
λC1

2γ
+ i

γ

2

)
(x0 − x3) + iC2

}
, γ 6= 0;

u7(x) = exp{i(γ ln(x0 + x3)− τx2 − σx1 + C1)}
[
4(1− ikγ)

λ2k2

] 1
k

×

×(x2
0 − x2

3)
− 1

k , äå λ1 = σ2 + τ 2;

u8(x) = exp{i(γ ln(x0 + x3)− σx2 + C1)}
[
4(ikγ − 1)

λ2k2

] 1
k

×

×(−x2
0 + x2

1 + x2
3)
− 1

k , äå λ1 = σ;

u9(x) = exp

{
iσx0 + iγ arcsin

x2√
x2

1 + x2
2

− iτx3 + iC1

}
×

×
[
(k2γ2 − 4)

λk2

] 1
k

(x2
1 + x2

2)
− 1

k ;

u10(x) = exp
{
i
γ

α
ln(x0 + x3) + iC1

}[4(1− ikγα−1)

λk2

] 1
k

(x2
0 − x2

3)
− 1

k ;

u11(x) = exp

{
−iγ arcsin x2√

x2
1 + x2

2

+ iσ ln(x0 + x3) + iC1

}
×

×
[
k2γ2 − 4)

λk2

] 1
k

(x2
1 + x2

2)
− 1

k ;

u12(x) = exp {−iγ ln(x0 + x3) + iC1}
[
4(ikγ − 1)

λ2k2

] 1
k

×

×(x2
1 + x2

2 + x2
3 − x2

0)
− 1

k ;
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u13(x) = exp
{
i
γ

α
ln(x0 + x3) + iC1

}[4(1− ikγα−1)

λk2

] 1
k

×

×(x2
1 + x2

2 + x2
3 − x2

0)
− 1

k ;

u14(x) = λ
− 1

k
2 exp{−i(σx1 + γx2 + σx2(x0 + x3) + iΦ(x0 + x3)}×

×(σ2 + γ2 + 2γσ(x0 + x3) + σ(x0 + x3)
2 − λ1)

1
k ;

u15(x) = λ
− 1

k
2 exp

{
i(γ

x1(x0 + x3)− x2

1 + (x0 + x3)2 + σ
x2(x0 + x3)− x1

1 + (x0 + x3)2 +

+iΦ(x0 + x3))}
(
−4γσ(x0 + x3)− γ2 − σ2

1 + (x0 + x3)2 − λ1

) 1
k

;

u16(x) = λ
− 1

k
2 exp

{
i

(
γ

x1(x0 + x3 − β)− x2

1 + (x0 + x3)2 − β(x0 + x3)
+

+σ
x2(x0 + x3)− x1

1 + (x0 + x3)2 − β(x0 + x3)

)
+ iΦ(x0 + x3)

}
×

×
(

σ2(1 + (x0 + x3)
2)

(1 + (x0 + x3)2 − β(x0 + x3))2 +
γ2(1 + x0+ x3− β)

(1 + (x0+ x3)2 − β(x0+ x3))2−

− 2γσβ

1 + (x0 + x3)2 − β(x0 + x3)
− λ1

) 1
k

;

u17(x) = λ
− 1

k
2 exp

{
−iγ

(
x2

1 + x2
2

2(x0 + x3)
− x0

)
+ iΦ(x0 + x3))

}
×

×(−λ1 − 2γ2 + 2iγ(1 + (x0 + x3)
−1))

1
k .
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k � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî, k 6= 2

u18(x) = C1(x0 + x3)
− 1

2 exp

{
i

(
γx0 − σx2 +

εx1

x0 + x3
− γx2

1

2(x0+ x3)
−

− λCk
1

γ(2− k)
(x0 + x3)

2−k
2 +

(
σ2

2γ

)
(x0 + x3)−

− ε2

2γ(x0 + x3)
+ C2

)}
, γ 6= 0;

u19(x) = exp

{
i

(
τx0+

2γx1− τx2
1

2(x0+ x3)
+

2σx2− τx2
2

2(x0+ x3 − 1)

)}
ϕ(ω),

äå ϕ(ω) =
C1√
ω2 − ω

exp

{
iω

(
γ2

2τ
− σ2

2τ
− τ

2

)
−

−iλC
k
1

2τ

∫
(ω2 − ω)−

k
2dω + iC2

}
.

k � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî, k 6= 1

u20(x) = C1(x0 + x3)
−1 exp

{
i

(
τx0 +

γx1 + σx2

x0 + x3
− τ(x2

1 + x2
2)

2(x0 + x3)
−

− λCk
1

τ(2− k)
(x0 + x3)

1−k − τ

2
(x0 + x3) + C2

)}
, τ 6= 0.

k � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî, k 6= −2

u21(x) = exp{i(−γx1 − σx2 − τx3)}ϕ(x0),

äå ϕ âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (1.37), à ρ çàäàíå ñïiââiäíîøåííÿì:

ρ(ω)∫ [
(γ2+σ2+τ 2−λ1)z

2+
2λ2

k + 2
zk+2−C2

1z
−2+C3

]− 1
2

dz = ω+C4;

u22(x) = exp{i(γ ln(x0 + x3)− σx1)}ϕ(x2),
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äå ϕ îïèñó¹òüñÿ ôîðìóëîþ (1.37), à ρ ìà¹ âèãëÿä:

ρ(ω)∫ [
(σ2 − λ1)z

2 − 2λ2

k + 2
zk+2 − C2

1z
−2 + C3

]− 1
2

dz = ω + C4;

u23(x) = exp{iγ ln(x0 + x3)}ϕ(x2),

äå ϕ ìà¹ âèãëÿä (1.37), à ρ îäåðæó¹òüñÿ iç íàñòóïíî¨ ôîðìóëè:

ρ(ω)∫ [
−λ1z

2 − 2λ2

k + 2
zk+2 − C2

1z
−2 + C3

]− 1
2

dz = ω + C4;

u24(x) = exp{i(γα−1x0}ϕ(x3), α 6= 0,

äå ϕ âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (1.37), à ρ ìà¹ òàêå çàäàííÿ:

ρ(ω)∫ [
(−γ2α−2 − λ1)z

2 − 2λ2

k + 2
zk+2 − C2

1z
−2 + C3

]− 1
2

dz = ω + C4;

u25(x) = exp{i(−γα−1x3}ϕ(x0), α 6= 0,

äå ϕ îïèñó¹òüñÿ ôîðìóëîþ (1.37), à ρ çíàõîäèòüñÿ òàêèì ÷èíîì:

ρ(ω)∫ [
(γ2α−2 − λ1)z

2 − 2λ2

k + 2
zk+2 − C2

1z
−2 + C3

]− 1
2

dz = ω + C4;

u26(x) = exp{i(−γα−1x1)}ϕ(x2), α 6= 0,

äå ϕ ìà¹ âèãëÿä (1.37), à ρ îäåðæó¹òüñÿ iç òàêî¨ ôîðìóëè:

ρ(ω)∫ [
(γ2α−2 − λ1)z

2 − 2λ2

k + 2
zk+2 − C2

1z
−2 + C3

]− 1
2

dz = ω + C4;

u27(x) = exp{i(γ ln(x0 + x3)− σx2)ϕ(α−1x1 + ln(x0 + x3)}, α 6= 0,
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äå ϕ çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (1.37), à ρ âèçíà÷à¹òüñÿ iç ôîðèóëè:

ρ(ω)∫ [
(−α2σ2 + α2λ1)z

2 +
2α2λ2

k + 2
zk+2 − C2

1z
−2 + C3

]− 1
2

dz = ω + C4;

u28(x) = exp
{
i(γ(x0 + x3) +

σ

2
(x0 + x3)

2 − 2σx2)
}
ϕ(x2),

äå ϕ îïèñó¹òüñÿ ôîðìóëîþ (1.37), à ρ çíàõîäèòüñÿ òàêèì ÷èíîì:

ρ(ω)∫ [
(4σ2 − λ1)z

2 − 2λ2

k + 2
zk+2 − C2

1z
−2 + C3

]− 1
2

dz = ω + C4;

u29(x) = exp{iγ ln(x0 + x3)}ϕ(x2),

äå ϕ ìà¹ âèãëÿä (1.37), à ρ îäåðæó¹òüñÿ iç òàêî¨ ôîðìóëè:

ρ(ω)∫ [
(−α2λ1)z

2 − 2α2λ2

k + 2
zk+2 − C2

1z
−2 + C3

]− 1
2

dz = ω + C4;

u30(x) = exp{iγ ln(x0 + x3)}ϕ(x2),

äå ϕ îïèñó¹òüñÿ ôîðìóëîþ (1.37), à ρ âèçíà÷à¹òüñÿ iç ôîðìóëè:

ρ(ω)∫ [
(−β2λ1)z

2 − 2β2λ2

k + 2
zk+2 − C2

1z
−2 + C3

]− 1
2

dz = ω + C4.

k = 2

u31(x) = C1(x0 + x3)
− 1

2 exp

{
i

(
γx0 − σx2 +

εx1

x0 + x3
− γx2

1

2(x0 + x3)
−

−λC
2
1

2γ
ln(x0 + x3) +

(
σ2

2γ

)
(x0 + x3)−

ε2

2γ(x0 + x3)
+ C2

)}
, γ 6= 0;
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u32(x) =
C1√

(x0 + x3)(x0 + x3 − 1)
exp

{
i

(
τx0 +

2γx1 − τx2
1

2(x0 + x3)
+

+
2σx2 − τx2

2

2(x0 + x3 − 1)
+ (x0 + x3)

(
γ2

2τ
− σ2

2τ
− τ

2

)
−

−λC
2
1

2τ
ln
x0 + x3 − 1

x0 + x3
+ C2

)}
, τ 6= 0.

k = 1

u33(x) = C1(x0 + x3)
−1 exp

{
i

(
τx0 +

γx1 + σx2

x0 + x3
− τ(x2

1 + x2
2)

2(x0 + x3)
−

−λC1

2τ
ln(x0 + x3)−

τ

2
(x0 + x3) + C2

)}
, τ 6= 0.

k = −2

u34(x) = exp{i(−γx1 − σx2 − τx3)}ϕ(x0),

äå ϕ çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (1.37), à ρ âèçíà÷à¹òüñÿ iç ôîðìóëè:

ρ(ω)∫
[(γ2 + σ2 + τ 2 − λ1)z

2 + 2λ2 ln z − C2
1z

−2 + C3]
− 1

2dz = ω + C4;

u35(x) = exp{i(γ ln(x0 + x3)− σx1)}ϕ(x2),

äå ϕ îïèñó¹òüñÿ ôîðìóëîþ (1.37), à ρ çíàõîäèòüñÿ òàêèì ÷èíîì:

ρ(ω)∫
[(σ2 − λ1)z

2 − 2λ2 ln z − C2
1z

−2 + C3]
− 1

2dz = ω + C4;

u36(x) = exp{iγ ln(x0 + x3)}ϕ(x2),

äå ϕ ìà¹ âèãëÿä (1.37), à ρ îäåðæó¹òüñÿ iç ôîðìóëè:

ρ(ω)∫
[−λ1z

2 − 2λ2 ln z − C2
1z

−2 + C3]
− 1

2dz = ω + C4;
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u37(x) = exp{i(γα−1x0}ϕ(x3), α 6= 0,

äå ϕ çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (1.37), à ρ âèçíà÷à¹òüñÿ iç ôîðìóëè:

ρ(ω)∫ [
(−γ2α−2 − λ1)z

2 − 2λ2 ln z − C2
1z

−2 + C3
]− 1

2 dz = ω + C4;

u38(x) = exp{i(−γα−1x3}ϕ(x0), α 6= 0,

äå ϕ îïèñó¹òüñÿ ôîðìóëîþ (1.37), à ρ çíàõîäèòüñÿ òàêèì ÷èíîì:

ρ(ω)∫ [
(γ2α−2 − λ1)z

2 − 2λ2 ln z − C2
1z

−2 + C3
]− 1

2 dz = ω + C4;

u39(x) = exp{i(−γα−1x1)}ϕ(x2), α 6= 0,

äå ϕ ìà¹ âèãëÿä (1.37), à ρ îäåðæó¹òüñÿ iç òàêî¨ ôîðìóëè:

ρ(ω)∫ [
(γ2α−2 − λ1)z

2 − 2λ2 ln z − C2
1z

−2 + C3
]− 1

2 dz = ω + C4;

u40(x) = exp{i(γ ln(x0 + x3)− σx2)ϕ(α−1x1 + ln(x0 + x3)}, α 6= 0,

äå ϕ çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (1.37), à ρ âèçíà÷à¹òüñÿ iç ôîðìóëè:

ρ(ω)∫
[(−α2σ2 + α2λ1)z

2 + 2α2λ2 ln z − C2
1z

−2 + C3]
− 1

2dz = ω + C4;

u41(x) = exp
{
i(γ(x0 + x3) +

σ

2
(x0 + x3)

2 − 2σx2)
}
ϕ(x2),

äå ϕ îïèñó¹òüñÿ ôîðìóëîþ (1.37), à ρ çíàõîäèòüñÿ òàêèì ÷èíîì:

ρ(ω)∫
[(4σ2 − λ1)z

2 − 2λ2 ln z − C2
1z

−2 + C3]
− 1

2dz = ω + C4;
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u42(x) = exp{iγ ln(x0 + x3)}ϕ(x2),

äå ϕ ìà¹ âèãëÿä (1.37), à ρ îäåðæó¹òüñÿ iç òàêî¨ ôîðìóëè:

ρ(ω)∫
[(−α2λ1)z

2 − 2α2λ2 ln z − C2
1z

−2 + C3]
− 1

2dz = ω + C4;

u43(x) = exp{iγ ln(x0 + x3)}ϕ(x2),

äå ϕ çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (1.37), à ρ âèçíà÷à¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì:

ρ(ω)∫
[(−β2λ1)z

2 − 2β2λ2 ln z − C2
1z

−2 + C3]
− 1

2dz = ω + C4.

1.4. Ñèìåòðiÿ õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ çi çìiííèìè
êîåôiöi¹íòàìè

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ õâèëüîâå ðiâíÿííÿ

2u+ aµ(x)
∂u

∂xµ
= F (u), µ = 0, 3, (1.39)

äå 2 =
∂2

∂x2
0
− ∂2

∂x2
1
− ∂2

∂x2
2
− ∂2

∂x2
3
� îïåðàòîð Äàëàìáåðà ó 4-âèìiðíîìó

ïñåâäîåâêëiäîâîìó ïðîñòîði R(1, 3); u = u(x) � äåÿêà äiéñíà ôóíêöiÿ,

x = (x0,x1,x2,x3) . Òóò i äàëi çà iíäåêñàìè, ùî ïîâòîðþþòüñÿ, ïåðåäáà÷å-

íî ñóìóâàííÿ. Ïiäíÿòòÿ òà îïóñêàííÿ iíäåêñó çäiéñíþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ

ìåòðè÷íîãî òåíçîðà ïðîñòîðó Ìiíêîâñüêîãî gµν =

= diag (1,−1,−1,−1). Íàïðèêëàä,

uxµ = gµνuxν
=

{
ux0

, µ = 0,

−uxa
, µ = a = 1, 2, 3.

Ñèìåòðiÿ ðiâíÿííÿ (1.39) ïðè ôiêñîâàíèõ çíà÷åííÿõ aµ(x) âèâ÷åíà â

[29, 57, 58, 61] .
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Ó äàíîìó ïàðàãðàôi äîñëiäæó¹òüñÿ ñèìåòðiÿ ðiâíÿííÿ (1.39), êîëè

aµ(x) íå ¹ ôiêñîâàíèìè ôóíêöiÿìè. Äëÿ öüîãî çàñòîñîâó¹ìî ìîäèôi-

êîâàíèé ìåòîä Ñîôóñà Ëi, ââàæàþ÷è ôóíêöi¨ aµ(x) íîâèìè çàëåæíèìè

çìiííèìè [29, 57, 58]. Â ðàìêàõ òàêîãî ïiäõîäó âäà¹òüñÿ ñóòò¹âî ðîçøè-

ðèòè ñèìåòðiþ ðiâíÿííÿ (1.39). Çàóâàæèìî, ùî íi ïðè ÿêèõ ôiêñîâàíèõ

aµ(x) öå ðiâíÿííÿ íå ¹ êîíôîðìíî-iíâàðiàíòíèì.

Òåîðåìà 1.4.1. Ìàêñèìàëüíîþ àëãåáðîþ iíâàðiàíòíîñòi (ÌÀI) ðiâ-

íÿííÿ (1.39) ç äîâiëüíîþ ôóíêöi¹þ F (u) ¹ àëãåáðà Ïóàíêàðå AP (1, 3)

ç áàçèñíèìè îïåðàòîðàìè:

Pµ =
∂

∂xµ
, Jµν = xµ

∂

∂xν
−xν ∂

∂xµ
+aµ

∂

∂aν
−aν ∂

∂aµ
, µ, ν = 0, 3.(1.40)

Òåîðåìà 1.4.2. Âñi ðiâíÿííÿ òèïó (1.39), ÿêi äîïóñêàþòü áiëüø øè-

ðîêó àëãåáðó iíâàðiàíòíîñòi, íiæ àëãåáðà Ïóàíêàðå AP (1, 3), ëîêàëüíî

åêâiâàëåíòíi òàêèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿíÿì:

1. 2u+ aµ(x)
∂u

∂xµ
= λuk, k 6= 1, λ 6= 0; (1.41)

ÌÀI : 〈Pµ, Jµν, D(1)〉,

D(1) = xµ
∂

∂xµ
− aµ

∂

∂aµ
+

2

1− k
u
∂

∂u
.

2. 2u+ aµ(x)
∂u

∂xµ
= λ exp(u), λ 6= 0; (1.42)

ÌÀI : 〈Pµ, Jµν, D(2)〉,

D(2) = xµ
∂

∂xµ
− aµ

∂

∂aµ
− 2

∂

∂u
.

3. 2u+ aµ(x)
∂u

∂xµ
= λu, λ 6= 0; (1.43)

ÌÀI : 〈Pµ, Jµν, I〉,

I = u
∂

∂u
.
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4. 2u+ aµ(x)
∂u

∂xµ
= 0, (1.44)

ÌÀI : 〈Pµ, Jµν, D,Q,Kµ〉,

D = xµ
∂

∂xµ
− aµ

∂

∂aµ
, Q =

∂

∂u
,

Kµ = 2xµD − x2 ∂

∂xµ
− xν

(
xµ

∂

∂xν
− aν

∂

∂aµ

)
+ 4

∂

∂aµ
, µ, ν = 0, 3,

äå λ òà k � äîâiëüíi ñòàëi.

Äîâåäåííÿ òåîðåì 1.4.1, 1.4.2 áàçó¹òüñÿ íà ìåòîäi Ñîôóñà Ëi [21, 61],

ÿêèé ìîäèôiêó¹ìî òàê: ôóíêöi¨ aµ(x) ââàæà¹ìî äîäàòêîâèìè çàëåæíèìè

çìiííèìè, à òîìó ñèìåòðiÿ ðiâíÿííÿ (1.39) âèâ÷à¹òüñÿ â êëàñi îïåðàòîðiâ

âèãëÿäó:

X = ξµ(x, u, a)
∂

∂xµ
+ η(x, u, a)

∂

∂u
+ κµ(x, u, a)

∂

∂aµ
, µ = 0, 3, (1.45)

äå ôóíêöi¨ ξµ, η, κµ âèçíà÷àþòüñÿ ç êðèòåðiþ iíâàðiàíòíîñòi

X
2

(
2u+ aµ(x)

∂u

∂xµ
− F (u)

)
|[Σ]= 0,

äå [Σ] � äèôåðåíöiàëüíèé ìíîãîâèä ðiâíÿííÿ, òîáòî

[Σ] =

[
2u+ aµ(x)

∂u

∂xµ
= F (u)

]
.

Çíàéøîâøè äðóãå ïðîäîâæåííÿ îïåðàòîðà (1.45) çà âiäïîâiäíèìè ôîð-

ìóëàìè (äèâ., íàïð., [21]), ïîäà¹ìî êðèòåðié iíâàðiàíòíîñòi ó âèãëÿäi:

[DµD
µ(η)− uνDµD

µ(ξν)− 2uµνD
µ(ξν)+

+aµ(x)(Dµ(η)− uνDµ(ξ
ν)) + κµuµ − ηF ′][Σ] = 0.

(1.46)

Òóò i äàëi, Dµ = gµνDν, äå Dν � îïåðàòîð ïîâíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ,

ÿêèé ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

Dν =
∂

∂xν
+ uν

∂

∂u
+ uµν

∂

∂uµ
+ . . . , äå uν =

∂u

∂xµ
, uµν =

∂2u

∂xµ∂xν
i ò.ä..
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Ðîçùåïëþþ÷è óìîâó (1.46) çà ñòàðøèìè ïîõiäíèìè uµν(µ 6= ν), uaa(a =

= 1, 2, 3), âñòàíîâëþ¹ìî, ùî ôóíêöi¨ ξµ ìàþòü çàäîâîëüíÿòè ñèñòåìó

ðiâíÿíü Êiëëiíãà

ξi0 = ξ0
i , ξij = −ξji , i 6= j, i, j = 1, 3; ξ0

0 = ξ1
1 = ξ2

2 = ξ3
3 (1.47)

òà ðiâíÿííÿ

ξµu = 0, ξµaν = 0, µ, ν = 1, 3, (1.48)

äå

ξµν =
∂ξµ

∂xν
, ξµu =

∂ξµ

∂u
, ξµaν

=
∂ξµ

∂aν
.

Ç óðàõóâàííÿì öüîãî ïåðåïèøåìî âèðàç (1.45) ó âèãëÿäi

[DµD
µ(η)− 2uνξ

ν
00 − 22uξ0

0 + κµ+

aµ(x)(Dµ(η)− uν(2ξ
0
0 − ξνµ)− ηF ′(u)][Σ] = 0.

(1.49)

Ïîäàëüøå ðîçùåïëåííÿ âèðàçó â ëiâié ÷àñòèíi (1.49) ïðèçâîäèòü äî òàêèõ

ðiâíÿíü:

ηuu = 0, ηaν = 0, äå ηaν =
∂η

∂aν
; (1.50)

κν = aµξνµ − 2aνξ0
0 + 2ξν − 2ηνu, µ, ν = 0, 3; (1.51)

2η + ηuF (u) + aµηµ − ηF ′(u)− 2ξ0
0 = 0. (1.52)

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1.47),(1.48),(1.50) ìà¹ âèãëÿä:

ξν = 2xνxµc
µ − xµx

µcν + bνµxµ + dxν + eν, (1.53)

η = H1(x)u+H2(x), (1.54)

äå cµ, bνµ = −bµν, d, eν - äîâiëüíi êîíñòàíòè, H1(x), H2(x) � äîâiëüíi ãëàä-

êi ôóíêöi¨. Ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàç (1.54) ó ðiâíÿííÿ (1.52) i ðîçùåïëþþ÷è

çà aµ, çíàõîäèìî, ùî H1(x) = h1, H2(x) = h2, äå h1, h2 � äîâiëüíi êîí-

ñòàíòè. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

η = h1u+ h2. (1.55)
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Ïiäñòàíîâêà âèðàçiâ (1.53), (1.55) â êëàñèôiêóþ÷i ðiâíÿííÿ (1.51), (1.52)

ïîêàçó¹, ùîκ
ν = aµ(2xνcµ − 2xµc

ν + bνµ + d)− 2aν(2cµxµ + d) + 2ξν,

F (u) (h1 − 2(2cµxµ + d))− (h1u+ h2)F
′(u) = 0.

(1.56)

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ÿêùî F (u) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ, òî cµ = d = h1 = h2

= 0. À îòæå, ðiâíÿííÿ (1.39) iíâàðiàíòíå âiäíîñíî îïåðàòîðà

X = bνµ

(
xµ

∂

∂xν
+ aµ

∂

∂aν

)
+ eν

∂

∂xν
.

Òèì ñàìèì çàâåðøåíî äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.4.1.

ßêùî F (u) = 0, òî ðiâíÿííÿ (1.39) iíâàðiàíòíå âiäíîñíî îïåðàòîðà

(1.45), äå ξµ, η, κµ âiäïîâiäíî ìàþòü âèãëÿä (1.53), (1.55), (1.56). Ïðè

öüîìó h1 = 0, ùî i ñòâåðäæó¹òüñÿ â ïóíêòi 4 òåîðåìè 1.4.2.

ßêùî F (u) = λu, òî ç (1.57) âèïëèâà¹, ùî cµ = d = h2 = 0 (ïóíêò 3 iç

ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè 1.4.2).

Äèôåðåíöiþþ÷è ðiâíÿííÿ (1.52) çà xµ, îäåðæó¹ìî, ùî ξ0
0µ = 0, à îòæå

cµ = 0, ξ0
0 = d. Óìîâà (1.56) íàáóëà âèãëÿäóκ
ν = aµ(bνµ + d)− 2aνd,

F (u)h1 − 2d− (h1u+ h2)F
′(u) = 0.

(1.57)

Àíàëiç ñèñòåìè (1.57) ïîêàçó¹, ùî ¨¨ çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âèãëÿä:

F (u) = λuk

F (u) = λ exp(u)

∣∣∣∣∣ h1 = 2d
1−k , k 6= 1,

h2 = −2d.

Îòæå, ó öüîìó âèïàäêó ìàþòü ìiñöå òâåðäæåííÿ ïóíêòiâ 1, 2 iç ôîðìó-

ëþâàííÿ òåîðåìè 1.4.2. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.4.2 çàâåðøåíå.

Ç äîâåäåíèõ òåîðåì âèïëèâà¹, ùî ðiâíÿííÿ òèïó (1.39) iíâàðiàíòíå âiä-

íîñíî ðîçøèðåíî¨ ãðóïè Ïóàíêàðå AP̃ (1, 3) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî

åêâiâàëåíòíå îäíîìó iç ðiâíÿíü (1.41), (1.42), (1.43).

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ¹ íàñëiäêîì òåîðåìè 1.4.2, àëå, âðàõîâóþ÷è éîãî

âàæëèâiñòü, ñôîðìóëþ¹ìî éîãî ÿê îêðåìå òâåðäæåííÿ.
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Òåîðåìà 1.4.3. Ðiâíÿííÿ (1.39) äîïóñêà¹ êîíôîðìíó àëãåáðó òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè âîíî åêâiâàëåíòíå ðiâíÿííþ (1.44).

Ðiâíÿííÿ (1.39) ó äàíîìó ïiäõîäi ¹ ðiâíÿííÿì ç ï'ÿòüìà çàëåæíèìè

çìiííèìè u(x) òà aµ(x), µ = 0, 3. Òîìó, ïðèðîäíî äîâèçíà÷èòè éîãî

äåÿêèìè äîäàòêîâèìè óìîâàìè íà aµ(x) i ðîçãëÿíóòè, íàïðèêëàä, òàêó

ñèñòåìó:
2u+ aµ(x)

∂u

∂xµ
= F (u), µ = 0, 3,

2aµ = R(u)
∂u

∂xµ
.

(1.58)

Âè÷åðïíèé ñèìåòðiéíèé àíàëiç ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷à-

ñòèííèìè ïîõiäíèìè (1.58) â êëàñi îïåðàòîðiâ (1.45) íàâåäåíî â òåîðåìàõ

1.4.4, 1.4.5, äîâåäåííÿ ÿêèõ ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ òåîðåì

1.4.1, 1.4.2.

Òåîðåìà 1.4.4. Ìàêñèìàëüíîþ àëãåáðîþ iíâàðiàíòíîñòi ñèñòåìè (1.58)

ç äîâiëüíèìè ôóíêöiÿìè F (u) òà R(u) ¹ àëãåáðà Ïóàíêàðå AP (1, 3) ç

áàçèñíèìè îïåðàòîðàìè (1.40).

Òåîðåìà 1.4.5. Ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïî-

õiäíèìè (1.58) äîïóñêà¹ àëãåáðó ñèìåòði¨ áiëüø øèðîêó, íiæ AP (1, 3),

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà åêâiâàëåíòíà îäíié ç òàêèõ ÷îòèðüîõ

ñèñòåì:

1.


2u+ aµ(x)

∂u

∂xµ
= λuk,

2aµ = λuk−2 ∂u

∂xµ
, λ 6= 0, k 6= 1,

ÌÀI : 〈Pµ, Jµν, D(1)〉.

2.


2u+ aµ(x)

∂u

∂xµ
= λu,

2aµ =
λ

u

∂u

∂xµ
, λ 6= 0,

ÌÀI : 〈Pµ, Jµν, I〉.
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3.


2u+ aµ(x)

∂u

∂xµ
= λ exp(u),

2aµ = λ exp(u)
∂u

∂xµ
, λ 6= 0,

ÌÀI : 〈Pµ, Jµν, D(2)〉.

4.

2u+ aµ(x)
∂u

∂xµ
= 0,

2aµ = 0,
ÌÀI : 〈Pµ, Jµν, D,Q〉.

Çàóâàæèìî, ùî ñåðåä ñèñòåì âèãëÿäó (1.58) íåìà¹ êîíôîðìíî-iíâàði-

àíòíèõ ðiâíÿíü íi äëÿ ÿêèõ F (u), R(u).

1.5. Ñèìåòðiÿ ðiâíÿíü òèïó Áþðãåðñà ç äîäàòêîâîþ
óìîâîþ

Ðîçãëÿíåìî íåëiíiéíi îäíîâèìiðíi ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

u(0) + uu(1) = F
(
u(2), u(3), . . . , u(n)

)
, (1.59)

äå u = u(t, x); u(0) =
∂u

∂t
; u(n) =

∂nu

∂xn
, F

(
u(2), u(3), . . . , u(n)

)
� äîâiëüíà

ãëàäêà ôóíêöiÿ, F 6= const.

Äî êëàñó ðiâíÿíü (1.59) íàëåæàòü âiäîìi ðiâíÿííÿ ãiäðîäèíàìiêè, à

ñàìå, ðiâíÿííÿ ïðîñòî¨ õâèëi, Áþðãåðñà, Êîðòåâåãà-äå-Ôðiçà, Êîðòåâåãà-

äå-Ôðiçà-Áþðãåðñà:

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0, (1.60)

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ λ

∂2u

∂x2 = 0, (1.61)

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ β

∂3u

∂x3 = 0, (1.62)

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ µ

∂2u

∂x2 + β
∂3u

∂x3 = 0. (1.63)

Ðiâíÿííÿ (1.60) � (1.63) øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ îïèñó ðåàëü-

íèõ õâèëüîâèõ ïðîöåñiâ â ãiäðîäèíàìiöi, çîêðåìà, â òåîði¨ ìiëêî¨ âîäè òà
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àêóñòèöi [17, 25, 26, 92]. Äîñëiäæåííþ ðiâíÿíü òàêîãî òèïó, âêëþ÷àþ÷è

âèâ÷åííÿ ¨õ ñèìåòðiéíèõ âëàñòèâîñòåé, ïðèñâÿ÷åíî ðÿä ïóáëiêàöié ( äèâ.,

íàïð., [19, 20, 35, 61, 94, 95]).

ßê âiäîìî [26], ðiâíÿííÿ (1.61) íåëîêàëüíîþ çàìiíîþ Êîóëà-Õîïôà

u = 2λ
1

ψ

∂ψ

∂t
(1.64)

çâîäèòüñÿ äî ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi

∂ψ

∂t
− λ

∂2ψ

∂x2 = 0. (1.65)

Çàóâàæèìî, ùî ñèìåòðiÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi (1.65) çíà÷íî øèðøà

çà ñèìåòðiþ ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà (1.61) [61].

Â ðîáîòi [31] çäiéñíåíî ñèìåòðiéíó êëàñèôiêàöiþ óçàãàëüíåíîãî ðiâíÿí-

íÿ òèïó Áþðãåðñà

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= F

(
∂2u

∂x2

)
. (1.66)

Ðiâíÿííÿ (1.66) ç äîâiëüíîþ ôóíêöi¹þ F

(
∂2u

∂x2

)
iíâàðiàíòíå âiäíîñíî

àëãåáðè Ãàëiëåÿ AG(1, 1). Âîíî ìà¹ áiëüø øèðîêó ñèìåòðiþ òiëüêè â

òàêèõ âèïàäêàõ [31]:

F

(
∂2u

∂x2

)
= λ

(
∂2u

∂x2

)k
, (1.67)

F

(
∂2u

∂x2

)
= ln

∂2u

∂x2 , (1.68)

F

(
∂2u

∂x2

)
= λ

∂2u

∂x2 , (1.69)

F

(
∂2u

∂x2

)
= λ

(
∂2u

∂x2

)1/3

, (1.70)

äå k, λ � äîâiëüíi êîíñòàíòè.
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Ó äàíîìó ïàðàãðàôi ïðîâåäåíî ñèìåòðiéíó êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿííÿ (1.66),

äå F

(
∂2u

∂x2

)
âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè (1.67) � (1.70), ç äîäàòêîâîþ

óìîâîþ, ÿêà ¹ óçàãàëüíåííÿì óìîâè (1.64) i ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

∂2ψ

∂x2 + f 1(u)
∂ψ

∂x
+ f 2(u)ψ = 0.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ λ

∂2u

∂x2 = 0,

∂2ψ

∂x2 + f 1(u)
∂ψ

∂x
+ f 2(u)ψ = 0.

(1.71)

Òåîðåìà 1.5.1. Ìàêñèìàëüíîþ àëãåáðîþ iíâàðiàíòíîñòi ñèñòåìè (1.71),

â çàëåæíîñòi âiä çíà÷åííÿ ôóíêöié f 1(u) òà f 2(u), ¹ îäíà iç òàêèõ àë-

ãåáð Ëi:

1) 〈P0, P1, X1〉, ÿêùî f 1(u), f 2(u) � äîâiëüíi ôóíêöi¨, òóò i äàëi

P0 =
∂

∂t
, P1 =

∂

∂x
, X1 = b(t)ψ

∂

∂ψ
,

b(t) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ;

2) 〈P0, P1, X1, X2〉, ÿêùî f 1(u) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ, f 2 = 0,(a, b, d �

äîâiëüíi êîíñòàíòè), äå äîäàòêîâèé îïåðàòîð ñèìåòði¨ ìà¹ âèãëÿä

X2 = h(t)
∂

∂ψ
,

h(t) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ;

3) 〈P0, P1, X1, X3, X4, X5〉, ÿêùî f 1(u) = au+b, f 2(u) =
1

4
a2u2+

1

2
abu+

d (a, b, d � äîâiëüíi êîíñòàíòè), äå äîäàòêîâi îïåðàòîðè ñèìåòði¨ ìà-

þòü âèãëÿä

X3 = t
∂

∂x
+

∂

∂u
− 1

2
axψ

∂

∂ψ
, X4 = 2t

∂

∂t
+ x

∂

∂x
− u

∂

∂u
− 1

2
bxψ

∂

∂ψ
,

X5 = t2
∂

∂t
+ tx

∂

∂x
+ (x− tu)

∂

∂u
− 1

4
(2btx+ ax2)ψ

∂

∂ψ
,
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4) 〈P0, P1, X1, X3, X4, X5, R1, R2〉, ÿêùî f 1 = b, f 2 = d (b, d � äîâiëüíi

êîíñòàíòè), äå íîâi äîäàòêîâi îïåðàòîðè ñèìåòði¨ ìàþòü âèãëÿä

R1 = C1(t) exp

(
−1

2
(b+

√
b2 − 4d)x

)
,

R2 = C2(t) exp

(
−1

2
(b−

√
b2 − 4d)x

)
,

ÿêùî b2 − 4d > 0,

R1 = C1(t) exp

(
−b

2
x

)
,

R2 = xC2(t) exp

(
−b

2
x

)
,

ÿêùî b2 − 4d = 0,

R1 = C1(t) exp

(
−b

2
x

)
cos

√
4d− b2

2
x,

R2 = C2(t) exp

(
−b

2
x

)
sin

√
4d− b2

2
x,

ÿêùî b2 − 4d < 0.

Òóò C1(t), C2(t) � äîâiëüíi ôóíêöi¨.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ ln

∂2u

∂x2 = 0,

∂2ψ

∂x2 + f 1(u)
∂ψ

∂x
+ f 2(u)ψ = 0.

(1.72)

Òåîðåìà 1.5.2. Ìàêñèìàëüíîþ àëãåáðîþ iíâàðiàíòíîñòi ñèñòåìè (1.72),

â çàëåæíîñòi âiä çíà÷åííÿ ôóíêöié f 1(u) òà f 2(u), ¹ òàêi àëãåáðè Ëi:

1) 〈P0, P1, X1〉, ÿêùî f 1(u), f 2(u) � äîâiëüíi ôóíêöi¨;

2) 〈P0, P1, X1, X2〉, ÿêùî f 1(u) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ, f 2 = 0;

3) 〈P0, P1, X1, Q〉, ÿêùî f 1(u) = au + b, f 2(u) =
1

4
a2u2 +

1

2
abu + d (a, b,

d � äîâiëüíi êîíñòàíòè), äå

Q = t
∂

∂x
+

∂

∂u
− 1

2
axψ

∂

∂ψ
;

4) 〈P0, P1, X1, X3, X4, X5, R1, R2〉, ÿêùî f 1 = b, f 2 = d (b, d � äîâiëüíi

êîíñòàíòè).
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Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ λ

(
∂2u

∂x2

)1/3

= 0,

∂2ψ

∂x2 + f 1(u)
∂ψ

∂x
+ f 2(u)ψ = 0.

(1.73)

Òåîðåìà 1.5.3. Ìàêñèìàëüíîþ àëãåáðîþ iíâàðiàíòíîñòi ñèñòåìè (1.73),

â çàëåæíîñòi âiä çíà÷åííÿ ôóíêöié f 1(u) òà f 2(u), ¹ òàêi àëãåáðè Ëi:

1) 〈P0, P1, X1, Y1〉, ÿêùî f 1(u), f 2(u) � äîâiëüíi ôóíêöi¨, äå

Y1 = u∂x;

2) 〈P0, P1, X1, X2, Y1〉, ÿêùî f 1(u) � äîâiëüíi ôóíêöi¨, f 2 = 0;

3) 〈P0, P1, X1, Y1, Y2, Y3, Y4〉, ÿêùî f 1(u) = au+b, f 2(u) =
1

4
a2u2+

1

2
abu+d

(a, b, d � äîâiëüíi êîíñòàíòè), äå

Y2 = t
∂

∂x
+

∂

∂u
− 1

2
axψ

∂

∂ψ
,

Y3 = (t2u− tx)
∂

∂x
+ (tu− x)

∂

∂u
+

1

2
btxψ

∂

∂ψ
,

Y4 =
8

15
t
∂

∂t
+ (x− 2

3
u)

∂

∂x
− 1

5
u
∂

∂u
− 1

2
bxψ

∂

∂ψ
;

4) 〈P0, P1, X1, Y1, Y2, Y3, Y4, R1, R2〉, ÿêùî f 1 = b, f 2 = d (b, d � äîâiëüíi

êîíñòàíòè).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.5.3. Ñèìåòðiéíó êëàñèôiêàöiþ ñèñòåìè (1.73)

ïðîâîäèìî â êëàñi äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ïåðøîãî ïîðÿäêó

X = ξ0(t, x, u, ψ)
∂

∂t
+ ξ1(t, x, u, ψ)

∂

∂x
+ η(t, x, u, ψ)

∂

∂u
+

+β(t, x, u, ψ) ∂
∂ψ .

(1.74)

Çíàéøîâøè äðóãå ïðîäîâæåííÿ îïåðàòîðà (1.74), çàïèøåìî óìîâó iíâà-

ðiàíòíîñòi äëÿ ñèñòåìè (1.73) ó âèãëÿäi

X
2

=

(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ λ

(
∂2u

∂x2

)1/3
)
|[L1]= 0, (1.75)
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X
2

=

(
∂2ψ

∂x2 + f 1(u)
∂ψ

∂x
+ f 2(u)ψ

)
|[L2]= 0, (1.76)

äå äèôåðåíöiàëüíèé ìíîãîâèä [L1] ìà¹ âèãëÿä

∂u

∂t
= −u∂u

∂x
− λ

(
∂2u

∂x2

)1/3

,

äèôåðåíöiàëüíèé ìíîãîâèä [L2] ìà¹ âèãëÿä

∂2ψ

∂x2 = −f 1(u)
∂ψ

∂x
− f 2(u)ψ,

à

X
2

= X + (Di(η)− ujDi(ξ
j))∂ui

+ [Di(β)− ψDi(ξ
j)]∂ψi

+

+[Dα(Di(η)− ujDi(ξ
j))− uijDα(ξ

j)]∂uαi
+

+[Dα(Di(β)− ψjDi(ξ
j))− ψijDα(ξ

j)]∂ψαi
, α, i, j = 0, 1.

Ðîçùåïèâøè ðiâíîñòi (1.75), (1.76) çà ïîõiäíèìè u01, u11, u0, ψ0, ψ1, F

(äå íèæíi iíäåêñè îçíà÷àþòü äèôåðåíöiþâàííÿ çà âiäïîâiäíîþ çìiííîþ,

òîáòî u0 =
∂u

∂t
,u1 =

∂u

∂x
), ïðèõîäèìî äî óìîâ

ξ0
1 = 0, ξ0

u = ξ0
ψ = 0, ξ1

ψ = 0, ξ1
uu = 0,

ηψ = 0, η11 = 0, ηuu = 2ξ1
1u, 2η1u = ξ1

11,
(1.77)

βu = 0, βψψ = 0, (1.78)

η + uξ0
0 − uξ1

1 − ξ1
0 = 0, (1.79)

−2ηu + 3ξ0
0 − 2ξ1

1 = 0, (1.80)

η0 + uη1 = 0, (1.81)

2β1ψ + ξ1
1f

1 + ηf 1
u = 0, (1.82)

β11 + f 2β + f 1β1 − f 2ψ(βψ − 2ξ1
1) + ηψf 2

u = 0. (1.83)
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Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿíü (1.77), (1.78) ìà¹ âèãëÿä

ξ0 = P (t), ξ1 = A(t, x)u+B(t, x),

η = C(t, x)u+ E(t, x),
(1.84)

β = M(t, x)ψ +H(t, x), (1.85)

äå P (t), A(t, x), B(t, x), E(t, x),M(t, x), H(t, x) � ãëàäêi ôóíêöi¨, ÿêi ïiä-

ëÿãàþòü âèçíà÷åííþ. Ïiäñòàâèâøè (1.85) äî êëàñèôiêóþ÷îãî ðiâíÿííÿ

(1.79), çíàõîäèìî, ùî

A(t, x) = A(t),

η =

[
∂B(t, x)

∂x
+
∂A(t)

∂t
− ξ0

0

]
u+

B(t, x)

∂t
.

(1.86)

Ïiäñòàâèâøè (1.84), (1.86) â ðiâíÿííÿ (1.80), îäåðæó¹ìî, ùî

ξ0
0 =

4

5

∂B(t, x)

∂x)
+

2

5

∂A(t)

∂t
, (1.87)

à îòæå η íàáóëà âèãëÿäó

η =

[
1

5

∂B(t, x)

∂x
+

3

5

∂A(t)

∂t

]
u+

∂B(t, x)

∂t
. (1.88)

Ïiäñòàâèâøè (1.88) â ðiâíÿííÿ (1.81), îòðèìàëè ñèñòåìó

∂2B(t, x)

∂t2
= 0,

∂2B(t, x)

∂x2 = 0, 2
∂B(t, x)

∂t∂x
+
∂2A(t)

∂t2
= 0.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

A(t) = −λ1t
2 + λ5t+ λ6,

B(t, x) = (λ1t+ λ2)x+ (λ3t+ λ4).

Îòæå,

ξ0 = 4
5λt+ 2

5λ5t+ λ7,

ξ1 = −λ1t
2u+ λ5tu+ λ6u+ (λ1t+ λ2)x+ (λ3t+ λ4),

η = −λ1tu+
1

5
λ2u+

3

5
λ5u+ λ1x+ λ3,

(1.89)
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äå λ1, ..., λ7 � äîâiëüíi êîíñòàíòè. Ïiäñòàâèâøè (1.85), (1.89) â ðiâíÿííÿ

(1.81) i ðîçùåïèâøè çà ψ, îäåðæó¹ìî

∂2M(t, x)

∂x2 + f 1∂M(t, x)

∂x
+ ηf 2

u + 2f 2λ1t+ 2λ2f
2 = 0,

∂2H(t, x)

∂x2 + f 1∂H(t, x)

∂x
+ f 2H(t, x) = 0.

(1.90)

Äàëi, ïiäñòàíîâêà (1.85) â (1.80) ïiñëÿ äèôåðåíöiþâàííÿ çà x, ïîêàçó¹,

ùî

2
∂2M(t, x)

∂x2 + λ1f
1
u = 0.

Ìîæëèâi òàêi âèïàäêè:

Âèïàäîê 1.

λ1 = 0,
∂2M(t, x)

∂x2 = 0, à f 1 � äîâiëüíà ôóíêöiÿ.

Âðàõóâàâøè ïîïåðåäí¹, ïiäñòàâëÿ¹ìî âiäïîâiäíi äëÿ öüîãî âèïàäêó

ξ1, η, β â ðiâíÿííÿ (1.80) i îäåðæó¹ìî ïiñëÿ ðîçùåïëåííÿ çà f 1, f 1
u

ξ0 = λ7, ξ1 = λ6u+ λ4, M(t, x) = b(t), (1.91)

òîáòî β = b(t) +H(t, x).

Ïiäñòàâèâøè (1.91) â (1.90) i ðîçùåïèâøè çà f1, ìà¹ìî:

H(t, x) = 0, òîáòî β = b(t)ψ,

ÿêùî f1, f2 �äîâiëüíi ôóíêöi¨;

H(t, x) = h(t), òîáòî β = b(t)ψ + h(t),

ÿêùî f 1 � äîâiëüíà ôóíêöiÿ, f 2 = 0. Ïiäñòàâèâøè îòðèìàíi çíà÷åííÿ ξ0,

ξ1, η, β â îïåðàòîð (1.74), ïåðåêîíó¹ìîñÿ â ñïðàâåäëèâîñòi ïóíêòiâ 1, 2 iç

ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè 1.5.3.

Âèïàäîê 2.

f 1 = au+ b, äå a, b− äîâiëüíi êîíñòàíòè. (1.92)
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Ïiäñòàâèâøè (1.91), (1.92) â êëàñèôiêóþ÷¹ ðiâíÿííÿ (1.82) i ïðîâiâøè

ðîçùåïëåííÿ çà x, t, u, îäåðæó¹ìî, ùî

M(t, x) = −1

2
(bλ1t+ bλ2 + aλ1x+ aλ3)x,

2λ2 = −3λ5, f 2(u) =
1

4
a2u2 +

1

2
abu+ d,

äå a, b, d � äîâiëüíi êîíñòàíòè. Âðàõóâàâøè öå, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ξ0,

ξ1, η, β ìàþòü òàêèé âèãëÿä:

ξ0 =
8

15
λ2t+ λ7,

ξ1 = −λ1t
2u− 2

3
λ2tu+ λ6u+ (λ1t+ λ2)x+ λ3t+ λ4,

η = −λ1tu−
1

5
λ2u+ λ1x+ λ3,

β = −1

2
(bλ1t+ bλ2 +

1

2
aλ1x+ aλ3)xψ + λ8.

(1.93)

Ïiäñòàâèâøè (1.93) â îïåðàòîð (1.74), ïðèõîäèìî äî ïóíêòó 3 iç ôîðìó-

ëþâàííÿ òåîðåìè 1.5.3.

ßêùî f 1 = b, f 2 = d, äå b, d � äîâiëüíi êîíñòàíòè, òî ïiäñòàíîâêà öèõ

çíà÷åíü f 1, f 2 ó âèðàç (1.90) i ðîçãëÿä óñiõ ìîæëèâèõ âèïàäêiâ ïðèâîäèòü

äî ïóíêòó 4 iç ôîðìóëþâàííÿ ðîçãëÿäóâàíî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìó 1.5.3 äîâåäåíî.

Òåîðåìè 1.5.1, 1.5.2 äîâîäÿòüñÿ àíàëîãi÷íî.
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Chapter 2.

Óìîâíà ñèìåòðiÿ i ðåäóêöiÿ

íåëiíiéíèõ õâèëüîâèõ ðiâíÿíü

Äàíèé ðîçäië äèñåðòàöi¨ ¹ îñíîâíèì, âií ïðèñâÿ÷åíèé íåëi¨âñüêié ðåäó-

êöi¨ òà ïîáóäîâi òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ õâèëüîâèõ ðiâíÿíü, iíâàði-

àíòíèõ âiäíîñíî ãðóï P (1, 3), P̃ (1, 3).

Â ïàðàãðàôi 2.1 âèêîíàíî íåëi¨âñüêó ðåäóêöiþ áàãàòîâèìiðíîãî íåëi-

íiéíîãî ðiâíÿííÿ Äàëàìáåðà äî äâîâèìiðíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè. Ïîáóäîâàíî êëàñ óìîâíî-iíâàðiàíòíèõ àíçàöiâ

äëÿ öüîãî ðiâíÿííÿ, ÿêèé ìiñòèòü äåêiëüêà äîâiëüíèõ ôóíêöié. Öå îçíà-

÷à¹, çîêðåìà, ùî íåëiíiéíå õâèëüîâå ðiâíÿííÿ ìà¹ íåñêií÷åííó óìîâíó

ñèìåòðiþ.

Â ïàðàãðàôi 2.2 ïðîâåäåíî ñèñòåìàòè÷íå äîñëiäæåííÿ óìîâíî¨ ñèìå-

òði¨ áàãàòîâèìiðíîãî íåëiíiéíîãî êîìïëåêñíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ. Â

öüîìó æ ïàðàãðàôi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à ðåäóêöi¨ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâ-

íÿííÿ äî àëãåáðà¨÷íîãî.

Ïàðàãðàô 2.3 ïðèñâÿ÷åíèé ïîáóäîâi òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ êîìïëåêñíèõ

õâèëüîâèõ ðiâíÿíü.
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2.1. Ïðî íåëi¨âñüêó ðåäóêöiþ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ
Äàëàìáåðà äî äâîâèìiðíèõ ðiâíÿíü

Â äàíîìó ïàðàãðàôi îäåðæàíî øèðîêèé êëàñ óìîâíèõ ñèìåòðié áàãàòî-

âèìiðíîãî íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Äàëàìáåðà

2u = F (u), (2.1)

äå 2 = ∂2/∂x2
0 − ∆ � îïåðàòîð Äàëàìáåðà, u = u(x0, x1, x2, x3) � äié-

ñíà äâi÷i íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ, F (u) � äåÿêà íåïåðåðâíà

ôóíêöiÿ.

Äîáðå âiäîìî, ùî ìàêñèìàëüíîþ â ñåíñi Ëi ãðóïîþ iíâàðiàíòíîñòi ðiâ-

íÿííÿ (2.1) ç äîâiëüíîþ ôóíêöi¹þ F (u) ¹ ãðóïà Ïóàíêàðå P (1, 3). Ç

âèêîðèñòàííÿì ïiäãðóïîâî¨ ñòðóêòóðè ãðóïè P (1, 3) áóëî îòðèìàíî ïîâ-

íèé îïèñ ëi¨âñüêèõ àíçàöiâ, ÿêi ðåäóêóþòü ÷îòèðèâèìiðíå äèôåðåíöiàëü-

íå ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè (1) äî ðiâíÿíü ç òðüîìà, äâîìà òà

îäíi¹þ çìiííîþ [74].

Îäíàê, ÿê áóëî çàçíà÷åíî â [65, 72], êëàñ àíçàöiâ, ùî çâîäÿòü (2.1)

äî ðiâíÿíü ç ìåíøîþ êiëüêiñòþ íåçàëåæíèõ çìiííèõ, çíà÷íî øèðøèé çà

êëàñ ëi¨âñüêèõ àíçàöiâ. Öå ðîçøèðåííÿ äîñÿãà¹òüñÿ çà ðàõóíîê íåñêií-

÷åííî¨ óìîâíî¨ ñèìåòði¨ íåëiíiéíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ (2.1) [69, 100].

Âèêîðèñòîâóþ÷è äëÿ äîñëiäæåííÿ óìîâíî¨ ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ (2.1) ïiä-

õiä, âïåðøå çàïðîïîíîâàíèé â [9] i ðåàëiçîâàíèé ó ïîâíîìó îáñÿçi â ðîáî-

òàõ [71, 106], çäiéñíèìî ïîáóäîâó ñiì'¨ óìîâíî-iíâàðiàíòíèõ àíçàöiâ äëÿ

ïîëÿ u = u(x). Öi àíçàöè ðåäóêóâàòèìóòü ðiâíÿííÿ (2.1) äî ðiâíÿíü ç

òðüîìà íåçàëåæíèìè çìiííèìè, ïðè öüîìó îäíà iç çìiííèõ áóäå âõîäèòè

â ðåäóêîâàíå ðiâíÿííÿ ÿê ïàðàìåòð, òîáòî çà íåþ íå áóäå äèôåðåíöiþ-

âàííÿ.

Çãiäíî ç [104] øóêà¹ìî ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (2.1) ó âèãëÿäi

u = ϕ(ω0, ω1, ω2), (2.2)

äå ωµ = ωµ(x), µ = 0, 1, 2, � äîñòàòíüî ãëàäêi ôóíêöi¨, ÿêi âèáèðàþòüñÿ

òàê, ùîá ïiäñòàíîâêà (2.2) â (2.1) ïðèçâîäèëà äî ðiâíÿííÿ ç êîåôiöi¹í-



72

òàìè, çàëåæíèìè òiëüêè âiä �íîâèõ� çìiííèõ ω0, ω1, ω2. Îêðiì öüîãî,

âèìàãà¹ìî, ùîá êîåôiöi¹íòè ïðè ïîõiäíèõ çà çìiííîþ ω0 äîðiâíþâàëè

íóëþ.

Â ðåçóëüòàòi îäåðæó¹ìî ïåðåâèçíà÷åíó ñèñòåìó äåâ'ÿòè íåëiíiéíèõ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ òðüîõ íåâiäîìèõ ôóíêöié ω0(x), ω1(x), ω2(x)

2ω0 = 0, ω0xµ
ω0xµ = 0, (2.3)

ω0xµ
ω1xµ = 0, ω0xµ

ω2xµ = 0, (2.4)
ω1xµ

ω1xµ = F1(ω0, ω1, ω2),

ω1xµ
ω2xµ = F2(ω0, ω1, ω2),

ω2xµ
ω2xµ = F3(ω0, ω1, ω2),

(2.5)

2ω1 = G1(ω0, ω1, ω2), 2ω2 = G2(ω0, ω1, ω2). (2.6)

Òóò i äàëi çà iíäåêñàìè, ùî ïîâòîðþþòüñÿ, ïåðåäáà÷åíî ñóìóâàííÿ. Ïiä-

íÿòòÿ òà îïóñêàííÿ iíäåêñó çäiéñíþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ìåòðè÷íîãî òåí-

çîðà ïðîñòîðó Ìiíêîâñüêîãî gµν = diag (1,−1,−1,−1). Ïðè öüîìó ðiâ-

íÿííÿ äëÿ ôóíêöi¨ ϕ(ω0, ω1, ω2) ìà¹ âèãëÿä

F1ϕω1ω1
+ 2F2ϕω1ω2

+ F3ϕω2ω2
+G1ϕω1

+G2ϕω2
= F (ϕ), (2.7)

òîáòî çìiííà ω0 âõîäèòü â ðiâíÿííÿ ÿê ïàðàìåòð.

Íåçâàæàþ÷è íà äóæå ñêëàäíó ñòðóêòóðó ñèñòåìè (2.3)�(2.6), íàì âäà-

ëîñÿ ïîáóäóâàòè ¨¨ çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê. Ïåðø íiæ ñôîðìóëþâàòè îòðè-

ìàíèé ðåçóëüòàò, çðîáèìî âàæëèâå çàóâàæåííÿ. ßê íåâàæêî ïåðåêîíà-

òèñÿ, êëàñ ðiâíÿíü (2.3)�(2.6) ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî äîâiëüíîãî íåâè-

ðîäæåíîãî ïåðåòâîðåííÿ çàëåæíèõ çìiííèõ

ω0
′ = Ω0(ω0), ωi

′ = Ωi(ω0, ω1, ω2), i = 1, 2. (2.8)

Öåé ôàêò âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ñïðîùåííÿ ïiäñèñòåìè (2.5), äå, â çàëå-

æíîñòi âiä çíàêó âåëè÷èíè ∆ = F 2
2 − F1F3, ìîæíà ïîêëàñòè

(a) F1 = ±1, F2 = 0, F3 = ∓1 ïðè ∆ > 0,

(b) F1 = ±1, F2 = 0, F3 = ±1 ïðè ∆ < 0,

(c) F1 = ±1, F2 = F3 = 0 ïðè ∆ = 0.
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Ñïðàâåäëèâi òàêi òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.1.1. Ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïî-

õiäíèìè (2.3)�(2.6) ñóìiñíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ç âèêîðèñòàííÿì

ïåðåòâîðåííÿ (2.8) ¨¨ ïðàâi ÷àñòèíè ìîæíà çâåñòè äî âèãëÿäó:

1. F1 = F3 = −1, F2 = 0, G1 = G2 = 0.

2. F1 = F3 = −1, F2 = 0, G1 = −2ω−1
1 , G2 = 0.

(2.9)

Òåîðåìà 2.1.2. Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (2.3)�(2.6), ÿêèé âèçíà-

÷à¹òüñÿ ç òî÷íiñòþ äî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi (2.8), çà óìîâè,

ùî âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi (2.9), çàäà¹òüñÿ òàêèìè ôîðìóëàìè:

1. ω0 = θµx
µ, ω1 = bµx

µ, ω2 = cµx
µ.

2. ω0 = ω0(x) çàäàíî íåÿâíî Aµ(ω0)x
µ +B(ω0) = 0,

ω1 =
(
−Ȧµ(ω0)Ȧ

µ(ω0)
)−1/2 (

Ȧν(ω0)x
ν + Ḃ(ω0)

)
,

ω2 =
(
−Ȧµ(ω0)Ȧ

µ(ω0)
)−3/2 (

εµναβA
µ(ω0)Ȧ

ν(ω0)Ä
α(ω0)x

β
)
,

äå Aµ(ω0), B(ω0) � äîâiëüíi ôóíêöi¨, çâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì

Aµ(ω0)A
µ(ω0) = 0.

Òóò θµ, bµ, cµ � äîâiëüíi äiéñíi ñòàëi, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

θµθ
µ = θµb

µ = θµc
µ = 0, bµc

µ = 0, bµb
µ = cµc

µ = −1,

êðàïêà íàä ñèìâîëîì îçíà÷à¹ ïîõiäíó çà ω0, ñèìâîëîì εµναβ ïîçíà÷åíî

àíòèñèìåòðè÷íèé òåíçîð ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó, òîáòî

εµναβ =


1, (µ, ν, α, β) = öèêë (0, 1, 2, 3),

−1, (µ, ν, α, β) = öèêë (1, 0, 2, 3),

0, â iíøèõ âèïàäêàõ.
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Äîâåäåííÿ. Ïðîâåäåìî äîâåäåííÿ îáîõ òåîðåì îäíî÷àñíî. Ñïî÷àòêó

âêàæåìî íà îäíó ãåîìåòðè÷íó âëàñòèâiñòü ïðîñòîðó Ìiíêîâñüêîãî. À ñà-

ìå, íåõàé äåÿêèé äiéñíèé ÷îòèðèâåêòîð a = (a0, a1, a2, a3) ¹ îðòîãîíàëü-

íèì äî äiéñíîãî içîòðîïíîãî ÷îòèðèâåêòîðà b = (b0, b1, b2, b3), òîáòî äî

âåêòîðà, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó bµbµ = 0. Òîäi âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

aµa
µ ≤ 0, ïðè öüîìó ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ ëèøå ó âèïàäêó, êîëè âåêòîðè

a, b êîëiíåàðíi (äèâ., íàïðèêëàä, [104]). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî íåîáõiäíîþ

óìîâîþ ñóìiñíîñòi (2.3) � (2.6) ¹ âèêîíàííÿ ñïiââiäíîøåíü F1 < 0, F2 < 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è çàìiíó çìiííèõ

u = Φ(ω0, ω1, ω2), v1 = ω1, v2 = ω2

ïðè âiäïîâiäíîìó âèáîði ôóíêöi¨ Φ(ω0, ω1, ω2), çâîäèìî ñèñòåìó (2.3)�

(2.6) äî âèãëÿäó

2u = 0, uxµ
uxµ = 0, (2.10)

uxµ
v1
xµ = 0, uxµ

v2
xµ = 0, (2.11)

v1
xµ
v1
xµ = −1, v2

xµ
v2
xµ = −1, v1

xµ
v2
xµ = 0, (2.12)

2v1 = F1(u, v
1, v2), 2v2 = F5(u, v

1, v2), (2.13)

rank

∥∥∥∥∥∥∥
ux0

ux1
ux2

ux3

v1
x0

v1
x1

v1
x2

v1
x3

v2
x0

v2
x1

v2
x2

v2
x3

∥∥∥∥∥∥∥ = 3. (2.14)

Âíàñëiäîê ðiâíÿííÿ (2.14) u 6= const. Òîìó, âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâî-

ðåííÿ iç ãðóïè P (1, 3), îòðèìó¹ìî ux0
6= 0. Òîäi äî ðiâíÿíü (2.10)�(2.13),

(2.14) ìîæíà çàñòîñóâàòè ïåðåòâîðåííÿ ãîäîãðàôà

z0 = u(x), za = xa, a = 1, 3, w(z) = x0,

v1 = v1(z0, za), v2 = v2(z0, za).

ßê ðåçóëüòàò, ñèñòåìè (2.10)�(2.13) íàáóâàþòü âèãëÿäó

3∑
a=1

wzaza
= 0,

3∑
a=1

w2
za

= 1, (2.15)
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3∑
a=1

wza
v1
za

= 0,
3∑

a=1

wza
v2
za

= 0, (2.16)

3∑
a=1

(v1
za

)2 = 1,
3∑

a=1

(v2
za

)2 = 1,
3∑

a=1

v1
za
v2
za

= 0, (2.17)

3∑
a=1

(v1
zaza

+ 2w−1
z0
v1
za
wz0za

) = −G1(z0, v
1, v2),

3∑
a=1

(v2
zaza

+ 2w−1
z0
v2
za
wz0za

) = −G2(z0, v
1, v2).

(2.18)

Çãiäíî ç [104] (ñ.7112), çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (2.15) ó êëàñi äiéñíèõ

ôóíêöié w(z) âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

w(z) =
3∑

a=1

αa(z0)za + α(z0), (2.19)

äå αa, α ∈ C2(R1,R1) � äîâiëüíi ôóíêöi¨, òàêi ùî

3∑
a=1

α2
a(z0) = 1. (2.20)

Ðîçðiçíÿ¹ìî òàêi âèïàäêè.

Âèïàäîê 1. αa 6= const, a = 1, 3.

Ïiäñòàâèâøè (2.19) ó (2.16), îäåðæó¹ìî ëiíiéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿí-

íÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ïåðøîãî ïîðÿäêó

3∑
a=1

αa(z0)v
1
za

= 0,
3∑

a=1

αa(z0)v
2
za

= 0, (2.21)

çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ÿêèõ ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

v1 = v1(z0, ρ1, ρ2), v2 = v2(z0, ρ1, ρ2). (2.22)
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Òóò z0 òà

ρ1 =

(
3∑

a=1

α̇2
a

)−1/2( 3∑
a=1

α̇aza + α̇

)
,

ρ2 =

(
3∑

a=1

α̇2
a

)−3/2 3∑
a,b,c=1

εabczaαbα̇c

� ïåðøi iíòåãðàëè ðiâíÿíü (2.22) é, îêðiì öüîãî,
3∑

a=1

α̇2
a 6= 0, εabc � àí-

òèñèìåòðè÷íèé òåíçîð òðåòüîãî ïîðÿäêó, ε123 = 1.

Ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàçè (2.22) â (2.17) òà (2.18), îäåðæó¹ìî ñèñòåìó ï'ÿòè

íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè äëÿ ôóí-

êöié v1 = v1(z0, ρ1, ρ2), v2 = v2(z0, ρ1, ρ2)

(v1
ρ1

)2 + (v1
ρ2

)2 = 1, (v2
ρ1

)2 + (v2
ρ2

)2 = 1, v1
ρ1
v2
ρ1

+ v1
ρ2
v2
ρ2

= 0, (2.23)
v1
ρ1ρ1

+ v1
ρ2ρ2

+ 2ρ−1
1 v1

ρ1
= −G1(z0, v

1, v2),

v2
ρ1ρ1

+ v2
ρ2ρ2

+ 2ρ−1
1 v2

ρ1
= −G2(z0, v

1, v2).

(2.24)

Ââiâøè â (2.23) ïîçíà÷åííÿ ~A = (v1
ρ1
, v1

ρ2
), ~B = (v2

ρ1
, v2

ρ2
), ìà¹ìî

~A2 = (v1
ρ)

2 + (v1
ρ2

)2 = 1, ~B2 = (v2
ρ1

)2 + (v2
ρ2

)2 = 1,

~A~B = v1
ρ1
v2
ρ1

+ v1
ρ2
v2
ρ2

= 0.

Òîáòî ~A, ~B � äâà âçà¹ìíî îðòîãîíàëüíèõ îäèíè÷íèõ âåêòîðè íà ïëîùè-

íi. ßê âiäîìî ç êóðñó àíàëiòè÷íî¨ ãåîìåòði¨, íàéáiëüø çàãàëüíà ôîðìà

òàêèõ âåêòîðiâ ìà¹ âèãëÿä ~A = (cosϕ, sinϕ), ~B = (sinϕ, cosϕ), äå ϕ �

äåÿêà íåâiäîìà ôóíêöiÿ. Âðàõîâóþ÷è ñòðóêòóðó âåêòîðiâ ~A, ~B, ìà¹ìî

äâi óìîâè ñóìiñíîñòi äëÿ ôóíêöi¨ ϕ:

(cosϕ)′ρ2
= (sinϕ)′ρ1

, (sinϕ)′ρ2
= −(cosϕ)′ρ1

,

òîáòî

ϕρ2
sinϕ+ ϕρ1

cosϕ = 0, ϕρ2
cosϕ− ϕρ1

sinϕ = 0. (2.25)
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Âèçíà÷íèê öi¹¨ ñèñòåìè íå äîðiâíþ¹ íóëåâi, îòæå ñèñòåìà (2.25) ìà¹ ¹äè-

íèé ðîçâ'ÿçîê ϕρ1
= 0, ϕρ2

= 0. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ϕ = ϕ(z0). Îòæå

v1, v2 ìàþòü âèãëÿä

v1 = ρ1 cosϕ+ ρ2 sinϕ+ C1(z0),

v2 = ρ1 sinϕ− ρ2 cosϕ+ C2(z0).

Ïåðåòâîðåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi

ṽ1 = (v1 − C1(z0)) cosϕ+ (v2 − C2(z0)) sinϕ,

ṽ2 = (v1 − C1(z0)) sinϕ− (v2 − C2(z0)) cosϕ,

ìîæíà äîñÿãòè òîãî, ùîá âèêîíóâàëèñÿ ðiâíîñòi C1 = C2 = ϕ = 0. Òîìó

v1 = ρ1, v2 = ρ2. (2.26)

Ïiäñòàâèâøè (2.26) â ðiâíÿííÿ (2.24), îòðèìó¹ìî

2ρ−1
1 v1

ρ1
= −G1(z0, v

1, v2), 2ρ−1
1 v2

ρ1
= −G2(z0, v

1, v2).

Çâiäñè

G1(z0, v
1, v2) = −2ρ−1

1 = −2ω−1
1 , G2(z0, v

1, v2) = 0.

Çàïèøåìî v1 â ÿâíié êîâàðiàíòíié ôîðìi. Çäiéñíèâøè â ôîðìóëi

v1 = ρ1 =

(
3∑

a=1

α̇2
a(ω0)

)−1/2( 3∑
a=1

xaα̇a(ω0) + α̇(ω0)

)
, (2.27)

äå ôóíêöiÿ ω0 = ω0(x) âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè

3∑
a=1

αa(ω0)xa + α(ω0) = x0,

3∑
a=1

α2
a(ω0) = 1, (2.28)

ïiäñòàíîâêó αa = Aa(ω0)A
−1
0 (ω0), α = −B(ω0)A

−1
0 (ω0), îòðèìó¹ìî ëàí-

öþæêè ðiâíîñòåé

Aµ(ω0)x
µ +B(ω0) = 0, Aµ(ω0)A

µ(ω0) = 0,
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v1 =

(
3∑

a=1

(ȦaA
−1
0 − AaȦ0A

−2
0 )2

)−1/2( 3∑
a=1

xa(ȦaA
−1
0 AaȦ0A

−2
0 )−ḂA−1

0

+BȦ0A
−2
0

)
=

(
3∑

a=1

(Ȧ2
aA

−2
0 + A2

aȦ
2
0A

−4
0 − 2ȦaAaȦ0A

−3
0 )−1/2

)
×

×

(
3∑

a=1

xa(ȦaA
−1
0 − AaȦ0A

−2
0 ) +BȦ0A

−2
0 − ḂA0

)
=

= (−ȦµȦ
µA−2

0 − AµA
µȦ2

0A
−4
0 + 2ȦµA

µȦ0A
−3
0 )−1/2×

×(−A−1
0 (xµȦ

µ + Ḃ) + A−2
0 Ȧ0(xµA

µ +B)) =

= −(−ȦµȦ
µ)−1/2(xµȦ

µ +B).

Àíàëîãi÷íî îá÷èñëþ¹ìî v2 = ρ2 = ω2:

v2 = (−ȦµȦ
µ)−3/2εµναβA

µȦνÄαxβ.

Îòæå, ïóíêò 2 òåîðåìè (2.1.2) äîâåäåíî.

Âèïàäîê 2. αa = const, a = 1, 3.

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (2.15) ó öüîìó âèïàäêó íàáóâà¹ âèãëÿäó

w(z) =
3∑

a=1

αaza + α, a = 1, 3. (2.29)

Îêðiì öüîãî, ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü
3∑

a=1

α2
a = 1.

Âðàõîâóþ÷è òå, ùî ó äàíîìó âèïàäêó G1 = G2 = 0, îäåðæó¹ìî ç (2.16)

� (2.18)

ω0 = θµx
µ, ω1 = v1 = bµx

µ, ω2 = v2 = cµx
µ,

äå θµ, bµ, cµ � äîâiëüíi äiéñíi ñòàëi, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

θµθ
µ = θµb

µ = θµc
µ = 0, bµc

µ = 0, bµb
µ = cµc

µ = −1.
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Ïðèéøëè äî ïóíêòó 1 iç ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè 2.1.2. Òåîðåìè äîâåäåíî.

Òàêèì ÷èíîì, îäåðæàíî âè÷åðïíèé îïèñ àíçàöiâ (2.2), ùî ðåäóêóþòü

äîñëiäæóâàíå áàãàòîâèìiðíå ðiâíÿííÿ äî äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííü ç

òðüîìà íåçàëåæíèìè çìiííèìè, îäíà ç ÿêèõ âiäiãðà¹ ðîëü ïàðàìåòðà.

Òîáòî, ôàêòè÷íî, ìà¹ ìiñöå ðåäóêöiÿ äî äâîâèìiðíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè. Â ðåçóëüòàòi ïîáóäîâàíî äâà êëàñè

àíçàöiâ äëÿ íåëiíiéíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ, ÿêi íàâîäÿòüñÿ íèæ÷å:

u(x) = ϕ(θµx
µ, bµx

µ, cµx
µ), (2.30)

u(x) = ϕ

ω0,
Ȧµx

µ + Ḃ(
−ȦνȦν

)1/2 ,
εµναβA

µȦνÄαxβ(
−ȦνȦν

)3/2

 . (2.31)

Äàëi çäiéñíèìî ñèìåòðiéíèé àíàëiç àíçàöiâ (2.30), (2.31). Àíçàö (2.30) ¹

iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî ãðóïè ïåðåòâîðåíü, ÿêà ìà¹ ãåíåðàòîð

Q1 = θµ
∂

∂xµ
.

Îñêiëüêè îïåðàòîð Q1 íàëåæèòü äî àëãåáðè Ëi iíâàðiàíòíîñòi äîñëiäæó-

âàíîãî ðiâíÿííÿ, òî àíçàö (2.30) ìîæå áóòè îòðèìàíèé çà äîïîìîãîþ

ìåòîäó ñèìåòðiéíî¨ ðåäóêöi¨. Àíçàö (2.31) ¹ ïðèíöèïîâî íîâèì. Âií âiä-

ïîâiäà¹ òàêié óìîâíié ñèìåòði¨ íåëiíiéíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ:

Q2 = Aµ(ω0)
∂

∂xµ
.

Öåé ðåçóëüòàò îäåðæó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ áåçïîñåðåäíiõ îá÷èñëåíü. Âè-

êîðèñòîâóþ÷è ñòàíäàðòíi ôîðìóëè ïðîäîâæåííÿ (äèâ. [21]), çíàõîäèìî

äðóãå ïðîäîâæåííÿ îïåðàòîðà Q2

Q̃2 = Q2 + (Ȧκx
κ + Ḃ)−1ȦµuµAν

∂

∂uν
+ 2(Ȧκx

κ + Ḃ)−1ȦνAµuµν
∂

∂uµµ
.

Äiþ÷è äðóãèì ïðîäîâæåííÿì Q̃2 íà ðiâíÿííÿ (2.1), îòðèìó¹ìî

Q̃2(2u− F (u)) = 2(Ȧκx
κ + Ḃ)−1ȦνAµuµν =

= 2(Ȧκx
κ + Ḃ)−1Ȧν

∂

∂xµ
(Q2u), κ, µ, ν = 0, 3.
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Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïî-

õiäíèìè

2u = F (u), Q2u = 0

¹ iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî îäíîïàðàìåòðè÷íî¨ ãðóïè ïåðåòâîðåíü Ëi, ÿêà

ìà¹ ãåíåðàòîð Q2.

Òî÷íi ðîçâ'ÿçêè

Ïiäñòàíîâêà àíçàöó (2.31) â ðiâíÿííÿ (2.1) ïðèâîäèòü äî òàêîãî äèôå-

ðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè äëÿ íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨

ϕ(ω0, ω1, ω2):

ϕω1ω1
+ ϕω2ω2

+
2

ω1
ϕω1

= −F (ϕ). (2.32)

Çàçíà÷èìî, ùî ÿêùî âèõiäíå ðiâíÿííÿ ¹ ëiíiéíèì ðiâíÿííÿì Êëåéíà-

Ãîðäîíà-Ôîêà, òîáòî, ÿêùî F (u) = −m2u, m = const, òî íàâåäåíå âèùå

ðiâíÿííÿ çâîäèòüñÿ äî ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà

Φω1ω1
+ Φω2ω2

= m2Φ

çà äîïîìîãîþ çàìiíè çàëåæíî¨ çìiííî¨

ϕ(ω0, ω1, ω2) = ω−1
1 Φ(ω0, ω1, ω2).

Ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà ìîæíà ïðîiíòåãóâàòè çà äîïîìîãîþ ìåòîäó âiä-

îêðåìëåííÿ çìiííèõ [18]. Çîêðåìà, ÿêùî m = 0 (öå îçíà÷à¹, ùî (2.1) ¹

ðiâíÿííÿì Äàëàìáåðà), âîíî çâîäèòüñÿ äî ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà, çàãàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê ÿêîãî ìà¹ âèãëÿä

Φ = U(ω0, z) + U(ω0, z
∗).

Òóò U � äîâiëüíà àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ âiäíîñíî çìiííî¨ z = ω1 + iω2, z∗ �

êîìïëåêñíå ñïðÿæåíå z. Âèêîðèñòàâøè öåé ðåçóëüòàò, îòðèìó¹ìî òàêèé

êëàñ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Äàëàìáåðà:

u(x) =
(−ȦµȦ

µ)1/2

Ȧνxν + Ḃ

[
U

(
ω0,

Ȧνx
ν +B

(−ȦµȦµ)1/2
+ i

εµναβA
µȦνÄαxβ

(−ȦµȦµ)3/2

)
+

+U

(
ω0,

Ȧνx
ν + Ḃ

(−ȦµAµ)1/2
− i

εµναβA
µȦνÄαxβ

(−ȦµȦµ)3/2

)]
.
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Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî íåëiíiéíå ðiâíÿííÿ (2.32) ¹ óìîâíî-

iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî îäíîïàðàìåòðè÷íî¨ ãðóïè ñèìåòði¨ ç ãåíåðàòîðîì

Q =
∂

∂ω1
. Ïiäñòàâëÿþ÷è àíçàö ϕ = ϕ(ω0, ω2), iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî öi¹¨

ãðóïè, â ðiâíÿííÿ (2.32), îäåðæó¹ìî äâîâèìiðíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿí-

íÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè

ϕω2ω2
= −F (ϕ),

ÿêå ìiñòèòü çìiííó ω0 ÿê ïàðàìåòð. Òîìó íàâåäåíå ðiâíÿííÿ ìîæíà ðîç-

ãëÿäàòè ÿê çâè÷àéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ âiäíîñíî ω2. Éîãî çà-

ãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè â ôîðìóëó (2.31) äà¹ òàêèé êëàñ

ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ (2.1):

u(x) = ϕ

ω0,
εµναβA

µȦνÄαxβ(
−ȦνȦν

)3/2

 , (2.33)

äå ôóíêöiÿ ϕ = ϕ(ω0, ω2) âèçíà÷à¹òüñÿ êâàäðàòóðîþ

ϕ(ω0,ω2)∫ f(ω0)− 2

t∫
F (τ)dτ

−1/2

dt = ω2 + g(ω0),

à f(ω0), g(ω0) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ (ñòàëi iíòåãðóâàííÿ). Òàêèì ñà-

ìèì ÷èíîì, âèêîðèñòîâóþ÷è êëàñè÷íó é óìîâíó ñèìåòði¨ äèôåðåíöiàëü-

íîãî ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, îäåðæó¹ìî íîâi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè

íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Äàëàìáåðà iç ñòåïåíåâîþ íåëiíiéíiñòþ

2u = λuk, k 6= 0, 1, (2.34)

ÿêi íàâåäåíî íèæ÷å.

1. k � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî

u(x) =

[
4(k − 2)

λ(k − 1)2

] 1
1−k

(
−(εµναβA

µȦνÄαxβ)2

(ȦµȦµ)3
−

−(Ȧνx
ν + Ḃ)2

ȦµȦµ

) 1
1−k

, k 6= 2;

(2.35)
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u(x) =

[
2(k − 3)

λ(k − 1)2

] 1
k−1

(
Ȧνx

ν + Ḃ

(−ȦµȦµ)
1
2

) 2
1−k

, k 6= 3. (2.36)

2. k = 3

u(x) =

[
−(εµναβA

µȦνÄαxβ)2

(ȦµȦµ)3
− (Ȧνx

ν + Ḃ)2

ȦµȦµ

] 1
2

×

×ϕ

(
ω0,

1

2
ln

(
−(εµναβA

µȦνÄαxβ)2

(ȦµȦµ)3
− (Ȧνx

ν + Ḃ)2

ȦµȦµ

))
,

(2.37)

äå ϕ(ω0, y) âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíîþ êâàäðàòóðîþ:

ϕ(ω0,y)∫ (
−λ

2
t4 + t2 + f(ω0)

)− 1
2

dt = y + g(ω0).

3. k = 5

u(x) = − ȦµȦ
µ

Ȧνxν + Ḃ
ϕ

(
ω0, ln

(
Ȧνx

ν + Ḃ

(−ȦµȦµ)

1
2

))
, (2.38)

äå ϕ(ω0, y) âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíîþ êâàäðàòóðîþ:

ϕ(ω0,y)∫ (
−λ

3
t4 +

1

4
t2 + f(ω0)

)− 1
2

dt = y + g(ω0).

Ó ôîðìóëàõ (2.33), (2.37), (2.38) ôóíêöiÿ ω0 = ω0(x) âèçíà÷à¹òüñÿ

íåÿâíî Aµ(ω0)xµ + B(ω0) = 0, Aµ(ω0), B(ω0) ¹ äîâiëüíi äîñòàòíüî ãëàä-

êi ôóíêöi¨, ùî çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ AµA
µ = 0. Îêðiì öüîãî, f, g ¹

äîâiëüíèìè äîñòàòíüî ãëàäêèìè ôóíêöiÿìè âiä ω0.

Çà óìîâè, ùî äîâiëüíi ôóíêöi¨ ôiêñîâàíi, à ñàìå,

A0(ω0) = 1, A1(ω0) = ω0, A2(ω0) =
√

1− ω2
0, A3(ω0) = 0, (2.39)

f = const, g = const, íàâåäåíi âèùå ðîçâ'ÿçêè çâîäÿòüñÿ äî âæå âiäîìèõ.
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Çíàéäåìî âèãëÿä çìiííèõ ω0, ω1, ω2, ÿêîãî âîíè íàáóâàþòü ïðè òàêîìó

âèáîði ôóíêöié Aµ(ω0). Äëÿ öüîãî âèêîðèñòîâó¹ìî ôîðìóëè ç òåîðåìè

(2.1.2). Ïiäñòàâëÿþ÷è (2.39) â ôîðìóëó Aµ(ω0)x
µ+B(ω0) = 0, îòðèìó¹ìî√

1− ω2
0 =

x0 − ω0x1

x2
. (2.40)

Ïiäíåñåííÿ äî êâàäðàòó îáîõ ÷àñòèí öi¹¨ ðiâíîñòi ïðèâîäèòü äî êâàäðà-

òè÷íîãî ðiâíÿííÿ ω2
0(x

2
1 + x2

2)− 2x0x1ω0 + x2
0− x2

2 = 0. Ðîçâ'ÿçàâøè éîãî,

çíàõîäèìî

ω0 =
x0x1 + x2

√
x2

1 + x2
2 − x2

0

x2
1 + x2

2
. (2.41)

Òåïåð çíàéäåìî ω1, ïiäñòàâèâøè çíà÷åííÿ ôóíêöié Aµ(ω0) (2.39) ó ôîð-

ìóëó ω1 =
(
−ȦµȦ

µ
)−1/2 (

Ȧνx
ν + Ḃ

)
. Îá÷èñëèìî ñïî÷àòêó −ȦµȦ

µ:

−ȦµȦ
µ = −

(
−1− ω2

0

1− ω2
0

)
=

1

1− ω2
0
.

Çâiäñè ìà¹ìî

ω1 =

(
1

1− ω2
0

)− 1
2

[
−x1 +

ω0√
1− ω2

0

x2

]
= ω0x2 − x1

√
1− ω2

0. (2.42)

Ïiäñòàâèâøè (2.40), (2.41) â (2.42), îäåðæó¹ìî

ω1 =
√
x2

1 + x2
2 − x2

0.

Àíàëîãi÷íî øóêà¹ìî ω2. Ç ôîðìóëè (2.39) òà ôîðìóëè

ω2 =
(
−ȦµȦ

µ
)−3/2 (

εµναβA
µȦνÄαxβ

)
âèïëèâà¹, ùî äëÿ äàíîãî âèïàäêó µ = 0, ν = 1, α = 2, β = 3, εµναβ = 1.

Îòæå,

ω2 = (
√

1− ω2
0)

3(
√

1− ω2
0)
−3x3 = x3.



84

Ôîðìóëè (2.33), (2.35), (2.36) ç ωµ, µ = 0, 1, 2, âèãëÿäó (2.39) âèçíà÷à-

þòü òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (2.34), ÿêi ïîáóäîâàíi ìåòîäîì ñèìåòðiéíî¨

ðåäóêöi¨ Â.I. Ôóùè÷åì òà Ì.I. Ñ¹ðîâèì â [60]. Íàâåäåìî ¨õ

u(x) = ϕ

(
x0x1 + x2

√
x2

1 + x2
2 − x2

0

x2
1 + x2

2
, x3

)
;

u(x) =

[
4(k − 2)

λ(k − 1)2

] 1
1−k
(
x2

3 +
(x2

1 + x2
2)

3 − (x0x
2
1 + x0x

2
2)

2

(x2
1 + x2

2)
2

) 1
1−k

,

k − äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî, k 6= 2;

u(x) =

[
2(k − 3)

λ(k − 1)2

] 1
k−1
(√

x2
1 + x2

2 − x2
0

) 2
1−k

,

k − äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî, k 6= 3.

Ôîðìóëè (2.37), (2.15), äå f = const, g = const âèçíà÷àþòü ðîçâ'ÿçêè

ðiâíÿííÿ (2.34), ïîáóäîâàíi ìåòîäîì ñèìåòðiéíî¨ ðåäóêöi¨ Ï. Âiíòåðíi-

òöåì, À. Ãðþíäëåíäîì òà Äæ. Òóçiíñüêèì â [99]:

k = 3

u(x) =

[
x2

3 +
(x2

1 + x2
2)

3 − (x0x
2
1 + x0x

2
2)

2

(x2
1 + x2

2)
2

]− 1
2

×

×ϕ

(
x0x1 + x2

√
x2

1 + x2
2 − x2

0

x2
1 + x2

2
,

1

2
ln

(
x2

3 +
(x2

1 + x2
2)

3 − (x0x
2
1 + x0x

2
2)

2

(x2
1 + x2

2)
2

))
,

äå ϕ(ω0, y) çíàõîäèòüñÿ iç ñïiââiäíîøåííÿ√
2

λ
arcsin

λϕ2(ω0, y)− 1√
1 + 2λf

+ C1 = y + g, C1 = const.
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k = 5

u(x) =

[
x2(x

2
1 + x2

2)

x0x2
1

√
x2

1 + x2
2 − x2

0 − x1x2(x2
1 + x2

2 − x2
0)

]
×

×ϕ

(
x0x1 + x2

√
x2

1 + x2
2 − x2

0

x2
1 + x2

2
, ln
√
x2

1 + x2
2 − x2

0

)
,

äå ϕ(ω0, y) âèçíà÷à¹òüñÿ iç ñïiââiäíîøåííÿ√
3

λ
arcsin

2
3λϕ

2(ω0, y)− 1
4√

1
16 + 4λf

3

+ C2 = y + g, C2 = const.

Çàóâàæèìî, ùî çà óìîâè f = g = 0 i ïðè âèêîíàííi ñïiââiäíîøåíü (2.39),

ôîðìóëà (2.37) äà¹ äâà êëàñè ÷àñòèííèõ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ êóái÷íîãî

õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ, ÿêå, ó ñâîþ ÷åðãó, ïîðîäæó¹ âiäîìi iíñòàíòîííi i

ìåðîííi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ßíãà-Ìiëñà, ùî áóëè îòðèìàíi çà äîïîìîãîþ

àíçàöó Òõóôòà-Êîððiãàíà-Ôååðëi-Âië÷åêà [24]. Òàêèì ÷èíîì, ïîáóäîâàíî

øèðîêèé êëàñ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü ßíãà-Ìiëñà, ÿêèé ìiñòèòü êëà-

ñè÷íi ìåðîííi òà iíñòàíòîííi ðîçâ'ÿçêè, ÿê äóæå ñïåöiàëüíèé ÷àñòèííèé

âèïàäîê.

2.2. Íåëi¨âñüêà ðåäóêöiÿ íåëiíiéíîãî êîìïëåêñíîãî
õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ äî çâè÷àéíèõ äèôåðåíöi-
àëüíèõ ðiâíÿíü

Ïîíÿòòÿ íåêëàñè÷íî¨ ñèìåòði¨ áóëî çàïðîâàäæåíå Áëþìåíîì i Êîóëîì

ùå ó 1969 ðîöi [44]. Ïðîòå, íåòðèâiàëüíi ïðèêëàäè íåêëàñè÷íèõ ñèìåòðié

äëÿ íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ç'ÿâè-

ëèñü çíà÷íî ïiçíiøå â ðîáîòàõ Ï. Îëâåðà, Ï. Ðîçåíî [84], Â.I. Ôóùè÷à,

I.Ì. Öèôðè [62]. Öi ïðàöi, ðàçîì ç ðîáîòàìè Â.I. Ôóùè÷à, Ð.Ç. Æäà-

íîâà [66], Ï. Êëàðêñîíà, Ì. Êðóñêàëà [53], Ä. Ëåâi, Ï. Âiíòåðíiòöà [81]

çàïî÷àòêóâàëè äîñëiäæåííÿ íåêëàñè÷íèõ ñèìåòðié øèðîêîãî ñïåêòðó íå-
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ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Çà ïðîïîçèöi¹þ Â.I. Ôóùè÷à [36], öåé

òèï íåëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ íàçèâàþòü óìîâíîþ ñèìåòði¹þ.

Ïåðåâàæíà áiëüøiñòü ïðàöü â öié îáëàñòi ïðèñâÿ÷åíà ïîáóäîâi óìîâ-

íî¨ ñèìåòði¨ íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíè-

ìè ëèøå ç äâîìà íåçàëåæíèìè çìiííèìè. Öå ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì ôàêòîì,

ùî âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ äëÿ óìîâíî¨ ñèìåòði¨ ¹ íåëiíiéíèìè äèôåðåí-

öiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè i ìàþòü ðîçìiðíiñòü, ùî

äîðiâíþ¹ ñóìi êiëüêîñòi çàëåæíèõ i íåçàëåæíèõ çìiííèõ ó äîñëiäæóâà-

íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííÿõ. Îñü ÷îìó ïîêè ùî íå iñíó¹ ðåãóëÿðíèõ

ìåòîäiâ ñèñòåìàòè÷íîãî i ïîâíîãî äîñëiäæåííÿ óìîâíî¨ ñèìåòði¨ áàãàòî-

âèìiðíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè. Ó ñòàòòÿõ

[32, 64, 67, 68, 72, 100, 101, 102], ÿêi ïðèñâÿ÷åíi âèâ÷åííþ óìîâíî¨ ñèìå-

òði¨ áàãàòîâèìiðíèõ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü êâàíòîâî¨ òåîði¨ ïîëÿ (õâèëüîâî-

ãî, Äiðàêà, Ëåâi-Ëåáëîíäà i SU(2) ßíãà-Ìiëëñà), ðîçðîáëåíî åôåêòèâíèé

ïiäõiä, ÿêèé ãðóíòó¹òüñÿ íà âèáîði àíçàöó ñïåöiàëüíî¨ ñòðóêòóðè äëÿ

çíàõîäæåííÿ óìîâíî-iíâàðiàíòíîãî ðîçâ'ÿçêó. Iäåÿ ùîäî âèáîðó òàêîãî

àíçàöó ïîëÿãà¹ ó âèêîðèñòàííi ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ äîñëiäæóâàíîãî ðiâíÿí-

íÿ.

Îñíîâíîþ ìåòîþ äàíîãî ïàðàãðàôà ¹ çàñòîñóâàííÿ çãàäàíî¨ iäå¨ äëÿ

ñèñòåìàòè÷íîãî äîñëiäæåííÿ óìîâíî¨ ñèìåòði¨ îäíîãî ç îñíîâíèõ ðiâíÿíü

êâàíòîâî¨ òåîði¨ ïîëÿ, à ñàìå, êîìïëåêñíîãî íåëiíiéíîãî (1+3) � âèìið-

íîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ

2u = F (|u|)u, (2.43)

äå 2 = ∂2/∂x2
0 −∆ � öå îïåðàòîð Äàëàìáåðà, u = u(x0, x1, x2, x3) � êîì-

ïëåêñíà äâi÷i íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ, F (|u|) � äåÿêà íåïå-
ðåðâíà ôóíêöiÿ.

Ñôîðìóëþ¹ìî êîðîòêî àëãîðèòì ïîáóäîâè óìîâíî-iíâàðiàíòíèõ ðîç-

â'ÿçêiâ äëÿ ðiâíÿííÿ (2.43) [69]. Ïðîàíàëiçóâàâøè ñòðóêòóðó ðîçâ'ÿçêiâ,

iíâàðiàíòíèõ âiäíîñíî òðèïàðàìåòðè÷íèõ ïiäãðóï ìàêñèìàëüíî¨ ãðóïè

iíâàðiàíòíîñòi äîñëiäæóâàíîãî ðiâíÿííÿ, áóäó¹ìî íàéáiëüø çàãàëüíó ôîð-
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ìó iíâàðiàíòíîãî ðîçâ'ÿçêó. Â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî äåÿêèé àíçàö, ùî

ìiñòèòü äåêiëüêà äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ (ôóíêöié). ßâíèé âèãëÿä öèõ ôóí-

êöié çíàõîäèìî iç óìîâè ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ (2.43) äî çâè÷àéíîãî äèôåðåí-

öiàëüíîãî ðiâíÿííÿ. Çàóâàæèìî, ùî âñi iíâàðiàíòíi ðîçâ'ÿçêè íåëiíiéíîãî

õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ, ïîáóäîâàíi â [61, 74, 75] òà â ïåðøié ãëàâi äèñåð-

òàöiéíî¨ ðîáîòè, îòðèìóþòüñÿ òàêèì ÷èíîì. Îêðiì öüîãî, îäåðæó¹òüñÿ

øèðîêèé êëàñ ïðèíöèïîâî íîâèõ (íåëi¨âñüêèõ, íåêëàñè÷íèõ) ðåäóêöié,

ïðè ÿêèõ ïîáóäîâàíi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ìiñòÿòü ïî äåêiëüêà äîâiëüíèõ ôóí-

êöié.

Îäíi¹þ iç ïðîìiæíèõ çàäà÷, ÿêà âèíèêà¹ ïðè äîñëiäæåííi óìîâíî¨ ñè-

ìåòði¨ ðiâíÿííÿ (2.43) â ðàìêàõ äàíîãî ïiäõîäó, ¹ iíòåãðóâàííÿ òàê çâàíî¨

ñèñòåìè Äàëàìáåðà-åéêîíàëà

ωxµ
ωxµ = f1(ω), 2ω = f2(ω), µ = 0, 3. (2.44)

Ïåðøèé íåòðèâiàëüíèé ðåçóëüòàò ç iíòåãðóâàííÿ ñèñòåìè (2.44) íàëå-

æèòü ßêîái, ÿêèé ïîáóäóâàâ ¨¨ çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ó âèïàäêó, êîëè êiëü-

êiñòü çìiííèõ äîðiâíþ¹ òðüîì é, îêðiì öüîãî, f1 = 0, f2 = 0 [43]. Ïiçíi-

øå öåé ðåçóëüòàò áóëî ïåðåâiäêðèòî Â.I. Ñìiðíîâèì òà Ñ.Ë. Ñîáîë¹âèì â

ðîáîòàõ [96, 97]. Óçàãàëüíåííÿ âiäïîâiäíèõ ôîðìóë íà âèïàäîê ÷îòèðè-

âèìiðíî¨ ñèñòåìè (2.44) ç íóëüîâèìè ïðàâèìè ÷àñòèíàìè áóëî îäåðæàíî

Ã. Áåéòìåíîì [42], Å. Êàðòàíîì [47], Í.Ï. �ðóãiíèì [55].

Ïîðiâíÿíî íåäàâíî, Ê. Êîëëiíç [54] âèâiâ íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè ñó-

ìiñíîñòi ñèñòåìè (2.44) ó âèïàäêó, êîëè u ¹ êîìïëåêñíîþ ôóíêöi¹þ òðüîõ

êîìïëåêñíèõ çìiííèõ, âèêîðèñòàâøè ìåòîäè äèôåðåíöiàëüíî¨ ãåîìåòði¨.

Ó âñiõ âèïàäêàõ, êîëè öÿ ñèñòåìà ñóìiñíà, âií ïîáóäóâàâ ¨¨ çàãàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê. Äåùî ïiçíiøå, Â.I. Ôóùè÷, Ð.Ç. Æäàíîâ òà I.Â. Ðåâåíêî ïîâ-

íiñòþ ïðîiíòåãðóâàëè ñèñòåìó Äàëàìáåðà-åéêîíàëà äëÿ âèïàäêó, êîëè u

� êîìïëåêñíà ôóíêöiÿ ÷îòèðüîõ êîìïëåêñíèõ çìiííèõ [34, 70].

Îäíèì iç ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ òå, ùî ç êëàñó êîìïëå-

êñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, îòðèìàíèõ Â.I. Ôóùè÷åì, Ð.Ç. Æäàíîâèì òà I.Â. Ðå-

âåíêîì, âèäiëåíî êëàñ äiéñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè Äàëàìáåðà-åéêîíàëà.
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Öåé ðåçóëüòàò âiäiãðà¹ ïðîâiäíó ðîëü ïðè ïîáóäîâi óìîâíî-iíâàðiàíòíèõ

àíçàöiâ äëÿ êîìïëåêñíîãî íåëiíiéíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ (2.43).

Óìîâíî-iíâàðiàíòíi àíçàöè.

ßê âiäîìî, ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîþ â ñåíñi Ëi ãðóïîþ ñèìåòðié ðiâ-

íÿííÿ (2.43) ç äîâiëüíîþ F ¹ ïðÿìà ñóìà 10-ïàðàìåòðè÷íî¨ ãðóïè Ïóàí-

êàðå P (1, 3) i ãðóïè êàëiáðîâíèõ ïåðåòâîðåíü Q(1).

Ñèìåòðiéíó ðåäóêöiþ ðiâíÿííÿ (2.43) çà ïiäãðóïàìè ãðóïè Ïóàíêàðå

çäiéñíåíî â ðîáîòàõ [60, 63, 74, 75, 99]. Ó ïåðøîìó ïàðàãðàôi ïåðøîãî

ðîçäiëó ïðîâåäåíî ñèìåòðiéíó ðåäóêöiþ ðiâíÿííÿ (2.43) çà òðèïàðàìå-

òðè÷íèìè ãðóïàìè ãðóïè Q = P (1, 3)⊕Q(1), ÿêi íåñïðÿæåíi ïiäãðóïàì

ãðóïè Ïóàíêàðå.

Àíàëiç îòðèìàííèõ àíçàöiâ äëÿ êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ u(x)

ïîêàçó¹, ùî âñi âîíè ìàþòü òàêó ñòðóêòóðó:

u(x) = exp{ia(x)}ϕ(ω(x)). (2.45)

Âèãëÿä äiéñíèõ ôóíêöié a(x) i ω(x) âèçíà÷à¹òüñÿ âèáîðîì êîíêðåòíî¨

ïiäãðóïè ãðóïè Q.

Îòæå, ïåðøèì êðîêîì àëãîðèòìó ¹ âèáið ôîðìè àíçàöó äëÿ ðîçâ'ÿç-

êiâ ðiâíÿííÿ (2.43) ó âèãëÿäi (2.45). Àëå ìè íå íàêëàäà¹ìî àïðiîðíèõ

îáìåæåíü íà âèáið íåâiäîìèõ ôóíêöié a(x), ω(x). �äèíà âèìîãà, ÿêà ìà¹

âèêîíóâàòèñü, ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ïiäñòàíîâêà âèðàçó (2.45) â ðiâíÿííÿ

(2.43) ïîâèííà ïðèçâåñòè äî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ äëÿ

ôóíêöi¨ ϕ(ω). Â ðåçóëüòàòi ïðèõîäèìî äî ñóìiñíî¨ ïåðåâèçíà÷åíî¨ ñè-

ñòåìè íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè äëÿ

ôóíêöié a(x), ω(x). Áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè

ó ôîðìóëó (2.45) äà¹ àíçàö äëÿ êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ u(x), ùî

ðåäóêó¹ ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè (2.43) äî çâè÷àéíîãî äèôå-

ðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ.

Ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàç (2.45) â íåëiíiéíå õâèëüîâå ðiâíÿííÿ (2.43) ç ïî-

äàëüøèì äiëåííÿì íà exp{ia(x)}, îòðèìó¹ìî

(ωxµ
ωxµ)

d2ϕ

dω2 + (2ω + 2iaxµ
ωxµ)

dϕ

dω
+ (i2a− axµ

axµ)ϕ = F (|ϕ|)ϕ. (2.46)
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Îñêiëüêè íàâåäåíå ðiâíÿííÿ ïîâèííî áóòè åêâiâàëåíòíèì çâè÷àéíîìó äè-

ôåðåíöiàëüíîìó ðiâíÿííþ äëÿ ôóíêöi¨ ϕ(ω), êîåôiöi¹íòè ïðè
d2ϕ

dω2 ,
dϕ

dω
,

ϕ ìàþòü áóòè äåÿêèìè ôóíêöiÿìè âiä ω. Çâiäñè âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ

òàêèõ êîìïëåêñíèõ ôóíêöié Ω1(ω),Ω2(ω),Ω3(ω), ùî

ωxµ
ωxµ = Ω1(ω), 2ω + 2iaxµ

ωxµ = Ω2(ω), i2a− axµ
axµ = Ω3(ω).

Âðàõîâóþ÷è, ùî ôóíêöi¨ a(x), ω(x) äiéñíi, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî òðè íà-

âåäåíi âèùå ðiâíÿííÿ ¹ åêâiâàëåíòíèìè òàêèì ï'ÿòè äiéñíèì äèôåðåíöi-

àëüíèì ðiâíÿííÿì ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè:

ωxµ
ωxµ = f1(ω), 2ω = f2(ω),

axµ
ωxµ = f3(ω), axµ

axµ = f4(ω), 2a = f5(ω).
(2.47)

Ñèñòåìà íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (2.47) ¹ íåîáõiäíîþ i äî-

ñòàòíüîþ óìîâîþ äëÿ òîãî, ùîá àíçàö (2.45) çâîäèâ íåëiíiéíå õâèëüîâå

ðiâíÿííÿ (2.43) äî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ. Áiëüøå öüî-

ãî, ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöi¨ ϕ(ω) ìà¹ âèãëÿä

f1(ω)
d2ϕ

dω2 + (f2(ω) + 2if3(ω))
dϕ

dω
+ (if5(ω)− f4(ω))ϕ = F (|ϕ|)ϕ. (2.48)

Ïiäñóìîâóþ÷è, ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê ïåðå-

âèçíà÷åíî¨ ñèñòåìè íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè

ïîõiäíèìè (2.47) ïðèâîäèòü äî àíçàöó äëÿ ïîëÿ u(x), ùî ðåäóêó¹ ðiâ-

íÿííÿ (2.43) äî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (2.48).

Çîêðåìà, áóäü-ÿêèé àíçàö, ÿêèé âiäïîâiäà¹ ñèìåòði¨ Ëi íåëiíiéíîãî õâè-

ëüîâîãî ðiâíÿííÿ (2.43), ìîæå áóòè îòðèìàíèé ñàìå òàê. ßê ïðèêëàä,

ðîçãëÿíåìî àíçàö äëÿ ïiäàëãåáðèM10 ç ïåðøîãî ïàðàãðàôà ïåðøîãî ðîç-

äiëó ðîáîòè. Òóò

u(x) = exp{iγα−1 ln(x0 + x3)}ϕ(x2
0 − x2

3), (2.49)

òîáòî ω(x) = x2
0−x2

3, a(x) = γα−1 ln(x0 +x3). Äëÿ òàêèõ ω(x), a(x) ïðàâi

÷àñòèíè ñèñòåìè (2.7) ìàþòü âèãëÿä

f1(ω) = ωxµ
ωxµ = 4(x2

0 − x2
3) = 4ω, f2(ω) = 2ω = 4,

f3(ω) = axµ
ωxµ = 2γα−1, f4(ω) = axµ

axµ = 0, f5(ω) = 2a = 0.
(2.50)
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Öi óìîâè ¹ íåîáõiäíèìè i äîñòàòíiìè äëÿ òîãî, ùîá aíçàö (2.49) çâîäèâ

íåëiíiéíå õâèëüîâå ðiâíÿííÿ (2.43) äî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâ-

íÿííÿ. Ðiâíÿííÿ (2.48) äëÿ ôóíêöi¨ ϕ(ω) çáiãà¹òüñÿ ç ðiâíÿííÿì

4ω
d2ϕ

dω2 + (4 + 4iγα−1)
dϕ

dω
= F (|ϕ|)ϕ. (2.51)

Ïðîòå êëàñè÷íi àíçàöè Ëi íå âè÷åðïóþòü ìíîæèíó âñiõ ìîæëèâèõ ïiä-

ñòàíîâîê âèãëÿäó (2.45), ÿêi ðåäóêóþòü ðiâíÿííÿ (2.43) äî çâè÷àéíèõ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ïðè÷èíîþ öüîãî ¹ íàÿâíiñòü øèðîêîãî êëàñó

àíçàöiâ (2.45), ÿêi âiäïîâiäàþòü óìîâíié ñèìåòði¨ íåëiíiéíîãî õâèëüîâîãî

ðiâíÿííÿ i, â ïðèíöèïi, íå ìîæóòü áóòè îòðèìàíi â ðàìêàõ ñèìåòðiéíîãî

ïiäõîäó Ëi.

Âèïàäîê 1. a(x) = 0.

Øèðîêèé êëàñ óìîâíî-iíâàðiàíòíèõ àíçàöiâ ìîæíà îòðèìàòè, ÿêùî â

(2.45) âèáðàòè a(x) = 0. Öåé âèáið àíçàöó (2.45) äèêòó¹òüñÿ ïóàíêàðå-

iíâàðiàíòíiñòþ íåëiíiéíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ â òîìó ñåíñi, ùî áóäü-

ÿêèé ïóàíêàðå-iíâàðiàíòíèé àíçàö äëÿ ïîëÿ u(x) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿ-

äi (2.45), äå a(x) = 0. ßê íàñëiäîê, ñèñòåìà (2.47) çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè

Äàëàìáåðà-åéêîíàëà (2.44). Çãiäíî ç [69] ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè (2.44) äëÿ äiéñíî¨ ôóíêöi¨ ω(x) ¹ ñóìiñíîþ,

ÿêùî âîíà ëîêàëüíî åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi

2ω = εNω−1, (∂µω)(∂µω) = ε, ε = 0,±1, µ = 0, 3, (2.52)

äå N = 0, 1, 2, 3.

Âèêîðèñòîâóþ÷è çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (2.52) ó êëàñi êîìïëå-

êñíèõ ôóíêöié âiä ÷îòèðüîõ êîìïëåêñíèõ çìiííèõ (ïîáóäîâàíèé â [69,

72]), ìè îòðèìàëè ðîçâ'ÿçêè öi¹¨ ñèñòåìè. Äëÿ öüîãî áóëî âèäiëåíî ïiä-

ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi ¹ äiéñíèìè ôóíêöiÿìè çà óìîâè, ùî çàëåæíi

çìiííi x0, x1, x2, x3 äiéñíi. Ðåçóëüòàò ñôîðìóëþ¹ìî ó âèãëÿäi òåîðåìè.

Òåîðåìà 2.2.1. Ñèñòåìà (2.52) ìà¹ òàêi äiéñíi ðîçâ'ÿçêè:

I. ε = −1

1) N = 0
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ω = Aµ(τ)x
µ +R1(τ), (2.53)

äå τ = τ(x) âèçíà÷à¹òüñÿ íåÿâíî

Bµ(τ)x
µ +R2(τ) = 0

i Aµ(τ), Bµ(τ), R1(τ), R2(τ) � äîâiëüíi ãëàäêi äiéñíi ôóíêöi¨, ùî çàäî-

âîëüíÿþòü óìîâè

Aµ(τ)A
µ(τ) = −1, Aµ(τ)B

µ(τ) = 0, Ȧµ(τ)B
µ(τ) = 0,

Bµ(τ)B
µ(τ) = 0;

2) N = 1

ω2 = (dµx
µ + g2)

2 − (aµx
µ + g1)

2, (2.54)

ω2 = (bµx
µ + C1)

2 + (cµx
µ + C2)

2, (2.55)

äå gi = gi(aµx
µ + dµx

µ) ∈ C2(R1,R1) � äîâiëüíi ôóíêöi¨;

3) N = 2

a)

ω2 = − (xµ + Aµ(τ)) (xµ + Aµ(τ))− {Bµ (τ)(xµ + Aµ(τ))}2 ,

(2.56)

äå τ = τ(x) âèçíà÷à¹òüñÿ íåÿâío

(xµ + Aµ(τ)) Ḃ
µ(τ) = 0,

Aµ(τ),Bµ(τ) � äîâiëüíi ãëàäêi äiéñíi ôóíêöi¨, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

Bµ(τ)B
µ(τ) = −1, Ḃµ(τ)Ḃ

µ(τ) = 0, Ȧµ(τ) = R(τ)Bµ(τ)

ç äîâiëüíîþ R(τ) ∈ C1(R1,R1);

b)

ω2 = − (xµ + Aµ(τ)) (xµ + Aµ(τ))− {bµ (τ)(xµ + Aµ(τ))}2 ,
(2.57)

äå τ = τ(x) âèçíà÷à¹òüñÿ íåÿâíî

(xµ + Aµ(τ))
(
Ȧµ(τ) + bµbνȦ

ν(τ)
)

= 0,
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Aµ(τ)) � äîâiëüíi ãëàäêi äiéñíi ôóíêöi¨, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

Ȧµ(τ)Ȧ
µ(τ) + (bµȦ

µ(τ))2 = 0;

c) ω2 = (bµx
µ + C1)

2 + (cµx
µ + C2)

2 + (dµx
µ + C3)

2; (2.58)

4) N = 3

ω2 = − (xµ + Aµ(τ)) (xµ + Aµ(τ)) , (2.59)

äå τ = τ(x) âèçíà÷à¹òüñÿ íåÿâíî

(xµ + Aµ(τ))B
µ(τ) = 0,

Aµ(τ),Bµ(τ) � äîâiëüíi ãëàäêi äiéñíi ôóíêöi¨, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

Ȧµ(τ)B
µ(τ) = 0, Bµ(τ)B

µ(τ) = 0.

II. ε = 1

1) N = 0

ω = aµx
µ + C1; (2.60)

2) N = 1

ω2 = (aµx
µ + C1)

2 − (dµx
µ + C2)

2; (2.61)

3) N = 2

ω2 = (aµx
µ + C1)

2 − (cµx
µ + C2)

2 − (dµx
µ + C3)

2; (2.62)

4) N = 3

ω2 = (xµ + Cµ)(x
µ + Cµ). (2.63)

Ó íàâåäåíèõ âèùå ôîðìóëàõ C0, C2, C3 � äîâiëüíi äiéñíi êîíñòàíòè, aµ,

bµ, cµ, dµ � äiéñíi êîíñòàíòè, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

aµa
µ = −bµbµ = −cµcµ = −dµdµ = 1,

aµb
µ = aµc

µ = aµd
µ = bµc

µ = bµd
µ = cµd

µ = 0.



93

Äîâåäåííÿ. Òîé ôàêò, ùî ôóíêöi¨, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (2.53)

� (2.63), ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè (2.52) ïðè âiäïîâiäíèõ ε, N , ïåðåâiðÿ¹òüñÿ

áåçïîñåðåäíüî. Öå, ôàêòè÷íî, áóëî çðîáëåíî â [69]. Òîìó äîñòàòíüî äî-

âåñòè, ùî êëàñè äiéñíèõ ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ ôîðìóëàìè (2.53) � (2.63),

¹ íåïîðîæíiìè. Äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî êîæåí ç öèõ

êëàñiâ ìiñòèòü iíâàðiàíò òðèïàðàìåòðè÷íî¨ ãðóïè Ïóàíêàðå P (1, 3), ÿêèé

¹ äiéñíîþ ôóíêöi¹þ. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íåîáõiäíî íàãîëîñèòè, ùî âñi ôóíêöi¨ ω(x), ÿêi âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè

(2.53), (2.54), (2.55),(2.56), (2.57), (2.59), ïîðîäæóþòü óìîâíî-iíâàðiàíòíi

àíçàöè äëÿ ïîëÿ u(x) âèãëÿäó

u(x) = ϕ(ω(x)). (2.64)

Ïîêëàâøè â (2.53), (2.54), (2.56), (2.57), (2.59) äîâiëüíi ôóíêöi¨ ðiâíi

ñòàëèì, îäåðæèìî äîáðå âiäîìi ïóàíêàðå-iíâàðiàíòíi àíçàöè äëÿ êîìïëå-

êñíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ u(x), ÿêi áóëè îòðèìàíi ó [74] â ðàìêàõ ñèìåòðié-

íîãî ïiäõîäó.

Ïiäñòàâëÿþ÷è (2.64), äå ω(x) çàäà¹òüñÿ îäíi¹þ ç ôîðìóë (2.53) � (2.63),

â (2.43) îòðèìó¹ìî òàêi çâè÷àéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ äëÿ ϕ(ω):

d2ϕ

dω2 +
N

ω

dϕ

dω
= εF (|ϕ|)ϕ. (2.65)

Ïîâåðíåìîñÿ äî âèïàäêó, êîëè â (2.47) a(x) 6= 0.

Âèïàäîê 2. a(x) 6= 0.

Ïiäâèïàäîê 2.1 f3 = f4 = f5 = 0.

Ó öüîìó ïiäâèïàäêó âäà¹òüñÿ ïîáóäóâàòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè

íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (2.47), âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè

ðîáîòè [106], äå áóëî ïðîiíòåãðîâàíî áiëüø çàãàëüíó ñèñòåìó. Âiäïîâiäíî

äî [106], ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè

ωxµ
ωxµ = f1(ω), 2ω = f2(ω),

axµ
ωxµ = 0, axµ

axµ = 0, 2a = 0

(2.66)
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¹ ñóìiñíîþ, ÿêùî

f1(ω) = −1, f2(ω) = −Nω−1, N = 0, 1, 2, 3.

Áiëüøå òîãî, i¨ çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê âèçíà÷à¹òüñÿ íèæ÷å íàâåäåíèìè

ôîðìóëàìè (ïðè âiäïîâiäíèõ N).

1) N = 0

a) ω = (−ȦνȦ
ν)−3/2εµναβAµȦνÄαxβ + C, Aµx

µ +B = 0,

b) ω = bµx
µ cos g1 + cµx

µ sin g1 + g2, a = g3,

(2.67)

äå Aµ = Aµ(a), B = B(a), C = C(a) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨, ùî

çàäîâîëüíÿþòü óìîâè AµA
µ = 0, ȦµȦ

µ 6= 0 i g1, g2, g3 � äîâiëüíi ãëàäêi

ôóíêöi¨ âiä aµxµ + dµx
µ;

2) N = 1

ω2 = (bµxµ + g1)
2 + (cµx

µ + g2)
2, a = g3,

(2.68)

äå g1, g2, g3 � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ âiä aµxµ + dµx
µ;

3) N = 2

ω2 = (−ȦνȦ
ν)−1(Ȧµx

µ + Ḃ)2, Aµx
µ +B = 0,

(2.69)

äå Aµ = Aµ(a), B = B(a) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨, ùî çàäîâîëüíÿþòü

óìîâè AµA
µ = 0, ȦµȦ

µ 6= 0;

4) N = 3

ω2 = (−ȦνȦ
ν)−1(Ȧµx

µ + Ḃ)2+

+(−ȦνȦ
ν)−3(εµναβAµȦνÄαxβ + C)2,

Aµx
µ +B = 0,

(2.70)

äå Aµ = Aµ(a), B = B(a), C = C(a) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨, ùî

çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ AµA
µ = 0, ȦµȦ

µ 6= 0.

Âðàõîâóþ÷è òåîðåìó 2.2.1, ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàêèé àëãîðèòì ií-

òåãðóâàííÿ ñèñòåìè (2.47). Íà ïåðøîìó åòàïi, âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçâ'ÿçêè
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(2.53) � (2.63) ñèñòåìè Äàëàìáåðà-åéêîíàëà, ÿêà ¹ ïiäñèñòåìîþ ñèñòåìè

ðiâíÿíü (2.47), ïiäñòàâëÿ¹ìî âiäïîâiäíi âèðàçè äëÿ ω(x) â òðåò¹ ðiâíÿííÿ

iç (2.47). Â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííè-

ìè ïîõiäíèìè ïåðøîãî ïîðÿäêó çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè. Íà äðóãîìó

åòàïi iíòåãðó¹ìî öå ðiâíÿííÿ (ùî ¹ ìîæëèâèì ó âñiõ âèïàäêàõ). Ïiä-

ñòàâëÿþ÷è îòðèìàíèé ðåçóëüòàò â îñòàííi äâà ðiâíÿííÿ, ïðèõîäèìî äî

ñèñòåìè òèïó Äàëàìáåðà-åéêîíàëà ç òðüîìà íåçàëåæíèìè çìiííèìè.

Ïðîòå ïîâíiñòþ ðåàëiçóâàòè íàâåäåíèé àëãîðèòì âäà¹òüñÿ íå çàâæäè.

Ïåðøà ïðîáëåìà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî íàéáiëüø öiêàâi òà íîâi ðîçâ'ÿçêè ñè-

ñòåìè Äàëàìáåðà-åéêîíàëà ìàþòü íåÿâíèé âèãëÿä (¹äèíèì âèíÿòêîì ¹

ðîçâ'ÿçîê (2.54)). I ñàìå öi ðîçâ'ÿçêè ïðèçâîäÿòü äî óìîâíî-iíâàðiàíòíèõ

àíçàöiâ äëÿ êîìïëåêñíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ (2.43). Îêðiì öüîãî, äåÿ-

êi ôóíêöi¨ ω(x) ïðèçâîäÿòü äî ëi¨âñüêèõ ðîç'âÿçêiâ. Íàïðèêëàä, öå ñòî-

ñó¹òüñÿ ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (2.47) ïðè ω(x) =
√
x2

0 − x2
3. Ïðàâi ÷àñòèíè

ñèñòåìè (2.47) íàáóâàþòü âèãëÿäó

f1 = 1, f2 = ω−1, f3 = 0, f4 = C1ω
−2 + C2, f5 = 0,

à íàéáiëüø çàãàëüíèé âèãëÿä ôóíêöi¨ a(x) ¹ òàêèì:

a(x) = C ln

(
x0 + x3

x0 − x3

)
+D1x1 +D2x2 +D,

äå C, C1, C2, D, D1, D2 = const. Ïiäñòàâëÿþ÷è çíàéäåíi ω(x), a(x) ó

ôîðìóëó (2.45), îäåðæó¹ìî ëi¨âñüêèé ðîçâ'ÿçîê.

Äðóãà ïðîáëåìà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî çãàäàíà âèùå òðèâèìiðíà ñèñòåìà

Äàëàìáåðà-åéêîíàëà ¹ ñèñòåìîþ íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ íÿíü ç

÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè. Íå â óñiõ âèïàäêàõ

âäà¹òüñÿ ïîáóäóâàòè ¨¨ çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåõíiêó iíòåãðóâàííÿ ïåðåâèçíà÷åíî¨ ñèñòåìè äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, ÿêà ðîçâèíóòà â [34, 70,

106], çäiéñíèìî ïîáóäîâó òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (2.47) ç òàêèìè ïðà-

âèìè ÷àñòèíàìè ( íàâîäèìî ëèøå òi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (2.47), ÿêi âiäïî-

âiäàþòü óìîâíié ñèìåòði¨ íåëiíiéíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ).
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Ïiäâèïàäîê 2.2.

f1 = −1, f2 = 0, f3 = 0, f4 = −1, f5 = 0. (2.71)

×àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (2.47), (2.71)

ìà¹ âèãëÿä

ω(x) = bµx
µ cos g1 + cµx

µ sin g1 + g2,

a(x) = cµx
µ cos g1 − bµx

µ sin g1 + g3,
(2.72)

äå g1, g2, g3 � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ âiä aµxµ + dµx
µ.

Ïiäâèïàäîê 2.3.

f1 = −1, f2 = −ω−1, f3 = 0, f4 = −λ2, f5 = 0; (2.73)

äå λ � äîâiëüíèé äiéñíèé ïàðàìåòð. ×àñòèííi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè (2.47), (2.73) ìàþòü âèãëÿä

ω(x) = {(bµxµ + g1)
2 + (cµx

µ + g2)
2}

1
2 ,

a(x) = λ arctan
bµx

µ + g1

cµxµ + g2
+ g3,

(2.74)

äå g1, g2, g3 � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ âiä aµxµ + dµx
µ.

Ïiäâèïàäîê 2.4.

f1 = −1, f2 = −2ω−1, f3 = 0, f4 = −λ2, f5 = 0; (2.75)

×àñòèííi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè

ïîõiäíèìè (2.47), (2.75) ìàþòü âèãëÿä

1) ω2 = − (xµ + Aµ(τ)) (xµ + Aµ(τ))− {Bµ(τ) (xµ + Aµ(τ))}2 ,

a(x) = λBµ(τ)x
µ + g(τ),

(2.76)

äå λ = const i τ = τ(x) âèçíà÷à¹òüñÿ íåÿâíî

(xµ + Aµ(τ)) Ḃ
µ(τ) = 0.



97

Òóò Aµ(τ), Bµ(τ), g(τ) � äîâiëüíi ãëàäêi äiéñíi ôóíêöi¨, ùî çàäîâîëüíÿ-

þòü óìîâè

Bµ(τ)B
µ(τ) = −1, Ḃµ(τ)Ḃ

µ(τ) = 0, Ȧµ(τ) = R(τ)Ḃµ(τ)

ïðè äîâiëüíié ôóíêöi¨ R(τ);

2) ω2 = − (xµ + Aµ(τ)) (xµ + Aµ(τ))− {bµ (xµ + Aµ(τ))}2 ,

a(x) = λbµx
µ + g(τ),

(2.77)

äå λ = const i τ = τ(x) âèçíà÷à¹òüñÿ íåÿâíî

(xµ + Aµ(τ))
(
Ȧµ(τ) + bµbνȦ

ν(τ)
)

= 0.

Òóò Aµ(τ), Bµ(τ), g(τ) � äîâiëüíi ãëàäêi äiéñíi ôóíêöi¨, ùî çàäîâîëüíÿ-

þòü óìîâó

Ȧµ(τ)Ȧ
µ(τ) +

(
bµȦ

µ(τ)
)2

= 0.

Ïiäêðåñëèìî, ùî ïiäñòàíîâêà öèõ ðîçâ'ÿçêiâ ó ïî÷àòêîâèé àíçàö äà¹

íåëi¨âñüêi àíçàöè, ÿêi âiäïîâiäàþòü óìîâíié ñèìåòði¨ õâèëüîâîãî ðiâíÿí-

íÿ. Âîíè íå ìîæóòü áóòè îòðèìàíi çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ñèìåòðiéíî¨

ðåäóêöi¨. Îêðiì öüîãî, òàê ïîáóäîâàíi àíçàöè ìiñòÿòü äîâiëüíi ôóíêöi¨.

Ó ïàðàãðàôi 1.1 áóëî çäiéñíåíî ñèìåòðiéíó ðåäóêöiþ êîìïëåêñíîãî íå-

ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ (2.43) äî çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. ßê

âæå çãàäóâàëîñü ó ïàðàãðàôi 1.3, ñåðåä îòðèìàíèõ ðåäóêîâàíèõ ðiâíÿíü

¹ íå ëèøå çâè÷àéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, àëå é ñóòî àëãåáðà¨÷íi (öå

ðiâíÿííÿ 13 ç (1.24), 29 ç (1.25) òà 31, 32, 36 ç (1.26)). Öå îçíà÷à¹, ùî

çàäà÷à çíàõîäæåííÿ ÷àñòèííèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî

ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè çâîäèòüñÿ äî ÷èñòî àëãåáðà¨÷íî¨. Òîìó

ïðèðîäíî ïîñòàâèòè çàäà÷ó îïèñó âñiõ ìîæëèâèõ àíçàöiâ âèãëÿäó

u(x) = exp{ia(x)}ϕ(ω(x)), (2.78)

ÿêi çâîäÿòü ðiâíÿííÿ(2.43) äî àëãåáðà¨÷îãî. Çàóâàæèìî, ùî çàäà÷à ðåäó-

êöi¨ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ äî àëãåáðà¨÷íîãî ðîçãëÿäà¹òüñÿ âïåðøå.

Ïîâíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i ïîäàíî íèæ÷å ó âèãëÿäi òåîðåìè.
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Òåîðåìà 2.2.2. Àíçàö (2.78) ðåäóêó¹ ðiâíÿííÿ (2.43) äî àëãåáðà¨÷íîãî

ðiâíÿííÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè:

1) Aµ(ω)xµ +B(ω) = 0, Aµ(ω)Aµ(ω) = 0,

a(x) =
w1(ω)(
−ȦνȦν

)Ȧµx
µ + w2(ω),

(2.79)

äå µ, ν = 0, 1, 2, 3; Aµ(ω), B(ω), w1, w2 � äîâiëüíi ôóíêöi¨; êðàïêà íàä

ñèìâîëîì îçíà÷à¹ ïîõiäíó çà ω;

2) ω(x) = w0(θµx
µ),

a(x) = w1(θµx
µ)aνx

ν + w2(θµx
µ)bνx

ν + w3(θµx
µ),

äå w0, w1, w2, w3 � äîâiëüíi ôóíêöi¨ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ; θµ, aµ, bµ � äîâiëüíi

äiéñíi ïàðàìåòðè, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü òàêi ñïiââiäíîøåííÿ:

aµa
µ = bµb

µ = −1, aµb
µ = aµθ

µ = bµθ
µ = θµθ

µ = 0.

Äîâåäåííÿ. Ïiäñòàâèâøè àíçàö (2.78) â ðiâíÿííÿ (2.43) ç ïîäàëüøèì

äiëåííÿì íà exp{ia(x)}, ïðèõîäèìî äî òàêîãî ðiâíÿííÿ:

(ωxµ
ωxµ)

d2ϕ

dω2 + (2ω + 2iaxµ
ωxµ)

dϕ

dω
+ (i2a− axµ

axµ)ϕ = F (|ϕ|)ϕ.

Äëÿ òîãî, ùîá àíçàö (2.78) çâîäèâ íåëiíiéíå õâèëüîâå ðiâíÿííÿ (2.43) äî

àëãåáðà¨÷íîãî, íåîáõiäíî, ùîá ó íàâåäåíîìó âèùå ðiâíÿííi êîåôiöi¹íòè

ïðè
d2ϕ

dω2 ,
dϕ

dω
, ϕ äîðiâíþâàëè íóëåâi. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

ωxµ
ωxµ = 0, 2ω = 0, axµ

ωxµ = 0,

axµ
axµ = f1(ω), 2a = f2(ω).

(2.80)

Âèêîðèñòîâóþ÷è çàìiíó çìiííèõ

a = G(v, u), u = ω,

çâîäèìî ñèñòåìó (2.80) äî âèãëÿäó

2u = 0, uxµ
uxµ = 0, uxµ

vxµ = 0,

vxµ
vxµ = −1, 2v = 0,
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à òàêîæ çíàõîäèìî, ùî a = w1(u)v, äå w1�äîâiëüíà ôóíêöiÿ. Îòæå,

îòðèìàíî ÷àñòèííèé âèïàäîê ñèñòåìè (2.66). Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëü-

òàòè iíòåãðóâàííÿ îñòàííüî¨, ïðèõîäèìî äî ïóíêòiâ 1, 2 òåîðåìè 2.2.2.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ðåçóëüòàòîì ïiäñòàíîâêè àíçàöó (2.78) (äå a(x), ω(x) âèçíà÷àþòüñÿ

ôîðìóëàìè (2.79)) â ðiâíÿííÿ (2.43) áóäå òàêå àëãåáðà¨÷íå ðiâíÿííÿ:

w2
1(ω)ϕ = F (|ϕ|)ϕ.

Çâiäñè îòðèìó¹ìî êëàñ ðîçâ'ÿçêiâ êîìïëåêñíîãî íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Äà-

ëàìáåðà (2.43)

u(x) = ρ(ω) exp{ia(x)},

äå a(x), ω(x) çàäàíî ôîðìóëàìè (2.79), à ôóíêöiÿ ρ(ω) > 0 âèçíà÷åíà

íåÿâíî:

F (ρ(ω)) = w2
1(ω).

Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî îäåðæàíèé êëàñ ðîçâ'ÿçêiâ ¹ ïðèíöèïîâî íåëi¨â-

ñüêèì i íå ìîæå áóòè îòðèìàíèì çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ñèìåòðiéíî¨ ðå-

äóêöi¨.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä, â ÿêîìó âäàëîñÿ ïîáóäóâàòè òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê

ðiâíÿííÿ Äàëàìáåðà ç êóái÷íîþ íåëiíiéíiñòþ

2u = λ|u|2u (2.81)

â ÿâíîìó âèãëÿäi. Ïîêëàâøè â (2.79)

A0 = 1, A1 = ω, A2 =
√

1− ω2, A3 = B = 0

îäåðæó¹ìî, ùî

ω =
(
x2

1 + x2
2
)−1
(
x0x1 ± x2

√
x2

1 + x2
2 − x2

0

)
.

Çâiäñè çíàõîäèìî

a(x) = iw1(ω)x3 + iw2(ω).
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Òèì ñàìèì, îäåðæàíî òàêèé êëàñ ðîçâ'ÿçêiâ

u(x) =
1√
λ
w1(ω) exp{iw1(ω)x3 + iw2(ω)}

ðiâíÿííÿ (2.81).

Ïiäêðåñëèìî, ùî ïðè λ→ 0 öåé ðîçâ'ÿçîê ìà¹ ñèíãóëÿðíiñòü i òîìó íå

ìîæå áóòè îòðèìàíèé ìåòîäàìè òåîði¨ çáóðåíü çà ìàëèì ïàðàìåòðîì λ.

2.3. Òî÷íi ðîçâ'ÿçêè êîìïëåêñíèõ õâèëüîâèõ
ðiâíÿíü

Òóò ìè çäiéñíþ¹ìî ïîáóäîâó òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðåäóêîâàíèõ ðiâíÿíü äëÿ

êîæíîãî ïiäâèïàäêó 2.1, 2.2, 2.3, 2.4 ïàðàãðàôà 2.2, äå ôóíêöiÿ F ñòå-

ïåíåâà. Öi ðîçâ'ÿçêè ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè äî àíçàöó (2.45) äàþòü òî÷íi

ðîç'ÿçêè ðiâíÿííÿ (2.43), ÿêi íàâîäèìî íèæ÷å.

Äëÿ ïiäâèïàäêó 2.1 ðåäóêîâàíå ðiâíÿííÿ (2.48) ìà¹ âèãëÿä

−ϕ̈− N

ω
ϕ̇ = F (|ϕ|)ϕ, N = 0, 1, 2, 3.

Äàëi ðîçãëÿíåìî âèïàäêè N = 0, 1, 2, 3 îêðåìî.

1) N = 0

−ϕ̈ = F (|ϕ|)ϕ, äå F (|ϕ|) = λ1 + λ2|ϕ|k

Âiäïîâiäíèé òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.43) â öüîìó âèïàäêó ¹ òà-

êèì:

u(x) = exp{ia(x)}ϕ(ω(x)),

äå a(x), ω(x) âèçíà÷àþòüñÿ ç ôîðìóë (2.67), ϕ(ω) ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

ϕ(ω) = ρ(ω) exp

iC1

ω∫
ρ−2(z)dz + iC2

 ,

à ρ âèçíà÷à¹òüñÿ iç ðiâíîñòåé:
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k � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî, k 6= −2

ρ(ω)∫ [
−λ1z

2 − 2λ2

k + 2
zk+2 − C2

1z
−2 + C3

]− 1
2

dz = ω + C4;

k = −2

ρ(ω)∫
[−λ1z

2 − 2λ2 ln z − C2
1z

−2 + C3]
− 1

2dz = ω + C4.

2) N = 1

−(ϕ̈+
1

ω
ϕ̇) = F (|ϕ|)ϕ, äå F (|ϕ|) = λ|ϕ|k.

Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.43) äëÿ äîâiëüíîãî k 6= 0 ìà¹ âèãëÿä

u(x) = −
[

4

λk2

] 1
k

exp{i(a(x) + C1)}ω−
2
k ,

äå a(x), ω(x) âèçíà÷àþòüñÿ ç ôîðìóë (2.68).

3) N = 2

−(ϕ̈+
2

ω
ϕ̇) = F (|ϕ|)ϕ, äå F (|ϕ|) = λ|ϕ|k.

Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê â çàëåæíîñòi âiä çíà÷åíü k çáiãà¹òüñÿ ç îäíi¹þ iç

ôóíêöié, ÿêi íàâåäåíî íèæ÷å.

k � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî

u(x) =

[
2(2− k)

λk2

] 1
k

exp{i(a(x) + C1)}ω(x)−
2
k ,

äå a(x), ω(x) ìàþòü âèãëÿä (2.69).

k = 4

u(x) = exp{ia(x)}ϕ(ω(x)),
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äå a(x), ω(x) âèçíà÷àþòüñÿ ç ôîðìóë (2.69), ϕ(ω) ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

ϕ(ω) = −ω−
1
2ρ(lnω) exp

iC1

lnω∫
ρ−2(z)dz + iC2

 ,

à ρ âèçíà÷à¹òüñÿ ç ôîðìóëè

ρ(lnω)∫ [
λ

3
z6 +

1

4
z2 − C2

1z
−2 + C3

]− 1
2

dz = lnω + C4.

4) N = 3

−(ϕ̈+
3

ω
ϕ̇) = F (|ϕ|)ϕ, äå F (|ϕ|) = λ|ϕ|k.

Òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (2.43) òàêi:

k � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî

u(x) = −
[
4(1− k)

λk2

] 1
k

exp{i(a(x) + C1)}ω(x)−
2
k ,

äå a(x), ω(x) ìàþòü âèãëÿä (2.70).

k = 2

u(x) = exp{ia(x)}ϕ(ω(x)),

äå a(x), ω(x) âèçíà÷àþòüñÿ ç ôîðìóë (2.70), à ϕ(ω) ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

ϕ(ω) = −ω−1ρ(lnω) exp

iC1

lnω∫
ρ−2(z)dz + iC2

 ,

äå ρ âèçíà÷à¹òüñÿ ç ôîðìóëè

ρ(lnω)∫ [
λ

2
z4 + z2 − C2

1z
−2 + C3

]− 1
2

dz = lnω + C4.

Äëÿ ïiäâèïàäêó 2.2 ðåäóêîâàíå ðiâíÿííÿ (2.48) íàáóâà¹ âèãëÿäó

−ϕ̈+ ϕ = F (|ϕ|)ϕ, äå F (|ϕ|) = λ1 + λ2|ϕ|k.
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Âiäïîâiäíèé òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.43) â öüîìó ïiäâèïàäêó ¹ òà-

êèì:

u = exp{i(cµxµ cos g1 − bµx
µ sin g1 + g3)}×

×ϕ(bµx
µ cos g1 + cµx

µ sin g1 + g2),

äå g1, g2, g3 � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ âiä aµxµ + dµx
µ, C1, C2 = const,

ϕ çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

ϕ(ω) = ρ(ω) exp

iC1

ω∫
ρ−2(z)dz + iC2

 ,

à ρ = ρ(bµx
µ cos g1 + cµx

µ sin g1 + g2) çíàõîäèòüñÿ iç òàêèõ ðiâíîñòåé:

k � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî, k 6= −2

ρ(ω)∫ [
(1− λ1)z

2 − 2λ2

k + 2
zk+2 − C2

1z
−2 + C3

]− 1
2

dz = ω + C4;

k = −2

ρ(ω)∫
[(1− λ1)z

2 − 2λ2 ln z − C2
1z

−2 + C3]
− 1

2dz = ω + C4.

Ðåäóêîâàíå ðiâíÿííÿ (2.48) äëÿ ïiäâèïàäêó 2.3 ìà¹ âèãëÿä

−ϕ̈− 1

ω
ϕ̇+ λ2ϕ = F (|ϕ|)ϕ, äå F (|ϕ|) = λ1 + λ2|ϕ|k. (2.82)

Çâiäêè λ1 = λ2, òîáòî ðiâíÿííÿ (2.82) íàáóâà¹ âèãëÿäó

−ϕ̈− 1

ω
ϕ̇ = λ2|ϕ|k.

Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.43) ìà¹ âèãëÿä

u = −
[

4

λ2k2

] 1
k

exp

{
i

[
arctan

bµx
µ + g1

cµxµ + g2
+ g3 + C1

]}
×

×{(bµxµ + g1)
2 + (cµx

µ + g2)
2}−

2
k .
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Äëÿ ïiäâèïàäêó 2.4 ðåäóêîâàíå ðiâíÿííÿ (2.48) íàáóâà¹ âèãëÿäó

−ϕ̈− 2

ω
ϕ̇+ λ2ϕ = F (|ϕ|)ϕ, äå F (|ϕ|) = λ1 + λ2|ϕ|k, (2.83)

çâiäñè λ1 = λ2, òîáòî ðiâíÿííÿ (2.83) áóäå ìàòè òàêèé âèãëÿä:

ϕ̈+
2

ω
ϕ̇ = −λ2|ϕ|kϕ.

Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.43) â çàëåæíîñòi âiä çíà÷åíü k òàêèé:

k � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî

u(x) =

[
2(k − 2)

λ2k2

] 1
k

ω(x)−
2
k exp{i(a(x) + C1)},

äå C1 = const, a(x), ω(x) âèçíà÷àþòüñÿ ç ôîðìóë (2.76) òà (2.77).

k = 4

u(x) = exp{ia(x)}ϕ(ω(x)),

äå a(x), ω(x) âèçíà÷àþòüñÿ ç ôîðìóë (2.76) òà (2.77), ϕ(ω) ìà¹ òàêèé

âèãëÿä:

ϕ(ω) = ω−
1
2ρ(lnω) exp{iC1

lnω∫
ρ−2(z)dz + iC2},

à ρ âèçíà÷à¹òüñÿ ç ôîðìóëè

ρ(lnω)∫ [
−λ2

3
z6 +

1

4
z2 − C2

1 + C3

]− 1
2

dz = lnω + C4.

Çóïèíèìîñÿ íà ïðèêëàäi, êîëè äåÿêi ω ïðèâîäÿòü äî ëi¨âñüêèõ àíçàöiâ

òà ïîáóäó¹ìî âiäïîâiäíèé òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.43). Äëÿ ω(x) =√
x2

1 + x2
2 + x2

3 ïðàâi ÷àñòèíè ñèñòåìè (2.47) íàáóâàþòü âèãëÿäó

f1 = −1, f2 = −2ω−1, f3 = 0, f4 = −λ2, f5 = 0,

à íàéáiëüø çàãàëüíèé âèãëÿä ôóíêöi¨ a(x) ¹ òàêèì:

a(x) = D1x0 +D2,
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äå D1, D2 = const. Îòæå, äëÿ äàíîãî ïðèêëàäó ðåäóêîâàíå ðiâíÿííÿ

(2.48) íàáóâà¹ âèãëÿäó

−ϕ̈− 2

ω
ϕ̇+ λ2ϕ = F (|ϕ|)ϕ, äå F (|ϕ|) = λ1 + λ2|ϕ|k, (2.84)

çâiäñè λ1 = λ2, òîáòî ðiâíÿííÿ (2.84) ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

ϕ̈+
2

ω
ϕ̇ = λ2|ϕ|k.

Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.43) âèçíà÷à¹ ôóíêöiÿ

k � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî

u(x) =

[
2(k − 2)

λ2k2

] 1
k
(√

x2
1 + x2

2 + x2
3

)− 2
k

exp{i(D1x0 +D2 + C1)}

äå C1, D1, D2 = const.

Çàçíà÷èìîìî, ùî ïðè äîäàòíèõ k ∈ R öåé ðîçâ'ÿçîê ¹ ëîêàëiçîâàíèì

â îêîëi òî÷êè ~x = ~0. Ïðè öüîìó â öié òî÷öi âií ìà¹ ñèíãóëÿðíiñòü.
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Âèñíîâêè

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ ìîæíà ïiäñóìóâàòè òàêèì ÷èíîì.

1. Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ïîáóäîâè òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíîãî êîì-

ïëåêñíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ ç äîâiëüíèìè ôóíêöiÿìè, ÿêèé áà-

çó¹òüñÿ íà ñèíòåçi êëàñè÷íîãî ïiäõîäó Ñ.Ëi òà ìåòîäó óìîâíèõ ñè-

ìåòðié äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

2. Îäåðæàíî ïîâíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ñèìåòðiéíî¨ ðåäóêöi¨ íåëiíiéíèõ

êîìïëåêñíèõ õâèëüîâèõ ðiâíÿíü, iíâàðiàíòíèõ âiäíîñíî ãðóïè Ïó-

àíêàðå P (1, 3) òà ðîçøèðåíî¨ ãðóïè Ïóàíêàðå P̃ (1, 3), äî çâè÷àéíèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

3. Ïîáóäîâàíî áàãàòîïàðàìåòðè÷íi ñiì'¨ íîâèõ iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ

äîñëiäæóâàíèõ ðiâíÿíü.

4. Ïîáóäîâàíî øèðîêi êëàñè íåëi¨âñüêèõ ðîçâ'ÿçêiâ ç ôóíêöiîíàëüíîþ

äîâiëüíiñòþ äëÿ íåëiíiéíîãî êîìïëåêñíîãî ðiâíÿííÿ Äàëàìáåðà.

5. Äîñëiäæåíî ìåõàíiçì íåëi¨âñüêî¨ ðåäóêöi¨ êîìïëåêñíèõ õâèëüîâèõ

ðiâíÿíü äî àëãåáðà¨÷íèõ.
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