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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

Lθ диференцiальне рiвняння з набором параметр-функцiй
θ = (θ1, . . . , θk) в якостi довiльного елемента

Lθ диференцiальна функцiя, що є лiвою частиною рiвняння Lθ

J (k) простiр струменiв порядку k

L(p) многовид, визначений рiвнянням L у просторi J (p)

G∼ групоїд еквiвалентностi класу

G∼ звичайна група еквiвалентностi класу

Ĝ∼ узагальнена (узагальнена розширена) група еквiвалентностi
класу

∂t, ∂x, ∂u оператори диференцiювання за змiнними t, x, u

Dt, Dx оператори повної похiдної за змiнними t, x

gf максимальна алгебра лiївської iнварiантностi рiвняння Lf

Q
(2)

друге продовження векторного поля Q

E
∣∣
{F 6=0} надклас узагальнених рiвнянь Бюргерса вигляду

EF,H1, H0 : ut + F (t, x, u)uxx +H1(t, x, u)ux +H0(t, x, u) = 0,
F 6= 0

A
∣∣
{a 6=0} клас лiнеаризовних узагальнених рiвнянь Бюргерса вигляду

Aa,b,f : ut + auxx + (au+ ax + b)ux + 1
2axu

2 + bxu+ f = 0,
a 6= 0

L
∣∣
S клас узагальнених рiвнянь Бюргерса

зi змiнним коефiцiєнтом при другiй похiднiй вигляду
Lf : ut + uux + f(t, x)uxx = 0, f 6= 0
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C
∣∣
S клас узагальнених рiвнянь Бюргерса у збережнiй формi

вигляду Cf : ut + uux +
(
f(t, x)ux

)
x

= 0, f 6= 0

P
∣∣
S клас узагальнених потенцiальних рiвнянь Бюргерса вигляду

Pf : vt + v2
x + f(t, x)vxx = 0, f 6= 0

D
∣∣
{ng 6=0} клас узагальнених рiвнянь Бюргерса

з лiнiйним уповiльненням, де коефiцiєнти залежать вiд часу,
вигляду Dn,h,g : ut + unux + h(t)u = g(t)uxx, ng 6= 0

g∼ вiдношення калiбрувальної еквiвалентностi
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Вступ

Актуальнiсть теми. Класичне рiвняння Бюргерса i низка його уза-
гальнень важливi у теорiї нелiнiйних коливань як найпростiшi рiвнян-
ня, що вiдображають одночасно й ефекти нелiнiйного поширення хвиль,
i дифузiю. Узагальненi рiвняння Бюргерса не менш iнтенсивно викорис-
товують для моделювання широкого спектру явищ у фiзицi, хiмiї, мате-
матичнiй бiологiї тощо, див., наприклад, [16, роздiл 4].

Дослiдження цих простих класiв рiвнянь, якi, тим не менше, мають
нетривiальнi властивостi, з точки зору групового аналiзу розпочалося
з робiт Форсайта (Forsyth) [50]. Згодом рiвняння Бюргерса стало одним
з класичних рiвнянь математичної фiзики, що використовується як стан-
дартний тестовий приклад для розробки та вiдпрацювання нових методiв
групового аналiзу диференцiальних рiвнянь.

Симетрiйний пiдхiд надає, можливо, єдиний унiверсальний конструк-
тивний метод знаходження точних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь
з частинними похiдними. Зокрема, знання перетворень мiж рiвняння-
ми з деякого класу дозволяє використовувати вiдомi розв’язки рiв-
нянь з цього класу для побудови точних розв’язкiв перетворених рiв-
нянь [7, 8, 18].

Метод лiївської редукцiї вже тривалий час застосовують для знахо-
дження точних розв’язкiв рiвнянь математичної фiзики i вiн значною
мiрою вичерпав свої можливостi. Тому необхiднi розвиток i застосу-
вання потужнiших методiв — наприклад, методу некласичної редук-
цiї [18, 33,81].

Крiм лiївських та некласичних редукцiй важливу роль у груповому
аналiзi вiдiграють закони збереження диференцiальних рiвнянь [7,8,132],
потенцiальнi перетворення еквiвалентностi в класах диференцiальних
рiвнянь [100], а також потенцiальнi симетрiї рiвнянь з цих класiв [34,102].
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Закони збереження, як вiдомо, використовують як показник можливої
iнтегровностi рiвняння, для контролю чисельних похибок при наближе-
них обчисленнях, а також у теорiї асимптотичної iнтегровностi для опису
нелокальних перетворень симетрiї чи еквiвалентностi.

Незважаючи на те, що окремi задачi симетрiйного аналiзу узагаль-
нених рiвнянь Бюргерса розглядалися ранiше у низцi робiт, переважна
бiльшiсть опублiкованих результатiв не є вичерпними чи навiть безпо-
милковими (див., наприклад, [47,111,123–127,133], а також обговорення
в [65]). Задача розширеного групового аналiзу таких класiв залишала-
ся до цього часу не розв’язаною, натомiсть накопичився певний обсяг
часткових i не зовсiм коректних результатiв.

На сьогоднi вiдомо лише декiлька вичерпних описiв некласичних си-
метрiй для важливих класiв нелiнiйних диференцiальних рiвнянь, пара-
метризованих довiльними функцiями. Це, зокрема, роботи [25, 44] для
рiвняння теплопровiдностi з нелiнiйним джерелом, [64] для узагальнено-
го рiвняння Хакслi (Huxley), а також [77] для систем узагальнених рiв-
нянь Бюргерса. Класифiкацiя операторiв редукцiї рiвнянь з класу уза-
гальнених рiвнянь Бюргерса зi змiнним коефiцiєнтом при другiй похiд-
нiй, наведена у цiй дисертацiйнiй роботi, є ще одним прикладом такого
вичерпного опису.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ди-
сертацiю виконано у вiддiлi математичної фiзики Iнституту математики
НАН України в рамках тем «Симетрiя та iнтегровнiсть нелiнiйних моде-
лей» (номер держреєстрацiї 0106U000436) та «Симетрiя, суперсиметрiя
та суперiнтегровнiсть рiвнянь математичної фiзики» (номер держреєст-
рацiї 0116U003059).

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є вдо-
сконалення i розвиток методiв розширеного групового аналiзу диферен-
цiальних рiвнянь та дослiдження з їх допомогою симетрiйних власти-
востей класiв узагальнених рiвнянь Бюргерса.
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Об’єктом дослiдження є клас узагальнених рiвнянь Бюргерса зi змiн-
ним коефiцiєнтом при другiй похiднiй, класи лiнеаризовних узагальне-
них рiвнянь Бюргерса, клас узагальнених потенцiальних рiвнянь Бюр-
герса, клас узагальнених рiвнянь Бюргерса у збережнiй формi, а також
клас узагальнених рiвнянь Бюргерса з лiнiйним уповiльненням, де кое-
фiцiєнти залежать вiд часу.

Предметом дослiдження є групоїди еквiвалентностi та групи еквiва-
лентностi цих класiв; групи та алгебри лiївських симетрiй, лiївськi редук-
цiї, прихованi симетрiї, оператори редукцiї, некласичнi редукцiї, закони
збереження та потенцiальнi симетрiї рiвнянь з цих класiв, потенцiальнi
допустимi перетворення мiж ними, а також точнi розв’язки цих рiвнянь.

Методи дослiдження. Основою постановки i розв’язання задач гру-
пової класифiкацiї у класах диференцiальних рiвнянь є класичний iн-
фiнiтезимальний метод Лi–Овсяннiкова. Задачi групової класифiкацiї
розв’язано з застосуванням як алгебраїчного методу групової класифi-
кацiї, так i прямого методу iнтегрування визначальних рiвнянь на кое-
фiцiєнти операторiв лiївських симетрiй. Застосовано також сучаснi мо-
дифiкацiї цих методiв, такi як калiбрування довiльного елемента кла-
су перетвореннями еквiвалентностi, вiдображення мiж класами за допо-
могою сiмей точкових перетворень та розбиття класу на нормалiзованi
пiдкласи. Групоїди еквiвалентностi знайдено з використанням прямого
методу в термiнах скiнченних точкових перетворень.

Для побудови точних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь використа-
но методи лiївської та некласичної редукцiї. Лiївськi редукцiї прокла-
сифiковано за допомогою оригiнального методу класифiкацiї редукцiй
у нормалiзованому класi диференцiальних рiвнянь вiдносно групи еквi-
валентностi цього класу. Технiка пiдбору оптимальних анзацiв для лiїв-
ської редукцiї дозволила отримати простий та унiфiкований вигляд ре-
дукованих рiвнянь. При дослiдженнi некласичних редукцiй застосовано
технiку класифiкацiї операторiв редукцiї диференцiальних рiвнянь з де-
якого класу з точнiстю до еквiвалентностi, що iснує на множинi опера-
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торiв редукцiї, а також еквiвалентностi, породженої групою еквiвалент-
ностi цього класу.

Для знаходження законiв збереження використано прямий метод
у термiнах характеристик.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результати, що
визначають наукову новизну дисертацiї та виносяться на захист, такi:

1. Вичерпно описано групоїди еквiвалентностi та знайдено групи еквi-
валентностi класу узагальнених рiвнянь Бюргерса зi змiнним кое-
фiцiєнтом при другiй похiднiй, класiв лiнеаризовних узагальнених
рiвнянь Бюргерса, класу узагальнених рiвнянь Бюргерса у збере-
жнiй формi, класу узагальнених потенцiальних рiвнянь Бюргерса,
а також класу узагальнених рiвнянь Бюргерса з лiнiйним уповiль-
ненням, де коефiцiєнти залежать вiд часу, та низки його пiдкласiв.

2. З використанням алгебраїчного методу виконано групову класифi-
кацiю класу узагальнених рiвнянь Бюргерса зi змiнним коефiцiєн-
том при другiй похiднiй. При цьому виправлено низку неточностей
у попереднiх дослiдженнях лiївських симетрiй рiвнянь з цього класу.

3. Запропоновано метод класифiкацiї лiївських редукцiй для рiвнянь
з нормалiзованого класу вiдносно групи еквiвалентностi цього класу.
Цей метод у поєднаннi з оптимiзованим вибором анзацiв дозволив
вичерпно описати прихованi симетрiї узагальнених рiвнянь Бюргер-
са зi змiнним коефiцiєнтом при другiй похiднiй та побудувати точнi
розв’язки таких рiвнянь.

4. Прокласифiковано оператори редукцiї узагальнених рiвнянь Бюр-
герса зi змiнним коефiцiєнтом при другiй похiднiй вiдносно групи
еквiвалентностi класу цих рiвнянь. За допомогою знайдених опера-
торiв редукцiї встановлено зв’язок мiж такими рiвняннями та по-
тенцiальним рiвнянням швидкої дифузiї з нелiнiйнiстю степеня −1,
що також дало змогу побудувати новi точнi розв’язки.
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5. Вичерпно описано потенцiальнi допустимi перетворення мiж уза-
гальненими рiвняннями Бюргерса зi змiнним коефiцiєнтом при дру-
гiй похiднiй та потенцiальнi симетрiї таких рiвнянь. Для цього за-
пропоновано поняття потенцiального групоїда еквiвалентностi кла-
су диференцiальних рiвнянь.

6. Розв’язано задачу групової класифiкацiї для класу узагальнених
рiвнянь Бюргерса з лiнiйним уповiльненням, де коефiцiєнти зале-
жать вiд часу, та побудовано точнi розв’язки таких рiвнянь.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робо-
та носить теоретичний характер. Отриманi результати є новими, їх мож-
на використати для розв’язання низки конкретних задач теорiї диферен-
цiальних рiвнянь з частинними похiдними, математичної фiзики, а також
у математичнiй бiологiї, хiмiї та теоретичнiй фiзицi.

Особистий внесок здобувача. Загальний план дослiджень i поста-
новка задач належать науковому керiвнику — Р.О.Поповичу. У роботах,
опублiкованих разом iз iншими авторами, внесок спiвавторiв дисертанта
є наступним.

У роботах [14, 85, 86] Р.О.Поповичу належить постановка задачi та
оцiнка отриманих результатiв. Крiм цього, в [85] Р.О.Поповичу нале-
жить побудова вiдображення типу годографа для рiвняння (7), отрима-
ного з системи визначальних рiвнянь, у [14] — вихiдна iдея доведення
теореми 2 (в [86] — теореми 1).

У статтi [90] О.О.Ванєєвiй належить початковий вибiр класу диферен-
цiальних рiвнянь для дослiдження. Р.О.Поповичу належить постановка
задачi та оцiнка отриманих результатiв. Усi обчислення проводилися ди-
сертантом i О.О.Ванєєвою незалежно з метою їх подальшого порiвняння
та перевiрки. Графiки розв’язкiв побудовано О.О.Ванєєвою.

Усi результати отримано у вiддiлi математичної фiзики Iнституту ма-
тематики НАН України. Доведення всiх результатiв дисертацiї, винесе-
них на захист, проведено дисертантом самостiйно.



12

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи
неодноразово доповiдалися i обговорювалися на семiнарах вiддiлу мате-
матичної фiзики Iнституту математики НАН України (2011–2016, керiв-
ник семiнару — член-кореспондент НАН України, професор А.Г.Нiкiтiн),
а також на науковому семiнарi «Асимптотичнi та аналiтичнi методи для
задач математичної фiзики» кафедри математичної фiзики механiко-
математичного факультету Київського нацiонального унiверситету iме-
нi Тараса Шевченка (керiвники семiнару — професор Т.А.Мельник,
професор В.Г.Самойленко, 2014); на об’єднаному семiнарi з матема-
тичної фiзики Iнституту математики НАН України (керiвники семiна-
ру — член-кореспондент НАН України, професор А.Г.Нiкiтiн, професор
Є.Д.Бiлоколос, 2016).

Результати дисертацiї були предметом доповiдей на Мiжнародному се-
мiнарi до 75-рiччя вiд дня народження В.I.Фущича «Симетрiя та iнтег-
ровнiсть рiвнянь математичної фiзики» (Київ, 2011); на Мiжнароднiй на-
уковiй мiждисциплiнарнiй конференцiї студентiв, аспiрантiв та молодих
вчених «Шевченкiвська весна 2013» (Київ, 2013); на XVI Мiжнароднiй
конференцiї «Dynamical System Modeling та Stability Investigation» (Київ,
2013); на Мiжнародному семiнарi на честь професора В.I.Фущича «Си-
метрiя та iнтегровнiсть рiвнянь математичної фiзики» (Київ, 2013); на
Мiжнародному семiнарi з нагоди 70-рiччя Анатолiя Нiкiтiна «Симетрiя
та iнтегровнiсть рiвнянь математичної фiзики» (Київ, 2015).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в 13 робо-
тах [12–14, 84–93]. З них шiсть — у мiжнародних наукових виданнях та
у виданнях, включених до Перелiку наукових фахових видань України,
затвердженого МОН України [12,14,85,86,90,91], причому [12,91] — без
спiвавторiв. Ще двi статтi опублiковано в працях мiжнародних конфе-
ренцiй [13, 87], чотири — тези мiжнародних конференцiй [84, 88, 89, 92],
одна — препринт [93].

Сiм опублiкованих робiт проiндексовано в наукометричних базах да-
них, а саме: [85, 86] — Web of Science, Scopus, ZbMath та MathSciNet;
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[12, 14] — ZbMath; [90] — Web of Science, Scopus та MathSciNet; [91] —
Web of Science та Scopus; [87] — ZbMath та MathSciNet.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi змiсту,
перелiку умовних позначень, вступу, п’яти роздiлiв, висновкiв, а також
списку використаних джерел, що мiстить 137 найменувань. Дисерта-
цiя мiстить 8 таблиць та 1 рисунок. Повний обсяг дисертацiї становить
159 сторiнок, з них список використаних джерел займає 17 сторiнок.

Короткий змiст основної частини роботи. Основна частина дисер-
тацiйної роботи складається з п’яти роздiлiв. На початку кожного роз-
дiлу подано короткий змiст цього роздiлу за пiдроздiлами.

Перший роздiл присвячено огляду лiтератури за темою дисертацiї.
У другому роздiлi дисертацiї обґрунтовано вибiр класiв рiвнянь для

дослiдження та наведено основнi теоретичнi вiдомостi щодо точкових
перетворень у класах диференцiальних рiвнянь, групоїда еквiвалентно-
стi, групи еквiвалентностi та алгебри еквiвалентностi класу, операторiв
редукцiї та iнших понять групового аналiзу диференцiальних рiвнянь.

У третьому роздiлi знайдено групоїди еквiвалентностi всiх класiв
узагальнених рiвнянь Бюргерса, що вивчаються в дисертацiйнiй роботi
(крiм класу узагальнених рiвнянь Бюргерса з лiнiйним уповiльненням,
де коефiцiєнти залежать вiд часу, результати щодо якого повнiстю ви-
несено у роздiл 5, а також класу потенцiальних рiвнянь, який природно
виникає у роздiлi 4). Розгляд розпочинається з надкласу еволюцiйних
рiвнянь другого порядку, лiнiйних за похiдними, який мiстить усi класи
узагальнених рiвнянь Бюргерса. Далi вивчено найширший клас A

∣∣
{a6=0}

узагальнених рiвнянь Бюргерса, лiнеаризовних перетворенням Коула–
Хопфа, що мають вигляд

Aa,b,f : ut + auxx + (au+ ax + b)ux +
1

2
axu

2 + bxu+ f = 0, a 6= 0,

де a, b та f пробiгають множину гладких функцiй вiд (t, x), причому
a 6= 0. В межах локального пiдходу, прийнятого всюди в дисертацiї,
нерiвнiсть нулю функцiї розумiємо в локальному сенсi, розглядаючи її
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в певному околi. Показано, як спрощується групоїд еквiвалентностi кла-
су A

∣∣
{a6=0} внаслiдок калiбрування довiльного елемента i як вiн пов’я-

заний з групоїдом еквiвалентностi класу лiнiйних еволюцiйних рiвнянь
другого порядку через перетворення Коула–Хопфа. Описано групоїди
еквiвалентностi класу L

∣∣
S узагальнених рiвнянь Бюргерса зi змiнним

коефiцiєнтом при другiй похiднiй, класу C
∣∣
S узагальнених рiвнянь Бюр-

герса у збережнiй формi, а також класу P
∣∣
S узагальнених потенцiальних

рiвнянь Бюргерса, якi вiдповiдно мають вигляд

Lf : ut + uux + f(t, x)uxx = 0, f 6= 0,

Cf : ut + uux +
(
f(t, x)ux

)
x

= 0, f 6= 0,

Pf : vt + v2
x + f(t, x)vxx = 0, f 6= 0.

Для класу L
∣∣
S достатньо перевiрити його нормалiзованiсть. Для опису

групоїдiв еквiвалентностi класiв C
∣∣
S i P

∣∣
S , якi не є нормалiзованими,

застосовано технiку розбиття ненормалiзованого класу на нормалiзова-
нi пiдкласи. Для кожного з цих пiдкласiв побудовано групу еквiвалент-
ностi того самого типу, що й тип нормалiзованостi пiдкласу (звичайну,
узагальнену або узагальнену розширену). Наприкiнцi роздiлу проведено
порiвняння групоїдiв еквiвалентностi класiв L

∣∣
S , C

∣∣
S , P

∣∣
S та їхнiх пiд-

класiв.
Четвертий роздiл є основним роздiлом дисертацiйної роботи. У ньому

представлено розширений груповий аналiз класу L
∣∣
S узагальнених рiв-

нянь Бюргерса зi змiнним коефiцiєнтом при другiй похiднiй, що покра-
щує, доповнює i узагальнює всi попереднi дослiдження групоїда еквiва-
лентностi, групи еквiвалентностi та алгебри еквiвалентностi цього класу,
операторiв лiївських симетрiй, операторiв редукцiї, лiївських та некла-
сичних редукцiй, а також законiв збереження i потенцiальних симетрiй
рiвнянь з цього класу. При розв’язаннi задачi групової класифiкацiї для
класу L

∣∣
S є принциповим встановлений у третьому роздiлi факт, що цей

клас нормалiзований, а його алгебра еквiвалентностi — скiнченновимiр-
на. Для виконання лiївських редукцiй для рiвнянь з класу L

∣∣
S запро-
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поновано оригiнальний метод класифiкацiї лiївських редукцiй рiвнянь
з нормалiзованого класу вiдносно групи еквiвалентностi цього класу. Ра-
зом з технiкою оптимального вибору анзацiв для редукцiй вiн дозволив
вичерпно описати прихованi симетрiї рiвнянь з класу L

∣∣
S та знайти точнi

розв’язки деяких рiвнянь з цього класу.

Повнiстю прокласифiковано оператори редукцiї рiвнянь з класу L
∣∣
S .

Зокрема, оптимiзовано доведення твердження про зведення системи ви-
значальних рiвнянь на коефiцiєнти операторiв редукцiї класичного рiв-
няння Бюргерса до системи з трьох незачеплених копiй лiнiйного рiвнян-
ня теплопровiдностi, яке ґрунтується на перетвореннi Коула–Хопфа та
властивостях операторiв редукцiї, та побудовано вiдповiднi некласичнi
редукцiї (з використанням саме цих операторiв редукцiї, а не еквiва-
лентних їм узагальнених умовних симетрiй). За допомогою знайдених
операторiв редукцiї встановлено зв’язок узагальнених рiвнянь Бюргер-
са з цього класу з потенцiальними рiвняннями швидкої дифузiї степе-
ня нелiнiйностi −1. Використовуючи вiдомi розв’язки останнiх, вдалося
побудувати параметричнi сiм’ї точних розв’язкiв для деяких узагальне-
них рiвнянь Бюргерса. Слiд зазначити, що це один з небагатьох iсну-
ючих у лiтературi прикладiв вичерпного опису операторiв редукцiї для
деякого класу диференцiальних рiвнянь у випадку, коли цi оператори ре-
дукцiї є нетривiальними i дають змогу побудувати низку нових точних
розв’язкiв.

Дослiджено закони збереження рiвнянь з класу L
∣∣
S та допустимi пере-

творення мiж вiдповiдними рiвняннями для потенцiалiв. Такi перетво-
рення доцiльно назвати потенцiальними допустимими перетворення-
ми мiж рiвняннями вихiдного класу, що обґрунтовує введення поняття
потенцiального групоїда еквiвалентностi на прикладi класу L

∣∣
S . Показа-

но, що вивчення потенцiальних симетрiй рiвнянь з класу доцiльно роз-
почати з побудови потенцiального групоїда еквiвалентностi цього класу.

У п’ятому роздiлi виконано груповий аналiз класу D
∣∣
{ng 6=0} узагаль-

нених рiвнянь Бюргерса з лiнiйним уповiльненням, де коефiцiєнти за-
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лежать вiд часу, вигляду Dn,h,g : ut + unux + h(t)u = g(t)uxx, ng 6= 0.

До цього класу застосовано калiбрування довiльного елемента, що дозво-
лило спростити процес класифiкацiї. Знайдено групи еквiвалентностi як
усього класу, так i кiлькох його пiдкласiв залежно вiд значень n, а також
описано групоїд еквiвалентностi всього класу шляхом його розбиття на
неперетиннi нормалiзованi пiдкласи. Як результат групової класифiкацiї
представлено три списки розширень лiївських симетрiй для цього кла-
су: перший — з точнiстю до загальної точкової еквiвалентностi, другий
i третiй — без використання перетворень еквiвалентностi у калiбровано-
му класi та у вихiдному класi вiдповiдно. Отримано новi точнi розв’язки
рiвнянь з класу D

∣∣
{ng 6=0}, деякi з них розширено перетвореннями еквiва-

лентностi.
Наприкiнцi основної частини дисертацiї зроблено загальнi висновки.

Подяки. Висловлюю щиру вдячнiсть науковому керiвнику Роману Оме-
ляновичу Поповичу та спiвавтору Оленi Олександрiвнi Ванєєвiй за плiд-
ну спiвпрацю, всiм учасникам наукового семiнару вiддiлу математичної
фiзики Iнституту математики НАН України, зокрема Анатолiю Глiбо-
вичу Нiкiтiну та В’ячеславу Миколайовичу Бойку, за цiннi зауважен-
ня, зробленi пiд час обговорення результатiв та пiдготовки дисертацiйної
роботи.
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Роздiл 1

Огляд лiтератури

Цей роздiл присвячено огляду лiтератури, що стосується симетрiйного
аналiзу класичного рiвняння Бюргерса та його узагальнень, якi дослi-
джено в дисертацiйнiй роботi.

Огляд доцiльно почати з класичного рiвняння Бюргерса

L−c : ut + uux − cuxx = 0, c = const, c > 0.

Вважається, що це еволюцiйне рiвняння другого порядку запропонував
Дж.М.Бюргерс (Burgers) [40] як одновимiрну модель явища турбулент-
ностi, проте воно виникало i ранiше в роботах Форсайта (Forsyth) [50]
i Бейтмана (Bateman) [28]. Це стандартна модель турбулентностi, яка
використовується для вивчення поширення нелiнiйних хвиль та утво-
рення ударних хвиль [29]. Серед його розв’язкiв досить вiдомими є так
званi «бiжучi хвилi». У [74] показано, що за вiдповiдної iнтерпретацiї це
саме рiвняння описує поширення слабких плоских хвиль, а в [71] модель
поширено на слабкi цилiндричнi та сферичнi хвилi.

Як важливу i водночас досить просту модель, рiвняння Бюргерса iн-
тенсивно вивчали i використовували в якостi тестового прикладу для
розробки i вiдпрацювання рiзноманiтних математичних понять i методiв,
зокрема й у галузi групового аналiзу диференцiальних рiвнянь [8, 22].

Рiвняння L−c також описує процеси дифузiї. Функцiя u зазвичай вiд-
повiдає полю швидкостей, t — час, x ∈ R — просторова змiнна, c — ста-
ла в’язкостi або коефiцiєнт дифузiї. Це ж рiвняння застосовують i для
моделювання рiзноманiтних явищ у фiзицi, хiмiї, математичнiй бiологiї
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тощо. Його також використовують для опису процесiв газової динамi-
ки [45,62], нелiнiйної акустики [74], теплопровiдностi та у фiзицi плазми.
У космологiї рiвняння Бюргерса є гарною апроксимацiєю процесiв утво-
рення i поширення матерiї у великих масштабах [135]. Досить повний
огляд властивостей цього рiвняння зроблено в [16, роздiл 4].

Рiзноманiтнi узагальнення рiвняння Бюргерса використовують як мо-
делi нелiнiйної акустики. Деякi з цих моделей обговорено в [116]. У [38]
перераховано ще кiлька узагальнених рiвнянь Бюргерса та наведено по-
силання на їх дослiдження.

Рiвняння Бюргерса з зовнiшньою силою ut + uux − 1
2uxx + ω2

0x = 0

розглянуто в [49,119]. Рiвняння

ut + uux +
j

2t
u =

δ

2
uxx, δ = const,

що описує ефекти цилiндричного i сферичного поширення коливань та
нерiвноважної релаксацiї, запропоновано в [4, роздiл 4] i вивчено пiзнiше
в [46,117]. Тут цiле число j — це кiлькiсть вимiрiв, у яких поширюється
хвиля (j = 1 для цилiндричного поширення i j = 2 для сферичного).

1.1. Груповий аналiз рiвняння Бюргерса

Оскiльки лiївськi симетрiї є потужним iнструментом для побудови
точних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними
[7,8, 34], такi модельнi рiвняння як рiвняння Бюргерса та його узагаль-
нення iнтенсивно вивчалися з точки зору лiївських симетрiй починаючи з
1960-х рокiв. Максимальну алгебру лiївської iнварiантностi g−1 рiвняння
L−1 : ut + uux − uxx = 0 в процесi групової класифiкацiї диференцiаль-
них рiвнянь загального вигляду ut + uux = (f(u)ux)x вперше обчислив
В.Л.Катков [3]. Вона є лiнiйною оболонкою векторних полiв

Pt = ∂t, D = 2t∂t + x∂x − u∂u,

K = t2∂t + tx∂x + (x− ut)∂u, Px = ∂x, Γ = t∂x + ∂u.
(1.1)
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Повну групу G−1 точкових симетрiй рiвняння L−1 складають перетво-
рення

t̃ =
αt+ β

γt+ δ
, x̃ =

κx+ µ1t+ µ0

γt+ δ
,

ũ =
κ(γt+ δ)u− κγx+ µ1δ − µ0γ

αδ − βγ
,

(1.2)

де α, β, γ, δ, µ0, µ1 та κ — набiр довiльних сталих, визначений з точ-
нiстю до ненульового множника, причому αδ − βγ = κ2 > 0. З точнiстю
до композицiї з неперервними точковими симетрiями група G−1 мiстить
лише одну дискретну симетрiю (t, x, u)→ (t,−x,−u).

Добре вiдомо, що рiвняння L−1 лiнеаризується до рiвняння теплопро-
вiдностi vt = vxx перетворенням Коула–Хопфа u = 2vx/v [50, с. 102].

1.2. Узагальненi рiвняння Бюргерса i точковi
перетворення мiж ними

Рiвняння Бюргерса дало початок дослiдженням класiв бiльш загальних
диференцiальних рiвнянь зi змiнними коефiцiєнтами. Деякi з них вивча-
ли з точки зору симетрiйного аналiзу [3,35,47,65,85,87,122,130,133]. Це,
перш за все, клас L

∣∣
S узагальнених рiвнянь Бюргерса зi змiнним коефi-

цiєнтом при другiй похiднiй,

ut + uux + f(t, x)uxx = 0, f 6= 0,

розширеному груповому аналiзу якого присвячено роздiл 4, а також клас
узагальнених рiвнянь Бюргерса з лiнiйним уповiльненням, де коефiцiєн-
ти залежать вiд часу,

ut + unux + h(t)u = g(t)uxx, ng 6= 0,

розглянутий у роздiлi 5. Тут f(t, x), h(t) та g(t) — довiльнi гладкi функцiї
своїх аргументiв, причому f 6= 0 та g 6= 0, а n — довiльна ненульова
стала.
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Дослiдження класу L
∣∣
S розпочали з рiвнянь, у яких параметр-функцiя

залежить тiльки вiд часу. Зокрема, узагальнене рiвняння Бюргерса, що
описує розповсюдження слабких нелiнiйних хвиль в акустицi пiд впли-
вом геометричного розсiювання i термов’язкої дифузiї, розглянуто в [60].
У безрозмiрних змiнних воно має вигляд ut − uux = f(t)uxx, f 6= 0.

У [41] знайдено конформне точкове перетворення мiж рiвняннями
з класу L

∣∣
S , для яких довiльний елемент залежить лише вiд t. Лiївськi

симетрiї та iнварiантнi розв’язки таких рiвнянь розглянуто у [47,122,133],
але автори некоректно скористалися перетвореннями еквiвалентностi
при виконаннi групової класифiкацiї.

Вiдзначимо, що L
∣∣
S — це перший клас диференцiальних рiвнянь, для

якого було описано (неявно) групоїд еквiвалентностi [65], хоча термiн
«групоїд еквiвалентностi» введено пiзнiше [30,97]. Множина допустимих
перетворень у [65] виявилася штучно розбитою на двi пiдмножини, одну
з яких можна було б параметризувати значно простiше. Також не бу-
ло вказано зв’язок цих перетворень з групою еквiвалентностi i те, що
вiдповiднi iнфiнiтезимальнi перетворення породжують алгебру еквiва-
лентностi. Проте у [65] вiдмiчено, що певнi класифiкацiйнi випадки [47]
еквiвалентнi.

Пiдалгебри афiнної алгебри aff(2,R), якiй iзоморфна алгебра еквiва-
лентностi g∼ класу L

∣∣
S , вперше прокласифiковано в [59] у зв’язку з гру-

повою класифiкацiєю класу рiвнянь ut + g(t, x)uux + f(t, x)uxxx = 0,
fg 6= 0. Проте дискретнi перетворення еквiвалентностi при цьому не
було застосовано. Параметризованi сiм’ї нееквiвалентних пiдалгебр по-
дрiбнено залежно вiд їхньої алгебраїчної структури, що не є необхiдним
для групової класифiкацiї класу L

∣∣
S . В результатi побудовано список пiд-

алгебр, що складається з 44 сiмей. Бiльшiсть пiдалгебр з цього списку
не є максимальними алгебрами лiївської iнварiантностi рiвнянь з кла-
су L

∣∣
S . Оскiльки цю класифiкацiю подано у статтi [59] без доведення,

її коректнiсть не є очевидною. Тому в дисертацiйнiй роботi пiдалгебри
проекцiї g алгебри g∼ на простiр змiнних (t, x, u), що є максимальними



21

алгебрами лiївської iнварiантностi для рiвнянь з класу L
∣∣
S , прокласифi-

ковано без використання результатiв [59], i ця задача є менш громiздкою,
нiж класифiкацiя всiх пiдалгебр алгебри g.

Спроба поширити результати [59] на клас узагальнених рiвнянь Бюр-
герса з двома змiнними коефiцiєнтами ut + f(t, x)uux + g(t, x)uxx = 0,
fg 6= 0, зроблена в [111], була невдалою, оскiльки автор використав влас-
ний перелiк нееквiвалентних пiдалгебр афiнної алгебри aff(2,R), який
має багато недолiкiв. Повну групову класифiкацiю класу

ut + a(um)x = g(t)uxx, ag 6= 0, m 6= 0, 1,

виконано в [130]. Задачi групової класифiкацiї певних пiдкласiв класу

ut + unux + h(t)u = g(t)uxx ng 6= 0,

з h = 0 розглянуто в [47,125,127,133]. Iнварiантнi розв’язки рiвняння

ut + unux +
j

2t
u =

δ

2
uxx, n > 0, j ≥ 0, δ > 0,

дослiджено в [112]. У роботi [125] розглянуто лiївськi симетрiї та лiївськi
редукцiї узагальнених рiвнянь Бюргерса з лiнiйним уповiльненням, де
коефiцiєнти залежать вiд часу, вигляду

ut + unux + αu = g(t)uxx, g 6= 0, n ∈ R, α ≥ 0.

Роботи [115, 123–126] не мiстять суттєвих результатiв, але iлюструють
великий iнтерес до узагальнених рiвнянь Бюргерса.

1.3. Оператори редукцiї узагальнених рiвнянь
Бюргерса

Метод некласичної редукцiї диференцiальних рiвнянь запропоновано
Дж.В. Блуманом i Ю.Д. Коулом [32,33] як узагальнення класичного ме-
тоду лiївської редукцiї для побудови точних розв’язкiв диференцiальних
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рiвнянь. Спробу формалiзацiї цього методу зроблено у [54]. Його природ-
но iнтерпретувати як спецiальний випадок [68, 69, 78, 79, 108] загального
методу диференцiальних зв’язкiв [15, 20]. Цей метод застосовували до
математичних моделей багатьох фiзичних явищ [18,81].

Векторнi поля, пов’язанi з некласичними редукцiями, отримали назву
некласичних (умовних, Q-умовних) симетрiй [53, 81]. Бiльш точний тер-
мiн для таких векторних полiв — оператори редукцiї [68] — вказує на
їхнiй зв’язок iз зменшенням кiлькостi незалежних змiнних (редукцiєю)
диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними за допомогою анзацiв,
побудованих за цими векторними полями [137].

Рiвняння Бюргерса стало першим рiвнянням, розглянутим з точ-
ки зору некласичних симетрiй пiсля пiонерської роботи [33]. А са-
ме, в [134] виведено визначальнi рiвняння для регулярних опера-
торiв редукцiї рiвняння ut + uux − uxx = 0, що мають вигляд
Q = τ(t, x, u)∂t + ξ(t, x, u)∂x + η(t, x, u)∂u, де без обмеження загальностi
можна вважати τ = 1. Також знайдено декiлька часткових розв’язкiв
цих визначальних рiвнянь, що задовольняють обмеження ξu = 0 (див.
пiдроздiли 4.4.3–4.4.4). Цi результати наведено в [22].

Пiзнiше некласичним симетрiям рiвняння Бюргерса було присвячено
низку публiкацiй [19,23,24,42,43,76,77,81,107].

Зокрема, в [107] вперше розв’язано визначальнi рiвняння на коефiцi-
єнти регулярних операторiв редукцiї з τ = 1 i описано три пiдмножини,
на якi розпадається множина цих операторiв редукцiї залежно вiд умови
на коефiцiєнт ξ: ξu = 1, ξu = 0 або ξu = −1

2 (див. пiдроздiли 4.4.1–4.4.4).
У цiй статтi також доведено, що всi некласичнi симетрiї з ξu = 0 насправ-
дi еквiвалентнi лiївським симетрiям. Цей самий результат отримано в [42]
з використанням прямого методу, тобто в термiнах вiдповiдних анзацiв
i редукцiй.

Також у [107] знайдено i застосовано єдиний оператор редукцiї ∂t+u∂x
з ξu = 1, а для випадку ξu = −1

2 побудовано деякi частковi розв’язки
визначальних рiвнянь разом з вiдповiдними анзацами та iнварiантними
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розв’язками рiвняння Бюргерса. Розгляд регулярних операторiв редук-
цiї, розпочатий у [107], було доповнено в [23] iншими частковими розв’яз-
ками з ξu = −1

2 .
Система (4.19) визначальних рiвнянь для випадку ξu = −1

2 довго не
була вичерпно дослiджена, в той час як аналогiчну систему для регуляр-
них операторiв редукцiї лiнiйного рiвняння теплопровiдностi vt+vxx = 0,
вигляд якої подiбний до визначальних рiвнянь для випадку ξu = −1

2 ,
розв’язано в [18, 52]. Вперше систему (4.19) лiнеаризовано в [76] спосо-
бом, подiбним до застосованого в [52]. А саме, диференцiальною пiдста-
новкою її зведено до системи з трьох незачеплених копiй лiнiйного рiв-
няння теплопровiдностi. Як показано в [24], систему (4.19), як i пiдста-
новку, що її лiнеаризує, можна iнтерпретувати в термiнах матричного
рiвняння Бюргерса i матричного перетворення Коула–Хопфа. П.Олвер
i Є.М.Воробйов дослiдили некласичнi симетрiї системи диференцiальних
рiвнянь першого порядку, що еквiвалентна рiвнянню Бюргерса [81].

В [43] запропоновано алгоритм виведення визначальних рiвнянь для
операторiв редукцiї (у цiй роботi, як i в попереднiх, вживається тер-
мiн «некласичнi симетрiї»). Рiвняння Бюргерса стало одним з показових
прикладiв застосування цього алгоритму.

Принципове твердження про умовнi симетрiї еволюцiйних рiвнянь до-
ведено в [136], де «no-go»-результати роботи [52] щодо операторiв ре-
дукцiї з нульовим коефiцiєнтом при ∂t для лiнiйного рiвняння теплопро-
вiдностi було узагальнено на еволюцiйнi рiвняння порядку бiльше 1. Цi
результати викладено в [67] у термiнах сингулярних операторiв редукцiї.
Подiбнi оператори редукцiї еволюцiйних рiвнянь з довiльною кiлькiстю
просторових змiнних вперше розглянуто в [10].

Спроби описати некласичнi симетрiї узагальнених рiвнянь Бюргерса
Lf : ut+uux+f(t, x)uxx = 0, f 6= 0, з коефiцiєнтами при другiй похiднiй,
вiдмiнними вiд сталої, розпочато в [133], де розглянуто рiвняння з f =

= f(t). Показано, що оператори редукцiї, якi не еквiвалентнi операторам
лiївських симетрiй, iснують тiльки для рiвнянь з f = const.
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Зауважимо, що всi згаданi джерела мiстять лише окремi фрагменти
повнiстю розв’язаної у дисертацiйнiй роботi задачi дослiдження опера-
торiв редукцiї узагальнених рiвнянь Бюргерса з класу L

∣∣
S .

1.4. Потенцiальнi симетрiї, закони збереження

Рiвняння Бюргерса — не тiльки гарний об’єкт для демонстрацiї нових
технiк дослiдження лiївських та некласичних симетрiй. Воно також бу-
ло першим iлюстративним прикладом застосування методу знаходження
законiв збереження в термiнах характеристик [132, пiдроздiл 4.5], потен-
цiальних симетрiй [8] та некласичних потенцiальних симетрiй [57].

Потенцiальнi симетрiї i закони збереження узагальнених рiвнянь Бюр-
герса дослiджено значно менше. Зокрема, у роботi [133] вказано, що
нетривiальних потенцiальних симетрiй у рiвнянь з пiдкласу класу L

∣∣
S

з fx = 0 (крiм класичного рiвняння Бюргерса) немає.
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Роздiл 2

Класифiкацiйнi задачi групового аналiзу
диференцiальних рiвнянь

У цьому роздiлi дисертацiї наведено основнi означення i теоретичнi вi-
домостi, необхiднi для розв’язання задач розширеного групового аналiзу
диференцiальних рiвнянь, включаючи означення класу диференцiальних
рiвнянь, допустимого перетворення, групоїда еквiвалентностi, нормалi-
зованого класу диференцiальних рiвнянь, групи еквiвалентностi, алгебри
еквiвалентностi, задачi групової класифiкацiї, оператора лiївської симет-
рiї, оператора редукцiї, локальних законiв збереження i потенцiальних
симетрiй. Цi поняття допомагають обґрунтовано вибрати класи дифе-
ренцiальних рiвнянь для вивчення та чiтко формулювати класифiкацiй-
нi задачi. Виклад теоретичних вiдомостей базується на таких поняттях
як група Лi, алгебра Лi, групоїд, а також на загальнiй теорiї групового
аналiзу диференцiальних рiвнянь (див. [7, 8]).

Вибiр класiв узагальнених рiвнянь Бюргерса як об’єкту для дисерта-
цiйного дослiдження ґрунтується на таких фактах. По-перше, незважаю-
чи на значну кiлькiсть публiкацiй, присвячених окремим рiвнянням або
пiдкласам вказаних класiв (див. роздiл 1), до цього часу недостатньо i не
повнiстю вивченими залишаються навiть їхнi лiївськi симетрiї, не кажучи
вже про такi бiльш складнi об’єкти як некласичнi редукцiї та допусти-
мi перетворення. По-друге, такi класи узагальнених рiвнянь Бюргерса,
а особливо клас L

∣∣
S узагальнених рiвнянь Бюргерса зi змiнним коефi-

цiєнтом при другiй похiднiй, є зручними об’єктами для вiдпрацювання
нових технiк та методiв розширеного групового аналiзу. Бiльшiсть цих
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класiв виявилися нормалiзованими, хоча мають довiльний елемент, за-
лежний вiд двох аргументiв (часової i просторової змiнної), а їхнi ал-
гебри еквiвалентностi скiнченновимiрнi. Це дозволило застосувати ал-
гебраїчний метод групової класифiкацiї до цих класiв, посиливши його
спецiальною технiкою класифiкацiї придатних пiдалгебр [30,70].

Поняття класу диференцiальних рiвнянь запропоновано Л.В.Овсян-
нiковим [7]. Необхiднiсть врахування калiбрувальної еквiвалентностi
в класах диференцiальних рiвнянь вперше вiдмiчено в [75], див. та-
кож [101]. Означення допустимих перетворень, групоїда еквiвалентно-
стi, нормалiзованих i напiвнормалiзованих класiв диференцiальних рiв-
нянь, рiзноманiтних видiв груп еквiвалентностi та iншi поняття i ме-
тоди, пов’язанi з дослiдженням задач групової класифiкацiї, наведено
в [11,30,63,95,101,128] i посиланнях у цих джерелах.

Всi означення наведено для окремих диференцiальних рiвнянь з однi-
єю невiдомою функцiєю та для класiв таких рiвнянь.

2.1. Точковi перетворення в класах
диференцiальних рiвнянь

Нехай Lθ : Lθ[u] = L(x, u(p), θ(q)(x, u(p))) = 0 — диференцiальне рiвняння
з частинними похiдними p-го порядку, де x = (x1, . . . , xn) — незалежнi
змiннi, u — залежна змiнна, u(p) = (u, ux1, ux2, . . . , uxn, ux1x1, ux1x2, . . . ) —
похiднi залежної змiнної до порядку p включно, θ(q)(x, u(p)) — набiр
параметр-функцiй θ1(x, u(p)), . . . , θ

k(x, u(p)) разом з їхнiми похiдними до
порядку q включно.

Рiвняння Lθ визначає многовид L(p) у просторi Jp(x|u) струменiв по-
рядку p, який зручно iнтерпретувати як звичайний простiр з координа-
тами (x, u(p)).

Означення 2.1. Класом диференцiальних рiвнянь називається множи-
на L

∣∣
S = {Lθ | θ ∈ S/ g∼}, параметризована набором функцiй θ(x, u(p)),
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що пробiгають множину S розв’язкiв системи рiвнянь (i, можливо, не-
рiвностей)

S = S(x, u(p), θ(q′)(x, u(p))) = 0 ( 6= 0, > 0, < 0),

де x i u(p) слiд вважати незалежними змiнними, факторизовану за вiдно-
шенням калiбрувальної еквiвалентностi g∼. Символом θ(q′) позначено всi
похiднi довiльного елемента θ до порядку r включно [11].

Набiр параметр-функцiй θ(x, u(p)) називається довiльним елементом
класу L

∣∣
S . Значення довiльного елемента θ та θ̃ називають калiбрувально

еквiвалентними (θ g∼ θ̃), якщо Lθ i Lθ̃ визначають один i той самий
многовид у просторi (x, u(p)).

Наприклад, для класу L
∣∣
S узагальнених рiвнянь Бюргерса зi змiнним

коефiцiєнтом при другiй похiднiй маємо n = 2, p = 2, k = 1, тобто до-
вiльний елемент складається з однiєї параметр-функцiї f . Вiдповiдний
простiр струменiв J2(t, x|u), де t = x1 i x = x2, iнтерпретуємо як про-
стiр з координатами (t, x, u, ut, ux, utt, utx, uxx). Lf = ut + uux + fuxx, а
множина S, яку пробiгає f , є множиною розв’язкiв системи рiвнянь i
нерiвностей

fu = fut = fux = futt = futx = fuxx = 0, f 6= 0.

Ця система вiдображає той факт, що функцiя не дорiвнює нулю i факти-
чно залежить лише вiд (t, x). Калiбрувальна еквiвалентнiсть у класi L

∣∣
S

тривiальна: рiвняння з класу L
∣∣
S з рiзними значеннями довiльного еле-

мента f визначають рiзнi многовиди в J2(t, x|u). В роздiлах 3–5 класи
диференцiальних рiвнянь описано менш формально — через явне вка-
зування аргументiв довiльних елементiв i нерiвностей, яким вони задо-
вольняють.

Якщо задано два фiксованi рiвняння Lθ та Lθ̃ з класу L
∣∣
S з довiльними

елементами θ та θ̃ вiдповiдно, множину T (θ, θ̃) точкових перетворень
у просторi (x, u), якi вiдображають рiвняння Lθ у рiвняння Lθ̃, називають
множиною допустимих перетворень з Lθ в Lθ̃.
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Означення 2.2. Допустиме перетворення у класi L
∣∣
S — це трiйка

(θ, ϕ, θ̃), що складається з довiльних елементiв початкового рiвняння Lθ,
кiнцевого рiвняння Lθ̃ i точкового перетворення ϕ ∈ T(θ, θ̃), яке вiдобра-
жає Lθ в Lθ̃ [95, 101].

Як правило, першочергове вивчення допустимих перетворень у класi
диференцiальних рiвнянь є оптимальним способом проведення його пов-
ної групової класифiкацiї. Багато задач групової класифiкацiї розв’язано
саме у цей спосiб [30, 101, 105, 128, 129] (див. також посилання на теоре-
тичнi вiдомостi, методи та результати у цих джерелах).

Означення допустимого перетворення є формалiзацiєю понять формо-
зберiгаючих (form-preserving) [65, 66] та дозволених (allowed) [59] пере-
творень, що використовувалися ранiше.

Розгляд багатьох задач групової класифiкацiї для класiв диференцi-
альних рiвнянь показує, що важливо знайти не тiльки групу еквiвалент-
ностi класу диференцiальних рiвнянь L

∣∣
S , але i всю множину допустимих

перетворень у цьому класi, яка має структуру групоїда, а тому називає-
ться групоїдом еквiвалентностi класу L

∣∣
S .

Означення 2.3. Групоїдом еквiвалентностi G∼ = G∼(L
∣∣
S) класу L

∣∣
S

називають множину {(θ, ϕ, θ̃) | θ ∈ S, θ̃ ∈ S, ϕ ∈ T (θ, θ̃)} допусти-
мих перетворень у цьому класi з операцiєю “◦” композицiї допустимих
перетворень [30,97].

Композицiя “◦” допустимих перетворень (θ1, ϕ1, θ̃1) та (θ2, ϕ2, θ̃2) є ви-
значеною тiльки якщо θ̃1 = θ2, i її результатом є (θ1, ϕ2ϕ1, θ̃2). Аксiоми
групоїда виконуються:

1. Асоцiативнiсть композицiї: ((θ1, ϕ1, θ2) ◦ (θ2, ϕ2, θ3)) ◦ (θ3, ϕ3, θ4) =

= (θ1, ϕ1, θ2) ◦ ((θ2, ϕ2, θ3) ◦ (θ3, ϕ3, θ4)).

2. Для кожного θ роль нейтрального елемента вiдiграє трiйка (θ, id, θ),
де id — тотожне перетворення: x̃ = x, ũ = u.

3. Будь-яке допустиме перетворення (θ, ϕ, θ̃) має обернене (θ̃, ϕ−1, θ).
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Вiдношення мiж двома значеннями довiльного елемента, яке встановлює
наявнiсть допустимого перетворення з цими значеннями у якостi почат-
кового i кiнцевого, є вiдношенням еквiвалентностi, причому його тран-
зитивнiсть, рефлексивнiсть та симетричнiсть випливають з властивостей
операцiї “◦”. Це вiдношення G∼-еквiвалентностi спiвпадає з вiдношенням
подiбностi диференцiальних рiвнянь, обмеженим на клас L

∣∣
S .

Серед допустимих перетворень можуть iснувати такi, що не є ней-
тральними елементами групоїда еквiвалентностi i вiдображають деяке
рiвняння Lθ в себе.

Означення 2.4. Множина T(θ, θ) з операцiєю композицiї перетворень
є (псевдо)групою, яку називають (максимальною) групою точкових си-
метрiй рiвняння Lθ i позначають Gθ [7].

Елементи групи симетрiй Gθ дiють на просторi залежної i незалежних
змiнних i вiдображають розв’язки рiвняння Lθ в iншi розв’язки цього ж
рiвняння.

Означення 2.5. Алгебру Лi, що складається з iнфiнiтезимальних гене-
раторiв однопараметричних груп точкових симетрiй рiвняння Lθ, нази-
вають алгеброю лiївських симетрiй рiвняння Lθ i позначають gθ [7, 8].

Iнфiнiтезимальний генератор однопараметричної групи точкових си-
метрiй рiвняння Lθ — це векторне поле в просторi змiнних (x, u) вигляду
Q = ξ1∂x1 +· · ·+ξn∂xn+η∂u, де компоненти ξ1, . . . , ξn, η — гладкi функцiї
вiд (x, u), якi є лiнiйними складовими розкладу перетворення за малим
параметром в околi тотожного перетворення.

Однопараметричну групу точкових перетворень можна вiдновити за її
iнфiнiтезимальним генератором як розв’язок задачi Кошi для рiвняння
Лi з тотожним перетворенням в якостi початкового значення:

dx̃i
dε

= ξi(x̃, ũ), x̃i

∣∣∣
ε=0

= xi, i = 1, . . . , n,

dũ
dε

= η(x̃, ũ), ũ
∣∣∣
ε=0

= u.
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Означення 2.6. (Звичайна) група еквiвалентностi G∼ класу L
∣∣
S — це

(псевдо)група точкових перетворень у просторi (x, u(p), θ), якi проектов-
нi на простiр (x, u(p̃)) для будь-якого p̃, 0 6 p̃ 6 p, причому проекцiї
узгодженi з контактною структурою цих просторiв, i якi вiдображають
кожне рiвняння з класу L

∣∣
S у рiвняння з цього ж класу [7].

Кожне перетворення T з групи еквiвалентностi G∼ породжує сiм’ю
допустимих перетворень {(f, T |(t,x,u), T f) | f ∈ S} ⊂ G∼. Перетворення
з групи G∼ встановлюють на класi диференцiальних рiвнянь вiдношен-
ня G∼-еквiвалентностi. Iснують рiзнi узагальнення поняття групи еквi-
валентностi [101], якi базуються на послабленнi умов означення 2.6 —
узагальненi, розширенi та узагальненi розширенi групи еквiвалентностi.

Означення 2.7. Алгебру Лi, що складається з iнфiнiтезимальних гене-
раторiв однопараметричних груп перетворень еквiвалентностi класу L

∣∣
S ,

називають алгеброю еквiвалентностi класу L
∣∣
S i позначають g∼ [7].

Якщо вiд загального випадку n незалежних змiнних перейти до ви-
падку двох незалежних змiнних t i x, у просторi незалежних i залежної
змiнних (t, x, u) будь-яке точкове перетворення матиме вигляд

ϕ : t̃ = T (t, x, u), x̃ = X(t, x, u), ũ = U(t, x, u), (2.1)

причому якобiан |∂(T,X, U)/∂(t, x, u)| 6= 0.
Iнфiнiтезимальний критерiй iнварiантностi [8, теорема 2.31] для випад-

ку оператора лiївської симетрiї Q рiвняння L : L[u] = 0 другого порядку
з незалежними змiнними (t, x) має вигляд

Q
(2)
L
∣∣
L(2)

= 0. (2.2)

ТутQ
(2)

= Q+ηt∂ut+η
x∂ux+η

tt∂utt+η
tx∂utx+η

xx∂utx — друге продовження
векторного поля Q = τ∂t + ξ∂x + η∂u з компонентами

ηt = DtQ[u] + τutt + ξutx, ηx = DxQ[u] + τutx + ξuxx,

ηtt = D2
tQ[u] + τuttt + ξuttx, ηtx = Dt DxQ[u] + τuttx + ξutxx,

ηxx = D2
xQ[u] + τutxx + ξuxxx,
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де Q[u] = η − τutt − ξutx — характеристика векторного поля Q, L(2) —
многовид у просторi струменiв другого порядку, що вiдповiдає рiвнянню
L = 0, а диференцiальнi оператори

Dt = ∂t + ut∂u + utt∂ut + utx∂ux + · · · ,

Dx = ∂x + ux∂u + utx∂ut + uxx∂ux + · · ·

є операторами повної похiдної за t i за x вiдповiдно.

2.2. Нормалiзованi класи диференцiальних рiвнянь

Означення 2.8. Клас диференцiальних рiвнянь L
∣∣
S називають нормалi-

зованим (вiдносно точкових перетворень), якщо його групоїд еквiвалент-
ностi G∼ породжено його групою еквiвалентностi G∼, тобто для кожної
трiйки (θ, ϕ, θ̃) ∈ G∼ iснує перетворення T з групи еквiвалентностi G∼

таке, що θ̃ = T θ та ϕ = T |(x,u) [11, 101].

Iншими словами, кожне допустиме перетворення у нормалiзованому
класi породжено перетворенням з групи еквiвалентностi. У нормалiзова-
них класах G∼-еквiвалентнiсть рiвносильна G∼-еквiвалентностi.

Поняття нормалiзованого класу диференцiальних рiвнянь природне
i корисне для застосувань. Iєрархiї нормалiзованих пiдкласiв часто ви-
никають у процесi розв’язання задач групової класифiкацiї. Так, кожне
окреме диференцiальне рiвняння утворює нормалiзований клас; будь-
який клас усiх можливих рiвнянь фiксованого порядку з наперед визна-
ченою кiлькiстю незалежних змiнних також є нормалiзованим.

Основнi переваги при роботi з нормалiзованими класами такi:
1) розв’язання задачi повної групової класифiкацiї для такого класу

зводиться до його попередньої групової класифiкацiї [30];
2) мiж G∼-еквiвалентними випадками класифiкацiйного списку немає

нiяких додаткових перетворень еквiвалентностi.
Iснують послаблення поняття нормалiзованостi. Наприклад, слабко

нормалiзованi класи мають першу з названих властивостей, але не обо-
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в’язково мають другу; напiвнормалiзованi — навпаки (строгi означення
див. у [97,101]). Дослiдження складних класiв диференцiальних рiвнянь
може вимагати введення нових типiв нормалiзованостi. Так, нещодав-
но запропоновано поняття рiвномiрно напiвнормалiзованих класiв, якi є
промiжними мiж нормалiзованими i напiвнормалiзованими класами.

У залежностi вiд типу групи еквiвалентностi, що породжує групоїд
еквiвалентностi, розрiзняють нормалiзованiсть у звичайному, узагаль-
нененому, розширеному та узагальненому розширеному сенсi. Якщо не
вказано, в якому сенсi клас нормалiзований, вважається, що вiн норма-
лiзований у звичайному сенсi.

Щоб довести нормалiзованiсть класу диференцiальних рiвнянь, по-
трiбно порiвняти його групу еквiвалентностi з його групоїдом еквiвалент-
ностi. На практицi висновок про те, що певний клас є нормалiзованим,
можна зробити вже тодi, коли в процесi розв’язання визначальних рiв-
нянь для знаходження допустимих перетворень у цьому класi не виникає
нiяких класифiкуючих умов. Класифiкуючою умовою називаємо визна-
чальне рiвняння, яке мiстить одночасно довiльнi елементи класу й па-
раметри допустимих перетворень i призводить до розгалуження процесу
розв’язання визначальних рiвнянь.

2.3. Задача групової класифiкацiї

Означення 2.9. Розв’язати задачу групової класифiкацiї класу L
∣∣
S

означає описати всi G∼-нееквiвалентнi значення θ ∈ S разом з вiдповiд-
ними максимальними алгебрами лiївських симетрiй gθ, для яких gθ не
спiвпадає з ядром g∩ максимальних алгебр лiївських симетрiй (спiль-
ною частиною всiх таких алгебр) [7] (див. також [98]).

Основнi етапи розв’язання задачi групової класифiкацiї такi:

1. Знайти групу еквiвалентностi класу G∼ та/або його групоїд еквiва-
лентностi G∼.
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2. Користуючись iнфiнiтезимальним критерiєм iнварiантностi, виписа-
ти визначальнi рiвняння на коефiцiєнти операторiв лiївської симет-
рiї рiвнянь з класу.

3. Розв’язати визначальнi рiвняння, незалежнi вiд довiльного елемен-
та, щоб знайти загальний вигляд цих коефiцiєнтiв.

4. Визначити ядро максимальних алгебр лiївських iнварiантностi g∩.

5. Скласти список нееквiвалентних значень довiльного елемента θ та
вiдповiдних максимальних алгебр лiївської iнварiантностi gθ для
яких gθ 6= g∩.

6. Перевiрити, чи не пов’язанi випадки списку додатковими перетво-
реннями еквiвалентностi (необхiдно для ненормалiзованих класiв).

Знайденi лiївськi симетрiї можна використати для лiївських редукцiй
вiдповiдних рiвнянь. Якщо клас нормалiзований, такi редукцiї можна
класифiкувати вiдносно групи еквiвалентностi класу (див. пiдроздiл 4.3).

2.4. Оператори редукцiї

Виконуючи редукцiю диференцiального рiвняння з частинними похiдни-
ми з використанням його лiївських симетрiй, взагалi кажучи неможливо
отримати достатньо широку множину точних розв’язкiв цього рiвняння.
У [32, 33] запропоновано так званий метод некласичної редукцiї, який
використовує набагато ширший клас векторних полiв, нiж оператори лi-
ївських симетрiй. Вiдповiднi векторнi поля отримали назву некласичних
симетрiй [72], або умовних симетрiй [18, 51, 137], а пiзнiше — операторiв
редукцiї [96]. Коректнiсть i доцiльнiсть застосування до згаданих об’єктiв
назви «оператор редукцiї» обґрунтовано в [68,137].

Оскiльки кожне рiвняння з розглянутих у дисертацiї є рiвнянням вiд-
носно однiєї невiдомої функцiї вiд двох незалежних змiнних (t, x), до-
цiльно навести наступнi означення саме для цього випадку. Розглянемо
деяке рiвняння L : L[u] = 0.
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Означення 2.10. Оператором редукцiї диференцiального рiвняння
з незалежними змiнними t, x та залежною змiнною u називається век-
торне поле (диференцiальний оператор) вигляду

Q = τ(t, x, u)∂t + ξ(t, x, u)∂x + η(t, x, u)∂u, (τ, ξ) 6= (0, 0), (2.3)

за допомогою якого можна побудувати анзац, який зменшує (редукує)
кiлькiсть незалежних змiнних на одиницю [11,67,96,137].

Досить вiдомим є метод лiївської редукцiї [80]. Якщо деяке (1+1) -
вимiрне диференцiальне рiвняння допускає оператор лiївської симетрiї
вигляду Q = τ∂t + ξ∂x + η∂u, то анзац, який редукує це диференцiаль-
не рiвняння з частинними похiдними до звичайного диференцiального
рiвняння, можна побудувати як розв’язок умови iнварiантностi поверхнi
Q[u] := τut+ξux−η = 0. Iнакше кажучи, потрiбно знайти два незалежнi
першi iнтеграли вiдповiдної характеристичної системи

dt

τ
=

dx

ξ
=

du

η
.

Кожний оператор лiївської симетрiї є оператором редукцiї. Процедура
вiдшукання операторiв редукцiї вiдрiзняється вiд процедури отримання
лiївських симетрiй додатковим обмеженням у критерiї iнварiантностi.

Критерiй умовної iнварiантностi [51, 81, 96, 137] для оператора редук-
цiї Q рiвняння L : L = 0 другого порядку з незалежними змiнними (t, x)

має вигляд

Q
(2)
L
∣∣∣
L(2)∩Q(2)

= 0. (2.4)

Тут Q(2) — многовид у просторi струменiв J (2)(t, x|u), визначений умо-
вою iнварiантностi поверхнi Q[u] = 0 спiльно з її диференцiальними на-
слiдками DtQ[u] = 0 i DxQ[u] = 0, де Q[u] = η − τut − ξux — характе-
ристика векторного поля Q.

З умовного критерiю iнварiантностi отримують визначальнi рiвняння
на коефiцiєнти (компоненти) операторiв редукцiї.
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Множення на довiльну ненульову функцiю вiд (t, x, u) породжує на
множинi операторiв редукцiї (1+1)-вимiрного диференцiального рiвнян-
ня L вiдношення еквiвалентностi [67,110]: оператори редукцiї Q i Q′ рiв-
няння L еквiвалентнi, якщо iснує функцiя q = q(t, x, u) 6= 0 така, що
Q′ = qQ. Практична цiннiсть цiєї еквiвалентностi полягає в тому, що
еквiвалентнi оператори редукцiї приводять до тих самих анзацiв i ре-
дукованих рiвнянь i в результатi дають тi ж самi точнi розв’язки вихi-
дного диференцiального рiвняння. Тому доцiльно вiдразу обирати для
розрахункiв найпростiший представник з кожного класу еквiвалентних
операторiв редукцiї.

Наприклад, множина операторiв редукцiї будь-якого еволюцiйного
рiвняння природним чином розбивається на двi пiдмножини — сингуляр-
них та регулярних операторiв редукцiї — залежно вiд того, чи дорiвнює
нулю коефiцiєнт τ [67]. З точнiстю до еквiвалентностi операторiв редукцiї
можна вважати, що τ = 1 для регулярних операторiв редукцiї та τ = 0,
ξ = 1 — для сингулярних. Зауважимо, що для еволюцiйних рiвнянь вiд-
шукання сингулярних операторiв редукцiї є «no-go» задачею [67,110,136]:
розв’язок визначальних рiвнянь для таких операторiв неможливо знайти
в явному виглядi, а задача його побудови зводиться до розв’язання по-
чаткового рiвняння.

Взагалi кажучи, «no-go» випадком при вiдшуканнi операторiв редукцiї
у сiм’ї векторних полiв називають таку ситуацiю, коли вiдповiдна систе-
ма визначальних рiвнянь для коефiцiєнтiв операторiв редукцiї зводиться
до добре визначеної системи, загальний розв’язок якої знайти неможливо
(принаймнi його не можна представити у явному виглядi) i, бiльш того,
розв’язання цiєї системи еквiвалентно (в певному сенсi) розв’язанню по-
чаткового рiвняння. У нескладних випадках (зокрема, коли така добре
визначена система складається з єдиного рiвняння), можна вгадати ви-
гляд її часткових розв’язкiв i потiм використати вiдповiднi оператори
редукцiї для побудови точних розв’язкiв вихiдного рiвняння (див., на-
приклад, [58]), проте алгоритмiчної процедури для цього не iснує.
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У дисертацiйнiй роботi найбiльш суттєвими є результати, отриманi для
регулярних операторiв редукцiї [67].

Означення операторiв редукцiї, а також iнволютивних сiмей операто-
рiв редукцiї (модулiв редукцiї) для диференцiальних рiвнянь з багатьма
незалежними змiнними можна знайти, наприклад, у [11,137].

Зауваження 2.11. Для окремого диференцiального рiвняння його опе-
ратори редукцiї можна класифiкувати вiдносно групи точкових симетрiй
цього рiвняння. Класифiкацiю операторiв редукцiї для рiвнянь з деякого
класу доцiльно проводити вiдносно групи еквiвалентностi або групоїда
еквiвалентностi цього класу.

Iснують методи редукцiї, в яких уникають використання операторiв
редукцiї, натомiсть базовим є поняття анзацу [18,42]. Однiєю з констру-
ктивних є технiка побудови нелiївських анзацiв за допомогою узагаль-
нення лiївських [26].

Узагальнення понять «анзац» i «редукцiя», пов’язанi зi слабкими си-
метрiями, наведено, наприклад, у [39,80,109,114], див. також посилання
в цих джерелах.

2.5. Локальнi закони збереження

Збережним вектором рiвняння L : L = 0 називають набiр з n дифе-
ренцiальних функцiй F =

(
F 1(x, u(q′)), . . . , F

n(x, u(q′))
)
вiд u, для яких

повна дивергенцiя DivF :=
∑n

i=1 DiF
i дорiвнює нулю для всiх розв’яз-

кiв рiвняння L:

DivF
∣∣
L = 0.

Збережний вектор F тривiальний, якщо F i = F̂ i + F̌ i, i = 1, . . . , n,
де F̂ i та F̌ i — диференцiальнi функцiї вiд u, F̂ i

∣∣
L = 0, а набiр F̌ =

(F̌ 1, . . . , F̌ n) є нульовою дивергенцiєю: Div F̌ ≡ 0

Збережнi вектори F та F ′ вважають еквiвалентними, якщо вектор-
функцiя F ′ − F є тривiальним збережним вектором [11,132].
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Для будь-якого рiвняння L множина CV(L) його збережних векто-
рiв є лiнiйним простором, а множина CV0(L) його тривiальних збе-
режних векторiв є лiнiйним пiдпростором у CV(L). Фактор-простiр
CV(L) = CV(L)/CV0(L) спiвпадає з множиною класiв еквiвалентностi
CV(L) за вiдношенням еквiвалентностi збережних векторiв. Елементи
цього фактор-простору, тобто класи еквiвалентностi збережних векто-
рiв, називають законами збереження рiвняння L.

Означення характеристики (генеруючої функцiї) закону збережен-
ня наведено, наприклад, у [8, 102, 132]. Будь-яка характеристика зако-
ну збереження деякого диференцiального рiвняння є косиметрiєю цього
рiвняння. На цьому фактi ґрунтується, мабуть, найефективнiший метод
побудови законiв збереження диференцiальних рiвнянь.

Детальнiше теоретичнi вiдомостi щодо потенцiальних симетрiй, збе-
режних векторiв та законiв збереження викладено в [102]. Дослiдження
потенцiальних симетрiй доцiльно розпочинати з потенцiальних допусти-
мих перетворень класу диференцiальних рiвнянь.

2.6. Методи дослiдження

Для опису групоїдiв еквiвалентностi розглянутих у дисертацiї класiв уза-
гальнених рiвнянь Бюргерса використано поняття нормалiзованого кла-
су. А саме, якщо клас є нормалiзованим, задача знаходження його групо-
їда еквiвалентностi рiвносильна задачi побудови його групи еквiвалент-
ностi. У випадках, коли клас не є нормалiзованим, застосовано технi-
ку розбиття ненормалiзованого класу на нормалiзованi (у звичайному,
узагальненому або узагальненому розширеному сенсi) пiдкласи [95,101].
Обчислення групоїдiв реалiзовано на основi прямого методу. Для їх опти-
мiзацiї розгляд розпочато з нормалiзованого надкласу еволюцiйних рiв-
нянь другого порядку, лiнiйних за похiдними, який мiстить всi цi класи.
Отриманi обмеження на перетворення використано для спрощення зна-
ходження допустимих перетворень у кожному з розглянутих класiв.
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Симетрiйний аналiз класiв узагальнених рiвнянь Бюргерса ґрунтуєть-
ся на класичному iнфiнiтезимальному методi Лi–Овсяннiкова [7, 8]. При
розв’язаннi задач групової класифiкацiї у цих класах застосовано як ме-
тод безпосереднього iнтегрування визначальних рiвнянь на коефiцiєнти
операторiв лiївських симетрiй [7], так i алгебраїчний метод [27,30,59,101],
що використовує технiки класифiкацiї пiдалгебр в деякiй алгебрi Лi. (Та-
кi елементарнi технiки представлено в [8, роздiл 3.3], [7, роздiл 14.7] та
у [30,31]. Див. також бiльш складнi методи в [83].) Ранiше алгебраїчний
метод групової класифiкацiї безпосередньо чи неявно використовували
в основному для нормалiзованих класiв, алгебри еквiвалентностi яких
нескiнченновимiрнi (див. [27, 30,101] i посилання в цих джерелах).

Для побудови точних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь використа-
но методи лiївської та некласичної редукцiї. Лiївськi редукцiї проведе-
но за допомогою методу класифiкацiї редукцiй у нормалiзованому класi
диференцiальних рiвнянь вiдносно групи еквiвалентностi цього класу.
Технiка пiдбору оптимальних анзацiв для лiївської редукцiї дозволила
отримати унiфiкований вигляд редукованих рiвнянь. Для проведення не-
класичної редукцiї використано технiку класифiкацiї операторiв редукцiї
для диференцiальних рiвнянь з деякого класу з точнiстю до вiдношен-
ня еквiвалентностi на множинi операторiв редукцiї, породженого групою
еквiвалентностi цього класу.

Для вивчення локальних законiв збереження диференцiального рiв-
няння використовується вiдома технiка, що базується на поняттi харак-
теристики [8], розроблена О.М.Виноградовим [132]. Для квазiлiнiйних
еволюцiйних рiвнянь другого порядку достатньо розглядати характерис-
тики законiв збереження, що залежать тiльки вiд t, x та u: λ = λ(t, x, u)

(див. [103, наслiдок 2]).
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Роздiл 3

Групоїди еквiвалентностi класiв
узагальнених рiвнянь Бюргерса

У цьому роздiлi знайдено групоїди еквiвалентностi низки класiв узагаль-
нених рiвнянь Бюргерса.

У пiдроздiлi 3.1 розглянуто нормалiзованi надкласи, з яких зручно
починати дослiдження допустимих перетворень у класах узагальнених
рiвнянь Бюргерса.

Пiдроздiл 3.2 присвячено вивченню допустимих перетворень у класi
A
∣∣
{a6=0} лiнеаризовних узагальнених рiвнянь Бюргерса та двох його пiд-

класiв з вiдкалiброваним довiльним елементом. Також встановлено вiд-
повiднiсть мiж групоїдами еквiвалентностi цих класiв та вiдповiдних їм
класiв лiнiйних рiвнянь.

У пiдроздiлi 3.3 показано, як знання допустимих перетворень надкла-
су узагальнених рiвнянь Бюргерса допомагає описати допустимi пере-
творення у класi L

∣∣
S узагальнених рiвнянь Бюргерса зi змiнним коефi-

цiєнтом при другiй похiднiй. Знайдено групоїд еквiвалентностi та групу
еквiвалентностi класу L

∣∣
S .

Класичне рiвняння Бюргерса з довiльним сталим коефiцiєнтом як
окремий нормалiзований клас розглянуто в пiдроздiлi 3.4.

Пiдроздiл 3.5 присвячено не менш важливому з точки зору фiзичних
застосувань класу C

∣∣
S узагальнених рiвнянь Бюргерса у збережнiй фор-

мi. Його групоїд еквiвалентностi описано через зображення його як об’єд-
нання групоїдiв еквiвалентностi двох його неперетинних нормалiзованих
пiдкласiв, якi не пов’язано точковими перетвореннями.
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Аналогiчним чином — через розбиття на три нормалiзованi у рiзних
сенсах пiдкласи, якi не пов’язано точковими перетвореннями — у пiд-
роздiлi 3.6 дослiджено групоїд еквiвалентностi класу P

∣∣
S узагальнених

потенцiальних рiвнянь Бюргерса.

3.1. Нормалiзованi надкласи

Вiдомо, що t-компонента кожного точкового (i навiть контактного) пере-
творення мiж будь-якими двома фiксованими (1+1) -вимiрними еволю-
цiйними рiвняннями залежить тiльки вiд t [5,66]. Бiльш того, як доведе-
но в [63, лема 2], будь-яке точкове перетворення мiж двома рiвняннями
з класу

ut = F (t, x, u)uxx +G(t, x, u, ux), (3.1)

де F i G —довiльнi гладкi функцiї своїх аргументiв, причому F 6= 0, має
вигляд

t̃ = T (t), x̃ = X(t, x), ũ = U(t, x, u), TtXxUu 6= 0. (3.2)

Клас (3.1) є нормалiзованим [63] i будь-яке контактне перетворення мiж
рiвняннями з нього породжується деяким точковим перетворенням [104],
але вiн занадто широкий для узагальнених рiвнянь Бюргерса.

Доцiльно розглянути дещо вужчий клас E
∣∣
{F 6=0} рiвнянь

EF,H1, H0 : ut + F (t, x, u)uxx +H1(t, x, u)ux +H0(t, x, u) = 0, (3.3)

де коефiцiєнти F , H1 i H0 — довiльнi гладкi функцiї своїх аргументiв,
причому F 6= 0. Клас (3.3) є пiдкласом класу (3.1) i надкласом для
усiх класiв узагальнених рiвнянь Бюргерса, розглянутих у дисертацiй-
нiй роботi. Таким чином, будь-яке перетворення мiж двома фiксованими
рiвняннями як з класу (3.3), так i з кожного його пiдкласу задовольняє
обмеження (3.2).
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Щоб знайти загальний вигляд допустимих перетворень для кла-
су (3.3), запишемо довiльне рiвняння з цього класу в змiнних з хвилька-
ми: ũt̃ + F̃ ũx̃x̃ + H̃1ũx̃ + H̃0 = 0. У цьому рiвняннi замiнимо ũt̃, ũx̃ та ũx̃x̃
їхнiми виразами в термiнах змiнних без хвильок:

ũt̃ =
1

DtT

(
DtU −

DxU DtX

DxX

)
, ũx̃ =

DxU

DxX
,

ũx̃x̃ = Dx

(
DxU

DxX

)
.

(3.4)

Використавши пiдстановку ut = −Fuxx−H1ux−H0, переходимо на мно-
говид, визначений початковим рiвнянням. Результат розщеплюємо за uxx
та ux. Тут i далi «розщепленням рiвняння» називаємо такий прийом:
якщо система функцiй вiд змiнних, за якими проводиться розщеплення,
включаючи сталу функцiю 1, є системою лiнiйно незалежних функцiй,
розщеплюване рiвняння еквiвалентне системi рiвнянь, що утворюється
шляхом прирiвнювання кожного з коефiцiєнтiв розкладу цього рiвняння
за вказаною системою функцiй до нуля. Розв’язавши визначальнi рiв-
няння, виведенi таким способом, маємо

t̃ = T (t), x̃ = X(t, x),

ũ = U(t, x, u) = U 1(t, x)u+ U 0(t, x),

F̃ =
X2
x

Tt
F, H̃1 =

1

Tt

(
XxH

1 +XxxF − 2Xx
U 1
x

U 1
F +Xt

)
,

H̃0 = U 1H0 +
2UxU

1
x

TtU 1
F − 1

Tt

(
Ut + FUxx +H1Ux

)
,

(3.5)

де T = T (t), X = X(t, x), U 1 = U 1(t, x) та U 0 = U 0(t, x) — довiльнi глад-
кi функцiї своїх аргументiв, причому TtXxU

1 6= 0. Нiяких додаткових
рiвнянь (класифiкуючих умов) на довiльнi елементи при цьому не вини-
кає. Це означає, що всi допустимi перетворення в класi (3.3) породже-
но перетвореннями з вiдповiдної групи еквiвалентностi. Таким чином,
клас (3.3) нормалiзований. Щоб знайти загальний вигляд допустимих
перетворень у будь-якому пiдкласi класу (3.3), достатньо надати вiдпо-
вiдних значень довiльним елементам F , H1, H0 та F̃ , H̃1, H̃0.
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3.2. Лiнеаризовнi узагальненi рiвняння Бюргерса

Розглянемо найширший клас узагальнених рiвнянь Бюргерса, якi за до-
помогою перетворення Коула–Хопфа u = 2vx/v можна лiнеаризувати до
лiнiйних еволюцiйних рiвнянь другого порядку, що мають вигляд

vt + a(t, x)vxx + b(t, x)vx + c(t, x)v = 0, (3.6)

де коефiцiєнти a, b, c пробiгають множину гладких функцiй вiд (t, x),
причому a 6= 0. Позначимо цей клас A

∣∣
{a6=0}. Вiн складається з рiвнянь

вигляду

Aa,b,f : ut + auxx + (au+ ax + b)ux +
1

2
axu

2 + bxu+ f = 0,

де f = 2cx. Вищезгадану лiнеаризацiю неявно представлено в [50, с. 102,
вправа 3]. Клас A

∣∣
{a6=0} є пiдкласом класу (3.3), де довiльнi елементи ви-

значено як F = a,H1 = au+ax+b таH0 = axu
2/2+bxu+f . Пiдставивши

цi та вiдповiднi вирази з хвильками у рiвняння (3.5) i розщепивши ре-
зультат за u, отримаємо загальний вигляд допустимих перетворень мiж
двома рiвняннями з класу A

∣∣
{a6=0} та зв’язок мiж початковим i перетво-

реним довiльними елементами:

t̃ = T (t), x̃ = X(t, x), ũ =
1

Xx
u+ U 0(t, x),

ã =
X2
x

Tt
a, b̃ =

1

Tt

(
Xxb+Xxxa−X2

xU
0a+Xt

)
,

f̃ =
f

Tt
−
(
XxU

0b
)
x

Tt
+

(
XxU

0
)2 − 2

(
XxU

0
)
x

2Tt
ax +

+
XxU

0
(
XxU

0
)
x
−
(
XxU

0
)
xx

Tt
a−

(
XxU

0
)
t

Tt
,

(3.7)

де T = T (t), X = X(t, x) та U 0 = U 0(t, x) — довiльнi гладкi функцiї
своїх аргументiв i TtXx 6= 0. При цьому не виникає нiяких класифiкую-
чих умов, а зв’язок мiж довiльними елементами пов’язаний з точковим
перетворенням на всiй множинi довiльних елементiв. Отже, перетворен-
ня (3.7) утворюють звичайну групу еквiвалентностi класу A

∣∣
{a6=0} i цей

клас нормалiзований.
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3.2.1. Перший калiбрований пiдклас

Пiдiбравши перетворення вигляду (3.7), довiльнi елементи кла-
су A

∣∣
{a6=0} можна вiдкалiбрувати до простих фiксованих значень. Спо-

чатку вiдкалiбруємо a до значення a = 1, виконавши перетворення

t̃ = t sign a(t, x), x̃ =

∫
dx√
|a(t, x)|

, ũ = u.

Таким чином, отримаємо клас рiвнянь вигляду

ut + uxx + (u+ b)ux + bxu+ f = 0, (3.8)

де b = b(t, x) та f = f(t, x) — довiльнi гладкi функцiї. Кожне рiвнян-
ня (3.8) пов’язане перетворенням Коула–Хопфа з лiнiйним рiвнянням

vt + vxx + bvx +

(
1

2

∫
f dx

)
v = 0.

Групоїд еквiвалентностi класу (3.8) можна обчислити безпосередньо
або за допомогою пiдстановки a = ã = 1 у спiввiдношення (3.7). Вiн
породжується перетвореннями

t̃ = T (t), x̃ = ε
(√

Ttx+X0(t)
)
, ũ = ε

(
1√
Tt
u+ U 0(t, x)

)
,

b̃ = ε

(
b√
Tt

+
Ttt

T
3/2
t

x+
X0
t√
Tt
− U 0

)
,

f̃ = ε

(
f

T
3/2
t

−
(
U 0b
)
x

Tt
+
U 0U 0

x√
Tt
− U 0

t

Tt
− U 0

xx

Tt
− TttU

0

2T 2
t

)
,

(3.9)

де T = T (t), X0 = X0(t) та U 0 = U 0(t, x) — довiльнi гладкi функцiї,
причому Tt > 0, ε = ±1. Цi перетворення складають звичайну групу
еквiвалентностi класу (3.8), а тому цей клас нормалiзований.

3.2.2. Другий калiбрований пiдклас

Далi вiдкалiбруємо довiльний елемент b = b(t, x) до нуля за допомогою
перетворення

t̃ = t, x̃ = x, ũ = u+ b, f̃ = f − bt − bbx − bxx,
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що призведе до найпростiшої форми лiнеаризовних узагальнених рiвнянь
Бюргерса, що мiстить лише одну довiльну гладку функцiю f = f(t, x):

ut + uxx + uux + f = 0. (3.10)

Пiдставивши b = b̃ = 0 у спiввiдношення (3.9), знайдемо загальний ви-
гляд допустимих перетворень мiж рiвняннями вигляду (3.10). Всi їх по-
роджують перетворення з звичайної групи еквiвалентностi класу (3.10):

t̃ = T (t), x̃ = ε
(√

Ttx+X0(t)
)
,

ũ = ε

(
1√
Tt
u+

Ttt

2T
3/2
t

x+
X0
t

Tt

)
,

f̃ = ε

(
1

T
3/2
t

f +
3T 2

tt − 2TtTttt

4T
7/2
t

x+
X0
t Ttt −X0

ttTt
T 3
t

)
,

(3.11)

де T (t) та X0(t) — довiльнi гладкi функцiї, причому Tt > 0, i ε = ±1.
Тому клас (3.10) нормалiзований. Кожне рiвняння з цього класу пов’я-
зане перетворенням Коула–Хопфа з лiнiйним рiвнянням

vt + vxx +

(
1

2

∫
f dx

)
v = 0.

3.2.3. Зв’язок мiж групоїдами еквiвалентностi класiв
лiнеаризовних та вiдповiдних їм лiнiйних рiвнянь

Покажемо, що цим самим перетворенням Коула–Хопфа пов’язанi
й елементи групоїдiв еквiвалентностi лiнеаризовних та вiдповiдних їм
лiнiйних класiв. Групоїд еквiвалентностi класу лiнiйних рiвнянь (3.6) по-
роджено перетвореннями

t̃ = T (t), x̃ = X(t, x), ṽ = V 1(t, x)v + V 0(t, x),

ã =
X2
x

Tt
a, b̃ =

1

Tt

(
Xxb+Xxxa−

2XxV
1
x

V 1
a+Xt

)
,

c̃ =
1

Tt

(
c− V 1

x

V 1
b+

2
(
V 1
x

)2 − V 1V 1
xx(

V 1
)2 a− V 1

t

V 1

)
,

(3.12)
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де T = T (t), X = X(t, x), V 1 = V 1(t, x) та V 0 = V 0(t, x) — довiльнi
гладкi функцiї своїх аргументiв, що задовольняють умову невироджено-
стi TtXxV

1 6= 0 i класифiкуючу умову(
V 0

V 1

)
t

+ a

(
V 0

V 1

)
xx

+ b

(
V 0

V 1

)
x

+ c
V 0

V 1
= 0

(див. [102]). Це означає, що v = V 0/V 1 є розв’язком початкового рiвнян-
ня (3.6). Група еквiвалентностi G∼ класу (3.6) складається з перетворень
вигляду (3.12) з V 0 = 0. Клас (3.6) не нормалiзований, але вiн напiвнор-
малiзований, тому що кожне перетворення вигляду (3.12) можна iнтер-
претувати як композицiю перетворення лiївської симетрiї

v = v +
V 0

V 1

початкового рiвняння i деякого елемента з G∼, тобто перетворення ви-
гляду (3.12) з V 0 = 0.

Вiдповiднiсть мiж групоїдами (i групами) еквiвалентностi класiв (3.6)
i A
∣∣
{a6=0} встановлюється таким чином:

t̃ = t, x̃ = x,

ũ = 2
ṽx̃
ṽ

=
2

Xx

V 1vx + V 1
x v + V 0

x

V 1v + V 0
=

1

Xx

(
V 1u+ 2V 1

x

)
v + 2V 0

x

V 1v + V 0
.

Перетворення компоненти u записується в термiнах (t, x, u) тiльки
при V 0 = 0. У цьому випадку воно має вигляд

ũ =
1

Xx
u+

2V 1
x

XxV 1
, тобто U 0 =

2V 1
x

XxV 1
.

Обмеження на V 0 пов’язане iз загальним виглядом перетворень з групи
еквiвалентностi класу (3.6). Допустимi перетворення з V 0 6= 0 у кла-
сi (3.6) не мають вiдповiдникiв у групоїдi еквiвалентностi класу A

∣∣
{a6=0}.

Таким чином, напiвнормалiзованiсть класу (3.6) лiнiйних рiвнянь iнду-
кує нормалiзованiсть класу A

∣∣
{a 6=0} лiнеаризовних рiвнянь.
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3.3. Рiвняння Бюргерса зi змiнним коефiцiєнтом
при другiй похiднiй

Поклавши в (3.3) F = f(t, x), H1 = u та H0 = 0, отримаємо клас L
∣∣
S

узагальнених рiвнянь Бюргерса Lf : ut + uux + f(t, x)uxx = 0 з довiль-
ним ненульовим гладким змiнним коефiцiєнтом f = f(t, x) при другiй
похiднiй uxx Вигляд допустимих перетворень для цього класу можна
вивести безпосередньо або за допомогою пiдстановки F = f , F̃ = f̃ ,
H1 = u, H̃1 = ũ та H0 = H̃0 = 0 у спiввiдношення (3.5). Оскiльки всi
точковi перетворення мiж будь-якими двома фiксованими рiвняннями з
класу L

∣∣
S породжено перетвореннями з його звичайної групи еквiвалент-

ностi, цей клас нормалiзований.

Теорема 3.1. Клас L
∣∣
S нормалiзований у звичайному сенсi. Звичайна

група еквiвалентностi G∼ класу L
∣∣
S складається з перетворень

t̃ =
αt+ β

γt+ δ
, x̃ =

κx+ µ1t+ µ0

γt+ δ
,

ũ =
κ(γt+ δ)u− κγx+ µ1δ − µ0γ

αδ − βγ
,

(3.13)

f̃ =
κ2

αδ − βγ
f, (3.14)

де α, β, γ, δ, µ0, µ1 та κ — довiльнi сталi, визначенi з точнiстю до
ненульового множника, αδ − βγ 6= 0 та κ 6= 0.

Доведення. Зафiксуємо два довiльнi рiвняння з класу L
∣∣
S :

Lf : ut + uux + f(t, x)uxx = 0 та Lf̃ : ũt̃ + ũũx̃ + f̃(t̃, x̃)ũx̃x̃ = 0

i знайдемо всi точковi перетворення мiж ними, якi мають вигляд (2.1).
Для цього пiдставимо в Lf̃ замiсть змiнних з хвильками та похiдних їхнi
вирази через змiннi без хвильок, у тому числi (3.4). Отримана рiвнiсть
виконується для всiх розв’язкiв Lf . Тому, замiнивши ut на −uux − fuxx
(умова Lf [u] = 0), отримуємо рiвнiсть, яку можна розщепити за ux та
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uxx. Це дає систему визначальних рiвнянь для компонент перетворен-
ня T , X та U .

Обчислення можна спростити, врахувавши специфiчну структуру уза-
гальнених рiвнянь Бюргерса зi змiнним коефiцiєнтом при другiй похiд-
нiй, якi є квазiлiнiйними еволюцiйними рiвняннями другого порядку, тоб-
то лiнiйними за похiдною uxx. З огляду на [63, лема 1], кожне точкове
перетворення мiж рiвняннями Lf та Lf̃ є проектовним як на простiр
змiнної t, так i на простiр змiнних (t, x), тобто для його компонент ви-
конуються умови (3.2). Вигляд шуканих перетворень можна обмежити
ще сильнiше — до (3.5), якщо розглянути вужчий надклас E

∣∣
{F 6=0} кла-

су L
∣∣
S ; проте саме завдяки умовам (3.2) досягається помiтне спрощення

обчислень.
Визначальнi рiвняння пiсля спрощення мають вигляд

Uuu = 0, звiдки U = U 1(t, x)u+ U 0(t, x),

f̃ =
X2
x

Tt
f, U 1 =

Xx

Tt
, U 0 =

Xt

Tt
,

Xxx = 0, U1
t + U 0

x = 0, U0
t + fU 0

xx = 0.

Розв’язавши їх, знайдемо групоїд еквiвалентностi G∼ класу L
∣∣
S . Елемен-

ти G∼ визначаються рiвностями (3.13), де значення довiльного елемен-
та початкового та кiнцевого рiвняння пов’язанi спiввiдношенням (3.14)
для f̃ i f . Кожне перетворення змiнних (t, x, u) вигляду (3.13) вiдобра-
жає будь-яке рiвняння з класу L

∣∣
S у рiвняння з цього ж класу, а його

продовження на простiр (t, x, u, f), задане спiввiдношенням для f̃ i f , є
точковим перетворенням у просторi (t, x, u, f). Отже, такi продовження
перетворень з групоїда еквiвалентностi, утворенi за допомогою спiввiдно-
шення (3.14), складають групу еквiвалентностi G∼ класу L

∣∣
S . Оскiльки

будь-який елемент групоїда еквiвалентностi G∼ породжується перетво-
ренням з групи еквiвалентностi, цей клас нормалiзований.

Зв’язна компонента тотожного перетворення у групi G∼ визначається
системою нерiвностей αδ − βγ > 0 та κ > 0. З точнiстю до композицiй
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з неперервними перетвореннями еквiвалентностi та мiж собою, ця група
мiстить два незалежних дискретних перетворення еквiвалентностi:

(t, x, u, f)→ (t,−x,−u, f) та (t, x, u, f)→ (−t, x,−u,−f).

3.4. Класичнi рiвняння Бюргерса

Як закономiрну останню ланку в iєрархiї класiв узагальнених рiвнянь
Бюргерсарозглянемо клас {Lf | fx = ft = 0, f 6= 0}, що складається
з класичних рiвнянь Бюргерса Lc: ut+uux+cuxx = 0, параметризованих
ненульовою сталою c. Для будь-якого значення c максимальна алгебра
лiївської iнварiантностi рiвняння Lc є лiнiйною оболонкою векторних по-
лiв (1.1) [3], а його повну групу точкових симетрiй складають перетворен-
ня (1.2). Добре вiдомо [45,62], що перетворення Коула–Хопфа u = 2vx/v

лiнеаризує рiвняння Lc до рiвняння теплопровiдностi vt + cvxx = 0.
Цей клас є нормалiзованим у звичайному сенсi вiдносно групи еквiва-

лентностi G∼ класу L
∣∣
S i є орбiтою будь-якого свого елемента (напри-

клад, L−1) пiд дiєю пiдгрупи масштабних перетворень еквiвалентностi

{t̃ = αt, x̃ = x, ũ = α−1u, f̃ = α−1f | α 6= 0}.

3.5. Узагальненi рiвняння Бюргерса у збережнiй
формi

Клас C
∣∣
S узагальнених рiвнянь Бюргерса у збережнiй формi вигляду

Cf : ut + uux +
(
f(t, x)ux

)
x

= 0,

де f пробiгає множину ненульових гладких функцiй вiд (t, x), допускає
перетворення

t̃ = T (t), x̃ = κ
(√
|Tt|x+X0(t)

)
,

ũ = κ

(√
|Tt|
Tt

u+
Ttt
√
|Tt|

2T 2
t

x+
X0

Tt

)
, f̃ = κ2f,

(3.15)
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де κ — довiльна ненульова стала, а гладкi функцiї T та X0 вiд t з Tt 6= 0

задовольняють рiвняння√
|Tt|Tttfx + 2Tt(

√
|Tt|x+X0)tt − 2Ttt(

√
|Tt|x+X0)t = 0. (3.16)

(Для допустимих перетворень остання рiвнiсть у (3.15) дає зв’язок мiж
вихiдним i перетвореним довiльними елементами.) Рiвняння (3.16), роз-
щеплене за fx, призводить до обмежень Ttt = 0 i X0

tt = 0, якi разом
з (3.15) дають звичайнi точковi перетворення у просторi (t, x, u, f). Отже,
цi перетворення утворюють звичайну групу еквiвалентностi класу C

∣∣
S ,

але вони не породжують усi допустимi перетворення класу C
∣∣
S . Тому на

вiдмiну вiд попереднiх класiв, клас C
∣∣
S не є нормалiзованим. Для опи-

су його групоїда еквiвалентностi використаємо технiку знаходження усiх
максимальних умовних груп еквiвалентностi через розбиття класу на ма-
ксимальнi нормалiзованi пiдкласи, причому рiвняння з рiзних пiдкласiв
не пов’язанi точковими перетвореннями [95,101].

Твердження 3.2. Звичайна група еквiвалентностi класу C
∣∣
S складає-

ться з перетворень

t̃ = αt+ β, x̃ = κ(x+ µ1t+ µ0), ũ =
κ

α
(u+ µ1),

f̃ =
κ2

α
f,

(3.17)

де α, β, κ, µ1, µ0 — довiльнi сталi, причому α 6= 0 та κ 6= 0.

Це ж розщеплення за fx у рiвняннi (3.16) можна виконати для будь-
якого допустимого перетворення з fxxx 6= 0, що дозволяє стверджува-
ти нормалiзованiсть пiдкласу C1, виокремленого з класу C

∣∣
S нерiвнi-

стю fxxx 6= 0.

Твердження 3.3. Пiдклас C1 = {Cf | fxxx 6= 0} класу C
∣∣
S нормалiзо-

ваний у звичайному сенсi. Звичайна група еквiвалентностi пiдкласу C1

спiвпадає зi звичайною групою еквiвалентностi всього класу C
∣∣
S.

Розглянемо пiдклас C2 класу C
∣∣
S , визначений умовою квадратичностi

довiльного елемента f за змiнною x, тобто

C2 = {Cf | fxxx = 0, f 6= 0}.
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Його можна репараметризувати через зображення довiльного елемента f
у виглядi f = f 2(t)x2 + f 1(t)x + f 0(t), де f 0, f 1 та f 2 — довiльнi глад-
кi функцiї змiнної t, не рiвнi одночасно нулю. Групоїд еквiвалентностi
пiдкласу C2 ширший за обмеження групоїда еквiвалентностi класу C

∣∣
S

на цей пiдклас (що i призводить до ненормалiзованостi класу C
∣∣
S): всi

допустимi перетворення в цьому пiдкласi мають вигляд (3.15), де функцiї
T = T (t) та X0 = X0(t) задовольняють систему

4TtTttf
2 + 2TtTttt − 3T 2

tt = 0,√
|Tt|Tttf 1 + 2TtX

0
tt − 2TttX

0
t = 0,

де κ — довiльна ненульова стала. Хоча загальний розв’язок цiєї систе-
ми параметризований довiльними елементами f 1 i f 2 нелокально, йо-
го структура однакова для всiх значень параметрiв. Iншими словами,
пiдклас C2 допускає нетривiальну узагальнену розширену групу еквi-
валентностi i нормалiзований вiдносно цiєї групи. Означення та при-
клади узагальнених розширених груп еквiвалентностi див., наприклад,
у [48,63,101,128,129].

Твердження 3.4. Пiдклас C2 = {Cf | fxxx = 0, f 6= 0} класу C
∣∣
S норма-

лiзований в узагальненому розширеному сенсi. Узагальнена розширена
група еквiвалентностi пiдкласу C2 складається з перетворень

t̃ =
1

c0

∫ (
X1
)2

dt+ c3, x̃ = X1x+

∫ (
X1
)2
X2 dt+ c5,

ũ = c0

(
1

X1
u− c1

λ
x+X2

)
, f̃ = c0f,

де λ(t) = e2
∫
f2 dt, X1(t) =

(
c1

∫
dt

λ
+ c2

)−1

, X2(t) = c1

∫
f 1

λ
dt+ c4,

c0, . . . , c5 — довiльнi сталi, причому c0 6= 0 та (c1, c2) 6= (0, 0), а довiль-
ний елемент f має вигляд f = f 2(t)x2 + f 1(t)x+ f 0(t).

Твердження 3.5. Мiж рiвняннями з пiдкласiв C1 та C2 не iснує точ-
кових перетворень.
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Таким чином, твердження 3.2–3.5 вичерпно описують групоїд еквiва-
лентностi класу C

∣∣
S через його розбиття на нормалiзованi пiдкласи C1

та C2. З огляду на [101, роздiл 3.4] з цих тверджень також випливає, що
клас C

∣∣
S має в точностi двi максимальнi умовнi групи еквiвалентностi: це

група еквiвалентностi всього класу C
∣∣
S i узагальнена розширена група

еквiвалентностi пiдкласу C2.
Зауважимо, що перетин класiв C

∣∣
S i L

∣∣
S — це їхнiй пiдклас, що скла-

дається з рiвнянь з f = f(t). Як правило, таким рiвнянням придi-
ляють бiльше уваги завдяки їх виникненню у низцi фiзичних моделей
(див. [46,60,61,117,120,121], а також [4, роздiл 4]). Клас L

∣∣
S ∩C

∣∣
S норма-

лiзований вiдносно групи еквiвалентностi (3.13) усього класу L
∣∣
S . Спробу

виконати груповий аналiз класу L
∣∣
S ∩ C

∣∣
S зроблено в [47,133].

3.6. Узагальненi потенцiальнi рiвняння Бюргерса

Знайдемо групоїд еквiвалентностi та групу еквiвалентностi класу P
∣∣
S

(1+1) -вимiрних еволюцiйних рiвнянь другого порядку

Pf : vt + v2
x + f(t, x)vxx = 0, f 6= 0,

якi назвемо узагальненими потенцiальними рiвняннями Бюргерса. Ви-
користання цiєї назви обумовлено тим, що цей клас пов’язаний через
потенцiювання з двома класами узагальнених рiвнянь Бюргерса зi змiн-
ними коефiцiєнтами. По-перше, Pf є рiвнянням для потенцiалiв рiвняння

ut + 2uux +
(
f(t, x)ux

)
x

= 0

з тiєю ж функцiєю f 6= 0. Фактично, це рiвняння Cf , перемасштабоване
перетворенням ũ = 2u.

Для будь-якого значення довiльного елемента f простiр законiв збе-
реження вiдповiдного рiвняння Cf вигляду C

∣∣
S є одновимiрним i поро-

джується очевидним законом збереження з характеристикою 1. Отже,
вiдповiдна система для потенцiалiв має вигляд vx = u, vt = −u2 − fux,
що дає рiвняння Pf для потенцiалу v.
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Друга причина полягає в тому, що рiвняння Pf̂ (перепишемо йо-
го у змiнних з дашком: v̂t̂ + v̂2

x̂ + f̂(t̂, x̂)v̂x̂x̂ = 0, де f̂x̂x̂x̂ = 0)
пов’язане з рiвнянням для потенцiалiв рiвняння Lf , fxxx = 0,
з класу L

∣∣
S точковим перетворенням, оберненим до перетворення

t̂ = 1
2

∫
λ dt, x̂ = λx +

∫
f 1λ dt, v̂ = v, де f̂(t̂, x̂) = 2λf(t, x) та

f 1 = fx − xfxx є функцiєю лише вiд t; див. рiвняння (4.51).
Взагалi кажучи, подальша потенцiалiзацiя рiвнянь з класу P

∣∣
S немо-

жлива, оскiльки будь-яке рiвняння Pf з f 6= const не має жодних нену-
льових законiв збереження. Водночас рiвняння зi сталими значеннями
довiльного елемента f є сингулярними в класi P

∣∣
S з точки зору зако-

нiв збереження i симетрiйних (трансформацiйних) властивостей, i вони
утворюють орбiту потенцiального рiвняння Бюргерса P−1.

Добре вiдомо, що для кожного рiвняння Pf з f = const його мак-
симальна алгебра лiївської iнварiантностi нескiнченновимiрна [8, при-
клад 2.42]. Його простiр законiв збереження також нескiнченновимiрний
i породжується законами збереження з характеристиками µ = ψ exp( v

2f ),
де параметр-функцiя ψ = ψ(t, x) пробiгає множину розв’язкiв лiнiйно-
го рiвняння теплопровiдностi ψt = fψxx [99]. Це пояснюється тим, що
рiвняння Pf з f = const можна лiнеаризувати замiною ṽ = ev/f до обер-
неного рiвняння теплопровiдностi ṽt + fṽxx = 0. Бiльш того, це суттєво
ускладнює структуру групоїда еквiвалентностi цiлого класу P

∣∣
S , див.

твердження 3.7 нижче, та робить розгляд цiкавим.
Групоїд еквiвалентностi класу P

∣∣
S має досить складну структуру.

Опишемо його шляхом розбиття всього класу на три такi неперетиннi
нормалiзованi пiдкласи, для яких не iснує точкових перетворень, що по-
в’язували б рiвняння з рiзних пiдкласiв. Вiдповiднi результати вичерпно
описано наступною низкою тверджень, якi зручно спочатку сформулю-
вати, а потiм довести, оскiльки значна частина громiздких обчислень,
необхiдних для цих доведень, є спiльною для них. Порiвняння групоїдiв
еквiвалентностi класiв P

∣∣
S , C

∣∣
S та L

∣∣
S , що пов’язанi мiж собою, прове-

дено у висновках до роздiлу.
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Твердження 3.6. Звичайна група еквiвалентностi G∼pot класу P
∣∣
S

складається з перетворень

t̃ = αt+ β, x̃ = κ(x+ µ1t+ µ0),

ṽ =
κ2

α

(
v +

µ1

2
x+

µ2
1

4
t+ ν

)
, f̃ =

κ2

α
f,

(3.18)

де α, β, κ, µ1, µ0, ν — довiльнi сталi, причому α 6= 0 та κ 6= 0.
Узагальнена розширена група еквiвалентностi цього класу спiвпадає

з його звичайною групою еквiвалентностi.

Твердження 3.7. Пiдклас P3 = {Pf | f = const} класу P
∣∣
S норма-

лiзований в узагальненому сенсi. Узагальнена група еквiвалентностi
пiдкласу P3 складається з перетворень

t̃ =
αt+ β

γt+ δ
, x̃ = κ

x+ µ1t+ µ0

γt+ δ
,

ṽ =
κ2f

αδ − βγ
ln
∣∣F 1
(
ev/f + F 0

)∣∣, f̃ =
κ2

αδ − βγ
f,

(3.19)

де α, β, γ, δ, κ, µ1, µ0 — довiльнi сталi, причому αδ−βγ 6= 0 та κ 6= 0,
набiр (α, β, γ, δ, κ) визначений з точнiстю до ненульового множника,

F 1 =


k
√
|γt+ δ| exp

(
−(γx− µ1δ + µ0γ)2

4fγ(γt+ δ)

)
, γ 6= 0,

k exp
2µ1x+ µ2

1t

4f
, γ = 0,

(3.20)

k — ненульова стала, F 0 є розв’язком лiнiйного рiвняння F 0
t +fF 0

xx = 0.

Звичайна група еквiвалентностi пiдкласу P3 спiвпадає з G∼pot, але його
узагальнена група еквiвалентностi є дещо ширшою. Таким чином, пiд-
клас P3 не є нормалiзованим у звичайному сенсi. Бiльш того, з цього
також випливає, що в пiдкласi P3 iснують допустимi перетворення, якi
не породжуються групою G∼pot, що є узагальненою розширеною групою
еквiвалентностi класу P

∣∣
S . Це означає, що клас P

∣∣
S не є нормалiзованим

в жодному сенсi.
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Твердження 3.7 показує, що для будь-якої сталої f 6= 0 у рiвняння Pf
iснують досить складнi точковi перетворення симетрiї, що не пов’язанi
з перетвореннями еквiвалентностi класу P

∣∣
S ; пiдставивши κ2 = αδ − βγ

у (3.19), можна вивести вигляд перетворень симетрiї Pf i перевiрити
цей факт. Також неважко перевiрити, що будь-яке допустиме перетво-
рення в пiдкласi P3 породжується композицiєю перетворення симетрiї
вiдповiдного початкового рiвняння i перетворення з групи G∼pot. Iнакше
кажучи, пiдклас P3 є напiвнормалiзованим у звичайному сенсi. Це на-
слiдок того факту, що пiдклас P3 складається з єдиної орбiти будь-якого
рiвняння з P3 за його звичайною групою еквiвалентностi G∼pot, див. до-
ведення [37, твердження 2].

Твердження 3.8. Пiдклас P1 = {Pf | fxxx 6= 0} класу P
∣∣
S нормалiзо-

ваний у звичайному сенсi. Звичайна група еквiвалентностi пiдкласу P1

спiвпадає зi звичайною групою еквiвалентностi G∼pot всього класу P
∣∣
S

i, таким чином, визначається рiвностями (3.18).

Хоча клас P
∣∣
S не є нормалiзованим, його можна розбити на три пiд-

класи, що є нормалiзованими (у певному сенсi), а саме — P1, P3 та до-
повнення їхнього об’єднання P2 = P1 ∪ P3. Пiдклас P1, виокремлений
з класу P

∣∣
S обмеженням fxxx = 0, має складнi трансформацiйнi власти-

востi i не є нормалiзованим. Однак, виключивши з P1 невеликий пiд-
клас P3, отримаємо нормалiзований пiдклас P2.

Твердження 3.9. Пiдклас P2 = {Pf | fxxx = 0, f 6= const} класу P
∣∣
S

нормалiзований в узагальненому розширеному сенсi. Його узагальнена
розширена група еквiвалентностi складається з перетворень вигляду

t̃ =
1

c0

∫ (
X1
)2

dt+ c3,

x̃ = X1x+

∫ (
X1
)2
X2 dt+ c5,

ṽ = c0

(
v − c1

4

X1

λ
x2+

X1X2

2
x+

∫ (
(X1X2)2

4
+
c1

2

f 0

λ
X1

)
dt

)
+ c6,

f̃ = c0f,

(3.21)
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де λ(t) = e2
∫
f2 dt, X1(t) =

(
c1

∫
dt

λ
+ c2

)−1

, X2(t) = c1

∫
f 1

λ
dt+ c4,

c0, . . . , c6 — довiльнi сталi, причому c0 6= 0 та (c1, c2) 6= (0, 0), а довiль-
ний елемент f має вигляд f = f 2(t)x2 + f 1(t)x+ f 0(t).

Звичайна група еквiвалентностi пiдкласу P2 також спiвпадає з G∼pot,
але вона не породжує всiх допустимих перетворень в цьому пiдкласi.

Зауваження 3.10. Щоб представити узагальнену розширену групу
еквiвалентностi пiдкласу P2, можна використати два пiдходи. З одно-
го боку, якщо розглядати функцiю f як єдиний довiльний елемент пiд-
класу P1, потрiбно в явному виглядi виразити коефiцiєнти f 2, f 1 та f 0

многочлена f = f 2(t)x2 + f 1(t)x+ f 0(t) у термiнах функцiї f та її похiд-
них, тобто

f 2 =
1

2
fxx, f 1 = fx − xfxx, f 0 = f +

x2

2
fxx − xfx,

i пiдставити цi вирази у (3.21). З iншого боку, можна припустити, що три
функцiї f 2, f 1 i f 0 (або, наприклад, λ, f 1 та f 0) є довiльними елементами
класу P

∣∣
S i виконати репараметризацiю цього класу. Зокрема, рiвняння

f̃ = c0f потрiбно було б переписати у виглядi f̃ 2(t̃)x̃2 + f̃ 1(t̃)x̃ + f̃ 0(t̃) =

= c0

(
f 2(t)x2 + f 1(t)x+ f 0(t)

)
, i тодi його можна було б розщепити за x,

щоб вивести явнi вирази для f̃ 2, f̃ 1 i f̃ 0 в термiнах f 2, f 1 i f 0. Але тут
репараметризацiю не використано, а λ слугує тiльки позначенням.

Зауваження 3.11. Зауважимо, що в випадку, коли f 2 = 0 (тобто f =

= f 1(t)x+f 0(t)), маємо λ = 1. Отже, вирази (3.21) пiсля перепозначення
сталих набувають вигляду

t̃ =
αt+ β

γt+ δ
, x̃ =

κ(x+ ν∆−1(αt+ β))

γt+ δ
+ γκ

∫
I dt

(γt+ δ)2
+ c4,

ṽ =
κ2

∆

(
v − γx2+2(γI+ν)x

4(γt+ δ)
+

1

4

∫ (
γI+ν

γt+δ

)2

dt+
γ

2

∫
f 0 dt

γt+ δ

)
+ c5,

f̃ =
κ2

∆
f,
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де I :=
∫
f 1 dt, ∆ := αδ − βγ 6= 0 i набiр (α, β, γ, δ, κ) визначений з точ-

нiстю до ненульового множника. Подальшi спрощення можливi, якщо
f 1 = 0.

Твердження 3.12. Мiж будь-якими двома рiвняннями з рiзних пiд-
класiв P1, P2 або P3 класу P

∣∣
S не iснує точкових перетворень.

Твердження 3.12 завершує опис групоїда еквiвалентностi класу P
∣∣
S ,

див. [101, роздiл 3.4].
Доведемо сформульованi твердження. Розглянемо два довiльних рiв-

няння з класу P
∣∣
S :

Pf : vt + v2
x + fvxx = 0,

Pf̃ : ṽt̃ + ṽ2
x̃ + f̃ ṽx̃x̃ = 0

i запишемо точкове перетворення мiж цими рiвняннями. З огляду на [63,
лема 1] цi перетворення мають вигляд

t̃ = T (t), x̃ = X(t, x), ṽ = V (t, x, v),

де TtXxVv 6= 0. Виразивши в рiвняннi з хвильками всi змiннi та їхнi
похiднi, тобто

ṽt̃ =
1

Tt

(
Vt + Vvvt −

Vx + VvvxXt

Xx

)
,

ṽx̃ =
Vx + Vvvx

Xx
,

ṽx̃x̃ =
Vxx + 2Vvxvx + Vvvv

2
x + Vvvxx

(Xx)2
− XxxVx +XxxVvvx

(Xx)3
,

в термiнах змiнних без хвильок i перейшовши на многовид, визначений
рiвнянням Pf шляхом пiдстановки vt = −v2

x−fvxx, розщепимо результат
за похiдними функцiї v. Це дасть вираз для перетворення довiльного
елемента

f̃ =
(Xx)

2

Tt
f (3.22)
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i класифiкуючi умови

(Vv)
2 − (Xx)

2

Tt
Vv + f

(Xx)
2

Tt
Vvv = 0, (3.23)

2VxVv −
XtXx

Tt
Vv + 2f

(Xx)
2

Tt
Vxv − f

XxXxx

Tt
Vv = 0, (3.24)

Vt
(Xx)

2

Tt
− XtXx

Tt
Vx + (Vx)

2 + f
(Xx)

2

Tt
Vxx − f

XxXxx

Tt
Vx = 0. (3.25)

Щоб знайти звичайну групу еквiвалентностi класу P
∣∣
S , потрiбно ва-

рiювати f i розщепити рiвняння (3.23)–(3.25) вiдносно цiєї функцiї.
Розв’язання отриманої системи визначальних рiвнянь доводить твер-
дження 3.6.

Продовжимо аналiзувати рiвняння (3.23)–(3.25) з метою подальшо-
го дослiдження трансформацiйних властивостей класу P

∣∣
S . Iнтегрую-

чи (3.23) отримаємо, V = f̃ ln
∣∣F 1(t, x)(ev/f + F 0(t, x))

∣∣, де F 1 та F 0 —
гладкi функцiї своїх аргументiв та F 1(t, x) 6= 0, оскiльки Vv 6= 0. Iснує
два суттєво рiзнi випадки для допустимих перетворень класу P

∣∣
S зале-

жно вiд того, чи F 0(t, x) = 0.

В припущеннi F 0 6= 0 функцiї 1, ev/f , vev/f , ln |F 1(ev/f + F 0)|
та ln |F 1(ev/f + F 0)|ev/f є лiнiйно незалежними як функцiї вiд v над
кiльцем гладких функцiй вiд (t, x). Пiдставивши отриманi вирази для
V у рiвняння (3.24) i розщепивши його за згаданими вище функцiями,
отримаємо fx = 0 та Xxx = 0, таким чином можна виразити x у ви-
глядi X = X1(t)x + X0(t), X1 6= 0. В цей самий спосiб з визначальних
рiвнянь (3.25) маємо

ft = 0, 2X1
t =

Ttt
Tt
X1, 2fX1F 1

x = (X1
t x+X0

t )F 1,

X1(F 1
t + fF 1

xx) = (X1
t x+X0

t )F 1
x ,

X1
(
(F 1F 0)t + f(F 1F 0)xx

)
= (X1

t x+X0
t )(F 1F 0)x,

де останнi три рiвняння вже спрощено з огляду на умову f = const.
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Iнтегруючи друге i третє рiвняння, отримаємо

Tt = c0

(
X1
)2
, F 1 = K(t) exp

(
X1
t x

2 + 2X0
t x

4fX1

)
,

де c0 — ненульова стала, K — ненульова гладка функцiя вiд t, яку по-
трiбно визначити. Таким чином, четверте рiвняння набуває вигляду

Kt

K
=− X1

4f

(
X1
t

(X1)2

)
t

x2 − X1

2f

(
X0
t

(X1)2

)
t

x+

+
1

4f

(
X0
t

X1

)2

− X1
t

2X1
.

(3.26)

Оскiльки вiдношення Kt/K в лiвiй частинi є функцiєю вiд t, можна зро-
бити висновок, що коефiцiєнти перед x та x2 в правiй частинi цього рiв-
няння дорiвнюють нулю. В результатi X1, X0 та T мають вигляд

X1(t) =
κ

γt+ δ
, X0(t) = κ

µ1t+ µ0

γt+ δ
, T (t) =

αt+ β

γt+ δ
,

де α, β, γ, δ, µ0, µ1 та κ — довiльнi сталi, що задовольняють умови
твердження 3.7. Тодi рiвняння (3.26) можна переписати у виглядi

Kt

K
=

(µ1δ − µ0γ)2

4f(γt+ δ)2
+

γ

2(γt+ δ)

i проiнтегрувати. Його загальний розв’язок

K =


k
√
|γt+ δ| exp

(
−(µ1δ − µ0γ)2

4fγ(γt+ δ)

)
, γ 6= 0,

k exp

(
µ2

1

4f
t

)
, γ = 0,

де стала k 6= 0. Таким чином, F 1 має вигляд (3.20), F 0 є розв’язком
рiвняння F 0

t + fF 0
xx = 0, а тому твердження 3.7 доведено.

Якщо F 0 = 0, функцiю V можна записати у виглядi

V =
(Xx)

2

Tt
v + V 0,
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де V 0 є гладкою функцiєю вiд (t, x), яку можна виразити в термiнах F 1

(точний вираз тут не суттєвий). Рiвняння (3.23) стає тотожнiстю. Розще-
пивши рiвняння (3.24)–(3.25) за v, отримаємо рiвняння, якi послiдовно
iнтегруємо i вiдразу враховуємо в наступних рiвняннях:

Xxx = 0, а тому X = X1(t)x+X0(t),

2X1
t Tt −X1Ttt = 0, звiдки

(
X1
)2

= c0Tt, (3.27)

V 0
x =

X1

2Tt
(X1

t x+X0
t ), тобто V 0 = c0

(
X1
t

4X1
x2 +

X0
t

2X1
x+ V 00(t)

)
,(

X1X1
tt − 2(X1

t )2
)
x2 + 2

(
X1X0

tt − 2X1
tX

0
t

)
x+

+ 2X1X1
t f + 4c0TtV

00
t − (X0

t )2 = 0.
(3.28)

Тут X0, X1 i V 00 — гладкi функцiї змiнної t, а c0 — ненульова стала.
Якщо fxxx 6= 0, то функцiї 1, x, x2 та f є лiнiйно незалежними як

функцiї вiд x над кiльцем гладких функцiй вiд t. Отже, останнє рiвняння
системи (3.28) можна розщепити за цими функцiями. Iнтегруючи повну
систему його наслiдкiв, отримуємо:

X1 = κ, X0 = κ(µ1t+ µ0), T (t) = αt+ β,

V =
κ2

α

(
v +

µ1

2
x+

µ2
1

4
t+ ν

)
, f̃ =

κ2

α
f,

де α := κ2/c0, β, µ1, µ0, ν та κ — довiльнi сталi, причому ακ 6= 0. Таким
чином, твердження 3.8 доведено.

У випадку fxxx = 0 подамо f у виглядi f = f 2(t)x2 + f 1(t)x + f 0(t),
де f 2, f 1 та f 0 — гладкi функцiї вiд t, а останнє рiвняння (3.28) пiсля
розщеплення за x дасть(

X1
t

X1

)
t

=

(
X1
t

X1

)2

− 2f 2X
1
t

X1
,

(
X0
t

(X1)2

)
t

= −f 1 X1
t

(X1)2
,

V 00
t =

1

4

((
X1
t

X1

)2

− 2f 0X
1
t

X1

)
.

Цi рiвняння можна проiнтегрувати в квадратурах, а вигляд функцiї T
знаходиться з другого рядка (3.28), що доводить твердження 3.9.
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Як випливає з (3.22) i другого рядка (3.28), при кожному перетвореннi
з класу P

∣∣
S довiльний елемент f перетворюється за законом f̃ = c0f , де

c0 — ненульова стала. Результат перетворення змiнної t залежить тiльки
вiд t, а результат перетворення x є лiнiйним за x. Отже, тi обмеження,
якi виокремлюють пiдкласи P1, P2 та P3 (тобто fxxx 6= 0; fxxx = 0

та f 6= const; f = const вiдповiдно), не порушуються при виконаннi
будь-якого допустимого перетворення у класi P

∣∣
S . Цим самим доведено

твердження 3.12.

Зауваження 3.13. Групу еквiвалентностi пiдкласу деякого класу дифе-
ренцiальних рiвнянь називають умовною групою еквiвалентностi всього
класу [95, 101]. Тiльки максимальнi умовнi групи еквiвалентностi є сут-
тєвими [101, означення 7]. Таким чином, твердження 3.7 i 3.9 означають,
що клас P

∣∣
S допускає нетривiальнi умовнi групи еквiвалентностi (в уза-

гальненому або узагальненому розширеному сенсi), пов’язанi з пiдкла-
сами P2 та P3. Додатково беручи до уваги результати [101, роздiл 3.4]
i твердження 3.12, можна також стверджувати, що максимальнi умовнi
групи еквiвалентностi класу P

∣∣
S вичерпуються згаданими вище умовни-

ми групами еквiвалентностi i групою еквiвалентностi всього класу P
∣∣
S .

Зауваження 3.14. Будь-яке контактне допустиме перетворення мiж
двома рiвняннями з класу P

∣∣
S є першим продовженням певного точко-

вого перетворення мiж цими рiвняннями [103, твердження 2], [131, роз-
дiл 2]. Це i є причиною того, що задача опису контактних перетворень
у класi P

∣∣
S зводиться до задачi опису його точкових перетворень. Та-

ким чином, знання (точкового) групоїда еквiвалентностi класу P
∣∣
S дає

вичерпний опис його контактного групоїда еквiвалентностi.

Зауваження 3.15. Пiдклас P3 є насправдi орбiтою рiвняння P−1 з цього
пiдкласу, яке є рiвнянням для потенцiалiв рiвняння Бюргерса L−1. Не-
тривiальнiсть групи еквiвалентностi пiдкласу P3 є вiдображенням склад-
ностi групи точкових симетрiй потенцiального рiвняння Бюргерса з кла-
су P

∣∣
S з довiльною сталою f . Разом з тим, група еквiвалентностi кла-
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су P
∣∣
S , яка спiвпадає зi звичайною групою еквiвалентностi пiдкласу P1,

є досить простою.

3.7. Висновки

У цьому роздiлi знайдено групоїди еквiвалентностi низки нормалiзова-
них класiв узагальнених рiвнянь Бюргерса.

Разом з найбiльш загальним класом A
∣∣
{a6=0} узагальнених рiвнянь

Бюргерса, якi лiнеаризуються перетворенням Коула–Хопфа, розглянуто
два його пiдкласи, отриманi шляхом калiбрування довiльного елемента.
При цьому калiбрування вибрано таким чином, щоб обидва цi пiдкла-
си були нормалiзованими. Встановлено зв’язок мiж групоїдами еквiва-
лентностi класу A

∣∣
{a6=0} лiнеаризовних узагальнених рiвнянь Бюргерса

i класу лiнiйних однорiдних рiвнянь (3.6) через перетворення Коула–
Хопфа. З огляду на принцип лiнiйної суперпозицiї, який справедливий
для розв’язкiв лiнiйних рiвнянь, клас (3.6) має ширшу множину допусти-
мих перетворень, нiж клас A

∣∣
{a6=0}. Перетворення, пов’язанi з лiнiйною

суперпозицiєю, залежать вiд довiльного елемента вiдповiдного початко-
вого рiвняння. Ця обставина порушує нормалiзованiсть класу (3.6), проте
цей клас напiвнормалiзований у звичайному сенсi (див. означення напiв-
нормалiзованих класiв у [102]). Разом з тим принцип лiнiйної суперпози-
цiї не має вiдповiдника серед точкових перетворень лiнеаризовних рiв-
нянь (для лiнеаризовних рiвнянь не iснує точкових перетворень, пов’я-
заних з лiнiйною суперпозицiєю). Тому нормалiзованiсть класу A

∣∣
{a6=0}

нiчим не порушено.
У пiдроздiлi 3.3 показано, як з вигляду допустимих перетворень класу
E
∣∣
{F 6=0} можна отримати допустимi перетворення у класi L

∣∣
S узагаль-

нених рiвнянь Бюргерса зi змiнним коефiцiєнтом при другiй похiднiй.
Знайденi у теоремi 3.1 групоїд еквiвалентностi та (звичайна) група еквi-
валентностi G∼ цього класу будуть використанi при його розширеному
груповому аналiзi у роздiлi 4. Оскiльки клас L

∣∣
S нормалiзований у зви-
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чайному сенсi, вiн не допускає жодних нетривiальних узагальнень групи
еквiвалентностi i його єдиною максимальною умовною групою еквiва-
лентностi є сама група G∼.

Групоїд еквiвалентностi ненормалiзованого класу C
∣∣
S узагальнених

рiвнянь Бюргерса у збережнiй формi описано як об’єднання групо-
їдiв еквiвалентностi двох його неперетинних нормалiзованих пiдкласiв:
C1 = {Cf | fxxx 6= 0}, що нормалiзований у звичайному сенсi вiдносно
групи еквiвалентностi всього класу C

∣∣
S , та C

2 = {Cf | fxxx = 0}, що
нормалiзований в узагальненому розширеному сенсi; причому рiвняння
з рiзних пiдкласiв не пов’язанi мiж собою точковими перетвореннями.

Щоб описати групоїд еквiвалентностi класу P
∣∣
S , також застосовано

технiку, яка ґрунтується на розбиттi класу P
∣∣
S на нормалiзованi пiд-

класи:

• P1 = {Pf | fxxx 6= 0}, що є нормалiзованим у звичайному сенсi
вiдносно групи еквiвалентностi всього класу;

• P2 = {Pf | fxxx = 0, f 6= const}, що нормалiзований в узагальнено-
му розширеному сенсi;

• P3 = {Pf | f = const}, що нормалiзований в узагальненому сенсi.

Рiвняння з цих трьох пiдкласiв також не пов’язанi мiж собою точковими
перетвореннями.

Групоїди еквiвалентностi класiв P
∣∣
S та C

∣∣
S мають подiбну структуру.

Твердження 3.6, 3.8, 3.9 та 3.12 є аналогами тверджень 3.2, 3.3, 3.4 та 3.5
вiдповiдно. Це частково встановлює вiдповiднiсть мiж максимальними
умовними групами еквiвалентностi цих класiв, або, що те саме, групами
еквiвалентностi (пiдходящого типу) їхнiх пiдкласiв, за винятком пiдкла-
су P3 класу P

∣∣
S , який не має аналога в класi C

∣∣
S .

Перетин класiв C
∣∣
S i L

∣∣
S , який є їхнiм пiдкласом i складається з рiв-

нянь вигляду ut+uux+f(t)uxx = 0, де f 6= 0, успадковує трансформацiй-
нi властивостi класу L

∣∣
S , але не класу C

∣∣
S . Цей пiдклас також нормалiзо-

ваний у звичайному сенсi i має ту ж саму групу еквiвалентностi G∼, що
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i весь клас L
∣∣
S . Звуження узагальненої розширеної групи еквiвалент-

ностi пiдкласу C2, наведеної в твердженнi 3.4, на пiдмножину значень
довiльного елемента f , що не залежать вiд x, також спiвпадає з G∼.

Звичайна група еквiвалентностi класу L
∣∣
S бiльш складна, нiж зви-

чайнi групи еквiвалентностi класiв P
∣∣
S i C

∣∣
S , оскiльки вона додатково

мiстить конформнi перетворення. З точки зору допустимих перетворень
ситуацiя зовсiм iнша. Групоїд еквiвалентностi класу L

∣∣
S має найпростiшу

структуру з усiх можливих, оскiльки цей клас є нормалiзованим вiдносно
його скiнченновимiрної звичайної групи еквiвалентностi, що, очевидно,
не так у випадку класiв P

∣∣
S i C

∣∣
S . Пiдкласи рiвнянь з fxxx = 0 є спе-

цiальними у цих двох класах, але при цьому аналогiчний пiдклас нiяк
не виокремлюються з класу L

∣∣
S своїми допустимими перетвореннями.

Водночас, саме рiвняння з fxxx = 0 є особливими з точки зору законiв
збереження у класi L

∣∣
S .

Результати роздiлу 3 опублiковано в роботах [12,87,91–93].
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Роздiл 4

Клас узагальнених рiвнянь Бюргерса
зi змiнним коефiцiєнтом при другiй похiднiй

У цьому роздiлi проведено розширений симетрiйний аналiз класу L
∣∣
S

узагальнених рiвнянь Бюргерса зi змiнним коефiцiєнтом при другiй по-
хiднiй

Lf : ut + uux + f(t, x)uxx = 0 (4.1)

з довiльним елементом f , що є ненульовою гладкою функцiєю вiд t та x,
групоїд еквiвалентностi якого описано в теоремi 3.1. Цей клас нормалi-
зований, а його група еквiвалентностi G∼, знайдена в тiй же теоремi,
є скiнченновимiрною. Обидва цi факти мають неабияке значення для
спрощення всього процесу групової класифiкацiї класу L

∣∣
S , а також для

проведення редукцiй рiвнянь з цього класу — як лiївських, так i некла-
сичних.

Пiдроздiл 4.1 цього роздiлу присвячено опису структури алгебри еквi-
валентностi g∼ класу L

∣∣
S та алгебри g, що є проекцiєю алгебри g∼ на

простiр змiнних (t, x, u). У пiдроздiлi 4.2 алгебраїчним методом розв’яза-
но задачу групової класифiкацiї для класу L

∣∣
S . Процедура класифiкацiї

ґрунтується на складеннi списку G∼-нееквiвалентних пiдалгебр алгеб-
ри g, придатних як максимальнi алгебри лiївської iнварiантностi деяких
рiвнянь з класу L

∣∣
S . Побудовi iнварiантних розв’язкiв рiвнянь з кла-

су L
∣∣
S присвячено пiдроздiл 4.3, де також прокласифiковано прихованi

симетрiї таких рiвнянь, що виникають з лiївських редукцiй до звичай-
них диференцiальних рiвнянь. У пiдроздiлi 4.4 вичерпно описано опера-
тори редукцiї рiвнянь з класу L

∣∣
S . Нагадаємо, що оскiльки цi рiвняння
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є еволюцiйними, множина їхнiх операторiв редукцiї природним чином
розбивається на двi пiдмножини — сингулярних та регулярних опера-
торiв редукцiї — залежно вiд того, чи дорiвнює нулю компонента, що
вiдповiдає часовiй змiннiй [67]. Бiльш цiкавими для класу L

∣∣
S є регу-

лярнi оператори редукцiї, вивченню яких i присвячено основну частину
пiдроздiлу 4.4. Предметом дослiдження у пiдроздiлi 4.5 є закони збере-
ження, потенцiальнi допустимi перетворення, потенцiальнi перетворення
еквiвалентностi i потенцiальнi симетрiї рiвнянь з класу L

∣∣
S .

4.1. Аналiз структури алгебри еквiвалентностi

Клас L
∣∣
S нормалiзований, тобто будь-яке допустиме перетворення цьо-

го класу породжується перетворенням з його групи еквiвалентностi G∼,
наведеної у теоремi 3.1.

В якостi базисних елементiв алгебри еквiвалентностi g∼ класу L
∣∣
S ви-

беремо векторнi поля

P̃ t = ∂t, P̃ x = ∂x, D̃t = t∂t−u∂u−f∂f , D̃x = x∂x + u∂u + 2f∂f ,

Γ̃ = t∂x + ∂u, Π̃ = t2∂t + tx∂x + (x− tu)∂u.

Їм вiдповiдають наступнi однопараметричнi перетворення з групи еквi-
валентностi G∼:

P̂ t(β) : t̃ = t+ β, x̃ = x, ũ = u, f̃ = f,

P̂ x(µ0) : t̃ = t, x̃ = x+ µ0, ũ = u, f̃ = f,

D̂t(α) : t̃ = αt, x̃ = x, ũ =
1

α
u, f̃ =

1

α
f,

D̂x(κ) : t̃ = t, x̃ = κx, ũ = κu, f̃ = κ2f,

Γ̂(µ1) : t̃ = t, x̃ = x+ µ1t, ũ = u+ µ1, f̃ = f,

Π̂(γ) : t̃ =
t

1 + γt
, x̃ =

x

1 + γt
, ũ = (1 + γt)u− γx, f̃ = f.
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Цi перетворення неважко вивести з теореми 3.1, надаючи усiм сталим
(крiм однiєї, яка присутня у перетвореннi) значень, що вiдповiдають то-
тожному перетворенню:

α = 1, β = 0, γ = 0, δ = 1, κ = 1, µ1 = 0, µ0 = 0.

Алгебру еквiвалентностi g∼ можна знайти безпосередньо iнфiнiтези-
мальним методом Лi — у такий же спосiб, що й оператори лiївської си-
метрiї окремого диференцiального рiвняння [1,7]. Але насправдi в цьому
немає потреби, оскiльки, знаючи повну групу еквiвалентностi G∼, ал-
гебру g∼ можна побудувати як множину iнфiнiтезимальних генераторiв
однопараметричних пiдгруп групи еквiвалентностi G∼, див. [70].

Проекцiя g алгебри g∼ на простiр (t, x, u) є лiнiйною оболонкою базис-
них елементiв

P t = ∂t, P x = ∂x, Dt = t∂t − u∂u, Dx = x∂x + u∂u,

Γ = t∂x + ∂u, Π = t2∂t + tx∂x + (x− tu)∂u.

Кожна з алгебр g∼ i g є реалiзацiєю так званої редукованої повної
алгебри Галiлея з нульовим центром [17] у просторi розмiрностi 1, яка
iзоморфна афiннiй алгебрi Лi aff(2,R) [59], тобто g ' g∼. Ненульовi ко-
мутацiйнi спiввiдношення в g такi:

[P t, Dt] = P t, [Dt,Π] = Π, [P t,Π] = 2Dt +Dx,

[P x, Dx] = P x, [Dt,Γ] = Γ, [Γ, Dx] = Γ,

[P t,Γ] = P x, [P x,Π] = Γ.

Розклад Левi алгебри g є очевидним:

g = f ∈ r, де f = 〈P t, Dt + 1
2D

x,Π〉, r = 〈Dx, P x,Γ〉.

Пiдалгебра f є фактором Левi алгебри g; з iншого боку, f є реалiзацiєю
добре вiдомої алгебри sl(2,R). Радикал r алгебри g є реалiзацiєю алгебри
A3,3 за класифiкацiєю Мубаракзянова низьковимiрних дiйсних алгебр [6]
(див. також [113]). Це майже абелева алгебра, пов’язана з одиничною
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матрицею розмiрностi 2 × 2. Бiльш точно, r = c ∈ n, де n = 〈P x,Γ〉, є
нiльрадикалом (а також максимальним абелевим iдеалом) обох алгебр r

та g, а лiнiйна оболонка c = 〈Dx〉 є пiдалгеброю Картана алгебри r.
Символами prf та prc позначатимемо проектори, визначенi розкладом
g = f ∈ (c ∈ n).

Оскiльки клас L
∣∣
S нормалiзований, алгебра g мiстить об’єднання ал-

гебр лiївської iнварiантностi всiх рiвнянь Lf з класу L
∣∣
S . Бiльш того,

алгебра g спiвпадає з цим об’єднанням, що показано в наступному пiд-
роздiлi. Це є ознакою сильної нормалiзованостi класу L

∣∣
S в iнфiнiтези-

мальному сенсi [101].

4.2. Лiївськi симетрiї

Для знаходження максимальних алгебр лiївської iнварiантностi рiвнянь
з класу L

∣∣
S пiсля розв’язання визначальних рiвнянь та отримання кла-

сифiкуючої умови застосуємо алгебраїчний метод.

4.2.1. Визначальнi рiвняння для лiївських симетрiй

Векторне поле, що породжує (нетривiальну) однопараметричну групу
лiївських симетрiй рiвняння

Lf : Lf [u] ≡ ut + uux + f(t, x)uxx = 0

з класу L
∣∣
S , має вигляд

Q = τ(t, x, u)∂t + ξ(t, x, u)∂x + η(t, x, u)∂u, (τ, ξ, η) 6= (0, 0, 0),

i задовольняє iнфiнiтезимальний критерiй iнварiантностi (2.2):

Q
(2)
Lf

∣∣∣
L(2)

≡
(
ηt + ηux + ηxu+ ξfxuxx + τftuxx + ηxxf

)∣∣∣
Lf [u]=0

= 0. (4.2)

З рiвняння Lf отримуємо вираз ut = −uux − fuxx для ut, який пiдстав-
ляємо в (4.2), пiсля чого розщеплюємо результат за utx, uxx, ux та u.
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Спрощена система визначальних рiвнянь на коефiцiєнти τ , ξ та η має
вигляд

τx = 0, τu = 0, ξu = 0, ηuu = 0, η1
x = 0, (4.3)

η0 − ξt = 0, η1 + τt − ξx = 0, η1
t = −η0

x, η0
t = 0, (4.4)

τft + ξfx + (τt − 2ξx)f = 0. (4.5)

З рiвнянь (4.3) випливає, що τ = τ(t), ξ = ξ(t, x) та η = η1(t)u+ η0(t, x).
Використовуючи рiвняння (4.4), уточнюємо вигляд коефiцiєнтiв опера-
тора Q:

τ = c2t
2 + c1t+ c0, ξ = (c2t+ c3)x+ c4t+ c5,

η = (−c2t+ c3 − c1)u+ c2x+ c4,
(4.6)

де c0, . . . , c5 — довiльнi сталi.
З огляду на теорему 3.1 можна було стверджувати з самого початку,

що коефiцiєнти операторiв лiївських симетрiй рiвнянь з класу L
∣∣
S ма-

ють вигляд (4.6). Справдi, з нормалiзованостi класу L
∣∣
S , доведеної в те-

оремi 3.1, випливає, що максимальна алгебра лiївської iнварiантностi gf
будь-якого рiвняння Lf з класу L

∣∣
S мiститься в алгебрi g, причому ко-

ефiцiєнти будь-якого векторного поля з алгебри g мають вигляд (4.6).
Бiльш того, для будь-якого набору сталих (c0, . . . , c5) рiвняння (4.5) має
ненульовий розв’язок для f . Це означає, що кожний елемент алгебри g

є оператором лiївської симетрiї для деякого рiвняння з класу L
∣∣
S , тобто

g =
⋃
f∈S gf .

Рiвняння (4.5) є єдиною класифiкуючою умовою для лiївських симет-
рiй рiвнянь з класу L

∣∣
S . В залежностi вiд значення довiльного елемента f

класифiкуюча умова накладає додатковi обмеження на сталi c0, . . . , c5.
Варiюючи довiльний елемент f , розщепимо рiвняння (4.5) за f , ft та

fx, звiдки c0 = · · · = c5 = 0. Таким чином, ядро алгебр iнварiантно-
стi класу L

∣∣
S , тобто перетин максимальних алгебр iнварiантностi всiх

рiвнянь з цього класу, нульове: g∩ = {0}.



69

4.2.2. Придатнi пiдалгебри

Оскiльки клас L
∣∣
S нормалiзований (див. теорему 3.1) i його алгеб-

ра еквiвалентностi g∼ є скiнченновимiрною, групову класифiкацiю цього
класу зручно провести алгебраїчним методом. Нагадаємо, що нормалi-
зованiсть класу L

∣∣
S має два наслiдки:

• максимальна алгебра лiївської iнварiантностi кожного рiвняння
з цього класу мiститься у проекцiї g його алгебри еквiвалентностi g∼

на простiр (t, x, u);

• рiвняння Lf та Lf̃ з класу L
∣∣
S подiбнi вiдносно точкових перетво-

рень тодi i тiльки тодi, якщо вони G∼-еквiвалентнi.

Отже, для того щоб виконати вичерпну групову класифiкацiю класу L
∣∣
S ,

достатньо скласти перелiк таких нееквiвалентних пiдалгебр алгебри g,
кожна з яких є максимальною алгеброю лiївської iнварiантностi деякого
рiвняння з класу L

∣∣
S , а потiм знайти вiдповiднi значення довiльного еле-

мента f для кожної пiдалгебри з цього списку. Такi пiдалгебри алгебри g

будемо називати придатними (для групової класифiкацiї).

Означення 4.1. Пiдалгебра s ⊂ g називається придатною, якщо s

є максимальною алгеброю лiївської iнварiантностi для деякого рiвнян-
ня Lf з класу L

∣∣
S .

Таким чином, пiдалгебра s алгебри g увiйде до класифiкацiйного спис-
ку лише тодi, якщо iснує значення f 0 довiльного елемента f , таке що:

1) компоненти кожного Q ∈ s задовольняють класифiкуючу умо-
ву (4.5) з f = f 0, тобто f 0 є iнварiантом пiдалгебри s̃ ⊂ g∼, проекцiя
якої на простiр змiнних (t, x, u) спiвпадає з s;

2) алгебра s є максимальною серед усiх алгебр лiївської iнварiантностi
рiвняння Lf0.

Придатнi пiдалгебри алгебри g класифiкуємо з точнiстю до вiдношен-
ня еквiвалентностi, породженого iндукованою приєднаною дiєю групи
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еквiвалентностi G∼ на g. Результат приєднаної дiї елементарних пере-
творень еквiвалентностi на базиснi векторнi поля алгебри g наступний:

Ad P t P x Dt Dx Γ Π

P̂ t(β) P t P x Dt−βP t Dx Γ−βP x Π−β(2Dt+Dx)+β2P t

P̂ x(µ0) P t P x Dt Dx−µ0P x Γ Π−µ0Γ

D̂t(α) αP t P x Dt Dx α−1Γ α−1Π

D̂x(κ) P t κP x Dt Dx κΓ Π

Γ̂(µ1) P t+µ1P
x P x Dt+µ1Γ Dx−µ1Γ Γ Π

Π̂(γ) P t−γ(2Dt+Dx)+γ2Π P x−γΓ Dt−γΠ Dx Γ Π

Радикал r та нiльрадикал n є мегаiдеалами (тобто повнiстю характе-
ристичними iдеалами) алгебри g, а отже вони G∼-iнварiантнi. Для будь-
якої пiдалгебри s алгебри g розглянемоG∼-iнварiантнi величини dim s∩r,
dim s∩n, dim prfs та dim prcs, якi використаємо для характеризацiї кла-
сифiкацiйних випадкiв.

Для класифiкацiї придатних пiдалгебр алгебри g розглянемо їхнi про-
екцiї на фактор Левi f. Цi проекцiї, очевидно, є пiдалгебрами алгебри f.
Крiм того, проекцiї еквiвалентних пiдалгебр алгебри g еквiвалентнi як
пiдалгебри алгебри f. Повний список нееквiвалентних пiдалгебр алгебри
sl(2,R) добре вiдомий (див., наприклад, [82]). В термiнах реалiзацiї f, вiн
вичерпується пiдалгебрами

{0}, 〈P t〉, 〈Dt + 1
2D

x〉, 〈P t + Π〉, 〈P t, Dt + 1
2D

x〉 та власне f.

Розглядаючи кожну з перерахованих пiдалгебр алгебри f як проекцiю
придатної пiдалгебри, будемо додавати до базисних елементiв цiєї пiд-
алгебри всi можливi елементи радикала r, а також доповнювати її базис
елементами з радикала.

Нехай s — придатна пiдалгебра алгебри g. Доведемо властивостi при-
датних пiдалгебр алгебри g, що безпосередньо випливають з класифiку-
ючої умови (4.5) i кориснi для їх класифiкацiї.
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Лема 4.2. Якщо s ∩ n 6= {0}, то s ∩ r = n.

Доведення. З умови s ∩ n 6= {0} випливає, що алгебра s мiстить хоча б
одне векторне поле aΓ + bP x, для якого (a, b) 6= (0, 0). Пiдставивши зна-
чення τ = 0 та ξ = at + b, що вiдповiдають векторному полю aΓ + bP x,
у рiвняння (4.5), маємо fx = 0. Для таких f обидвi пари

(τ, ξ) = (0, 1) та (τ, ξ) = (0, t)

є розв’язками класифiкуючої умови (4.5), а пара (τ, ξ) = (0, x) не є
розв’язком, оскiльки f 6= 0. Отже, алгебра s мiстить одночасно P x та Γ,
але не мiстить Dx.

Наслiдок 4.3. s ∩ r ∈
{
{0}, c, n

}
.

Лема 4.4. Якщо s ∩ r = c, то s ⊂ f⊕ c та dim s 6 2.

Доведення. Припустимо, що s * f⊕c. Тодi s\(f⊕c) 6= ∅. Кожен елемент
з рiзницi цих множин має вигляд

Q = a0P
t + a1D

t + a2Π + a3D
x + a4Γ + a5P

x, де (a4, a5) 6= (0, 0).

Оскiльки Dx, Q ∈ s, маємо [Q,Dx] = a4Γ + a5P
x ∈ s. Тодi з леми 4.2

випливає, що Dx 6∈ s, що суперечить припущенню. Отже, s ⊂ f⊕ c.
Якщо dim s > 2, то dim s ∩ f > 2, а отже, з точнiстю до G∼-еквiва-

лентностi, s ⊇ 〈P t, Dt+ 1
2D

x, Dx〉. Тому s ⊇ 〈P t, Dt〉. Пiдставивши у (4.5)
значення (τ, ξ) = (1, 0) та (τ, ξ) = (t, 0), якi вiдповiдають векторним
полям P t та Dt вiдповiдно, матимемо систему рiвнянь на f , несумiсну
з умовою f 6= 0 для довiльних f . Отримана суперечнiсть означає, що
dim s 6 2, а отже dim s ∩ f 6 1.

Наслiдок 4.5. Якщо s ∩ r=c, то

s ∈
{
〈Dx〉, 〈Dx, P t〉, 〈Dx, Dt + 1

2D
x〉, 〈Dx, P t + Π〉

}
mod G∼.

Тут перераховано вiдповiдно пiдалгебри g1.1, g2.2–g2.4 з таблицi 4.1.

Лема 4.6. Якщо s∩r = n, то або dim s 6 3 та s∩ f = {0}, або s = f⊕n.
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Доведення. Припустимо, що dim s > 3. Тодi dim prfs > 2, тобто з точнiс-
тю до вiдношення G∼-еквiвалентностi, алгебра s мiстить векторнi поля
Q1 = P t + aDx та Q2 = Dt + bDx з деякими сталими a та b. Отже, ко-
мутатор [Q1, Q2] = P t також належить пiдалгебрi s, i з класифiкуючої
умови (4.5), якщо пiдставити у неї компоненти векторних полiв P x та P t,
випливає, що f = const.

Аналогiчно отримуємо умову f = const у випадку s∩f 6= {0}, оскiльки
пiдстановка коефiцiєнтiв векторного поля P x та будь-якого ненульового
елемента алгебри f у (4.5) дає рiвняння fx = 0 та ft = 0.

Залишається зауважити, що максимальною алгеброю лiївської iнварi-
антностi рiвняння Lf з f = const (тобто класичного рiвняння Бюргерса)
є п’ятивимiрна алгебра s = f⊕ n.

Наслiдок 4.7. Якщо s ∩ r = n, то s = sf ∈ n, де

sf ∈
{
{0}, 〈P t + 1

2D
x〉, 〈Dt + aDx〉, 〈P t + Π + aDx〉, f

}
mod G∼,

a ∈ R \ {0}, до того ж a > 0 mod G∼.

З перелiку, представленого у наслiдку 4.7, отримаємо пiдалгебри g2.1,
g3.1, g3.2

a g3.3
a та g5 з таблицi 4.1.

Наслiдок 4.8. Будь-яка придатна пiдалгебра алгебри g не бiльш нiж
п’ятивимiрна.

Розглянемо тепер останню можливiсть для s ∩ r, де s ∩ r = {0}. То-
дi очевидно dim s 6 3. Але насправдi верхню границю dim s у цьому
випадку можна обмежити ще сильнiше.

Лема 4.9. Якщо s∩r = {0}, то dim s 6 2. Бiльш того, якщо dim s = 2,
то prcs = c та s 6= 〈P t, Dt〉 mod G∼.

Доведення. Припустимо, що dim s > 2 та prcs = {0}. З точнiстю до
G∼-еквiвалентностi можна вважати, що prfs ⊇ 〈P t, Dt + 1

2D
x〉. З огля-

ду на класифiкуючу умову (4.5), з iнварiантностi рiвняння Lf вiдносно
алгебри s випливає, що f = const. Нагадаємо, що максимальна алгебра
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лiївської iнварiантностi рiвняння Lf для будь-якої сталої f 6= 0 мiстить n,
що суперечить умовi s ∩ r = {0}. Отже, prcs = c, якщо dim s > 2.

Припустимо, що dim s = 3. Отже, prfs = f, а тому s ' sl(2,R), тобто
s є фактором Левi алгебри g. Тодi за теоремою Левi–Мальцева (хоча це
можна довести i безпосереднiм обчисленням комутацiйних спiввiдношень
алгебри s) prcs = {0}. Це суперечить попередньому висновку про те, що
prcs = c, якщо dim s > 2.

Аналогiчно до леми 4.4 з умови s ⊇ 〈P t, Dt〉 випливає, що f = 0, а це
суперечить обмеженню S для класу L

∣∣
S .

Якщо dim s = 1, то s = 〈Qf + a3D
x + a4Γ + a5P

x〉 з деякими сталими
a3, a4 та a5, де невизначене поки що векторне поле Qf з точнiстю до
G∼-еквiвалентностi належить множинi

{
P t, Dt, P t + Π

}
.

Розглянемо випадок, коли Qf = P t. Спочатку припустимо, що prcs =

{0}, а тому a3 = 0. Приєднаною дiєю Γ̂(−a5) коефiцiєнт a5 приводиться
до нуля. Можна також вважати, що a4 ∈ {0, 1}, оскiльки при a4 6= 0

цей сталий параметр можна вiдмасштабувати приєднаною дiєю D̂t(a−1
4 ).

Якщо prcs = c, тобто a3 6= 0, вiдмасштабуємо a3 до 1 приєднаною дiєю
D̂t(a3) та наступним масштабуванням всього базисного векторного поля.
Тодi приєднаними дiями Γ̂(a4) та P̂ x(a4 + a5) досягаємо a4 = a5 = 0.

Iншi два G∼-нееквiвалентнi значення Qf розглядаються аналогiчно.
Для коефiцiєнта a3 можна лише змiнювати знак сталої a3 − 1

2 (для
Qf = Dt) чи a3 (якщо Qf = P t + Π). Коефiцiєнти a4 та a5 можна зроби-
ти нульовими за допомогою приєднаних дiй Γ̂(µ1) та P̂ x(µ0) з деякими
сталими µ1 та µ0, крiм випадку Qf = Dt та a3 ∈ {0, 1}, коли ненульо-
вi значення a5 (вiдповiдно a4) можна лише вiдмасштабувати до одиницi
при умовi a3 = 0 (вiдповiдно a3 = 1).

В результатi маємо пiдалгебри g1.2–g1.8
a .

У випадку dim s = 2 з точнiстю до G∼-еквiвалентностi маємо, що пiд-
алгебра s породжується двома векторними полями вигляду

Q1 = P t + b3D
x + b4Γ + b5P

x та Q2 = Dt + a3D
x + a4Γ + a5P

x
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з деякими сталими a3, a4, a5, b3, b4 та b5. Комутацiйне спiввiдношення
для базисних елементiв алгебри s має вигляд [Q1, Q2] = Q1. Пiдставивши
у нього вирази для Q1 i Q2 та зiбравши коефiцiєнти при Dx, виведемо
умову b3 = 0, а тому a3 6= 1

2 , оскiльки prcs = c. Збираючи коефiцiєнти
при Γ та P x, отримаємо рiвняння (a3 − 2)b4 = 0 та (a3 − 1)b5 + a4 = 0

вiдповiдно. За допомогою приєднаної дiї Γ̂(−b5) можна досягти b5 = 0,
з чого випливає a4 = 0. Коефiцiєнт b4 нульовий при a3 6= 2; якщо ж
вiн ненульовий, його можна масштабувати до одиницi. У випадку a3 6= 0

можна покласти a5 = 0 приєднаною дiєю P̂ x(−a5/a3), а при a3 = 0 нену-
льове значення a5 можна масштабувати до одиницi. Одночасна рiвнiсть
a3 = a5 = 0 неможлива з огляду на лему 4.9. Отже, в цьому випадку
отримаємо пiдалгебри g2.5–g2.7.

Таким чином, повний списокG∼-нееквiвалентних придатних пiдалгебр
алгебри g побудовано.

4.2.3. Результат класифiкацiї

Для того, щоб обчислити вигляд довiльного елемента f , що вiдповiдає
кожнiй пiдалгебрi s алгебри g з отриманого списку, пiдставляємо коефi-
цiєнти τ та ξ базисних векторних полiв вiдповiдної алгебри s у класи-
фiкуючу умову (4.5) i розв’язуємо отриману систему диференцiальних
рiвнянь на f . Ця система обов’язково має розв’язки; бiльш того, при-
наймнi для деякої пiдмножини її розв’язкiв s є максимальною алгеброю
лiївської iнварiантностi для вiдповiдних рiвнянь Lf . Це означає, що набiр
властивостей придатних пiдалгебр, наведений у пiдроздiлi 4.2.2 у виглядi
лем, є необхiдною i достатньою умовою того, що s придатна.

Повний список нееквiвалентний придатних пiдалгебр алгебри g та вiд-
повiдних значень довiльного елемента f наведено у таблицi 4.1. Оскiльки
клас L

∣∣
S нормалiзований, ця групову класифiкацiя є вичерпною.

У кожному випадку таблицi 4.1, де виникають сталi параметри a та κ
i (ненульова) параметр-функцiя h, цi параметри повиннi задовольняти
зазначенi в останньому стовпчику умови для того, щоб вiдповiдна алгеб-



75

Таблиця 4.1. Групова класифiкацiя класу L|S

s Базис f(t, x) ω Умови максимальностi

g1.1 Dx x2h(ω) t
(
(αω2+βω+γ)h

)
ω
6=0 ∀(α,β,γ) 6=0̄

g1.2 P t h(ω) x (αω + β)hω 6= γh ∀(α,β,γ) 6=0̄

g1.3 P t + Γ h(ω) x− t2

2
(αω + β)hω 6= γh ∀(α,β,γ) 6=0̄

g1.4 P t +Dx e2th(ω) e−tx hω 6= 0, ωhω 6= 2h

g1.5 Dt + P x
1

t
h(ω) x− ln |t| hω 6= 0, hω 6= −h

g1.6a Dt + aDx |t|2a

t
h(ω) |t|−ax hω 6= 0, h : Ξ, a > 1

2 mod G∼

g1.7 Dt +Dx + Γ t h(ω)
x

t
− ln |t| hω 6= 0, hω 6= −h

g1.8a P t + Π + aDx e2a arctg th(ω)
e−a arctg t

√
t2 + 1

x ωhω 6= 2h, a ≥ 0 mod G∼

g2.1 P x, Γ h(ω) t (αω2+βω+γ)hω 6=δh ∀(α,β,γ,δ) 6=0̄

g2.2 Dx, P t x2

g2.3 Dx, Dt κ
x2

t
κ 6= 0, κ > 0 mod G∼

g2.4 Dx, P t + Π
κx2

t2 + 1
κ 6= 0, κ > 0 mod G∼

g2.5 P t, Dt + P x e−x

g2.6a P t, Dt + aDx |x|2−1/a a 6= 0, a 6= 1
2

g2.7 P t + Γ, Dt + 2Dx κ
∣∣∣∣x− t2

2

∣∣∣∣3/2 κ 6= 0, κ > 0 mod G∼

g3.1 P x, Γ, P t + 1
2D

x εet

g3.2a P x, Γ, Dt + aDx ε|t|2a−1 a 6= 1
2 , a > 1

2 mod G∼

g3.3a P x, Γ, P t + Π + aDx εe2a arctg t a 6= 0, a > 0 mod G∼

g5 P x, Γ, P t, Dt + 1
2D

x, Π 1

ра s була максимальною алгеброю лiївської iнварiантностi для наведено-
го значення f , тобто s = gf . ε = ±1 mod G∼. Умова Ξ для g1.6

a означає

a(ω + α)hω 6= (2a− 1)h, якщо (a− 2)(a− 1)α = 0,

(ω + β)hω 6= 2h, якщо (a− 1)aβ = 0,

(a− 1)(ω + γ)hω 6= (2a− 1)h, якщо a(a+ 1)γ = 0.
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4.3. Класичнi iнварiантнi розв’язки

З метою оптимiзацiї процесу проведення редукцiй для рiвнянь з кла-
су L

∣∣
S застосуємо двi спецiальнi технiки.

Першу з них можна використати завдяки тому, що клас L
∣∣
S норма-

лiзований. А саме — замiсть того, щоб класифiкувати лiївськi редукцiї
вiдносно груп лiївських симетрiй окремих рiвнянь, прокласифiкуємо їх
вiдносно групи еквiвалентностi G∼ всього класу. Ця технiка пов’язана
з алгебраїчним методом групової класифiкацiї. Оскiльки клас L

∣∣
S нор-

малiзований, проекцiя групи еквiвалентностiG∼ на простiр залежної i не-
залежних змiнних мiстить групи точкових симетрiй усiх рiвнянь з кла-
су L

∣∣
S , а отже максимальними алгебрами лiївської iнварiантностi цих

рiвнянь є пiдалгебри проекцiї g алгебри еквiвалентностi g∼.

Нагадаємо, що рiвняння Lf та Lf̃ з класу L
∣∣
S подiбнi вiдносно точко-

вого перетворення тодi i тiльки тодi, якщо вони G∼-еквiвалентнi. З по-
дiбностi рiвнянь Lf та Lf̃ випливає еквiвалентнiсть їхнiх максимальних
алгебр лiївської iнварiантностi gf та gf̃ . Пiдалгебри алгебр gf та gf̃ є,
очевидно, пiдалгебрами алгебри g. Таким чином, достатньо прокласифi-
кувати нееквiвалентнi пiдалгебри алгебри g (див. пiдроздiл 4.2.2), що є
придатними для лiївської редукцiї рiвнянь з класу L

∣∣
S . Цей пiдхiд до-

зволяє уникнути окремого застосування процедури лiївської редукцiї для
кожного з 19 класифiкацiйних випадкiв, наведених у таблицi 4.2.

Друга технiка, яку систематично застосовано в [55, 56] й обговорено
в [94], полягає в тому, щоб будувати анзаци у такий спосiб, щоб редуко-
ванi рiвняння мали найпростiший та одноманiтний вигляд. Алгебри g1.0

та g1.1 дають тривiальнi звичайнi диференцiальнi рiвняння першого по-
рядку; редукованi рiвняння, побудованi за алгебрами g1.2–g1.8

a , є дифе-
ренцiальними рiвняннями другого порядку. Для всiх цих алгебр неза-
лежну iнварiантну змiнну ω обрано лiнiйною за x зi сталими або за-
лежними лише вiд t коефiцiєнтами, а анзаци мають загальний вигляд
u = F (t)ϕ(ω) +G(t, x), де Gxx = 0. Тим самим редукованi рiвняння при-
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Таблиця 4.2. Лiївськi редукцiї за одновимiрними пiдалгебрами алгебри g, ϕ = ϕ(ω)

⊂g Basis Анзац ω Редуковане рiвняння

g1.0 P x u = ϕ t ϕω = 0

g1.1 Dx u = xϕ t ϕω + ϕ2 = 0

g1.2 P t u = ϕ x h(ω)ϕωω + ϕϕω = 0

g1.3 P t + Γ u = ϕ+ t x− t2

2
h(ω)ϕωω + ϕϕω + 1 = 0

g1.4 P t +Dx u = etϕ e−tx h(ω)ϕωω + ϕϕω − ωϕω + ϕ = 0

g1.5 Dt + P x u = t−1ϕ x− ln |t| h(ω)ϕωω + ϕϕω − ϕω − ϕ = 0

g1.6a Dt + aDx u = |t|at−1ϕ |t|−ax h(ω)ϕωω + ϕϕω − ωϕω + (a− 1)ϕ = 0

g1.7 Dt +Dx + Γ u = ϕ+ ln |t| x

t
− ln |t| h(ω)ϕωω + ϕϕω − (ω + 1)ϕω + 1 = 0

g1.8a P t + Π + aDx u =
ea arctg t√
t2 + 1

ϕ+

+
t+ a

t2 + 1
x

e−a arctg t√
t2 + 1

x h(ω)ϕωω + ϕϕω + 2aϕ+ (a2 + 1)ω = 0

ведено до спiльного загального вигляду (4.7). У деяких випадках знадо-
билася додаткова замiна залежної iнварiантної змiнної ϕ.

З точнiстю до G∼-еквiвалентностi, розширення лiївських симетрiй
у цьому пiдкласi вичерпуються алгебрами g2.1, g3.1, g3.2

a , g3.3
a та g5 з таб-

лицi 4.1. Редукованi рiвняння для всiх можливих G∼-нееквiвалентних
одновимiрних пiдалгебр алгебри g наведено у таблицi 4.2. Випадок g1.0

у цiй таблицi вiдповiдає випадку g2.1 у таблицi 4.1 (див. лему 4.2).

Зауваження 4.10. У [47, 133] класичнi лiївськi редукцiї рiвнянь з кла-
су L

∣∣
S проведено тiльки для його пiдкласу з fx = 0. При цьому допущено

низку неточностей, якi виправлено у цiй дисертацiйнiй роботi. А саме,
у [47] оптимальнi системи пiдалгебр побудовано для вiдповiдних мак-
симальних алгебр лiївської iнварiантностi. Цi пiдалгебри використано
для знаходження анзацiв для u та редукованих рiвнянь. Цей розгляд
штучно ускладнено, оскiльки випадки розширень лiївської симетрiї не
було спрощено точковими перетвореннями еквiвалентностi, i два класи
виявилися еквiвалентними двом iншим вiдносно точкових перетворень.



78

Деякi з оптимальних систем одновимiрних пiдалгебр для максимальних
алгебр лiївської iнварiантностi узагальнених рiвнянь Бюргерса з пiдкла-
су (5.11), знайдених у [47], а саме — максимальнi алгебри лiївської iн-
варiантностi у випадку 6 з ρ = 1 та ρ = −1, некоректнi. Бiльш того,
жоднi з редукованих рiвнянь не проiнтегровано. У [133] лiївськi редукцiї
проведено тiльки за одновимiрними пiдалгебрами, у класифiкацiйному
списку присутнi еквiвалентнi випадки та зайвi параметри. Редуковане
рiвняння (95) у [133] мiстить двi помилки i насправдi повинне виглядати
так: F0f

′′ + ff ′ +mz2λf
′ −mz2f + z2

2λ = 0. Редуковане рiвняння, пов’я-
зане з пiдалгеброю g8, наведено в [133] з помилками в знаках. Насправдi
подальше iнтегрування коректного редукованого рiвняння неможливе,
а функцiї (99)–(101), наведенi в [133] в якостi розв’язкiв, насправдi не
задовольняють вiдповiдне узагальнене рiвняння Бюргерса.

Щоб розв’язати редукованi рiвняння другого порядку з таблицi 4.2,
розглянемо надклас звичайних диференцiальних рiвнянь вигляду

h(ω)φωω + φφω + αφ+ βω + γ = 0, де h(ω) 6= 0, (4.7)

який мiстить усi редукованi рiвняння (крiм звичайних диференцiальних
рiвнянь, що вiдповiдають алгебрам g1.0 та g1.1). Значення сталих α, β
та γ i замiна змiнної ϕ (якщо потрiбна) для них наступнi:

g1.2 : α = 0, β = 0, γ = 0, ϕ = φ;

g1.3 : α = 0, β = 0, γ = 1, ϕ = φ;

g1.4 : α = 2, β = 1, γ = 0, замiна ϕ = φ+ ω;

g1.5 : α = −1, β = 0, γ = −1, замiна ϕ = φ+ 1;

g1.6
a : α = a, β = a− 1, γ = 0, замiна ϕ = φ+ ω;

g1.7 : α = 1, β = 0, γ = 1, замiна ϕ = φ+ ω + 1;

g1.8
a : α = 2a, β = a2 + 1, γ = 0, ϕ = φ.

Лiнiйнi розв’язки редукованих рiвняння (4.7), так само як i всi
розв’язки редукованих рiвнянь для g1.0 та g1.1, дають розв’язки рiв-
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нянь з класу L
∣∣
S , що є лiнiйними за x. Розв’язки, лiнiйнi за x — спiль-

нi для всiх рiвнянь з класу L
∣∣
S i вичерпуються двома сiм’ями: u = c0

та u = (x + c1)/(t + c2), де c0, c1 та c2 — довiльнi сталi. Їх наведено
у пiдроздiлi 4.4.1, при описi операторiв редукцiї.

Знайдемо лiївськi симетрiї звичайних диференцiальних рiвнянь з кла-
су (4.7) та використаємо їх для розв’язання редукованих рiвнянь, що
вiдповiдають пiдалгебрам g1.2–g1.8

a (таблиця 4.2). Щоб знайденi симетрiї
були дiйсно симетрiями редукованих рiвнянь, перетворення еквiвалент-
ностi мiж рiвняннями з класу (4.7) не використовуються.

Твердження 4.11. Значення довiльного елемента (h(ω), α, β, γ), що
вiдповiдають рiвнянням з класу (4.7) з ненульовими максимальними
алгебрами лiївської iнварiантностi h, вичерпуються наступними:

1. h = h0

(
ω + γ

β

)2, β 6= 0: h = 〈
(
ω + γ

β

)
∂ω + φ∂φ〉;

2. h = h0, β = 0, γ 6= 0: h = 〈∂ω〉;

3. h = h0|ω + µ|3/2, α = β = 0, γ 6= 0: h = 〈2(ω + µ)∂ω + φ∂φ〉;

4. h = −α
2ω

2 + µω + ν, β = γ = 0:

h = 〈h∂ω − αh∂φ,−
(
h
∫

dω
h

)
∂ω +

(
φ+ αh

∫
dω
h + αω − µ

)
∂φ〉;

5. hωω = κ
h − α, β = γ = 0: h = 〈h∂ω + (κ− αh)∂φ〉;

6.
hωω + α

(hω + αω + µ)2
=
κ

h
, β = γ = 0: h = 〈ξ∂ω + (φ− αξ + αω + µ)∂φ〉.

Тут h0 6= 0, µ, ν та κ 6= 0 — довiльнi сталi, функцiя h(ω) є розв’язком
наведеного диференцiального рiвняння, а функцiю ξ визначено форму-
лою

ξ =
hω + αω + µ

hωω + α
.

Доведення. Будь-який оператор лiївської симетрiї довiльного рiвняння
з класу (4.7) має загальний вигляд

ξ(ω)∂ω + [c1φ− αξ(ω) + αc1ω + c0]∂φ,
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де c1 та c0 — довiльнi сталi, а коефiцiєнт ξ = ξ(ω) задовольняє класифi-
куючi умови

(ξω − 2c1)(βω + γ) + βξ = 0, (4.8)

ξω −
hω
h
ξ = −c1. (4.9)

З рiвняння

hξωω = −αξ + c1αω + c0 (4.10)

за умови (4.9) безпосередньо випливає

(hωω + α)ξ = c1hω + c1αω + c0. (4.11)

Щоб розв’язати систему рiвнянь (4.8), (4.9), (4.11) спочатку проiнтегру-
ємо рiвняння (4.8), розглядаючи випадки β = 0 та β 6= 0 окремо.

При β 6= 0 з рiвняння (4.8) маємо

ξ =
c1(βω + γ)

β
+

b

βω + γ
.

Тут i нижче b є сталою iнтегрування. Припущення b 6= 0 веде до супе-
речностi. Отже, b = 0, тобто ξ = c1(ω + γ

β ), звiдки ξωω = 0. З рiвняння
(4.10) отримуємо c0 = c1

αγ
β . Оскiльки алгебра h повинна бути ненульо-

вою, вона обов’язково мiстить векторне поля з ненульовим значенням c1.
Отже, з (4.9) отримуємо (ω + γ

β )hω = 2h, що дає пункт 1 твердження.
Якщо β = 0 та γ 6= 0, то з (4.8) отримуємо ξ = 2c1ω + b i розщеплює-

мо (4.10) за ω. Маємо αc1 = 0 та c0 = αb. Тодi використаємо (4.9), щоб
отримати пункт 2 (якщо c1 = 0 для всiх елементiв алгебри h) та пункт 3
(iнакше).

Рiвняння (4.8) з β = γ = 0 є тотожнiстю. Розглянемо окремо пiдви-
падки hωω + α = 0 та hωω + α 6= 0.

Якщо hωω + α = 0, проiнтегрувавши (4.9) маємо ξ = bh− c1h
∫

dω
h . Це

дає пункт 4.
При hωω + α 6= 0 з рiвняння (4.11) маємо

ξ =
hω + αω

hωω + α
c1 +

1

hωω + α
c0.
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Тодi рiвняння (4.9) можна подати у виглядi K1c1 +K0c0 = 0, де

K0 =

[
1

h(hωω + α)

]
ω

h та K1 = 2 + (hω + αω)K0.

Якщо K0 = 0, то K1 = 2, c1 = 0 та κ := h(hωω + α) = const. Звiдси
отримуємо пункт 5. Тепер припустимо, що K0 6= 0. K1 та K0 — лiнiйно
залежнi, iнакше c1 = c0 = 0, що вiдповiдає тривiальнiй алгебрi. Отже,
µ := −K1/K0 = const, звiдки c0 = µc1. Пiсля першого iнтегрування
рiвняння (4.9) маємо

h

hω + αω + µ

[
(hω + αω + µ)2

h(hωω + α)

]
ω

= 0,

або, що те саме,

hωω + α

(hω + αω + µ)2
=
κ

h
,

де κ — стала iнтегрування. Таким чином отримуємо пункт 6.
Для двох останнiх пунктiв κ 6= 0, оскiльки hωω + α 6= 0.

Рiвняння (4.7) з h = −α
2ω

2 + µω + ν та β = γ = 0 (пункт 4 доведе-
ного твердження) допускає найширшу (двовимiрну) алгебру симетрiй.
У цьому випадку рiвняння (4.7) у змiнних

ω̃ =

∫
dω

−α
2ω

2 + µω + ν
, φ̃ = φ+ αω − µ

можна один раз проiнтегрувати й отримати 2φ̃ω̃ = c0 − φ̃2. Розв’язок
проiнтегрованого рiвняння залежить вiд знаку сталої iнтегрування c0:

φ̃ = −κ tg
(κ

2 ω̃ + c1

)
, якщо c0 < 0, κ :=

√
−c0,

φ̃ =
2

ω̃ + c1
або φ̃ = 0, якщо c0 = 0, (4.12)

φ̃ = κ
c1e

κω̃ − 1

c1eκω̃ + 1
або φ̃ = κ, якщо c0 > 0, κ :=

√
c0,
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де c1 — ще одна стала iнтегрування. Вигляд ω̃ залежить вiд знаку D =

= µ2 + 2αν та вiд сталих α, µ i ν, а саме:

ω̃ =



ω

ν
, α = 0, µ = 0, ν 6= 0,

1

µ
ln

∣∣∣∣ω +
ν

µ

∣∣∣∣ , α = 0, µ 6= 0,

− 2√
−D

arctg
αω − µ√
−D

, α 6= 0, D < 0,

2

αω − µ
, α 6= 0, D = 0,

1√
D

ln

∣∣∣∣∣αω − µ+
√
D

αω − µ−
√
D

∣∣∣∣∣ , α 6= 0, D > 0.

(4.13)

Отже, пiдставляючи вирази для φ̃ та ω̃ у рiвняння φ = φ̃(ω̃) − αω + µ,
отримуємо 15 рiзних виразiв для розв’язкiв рiвняння (4.7) з функцiєю h,
квадратичною за ω, та β = γ = 0. Цей результат можна застосувати
до редукованих рiвнянь, що вiдповiдають пiдалгебрам g1.2 та g1.6

1 (табли-
ця 4.2), де α = 0 та α = 1 вiдповiдно.

Якщо диференцiальне рiвняння для h у пунктi 5 тверджен-
ня 4.11 домножити на 2hω та один раз проiнтегрувати, отримаємо
h2
ω = 2ν ln |h| − 2αh+ c1, де c1 — довiльна стала. Пiсля другого iнтегру-

вання отримаємо неявний вигляд загального розв’язку

±
∫

dh√
2ν ln |h| − 2αh+ c1

= ω + c2.

Для деяких пунктiв твердження 4.11 можна побудувати принаймнi
частковi розв’язки вiдповiдних рiвнянь вигляду (4.7) з окремими зна-
ченнями параметрiв. Використаємо, наприклад, лiївськi редукцiї рiвнянь
з класу (4.7) до алгебраїчних рiвнянь.

Алгебра симетрiй у пунктi 3 дає анзац φ = c
√
|ω + µ|. Тут стала c є

розв’язком редукованого алгебраїчного рiвняння 2εc2 − h0c+ 4γ = 0, де
ε = sign(ω + µ), що дає

c =
1

4ε

(
h0 ±

√
h2

0 − 32εγ
)
.
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Таким чином, при γ = 1 можна використати цей розв’язок φ редуко-
ваного рiвняння, що вiдповiдає пiдалгебрi g1.3 з таблицi 4.2, i отримати
розв’язок

u(t, x) = c

√∣∣∣∣x− t2

2
+ µ

∣∣∣∣+ t (4.14)

узагальнених рiвнянь Бюргерса Lf0, де f 0 = h0

∣∣x − t2

2 + µ
∣∣3/2, а µ = 0

з точнiстю до G∼-еквiвалентностi.
Якщо покласти α = µ = 0 у пунктi 6, то рiвняння hωω/hω = κhω/h

для h можна проiнтегрувати:

h = h0|ω + λ|
1

1−κ якщо κ 6= 1,

h = h0e
λω, якщо κ = 1.

Вiдповiдна алгебра лiївських симетрiй дасть анзац φ = c(h/h0)
κ. Тут h0

та λ — сталi iнтегрування. Побудований анзац зводить рiвняння (4.7) до
квадратного рiвняння на c, яке має два розв’язки: c = 0 та

c = sign(ω + λ)
1− 2κ

1− κ
h1−κ

0 , якщо κ 6= 1,

c = −λ, якщо κ = 1,

Використавши цей результат для редукованого рiвняння, що вiдповi-
дає алгебрi g1.2 з таблицi 4.2, отримаємо стацiонарнi розв’язки вигляду
u(t, x) = chκ0 |x + λ| κ

1−κ та u(t, x) = −λh0e
λx для узагальнених рiвнянь

Бюргерса ut + uux + h0|x + λ| 1
1−κuxx = 0 та ut + uux + h0e

λxuxx = 0

вiдповiдно.

Зауваження 4.12. Якщо редуковане рiвняння допускає лiївськi симет-
рiї що не iндукуються лiївськими симетрiями вихiдного рiвняння, то ка-
жуть, що вихiдне рiвняння має прихованi [21] (або додатковi [8]) симет-
рiї вiдносно вiдповiдної редукцiї. Перший приклад таких симетрiй пред-
ставлено в [2], див. також обговорення цього прикладу у [8, приклад 3.5].
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Всестороннє дослiдження таких симетрiй для рiвнянь Нав’є–Стокса про-
ведено в [55,56]. Лiївськi редукцiї вiдповiдних рiвнянь з класу L

∣∣
S за ал-

гебрами g1.0 та g1.1 призводять до редукованих рiвнянь першого порядку.
Отже, вiдповiднi вихiднi рiвняння допускають нескiнченновимiрнi сiм’ї
прихованих симетрiй вiдносно вищезгаданих редукцiй, але цi симетрiї
несуттєвi для розгляду, оскiльки вони не дають нових розв’язкiв. Iншi
алгебри з таблицi 4.2 приводять до редукованих рiвнянь другого поряд-
ку загального вигляду (4.7). Серед лiївських симетрiй таких редукованих
рiвнянь є як iндукованi, так i прихованi симетрiї. А саме, у пунктах 1–3
твердження 4.11 всi симетрiї вiдповiдних редукованих рiвнянь, (якi побу-
довано за алгебрами g1.4, g1.6

a , де a 6= 1, g1.8
a ; g1.3, g1.5, g1.7; g1.3 вiдповiдно)

iндукуються лiївськими симетрiями вiдповiдних вихiдних рiвнянь з кла-
су L

∣∣
S . Умова β = γ = 0 у пунктах 4–6 виконується тiльки для редуко-

ваних рiвнянь, отриманих з використанням алгебр g1.2 та g1.6
1 . У пунктi 4

перший базисний оператор є iндукованим тiльки якщо f = x для редук-
цiї за g1.2, а другий — тiльки якщо f = t(ω+ ν̄)2, де ω = x/t для редукцiї
за g1.6

1 . Усi iншi лiївськi симетрiї редукованих рiвнянь, представлених
у пунктах 4–6, є прихованими симетрiями вiдповiдних вихiдних рiвнянь
з класу L

∣∣
S .

Розглянемо можливi редукцiї за двовимiрними нееквiвалентними
пiдалгебрами алгебри g. Для цього для кожного базисного векторного
поля пiдалгебри запишемо характеристику рiвняння i отримаємо систему
з двох диференцiальних рiвнянь. Якщо система сумiсна, то її розв’язок
дає анзац, що зводить вiдповiднi рiвняння з класу L

∣∣
S до алгебраїчних

рiвнянь.
Система, отримана для g2.1, є несумiсною, отже ця пiдалгебра не до-

зволяє побудувати анзац. За пiдалгеброю g2.4 можна побудувати анзац
u = (t + c)x/(t2 + 1), але вiдповiдне редуковане рiвняння c2 + 1 = 0, де
c — стала, не має розв’язкiв.

Наступнi пiдалгебри дозволяють побудувати деякi простi розв’язки:
u = 0 за пiдалгеброю g2.2, u = 0 та u = x

t за пiдалгеброю g2.3, u = 0
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та u = e−x за пiдалгеброю g2.5, u = a−1x|x|−1/a за пiдалгеброю g2.6
a , а за

пiдалгеброю g2.7 переотримуємо розв’язок (4.14) з µ = 0 та h0 = κ.
Усi iншi двовимiрнi пiдалгебри алгебри g мiстять (з точнiстю до G∼-

еквiвалентностi) векторне поле P x, а тому можуть дати щонайбiльше
сталi розв’язки рiвнянь з класу (4.1).

Зауважимо, що будь-який лiївський розв’язок рiвняння Бюргерса
можна отримати з лiївського розв’язку лiнiйного рiвняння теплопровiд-
ностi через перетворення Коула–Хопфа. Перед тим, як подати вiдповiдне
твердження, згадаємо, що максимальна алгебра лiївської iнварiантностi
gh лiнiйного рiвняння теплопровiдностi vt + vxx = 0 породжується век-
торними полями

P̂t = ∂t, D̂ = 2t∂t + x∂x, K̂ = t2∂t + tx∂x +
(

1
4x

2 − 1
2t
)
v∂v,

P̂x = ∂x, Ĝ = t∂x +
1

2
xv∂v, Î = v∂v, h(t, x)∂v,

де h(t, x) пробiгає множину розв’язкiв цього рiвняння. Будь-якому век-
торному полю Q = c0Pt+ c1D+ c2K+ c3Px+ c4Γ з максимальної алгебри
лiївської iнварiантностi g1 рiвняння L1 поставимо у вiдповiднiсть вектор-
не поле Q̂ = c0P̂t + c1D̂ + c2K̂ + c3P̂x + c4Ĝ з алгебри gh.

Твердження 4.13. Розв’язок u рiвняння Бюргерса L1 є iнварiантним
за векторним полем Q з алгебри g−1 тодi i тiльки тодi, коли u = 2vx/v

для деякого Q̂µ-iнварiантного розв’язку v лiнiйного рiвняння теплопро-
вiдностi vt + vxx = 0, де µ = const та Q̂µ = Q̂− µÎ ∈ gh.

Доведення. Якщо гладкi функцiї u та v, що залежать вiд t та x, пов’язанi
мiж собою перетворенням Коула–Хопфа u = 2vx/v, то

Q[u] = Q[2vx/v] = 2(Q̂[v]/v)x.

Нехай u є Q-iнварiантним розв’язком рiвняння L1. Тодi функцiю v

можна розглядати як деякий розв’язок лiнiйного рiвняння теплопровiд-
ностi vt + vxx = 0, тому (Q̂[v]/v)x = Q[u]/2 = 0, тобто Q̂[v] = µv для
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деякої гладкої функцiї µ(t). Подiємо оператором T = Dt+ Dxx на обидвi
частини отриманого рiвняння:

T Q̂[v] = Q̂[T v]− 2(c2t+ c1)T v = µtv + µT v.

З огляду на те, що T v = 0 та T Q̂[v] = 0, звiдси випливає, що µt = 0,
тобто µ є сталою. А оскiльки Q̂[v] − µv = Q̂µ[v] = 0, функцiя v є Q̂µ-
iнварiантною.

Навпаки, якщо для деякої сталої µ функцiя v є Q̂µ-iнварiантним
розв’язком лiнiйного рiвняння теплопровiдностi vt + vxx = 0, то функ-
цiя u = 2vx/v є розв’язком рiвняння Бюргерса L1 i

Q[u] = Q[2vx/v] = 2(Q̂[v]/v)x = 2(Q̂µ[v]/v)x = 0,

тобто, функцiя u є Q-iнварiантним.

4.4. Оператори редукцiї

Задача знаходження сингулярних операторiв редукцiї рiвнянь Lf є «no-
go» задачею. Справдi, поклавши ξ = 1 i застосувавши критерiй умовної
iнварiантностi (2.4), легко переконатися, що для рiвняння Lf визначаль-
не рiвняння на єдиний невiдомий коефiцiєнт η = η(t, x, u) має вигляд

ηt + uηx + η2 + fx(ηx + ηηu) + f(ηxx + 2ηηxu + η2ηuu) = 0.

Це рiвняння можна звести до рiвняння Бюргерса Lf [67, 136] суперпо-
зицiєю диференцiальної пiдстановки η = −Φx/Φu, де Φ — деяка гладка
функцiя вiд (t, x, u), Φu 6= 0, та перетворення годографа, де новими неза-
лежними змiнними будуть t̃ = t, x̃ = x та κ = Φ, а новими залежними —
ũ = u (κ вiдiграватиме роль параметра).

Бiльш того, з точнiстю до вiдношень еквiвалентностi операторiв ре-
дукцiї i сiмей розв’язкiв, iснує взаємно однозначна вiдповiднiсть мiж
операторами редукцiї рiвняння Lf з нульовим коефiцiєнтом при ∂t та
однопараметричними сiм’ями розв’язкiв цього рiвняння, якi iнварiант-
нi вiдносно цього оператора. Задача побудови всiх однопараметричних
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сiмей розв’язкiв рiвняння Lf повнiстю еквiвалентна задачi вичерпного
опису його операторiв редукцiї з нульовим коефiцiєнтом при ∂t.

Якщо дано сiм’ю F = {u = F (t, x,κ)} розв’язкiв рiвняння Lf , па-
раметризовану одним суттєвим параметром κ, то вiдповiдний сингуляр-
ний оператор редукцiї має вигляд Q = ∂x − (Φx/Φu)∂u, де функцiя Φ

є розв’язком рiвняння u = F (t, x,κ) вiдносно κ, тобто κ = Φ(t, x, u). По-
будований за допомогою оператора Q анзац u = F (t, x, ϕ(ω)), де ω = t,
редукує рiвняння Lf до ϕω = 0. Таке спрощення редукованого рiвнян-
ня пояснюється тим, що знаючи однопараметричну сiм’ю F розв’язкiв,
можна вибрати конкретний анзац.

Регулярнi оператори редукцiї рiвнянь з класу L
∣∣
S мають (з точнiстю

до вiдношення еквiвалентностi, що iснує на множинi операторiв редук-
цiї) загальний вигляд Q = ∂t + ξ(t, x, u)∂x + η(t, x, u)∂u i задовольняють
умовний критерiй iнварiантностi

Q
(2)
Lf
∣∣
L(2)∩Q(2)

= 0. (4.15)

Тут многовид Q(2) у просторi струменiв другого порядку визначено умо-
вою iнварiантностi поверхнi Q[u] := η − ut − ξux = 0 та її диференцi-
альними наслiдками DtQ[u] = 0 та DxQ[u] = 0 (останнi не викорис-
товуються у розрахунках, оскiльки внаслiдок нормування коефiцiєнт τ
оператора Q до одиницi вираз Q(2)Lf [u] не мiстить похiдних utt та utx).
Отже, рiвнiсть (4.15) має вигляд

ηt + ηux + ηxu+ (ft + ξfx)uxx + ηxxf
∣∣∣
{ut+uux+fuxx=0, ut+ξux=η}

= 0.

Пiдставивши ut = η − ξux та uxx = (ξux − uux − η)/f i розщепивши
результат за ux, отримуємо систему визначальних рiвнянь

ξuu = 0, ηuu =
2

f
ξu(ξ − u) + 2ξxu,

(2ξu + 1)η +

(
ft
f

+
fx
f
ξ

)
(ξ − u) + 2fηxu − ξt − 2ξxξ + uξx − fξxx = 0,

ηt + uηx + fηxx −
(
ft
f

+
fx
f
ξ

)
η + 2ξxη = 0. (4.16)
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Iнтегруючи два перших рiвняння, отримуємо вирази для ξ та η:

ξ = ξ1(t, x)u+ ξ0(t, x),

η =
ξ1
(
ξ1 − 1

)
3f

u3 +

(
ξ1
x +

ξ1ξ0

f

)
u2 + η1(t, x)u+ η0(t, x),

де коефiцiєнти ξ1, ξ0, η1 та η0 — новi невiдомi функцiї. Пiдставляємо їх
у всi визначальнi рiвняння, крiм (4.16):

ξ1(ξ1 − 1)(2ξ1 + 1) = 0,

ξ1(2ξ1 + 1)ξ0 − ξ1(ξ1 − 1)fx = 0,

(ξ1 − 1)ft + (2ξ1 + 1)(fη1 + fξ0
x − fxξ0) = 0,

(2ξ1 + 1)η0 +

(
ft
f

+
fx
f
ξ0

)
ξ0 + 2fη1

x − ξ0
t − 2ξ0ξ0

x − fξ0
xx = 0.

(4.17)

Подальше розв’язання системи визначальних рiвнянь проведено в окре-
мих пунктах цього пiдроздiлу. Воно залежить вiд вибору одного з трьох
можливих розв’язкiв першого рiвняння: ξ1 = 1, ξ1 = −1

2 або ξ1 = 0 (реш-
ту рiвнянь системи (4.17) наведено вже з врахуванням того факту, що
ξ1 — стала). Розгляд випадку ξ1 = 0, в свою чергу, роздiлено на два пiд-
випадки: ξ0

xx = 0 та ξ0
xx 6= 0. Наголосимо, що визначальне рiвняння (4.16)

буде переписано в термiнах ξ1, ξ0, η1 i η0 та розщеплено за u для кожного
значення ξ1.

Слiд зауважити, що розбиття операторiв редукцiї рiвнянь з класу (4.1)
(а точнiше — пар «рiвняння, його оператор редукцiї») на сингулярнi та
регулярнi, а також подальше розбиття регулярних операторiв редукцiї на
перерахованi пiдвипадки, є iнварiантним вiдносно перетворень з групи
G∼, див., наприклад, [96, роздiл 3] або [67, означення 3].

Таким чином, оператори редукцiї прокласифiковано з точнiстю до вiд-
ношення еквiвалентностi на множинi операторiв редукцiї (домноження
на ненульову функцiю), а також з точнiстю до G∼-еквiвалентностi (або,
що те саме, G∼-еквiвалентностi внаслiдок нормалiзованостi класу L

∣∣
S).

Справедлива наступна теорема.
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Теорема 4.14. З точнiстю до вiдношення еквiвалентностi операторiв
редукцiї всi регулярнi оператори редукцiї рiвнянь Lf з класу L

∣∣
S вичер-

пуються чотирма пiдмножинами:

1) Q1 = ∂t + u∂x для кожного рiвняння Lf з класу L
∣∣
S;

2) оператори лiївської симетрiї з ненульовими коефiцiєнтами при ∂t;

3) Qθ = ∂t− (θt/θx)∂x для рiвнянь Lfθ, де f θ = −1/θx, де θ = θ(t, x) —
довiльний (несталий) розв’язок рiвняння

θt =
θxx
θx

+ h(θ)θx,

h — довiльна гладка функцiя вiд θ;

4) Qξ0η1η0 = ∂t+
(
− 1

2u+ξ0
)
∂x+

(
1
4u

3− 1
2ξ

0u2+η1u+η0
)
∂u для класичного

рiвняння Бюргерса L1 (а завдяки перетворенням з G∼ — i для всiх
рiвнянь Lc, c = const), де

ξ0 =
1

2

∣∣∣∣∣∣∣
1 u1 z1

1 u2 z2

1 u3 z3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 u1 y1

1 u2 y2

1 u3 y3

∣∣∣∣∣∣∣
, η1 =

1

4

∣∣∣∣∣∣∣
1 y1 z1

1 y2 z2

1 y3 z3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 u1 y1

1 u2 y2

1 u3 y3

∣∣∣∣∣∣∣
, η0 = −1

4

∣∣∣∣∣∣∣
u1 y1 z1

u2 y2 z2

u3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 u1 y1

1 u2 y2

1 u3 y3

∣∣∣∣∣∣∣
,

ui — розв’язки рiвняння L1, для яких визначник у знаменниках не
дорiвнює нулю, yi = 2uix + (ui)2, zi = 4uixx + 6uiuix + (ui)3, i = 1, 2, 3.

Два наступних пункти присвячено доведенню теореми для випадкiв
ξ1 = 1 та ξ1 = −1

2 , а випадок ξ1 = 0 буде розбито на два пiдвипад-
ки залежно вiд того, чи дорiвнює нулю коефiцiєнт ξ0

xx, кожний з яких
розглянуто в окремих пунктах.

4.4.1. Тривiальний випадок ξ1 = 1

Випадок ξ1 = 1 описано в [23,107]. З визначальних рiвнянь маємо

ξ0 = 0, η1 = 0, η0 = 0,
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що доводить пункт 1 теореми 4.14. Векторне поле Q1 = ∂t + u∂x є єди-
ним спiльним оператором редукцiї для всiх рiвнянь з класу L

∣∣
S . Вiн до-

зволяє отримати двопараметричну сiм’ю нетривiальних Q1-iнварiантних
розв’язкiв u(t, x) = (x + c1)/(t + c2), де c1 i c2 — довiльнi сталi, а також
сiм’ю сталих розв’язкiв u = const.

Всi цi розв’язки є лiївськи iнварiантними (отриманi за допомогою лiїв-
ських редукцiй), див. пiдроздiл 4.3. До того ж, це єдинi спiльнi розв’язки
для всiх рiвнянь з класу L

∣∣
S .

Зауваження 4.15. Найкращий спосiб побудови Q1-iнварiантних роз-
в’язкiв рiвняння Бюргерса L1 : L1[u] ≡ ut + uux + uxx = 0 — проiнтег-
рувати спочатку рiвняння L1[u] + Q1[u] = uxx = 0, звiдки отримаємо
вираз u = α(t)x+β(t), де α i β — деякi гладкi функцiї вiд t. Узагальнене
векторне поле Q̂ = (L1[u] + Q1[u])∂u = uxx∂u еквiвалентне еволюцiйно-
му представнику [8, с. 374] Q1[u]∂u оператора Q1 на множинi розв’яз-
кiв рiвняння L1, отже це — узагальнена умовна симетрiя рiвняння L1,
див. [69, твердження 4]. Тому вiдповiдний анзац u = α(t)x+β(t) зводить
рiвняння L1 до системи з двох звичайних диференцiальних рiвнянь на
функцiї α i β:

αt + α2 = 0, βt + αβ = 0.

Повний набiр функцiонально незалежних iнтегралiв рiвняння Q1[u] = 0

складають x − ut та u. Отже, безпосередньо за допомогою Q1 будуємо
неявний анзац u = ϕ(ω), де ω = x − ut (вiдповiдно x − ut = ϕ(ω),
де ω = u) для Q1-iнварiантних розв’язкiв x − ut 6= const (вiдповiдно
u 6= const). Для обох анзацiв пов’язанi з ними редукованi рiвняння мають
вигляд ϕωω = 0.

4.4.2. «No-go» випадок ξ1 = −1
2

Випадок ξ1 = −1
2 можливий тiльки якщо f = const, тобто приходимо

до задачi вiдшукання операторiв редукцiї для класичного рiвняння Бюр-
герса. Оскiльки група еквiвалентностi класу L

∣∣
S мiстить перетворення
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масштабування довiльного елемента, f = 1 mod G∼, тому достатньо роз-
глянути класичне рiвняння Бюргерса L1 ≡ ut + uux + uxx = 0.

У [24, 76] встановлено, що задача опису операторiв редукцiї в цьому
випадку зводиться до розв’язання системи з трьох диференцiальних рiв-
нянь на три невiдомi функцiї ξ0, η0 i η1, яка еквiвалентна системi з трьох
екземплярiв лiнiйного рiвняння теплопровiдностi (а це «no-go» задача).
Такi оператори редукцiї мають вигляд

Q = ∂t +

(
−1

2
u+ ξ0

)
∂x +

(
1

4
u3 − ξ0

2
u2 + η1u+ η0

)
∂u, (4.18)

де коефiцiєнти ξ0 = ξ0(t, x), η1 = η1(t, x) та η0 = η0(t, x) — гладкi функцiї
вiд t та x, що задовольняють систему диференцiальних рiвнянь

ξ0
t + 2ξ0ξ0

x + ξ0
xx − 2η1

x = 0,

η1
t + 2ξ0

xη
1 + η1

xx + η0
x = 0,

η0
t + 2ξ0

xη
0 + η0

xx = 0.

(4.19)

Оскiльки певною диференцiальною пiдстановкою систему (4.19) можна
звести до системи з трьох незачеплених копiй лiнiйного рiвняння тепло-
провiдностi [24,76], загальний розв’язок рiвняння (4.19) не можна зобра-
зити у явному виглядi. Отже, випадок ξ1 = −1

2 є «no-go» випадком.
Використовуючи технiку, розвинуту в [96], можна показати, що цей

факт безпосередньо випливає з того, що Q є оператором редукцiї рiв-
няння L1. Бiльш того, покажемо, що розв’язки системи (4.19) можна
представити через розв’язки системи з трьох незачеплених копiй рiвнян-
ня Бюргерса. Зауважимо, що в доведеннях, поданих у [24, 76], не вико-
ристано зв’язок системи рiвнянь (4.19) з операторами редукцiї.

Лема 4.16. Будь-який розв’язок системи визначальних рiвнянь (4.19)
на коефiцiєнти операторiв редукцiї вигляду (4.18) можна записати
у виглядi

ξ0 =
(W (v̄))x
W (v̄)

, η1 =
|v̄, v̄xx, v̄xxx|

W (v̄)
, η0 = −2

W (v̄x)

W (v̄)
, (4.20)



92

де v̄ = (v1, v2, v3) — трiйка лiнiйно незалежних розв’язкiв рiвнян-
ня теплопровiдностi vt + vxx = 0, |p̄, q̄, r̄| — визначник матрицi, по-
будованої з вектор-стовпчикiв p̄, q̄ та r̄, а W (v̄) = |v̄, v̄x, v̄xx| та
W (v̄x) = |v̄x, v̄xx, v̄xxx| — визначники Вронського цiєї трiйки розв’язкiв
та трiйки похiдних цих розв’язкiв за x вiдповiдно.

Навпаки, будь-яка трiйка функцiй (ξ0, η1, η0), що допускає представ-
лення (4.20), задовольняє систему (4.19).

Доведення. Доведення леми базується на властивостях операторiв ре-
дукцiї. Зафiксуємо деякий оператор Q вигляду (4.18). Множина Q-
iнварiантних розв’язкiв рiвняння Бюргерса L1 : L1[u] = 0, що вiдповi-
дають оператору Q, спiвпадає з множиною розв’язкiв системи рiвнянь
L1[u] = 0, Q[u] = 0, до того ж вона параметризована двома довiльними
сталими, оскiльки Q — регулярний оператор редукцiї рiвняння Бюргер-
са [67].

Для зручностi перейдемо до розгляду саме системи рiвнянь L1[u] = 0,
L1[u] +Q[u] = 0. Перетворення Коула–Хопфа u = 2vx/v, застосоване до
цiєї системи, дасть систему лiнiйних рiвнянь

vt + vxx = 0, vxxx − ξ0vxx + η1vx +
1

2
η0v = 0. (4.21)

Нехай тепер для деякого цiлого n функцiї v1, . . . , vn вiд t та x — лiнiйно
незалежнi розв’язки системи (4.21). Тодi рiвняння

u = 2
c1v

1
x + · · ·+ cnv

n
x

c1v1 + · · ·+ cnvn
(4.22)

де c1, . . . , cn — довiльнi сталi, одночасно не рiвнi нулю, визначає сiм’ю Q-
iнварiантних розв’язкiв рiвняння Бюргерса, параметризовану n сталими,
серед яких лише n−1 суттєвих. Отже, n 6 3 (як кiлькiсть таких парамет-
рiв) не може перевищувати 2. Iнакше кажучи, розмiрнiсть простору V
розв’язкiв системи (4.21) не перевищує 3. Ця розмiрнiсть не може також
бути менше, нiж 3. Справдi, розглянемо тепер деякi функцiї v1 . . . vn вiд t
та x, що утворюють базис простору V , де n = dimV . Тодi вираз (4.22)
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є загальним розв’язком системи рiвнянь L1[u] = 0 та Q[u] = 0, i цей
загальний розв’язок мiстить n − 1 суттєвих сталих параметрiв. Таким
чином, n− 1 = 2, тобто n = 3.

Розглянемо базис {v1, v2, v3} простору V . За означенням елементи V —
це розв’язки рiвняння теплопровiдностi vt+vxx = 0, яке є лiнiйним i ево-
люцiйним. Отже, iз звичайної лiнiйної незалежностi цих розв’язкiв ви-
пливає їхня лiнiйна незалежнiсть над кiльцем гладких функцiй вiд t,
тобто визначник Вронського W (v̄) функцiй v1, v2 та v3 за x не дорiв-
нює нулю — див., наприклад, [96, зауваження 5]. Пiдставляючи елементи
базису у друге рiвняння (4.21), отримаємо добре (коректно) визначену
систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

vixxx − ξ0vixx + η1vix + 1
2η

0vi = 0, i = 1, 2, 3,

на коефiцiєнти ξ0, η1, η0, або, що те саме, але у матричнiй формi:

Mq̄ = v̄xxx, де

v̄ =

 v1

v2

v3

, M =

 v1 v1
x v1

xx

v2 v2
x v2

xx

v3 v3
x v3

xx

, q̄ =

 −
1
2η

0

−η1

ξ0

.
Розв’язавши цю систему вiдносно ξ0, η1 та η0, отримаємо вирази (4.20).

Оскiльки всi мiркування можна провести у зворотному порядку, обер-
нене твердження також має мiсце.

Наслiдок 4.17. Коефiцiєнти оператора редукцiї (4.18) рiвняння Бюр-
герса можна записати у виглядi

ξ0 =
1

2

|ē, ū, z̄|
|ē, ū, ȳ|

, η1 =
1

4

|ē, ȳ, z̄|
|ē, ū, ȳ|

, η0 = −1

4

|ū, ȳ, z̄|
|ē, ū, ȳ|

, (4.23)

де вектор-стовпчики ē, ȳ та z̄ складаються з трьох одиниць, виразiв
yi = 2uix + (ui)2 та zi = 4uixx + 6uiuix + (ui)3 вiдповiдно (i = 1, 2, 3), а ū
є вектором з трьох розв’язкiв рiвняння Бюргерса, причому |ē, ū, ȳ| 6= 0.
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Доведення. Зв’язок мiж розв’язками рiвняння теплопровiдностi та рiв-
няння Бюргерса за допомогою перетворення Коула–Хопфа 2vix/v

i = ui

дає рiвностi

vixx
vi

=
1

2
uix +

1

4
(ui)2,

vixxx
vi

=
3

4
uiuix +

1

8
(ui)3 +

1

2
uixx, i = 1, 2, 3,

пiдстановка яких у (4.20) доводить наслiдок. Зауважимо, що визначник
|ē, ū, ȳ| 6= 0, так само як i визначник Вронського W (v̄).

Наслiдок 4.18. Представлення (4.20) та (4.22), де n = 3, явним чи-
ном встановлюють взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж оператора-
ми редукцiї вигляду (4.18) та сiм’ями розв’язкiв рiвняння Бюргерса, що
є iнварiантними за цими операторами.

Побудова явного вигляду анзацу для u шляхом безпосереднього iнтег-
рування умови iнварiантностi поверхнi, що вiдповiдає оператору вигля-
ду (4.18), у випадку довiльного розв’язку системи (4.19), виглядає досить
складною задачею. Навiть для простого розв’язку системи (4.19), прове-
дення вiдповiдної редукцiї рiвняння Бюргерса L1 є нетривiальним. Тут
доречно згадати роботи [23,107], де проведено деякi такi редукцiї.

Дещо кращий спосiб використання оператора вигляду (4.18) для ре-
дукцiї рiвняння Бюргерса — це розглянути замiсть Q узагальнене век-
торне поле

Q̂ = (L1[u] +Q[u])∂u,

яке еквiвалентне еволюцiйному представнику Q[u]∂u оператора Q i є уза-
гальненою умовною симетрiєю рiвняння L1, див. [69, твердження 4]. На-
справдi редукцiя рiвняння L1 за узагальненим векторним полем Q̂ у пев-
ному сенсi представлена в доведеннi леми 4.16, а наслiдок 4.18 вичерпно
описує сiм’ю Q-iнварiантних розв’язкiв рiвняння L1.

Разом з тим, використавши представлення (4.22) для Q-iнварiантних
розв’язкiв рiвняння L1, де n = 3, можна побудувати анзац для u, що
вiдповiдає оператору Q, i провести редукцiю рiвняння Бюргерса L1 за
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допомогою цього анзацу. Поклавши c1 = 1 та c2 = 0 (вiдповiдно c1 = 0

та c2 = 1) i вважаючи c3 довiльною сталою, ми отримаємо два iнтеграли
рiвняння Q[u] = 0:

ζ =
v1u− 2v1

x

v3u− 2v3
x

, ω =
v2u− 2v2

x

v3u− 2v3
x

.

Вони коректно визначенi для u 6= 2v3
x/v

3 (завжди можна вважати, що ця
умова виконана для конкретного розв’язку u з точнiстю до переймену-
вання функцiй v1, v2 та v3). Таким чином, загальний розв’язок рiвняння
Q[u] = 0 можна представити неявним чином у виглядi F (ζ, ω) = 0, де F
є довiльною несталою функцiєю своїх аргументiв. З точнiстю до перейме-
нування ζ i ω похiдну Fζ можна вважати ненульовою. Отже, з рiвностi
F (ζ, ω) = 0 випливає неявний анзац ζ = ϕ(ω) для невiдомої функцiї
u = u(t, x), де ζ та ω — новi залежна та незалежна змiннi вiдповiд-
но. Стандартний спосiб виведення вiдповiдного редукованого рiвняння
шляхом обчислення виразiв для похiдних ut, ux та uxx, що можуть бу-
ти отриманi з анзацу, i наступною їх пiдстановкою у рiвняння L1, є за-
надто громiздким. Замiсть цього подiємо на анзац ζ = ϕ(ω) оператором
Dt+ Dxx i пiсля цього зробимо пiдстановку ut+uxx = −uux та vit+vixx = 0

(i = 1, 2, 3). В результатi отримуємо рiвняння ϕωω Dxω = 0.
Для розв’язкiв рiвняння L1, якi неявно заданi виразом ζ = ϕ(ω)

для деяких гладких функцiй ϕ вiд ω, диференцiальна функцiя Dxω

ненульова. Справдi, припустимо, що Dxω = 0 (тобто ω = ω0(t)) для
деякого розв’язку u = u0(t, x). Тодi u0 = 2(v2

x − ω0v3
x)/(v

2 − ω0v3),
звiдки випливає, що для деякої ненульової гладкої функцiї χ вiд t ви-
раз (v2 + ω0v3)χ дасть розв’язок лiнiйного рiвняння теплопровiдностi
vt + vxx = 0. Оскiльки функцiї v2 та v3 — лiнiйно незалежнi розв’язки
одного i того ж рiвняння, це можливо тiльки тодi, коли ω0 є сталою. Та-
ким чином, пiдстановка u = u0(t, x) у ζ дає стале значення ζ0 = ϕ(ω0),
а отже u0 = 2(v1

x−ζ0v3
x)/(v

1−ζ0v3). Порiвнюючи два вирази для розв’яз-
ку u = u0(t, x), робимо висновок, що функцiї v1, v2 та v3 лiнiйно залежнi,
цим самим приходимо до суперечностi.
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Оскiльки Dxω 6= 0, редуковане рiвняння набуває вигляду ϕωω = 0. Йо-
го загальний розв’язок ϕ = c̃1ω + c̃2, що повнiстю узгоджується з пред-
ставленням (4.22) i анзацу ζ = ϕ(ω).

Це редуковане рiвняння отримано для довiльного оператора Q вигля-
ду (4.18), i воно простiше, нiж тi окремi випадки редукованих рiвнянь, що
виведенi в [23,107]. Цей факт пояснюється тим, що анзац ζ = ϕ(ω), побу-
дова якого базується на представленнi (4.22) для Q-iнварiантних розв’яз-
кiв рiвняння Бюргерса L1, краще узгоджується зi структурою цього рiв-
няння, нiж частковi випадки анзацiв, якi наведено в [23,107].

4.4.3. Випадок ξ1 = 0, ξ0xx = 0, що пов’язаний з лiївськими
симетрiями

Пiдставивши ξ1 = 0 у систему рiвнянь (4.16)–(4.17), де ξ = ξ0(t, x)

та η = η1(t, x)u + η0(t, x), i розщепивши (4.16) за u, отримуємо визна-
чальнi рiвняння η1

x = 0, звiдки η1 = η1(t), а також

η0
x + η1ξ0

x = (η1)2 − η1
t , (4.24)

ft + fxξ
0 − f(η1 + ξ0

x) = 0, (4.25)

ξ0
t + ξ0ξ0

x + fξ0
xx = η0 + η1ξ0, (4.26)

η0
t + η0ξ0

x + fη0
xx = η1η0. (4.27)

Доведемо, що всi оператори редукцiї з нульовими значеннями ξ1 та ξ0
xx

еквiвалентнi операторам лiївської симетрiї. За умови ξ0
xx = 0 з рiвняння

(4.24) отримуємо η0
xx = 0. Отже,

ξ(t, x) = ξ0(t, x) = ξ01(t)x+ ξ00(t),

η(t, x) = η1(t)u+ η01(t)x+ η00(t).

Тодi в термiнах невiдомих функцiй ξ01, ξ00, η1, η01 та η00 визначальнi
рiвняння набувають вигляду

ξ01
t = (η1 − ξ01)ξ01 + η01, (4.28)

ξ00
t = (η1 − ξ01)ξ00 + η00, (4.29)
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η1
t = (η1 − ξ01)η1 − η01, (4.30)

η01
t = (η1 − ξ01)η01, (4.31)

η00
t = (η1 − ξ01)η00, (4.32)

η1 =
ft
f

+
fx
f

(
ξ01x+ ξ00

)
− ξ01. (4.33)

Для розв’язання цiєї системи визначальних рiвнянь використаємо пiд-
становку ξ01 = ϕt/ϕ та η1 = −ψt/ψ, де ϕ та ψ є гладкими функцiями
вiд t, причому ϕψ 6= 0. Зокрема, з (4.31) маємо рiвняння

η01
t

η01
+
ϕt
ϕ

+
ψt
ψ

= 0,

яке можна проiнтегрувати за умови η01ϕψ = a0 = const, що дає

η01 =
a0

ϕψ
. (4.34)

Пiдставивши вираз (4.34) для η01 у модифiкованi рiвняння (4.28) та
(4.30), отримуємо ϕttψ + ϕtψt = a0 та ϕψtt + ϕtψt = a0, або, пiсля iн-
тегрування,

ϕtψ = a0t+ a1, ϕψt = a0t+ a2, (4.35)

вiдповiдно. Iнтегруючи суму рiвнянь (4.35), маємо

ϕψ = a0t
2 + (a1 + a2)t+ a3, (4.36)

де a1, a2 та a3 — довiльнi сталi, причому (a0, a1+a2, a3) 6= (0, 0, 0) оскiльки
ϕψ 6= 0. Тодi з рiвняння (4.34) маємо

η01 =
a0

a0t2 + (a1 + a2)t+ a3
.

Подiливши кожне з рiвнянь (4.35) на (4.36), отримуємо

ξ01 =
ϕt
ϕ

=
a0t+ a1

a0t2 + (a1 + a2)t+ a3
,

η1 = −ψt
ψ

= − a0t+ a2

a0t2 + (a1 + a2)t+ a3
.
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Послiдовно iнтегруючи ще не використанi рiвняння (4.32) та (4.29), ма-
ємо

η00 =
a4

a0t2 + (a1 + a2)t+ a3
, ξ00 =

a4t+ a5

a0t2 + (a1 + a2)t+ a3
,

де a4 та a5 — також сталi iнтегрування.
З огляду на отриманi вирази для ξ та η, маємо сiм’ю векторних полiв

Qa = ∂t +
(a0t+ a1)x+ a4t+ a5

a0t2 + (a1 + a2)t+ a3
∂x +

−(a0t+ a2)u+ a0x+ a4

a0t2 + (a1 + a2)t+ a3
∂u,

де a = (a0 . . . a5) — вектор з довiльних сталих, визначених з точнiстю
до спiльного ненульового множника, i (a0, a1 + a2, a3) 6= (0, 0, 0). Кожен
з операторiв редукцiї Qa еквiвалентний (з точнiстю до множення на не-
нульову функцiю) оператору лiївської симетрiї

Q̃a =
(
a0t

2 + (a1+a2)t+ a3

)
∂t +

(
(a0t+a1)x+ a4t+ a5

)
∂x+

+
(
−(a0t+a2)u+ a0x+ a4

)
∂u.

Щоб Qa був оператором редукцiї рiвняння Lf з певним f , його коефiцiєн-
ти повиннi додатково задовольняти рiвняння (4.33). Це рiвносильно то-
му факту, що коефiцiєнти Q̃a задовольняють класифiкуючу умову (4.5)
з цим самим f . Iнакше кажучи, векторне поле Qa є оператором редукцiї
деякого рiвняння Lf тодi i тiльки тодi, якщо еквiвалентне векторне по-
ле Q̃a — генератор лiївської симетрiї цього ж рiвняння, що дає пункт 2
теореми 4.14. Лiївськi редукцiї та лiївськi розв’язки рiвнянь з класу L

∣∣
S

розглянуто у пiдроздiлi 4.3.

4.4.4. Випадок ξ1 = 0, ξ0xx 6= 0

Для цього пiдвипадку справедлива система визначальних рiв-
нянь (4.24)–(4.27) та η1

x = 0, звiдки η1 = η1(t), а також наступна лема.

Лема 4.19. При ξ1 = 0, ξ0
xx 6= 0 з точнiстю до G∼-еквiвалентностi ко-

ефiцiєнт η дорiвнює нулю.
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Доведення. Для зручностi введемо позначення α := (η1)2 − η1
t . Рiвнян-

ня (4.24) проiнтегруємо за x:

η0 + η1ξ0 = αx+ β, (4.37)

де β = β(t) — довiльна функцiя. Виразивши змiнну η0 з рiвняння (4.37),
виключаємо її разом з її похiдними з визначальних рiвнянь. Пiсля спро-
щень рiвняння (4.26) та (4.27) набувають вигляду

ξ0
t + ξ0ξ0

x + fξ0
xx = αx+ β, (4.38)(

(αx+ β)ξ0
)
x

= 2η1(αx+ β)− (αtx+ βt). (4.39)

Доведемо, що для будь-якого розв’язку системи рiвнянь (4.24)–(4.27)
з точнiстю до G∼-еквiвалентностi α = 0 та β = 0. Справдi, припустимо,
що α 6= 0. Iнтегруючи (4.39) за x, отримуємо

ξ0 =

(
αη1 − 1

2αt
)
x2 + (2η1β − βt)x+ δ

αx+ β
= γ1x+ γ0 +

µ

αx+ β
,

де δ — довiльна функцiя вiд t що виникає в процесi iнтегрування,

γ1 = η1 − αt
2α
, γ0 =

η1β − βt
α

+
αtβ

2α2
,

µ = δ +
β

α
(βt − η1β)− αtβ

2

2α2
.

Тодi з рiвняння (4.38) маємо вираз для f :

f =
1

2µα2
(αx+ β)4 − γ1(γ1x+ γ0) + γ1

t x+ γ0
t

2µα2
(αx+ β)3−

− µt + µγ1

2µα2
(αx+ β)2 +

αtx+ βt + (γ1x+ γ0)α

2α2
(αx+ β) +

µ

2α
,

який є многочленом вiд (αx + β) з коефiцiєнтом µ/(2α) при нульовому
степенi.

Пiдставивши ξ0 та f у рiвняння (4.25), отримаємо деякий многочлен
вже вiд (αx+ β) та (αx+ β)−1 з коефiцiєнтами, також залежними вiд t,
який тотожно дорiвнює нулю. Це означає, що всi коефiцiєнти цього мно-
гочлена дорiвнюють нулю, зокрема коефiцiєнт µ2/2 при (αx+β)−2. Отже,
µ = 0 i ξ0 = γ1x+ γ0, а це суперечить припущенню ξ0

xx 6= 0.
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Використовуючи щойно доведений факт, що α = 0, диференцiюємо
рiвняння (4.39) за x i отримуємо βξ0

xx = 0. Отже, β = 0 з огляду на
припущення ξ0

xx 6= 0.
З огляду на означення α та рiвняння (4.37) з умови α = β = 0 ви-

пливає, що η1
t = (η1)2, η0 = −η1ξ0. Розв’язками рiвняння η1

t = (η1)2 є
η1 = 0 та η1 = −(t+ c)−1, де c — стала iнтегрування. Друге значення η1

можна зробити нульовим, використавши перетворення еквiвалентностi
t̃ = −(t+ c)−1, x̃ = x(t+ c)−1, ũ = (t+ c)u− x, f̃ = f .

За умови η = 0 система визначальних рiвнянь (4.24)–(4.27) зводиться
до добре визначеної системи

ft + ξfx − ξxf = 0, (4.40)

ξt + ξξx + fξxx = 0 (4.41)

на функцiї f(t, x) i ξ(t, x). Крiм того, ця система записана у формi Ко-
валевської, отже вона не має нетривiальних диференцiальних наслiдкiв.
Її загальний розв’язок знайти неможливо, тому не вдасться i вичерпно
описати оператори редукцiї класу L

∣∣
S , для яких ξu = 0. Але можна

знайти деякi частковi розв’язки цiєї системи, якi дадуть змогу отрима-
ти новi точнi розв’язки рiвнянь з класу L

∣∣
S з вiдповiдними значеннями

довiльного елемента f .

4.4.5. Точнi розв’язки, отриманi через зв’язок з потенцiальним
рiвнянням швидкої дифузiї

Запишемо рiвняння (4.40) у збережнiй формi: (1/f)t + (ξ/f)x = 0.
Введемо потенцiал θ = θ(t, x), визначений умовами θt = ξ/f i θx = −1/f ,
звiдки

f = − 1

θx
, ξ = − θt

θx
. (4.42)

Використовуючи цi вирази, рiвняння (4.41) можна записати у виглядi

(θx∂t − θt∂x)
(
θt
θx
− θxx

(θx)2

)
= 0. (4.43)
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Проiнтегрувавши його i домноживши результат на θx, дiстанемо

θt =
θxx
θx

+ h(θ)θx, (4.44)

де h— довiльна гладка функцiя. Для кожного розв’язку θ рiвняння (4.44)
iснує оператор редукцiї Qθ = ∂t − (θt/θx)∂x, для узагальнених рiвнянь
Бюргерса рiвняння L−1/θx.

Анзац u = ϕ(ω), ω = θ(t, x), побудований за оператором редук-
цiї Qθ, редукує рiвняння L−1/θx до звичайного диференцiального рiвнян-
ня ϕωω − ϕϕω − h(ω)ϕω = 0, яке вдається проiнтегрувати у частковому
випадку h = µ = const. Маємо рiвняння Рiккатi ϕω = 1

2ϕ
2 + µϕ+ 2ν, де

ν — стала iнтегрування.
Але насправдi µ = 0 mod G∼. Перетворення t̃ = t, x̃ = x + µt, ũ =

u + µ, f̃ = f з групи еквiвалентностi G∼ вiдображає рiвняння (4.44)
з h = µ = const у потенцiальне рiвняння швидкої дифузiї

θt̃ =
θx̃x̃
θx̃
, (4.45)

а вiдповiдне рiвняння Рiккатi набуває вигляду ϕω = 1
2ϕ

2 +2ν та iнтегрує-
ться з використанням пiдстановки ϕ = −2ψω/ψ. Результат iнтегрування
залежить вiд знаку ν. Знаючи низку точних розв’язкiв θ(t, x) рiвнян-
ня (4.45) [106], використаємо їх для обчислення вiдповiдних значень до-
вiльного елемента f i коефiцiєнта ξ оператора редукцiї Qθ (таблиця 4.3).
Таким чином, для кожної функцiї f з таблицi узагальнене рiвняння Бюр-
герса Lf : ut + uux + f(t, x)uxx = 0 має розв’язки

u(t, x) =



2k
c1 sin kθ − c2 cos kθ

c1 cos kθ + c2 sin kθ
, ν > 0,

− 2c2

c1 + c2θ
, ν = 0,

−2κ
c1e

κθ − c2e
−κθ

c1eκθ + c2e−κθ
, ν < 0.

(4.46)

Тут k =
√
ν, κ =

√
−ν ; для довiльних сталих c1, c2 суттєве лише їх

вiдношення.
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Таблиця 4.3. Значення f , ξ i θ, пов’язанi формулами (4.42)

№ f(t, x) ξ(t, x) θ(t, x)

1 1 + e−t−x et+x − ln(et + e−x)

2 −1 0 x

3 1− e−t−x −et+x − ln |et − e−x|

4 −e−x −e−x ex + t

5 t− x− λte−x/t 1− λe−x/t ln |t|+
∫ dw

w − 1 + λe−w

∣∣∣
w=x/t

, λ = const

6 −t
2 − x2

2t

x

t
ln

∣∣∣∣x− tx+ t

∣∣∣∣
7 −x

2

2t

x

t
−2t

x

8 −t
2 + x2

2t

x

t
2 arctg

x

t

9 −cos2 x

2t
−sin 2x

2t
2t tg x

10
cosh2 x

2t
−sinh 2x

2t
−2t thx

11 −sinh2 x

2t

sinh 2x

2t
−2t cthx

12
cos 2x− cos 2t

2 sin 2t

sin 2x

sin 2t
ln

∣∣∣∣sin(x− t)
sin(x+ t)

∣∣∣∣
13

cosh 2t− cosh 2x

2 sinh 2t

sinh 2x

sinh 2t
ln

∣∣∣∣sinh(x− t)
sinh(x+ t)

∣∣∣∣
14

sinh 2t− sinh 2x

2 cosh 2t

cosh 2x

cosh 2t
ln

∣∣∣∣ sinh(x− t)
cosh(x+ t)

∣∣∣∣
15

cosh 2t+ cosh 2x

2 sinh 2t
−sinh 2x

sinh 2t
ln

∣∣∣∣cosh(x− t)
cosh(x+ t)

∣∣∣∣
16

cos 2t− cosh 2x

2 sin 2t

sinh 2x

sin 2t
2 arctg(ctg t thx)

17
cosh 2t− cos 2x

2 sinh 2t

sin 2x

sinh 2t
2 arctg(cth t tg x)

Зауваження 4.20. З огляду на рiвняння (4.41) функцiя ξ = −θt/θx є та-
кож розв’язком узагальненого рiвняння Бюргерса L

∣∣
S з вiдповiдним f .

Бiльш того, сiм’ї розв’язкiв, побудованi таким чином, можна розширити
до розв’язкiв iнших рiвнянь з класу L

∣∣
S перетвореннями з групи еквiва-

лентностi G∼ цього класу.
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4.5. Закони збереження i потенцiальнi допустимi
перетворення

Оскiльки рiвняння Lf є квазiлiнiйним еволюцiйним рiвнянням другого
порядку, шукаємо характеристики його (локальних) законiв збереження
у виглядi λ = λ(t, x, u) (див. [103, наслiдок 2]).

З того, що характеристика λ закону збереження рiвняння Lf є його
косиметрiєю, випливає рiвнiсть

−Dtλ+ D2
x(fλ) + uxλ− Dx(uλ) = 0,

що виконується для всiх розв’язкiв рiвняння Lf . Пiдставивши у цю рiв-
нiсть ut = −uux− fuxx i розщепивши результат за uxx, дiстанемо визна-
чальнi рiвняння λu = 0 та−λt+(fλ)xx−uλx = 0. Подальше розщеплення
за u дасть λx = 0 та fxxλ = λt. Отже, fxxxλ = 0.

Це означає, що рiвняння Lf має нетривiальнi закони збереження тодi
i тiльки тодi, коли fxxx = 0, тобто

f = f 2(t)x2 + f 1(t)x+ f 0(t), (4.47)

де коефiцiєнти f 2, f 1 та f 0 є гладкими функцiями вiд t, що одночасно
не дорiвнюють нулю. Тодi

λ = λ(t) = e
∫
fxx dt

є єдиною лiнiйно незалежною характеристикою рiвняння Lf . Тут i далi
iнтеграл за t означає деяку фiксовану первiсну. Iнакше кажучи, про-
стiр законiв збереження рiвняння Lf одновимiрний. Домноживши рiв-
няння Lf на λ, запишемо його у збережнiй формi:

Dt (λu) + λDx

(
1

2
u2 + fux − fxu

)
= 0.

Використовуючи цю форму рiвняння Lf , введемо потенцiал v = v(t, x)

рiвняння Lf , визначений рiвностями

Rf,λ : vx = λu, vt = −λ
(

1

2
u2 + fux − fxu

)
.
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Система Rf,λ називається системою для потенцiалiв рiвняння Lf . Ви-
ключивши з неї залежну змiнну u, отримуємо рiвняння для потенцiалу,
що вiдповiдає рiвнянню Lf :

Pf,λ : vt +
1

2λ
v2
x + fvxx − fxvx = 0.

Зауваження 4.21. Iснує iзоморфiзм мiж просторами законiв збережен-
ня рiвняння Pf,λ та системи рiвнянь Rf,λ.

Опишемо тепер потенцiальнi закони збереження рiвняння Lf , якi є
локальними законами збереження вiдповiдної системи Rf,λ, або, що те
саме, рiвняння Pf,λ. Нехай µ — найпростiша характеристика локально-
го закону збереження для рiвняння Pf,λ. Тодi µ = µ(t, x, v). Записуємо
визначальне рiвняння

−Dtµ+ D2
x(fµ)− Dx

((
1

λ
vx − fx

)
µ

)
= 0,

що виконується для всiх розв’язкiв рiвняння Pf,λ, i розв’язуємо його вiд-
носно µ, що дає лише нульовi розв’язки. В результатi отримуємо, що
рiвняння Lf , де f 6= const, не має ненульових потенцiальних законiв збе-
реження, отже, Rf,λ — єдина канонiчна система для потенцiалiв для Lf .
Класичне рiвняння Бюргерса (з f = const) має потенцiальнi закони
збереження, якi є локальними законами збереження вiдповiдного рiв-
няння Pf,λ з редукованими характеристиками вигляду µ = ψ(t, x)e

v
2f ,

де ψ(t, x) — довiльний розв’язок лiнiйного рiвняння теплопровiдностi
ψt = fψxx. Оскiльки рiвняння Pf,λ з f = const подiбне до лiнiйного
рiвняння теплопровiдностi, класичне рiвняння Бюргерса не допускає по-
тенцiальних законiв збереження вищого порядку [102, теорема 5].

Отже, пiдклас L
∣∣
S, fxxx=0

класу L
∣∣
S з квадратичною за x функцiєю f

можна природним чином розбити на пiдкласи:

L1 = {Lf | f = const} та L2 = {Lf | fxxx = 0, f 6= const}.

Обидва цi пiдкласи замкненi вiдносно групи еквiвалентностi G∼ кла-
су L

∣∣
S , а отже, з огляду на [101, твердження 4], є нормалiзованими, як

i клас L
∣∣
S .
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Оскiльки неможливо вибрати канонiчного представника з (одновимiр-
ного) простору характеристик законiв збереження рiвняння Lf з пiдкла-
су L

∣∣
S, fxxx=0

, при розглядi класу систем для потенцiалiв Rf,λ та кла-
су рiвнянь для потенцiалiв Pf,λ необхiдно розширити довiльний елемент
класу, включивши в нього параметр-функцiю λ. Вiдповiдно, множину S̆,
яку пробiгає розширений довiльний елемент (f, λ), задано допомiжною
системою

S̆ : fxxx = 0, λt = fxxλ, fλ 6= 0.

Системи для потенцiалiв Rf,λ1 та Rf,λ2 (або рiвняння для потенцiа-
лiв Pf,λ1 та Pf,λ2) з лiнiйно залежними λ1 i λ2, якi асоцiйованi з лiнiйно
залежними законами збереження рiвняння Lf , вважаємо калiбрувально
еквiвалентними в сенсi потенцiальних систем (потенцiальних рiвнянь).
Позначимо клас систем для потенцiалiв Rf,λ та клас рiвнянь для потен-
цiалiв Pf,λ вiдповiдно через R̆

∣∣
S̆ та P̆

∣∣
S̆ .

Допустимi перетворення та групоїд еквiвалентностi класу R̆
∣∣
S̆ можна

назвати потенцiальними допустимими перетвореннями i потенцiаль-
ним групоїдом еквiвалентностi класу L

∣∣
S, fxxx=0

вiдповiдно.

Лема 4.22. Групоїди еквiвалентностi класiв R̆
∣∣
S̆ та P̆

∣∣
S̆ iзоморфнi.

Доведення. Зафiксуємо будь-якi два значення (f 1, λ1) та (f 2, λ2) довiль-
ного елемента (f, λ) з множини S̆. Кожне точкове перетворення мiж рiв-
няннями Pf1,λ1 та Pf2,λ2 продовжується на u згiдно рiвностi u = vx/λ,
що дає точкове перетворення мiж системами Rf1,λ1 та Rf2,λ2. Навпаки,
нехай ϕ — точкове перетворення мiж системами Rf1,λ1 та Rf2,λ2:

ϕ : t̃=T (t, x, u, v), x̃=X(t, x, u, v), ũ=U(t, x, u, v), ṽ=V (t, x, u, v).

Пiдставивши u = vx/λ у T , X та V i вiдкидаючи компонент перетво-
рення ϕ для u, отримуємо контактне перетворення мiж Pf1,λ1 та Pf2,λ2,
яке iндуковане точковим перетворенням, оскiльки обидва рiвняння Pf1,λ1
та Pf2,λ2 є еволюцiйними рiвняннями другого порядку, лiнiйними за по-
хiдною uxx [103, твердження 2].
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З огляду на лему 4.22 можна працювати з класом P̆
∣∣
S̆ замiсть кла-

су R̆
∣∣
S̆ , вивчаючи потенцiальнi допустимi перетворення класу L

∣∣
S, fxxx=0

.

Наслiдок 4.23. Для кожного значення довiльного елемента (f, λ) з
множини S̆ iснує iзоморфiзм мiж максимальними алгебрами лiївської
iнварiантностi рiвняння Pf,λ та системи Rf,λ.

Цей iзоморфiзм встановлюється проектуванням алгебри лiївської iнва-
рiантностi системи Rf,λ на простiр змiнних (t, x, v) (щоб отримати алгеб-
ру лiївської iнварiантностi рiвняння Pf,λ) i продовженням, яке вiдповiдає
рiвностi u = vx/λ (навпаки).

Для того, щоб знайти групоїд еквiвалентностi класу P̆
∣∣
S̆ , зручно репа-

раметризувати цей клас, вважаючи коефiцiєнти f 2, f 1 та f 0 параметр-
функцiї f у (4.47) компонентами довiльного елемента замiсть f . Вико-
ристовуватимемо обидвi параметризацiї.

Згадане вище розбиття класу L
∣∣
S, fxxx=0

на пiдкласи L1 та L2 пов’язане
з розбиттям класу P̆

∣∣
S̆ на пiдкласи

P̂1 = {Pf,λ | f = const} та P̂2 = {Pf,λ | f 6= const}

вiдповiдно, але їхнi трансформацiйнi властивостi суттєво вiдрiзняються.

Твердження 4.24. Пiдклас P̂2 нормалiзований у розширеному узагаль-
неному сенсi. Його розширена узагальнена група еквiвалентностi скла-
дається з перетворень

t̃ =
αt+ β

γt+ δ
, x̃ =

κx+ µ1t+ µ0

γt+ δ
,

ṽ = c0

(
v − γλ(t)

2(γt+ δ)
x2 +

(δµ1 − γµ0)λ(t)

κ(γt+ δ)
x+ V 0(t)

)
,

(4.48)

f̃ 2 =
(γt+ δ)2

∆
f 2, f̃ 1 =

(γt+ δ)

∆

(
κf 1 − 2(µ1t+ µ0)f

2
)
,

f̃ 0 =
1

∆

(
(µ1t+ µ0)

2f 2 − κ(µ1t+ µ0)f
1 + κ2f 0

)
,

(4.49)

тобто f̃ =
κ2

∆
f, λ̃ = c0

∆

κ2
λ, (4.50)
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де V 0 =

∫ (
(δµ1 − γµ0)

2

2κ2(γt+ δ)2
+
δµ1 − γµ0

κ(γt+ δ)
f 1(t) +

γ

γt+ δ
f 0(t)

)
λ(t) dt+ σ,

α, β, γ, δ, µ0, µ1 та κ — довiльнi сталi, визначенi з точнiстю до не-
нульового множника, причому ∆ = αδ − βγ 6= 0 та κ 6= 0, а σ i c0 —
повнiстю довiльнi сталi.

Доведення. Кожне рiвняння для потенцiалiв Pf,λ можна вiдобразити
точковим перетворенням

ψf,λ : ť =
1

2

∫
λ dt, x̌ = λx+

∫
f 1λ dt, v̌ = v, (4.51)

параметризованим функцiями f (точнiше, функцiями f 2 та f 1) та λ,
у рiвняння P̌f̌ : v̌ť+ v̌2

x̌+ f̌ v̌x̌x̌ = 0, де f̌x̌x̌x̌ = 0, f̌ 6= 0, з класу P
∣∣
S . Образ

функцiї f при цьому вiдображеннi обчислюємо за формулою f̌(ť, x̌) =

= 2λ(t)f(t, x). Аналогiчно можна обчислити образи коефiцiєнтiв функ-
цiї f . Пiдкласи P̂1 та P̂2 класу P̆

∣∣
S̆ рiвнянь для потенцiалiв можна вiд-

образити у пiдкласи

P̌1 = {P̌f̌ | f̌ = const} та P̌2 = {P̌f̌ | f̌x̌x̌x̌ = 0, f̌ 6= const}

класу P
∣∣
S вiдповiдно. Трансформацiйнi властивостi пiдкласу P̌2 суттєво

вiдрiзняються вiд вiдповiдних властивостей пiдкласу P̌1, причому мiж
рiвняннями з рiзних пiдкласiв немає точкових перетворень, див. пiдроз-
дiл 3.6 (зауважимо, що позначення пiдкласiв в цьому пiдроздiлi дещо
вiдрiзняються). Кожне допустиме перетворення у пiдкласi P̌2 має такi
властивостi:

• компонента перетворення для ť залежить тiльки вiд ť,

• компонента перетворення для x̌ залежить тiльки вiд (ť, x̌) та лiнiйна
за x̌,

• компонента перетворення для v̌ лiнiйна за v̌ (бiльш того, зi сталим
коефiцiєнтом при v̌) i квадратична за x̌.

Розглянемо довiльне допустиме перетворення (f, ϕ, f̃) у пiдкласi P̂2.
Позначимо f̌ := ψf,λf ,

ˇ̃f := ψf,λf̃ та ϕ̌ := ψf̃ ,λ̃ϕψ
−1
f̃ ,λ̃

. Тодi ϕ = ψ−1
f̃ ,λ̃
ϕ̌ψf,λ,
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а трiйка (f̌ , ϕ̌, ˇ̃f) є допустимим перетворенням для пiдкласу P̌2, i його
компонента ϕ̌ має зазначенi властивостi. З огляду на (4.51) та взаємо-
зв’язок мiж ϕ та ϕ̌ точкове перетворення ϕ має тi ж самi властивостi,
тобто

ϕ :
t̃ = T (t), x̃ = X1(t)x+X0(t),

ṽ = c0

(
v + V 2(t)x2 + V 1(t)x+ V 0(t)

)
,

де TtX1c0 6= 0. Пiдставляємо вирази для змiнних та функцiй з хвильками
через вирази без хвильок, враховуючи похiднi

ṽt̃ =
c0

Tt

(
vt + V 2

t x
2 + V 1

t x+ V 0
t −

X1
t x+X0

t

X1
(vx + 2V 2x+ V 1)

)
,

ṽx̃ = c0
vx + 2V 2x+ V 1

X1
, ṽx̃x̃ = c0

vxx + 2V 2

(X1)2
,

а також vt = − 1
2λv

2
x−fvxx+fxvx у Pf̃ , пiсля чого розщеплюємо отримане

рiвняння за vxx, vx та x. Пiсля спрощень отримаємо

f̃ =
(X1)2

Tt
f, λ̃ =

c0Tt
(X1)2

λ, V 2 =
c0

2

X1
t

X1
λ, V 1 = c0

X0
t

X1
λ, (4.52)(

X1
t

(X1)2

)
t

= 0,

(
X0
t

(X1)2

)
t

= 0, (4.53)

V 0
t = c0λ

(
1

2

(
X0
t

X1

)2

+
X0
t

X1
f 1 − X1

t

X1
f 0

)
. (4.54)

З першого рiвняння (4.52) маємо вирази для перетворень f 2, f 1 та f 0:

f̃ 2 =
1

Tt
f 2, f̃ 1 =

X1

Tt
f 1 − 2

X0

Tt
f 2,

f̃ 0 =
(X1)2

Tt
f 0 − X0X1

Tt
f 1 +

(X0)2

Tt
f 2.

(4.55)

Оскiльки λ = e2
∫
f2 dt, λ̃ = e2

∫
f̃2 dt̃ та Ttf̃ 2 = f 2, отримаємо(

λ̃

λ

)
t

= 2
(
Ttf̃

2 − f 2
) λ̃
λ

= 0, тобто
λ̃

λ
= const .
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Отже, друге рiвняння (4.52) дає Tt/(X1)2 = λ̃/(c0λ) = const. Перше
рiвняння (4.53) можна записати як (1/X1)tt = 0, звiдки 1/X1 — лiнiйна
функцiя вiд t. Тодi iз спiввiдношення Tt = const ·(X1)2 випливає, що T є
дробово-лiнiйною функцiєю вiд t. В результатi

T =
αt+ β

γt+ δ
, X1 =

κ

γt+ δ
, X0 =

µ1t+ µ0

γt+ δ
,

де вираз для X0 отримано з другого рiвняння (4.53). Iнтегрування рiв-
няння (4.54) за t дає вираз для V 0. Нарештi, з (4.55) отримуємо перетво-
рення для f 2, f 1 та f 0.

Наслiдок 4.25. Мiж рiвняннями, одне з яких належить класу P̂1,
а iнше — класу P̂2, точкових перетворень не iснує.

Порiвнюючи компоненти перетворення у теоремi 3.1 та тверджен-
нi 4.24, а також беручи до уваги спiввiдношення Rf,λ мiж u та v, роби-
мо висновок, що групоїди еквiвалентностi пiдкласiв L2 та P̂2 iзоморфнi
з точнiстю до зсувiв та масштабних перетворень потенцiалу v. Те ж саме
справедливо i для груп еквiвалентностi пiдкласiв L2 та P̂2, хоча цi групи
еквiвалентностi мають рiзнi типи. З цього також випливає, що для ко-
жної функцiї f такої, що fxxx 6= 0, групи лiївських симетрiй рiвнянь Lf
та Pf,λ iзоморфнi з точнiстю до зсувiв v (якi належать перетину груп
симетрiй усiх рiвнянь з класу P̂2), а тому груповi класифiкацiї класiв L2

та P̂2 еквiвалентнi. Оскiльки клас L2 замкнений вiдносно дiї G∼, йо-
го групову класифiкацiю можна легко видiлити з групової класифiкацiї
всього класу L

∣∣
S , яку наведено у таблицi 4.1.

Твердження 4.26. Потенцiальнi допустимi перетворення пiдкласу L2

iндуковано його звичайними допустимими перетвореннями. Рiвняння
з цього класу не мають нетривiальних потенцiальних симетрiй.

Розглянемо «потенцiальний вiдповiдник» P̂1 класу L1. Для сталих зна-
чень f перетворення (4.51) вироджується у масштабування t. Отже, пiд-
клас P̂1 насправдi спiвпадає (з точнiстю до масштабного перетворення
ť = 1

2t) з пiдкласом P̌1 класу P
∣∣
S .
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Наступне твердження є переформулюванням твердження 3.7 про гру-
поїд еквiвалентностi класу P̌1 з точнiстю до множника 1

2 перед v2
x та

множника κ у перетвореннi для X0.

Твердження 4.27. Пiдклас P̂1 = {Pf,λ | f = const} класу P̆
∣∣
S̆ рiвнянь

для потенцiалiв нормалiзований в узагальненому сенсi. Його узагаль-
нена група еквiвалентностi складається з перетворень

t̃ =
αt+ β

γt+ δ
, x̃ =

κx+ µ1t+ µ0

γt+ δ
,

ṽ =
2κ2f

∆
ln

∣∣∣∣F 1
(
e
v

2f + F 0
)∣∣∣∣ , f̃ =

κ2

∆
f,

де α, β, γ, δ, κ, µ1, µ0 — довiльнi сталi, ∆ := αδ− βγ 6= 0, κ 6= 0, набiр
(α, β, γ, δ, κ) визначений з точнiстю до ненульового множника,

F 1 =


k
√
|γt+ δ| exp

(
−(γκx− µ1δ + µ0γ)2

4fκ2γ(γt+ δ)

)
, γ 6= 0,

k exp
2κµ1x+ µ2

1t

4κ2f
, γ = 0,

стала k 6=0, а функцiя F 0 є розв’язком лiнiйного рiвняння F 0
t +fF 0

xx=0.

Твердження 4.27 досить очевидне, оскiльки клас P̂1 є орбiтою будь-
якого рiвняння з нього пiд дiєю групи масштабних перетворень. Склад-
ний вигляд допустимих перетворень у класi P̂1 є наслiдком того факту,
що будь-яке рiвняння Pf,λ з f = const можна лiнеаризувати до рiвнян-
ня теплопровiдностi wt + fwxx = 0 замiною w = ev/(2f), а тому загальнi
перетворення симетрiї рiвняння Pf,λ мають складну структуру i вклю-
чають довiльний розв’язок рiвняння теплопровiдностi. Потенцiальнi си-
метрiї класичного рiвняння Бюргерса добре вiдомi, див., наприклад, [8,
приклад 2.42] та [100]. З точнiстю до лiнiйних комбiнацiй нетривiаль-
нi потенцiальнi симетрiї рiвняння Lf , пов’язанi з локальними законами
збереження, вичерпуються образами симетрiй лiнiйної суперпозицiї вiд-
повiдних рiвнянь теплопровiдностi wt + fwxx = 0 пiд дiєю вiдображення
v = 2f lnw та продовження на u за законом u = vx.
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Твердження 4.24 та 4.27 разом з наслiдком 4.25 повнiстю описують
групоїд еквiвалентностi класу P̆

∣∣
S̆ .

4.6. Висновки

У цьому роздiлi повнiстю розв’язано задачу групової класифiкацiї кла-
су L

∣∣
S . Завдяки властивостi нормалiзованостi (у звичайному сенсi) гру-

пову класифiкацiю цього класу було зручно провести за допомогою ал-
гебраїчного методу. Лiївськi редукцiї виконано з використанням двох
спецiальних технiк. По-перше, замiсть класифiкацiї одно- та двовимiр-
них пiдалгебр у кожному з нееквiвалентних випадкiв розширення макси-
мальної алгебри лiївської iнварiантностi (19 випадкiв) прокласифiковано
нееквiвалентнi пiдалгебри такої ж розмiрностi алгебри g. По-друге, ви-
гляд анзацiв пiдiбрано таким чином, щоб усi редукованi рiвняння (крiм
двох, якi вiдповiдають сингулярним лiївським редукцiям i дають лише
тривiальнi розв’язки) належали певному класу рiвнянь простого вигля-
ду. Виконана оптимiзацiя дозволила повнiстю вивчити прихованi симет-
рiї рiвнянь з цього класу та побудувати точнi розв’язки таких рiвнянь.

Також вичерпно описано оператори редукцiї узагальнених рiвнянь
Бюргерса зi змiнним коефiцiєнтом при другiй похiднiй та проведено всi
можливi некласичнi редукцiї цих рiвнянь до звичайних диференцiальних
рiвнянь.

Множина операторiв редукцiї узагальнених рiвнянь Бюргерса зi змiн-
ним коефiцiєнтом при другiй похiднiй природним чином дiлиться на двi
пiдмножини, а саме — множини сингулярних та регулярних операторiв
редукцiї. Цей подiл є iнварiантним вiдносно групи еквiвалентностi.

Основнi властивостi сингулярних операторiв редукцiї (у тому числi
й та, що коефiцiєнт при ∂t такого оператора дорiвнює нулю) подiбнi для
всiх (1+1) -вимiрних еволюцiйних рiвнянь. Основна з цих властивостей —
iснування взаємно однозначної вiдповiдностi мiж класами еквiвалент-
ностi сингулярних операторiв редукцiї та однопараметричними сiм’ями
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розв’язкiв, що вiдрiзняються з точнiстю до репараметризацiї. Таким чи-
ном, при розглядi сингулярних операторiв редукцiї класу L

∣∣
S виникає

перший тип «no-go» випадкiв: вiн пов’язаний з пониженням в процесi
редукцiї порядку диференцiального рiвняння до 1. Аналогiчнi «no-go»
результати можна отримати для будь-якого (1+1) -вимiрного диферен-
цiального рiвняння з частинними похiдними, що допускає сiм’ю сингу-
лярних векторних полiв копорядку сингулярностi 1, параметризованих
довiльною гладкою функцiєю всiх незалежних i залежної змiнних [67].
Система визначальних рiвнянь на оператори редукцiї з кожної такої сiм’ї
складається з одного диференцiального рiвняння з частинними похiдни-
ми на функцiю, що є параметром цiєї сiм’ї, i це рiвняння нелокальною
замiною зводиться до початкового рiвняння. Цi результати можна поши-
рити також i на багатовимiрнi диференцiальнi рiвняння з частинними
похiдними, див. [36].

Пiдмножина регулярних операторiв редукцiї класу L
∣∣
S має специфiч-

ну структуру. Її вичерпно описано в теоремi 4.14.

При розглядi регулярних операторiв редукцiї з τ = 1 та ξu = −1
2 (а та-

кi оператори редукцiї iснують тiльки для класичного рiвняння Бюргерса
Lc, c = const) виникає другий тип «no-go» випадкiв. Вiн, безумовно, по-
в’язаний з тим фактом, що рiвняння Бюргерса лiнеаризується перетво-
ренням Коула–Хопфа до лiнiйного рiвняння теплопровiдностi. Вiдповiд-
на система визначальних рiвнянь — це система з трьох (1+1) -вимiрних
еволюцiйних рiвнянь, яка редукується диференцiальними пiдстановка-
ми до системи з трьох незачеплених копiй лiнiйного рiвняння теплопро-
вiдностi, бiльш того — до системи з трьох незачеплених копiй рiвняння
Бюргерса. У дисертацiйнiй роботi запропоновано нове доведення лiнеа-
ризовностi системи (4.19) визначальних рiвнянь для випадку ξu = −1

2

(див. пiдроздiл 4.4) i вперше показано, що розв’язки цiєї системи ви-
ражаються через трiйки розв’язкiв рiвняння Бюргерса. Крiм рiвняння
Бюргерса, подiбнi «no-go» результати щодо регулярних операторiв ре-
дукцiї вiдомi тiльки для лiнiйних (1+1) -вимiрних еволюцiйних рiвнянь
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другого порядку [9,52,55,96]. Зауважимо, що регулярнi оператори редук-
цiї з коефiцiєнтом τ = 1 дають iстинно некласичну редукцiю рiвняння
Бюргерса тiльки при ξu ∈ {1,−1

2}, причому всi вiдповiдi анзаци неявнi,
тобто їх не можна було б побудувати методом Кларксона i Крускала [42].

У випадку, коли вiдповiдна система визначальних рiвнянь на невiдо-
мi функцiональнi параметри коефiцiєнтiв операторiв редукцiї i довiль-
ного елемента класу не перевизначена, знайти всi значення довiльного
елемента, для яких рiвняння з цього класу мають нетривiальнi опера-
тори редукцiї, неможливо. В той же час, як тiльки значення довiльного
елемента зафiксовано, вiдповiдну множину операторiв редукцiї можна
виписати в явному виглядi. Подiбна ситуацiя, яку теж можна назвати
окремим типом «no-go» випадкiв, виникла i для узагальнених рiвнянь
Бюргерса з класу L

∣∣
S . Векторне поле вигляду (2.3) з τ = 1, ξu = 0

i η = 0 є оператором редукцiї рiвняння з класу L
∣∣
S тодi i тiльки тодi, коли

коефiцiєнт ξ i довiльний елемент f задовольняють добре визначену сис-
тему (4.40)–(4.41). Загальний розв’язок цiєї системи знайти неможливо.
Але цю обставину вдалося частково подолати за допомогою знайденого
зв’язку мiж системою (4.40)–(4.41) i потенцiальним рiвнянням швидкої
дифузiї (4.45): для кожного вiдомого розв’язку θ рiвняння (4.45) можна
побудувати принаймнi три сiм’ї розв’язкiв рiвняння L−1/θx.

Ненульовi локальнi закони збереження iснують лише для рiвнянь Lf з
значеннями довiльного елемента f , що є квадратичними за x з коефiцiєн-
тами, залежними вiд t, а нетривiальнi потенцiальнi закони збереження —
тiльки для класичного рiвняння Бюргерса.

На прикладi класу L
∣∣
S запропоновано новий пiдхiд до опису потенцi-

альних симетрiй у класах диференцiальних рiвнянь, який ґрунтується
на дослiдженнi потенцiальних допустимих перетворень. Тому виявило-
ся доцiльним ввести поняття потенцiального групоїда еквiвалентностi
класу диференцiальних рiвнянь.

Результати роздiлу 4 опублiковано в роботах [13,14,85,86,88,89,93].
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Роздiл 5

Клас узагальнених рiвнянь Бюргерса
з лiнiйним уповiльненням, де коефiцiєнти

залежать вiд часу

У цьому роздiлi побудовано групоїд еквiвалентностi та розв’язано задачу
групової класифiкацiї для класуD

∣∣
{ng 6=0} узагальнених рiвнянь Бюргерса

з лiнiйним уповiльненням, де коефiцiєнти залежать вiд часу, вигляду

Dn,h,g : ut + unux + h(t)u = g(t)uxx, ng 6= 0.

Тут h(t) та g(t) — довiльнi гладкi функцiї, де g 6= 0, а n — довiльна
ненульова стала.

Зауважимо, що ширший клас узагальнених рiвнянь Бюргерса вигляду

ut + f(t)unux + h(t)u = g(t)uxx, nfg 6= 0, (5.1)

з трьома коефiцiєнтами, залежними вiд часу, можна звести до кла-
су D

∣∣
{ng 6=0} шляхом замiни змiнної t. Саме тому достатньо вивчити

клас D
∣∣
{ng 6=0}, i всi результати стосовно симетрiй, точних розв’язкiв, за-

конiв збереження тощо для класу (5.1) можна отримати з вiдповiдних
результатiв для класу D

∣∣
{ng 6=0}.

Лiнiйний випадок (у якому n = 0) виключено з розгляду як повнiс-
тю вивчений з точки зору лiївських симетрiй [73]. Бiльш того, будь-яке
лiнiйне рiвняння цього вигляду зводиться точковим перетворенням до
класичного рiвняння теплопровiдностi. Зауважимо, що в цьому роздiлi
описано тi рiвняння з класу D

∣∣
{ng 6=0}, якi лiнеаризуються до рiвняння
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теплопровiдностi за допомогою композицiй перетворень еквiвалентностi
та перетворення Коула–Хопфа.

Вивчення лiївських симетрiй класу D
∣∣
{ng 6=0} розпочато у пiдроздiлi 5.1

з опису його групоїда еквiвалентностi в термiнах нормалiзованих пiдкла-
сiв та умовних груп еквiвалентностi рiзних типiв.

Використовуючи параметричнi сiм’ї перетворень з групи еквiвалентно-
стi всього класу D

∣∣
{ng 6=0}, можна вiдкалiбрувати довiльнi елементи класу,

тобто вiдобразити весь клас на певнi його пiдкласи. У пiдроздiлi 5.2 роз-
глянуто калiбрування h = 0.

Лiївськi симетрiї класу D
∣∣
{ng 6=0} прокласифiковано у пiдроздiлi 5.3. Ця

задача зводиться до групової класифiкацiї пiдкласу, виокремленого умо-
вою h = 0.

У пунктi 5.4.1 знайдено оптимальнi системи одно- та двовимiрних пiд-
алгебр для всiх нееквiвалентних випадкiв розширення алгебри лiївської
iнварiантностi у класi D

∣∣
{ng 6=0}. Лiївськi редукцiї за пiдалгебрами з опти-

мальних систем проведено у пунктах 5.4.2–5.4.3, де також знайдено новi
точнi розв’язки деяких рiвнянь з класу D

∣∣
{ng 6=0} з h = 0. Пункт 5.4.4

присвячено породженню точних розв’язкiв рiвнянь з цього ж класу, але
вже з h 6= 0 за допомогою перетворень еквiвалентностi.

Лiнеаризацiю рiвнянь з класу D
∣∣
{ng 6=0} до рiвняння теплопровiдностi

обговорено у пiдроздiлi 5.5.

5.1. Групоїд еквiвалентностi

Для того, щоб дослiдити допустимi перетворення в класi D
∣∣
{ng 6=0}, ра-

зом з рiвнянням Dn,h,g розглянемо рiвняння з цього ж класу, записане
у змiнних з хвильками, тобто

Dñ,h̃,g̃ : ũt̃ + ũñũx̃ + h̃(t̃)ũ = g̃(t̃)ũx̃x̃, (5.2)

i знайдемо загальний вигляд точкового перетворення

t̃ = T (t, x, u), x̃ = X(t, x, u), ũ = U(t, x, u),
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де |∂(T,X, U)/∂(t, x, u)| 6= 0, яке вiдображає рiвняння Dn,h,g у рiвнян-
ня Dñ,h̃,g̃.

Вiдомо, що допустимi перетворення еволюцiйних рiвнянь задовольня-
ють умови Tx = Tu = 0 [66]. Бiльш того, кожне допустиме перетворення
мiж рiвняннями загального вигляду ut = F (t, x, u)uxx +G(t, x, u, ux) за-
довольняє також умову Xu = 0 [98]. Таким чином, для класу D

∣∣
{ng 6=0}

достатньо розглянути перетворення вигляду

t̃ = T (t), x̃ = X(t, x), ũ = U(t, x, u),

де TtXxUu 6= 0. Перепишемо рiвняння (5.2), виразивши всi змiннi
з хвильками та їхнi похiднi в термiнах величин без хвильок, i пiдста-
вимо ut = −unux − h(t)u + g(t)uxx у переписане рiвняння, щоб перейти
на многовид у просторi струменiв другого порядку, визначений рiвнян-
ням Dn,h,g. Розщеплення отриманої рiвностi за похiдними uxx та ux дає
визначальнi рiвняння для компонент перетворення:

Uuu = 0, g̃Tt = gX2
x,

un − Tt
Xx

U ñ + 2g̃
Tt
X2
x

Uxu
Uu
− g̃Tt

Xxx

X3
x

+
Xt

Xx
= 0,

XtUx −XxUt + g̃Tt

(
Ux
Xx

)
x

− TtU ñUx + hXxUuu− h̃TtXxU=0.

(5.3)

З першого рiвняння випливає, що U є лiнiйною функцiєю вiд u, тобто
U = U 1(t, x)u + U 0(t, x). З другого — що Xx є функцiєю тiльки вiд t,
а тому X = X1(t)x+X0(t). Отже,

g̃ =
(X1)2

Tt
g.

Диференцiюючи третє рiвняння за u, доводимо, що параметр n є iнва-
рiантом при дiї на рiвняння допустимих точкових перетворень, тобто
ñ = n i, бiльш того, при всiх n 6= 1 маємо U 0 = 0. Подальший розгляд
залежить вiд того, чи дорiвнює n одиницi. Пiдставивши вирази для U , X
та g̃ у третє i четверте визначальнi рiвняння, розщеплюємо їх за u та x.
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Випадок n 6= 1. Внаслiдок розщеплення отримаємо U 1
x = 0, X1

t = 0,
X0
t = 0. Розв’язуючи решту визначальних рiвнянь, а саме

(
U 1
)n
Tt = X1

та h̃X1
(
U 1
)1−n

= hU 1 − U 1
t , отримаємо вигляд компоненти перетворен-

ня для u та зв’язок мiж h i h̃. Знайденi перетворення параметризованi
сталою n. Їх можна застосувати до всiх рiвнянь з класу D

∣∣
{ng 6=0}, вклю-

чаючи рiвняння з n = 1. При цьому перетворений довiльний елемент
(ñ, h̃, g̃) пов’язаний з вихiдним довiльним елементом (n, h, g) точково.
Таким чином, продовження цих перетворень на довiльний елемент скла-
дають узагальнену групу еквiвалентностi Ĝ∼ класу D

∣∣
{ng 6=0}.

Теорема 5.1. Узагальнена група еквiвалентностi Ĝ∼ класу D
∣∣
{ng 6=0}

складається з перетворень

t̃ = T (t), x̃ = δ1x+ δ0, ũ =

(
δ1

Tt

) 1
n

u,

h̃ =
1

Tt
h+

Ttt
nT 2

t

, g̃ =
δ1

2

Tt
g, ñ = n,

де δ1 та δ0 — довiльнi сталi, T = T (t) — довiльна гладка функцiя,
причому δ1Tt > 0. Пiдклас класу D

∣∣
{ng 6=0}, виокремлений умовою n 6= 1,

нормалiзований в узагальненому сенсi вiдносно Ĝ∼.

Зауваження 5.2. Якщо вважати степiнь n компонентою довiльного еле-
мента у класiD

∣∣
{ng 6=0}, то група еквiвалентностi в теоремi 5.1 є узагальне-

ною, оскiльки параметр n присутнiй у перетвореннi залежної змiнної u.
(Поняття звичайної групи еквiвалентностi передбачає, що компоненти
перетворення для незалежних i залежної змiнних не залежать вiд до-
вiльного елемента.) З iншого боку, n є iнварiантом групи еквiвалентностi,
тому клас D

∣∣
{ng 6=0} можна вважати об’єднанням нескiнченної кiлькостi

пiдкласiв з фiксованими значеннями n. При кожному фiксованому n гру-
па Ĝ∼ породжує звичайну групу еквiвалентностi для вiдповiдного пiд-
класу.

Зауваження 5.3. Якщо степiнь n не є рацiональним числом з непарним
знаменником, розв’язки рiвнянь з класу D

∣∣
{ng 6=0} повиннi бути додатни-

ми функцiями. Таким чином, умову u > 0 природно накласти на весь
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клас D
∣∣
{ng 6=0} з довiльним n. Бiльш того, зазвичай додатнiсть функцiї u

узгоджена з її фiзичною iнтерпретацiєю. Для того, щоб уникнути таких
обмежень на u, можна було б формально замiнити un у рiвняннi Dn,h,g
на |u|n. Вивчаючи пiдкласи класу D

∣∣
{ng 6=0} з фiксованим n, яке є ра-

цiональним числом з непарним чисельником i непарним знаменником,
умову додатностi u можна опустити. Також у цьому випадку виникають
перетворення еквiвалентностi, що задовольняють умову δ1Tt < 0, тоб-
то можна змiнювати знаки пар (t, u) → (−t,−u) та (x, u) → (−x,−u).
Оскiльки цi перетворення не вiдiграють суттєвої ролi в класi D

∣∣
{ng 6=0}, їх

зручнiше не використовувати.

Теорема 5.1 дозволяє знайти групу еквiвалентностi пiдкласу
D
∣∣
{ng 6=0, h=const} класу D

∣∣
{ng 6=0}, виокремленого умовою h = const, який

розглянуто в [125]. Компоненту перетворення для h

h̃ =
1

Tt
h+

Ttt
nT 2

t

можна розглядати як рiвняння для визначення функцiонального пара-
метра T . Наведемо загальний розв’язок цього рiвняння у виглядi, що
iлюструє його неперервну залежнiсть вiд параметрiв h та h̃.

Наслiдок 5.4. Узагальнена група еквiвалентностi Ĝ∼h=const класу
D
∣∣
{ng 6=0, h=const} складається з перетворень

t̃ = T (t), x̃ = δ1x+ δ0, ũ =

(
δ1

α

) 1
n

eht−h̃Tu,

g̃ =
δ1

2

α
enht−nh̃Tg, ñ = n,

де функцiя T = T (t) залежить вiд h та h̃ i визначається рiвностями

hh̃ 6= 0:
e−nh̃T − 1

−nh̃
= α

e−nht − 1

−nh
+ β;

h 6= 0

h̃ = 0
: T = α

e−nht − 1

−nh
+ β;

h = 0

h̃ 6= 0
:
e−nh̃T − 1

−nh̃
= αt+ β; h = h̃ = 0: T = αt+ β.

Тут α, β, δ0 та δ1 — довiльнi сталi, причому αδ1 > 0.
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Випадок n = 1. Розщеплення третього та четвертого рiвнянь з си-
стеми (5.3) приводить до рiвнянь

U 1
x = 0, U 1 =

X1

Tt
, U 0 =

X1
t x+X0

t

Tt
,

h̃ =
1

Tt

(
h+

Ttt
Tt
− 2

X1
t

X1

)
, (5.4)

X1
tt −

2
(
X1
t

)2

X1
+ hX1

t = 0, X0
tt −

2X0
tX

1
t

X1
+ hX0

t = 0.

З двох останнiх рiвнянь отримаємо X0 = δ1X
1 + δ0 та

X1 =

(
γ

∫
H(t) dt+ δ

)−1

, H(t) := e−
∫
h(t) dt, (5.5)

де δ0, δ1, δ та γ — довiльнi сталi, причому (γ, δ) 6= (0, 0). Тут i далi
iнтеграл за t потрiбно розумiти як деяку фiксовану первiсну.

Теорема 5.5. Узагальнена розширена група еквiвалентностi Ĝ∼n=1

класу

ut + uux + h(t)u = g(t)uxx (5.6)

складається з перетворень

t̃ = T (t), x̃ = X1(x+ δ1) + δ0, ũ =
X1

Tt

(
u+ (x+ δ1)

X1
t

X1

)
,

h̃ =
1

Tt

(
h+

Ttt
Tt
− 2

X1
t

X1

)
, g̃ =

(
X1
)2

Tt
g.

Тут функцiя X1 = X1(t) визначається формулою (5.5), T = T (t) — до-
вiльна гладка функцiя, причому Tt 6= 0, а δ0, δ1, δ i γ — довiльнi сталi з
(γ, δ) 6= (0, 0). Клас (5.6) нормалiзований в узагальненому розширеному
сенсi.

Для того, щоб завершити вивчення перетворень еквiвалентностi мiж
рiвняннями зi сталими значеннями довiльного елемента h, розглянемо
пiдклас класу (5.6), виокремлений умовою h = const. У цьому випадку
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параметр T = T (t) є не довiльною функцiєю, а розв’язком рiвняння (5.4),
в якому X1 визначається формулою

X1 =


(
γ
e−ht − 1

−h
+ δ

)−1

якщо h 6= 0,

(γt+ δ)−1 якщо h = 0,

(5.7)

де γ, δ — довiльнi сталi, для яких (γ, δ) 6= (0, 0).
Iнтегрування рiвняння (5.4) вiдносно компоненти перетворення T до-

водить наступне твердження.

Наслiдок 5.6. Узагальнена група еквiвалентностi Ĝ∼n=1, h=const кла-
су (5.6) з h = const складається з перетворень

t̃ = T (t), x̃ = X1(x+ δ1) + δ0, ũ =
eht−h̃T

∆X1

(
u+

X1
t

X1
(x+ δ1)

)
,

g̃ =
1

∆
eht−h̃Tg,

де функцiя X1 має вигляд (5.7), ∆ = αδ − βγ 6= 0, а функцiя T = T (t)

визначається формулами

hh̃ 6= 0:
e−h̃T − 1

−h̃
=
α
e−ht − 1

−h
+ β

γ
e−ht − 1

−h
+ δ

;
h 6= 0

h̃ = 0
: T =

α
e−ht − 1

−h
+ β

γ
e−ht − 1

−h
+ δ

;

h = 0

h̃ 6= 0
:
e−h̃T − 1

−h̃
=
αt+ β

γt+ δ
; h = h̃ = 0: T =

αt+ β

γt+ δ
.

Тут α, β, γ та δ — довiльнi сталi, визначенi з точнiстю до ненульового
множника.

Таким чином, допустимi перетворення в класi D
∣∣
{ng 6=0} повнiстю опи-

сано. Справедливе також наступне твердження.

Теорема 5.7. Клас D
∣∣
{ng 6=0}, де показник степеня n не зафiксовано, не

є нормалiзованим. Проте його можна розбити на нормалiзованi пiд-
класи з фiксованими значеннями n, не пов’язанi мiж собою точковими
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перетвореннями. Кожний пiдклас D
∣∣
{ng 6=0} з фiксованим значенням n

(де n 6= 1) нормалiзований у звичайному сенсi, в той час як пiдклас кла-
су (5.6), що вiдповiдає значенню n = 1, нормалiзований тiльки в уза-
гальненому розширеному сенсi. Будь-який клас, утворений об’єднанням
пiдкласiв класу D

∣∣
{ng 6=0} з фiксованими значеннями n (де n 6= 1), нор-

малiзований в узагальненому сенсi.

5.2. Калiбрування довiльного елемента

Група перетворень Ĝ∼ параметризована довiльною функцiєю T = T (t).
Це дозволяє вiдкалiбрувати одну з компонент довiльного елемента — g

або h — до простого (наприклад, сталого) значення. Зокрема, можна до-
сягти g = 1 або h = 0. Калiбрування h = 0 виглядає бiльш зручним
тому, що при ньому клас D

∣∣
{ng 6=0} пов’язаний з iншим класом рiвнянь,

для якого задачу групової класифiкацiї розв’язано в [130]. Це калiбру-
вання здiйснюється сiм’єю перетворень з групи Ĝ∼, яка параметризована
функцiєю h i сталою n, де

T =

∫
(H(t))n dt, H(t) := e−

∫
h(t) dt, δ1 = 1, δ0 = 0, (5.8)

i пов’язує клас D
∣∣
{ng 6=0} з класом рiвнянь вигляду ût̂ + ûnûx̂ = ĝ(t̂)ûx̂x̂, де

функцiя ĝ виражається через h та g:

ĝ(t̂) = (H(t))ng(t). (5.9)

Якщо h — ненульова стала, то проекцiя параметризованого перетво-
рення, яке калiбрує h до нуля, на простiр (t, x, u) має вигляд

t̂ = − 1

nh
e−nht, x̂ = x, û = ehtu.

Звичайно, сiм’я перетворень еквiвалентностi, що дозволяє виконати
калiбрування h = 0, не єдина. Наприклад, якщо n 6= 1, бiльш за-
гальною сiм’єю таких перетворень є сiм’я перетворень з групи Ĝ∼, де
T = α

∫
(H(t))n dt+β, а α, β, δ1 та δ0 — довiльнi сталi, причому αδ1 6= 0.
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У випадку n = 1 найбiльш загальна сiм’я перетворень, що реалiзують
калiбрування, складається з перетворень з (t, x, u)-компонентами

t̃ =
αt̂+ β

γt̂+ δ
, x̃ =

x+ µ1t̂+ µ0

γt̂+ δ
,

ũ =
(γt̂+ δ)e

∫
h(t) dtu− γx+ µ1δ − µ0γ

αδ − βγ
,

де t̂ =
∫

(H(t))n dt, а α, β, γ, δ, µ0 та µ1 — довiльнi сталi, причому
αδ − βγ 6= 0.

Теореми 5.1, 5.5 i 5.7 вичерпно описують групоїд еквiвалентностi класу
D
∣∣
{ng 6=0}, що дозволяє легко знайти групоїд еквiвалентностi будь-якого

його пiдкласу. Розглянемо два вiдкалiброванi класи рiвнянь

ut + unux = g(t)uxx, ng 6= 0, (5.10)

ut + uux = g(t)uxx, g 6= 0. (5.11)

Зауважимо, що (5.11) є пiдкласом класу L
∣∣
S узагальнених рiвнянь Бюр-

герса зi змiнним коефiцiєнтом при другiй похiднiй.

Наслiдок 5.8. Пiдклас класу (5.10), виокремлений умовою n 6= 1, нор-
малiзований в узагальненому сенсi. Його узагальнена група еквiвалент-
ностi спiвпадає з узагальненою групою еквiвалентностi Ĝ∼h=0 всього
класу (5.10) i складається з перетворень

t̃ = αt+ β, x̃ = δ1x+ δ0, ũ =

(
δ1

α

) 1
n

u,

g̃(t̃) =
δ2

1

α
g(t), ñ = n,

де α, β, δ0 та δ1 — довiльнi сталi, причому αδ1 > 0.

Наслiдок 5.9. Пiдклас (5.11) нормалiзований у звичайному сенсi, i його
звичайна група еквiвалентностi G∼h=0, n=1 складається з перетворень

t̃ =
αt+ β

γt+ δ
, x̃ =

x+ µ1t+ µ0

γt+ δ
,

ũ =
(γt+ δ)u− γx+ µ1δ − µ0γ

αδ − βγ
, g̃ =

1

αδ − βγ
g.

Тут α, β, γ, δ, µ0, µ1 — довiльнi сталi, причому αδ − βγ 6= 0.
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Зауваження 5.10. Альтернативне калiбрування g = 1 можна провести,
використавши сiм’ю точкових перетворень з Ĝ∼, якi параметризованi
функцiєю g та сталою n i проекцiї яких на простiр незалежних i залежної
змiнних мають вигляд

t̂ =

∫
g(t) dt, x̂ = x sign g(t), û = |g(t)|−

1
nu.

Ця сiм’я перетворень вiдображає клас D
∣∣
{ng 6=0} у клас рiвнянь вигляду

ût̂ + ûnûx̂ + ĥ(t̂)û = ûx̂x̂, де залежнiсть компоненти ĥ нового довiльного
елемента вiд h та g описується спiввiдношенням

ĥ =
h

g
+

gt
ng2

.

Зауваження 5.11. Групу G∼h=0, n=1 знайдено ранiше, див. [12, 65, 85],
у процесi дослiдження допустимих перетворень у класi L

∣∣
S та у його

пiдкласi з g = g(t).

5.3. Лiївськi симетрiї

У попередньому пiдроздiлi доведено, що задачу групової класифiкацiї
для класу D

∣∣
{ng 6=0} можна звести до вiдповiдної задачi для його пiдкла-

су (5.10), виокремленого умовою h(t) = 0. Генераторами однопараметри-
чних груп лiївських симетрiй рiвнянь з цього пiдкласу є векторнi поля
вигляду

Q = τ(t, x, u)∂t + ξ(t, x, u)∂x + η(t, x, u)∂u,

що задовольняють iнфiнiтезимальний критерiй iнварiантностi

Q
(2)

[ut + unux − g(t)uxx]
∣∣∣
ut=−unux+g(t)uxx

= 0,

з якого виводимо визначальнi рiвняння на компоненти τ , ξ та η. З най-
простiших визначальних рiвнянь безпосередньо випливає, що

τ = τ(t), ξ = ξ(t, x), η = η1(t, x)u+ η0(t, x),
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де τ , ξ, η1 та η0 — довiльнi гладкi функцiї своїх змiнних. З урахуванням
отриманих виразiв для компонент τ , ξ та η система визначальних рiвнянь
зводиться до системи

2gξx = (gτ)t, η1
xu

n+1 + η0
xu

n + (η1
t − gη1

xx)u+ η0
t − gη0

xx = 0,

(τt − ξx + nη1)un + nη0un−1 + gξxx − 2gη1
x − ξt = 0.

Результат розщеплення другого i третього рiвнянь за u залежить вiд
того, чи дорiвнює n одиницi. При n = 1 визначальнi рiвняння, отриманi
розщепленням, мають вигляд

2gξx = (gτ)t, η1
x = 0, η0

x + η1
t = 0, τt− ξx + η1 = 0, η0− ξt = 0.

Для iнших (ненульових) значень n вони набувають вигляду

η0 = 0, 2gξx = (gτ)t, η1
x = 0, τt − ξx + nη1 = 0, ξt = 0.

У таблицi 5.1 наведено результат групової класифiкацiї класу D
∣∣
{ng 6=0}

з точнiстю до загальної точкової еквiвалентностi, що насправдi породжу-
ється в класi D

∣∣
{ng 6=0} групами еквiвалентностi з теорем 5.1 та 5.5. Тут

h(t) = 0 mod Ĝ∼, ε = ±1 mod Ĝ∼, ρ — ненульова стала. У випадках 6
та 8 можна покласти ρ > 0 або ρ < 0 mod Ĝ∼n=1.

Цей результат можна також iнтерпретувати як групову класифiка-
цiю класу (5.10) з точнiстю до загальної точкової еквiвалентностi, яка
породжена в класi (5.10) групами еквiвалентностi, наведеними в наслiд-
ках 5.8 та 5.9. Перетин максимальних алгебр лiївської iнварiантностi рiв-
нянь з класу D

∣∣
{ng 6=0} (вiдповiдно з класу (5.10)) — це алгебра 〈∂x〉, яку

наведено як випадок 1 у таблицях 5.1–5.3.
Таблиця 5.2 мiстить повний перелiк розширень лiївських симетрiй для

класу (5.10), де вигляд довiльного елемента g не спрощено перетворен-
нями еквiвалентностi. Тут λ та ρ — ненульовi сталi, а у випадках 3 та 8
α 6= 0. Очевидно, що у випадках 6 та 7 набiр довiльних сталих (α, β, γ, δ)

визначений з точнiстю до ненульового множника, причому ∆ = αδ −
− βγ 6= 0. Але є й iншi невизначеностi у вiдповiдних параметрах.
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Таблиця 5.1. Групова класифiкацiя класу D
∣∣
{ng 6=0} з точнiстю до загальної точкової

еквiвалентностi

№ g Базиснi оператори Amax

n 6= 1. Цей випадок прокласифiковано з точнiстю до Ĝ∼-еквiвалентностi.

1 ∀ ∂x

2 εtρ ∂x, 2nt∂t + n(ρ+1)x∂x + (ρ−1)u∂u

3 εet ∂x, 2n∂t + nx∂x + u∂u

4 1 ∂x, ∂t, 2nt∂t + nx∂x − u∂u

n = 1. Цей випадок прокласифiковано з точнiстю до Ĝ∼n=1-еквiвалентностi.

5 ∀ ∂x, t∂x + ∂u

6 εtρ ∂x, t∂x + ∂u, 2t∂t + (ρ+1)x∂x + (ρ−1)u∂u

7 εet ∂x, t∂x + ∂u, 2∂t + x∂x + u∂u

8 εe2ρ arctg t ∂x, t∂x + ∂u, (t2 + 1)∂t + (t+ ρ)x∂x + (x+ (ρ− t)u)∂u

9 1 ∂x, t∂x + ∂u, ∂t, 2t∂t + x∂x − u∂u, t2∂t + tx∂x + (x− tu)∂u

Так, у випадку 6 можна незалежно масштабувати пари (α, β) i (γ, δ),
вiдповiдно перемасштабовуючи λ.

У випадку 7 тiльки три сталi є справдi незалежними, оскiльки можна
покласти (α, β, γ, δ) ∈ {(α′, 0, 0, 1), (0, β′, 1, δ′)}. Щоб показати це, доста-
тньо розглянути вираз для g при γ = 0 та при γ 6= 0. Якщо γ = 0,
то g = λ′ exp(α′t), де λ′ = λ exp(β/δ), α′ = α/δ. Якщо γ 6= 0, то
g = λ′ exp

(
β′

t+δ′

)
, де λ′ = λ exp(α/γ), β′ = (βγ − αδ)/γ2, δ′ = δ/γ.

Випадок 8 таблицi 5.2 може здатися частковим для вiдповiдного роз-
ширення, проте насправдi це загальний випадок. Дiйсно, аналогiчно
до випадкiв 6 та 7 можна розглянути g = λ exp

(
2ρ arctgαt+βγt+δ

)
, де

αδ − βγ 6= 0. Алгебра лiївських симетрiй для цього g є лiнiйною обо-
лонкою векторних полiв

∂x, t∂x + ∂u,(
(αt+ β)2 + (γt+ δ)2

)
∂t +

(
(α2 + γ2)t+ ρ∆ + αβ + γδ

)
x∂x+

+
([
−(α2 + γ2)t+ ρ∆− αβ − γδ

]
u+ (α2 + γ2)x

)
∂u. (5.12)
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Таблиця 5.2. Повний перелiк розширень лiївських симетрiй для класу (5.10)

№ g Базиснi оператори Amax

n 6= 1

1 ∀ ∂x

2 λ(αt+ β)ρ ∂x, 2n(αt+ β)∂t + αn(ρ+1)x∂x + α(ρ−1)u∂u, α = ±1

3 λeαt ∂x, 2n∂t + αnx∂x + αu∂u

4 λ ∂t, ∂x, 2nt∂t + nx∂x − u∂u

n = 1

5 ∀ ∂x, t∂x + ∂u

6 λ
(
αt+β
γt+δ

)ρ
∂x, t∂x + ∂u,
(αt+ β)(γt+ δ)∂t +

(
1
2(ρ−1)∆ + α(γt+ δ)

)
x∂x

+
([

1
2(ρ+1)∆− α(γt+ δ)

]
u+ αγx

)
∂u

7 λe
αt+β
γt+δ ∂x, t∂x + ∂u,

(γt+ δ)2∂t +
(
1
2∆ + γ(γt+ δ)

)
x∂x +

([
1
2∆− γ(γt+ δ)

]
u+ γ2x

)
∂u

8 λe2ρ arctg(αt+β) ∂x, t∂x + ∂u,(
(αt+ β)2 + 1

)
∂t + α (αt+ ρ+ β)x∂x + α ([−αt+ ρ− β]u+ αx) ∂u

9 λ ∂t, ∂x, t∂x + ∂u, 2t∂t + x∂x − u∂u, t2∂t + tx∂x + (x− tu)∂u

Проте за формулою для суми арктангенсiв маємо

arctg y + arctg z = arctg
y + z

1− yz
+
π

2
(sign y)(1 + sign(1− yz)),

якщо yz 6= 1, i

arctg y + arctg z =
π

2
sign y,

якщо yz = 1. Це означає, що згадане вище g локально спiвпадає з ǧ =

= λ̌ exp(2ρ̌ arctg(α̌t+ β̌)), де

λ̌ = λe−2ρ arctg γ
α−πρ

(
sign γ

α

)
sign
(

1+ γ
α (α̌t+β̌)

)
,

ρ̌ = ρ, α̌ =
α2 + γ2

αδ − βγ
, β̌ =

αβ + γδ

αδ − βγ
,

якщо αγ 6= 0, або ж

λ̌ = λeπρ sign(α̌t+β̌), ρ̌ = −ρ, α̌ = −γ
β
, β̌ = − δ

β
,
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якщо α = 0, γ 6= 0, а випадок α 6= 0, γ = 0 є очевидним. Цi вирази для
сталих параметрiв добре узгоджуються зi спрощенням вигляду третього
векторного поля в (5.12).

Зауваження 5.12. Задачу групової класифiкацiї для класу рiвнянь ви-
гляду ut + a(um)x = g(t)uxx, де g 6= 0, m 6= 0, 1 та a = const 6= 0,
який, насправдi, є ще одним зображенням пiдкласу класу рiвнянь (5.10)
з n 6= −1 (якщо покласти a = 1/m та m = n + 1), розв’язано в [130].
Отже, класифiкацiйнi списки для цих класiв можна вивести один з одно-
го. Оскiльки випадок n = −1 не є сингулярним з точки зору лiївських
симетрiй, це значення n не виключено з класифiкацiйного списку для
класу (5.10).

Зауваження 5.13. Груповiй класифiкацiї класу (5.11), який є пiдкла-
сом класу (5.10), виокремленим умовою n = 1, присвячено кiлька робiт.
У [47] кожен з випадкiв 6 та 7 таблицi 5.2 роздiлено на два пiдвипадки —

g = eαt, g = e
1
αt та g = (αt+ β)ρ, g =

(
αt+ β

γt+ δ

)ρ
.

Схожi результати отримано в [133]. Вiдповiдну групу еквiвалентностi
в цих роботах не наведено i не використано.

Щоб отримати повний перелiк розширень лiївських симетрiй для всьо-
го класу D

∣∣
{ng 6=0}, де вигляд довiльного елемента не спрощено точковими

перетвореннями, застосуємо до випадкiв таблицi 5.2 перетворення з гру-
пи Ĝ∼ з параметрами (5.8), причому вiдповiднi значення g знайдемо за
допомогою рiвняння (5.9). Результати розмноження наведено у табли-
цi 5.3. Всi сталi в таблицi 5.3 задовольняють тi ж самi обмеження, що
i в таблицi 5.2; функцiя h(t) є довiльною у всiх випадках, а

T =

∫
(H(t))n dt, де H(t) := e−

∫
h(t) dt.

Зауваження 5.14. Використовуючи таблицю 5.3, легко описати лiїв-
ськi симетрiї рiвнянь з класу D

∣∣
{ng 6=0}, для яких h = const. Напри-

клад, якщо n 6= 1, то значеннями параметр-функцiї g, якi вiдповiдають
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Таблиця 5.3. Повний перелiк розширень лiївських симетрiй для класу D
∣∣
{ng 6=0}

№ g Базиснi оператори алгебри Amax

n 6= 1

1 ∀ ∂x

2 λTt(αT + β)ρ ∂x, 2n(αT + β)T−1t ∂t + αn(ρ+1)x∂x

+
(
α(ρ−1)− 2nh(t)(αT + β)T−1t

)
u∂u

3 λTte
αT ∂x, 2nT−1t ∂t + αnx∂x +

(
α− 2nh(t)T−1t

)
u∂u

4 λTt ∂x, T−1t ∂t − h(t)T−1t u∂u,
2nTT−1t ∂t + nx∂x −

(
2nh(t)TT−1t + 1

)
u∂u

n = 1

5 ∀ ∂x, T∂x + Tt∂u

6 λTt

(
αT+β
γT+δ

)ρ
∂x, T∂x + Tt∂u,
(αT + β)(γT + δ)T−1t ∂t +

(
1
2(ρ− 1)∆ + α(γT + δ)

)
x∂x

+
( [
−α(γT + δ)− h(t)(αT + β)(γT + δ)T−1t + 1

2(ρ+ 1)∆
]
u

+αγTtx
)
∂u

7 λTte
αT+β
γT+δ ∂x, T∂x + Tt∂u,

(γT + δ)2 T−1t ∂t +
(
γ(γT + δ) + 1

2∆
)
x∂x

+
([
−γ(γT + δ)− h(t)(γT + δ)2T−1t + 1

2∆
]
u+ γ2Ttx

)
∂u

8 λTte
2ρ arctg(αT+β) ∂x, T∂x + Tt∂u,(

(αT + β)2 + 1
)
T−1t ∂t + α (αT + ρ+ β)x∂x

+
([
α(−αT + ρ− β)− h(t)

(
(αT + β)2 + 1

)
T−1t

]
u+ α2Ttx

)
∂u

9 λTt ∂x, T∂x + Tt∂u, 2TT−1t ∂t + x∂x −
(
2h(t)TT−1t + 1

)
u∂u,

T−1t ∂t − h(t)T−1t u∂u,
T 2T−1t ∂t + Tx∂x +

(
Ttx−

(
h(t)T 2T−1t + T

)
u
)
∂u

тим рiвнянням, що допускають розширення лiївських симетрiй, будуть
g = λe−nht(αe−nht + β)ρ, g = λe−nhteαe

−nht та g = λe−nht, де λ, α та ρ —
ненульовi сталi, а стала β є довiльною (див. випадки 2–4 таблицi 5.3).
Для кожного з перших двох значень параметр-функцiї g максимальна
алгебра лiївської iнварiантностi двовимiрна, а третього — тривимiрна.
А саме, рiвняння ut + unux + hu = λe−nhtuxx, n 6= 0, 1, допускає алгебру
〈 ∂x, enht(∂t − hu∂u), 2∂t − nhx∂x − hu∂u 〉, третiй базисний елемент якої
пропущено у [125].
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5.4. Iнварiантнi розв’язки

Деякi рiвняння з класу D
∣∣
{ng 6=0} допускають дискретнi точковi симетрiї.

Наприклад, якщо g та h — непарнi функцiї, то вiдповiдне рiвняння iнва-
рiантне вiдносно змiни знаку пари (t, x). Цi перетворення не використано
в процесi класифiкацiї пiдалгебр вiдповiдних максимальних алгебр лiїв-
ської iнварiантностi.

5.4.1. Нееквiвалентнi пiдалгебри

Алгебри Лi, що є лiнiйними оболонками векторних полiв, поданих
у таблицi 5.1, мають наступну структуру. У випадку 1 вiдповiдна ал-
гебра є одновимiрною (типу A1; тут i далi використовуємо позначення,
введенi в [82]). У випадках 2, 3 та 5 алгебри двовимiрнi. У випадку 2
з ρ = −1 та у випадку 5 вони абелевi (типу 2A1), а у випадку 2 з ρ 6= −1

й у випадку 3 — неабелевi (типу A2). Алгебри у випадках 4 i 6–8 три-
вимiрнi. У випадках 4 та 6 з ρ 6= ±1 алгебри мають тип Aa

3.5, де a = 1
2

та a =
(
ρ−1
ρ+1

)sign ρ вiдповiдно. Якщо ρ = ±1, то алгебра у випадку 6 iзо-
морфна A1 ⊕ A2. У випадку 7 алгебра має тип A3.2, а у випадку 8 вона
має тип Aa

3.7, де a = |ρ|. П’ятивимiрна алгебра у випадку 9 iзоморфна
sl(2,R) ∈ 2A1.

У таблицi 5.4 представлено оптимальнi системи одно- та двовимiрних
пiдалгебр для всiх випадкiв таблицi 5.1 (крiм випадку 9, що вiдповiдає
класичному рiвнянню Бюргерса, i випадку 6ρ=1, що Ĝ∼n=1-еквiвалентний
до випадку 6ρ=−1). Тут a ∈ R, n 6= 0, σ ∈ {−1, 0, 1}. Цi результати повнiс-
тю узгоджуються з [82], де оптимальнi системи пiдалгебр отримано для
всiх три- i чотиривимiрних алгебр Лi. Оскiльки рiвняння Бюргерса лi-
неаризується перетворенням Коула–Хопфа [45,62] до лiнiйного рiвняння
теплопровiдностi, знаходити його точнi розв’язки за допомогою лiївських
редукцiй не потрiбно.

Зауваження 5.15. Оптимальнi системи одновимiрних пiдалгебр макси-
мальних алгебр лiївської iнварiантностi узагальнених рiвнянь Бюргерса
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Таблиця 5.4. Оптимальнi системи одно- i двовимiрних пiдалгебр максимальних
алгебр лiївської iнварiантностi рiвнянь з класу D

∣∣
{ng 6=0}

№ Пiдалгебри

n 6= 1

1 g1 = 〈∂x〉

2ρ6=−1 g1 = 〈∂x〉, gρ2.1 = 〈t∂t + ρ+1
2 x∂x + ρ−1

2n u∂u〉, gρ2.3 = 〈∂x, t∂t + ρ+1
2 x∂x + ρ−1

2n u∂u〉

2ρ=−1 g1 = 〈∂x〉, ga2.2 = 〈nt∂t + a∂x − u∂u〉, g−12.3 = 〈∂x, nt∂t − u∂u〉

3 g1 = 〈∂x〉, g3.1 = 〈2n∂t + nx∂x + u∂u〉, g3.2 = 〈∂x, 2n∂t + nx∂x + u∂u〉

4 g1 = 〈∂x〉, g02.1 = 〈2nt∂t + nx∂x − u∂u〉, g02.3 = 〈∂x, 2nt∂t + nx∂x − u∂u〉,

gσ4.1 = 〈∂t + σ∂x〉, g4.2 = 〈∂t, ∂x〉, g4.3 = 〈∂t, 2nt∂t + nx∂x − u∂u〉

n = 1

5 g0 = 〈∂x, t∂x + ∂u〉, g1 = 〈∂x〉, ga5 = 〈(t+ a)∂x + ∂u〉

6ρ6=±1 g0 = 〈∂x, t∂x + ∂u〉, g1 = 〈∂x〉,

gρ2.1 = 〈t∂t + ρ+1
2 x∂x + ρ−1

2 u∂u〉, gρ2.3 = 〈∂x, t∂t + ρ+1
2 x∂x + ρ−1

2 u∂u〉,

gσ5 = 〈(t+ σ)∂x + ∂u〉 g6.1 = 〈t∂x + ∂u, t∂t + ρ+1
2 x∂x + ρ−1

2 u∂u〉

6ρ=−1 g0 = 〈∂x, t∂x + ∂u〉 g1 = 〈∂x〉, ga2.2 = 〈t∂t + a∂x − u∂u〉, g−12.3 = 〈∂x, t∂t − u∂u〉,

gσ5 = 〈(t+ σ)∂x + ∂u〉, ga6.4 = 〈t∂x + ∂u, t∂t + a∂x − u∂u〉

7 g0 = 〈∂x, t∂x + ∂u〉 g1 = 〈∂x〉,

g3.1 = 〈2∂t + x∂x + u∂u〉, g3.2 = 〈∂x, 2∂t + x∂x + u∂u〉, g05 = 〈t∂x + ∂u〉

8 g0 = 〈∂x, t∂x + ∂u〉, g1 = 〈∂x〉, g8 = 〈(t2 + 1)∂t + (t+ ρ)x∂x + (x+ (ρ− t)u)∂u〉

з пiдкласу (5.11) знайдено у роботi [47], проте там мiститься декiлька
неточностей. Зокрема, в [47] стверджується, що максимальнi алгебри лi-
ївської iнварiантностi у випадку 6 при ρ = 1 та ρ = −1 мають одну й ту
саму оптимальну систему пiдалгебр, що насправдi не так (див. табли-
цю 5.4). А саме, при ρ = −1 пiдалгебру 〈t∂t + (x+ at)∂x + a∂u〉, наведену
в [47] при ρ = ±1, потрiбно замiнити пiдалгеброю ga2.2 = 〈t∂t+a∂x−u∂u〉.
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5.4.2. Лiївськi редукцiї за одновимiрними пiдалгебрами

Анзаци та редукованi рiвняння, отриманi для рiвнянь з класу (5.10) за
допомогою одновимiрних пiдалгебр з таблицi 5.4, зiбрано у таблицi 5.5.
Тут h(t) = 0 mod Ĝ∼, a ∈ R, n 6= 0 та ε = ±1. Для алгебри gρ2.1 маємо
додатковi обмеження: ρ 6= −1 при n 6= 1; ρ 6= ±1 при n = 1; ε = 1

у випадку ρ = 0.

Таблиця 5.5. Нееквiвалентнi лiївськi редукцiї рiвнянь з класу D
∣∣
{ng 6=0} до звичайних

диференцiальних рiвнянь

g(t) g ω Анзац, u Редуковане рiвняння

При всiх n

εtρ gρ2.1 xt−
ρ+1
2 t

ρ−1
2n ϕ(ω) εϕ′′ +

(
ρ+1
2 ω − ϕn

)
ϕ′ + 1−ρ

2n ϕ = 0

εt−1 ga2.2 x− a
n ln t t−

1
nϕ(ω) εϕ′′ +

(
a
n − ϕ

n
)
ϕ′ + 1

nϕ = 0

εet g3.1 xe−
1
2
t e

1
2n
tϕ(ω) εϕ′′ +

(
1
2ω − ϕ

n
)
ϕ′ − 1

2nϕ = 0

1 gσ4.1 x− σt ϕ(ω) ϕ′′ + (σ − ϕn)ϕ′ = 0

При n = 1

∀ ga5 t ϕ(ω) +
x

t+ a
(ω + a)ϕ′ + ϕ = 0

εe2ρ arctg t g8
xe−ρ arctg t√

t2 + 1

eρ arctg t√
t2 + 1

ϕ(ω) +
xt

t2 + 1
εϕ′′ + (ρω − ϕ)ϕ′ − ρϕ− ω = 0

Редуковане рiвняння, що вiдповiдає пiдалгебрi g1 = 〈∂x〉, не розглядає-
мо, тому що воно дає лише сталi розв’язки рiвнянь вигляду (5.10). Також
пропускаємо пiдалгебру g0, тому що вона не задовольняє умову трансвер-
сальностi [80] i не може бути використана для побудови анзацiв. Завдяки
кiльком вдосконаленням процесу класифiкацiї (калiбрування h до 0 пе-
ретвореннями еквiвалентностi, подальше спрощення довiльного елемен-
та g перетвореннями еквiвалентностi для випадкiв розширень лiївських
симетрiй i обрання для проведення редукцiї найпростiших представни-
кiв з-помiж усiх еквiвалентних пiдалгебр) як анзаци, так i редукованi
рiвняння зазвичай мають просту одноманiтну структуру.
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Зауважимо, що перетворення y = ϕ−n вiдображає редукованi рiвняння
з таблицi 5.5 (крiм рiвнянь для пiдалгебр ga5 та g8) у рiвняння Ейлера–
Пенлеве загального вигляду yy′′+αy′2+p(ω)yy′+q(ω)y2+βy′+γ=0 [118].
Тут p та q — гладкi функцiї вiд ω, а сталi α, β та γ довiльнi.

Зауваження 5.16. У роботi [133] редуковане рiвняння, що вiдповiдає
пiдалгебрi g8, наведено з помилками у знаках. Як результат — вирази,
побудованi в цiй роботi в якостi розв’язкiв, насправдi не є розв’язками
вiдповiдного узагальненого рiвняння Бюргерса, що можна перевiрити
прямою пiдстановкою.

Лише деякi з редукованих рiвнянь допускають подальше пониження
порядку, не кажучи вже про знаходження їхнiх розв’язкiв у явному ви-
глядi. Оскiльки в лiтературi не було повного опису лiївських редукцiй
рiвнянь з класу D

∣∣
{ng 6=0}, розглянемо цi випадки детально. Тут i далi c0

та c1 — довiльнi сталi (сталi iнтегрування).
Пiдалгебри gρ2.1. Для n 6= ±1 та ρ = 1−n

1+n вiдповiдне редуковане рiвнян-
ня спрощується до εϕ′′ − ϕnϕ′ + 1

n+1(ωϕ′ + ϕ) = 0 й iнтегрується один
раз, див. [125, рiвняння (85)]:

ε(n+ 1)ϕ′ − ϕn+1 + ωϕ+ c0 = 0. (5.13)

Рiвняння (5.13) можна розв’язати в частковому випадку при c0 = 0.
Отримаємо однопараметричну сiм’ю розв’язкiв рiвняння (5.10) з функ-
цiєю g(t) = εt

1−n
1+n , де ε = ±1, а µ = n

2ε(n+1) :

u(t, x) =
t−

1
n+1 exp

(
−µ
nx

2t−
2

n+1

)
(
c1 − 2µt−

1
n+1

∫
exp

(
− µx2t−

2
n+1

)
dx
) 1
n

. (5.14)

Якщо µ > 0, цi розв’язки можна записати в термiнах функцiї помилок
erf(θ) = 2√

π

∫ θ
0 e
−s2ds:

u(t, x) =
t−

1
n+1 exp

(
−µ
nx

2t−
2

n+1

)
(
c1 −

√
πµ erf

(√
µxt−

1
n+1

)) 1
n

. (5.15)
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Пiдалгебри ga2.2. У випадку n = 1 пiдалгебра з цiєї сiм’ї з a = 0 дає
редуковане рiвняння, яке можна один раз проiнтегрувати й отримати

ϕ′ + ln(ϕ′ − 1) =
ϕ2

2ε
+ c0, або (ϕ′ − 1)eϕ

′−1 = c̃0e
ϕ2

2ε .

Останнє рiвняння можна розв’язати вiдносно ϕ′ у термiнах функцiї Лам-
берта W (y), яку неявно визначає рiвняння WeW = y, а саме

ϕ′ = 1 +W
(
c̃0e

ϕ2

2ε

)
.

Таким чином, загальний розв’язок цього редукованого рiвняння мож-
на записати неявно, ще раз проiнтегрувавши це рiвняння. Також можна
виразити ϕ через ϕ′ з один раз проiнтегрованого рiвняння, а потiм ви-
користати той факт, що загальний розв’язок рiвняння ϕ = F (ϕ′) можна
зобразити в параметричнiй формi як

ω + c1 =

∫
ζ−1F ′(ζ) dζ, ϕ = F (ζ).

Пiдалгебра g3.1. Вiдповiдне редуковане рiвняння у випадку n = −1

можна проiнтегрувати лише один раз:

εϕ′ +
1

2
ωϕ− lnϕ+ c0 = 0.

Зауваження 5.17. Редукованi рiвняння, пов’язанi з пiдалгебрами gρ2.1
та g3.1, розв’язано чисельними методами в [118]. Насправдi, еквiвален-
тну редукцiю до першого з них розглянуто в [118] для g = (t + 1)ρ, що
зводиться до g = tρ зсувом по t.

Пiдалгебри gσ4.1. Для зручностi спочатку замiнимо σ ∈ {−1, 0, 1} до-
вiльним a ∈ R. Анзац u = ϕ(x− at), отриманий для g(t) = 1 (у випадку
n = 1 маємо класичне рiвняння Бюргерса), приводить до редукованого
рiвняння ϕ′′ + (a− ϕn)ϕ′ = 0, звiдки

ϕ′ − 1

n+ 1
ϕn+1 + aϕ+ c0 = 0, якщо n 6= −1,

ϕ′ + aϕ− lnϕ+ c0 = 0, якщо n = −1.
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Пiсля ще одного iнтегрування загальнi розв’язки цих рiвнянь неявно ви-
ражаються в квадратурах. Для деяких значень сталих можна знайти
точнi вирази цих розв’язкiв. Очевидний випадок n = 1 вiдповiдає кла-
сичному рiвнянню Бюргерса, а тому не є цiкавим. В iншому випадку
явного розв’язання, для якого c0 = 0, залежно вiд значення a побудуємо
двi рiзнi сiм’ї розв’язкiв рiвняння (5.10) з g(t) = 1:

u(t, x) =

(
a(n+ 1)

1 + c1ean(x−at)

) 1
n

якщо a 6= 0,

u(t, x) =

(
n+ 1

c1 − nx

) 1
n

якщо a = 0. (5.16)

Пiдалгебри ga5. Редуковане рiвняння має вигляд (ω+a)ϕ′+ϕ = 0. Воно
дає тривiальний розв’язок рiвняння (5.11) для довiльного значення g(t):

u(t, x) =
x+ c0

t+ a
. (5.17)

5.4.3. Лiївськi редукцiї за двовимiрними пiдалгебрами

Такi редукцiї приводять до алгебраїчних редукованих рiвнянь, що не
дають змоги побудувати нетривiальнi розв’язки рiвнянь з класу D

∣∣
{ng 6=0}.

Так, пiдалгебра g0 не задовольняє умову трансверсальностi, а тому не дає
лiївських анзацiв для u. Редукцiї за gρ2.3 та g3.2 дають лише тривiальний
(тотожно рiвний нулю) розв’язок. Розв’язок є iнварiантним вiдносно g4.2

тодi i тiльки тодi, коли вiн є сталою. Використовуючи пiдалгебру g4.3,
отримаємо розв’язок (5.16) з c1 = 0. Єдиний розв’язок, iнварiантний
вiдносно пiдалгебри g6.1, має вигляд (5.17) з a = c0 = 0. Редукцiя за до-
помогою пiдалгебр ga6.4 дає розв’язок, тiльки якщо a = 0, i цей розв’язок
має вигляд (5.17) з a = 0.

5.4.4. Розмноження розв’язкiв перетвореннями еквiвалентностi

Використовуючи розв’язки (5.14)–(5.17), знайденi у пунктi 5.4.2, i пере-
творення з групи Ĝ∼, що вiдповiдають значенням параметрiв (5.8), мож-



135

на побудувати розв’язки рiвнянь з початкового класу D
∣∣
{ng 6=0} з довiль-

ними значеннями h(t) та певними значеннями g(t):

(i) ut + unux + h(t)u = εT
1−n
1+ne−n

∫
h(t) dtuxx :

u =
T−

1
n+1 exp

(
−µ
nx

2T−
2

n+1

)
e−

∫
h(t) dt(

c1 − 2µT−
1

n+1

∫
e−µx2T

− 2
n+1 dx

) 1
n

,

(ii) ut + unux + h(t)u = e−n
∫
h(t) dtuxx :

u =

(
a(n+ 1)

1 + c1ean(x−aT )

) 1
n

e−
∫
h(t) dt, u =

(
n+ 1

c1 − nx

) 1
n

e−
∫
h(t) dt,

(iii) ut + uux + h(t)u = g(t)uxx :

u =
x+ c0∫

e−
∫
h(t) dt dt+ a

e−
∫
h(t) dt.

Тут a та c — довiльнi сталi, ε = ±1, κ =
√

n
2ε(n+1) , а функцiю T = T (t) ви-

значено в (5.8). Перед вiдображенням за допомогою згаданих вище пере-
творень розв’язок (5.14) можна додатково розмножити перетвореннями
з групи еквiвалентностi Ĝ∼h=0. Зауважимо, що зсуви по x належать пере-
тину максимальних груп лiївських симетрiй усiх рiвнянь з класу D

∣∣
{ng 6=0}

i, вiдповiдно, з класу (5.10), а тому лише перетворюють розв’язки, в той
час як зсуви по t i масштабнi перетворення є перетвореннями еквiвалент-
ностi та змiнюють довiльний елемент g.

Рiвняння (ii) можна переписати у виглядi

ut + unux −
1

n

kt
k
u = kuxx, (5.18)

де функцiї k = k(t) та h = h(t) пов’язанi спiввiдношенням k = e−n
∫
h(t) dt.

Для n = 1 рiвняння (5.18) спiвпадає з рiвнянням (3.262) з роботи [116,
с. 90], яке застосовують для моделювання акустичних хвиль в атмосфе-
рi; вiд моделi Бюргерса для турбулентностi воно вiдрiзняється змiнним
коефiцiєнтом дифузiї. Отже, за допомогою розмноження перетворення-
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Рис. 5.1: Поведiнка розв’язку (5.19) при c1 = 1, a = 0.5 для окремих значень n та h

ми еквiвалентностi можна побудувати двi сiм’ї точних розв’язкiв рiвнян-
ня (ii). Поведiнку розв’язку

u =

(
a(n+ 1)

1 + c1ean(x−aT )

) 1
n

e−
∫
h(t) dt (5.19)

для двох значень n та двох виглядiв коефiцiєнта дифузiї h проiлюстро-
вано на рис. 5.1.

5.5. Узагальненi рiвняння Бюргерса, що
лiнеаризуються до рiвняння теплопровiдностi

Нагадаємо, що класичне рiвняння Бюргерса

ût̂ + ûûx̂ = λûx̂x̂ (5.20)

лiнеаризується до рiвняння теплопровiдностi

v̂t̂ = λv̂x̂x̂ (5.21)
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перетворенням Коула–Хопфа û = −2λv̂x̂/v̂. А саме, це перетворення
зводить рiвняння (5.20) до рiвняння (v̂∂x̂ − v̂x̂) [v̂t̂−λv̂x̂x̂] = 0, яке можна
проiнтегрувати за x, i «сталу iнтегрування», яка насправдi є довiльною
функцiєю вiд t, можна покласти рiвною нулю завдяки невизначеностi
у виборi функцiї v̂. Таким чином, точнi розв’язки (5.20) легко отримати
з точних розв’язкiв лiнiйного рiвняння теплопровiдностi (5.21).

У [123] рiвняння Бюргерса зi змiнними коефiцiєнтами вигляду

ut + uux + hu = λe−htuxx (5.22)

з λ = 1
2 та h = const рiзними способами лiнеаризовано до лiнiйних еволю-

цiйних рiвнянь, якi зводяться до класичного рiвняння теплопровiдностi
за допомогою точкових перетворень. Безпосередня лiнеаризацiя рiвнян-
ня (5.22) до рiвняння теплопровiдностi є бiльш ефективною.

Виконаємо її, використавши композицiю точкового перетворення еквi-
валентностi з класу D

∣∣
{ng 6=0}, яке вiдображає (5.22) у рiвняння (5.20),

та перетворення Коула–Хопфа. Рiвняння (5.22) лiнеаризується до (5.21)
перетворенням

t̂ = −1

h
e−ht, x̂ = x, −2λ

v̂x̂
v̂

= ehtu.

Бiльш загально, всi рiвняння з класу D
∣∣
{ng 6=0}, якi лiнеаризуються

до (5.21), мають вигляд

ut + uux + h(t)u = λe−
∫
h(t) dtuxx. (5.23)

Вiдповiдне перетворення

t̂ =

∫
H(t) dt, x̂ = x, −2λ

v̂x̂
v̂

= e
∫
h(t) dtu,

де H(t) := e−
∫
h(t) dt, дає формулу для породження розв’язкiв рiвнян-

ня (5.23) з розв’язкiв рiвняння теплопровiдностi:

u(t, x) = −2λH(t)
v̂x(t̂, x)

v̂(t̂, x)
, де t̂ =

∫
H(t) dt.
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Розглянемо, наприклад, точний розв’язок v̂ = ceax̂+a2λt̂(x̂ + 2aλt̂) рiв-
няння теплопровiдностi (5.21). Тут c та a — довiльнi ненульовi сталi.
Використовуючи наведену вище формулу, отримаємо точний розв’язок
рiвняння (5.23):

u(t, x) = −2λH(t)

(
1

x+ 2aλ
∫
H(t) dt

+ a

)
.

5.6. Висновки

У цьому роздiлi проведено групову класифiкацiю класу D
∣∣
{ng 6=0} уза-

гальнених рiвнянь Бюргерса з лiнiйним уповiльненням, де коефiцiєнти
залежать вiд часу. Дослiдження ґрунтується на повному описi групоїдiв
еквiвалентностi всього класу i певних його пiдкласiв. Цей опис представ-
лено у теоремах 5.1, 5.5 i 5.7 та їхнiх наслiдках, якi зручно сформулювати
в термiнах нормалiзованих класiв диференцiальних рiвнянь. Для опи-
су допустимих перетворень у пiдкласi (5.6), виокремленому обмеженням
n = 1, знадобилася узагальнена розширена група еквiвалентностi, x- та
u-компоненти перетворень з якої нелокально залежать вiд довiльного
елемента h. Еквiвалентнiсть, породжена звичайною групою еквiвалент-
ностi всього класу D

∣∣
{ng 6=0} або пiдкласу (5.6), є занадто слабкою для

її ефективного використання. Перетворення з узагальненої розширеної
групи еквiвалентностi пiдкласу (5.6) вiдiграють важливу роль, зокрема,
в спрощеннi процесу лiнеаризацiї рiвнянь з цього пiдкласу.

Опис допустимих перетворень використано при класифiкацiї лiївсь-
ких симетрiй цих рiвнянь. До спрощення групової класифiкацiї класу
D
∣∣
{ng 6=0} важливим є правильний вибiр калiбрування довiльного елемен-

та. Задачу групової класифiкацiї для всього класу D
∣∣
{ng 6=0} з точнiстю

до загальної точкової еквiвалентностi розв’язано шляхом її зведення до
аналогiчної задачi для пiдкласу (5.10). Це стало можливим завдяки калi-
бруванню довiльного елемента h(t) до нуля. Вiдповiдний результат кла-
сифiкацiї (список значень довiльного елемента та вiдповiдних пiдалгебр)
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наведено в таблицi 5.1. Таблиця 5.3 мiстить повний список розширень
лiївських симетрiй для класу D

∣∣
{ng 6=0} без спрощень вигляду довiльного

елемента перетвореннями еквiвалентностi.
Знайденi лiївськi симетрiї застосовано до вiдшукання точних розв’яз-

кiв рiвнянь з класу D
∣∣
{ng 6=0}, причому систематично виконано всi мож-

ливi нееквiвалентнi лiївськi редукцiї. А саме, побудовано оптимальнi си-
стеми одно- та двовимiрних пiдалгебр виокремлених алгебр лiївської iн-
варiантностi, а також проведено вiдповiднi лiївськi редукцiї до звичай-
них диференцiальних рiвнянь i до алгебраїчних рiвнянь. Розглянуто як
загальну точкову еквiвалентнiсть рiвнянь з класу D

∣∣
{ng 6=0}, так i еквiва-

лентнiсть пiдалгебр вiдносно внутрiшнiх автоморфiзмiв вiдповiдних мак-
симальних алгебр лiївської iнварiантностi. Це суттєво знизило кiлькiсть
рiзноманiтних лiївських редукцiй, якi необхiдно було розглянути, а та-
кож спростило вiдповiднi анзаци i редукованi рiвняння. Деякi з узагаль-
нених рiвнянь Бюргерса цього класу лiнеаризуються до рiвняння тепло-
провiдностi за допомогою композицiї перетворень еквiвалентностi з пере-
творенням Коула–Хопфа. Незважаючи на стисле представлення, побу-
дованi у цьому роздiлi сiм’ї точних розв’язкiв рiвнянь з класу D

∣∣
{ng 6=0}

включають у себе всi точнi розв’язки цих рiвнянь, вiдомi в лiтературi.
Результати цього роздiлу опублiковано в роботi [90].
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Висновки

У дисертацiйнiй роботi з використанням сучасних методiв групово-
го аналiзу диференцiальних рiвнянь та оригiнальних технiк дослiджено
низку класiв узагальнених рiвнянь Бюргерса.

Вичерпно описано групоїди еквiвалентностi та знайдено групи еквiва-
лентностi класу (3.3) (який є надкласом для всiх класiв узагальнених
рiвнянь Бюргерса, розглянутих у дисертацiї), класу L

∣∣
S узагальнених

рiвнянь Бюргерса зi змiнним коефiцiєнтом при другiй похiднiй, класiв
лiнеаризовних узагальнених рiвнянь Бюргерса, класу C

∣∣
S узагальнених

рiвнянь Бюргерса у збережнiй формi, класу P
∣∣
S узагальнених потенцi-

альних рiвнянь Бюргерса, класу D|{ng 6=0} узагальнених рiвнянь Бюргер-
са з лiнiйним уповiльненням, де коефiцiєнти залежать вiд часу, а також
низки пiдкласiв цих класiв. Встановлено вiдповiднiсть мiж групоїдами
еквiвалентностi найширшого класу A

∣∣
{a6=0} узагальнених рiвнянь Бюр-

герса, лiнеаризовних перетворенням Коула–Хопфа, та класу лiнiйних
однорiдних еволюцiйних рiвнянь другого порядку. Основною технiкою
опису групоїдiв еквiвалентностi є перевiрка нормалiзованостi класу або,
якщо клас не є нормалiзованим, розбиття його на нормалiзованi пiд-
класи. Зокрема, кожен з ненормалiзованих класiв C

∣∣
S , P

∣∣
S та D

∣∣
{ng 6=0}

розбито на кiлька пiдкласiв, якi нормалiзованi в рiзному сенсi, а тому ви-
магають побудови рiзних груп еквiвалентностi (звичайної, узагальненої
або узагальненої розширеної). Порiвняння показало, що групоїди еквiва-
лентностi спорiднених класiв P

∣∣
S i C

∣∣
S мають подiбну структуру i суттєво

вiдрiзняються вiд групоїда еквiвалентностi класу L
∣∣
S . Досить несподiва-

ним результатом виявилося iснування серед класiв узагальнених рiвнянь
Бюргерса декiлькох прикладiв класiв, нормалiзованих у звичайному сен-
сi, групи еквiвалентностi яких є скiнченновимiрними, а довiльний еле-
мент залежить вiд двох аргументiв.
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Проведено розширений симетрiйний аналiз класу L
∣∣
S узагальнених

рiвнянь Бюргерса зi змiнним коефiцiєнтом при другiй похiднiй, що вклю-
чає опис лiївських симетрiй, лiївських та некласичних редукцiй, прихо-
ваних симетрiй, законiв збереження, потенцiальних допустимих перетво-
рень, потенцiальних симетрiй рiвнянь з цього класу та побудову їх точ-
них розв’язкiв. Хоча клас L

∣∣
S i складається з рiвнянь досить простого

вигляду, вiн має багатий набiр властивостей, цiкавих з точки зору симет-
рiйного аналiзу диференцiальних рiвнянь, а тому придатний для пере-
вiрки на ньому рiзноманiтних методiв, що були або ще будуть розробленi
в цiй галузi. Бiльш того, вивчення класу L

∣∣
S у дисертацiї може слугу-

вати джерелом iдей щодо покращення та модифiкацiї iснуючих технiк
симетрiйного аналiзу диференцiальних рiвнянь.

Зокрема, клас L
∣∣
S нормалiзований, але при цьому його алгебра еквiва-

лентностi G∼ скiнченновимiрна. Тому групову класифiкацiю цього класу
ефективно проведено з використанням алгебраїчного методу, додатково
оптимiзованого описом лише придатних пiдалгебр у проекцiї його алгеб-
ри еквiвалентностi. Загалом для рiвнянь з класу L

∣∣
S iснує дев’ятнадцять

G∼-нееквiвалентних випадкiв розширення лiївської симетрiї.

Запропоновано технiку класифiкацiї лiївських редукцiй для рiвнянь
з нормалiзованого класу вiдносно групи еквiвалентностi цього класу. Зав-
дяки поєднанню цiєї технiки з вiдомою технiкою пiдбору оптимальних
анзацiв для рiвнянь з класу L

∣∣
S побудовано редукованi рiвняння, що на-

лежать (за виключенням двох простих рiвнянь першого порядку) класу
звичайних диференцiальних рiвнянь другого порядку простого i унiфi-
кованого вигляду. Це дозволило вичерпно описати лiївськi редукцiї та
прихованi симетрiї рiвнянь з класу L

∣∣
S та знайти новi точнi розв’язки

таких рiвнянь.

Оператори редукцiї рiвнянь з класу L
∣∣
S прокласифiковано з точнiстю

до еквiвалентностi, породженої групою еквiвалентностi G∼ цього класу.
За допомогою спецiального випадку знайдених операторiв редукцiї вста-
новлено зв’язок мiж певними рiвняннями з класу L

∣∣
S та потенцiальним
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рiвнянням швидкої дифузiї з нелiнiйнiстю степеня −1. Кожен вiдомий
точний розв’язок цього рiвняння дав змогу побудувати декiлька пара-
метризованих сiмей точних розв’язкiв певного узагальненого рiвняння
Бюргерса. Слiд зазначити, що це один з небагатьох прикладiв повного
опису операторiв редукцiї для деякого класу диференцiальних рiвнянь,
у якому некласичнi редукцiї дають нетривiальнi точнi розв’язки.

Також дослiджено закони збереження, потенцiальнi допустимi пере-
творення та потенцiальнi симетрiї рiвнянь з класу L

∣∣
S . Виявилося зруч-

ним розпочинати класифiкацiю потенцiальних симетрiй диференцiаль-
них рiвнянь з дослiдження потенцiальних допустимих перетворень у кла-
сi таких рiвнянь. На прикладi класу L

∣∣
S запропоновано поняття потен-

цiального групоїда еквiвалентностi.
Розв’язано задачу групової класифiкацiї для класу D|{ng 6=0}, до якого

застосовано калiбрування довiльного елемента, що дозволило спростити
процес класифiкацiї. Систематично виконано всi можливi нееквiвалентнi
лiївськi редукцiї, завдяки чому вдалося побудувати деякi точнi iнварi-
антнi розв’язки цих рiвнянь. При цьому застосованi технiки були бiльш
традицiйними порiвняно з розглядом вiдповiдної задачi для класу L

∣∣
S .

Проте розгляд класу D|{ng 6=0} дозволив проiлюструвати, як спрощується
виконання групової класифiкацiї при правильному виборi калiбрування
довiльного елемента.

У зауваженнях 4.10, 5.13–5.16 детально проаналiзовано неточностi, якi
мiстяться у попереднiх роботах, присвячених груповому аналiзу узагаль-
нених рiвнянь Бюргерса з вiдповiдних класiв.
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