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ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Ïîíÿòòÿ ñèìåòði¨ i éîãî óçàãàëüíåííÿ ïîçà ñóìíi-

âîì âiäiãðàþòü ñüîãîäíi îäíó ç ïðîâiäíèõ ðîëåé ó ñó÷àñíié ìàòåìàòè÷íié

ôiçèöi. Ñèìåòðiéíà ìîâà âèÿâèëàñÿ àäåêâàòíîþ â òåîði¨ ñêií÷åííî-

òà íåñêií÷åííîâèìiðíèõ iíòåãðîâíèõ ñèñòåì [42], òåîði¨ áiôóðêàöié i

àòðàêòîðiâ [110], â áàãàòüîõ çàäà÷àõ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè [57, 56, 88],

êâàíòîâî¨ òåîði¨ ïîëÿ (äèâ. íàïð. [44]), çîêðåìà â òåîði¨ ñòðóí [21], òà ií.

×iëüíå ìiñöå ó öié ïðîáëåìàòèöi ïîñiäà¹ êëàñè÷íèé ñïàäîê Ëi (äèâ.,

çîêðåìà, [95, 96]), ùî íèíi ïåðåòâîðèâñÿ íà ðîçâèíåíi òà ïîòóæíi òåî-

ðiþ ãðóï i àëãåáð Ëi òà ¨õ çîáðàæåíü (äèâ. íàïð. [19, 23] i íàâåäåíi òàì

ïîñèëàííÿ) òà òåîðiþ ñèìåòðié äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ

ïîõiäíèõ (äèâ. [26, 42, 40, 49, 74, 75, 76] i íàâåäåíi òàì ïîñèëàííÿ).

Ïîòóæíèì ñòèìóëîì äî çàñòîñóâàííÿ ñèìåòðié ñòàëî óñâiäîìëåííÿ òî-

ãî ôàêòó, ùî ó áiëüøîñòi âèïàäêiâ íàÿâíiñòü äîñòàòíüîãî çàïàñó ñèìå-

òðié ãàðàíòó¹ òî÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü (iíòåãðîâíiñòü) ñèñòåìè äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè. Ïðè öüîìó ç'ÿñóâàëîñÿ, ùî äëÿ

iíòåãðîâíîñòi ïîòðiáíi íå ëi¨âñüêi, à ò.çâ. óçàãàëüíåíi ñèìåòði¨ (iíøi íàçâè

� âèùi ñèìåòði¨ àáî ñèìåòði¨ Ëi � Áåêëóíäà), ïîíÿòòÿ ïðî ÿêi âïåðøå

âèíèêëî ôàêòè÷íî ùå â ðîáîòi Íüîòåð [101], äå áóëî äîâåäåíî çíàìåíèòó

òåîðåìó, ùî íîñèòü ¨¨ iì'ÿ, i îñòàòî÷íî âèêðèñòàëiçóâàëîñü â îñíîâíîìó

â ðîáîòàõ Í.Õ. Iáðàãiìîâà [26], Ï. Îëâåðà [42] òà ií. Äîêëàäíèé àíàëiç

ðåçóëüòàòiâ i ïðèîðèòåòiâ â öié öàðèíi ìîæíà çíàéòè â Ðîçä. 5 êíèãè [42].

Çàçíà÷èìî ëèøå, ùî äëÿ âèïàäêó (1+1)-âèìiðíèõ ñèñòåì ðîëü íàÿâíîñòi

âèùèõ ñèìåòðié ÿê íåîáõiäíî¨ óìîâè iíòåãðîâíîñòi áóëî âèÿâëåíî â ðîáî-

òàõ Í.Õ. Iáðàãiìîâà, À.Á. Øàáàòà, À.Â. Ìèõàéëîâà, Â.Â. Ñîêîëîâà òà ií.

(äèâ. îðèãiíàëüíi ðîáîòè [24, 27, 28] òà îãëÿäè i ìîíîãðàôiþ [26, 36, 50]).
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Ïðèíàãiäíî çàóâàæèìî, ùî âèùi ñèìåòði¨ ¹ åôåêòèâíèì çíàðÿääÿì

äîñëiäæåííÿ íå ëèøå íåëiíiéíèõ, à é ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (äèâ. [56, 88]

i íàâåäåíi òàì ïîñèëàííÿ). Çîêðåìà, ÿê áóëî ïîêàçàíî ó [4, 79, 33],

âîíè ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi äëÿ ðîçäiëåííÿ çìiííèõ òà çíàõîäæåííÿ

äîäàòêîâèõ iíòåãðàëiâ ðóõó i áiëüøå òîãî, äëÿ ðîçäiëåííÿ çìiííèõ â

ëiíiéíié ñèñòåìi ÄÐ×Ï ïîðÿäêó n, âçàãàëi êàæó÷è, ïîòðiáíî çíàòè

¨¨ ñèìåòði¨ ïîðÿäêó âèùå n [79]. Íåùîäàâíî òàêîæ áóëî âñòàíîâëåíî

[127], ùî êâàçiòî÷íîðîçâ'ÿçíiñòü [53, 54, 122] ñòàöiîíàðíîãî ðiâíÿííÿ

Øðåäiíãåðà ïîâ'ÿçàíà ç iñíóâàííÿì ò.çâ. óçàãàëüíåíèõ óìîâíèõ ñèìåòðié

[85, 126] öüîãî ðiâíÿííÿ. Öiêàâî, ùî äèñêðåòíi ñèìåòði¨ ñòàöiîíàðíîãî

îäíîâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà òiñíî ïîâ'ÿçàíi ç ïåðåòâîðåííÿìè

Äàðáó i òåæ âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü â ñïåêòðàëüíié òåîði¨ âiäïîâiäíèõ

îïåðàòîðiâ Øðåäiíãåðà [5, 38].

Îñêiëüêè òåðìií "âèùi ñèìåòði¨" äîñèòü ÷àñòî âæèâàþòü íà ïîçíà÷åí-

íÿ óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié ïîðÿäêó, âèùîãî çà ïîðÿäîê ðîçãëÿäóâàíîãî

ðiâíÿííÿ ÷è ñèñòåìè ðiâíÿíü, ìè â ïîäàëüøîìó áóäåìî âæèâàòè éîãî

ñàìå â öüîìó çíà÷åííi, à â iíøèõ âèïàäêàõ âæèâàòèìåìî òåðìií "óçà-

ãàëüíåíi ñèìåòði¨", ùî âæå íàáóâ øèðîêîãî ìiæíàðîäíîãî ïîøèðåííÿ.

Á. Ôóêøòàéíåðîì i À. Ôîêàøåì [83, 84] áóëî ââåäåíî äâà âàæëèâèõ

ïîíÿòòÿ ìàñòåðñèìåòði¨ i ñïàäêîâîãî îïåðàòîðà. Ïîâòîðíå âçÿòòÿ êî-

ìóòàòîðà ìàñòåðñèìåòði¨ ç îäíi¹þ âèùîþ ñòàöiîíàðíîþ ñèìåòði¹þ àáî

çàñòîñóâàííÿ äî íå¨ îïåðàòîðà ðåêóðñi¨ ïîðîäæó¹ çà äåÿêèõ äîäàòêîâèõ

òåõíi÷íèõ âèìîã íåñêií÷åííó i¹ðàðõiþ âèùèõ ñòàöiîíàðíèõ ñèìåòðié

åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ, ïðè÷îìó ÿêùî îïåðàòîð ðåêóðñi¨ ¹ ñïàäêîâèì,

à éîãî ïîõiäíà Ëi âiäíîñíî öi¹¨ ñèìåòði¨ ¹ íóëüîâîþ, îòðèìàíà i¹ðàðõiÿ

áóäå êîìóòàòèâíîþ. Äîñëiäæåííÿ â öüîìó íàïðÿìêó áóëî ïðîäîâæåíî

Á. Ôóêøòàéíåðîì çi ñïiâðîáiòíèêàìè ó [86] òà íàñòóïíèõ ðîáîòàõ (äèâ.

îãëÿä ðåçóëüòàòiâ, îòðèìàíèõ â ðàìêàõ öüîãî ïiäõîäó, òà äîêëàäíó

áiáëiîãðàôiþ â êíèçi [67]).
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ßê äîáðå âiäîìî, íåîáõiäíîþ óìîâîþ iñíóâàííÿ ìàñòåðñèìåòðié äëÿ

åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü ¹ iñíóâàííÿ ïîëiíîìiàëüíî çàëåæíèõ âiä ÷àñó ñè-

ìåòðié. Êðiì òîãî, â çàñòîñóâàííÿõ ÷àñòî âèíèêàþòü (äèâ. íàïð.[87, 98] i

íàâåäåíi òàì ïîñèëàííÿ) iíòåãðîâíi åâîëþöiéíi ðiâíÿííÿ ç çàëåæíèìè âiä

÷àñó êîåôiöi¹íòàìè, äëÿ ÿêèõ ïîòðiáíî ç ñàìîãî ïî÷àòêó ðîçãëÿäàòè âñþ

ìíîæèíó íåñòàöiîíàðíèõ óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié, à íå ëèøå ¨¨ ñòàöiîíàðíó

÷àñòèíó, îäíàê áåçïîñåðåäí¹ óçàãàëüíåííÿ òåõíiêè êëàñèôiêàöi¨ iíòåãðîâ-

íèõ ðiâíÿíü, îá÷èñëåííÿ ñèìåòðié i ò.ä., ðîçâèíóòî¨ äëÿ ðiâíÿíü ç íåçàëå-

æíèìè âiä ÷àñó êîåôiöi¹íòàìè, íå çàâæäè ìîæëèâå â ñèëó ðÿäó òðóäíî-

ùiâ, ïîâ'ÿçàíèõ ç âêëþ÷åííÿì ÷àñó t äî íàáîðó äèíàìi÷íèõ çìiííèõ [45].

Îòæå, ïðèðîäíèì ÷èíîì âèíèêà¹ çàäà÷à çíàõîäæåííÿ âñiõ, ÿê ëîêàëüíèõ,

òàê i íåëîêàëüíèõ, çàëåæíèõ âiä ÷àñó ñèìåòðié åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü.

Öÿ çàäà÷à ðîçãëÿäàëàñÿ, çîêðåìà, â ðîáîòi À.Ì. Âèíîãðàäîâà òà É.Ñ.

Êðàñiëüùiêà [12], äå áóëî çíàéäåíî âñi ëîêàëüíi óçàãàëüíåíi ñèìåòði¨

ðiâíÿíü Êîðòåâåãà � äå Ôðiçà i Áþðãåðñà, â ðîáîòi Á.À. Ìàãàä¹¹âà i

Â.Â. Ñîêîëîâà [32], äå íåçàëåæíî âiä [12] áóëî çíàéäåíî âñi ëîêàëüíi

óçàãàëüíåíi ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà � äå Ôðiçà òà îòðèìàíî äåÿêi

iíøi öiêàâi ðåçóëüòàòè, â êíèãàõ À.Ì. Âèíîãðàäîâà òà ií. [13, 49], äå áóëî

çàïðîïîíîâàíî çàãàëüíó ñõåìó äîñëiäæåííÿ ëîêàëüíèõ óçàãàëüíåíèõ

ñèìåòðié åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü (ÿêó, îäíàê, íå áóëî ðåàëiçîâàíî â áiëüø

àáî ìåíø çàãàëüíié ñèòóàöi¨), â ðîáîòi Á. Ôëàõà [81], äå ðîçãëÿäàëàñÿ

çàëåæíiñòü âèùèõ ñèìåòðié òàêèõ ðiâíÿíü âiä ñòàðøèõ ïîõiäíèõ, à òàêîæ

â ðîáîòàõ À.Þ. Îðëîâà i �.I. Øóëüìàíà [43, 105], äå áóëî çàïðîïîíîâàíî

çàãàëüíó ñõåìó ïîøóêó íåñòàöiîíàðíèõ ñèìåòðié äîâiëüíî¨ iíòåãðîâíî¨

ñèñòåìè â (1+1) âèìiðàõ, ùî ìà¹ çîáðàæåííÿ íóëüîâî¨ êðèâèçíè, ñó-

ìiñíèõ ç öèì çîáðàæåííÿì, òà ðîáîòàõ À.Þ. Îðëîâà i Ï. Âiíòåðíiöà

[14, 106, 107] ïî óçàãàëüíåííþ öi¹¨ ñõåìè íà (2+1)-âèìiðíèé âèïàäîê

òà ¨¨ çàñòîñóâàííþ äî i¹ðàðõi¨ Êàäîìöåâà � Ïåòâiàøâiëi. Íå ìîæíà

íå çãàäàòè òàêîæ ðîáîòó Á.À. Ìàãàä¹¹âà [31], â ÿêié áóëî îïèñàíî âñi
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ìîæëèâi ñêií÷åííîâèìiðíi àëãåáðè Ëi êîíòàêòíèõ ñèìåòðié, ÿêi ìîæóòü

äîïóñêàòèñÿ (1+1)-âèìiðíèìè ñêàëÿðíèìè åâîëþöiéíèìè ðiâíÿííÿìè.

Îäíàê àâòîðàì öèõ òà iíøèõ ðîáiò íå âäàëîñÿ îòðèìàòè ïîâíèé

ðîçâ'ÿçîê âêàçàíî¨ çàäà÷i íàâiòü äëÿ íàéïðîñòiøîãî âèïàäêó (1+1)-

âèìiðíèõ ñêàëÿðíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü çàãàëüíîãî âèãëÿäó çà âiäñó-

òíîñòi, íàïðèêëàä, ïðèïóùåííÿ ïðî ¨õ iíòåãðîâíiñòü â òîìó ÷è iíøîìó

ñåíñi. Çîêðåìà, áóëè ïðàêòè÷íî âiäñóòíi ñêiëüêè-íåáóäü çàãàëüíi ðåçóëü-

òàòè ïðî ñòðóêòóðó àëãåáð Ëi íåñòàöiîíàðíèõ ëîêàëüíèõ óçàãàëüíåíèõ

ñèìåòðié òàêèõ ðiâíÿíü, à ñõåìà äîñëiäæåííÿ òàêèõ àëãåáð, çàïðîïîíî-

âàíà À.Ì. Âèíîãðàäîâèì òà ií. [13, 49], â çàãàëüíîìó âèïàäêó äîñi çà-

ëèøàëàñÿ íåðåàëiçîâàíîþ. Ñàìå äîñëiäæåííþ ñòðóêòóðè öèõ àëãåáð Ëi

äëÿ âèïàäêó (1+1)-âèìiðíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü çàãàëüíîãî âèãëÿäó (íå

îáîâ'ÿçêîâî iíòåãðîâíèõ), à òàêîæ íåâèðîäæåíèõ ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíèõ

ñèñòåì òàêèõ ðiâíÿíü i ïðèñâÿ÷åíî Ðîçäiëè 1 i 2 äèñåðòàöi¨.

Ñåðåä óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié âàæëèâå ìiñöå ïîñiäàþòü ñóïåðñèìåòði¨,

ùî âèÿâèëèñÿ íàéáiëüø àäåêâàòíèì ìàòåìàòè÷íèì âèðàçîì äàâíüî¨ iäå¨

ïðî ñèìåòðè÷íå âõîäæåííÿ áîçîíiâ i ôåðìiîíiâ äî ìàéáóòíüî¨ ¹äèíî¨

òåîði¨ ïîëÿ [11, 21, 55]. Ñóïåðñèìåòði¨ âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü íå

ëèøå â êâàíòîâié òåîði¨ ïîëÿ, à i â ðåëÿòèâiñòñüêié òà íåðåëÿòèâiñò-

ñüêié êâàíòîâié ìåõàíiöi [125, 16, 70, 17, 72]. Çîêðåìà, áóëî âèÿâëåíî

ïðèõîâàíó ñóïåðñèìåòðiþ äëÿ ðiâíÿííÿ Äiðàêà â äåÿêèõ çîâíiøíiõ

åëåêòðîìàãíiòíèõ ïîëÿõ, íàïðèêëàä â ïîëi Êóëîíà [118, 119], à âèêîðè-

ñòàííÿ ïàðàñóïåðñèìåòði¨1 äîçâîëèëî äîñÿãòè çíà÷íèõ óñïiõiâ â ïîáóäîâi

çàäîâiëüíî¨ òåîði¨ ìàñèâíèõ ÷àñòèíîê ñïiíó 1, ÿêà ðîçâèâàëàñÿ çîêðåìà

ó ðîáîòàõ Æ. Áåêåðñà, Í. Äåáåðã, À.Ã. Íiêiòiíà [63, 64]. Çîêðåìà, áóëî

âèÿâëåíî ïàðàñóïåðñèìåòðiþ íîâîãî ðiâíÿííÿ äëÿ ìàñèâíî¨ ÷àñòèíêè

ñïiíó 1 äëÿ âèïàäêó ïîñòiéíîãî îäíîðiäíîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ, çàïðîïî-
1Ïðèìiòêà. Öå ïîíÿòòÿ áóëî ââåäåíî â ðîáîòàõ [108] òà [62]. Äèâ. òàêîæ ïîäàëüøi ðîáîòè [60, 91,

92, 77] i îãëÿä [72].
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íîâàíîãî â [64], òîìó öiêàâî áóëî á ç'ÿñóâàòè, ÷è iñíó¹, çà àíàëîãi¹þ

ç ðiâíÿííÿì Äiðàêà, ïàðàñóïåðñèìåòðiÿ äëÿ ÷àñòèíêè ñïiíó 1 â ïîëi

Êóëîíà, ïðè÷îìó â ñèëó iñíóâàííÿ àíîìàëi¨ Êîðáåíà � Øâiíãåðà [73]

äëÿ ÷àñòèíîê ñïiíó 1 äîöiëüíî ðîçãëÿíóòè äåùî çìiíåíó ìîäåëü � ò.çâ.

ìîäèôiêîâàíå ðiâíÿííÿ Øòþêåëüáåðãà ç ãiðîìàãíiòíèì âiäíîøåííÿì 2.

Ñàìå öüîìó i ïðèñâÿ÷åíî Ðîçäië 3 äèñåðòàöi¨.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Ðîáîòà ïðîâîäèëàñü çãiäíî ç çàãàëüíèì ïëàíîì äîñëiäæåíü âiääiëó

ïðèêëàäíèõ äîñëiäæåíü Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè.

Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ.Ìåòîþ ðîáîòè ¹ àíàëiç ñòðóêòóðè óçà-

ãàëüíåíèõ ñèìåòðié íåëiíiéíèõ (1+1)-âèìiðíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü ïî-

ðÿäêó íå íèæ÷å äâîõ i íåâèðîäæåíèõ ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíèõ ñèñòåì òà-

êèõ ðiâíÿíü, i çîêðåìà îòðèìàííÿ ôîðìóë äëÿ âåäó÷èõ ÷ëåíiâ ïîõiäíèõ

Ôðåøå òàêèõ ñèìåòðié, òà çíàõîäæåííÿ ïàðàñóïåðñèìåòðié i ïîáóäîâà òî-

÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ìîäèôiêîâàíîãî ðiâíÿííÿ Øòþêåëüáåðãà â ïîëi Êóëîíà

äëÿ âèïàäêó ñòàíiâ äèñêðåòíîãî ñïåêòðó.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè, ÿêi

âèçíà÷àþòü íàóêîâó íîâèçíó i âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, íàñòóïíi:

1. Çíàéäåíî äîñòàòíþ óìîâó (êâàçi)ïîëiíîìiàëüíîñòi ïî ÷àñó óçàãàëü-

íåíèõ ñèìåòðié äëÿ øèðîêîãî êëàñó (1+1)-âèìiðíèõ åâîëþöiéíèõ

ðiâíÿíü ïîðÿäêó íå íèæ÷å äâîõ, iíâàðiàíòíèõ âiäíîñíî çñóâiâ ïî

ïðîñòîðîâié çìiííié x i ÷àñó t, çîêðåìà äëÿ ðiâíÿíü çi ñòàëîþ ñåïà-

ðàíòîþ.

2. Çíàéäåíî äîñòàòíþ óìîâó âiäñóòíîñòi ïîëiíîìiàëüíèõ ïî ÷àñó t

(îêðiì ñòàöiîíàðíèõ) ñèìåòðié äîñòàòíüî âèñîêîãî ïîðÿäêó äëÿ

iíòåãðîâíîãî (1+1)-âèìiðíîãî åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ ïîðÿäêó íå
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íèæ÷å äâîõ ç íåçàëåæíèìè âiä t êîåôiöi¹íòàìè, ùî âîëîäi¹ íå-

òðèâiàëüíèìè êàíîíi÷íèìè ùiëüíîñòÿìè çàêîíiâ çáåðåæåííÿ, i ç

¨¨ äîïîìîãîþ çíàéäåíî âñi ëîêàëüíi óçàãàëüíåíi ñèìåòði¨ ðiâíÿí-

íÿ Ãàðði Äèìà, ìîäèôiêîâàíîãî ðiâíÿííÿ ÊäÔ òà äåÿêèõ iíøèõ

âàæëèâèõ ðiâíÿíü ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè.

3. Îïèñàíî çàãàëüíèé âèãëÿä çàëåæíîñòi âiä x óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié

(1+1)-âèìiðíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü ïîðÿäêó íå íèæ÷å äâîõ,

iíâàðiàíòíèõ âiäíîñíî çñóâó ïî x.

4. Ïîäàíî óçàãàëüíåííÿ íàçâàíèõ âèùå ðåçóëüòàòiâ íà âèïàäîê íåâèðî-

äæåíèõ ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíèõ ñèñòåì (1+1)-âèìiðíèõ åâîëþöiéíèõ

ðiâíÿíü ïîðÿäêó íå íèæ÷å äâîõ.

5. Çíàéäåíî ïîâíèé íàáið ñòàíiâ äèñêðåòíîãî åíåðãåòè÷íîãî ñïåêòðà â

ïîëi Êóëîíà äëÿ ìîäèôiêîâàíîãî ðiâíÿííÿ Øòþêåëüáåðãà i âèÿâëå-

íî ïðèõîâàíó ïàðàñóïåðñèìåòðiþ ïðè ïåâíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ

ìîäåëi.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà ðî-

áîòà íîñèòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ¹ íîâèìè i

ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ðÿäó êîíêðåòíèõ çàäà÷

ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè. Ðåçóëüòàòè Ðîçäiëó 3 ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi â

òåîðåòè÷íié ôiçèöi ÿê ìîæëèâà ìîäåëü îïèñó ðóõó ìàñèâíî¨ ÷àñòèíêè

ñïiíó 1 ó çîâíiøíiõ åëåêòðîìàãíiòíèõ ïîëÿõ.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Âèçíà÷åííÿ çàãàëüíîãî ïëàíó äiÿëüíî-

ñòi òà ïîñòàíîâêà çàäà÷ íàëåæàòü íàóêîâîìó êåðiâíèêó � À.Ã. Íiêiòiíó.

Âñi ðåçóëüòàòè, ùî óâiéøëè äî äèñåðòàöi¨, îòðèìàíi äèñåðòàíòîì ñàìî-

ñòiéíî i îïóáëiêîâàíi áåç ñïiâàâòîðiâ.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè

äîïîâiäàëèñÿ i îáãîâîðþâàëèñÿ íà ñåìiíàðàõ âiääiëó ïðèêëàäíèõ äîñëi-
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äæåíü Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, íà VI i VII Ìiæíàðîäíèõ

êîíôåðåíöiÿõ iì. àêàä. Ì. Êðàâ÷óêà (Êè¨â, 1997, 1998), íà II i III Ìiæ-

íàðîäíèõ êîíôåðåíöiÿõ "Symmetry in Nonlinear Mathematical Physics"

(Êè¨â, 1997 i 1999), XXX i XXXI Ñèìïîçióìàõ ç ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè

(Òîðóíü, Ïîëüùà, 1998, 1999).

Ïóáëiêàöi¨.Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíi â ðîáîòàõ [46] �

[48], [112] � [117].

Äèñåðòàöiþ â îñíîâíîìó ïðèñâÿ÷åíî àíàëiçó ñòðóêòóðè àëãåáð Ëi ëî-

êàëüíèõ óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié (1+1)-âèìiðíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü òà

ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíèõ ñèñòåì òàêèõ ðiâíÿíü. Ïðè öüîìó âèêîðèñòîâó¹-

òüñÿ òåõíiêà ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ ïî ñòåïåíÿõ ïîâíî¨ ïîõiäíî¨ D ïî ïðîñòî-

ðîâié çìiííié x, ðîçøèðåíà íà âèïàäîê, êîëè êîåôiöi¹íòè öèõ ðÿäiâ ìî-

æóòü ÿâíî çàëåæàòè âiä ÷àñó t. Ðîçãëÿíóòî òàêîæ ïðèêëàä óçàãàëüíåíèõ

ñèìåòðié (â äàíîìó âèïàäêó � ïàðàñóïåðñèìåòðié) ñèñòåìè çâè÷àéíèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, îòðèìàíèõ â ðåçóëüòàòi ðîçäiëåííÿ çìiííèõ

äëÿ ìîäèôiêîâàíîãî ðiâíÿííÿ Øòþêåëüáåðãà.

Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, òðüîõ ðîçäiëiâ i ñïèñêó âèêîðèñòà-

íèõ äæåðåë.

Ðîçäië 1 ïðèñâÿ÷åíî àíàëiçó çàãàëüíî¨ ñòðóêòóðè íåñòàöiîíàðíèõ óçà-

ãàëüíåíèõ ñèìåòðié òà ôîðìàëüíèõ ñèìåòðié (1+1)-âèìiðíèõ íåëiíiéíèõ

åâîëþöiéíèõ ðiâíÿííÿ ïîðÿäêó íå íèæ÷å äâîõ òà íåâèðîäæåíèõ ñëàáêî

äiàãîíàëiçîâíèõ ñèñòåì òàêèõ ðiâíÿíü.

Ïåðåä òèì ÿê ñôîðìóëþâàòè çäîáóòi ðåçóëüòàòè, íàâåäåìî íåîáõiäíi

îçíà÷åííÿ i ïîçíà÷åííÿ.

Ðîçãëÿíåìî ñêàëÿðíå (1+1)-âèìiðíå åâîëþöiéíå ðiâíÿííÿ

∂u/∂t = F (x, t, u, u1, . . . , un), n ≥ 2, ∂F/∂un 6= 0, (1)

äå ul = ∂lu/∂xl, l = 0, 1, 2, . . ., u0 ≡ u.
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Óçàãàëüíåíå âåêòîðíå ïîëå âèãëÿäó Q = G(x, t, u, . . . , uk)∂/∂u íàçèâà-

¹òüñÿ (ëîêàëüíîþ óçàãàëüíåíîþ) ñèìåòði¹þ ðiâíÿííÿ (1), ÿêùî ðiâíÿííÿ

∂u/∂σ = G(x, t, u, u1, . . . , uk) (2)

ñóìiñíå ç (1) (äèâ. íàïð. [42], ñ.391�392).

ßêùî (2) ñóìiñíå ç (1), òî ïîòiê, àñîöiéîâàíèé ç ðiâíÿííÿì (2),

ïåðåâîäèòü îäèí ðîçâ'ÿçîê (1) â iíøèé çà âèêîíàííÿ óìîâ âiäïîâiäíèõ

òåîðåì iñíóâàííÿ i ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ.

Ìè áóäåìî íàçèâàòè ñèìåòðiþ Q íåñòàöiîíàðíîþ (çàëåæíîþ âiä ÷àñó),

ÿêùî ∂G/∂t 6= 0.

Ôóíêöiÿ G(x, t, u, . . . , uk) íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòèêîþ ñèìåòði¨ Q =

G∂/∂u. Íàäàëi ìè áóäåìî, ÿêùî ÿâíî íå âêàçàíî ïðîòèëåæíå, îòîòî-

æíþâàòè ñèìåòði¨ ç ¨õ õàðàêòåðèñòèêàìè.

Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ H = H(x, t, u, u1, . . . , uq) íàéáiëüøå ÷èñëî m

òàêå, ùî ∂H/∂um 6= 0 íàçèâà¹òüñÿ ¨¨ ïîðÿäêîì i ïîçíà÷à¹òüñÿm = ordH.

ßêùî H = H(x, t), òî ââàæà¹ìî, ùî ordH = 0. Íàçèâàòèìåìî ôóíêöiþ

f çìiííèõ x, t, u, u1, . . . ëîêàëüíîþ, ÿêùî âîíà ìà¹ ñêií÷åííèé ïîðÿäîê.

Íàäàëi ìè ââàæàòèìåìî, íå ïîâòîðþþ÷è öüîãî ùîðàçó îêðåìî, ùî

âñi ôóíêöi¨, ÿêi çóñòði÷àòèìóòüñÿ â òåêñòi (ñèìåòð¨¨, ôóíêöi¨ F i ò.ä.), ¹

ëîêàëüíî àíàëiòè÷íèìè ôóíêöiÿìè ñâî¨õ àðãóìåíòiâ.

Ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ: S(k)
F � ïðîñòið ñèìåòðié ïîðÿäêó íå âèùå

k ðiâíÿííÿ (1), SF =
⋃∞

j=0 S
(j)
F , ΘF = {H(x, t)|H(x, t) ∈ SF}, SF,k =

S
(k)
F /S

(k−1)
F äëÿ k = 1, 2, . . ., SF,0 = S

(0)
F /ΘF , AnnF = {G ∈ SF |

∂G

∂t
= 0}.

Íàäàëi ìè çàâæäè ðîçãëÿäàòèìåìî çàëåæíi âiä ÷àñó ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ

(1) ç ∂F/∂t = 0 ÿê åëåìåíòè ôàêòîð-ïðîñòîðó SF/AnnF . Iíàêøå êàæó÷è,

ìè çàâæäè áóäåìî âèêëþ÷àòè ç çàëåæíèõ âiä ÷àñó ñèìåòðié ÷ëåíè, ùî ¹

ëiíiéíèìè êîìáiíàöiÿìè ñòàöiîíàðíèõ ñèìåòðié.

SF ¹ àëãåáðîþ Ëi âiäíîñíî äóæêè Ëi (äèâ. [42], ñ.387, [50], ñ.134),

{g, h} = h∗(g)− g∗(h),
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äå f∗ =
ord f∑
i=0

∂f/∂uiD
i, ∇f =

∞∑
i=0

Di(f)∂/∂ui, à D =
∂

∂x
+

∞∑
i=0

ui+1
∂

∂ui
i

Dt = ∂/∂t+∇F � îïåðàòîðè ïîâíèõ ïîõiäíèõ ïî çìiííèõ x i t [42], c.588.

ImD ïîçíà÷àòèìå íèæ÷å îáðàç ïðîñòîðó ëîêàëüíèõ ôóíêöié ïiä äi¹þ

îïåðàòîðà D.

Íàãàäà¹ìî, ùî ôîðìàëüíèé ðÿä ïî ñòåïåíÿõ D � öå âèðàç âèãëÿäó H =
m∑

j=−∞
hj(x, t, u, u1, . . .)D

j. Íàéáiëüøå öiëå ÷èñëî m òàêå, ùî hm 6= 0, íàçè-

âà¹òüñÿ ñòåïåíåì ôîðìàëüíîãî ðÿäó H i ïîçíà÷à¹òüñÿ deg H (äèâ. íàïð.

[35, 100]; íà âiäìiíó âiä öèõ ðîáiò ìè äîïóñêà¹ìî çàëåæíiñòü êîåôiöi¹íòiâ

ôîðìàëüíîãî ðÿäó âiä t i x). Íàäàëi áóäåìî äëÿ ñêîðî÷åííÿ âèêëàäó

ãîâîðèòè "ôîðìàëüíèé ðÿä" çàìiñòü "ôîðìàëüíèé ðÿä ïî ñòåïåíÿõ D".

Ôîðìàëüíîþ ñèìåòði¹þ ðàíãó p ðiâíÿííÿ (1) íàçèâà¹òüñÿ òàêèé ôîð-

ìàëüíèé ðÿä R, ùî (äèâ. [103], ñ.323)

deg(∂R/∂t+∇F (R)− [F∗,R]) ≤ degF∗ + deg R− p. (3)

Àíàëîãi÷íî, ôîðìàëüíà ñèìåòðiÿ íåñêií÷åííîãî ðàíãó ðiâíÿííÿ (1) � öå

òàêèé ôîðìàëüíèé ðÿä R, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (äèâ. òàì æå)

∂R/∂t+∇F (R)− [F∗,R] = 0. (4)

Â ïiäðîçäiëi 1 Ðîçäiëó 1 äîñëiäæåíî ñòðóêòóðó ðîçâ'ÿçêó âèçíà÷àëü-

íèõ ðiâíÿíü äëÿ ïîõiäíî¨ Ôðåøå G∗ óçàãàëüíåíî¨ ñèìåòði¨ G, i çîêðåìà

ïîêàçàíî, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèìåòði¨ G, ordG = k ≥ n0, ìà¹ìî

∂G/∂uk = ck(t)Φk/n,

äå ck(t) � äåÿêà ôóíêöiÿ t, Φ = ∂F/∂un,

n0 =

{
max(1− j, 0), êîëè F òàêà, ùî ∂F

∂un−i
= φi(x, t), i = 0, . . . , j,

2 â iíøèõ âèïàäêàõ.

Â ïiäðîçäiëi 2 Ðîçäiëó 1 îòðèìàíî íàñòóïíi ðåçóëüòàòè:
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Òâåðäæåííÿ 1.2.1 Áóäü-ÿêó ôîðìàëüíó ñèìåòðiþ R ðiâíÿííÿ (1)

ñòåïåíÿ r i ðàíãó p > n ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

R = R̃ +
r∑

j=r−n+1
dj(t)F

j/n
∗ +

(
1

n
ḋr(t)D

−1(Φ−1/n)−
r

n
dr(t)D

−1(Dt(Φ
−1/n))

)
F

r−n+1
n

∗ ,

äå dj(t) � äåÿêi ôóíêöi¨ t, R̃ � äåÿêèé ôîðìàëüíèé ðÿä, deg R̃ < r−n+1.

Òî÷êà íàä ëiòåðîþ òóò i äàëi ïîçíà÷àòèìå ÷àñòèííó ïîõiäíó ïî ÷àñó t.

Íàñëiäîê 1.2.1 Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèìåòði¨ G ∈ SF ïîðÿäêó k > n+n0−2

G∗ = N +
k∑

j=k−n+1
cj(t)F

j/n
∗ +

(
1

n
ċk(t)D−1(Φ−1/n) −

k

n
ck(t)D−1(Dt(Φ

−1/n))

)
F

k−n+1
n

∗ ,

äå cj(t) � äåÿêi ôóíêöi¨ t, à N � äåÿêèé ôîðìàëüíèé ðÿä, deg N < k−n+1.

Äëÿ n0 ≤ k ≤ n+ n0 − 2

G∗ = N +
k∑

j=n0

cj(t)F
j/n
∗ , deg N < n0.

Òåîðåìà 1.2.1 ßêùî Φ−1/n 6∈ ImD, à ∇F (Φ−1/n) ∈ ImD, òî ðiâíÿííÿ

(1) ç ∂F/∂t = 0 íå ìà¹ çàëåæíèõ âiä ÷àñó ñèìåòðié ïîðÿäêó âèùå n.

Âèêîðèñòîâóþ÷è Òåîðåìó 1.2.1, áóëî äîâåäåíî, ùî ðiâíÿííÿ Ãàðði Äè-

ìà ut = u3u3 i ðiâíÿííÿ Êàâàëüêàíòå � Òåíåíáëàò D2(u
−1/2
1 ) + u

3/2
1 ìà-

þòü ëèøå ïî îäíié çàëåæíié âiä ÷àñó óçàãàëüíåíié ñèìåòði¨: DHD =

xu1 + 3tu3u3 i DCT = xu1/3 + t(D2(u
−1/2
1 ) + u

3/2
1 ) âiäïîâiäíî.

Êðiì òîãî, íà îñíîâi (1.13) ïðîàíàëiçîâàíî ñòðóêòóðó ñèìåòðié ðiâíÿíü

(1) ç ∂F/∂t = 0 i ∇F (Φ−1/n) 6∈ ImD, i çîêðåìà ïîêàçàíî, ùî âñi óçàãàëü-

íåíi ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ ut = uu2+u2
1 åêâiâàëåíòíi òî÷êîâèì ñèìåòðiÿì Ëi.

Â ïiäðîçäiëi 3 Ðîçäiëó 1 ç âèêîðèñòàííÿì Òâåðäæåííÿ 1.2.1 i Íàñëiä-

êó 1.2.1 äîâåäåíî íàñòóïíi

Òâåðäæåííÿ 1.3.1 Íåõàé P,Q � ôîðìàëüíi ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ (1),

deg P = p, deg Q = q, i ðàíãè P i Q âèùå n. Â ñèëó Òâåðäæåííÿ 1.2.1

P = cp(t)F
p/n
∗ + P̃ i Q = dq(t)F

q/n
∗ + Q̃, deg P̃ < p, deg Q̃ < q.
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Òîäi deg[P,Q] ≤ p+ q − n i

[P,Q] =
1

n
(pcp(t)ḋq(t)− qċp(t)dq(t))F

p+q−n
n

∗ + R̃,

äå R̃ � äåÿêèé ôîðìàëüíèé ðÿä, deg R̃ < p+ q − n.

Òâåðäæåííÿ 1.3.2 Íåõàé P,Q � ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ (1), ordP = p,

ordQ = q, p, q > n + n0 − 2. Â ñèëó (1.5) ìà¹ìî ∂P/∂up = cp(t)Φ
p/n,

∂Q/∂uq = dq(t)Φ
q/n.

Òîäi ord{P,Q} ≤ p+ q − n i

{P,Q} =
1

n
(qċp(t)dq(t)− pcp(t)ḋq(t))Φ

p+q−n
n up+q−n + R̃,

äå R̃ � äåÿêà ëîêàëüíà ôóíêöiÿ, ord R̃ < p+ q − n.

Òâåðäæåííÿ 1.3.3 S(k)
F , k = 0, . . . , n, ¹ ïiäàëãåáðàìè àëãåáðè Ëi SF .

ßê ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ Òâåðäæåííÿ 1.3.2 çíàéäåíî äîñòàòíþ óìî-

âó, çà âèêîíàííÿ ÿêî¨ âñi ñòàöiîíàðíi óçàãàëüíåíi ñèìåòði¨ Kj ïîðÿäêó

kj > n + n0 − 2 ðiâíÿííÿ (1) ç ∂F/∂t = 0 i n0 < 2, ùî äîïóñêà¹ äè-

ëàòàöiþ D = tF + h(x, u, u1), ¹ îäíîðiäíèìè âiäíîñíî öi¹¨ äèëàòàöi¨ ç

òî÷íiñòþ äî äîäàâàííÿ äî íèõ ñòàöiîíàðíèõ ñèìåòðié íèæ÷èõ ïîðÿäêiâ,

òîáòî {D, Kj} = (kj/n)Kj.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ñèñòåìó åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó

∂uα/∂t = F α(x, t, u, . . . , un), n ≥ 2, α = 1, . . . , s, (5)

êîëè u, u1, . . . i F , à òàêîæ ñèìåòði¨ G ¹ s-êîìïîíåíòíèìè âåêòîðàìè.

ßêùî ìàòðèöþ Φ = ∂F/∂un ìîæíà äiàãîíàëiçóâàòè çà äîïîìîãîþ

äåÿêî¨ ìàòðèöi Ω = Ω(x, t, u, u1, . . .), òîáòî ìàòðèöÿ Λ = ΩΦΩ−1 äiàãî-

íàëüíà, Λ = diag (λ1, . . . , λs), i, êðiì òîãî, óñi âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi

Φ íåâèðîäæåíi, òîáòî λi 6= λj ïðè i 6= j, áóäåìî íàçèâàòè ñèñòåìó (5)

ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíîþ, à ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ äîäàòêîâà óìîâà det Φ 6= 0,

ìè áóäåìî íàçèâàòè âiäïîâiäíi ñèñòåìè (5) íåâèðîäæåíèìè ñëàáêî

äiàãîíàëiçîâíèìè.

Öþ òåðìiíîëîãiþ ââåäåíî íà ïiäñòàâi íàñòóïíîãî
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Òâåðäæåííÿ 1 Íåõàé ñèñòåìà (5) ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíà i Ω � ìàòðè-

öÿ, ùî äiàãîíàëiçó¹ Φ. Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ôîðìàëüíèé ðÿä T = Ω +

Ω
−∞∑

j=−1
ΩjD

j ç âëàñòèâiñòþ diag Ωj = 0, j = −1,−2, . . . i òàêèé, ùî óñi

êîåôiöi¹íòè ôîðìàëüíîãî ðÿäó V = TF∗T
−1 + (Dt(T))T−1 äiàãîíàëüíi.

Öåé ðåçóëüòàò ¹ î÷åâèäíèì óçàãàëüíåííÿì Òâåðäæåííÿ 3.1 ñòàòòi [36]

íà âèïàäîê, êîëè ∂F/∂t 6= 0.

Â ïiäðîçäiëi 4 Ðîçäiëó 1 îòðèìàíî óçàãàëüíåííÿ ðåçóëüòàòiâ äâîõ ïî-

ïåðåäíiõ ïiäðîçäiëiâ íà âèïàäîê íåâèðîäæåíèõ ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíèõ

ñèñòåì. Ñôîðìóëþ¹ìî íàéâàæëèâiøi ç öèõ ðåçóëüòàòiâ:

Òâåðäæåííÿ 1.4.1 Áóäü-ÿêó ôîðìàëüíó ñèìåòðiþ R ñòåïåíÿ r i

ðàíãó p > n ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíî¨ ñèñòåìè (5) ç det Φ 6= 0 ìîæíà

ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

R = R̃ +
r∑

j=r−n+1
T−1dj(t)V

j/nT + T−1
(

1

n
ḋk(t)D−1(Λ−1/n)−

r

n
dr(t)D

−1(Dt(Λ
−1/n))

)
V

r−n+1
n T,

äå dj(t) � äåÿêi äiàãîíàëüíi s × s ìàòðèöi, à R̃ � äåÿêèé ôîðìàëüíèé

ðÿä, deg R̃ < r − n+ 1.

Íàñëiäîê 1.4.1 Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèìåòði¨ G ïîðÿäêó k > n + n0 − 2

ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíî¨ ñèñòåìè (5) ç det Φ 6= 0

G∗ = N +
k∑

j=k−n+1
T−1cj(t)V

j/nT + T−1
(

1

n
ċk(t)D−1(Λ−1/n) −

k

n
ck(t)D−1(Dt(Λ

−1/n))

)
V

k−n+1
n T,

äå cj(t) � äåÿêi äiàãîíàëüíi s×s ìàòðèöi, à N � äåÿêèé ôîðìàëüíèé ðÿä,

deg N < k − n+ 1.

Äëÿ n0 ≤ k ≤ n+ n0 − 2

G∗ = N +
k∑

j=n0

T−1cj(t)V
j/nT, deg N < n0.
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Òåîðåìà 1.4.1 ßêùî äëÿ âñiõ âëàñíèõ çíà÷åíü λi ìàòðèöi Φ λ
−1/n
i 6∈

ImD, à ∇F (λ
−1/n
i ) ∈ ImD, òî íåâèðîäæåíà ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíà ñè-

ñòåìà (5) ç
∂F

∂t
= 0 íå ìà¹ çàëåæíèõ âiä ÷àñó ñèìåòðié ïîðÿäêó âèùå n.

ßê ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ öi¹¨ òåîðåìè, ïîêàçàíî, ùî ¹äèíîþ çàëåæíîþ

âiä ÷àñó óçàãàëüíåíîþ ñèìåòði¹þ iíòåãðîâíî¨ ñèñòåìè Âàäàòi � Êîííî �

Iøiêàâè ut = D2(u(1 + uv)−1/2), vt = −D2(v(1 + uv)−1/2) ¹ äèëàòàöiÿ

D = (xu1 + 2tD2(u(1 + uv)−1/2))∂/∂u+ (xv1 − 2tD2(v(1 + uv)−1/2))∂/∂v,

ÿêà åêâiâàëåíòíà òî÷êîâié ñèìåòði¨ Ëi.

Òâåðäæåííÿ 1.4.2 Íåõàé P,Q � ôîðìàëüíi ñèìåòði¨ íåâèðîäæåíî¨

ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíî¨ ñèñòåìè (5), deg P = p, deg Q = q, i ðàíãè P i

Q âèùå n. Ç Òâåðäæåííÿ 1.4.1 âèïëèâà¹, ùî P = T−1cp(t)V
p/nT + P̃ i

Q = T−1dq(t)V
p/nT + Q̃, deg P̃ < p, deg Q̃ < q.

Òîäi deg[P,Q] ≤ p+ q − n i

[P,Q] = −T−1 1

n
(qċp(t)dq(t)− pcp(t)ḋq(t))V

p+q−n
n T + R̃,

äå R̃ � äåÿêèé ôîðìàëüíèé ðÿä, deg R̃ < p+ q − n.

Òâåðäæåííÿ 1.4.3 Íåõàé P,Q � ñèìåòði¨ íåâèðîäæåíî¨ ñëàáêî äi-

àãîíàëiçîâíî¨ ñèñòåìè (5), ordP = p, ordQ = q, p, q > n + n0 − 2.

Â ñèëó Íàñëiäêó 1.4.1 ìà¹ìî ∂P/∂up = Ω−1cp(t)Λ
p/nΩ, ∂Q/∂uq =

Ω−1dq(t)Λ
q/nΩ.

Òîäi ord{P,Q} ≤ p+ q − n i

{P,Q} =
1

n
Ω−1(qċp(t)dq(t)− pcp(t)ḋq(t))Λ

p+q−n
n Ωup+q−n + R̃,

äå R̃ � äåÿêà ëîêàëüíà âåêòîð-ôóíêöiÿ, ord R̃ < p+ q − n.

Äîâåäåíî òàêîæ, ùî Òâåðäæåííÿ 1.3.3 âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíèõ íå-

âèðîäæåíèõ ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíèõ ñèñòåì ïðè n0 < 2.

Â Ðîçäiëi 2 ðîçãëÿäàþòüñÿ óçàãàëüíåíi ñèìåòði¨ ðiâíÿíü (1) òà ñëàáêî

äiàãîíàëiçîâíèõ ñèñòåì (5), iíâàðiàíòíèõ âiäíîñíî çñóâiâ ïî t àáî x.

Â ïiäðîçäiëi 1 Ðîçäiëó 2 âïåðøå â ëiòåðàòóði íàâåäåíî ñòðîãå i êîðå-

êòíå äîâåäåííÿ Òåîðåì 3.1 i 3.2 çi ñòàòòi À.Â. Øàïîâàëîâà òà I.Â. Øèðî-
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êîâà [58] i çàçíà÷åíî, ùî äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ ïðî ìîæëèâiñòü îäíî÷à-

ñíîãî çâåäåííÿ êiëüêîõ êîìóòóþ÷èõ ìàòðèöü äî æîðäàíîâî¨ íîðìàëüíî¨

ôîðìè, íà ÿêå ñïèðàëèñü îðèãiíàëüíi äîâåäåííÿ öèõ òåîðåì, � õèáíå.

Â ïiäðîçäiëi 2 öüîãî ðîçäiëó îòðèìàíî íàñòóïíi ðåçóëüòàòè:

Òåîðåìà 2.2.1 ßêùî dimS
(1)
F <∞ i ∂F/∂t = 0, òî äëÿ âñiõ k ≥ n0

dimS
(k)
F ≤ mF +

k∑
p=n0

([
p− n0

n− 1

]
+ 3

)
<∞.

Íàñëiäîê 2.2.1 ßêùî dimS
(1)
F < ∞ i ∂F/∂t = 0, òî áóäü-ÿêà ñèìå-

òðiÿ G ∈ S(k)
F ðiâíÿííÿ (1) ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèìåòðié âèãëÿäó

Q = exp(λt)

q∑
j=0

Qj(x, u, . . . , uk)tj,

äå λ ∈ C, q ≤ dimS
(k)
F − 1.

Íàñëiäîê 2.2.2 ßêùî dimS
(1)
F < ∞ i ðiâíÿííÿ (1) ç ∂F/∂t = 0 ìà¹

ñèìåòðiþ âèãëÿäó K = tF + h(x, u, u1), òî óñi ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ (1) ¹

ïîëiíîìàìè ïî t.

Òâåðäæåííÿ 2.2.1 ßêùî dimSF,k < ∞, k ≥ n0, i ∂F/∂t = 0,

áóäü-ÿêà ñèìåòðiÿ G ∈ SF,k ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèìåòðié âèãëÿäó

Q = exp(λt)
s∑

j=0

Qj(x, u, . . . , uk)tj,

äå λ ∈ C, s ≤ dimSF,k − 1.

Â ïiäðîçäiëi 3 Ðîçäiëó 2 äîñëiäæóâàëàñü ñòðóêòóðà ñèìåòðié ðiâíÿíü

(1) ç ∂F/∂x = 0 i îòðèìàíî íàñòóïíi ðåçóëüòàòè:

Òåîðåìà 2.3.1 Áóäü-ÿêó ñèìåòðiþ G ïîðÿäêó k ðiâíÿííÿ (1) ç
∂F

∂x
=

0 ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

G = ψ(t, x, u, u1) +
s∑

j=0

xjgj(t, u, . . . , uk−j(n−1)), s ≤ rk,n,n0−1,
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ïðè÷îìó ïðè n0 ≤ 1

∂ψ/∂ur = 0, r = n0, . . . , 1.

Òóò rk,n,−1 =

[
k

n− 1

]
i äëÿ q = 0, 1

rk,n,q =


[

k

n− 1

]
äëÿ k 6≡ 0, . . . , q (mod n− 1),

max(0,

[
k

n− 1

]
− 1) äëÿ k ≡ 0, . . . , q (mod n− 1).

Íåõàé

BF =

{
ΘF , ÿêùî n0 = 0,

S
(n0−1)
F â iíøîìó âèïàäêó.

(6)

Òåîðåìà 2.3.2 ßêùî äëÿ ðiâíÿííÿ (1) ç
∂F

∂t
= 0,

∂F

∂x
= 0,(

∂F

∂un

)−1/n

= a + K(u, . . . , un), äå a ∈ C, a 6= 0, K ∈ Im D̃, ∇F (K) ∈

Im D̃, i âñi ñèìåòði¨ ç ïðîñòîðó S
(n−2+n0)
F /BF ¹ ïîëiíîìàìè (àáî ëiíiéíè-

ìè êîìáiíàöiÿìè êâàçiïîëiíîìiâ) ïî t, òî òàêó æ âëàñòèâiñòü ìàþòü

óñi ñèìåòði¨ öüîãî ðiâíÿííÿ ç ïðîñòîðó SF/BF .

Íàãàäà¹ìî, ùî êâàçiïîëiíîìàìè íàçèâàþòüñÿ âèðàçè âèãëÿäó exp(λt)×
×P (t), äå λ ∈ C, à P � ïîëiíîì.

Â öüîìó æ ïiäðîçäiëi ïîêàçàíî, ùî Òåîðåìà 2.3.1 âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äî-

âiëüíèõ íåâèðîäæåíèõ ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíèõ ñèñòåì (5), i îòðèìàíî óçà-

ãàëüíåííÿ Òåîðåìè 2.3.2 äëÿ òàêèõ ñèñòåì:

Òåîðåìà 2.3.3 ßêùî äëÿ íåâèðîäæåíî¨ ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíî¨ ñè-

ñòåìè (5) ç ∂F/∂t = 0, ∂F/∂x = 0, λ
−1/n
i = ai + Ki(u, . . . , un), äå

ai ∈ C, ai 6= 0, Ki ∈ Im D̃, ∇F (Ki) ∈ Im D̃, i = 1, . . . , s, i âñi ñèìåòði¨

ç ïðîñòîðó S
(n−2+n0)
F /BF ¹ ïîëiíîìàìè àáî ëiíiéíèìè êîìáiíàöiÿìè

êâàçiïîëiíîìiâ ïî t, òî òàêó æ âëàñòèâiñòü ìàþòü óñi ñèìåòði¨

öüîãî ðiâíÿííÿ ç ïðîñòîðó SF/BF .
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Â ï.2.3.1 öüîãî ïiäðîçäiëó òàêîæ ïîêàçàíî, ùî ó âèïàäêó b = dimBF <

∞ äëÿ ñèìåòðié ç ïðîñòîðó SF/BF ó Òåîðåìi 2.3.1 ìîæíà ââàæàòè ïîëi-

íîìîì ïî x ñòåïåíÿ íå âèùå b+ rk,n,n0−1.

Â ï. 2.3.2 äîñëiäæåíî çàëåæíiñòü âiä x ñòàöiîíàðíèõ ñèìåòðié ðiâíÿííÿ

(1) ç ∂F/∂x = 0 i äåùî óòî÷íåíî äëÿ íèõ ðåçóëüòàò Òåîðåìè 2.3.1.

Êðiì òîãî, â ï.2.3.3 ïîêàçàíî, ùî êîëè äëÿ äåÿêîãî m ∈
{−1, 0, 1, 2, 3, . . .} Dt(ρ

a
m) 6∈ ImD, a = 1, . . . , s, äå ρa

m � ùiëüíiñòü êàíî-

íi÷íîãî çàêîíó çáåðåæåííÿ íåâèðîäæåíî¨ ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíî¨ ñèñòåìè

(5) ç ∂F/∂t = 0 (àíàëîãi÷íî, Dt(ρm) 6∈ ImD äëÿ âèïàäêó ðiâíÿííÿ (1)),

òî ðîçãëÿäóâàíà ñèñòåìà (àáî ðiâíÿííÿ) íå ìàþòü ïîëiíîìiàëüíèõ ïî t

óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié ïîðÿäêó âèùå n + m + n0 − 1. Öèì óçàãàëüíå-

íî âiäîìèé àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò [36], ùî ñòîñóâàâñÿ íåçàëåæíèõ âiä t

óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié.

Ç âèêîðèñòàííÿì îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ ïîêàçàíî, ùî ñèñòåìà Áàêi-

ðîâà ut = u4 + v2, vt = v4/5 ìà¹ ëèøå îäíó óçàãàëüíåíó ñèìåòðiþ, ÿêà

íååêâiâàëåíòíà òî÷êîâié ñèìåòði¨ Ëi, ÷èì ïîñèëåíî àíàëîãi÷íèé ðåçóëü-

òàò Áîéêåðñà, Ñàíäåðñà i Âàíã äëÿ íåçàëåæíèõ âiä x i t óçàãàëüíåíèõ

ñèìåòðié.

Â ïiäðîçäiëi 4 Ðîçäiëó 2 ðîçãëÿíóòî iíòåãðîâíå åâîëþöiéíå ðiâíÿííÿ

(1) ç ∂F
∂t = 0, ïðè÷îìó â ÿêîñòi êðèòåðiÿ iíòåãðîâíîñòi âèáðàíî íàÿâíiñòü

íåçàëåæíî¨ âiä ÷àñó ôîðìàëüíî¨ ñèìåòði¨ L, deg L 6= 0, íåñêií÷åííîãî

ðàíãó.

Âiäîìî, ùî ìîæå iñíóâàòè ùîíàéáiëüøå îäíà (ç òî÷íiñòþ äî äîäàâàííÿ

ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ ñèìåòðié Z ∈ AnnF , äëÿ ÿêèõ [∇Z − Z∗,L] = 0) òàêà

ñèìåòðiÿ Y ∈ AnnF , ùî [∇Y −Y∗,L] 6= 0. Âèáåðåìî Y òàê, ùîá âîíà ìàëà

íàéìåíøèé ìîæëèâèé ïîðÿäîê r, äîäàþ÷è äî íå¨, ÿêùî ïîòðiáíî, ïiäõî-

äÿùó ëiíiéíó êîìáiíàöiþ åëåìåíòiâ Z ∈ AnnF , äëÿ ÿêèõ [∇Z−Z∗,L] = 0.

Áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi ââàæàòèìåìî íàäàëi, ùî ∀P ∈ (AnnF

⋂
SF/S

(r)
F )

[∇P − P∗,L] = 0. (7)
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Íåõàé

p
F
(m) =

{
m+ n+ 1, ÿêùî (7) âèêîíó¹òüñÿ ∀P ∈ AnnF ,

max(r,m+ n+ 1) â iíøîìó âèïàäêó.

Òåîðåìà 2.4.1 ßêùî ðiâíÿííÿ (1) ç ∂F/∂t = 0 ìà¹ ñòàöiîíàðíó ôîð-

ìàëüíó ñèìåòðiþ íåñêií÷åííîãî ðàíãó L, deg L 6= 0, i äëÿ äåÿêîãî m ∈ N
ρm 6∈ ImD, ïðè÷îìó äëÿ j = −1, 1, . . ., m − 1, j 6= 0, ρj ∈ ImD, òî (1)

íå ìà¹ ïîëiíîìiàëüíèõ ïî t ñèìåòðié (êðiì, ìîæëèâî, ñòàöiîíàðíèõ)

ç ïðîñòîðó SF/S
(p
F
)

F .

Ìè íàçèâàòèìåìî ôîðìàëüíó ñèìåòðiþ íåâèðîäæåíî¨ ñëàáêî äiàãîíà-

ëiçîâíî¨ ñèñòåìè (5) íåâèðîäæåíîþ [36], ñ.10�11, ÿêùî ¨¨ ñòàðøèé êîåôi-

öi¹íò � íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ. Âñþäè äàëi ìè, íå îáóìîâëþþ÷è öüîãî

ùîðàçó îêðåìî, ââàæàòèìåìî ñòàöiîíàðíi ôîðìàëüíi ñèìåòði¨ íåâèðî-

äæåíèõ ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíèõ ñèñòåì íåâèðîäæåíèìè.

Òåîðåìà 2.4.2 ßêùî ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíà ñèñòåìà (5) ç det Φ 6= 0 i

∂F/∂t = 0 ìà¹ íåçàëåæíó âiä ÷àñó ôîðìàëüíó ñèìåòðiþ L, deg L 6= 0,

íåñêií÷åííîãî ðàíãó, äëÿ âñiõ P ∈ AnnF âèêîíó¹òüñÿ (7), i iñíó¹

òàêå m ∈ N, ùî ρl
m 6∈ ImD äëÿ âñiõ l = 1, . . . , s â òîé ÷àñ ÿê äëÿ

j = −1, 1, . . . ,m− 1, j 6= 0, ρa
j ∈ ImD äëÿ âñiõ a = 1, . . . , s, òî ñèñòåìà

(5) íå ìà¹ ïîëiíîìiàëüíèõ ïî ÷àñó ëîêàëüíèõ óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié

(êðiì, ìîæëèâî, ñòàöiîíàðíèõ) ç ïðîñòîðó SF/S
(m+n+1)
F .

Çàçíà÷èìî, ùî òâåðäæåííÿ Òåîðåìè 2.4.2 çàëèøà¹òüñÿ ñïðàâåäëèâèì,

ÿêùî ñåðåä ùiëüíîñòåé ρa
j , j < m, j 6= 0, ¹ íåòðèâiàëüíi, àëå âîíè ëiíiéíî

íåçàëåæíi âiä ùiëüíîñòi ρa
m ç òèì æå a. Âèçíà÷åííÿ ùiëüíîñòåé ρj, ρl

k

äèâ. ó ñòàòòi [35], ñ.244�249, òà ó Ðîçäiëi 2 öi¹¨ äèñåðòàöi¨.

Íà ïiäñòàâi îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ çàïðîïîíîâàíî äîñèòü ïðîñòó i åôå-

êòèâíó ñõåìó çíàõîäæåííÿ âñiõ çàëåæíèõ âiä ÷àñó ñèìåòðié iíòåãðîâíèõ

åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêà ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó:

Çíàþ÷è âèãëÿä ôîðìàëüíî¨ ñèìåòði¨ ðîçãëÿäóâàíîãî ðiâíÿííÿ, òðåáà

ñïåðøó çíàéòè òàêå íàéìåíøå m ∈ {−1, 1, 2, . . .}, ùî ùiëüíiñòü ρm íå-
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òðèâiàëüíà. ßêùî m 6= −1, ñëiä ïåðåâiðèòè, ÷è âñi ñèìåòði¨ ç ïðîñòîðó

SF/S
(p
F
)

F âè÷åðïóþòüñÿ ïîëiíîìàìè ïî t, êîðèñòóþ÷èñü Íàñëiäêîì 2.2.2

òà Òåîðåìîþ 2.3.3 àáî iíøèìè ìåòîäàìè. ßêùî m = −1 àáî ïîëiíîìi-

àëüíiñòü ïî t ñïðàâäi ìà¹ ìiñöå, òî çà Òåîðåìîþ 1.2.1 àáî 2.4.1 íå iñíó¹

çàëåæíèõ âiä ÷àñó ñèìåòðié ïîðÿäêó âèùå n àáî p
F
. Íàðåøòi, âñi çàëåæíi

âiä ÷àñó ñèìåòði¨ ïîðÿäêiâ 0, . . . , n àáî 0, . . . , p
F
ìîæíà çíàéòè øëÿõîì

áåçïîñåðåäíüîãî îá÷èñëåííÿ (ç âèêîðèñòàííÿì ïðè ïîòðåái êîìï'þòåðíî¨

àëãåáðè). Ðîçãëÿíóòî òàêîæ óçàãàëüíåííÿ îïèñàíî¨ âèùå ñõåìè íà âèïà-

äîê iíòåãðîâíèõ íåâèðîäæåíèõ ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíèõ ñèñòåì (5).

Åôåêòèâíiñòü çàïðîïîíîâàíî¨ ñõåìè ïðîiëþñòðîâàíî íà ïðèêëàäàõ ðiâ-

íÿííÿ ìÊäÔ, i ïîòåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ÊäÔ i ìÊäÔ, ðiâíÿííÿ Êàëîäæå-

ðî � Äåãàñïåðiñà � Ôîêàøà, à òàêîæ ñèñòåìè Õiðîòè � Ñàöóìè, äëÿ ÿêèõ

çíàéäåíî âñi çàëåæíi âiä t óçàãàëüíåíi ñèìåòði¨.

Êðiì òîãî, ïîêàçàíî, ùî êîëè ðiâíÿííÿ (1) ç dimS
(1)
F <∞ çàäîâîëüíÿ¹

óìîâè Òåîðåìè 1.2.1 àáî 2.4.1 i âîëîäi¹ ñïàäêîâîþ àëãåáðîþ, òî öÿ àë-

ãåáðà îáîâ'ÿçêîâî ìiñòèòü íåñêií÷åííó êiëüêiñòü ìàñòåðñèìåòðié τj, ùî

çàëåæàòü âiä íåëîêàëüíèõ çìiííèõ.

Â Ðîçäiëi 3 ðîçãëÿíóòî íàñòóïíå óçàãàëüíåííÿ ìîäèôiêîâàíîãî

ðiâíÿííÿ Øòþêåëüáåðãà, çàïðîïîíîâàíîãî Áåêåðñîì, Äåáåðã i Íiêiòi-

íèì [64]:

(DµD
µ +m2

eff)Bν + iegF ν
ρB

ρ = 0, (8)

äå m2
eff = M 2 + k2|e2FµνF

µν/2|1/2, Aµ � öå ïîòåíöiàëè çîâíiøíüîãî

åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ, Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, Dµ = ∂µ + ieAµ � ò.çâ.

"âèäîâæåíi" ïîõiäíi, e,g,M � âiäïîâiäíî çàðÿä, ãiðîìàãíiòíå âiäíîøåííÿ

i ìàñà ÷àñòèíêè (÷àñòèíîê), ùî îïèñóþòüñÿ ðiâíÿííÿì (3.5).

Òóò âèêîðèñòîâó¹òüñÿ "ïðèðîäíà" ñèñòåìà îäèíèöü, â ÿêié ~ = c = 1,

ìåòðè÷íèé òåíçîð â 4-âèìiðíîìó ïðîñòîði Ìiíêîâñüêîãî ìà¹ âèãëÿä

gµν = diag[1,−1,−1,−1], iíäåêñè, àñîöiéîâàíi ç öèì ïðîñòîðîì, ïî-

çíà÷àþòüñÿ ìàëèìè ãðåöüêèìè ëiòåðàìè i ïðîáiãàþòü çíà÷åííÿ âiä 0
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äî 3, ∂µ = ∂/∂xµ, 4-âåêòîðè çàïèñóþòüñÿ ó âèãëÿäi Jµ = (J0,J), äå

æèðíà ëiòåðà ïîçíà÷à¹ òðèâèìiðíèé âåêòîð (çîêðåìà, xµ = (t, r)). Ðîëü

õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ âiäiãðà¹ 4-âåêòîð Bµ.

Ó Âñòóïi äî Ðîçäiëó 3 ïîäàíî êîðîòêèé îãëÿä i âìîòèâîâàíî íåîáõi-

äíiñòü ðîçãëÿäó ìîäèôiêîâàíîãî ðiâíÿííÿ Øòþêåëüáåðãà â ÿêîñòi "iãðà-

øêîâî¨" ìîäåëi, ùî îïèñó¹ ïîâåäiíêó ðåëÿòèâiñòñüêî¨ ìàñèâíî¨ ÷àñòèíêè

ñïiíó 1 â ïîëi Êóëîíà.

Ó ïiäðîçäiëi 1 Ðîçäiëó 3 íàâåäåíî ìîäèôiêîâàíå çà Áåêåðñîì � Äåáåðã

� Íiêiòiíèì ðiâíÿííÿ Øòþêåëüáåðãà i ïîäàíî óçàãàëüíåííÿ (8) öi¹¨ ìî-

äèôiêàöi¨ íà âèïàäîê ÷àñòèíîê ç äîâiëüíèì ãiðîìàãíiòíèì âiäíîøåííÿì

g. Â öüîìó óçàãàëüíåííi òàêîæ äåùî çìiíåíî âèãëÿä äîäàíêà, ùî îïèñó¹

íåëiíiéíó âçà¹ìîäiþ ÷àñòèíêè ç åëåêòðîìàãíiòíèì ïîëåì, ó òàêèé ñïîñiá,

ùîá óíèêíóòè ïîÿâè êîìïëåêñíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü åíåðãi¨ äëÿ âèïàäêó

ïîëÿ Êóëîíà.

Äëÿ âèïàäêó ïðèòÿãóþ÷îãî ïîëÿ Êóëîíà

A = 0, A0 = −Ze/r, Z > 0 (9)

ó ïiäðîçä. 2 Ðîçäiëó 3 çíàéäåíî ðiâíi äèñêðåòíîãî åíåðãåòè÷íîãî ñïåêòðó

Einj = M/
√

1 + β2/(n+ µi + 1)2 (10)

äå n = 0, 1, 2, . . ., j = 0, 1, 2 . . ., i = 0, 1, 2, 3,

µi = −1/2 +
√

(j + 1/2)2 − β2 + 2λi + k2β,

λ1,2 = 1/2±
√

(j + 1/2)2 − (βg/2)2, λ3 = 0.

Çíàéäåíî òàêîæ âëàñíi ôóíêöi¨ âiäïîâiäíèõ çâ'ÿçàíèõ ñòàíiâ i ïîêàçàíî,

ùî ïðè k2 = 0, j > 0, g = 2 ðiâíi (10) ÷îòèðèêðàòíî âèðîäæåíi ïðè

n > 1, i öå âèðîäæåííÿ ïîÿñíþ¹òüñÿ íàÿâíiñòþ êîìïîíåíò çi ñïiíàìè

0 i 1, ïðè÷îìó òðèêðàòíå âèðîäæåííÿ ñòàíiâ çi ñïiíîì 1, êîòðå çàëè-

øà¹òüñÿ ïiñëÿ âèêëþ÷åííÿ êîìïîíåíòè çi ñïiíîì 0 øëÿõîì íàêëàäàííÿ

óìîâèDµB
µ = 0, çóìîâëåíå íàÿâíiñòþ ïðèõîâàíî¨ ïàðàñóïåðñèìåòði¨ â

ðîçãëÿäóâàíié çàäà÷i.
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Ïîêàçàíî, ùî ó âèïàäêó k2 = 0, g = 2 ðiâíÿííÿì äëÿ ðàäiàëüíèõ

ôóíêöié ñòàíiâ äèñêðåòíîãî ñïåêòðó ç ïîâíèì ìîìåíòîì j > 1, îòðè-

ìàíi âíàñëiäîê ðîçäiëåííÿ çìiííèõ, ïiñëÿ íàêëàäàííÿ óìîâè DµB
µ = 0

ìîæíà íàäàòè ôîðìó ðiâíÿííÿ íà âëàñíi çíà÷åííÿ ãàìiëüòîíiàíà ïàðàñó-

ïåðñèìåòðè÷íî¨ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè Ðóáàêîâà � Ñïiðiäîíîâà, i ïîáóäîâàíî

óçàãàëüíåíi ñèìåòði¨ öèõ ðiâíÿíü � ïàðàñóïåðçàðÿäè.

Âñòàíîâëåíî òàêîæ âiäñóòíiñòü àíîìàëi¨ Êîðáåíà � Øâiíãåðà â ðîçãëÿ-

äóâàíié ìîäåëi äëÿ âèïàäêó k2 = 0, j > 0, g = 2.

Âiäçíà÷èìî, ùî, íàñêiëüêè âiäîìî àâòîðó, çàïðîïîíîâàíà ìîäåëü ïðè

k2 = 0, g = 2 ¹ ïåðøèì ïðèêëàäîì ïàðàñóïåðñèìåòðè÷íî¨ ðåëÿòèâiñò-

ñüêî¨ ñèñòåìè ç íåîñöèëÿòîðíîþ âçà¹ìîäi¹þ.

Ïîäÿêè. Àâòîð ùèðî âäÿ÷íèé ñâî¹ìó íàóêîâîìó êåðiâíèêîâi � äîêòîðó

ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, çàâiäóâà÷ó âiääiëó ïðèêëàäíèõ äîñëiäæåíü

Àíàòîëiþ Ãëiáîâè÷ó Íiêiòiíó

çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, ïîñòiéíó óâàãó òà äîïîìîãó â ðîáîòi.

ß âäÿ÷íèé òàêîæ äîêòîðó Ìiõàëó Ìàðâàíó çà äîïîìîãó â ïðîâåäåí-

íi ðÿäó îá÷èñëåíü, âèêîðèñòàíèõ â ïðèêëàäàõ äèñåðòàöi¨, çà äîïîìîãîþ

ðîçðîáëåíî¨ íèì ïðîãðàìè Jet.

Íà çàâåðøåííÿ âèñëîâëþþ ùèðó âäÿ÷íiñòü óñiì ó÷àñíèêàì íàóêî-

âîãî ñåìiíàðó âiääiëó ïðèêëàäíèõ äîñëiäæåíü Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè

ÍÀÍ Óêðà¨íè çà öiííi çàóâàæåííÿ, çðîáëåíi ïðè îáãîâîðåííi ðåçóëüòà-

òiâ.
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ÐÎÇÄIË 1

Ïðî ñòðóêòóðó íåñòàöiîíàðíèõ ñèìåòðié òà

ôîðìàëüíèõ ñèìåòðié åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü

Âñòóï

ßê äîáðå âiäîìî [26, 42], âñi âiäîìi íà ñüîãîäíi ðiâíÿííÿ âèãëÿäó ut =

F (x, u, u1, . . . , un), n ≥ 2, ùî ìàþòü íåñêií÷åííó êiëüêiñòü ñòàöiîíàðíèõ

óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié ÿê çàâãîäíî âèñîêîãî ïîðÿäêó, âèÿâëÿþòüñÿ àáî

ëiíåàðèçîâíèìè, ÿê ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà, àáî ìîæóòü áóòè ïðîiíòåãðîâàíi

çà äîïîìîãîþ ìåòîäó îáåðíåíî¨ çàäà÷i ðîçñiÿííÿ.

Áiëüøå òîãî, äëÿ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü ut = F ç ïîëiíîìiàëüíîþ ôóí-

êöi¹þ F âèãëÿäó F = un + f(u, . . . , un−1), n ≥ 2, Ñàíäåðñ i Âàíã [109]

äîâåëè äàâí¹ ïðèïóùåííÿ, ÿêå âïåðøå áóëî ÷iòêî ñôîðìóëüîâàíå Ôî-

êàøåì [82], ñ.255, ïðî òå, ùî íàÿâíiñòü îäíi¹¨ ñòàöiîíàðíî¨ óçàãàëüíåíî¨

ñèìåòði¨, âiäìiííî¨ âiä î÷åâèäíèõ ñèìåòðié u1∂/∂u i F∂/∂u, ùî âiäïîâi-

äàþòü çñóâàì ïî x i t, âåäå äî iíòåãðîâíîñòi ðîçãëÿäóâàíîãî ðiâíÿííÿ (à

äëÿ âèïàäêó s-êîìïîíåíòíî¨ âåêòîðíî¨ ñèñòåìè äëÿ iíòåãðîâíîñòi çãiäíî

öüîãî ïðèïóùåííÿ ïîòðiáíî s òàêèõ ñèìåòðié). Ó âèïàäêó, êîëè òàêi ðiâ-

íÿííÿ äîïóñêàþòü ìàñøòàáíó ñèìåòðiþ D = (tF + xu1/n + λu)∂/∂u ç

λ > 0, ¨ì âäàëîñÿ ïîâíiñòþ îïèñàòè óñi iíòåãðîâíi i¹ðàðõi¨ òàêèõ ðiâíÿíü.

Ñëiä îäíàê çàóâàæèòè, ùî ïðèïóùåííÿ, ÿêèì ÿâíî ÷è íåÿâíî êîðèñòó-

âàëîñÿ áàãàòî äîñëiäíèêiâ, ïðî òå, ùî íàÿâíiñòü îäíi¹¨ âèùî¨ ñèìåòði¨ ó

åâîëþöiéíî¨ ñèñòåìè îáîâ'ÿçêîâî âåäå äî íàÿâíîñòi íåñêi÷åííî¨ êiëüêîñòi
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òàêèõ ñèìåòðié íåâiðíå, ÿê ïîêàçó¹ ïðèêëàä ñèñòåìè Áàêiðîâà, êîòðà ìà¹

ëèøå îäíó òàêó ñèìåòðiþ. Äëÿ ñèìåòðié, íåçàëåæíèõ âiä x i t, öå áóëî

ñòðîãî äîâåäåíî â ðîáîòi Ô. Áîéêåðñà, ß. Ñàíäåðñà i Äæ.Ï. Âàíã [65], à

â ï.2.3.3 äàíî¨ ðîáîòè öå òâåðäæåííÿ ïîøèðåíî i íà âèïàäîê çàëåæíèõ

âiä x i t ñèìåòðié ñèñòåìè Áàêiðîâà.

Íàÿâíiñòü íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ñòàöiîíàðíèõ óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié

ó ðiâíÿííÿ ut = F (x, u, . . . , un), n ≥ 2, âåäå äî iñíóâàííÿ ñòàöiîíàðíî¨

ôîðìàëüíî¨ ñèìåòði¨ íåñêií÷åííîãî ðàíãó (äèâ. äîâåäåííÿ öüîãî òâåð-

äæåííÿ â [26], ñ.205). Çàóâàæèìî, ùî Ñîêîëîâèì (äèâ. [50], ñ.160) áóëî

äîâåäåíî, ùî êîëè òàêå ðiâíÿííÿ ìà¹ ñòàöiîíàðíó ôîðìàëüíó ñèìåòðiþ

íåñêií÷åííîãî ðàíãó, àëãåáðà éîãî ñòàöiîíàðíèõ óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié

îáîâ'ÿçêîâî ìiñòèòü íåñêií÷åííîâèìiðíó êîìóòàòèâíó ïiäàëãåáðó.

Iñíóâàííÿ ñòàöiîíàðíî¨ ôîðìàëüíî¨ ñèìåòði¨ íåñêií÷åííîãî ðàíãó ÿê

íåîáõiäíà óìîâà iíòåãðîâíîñòi ëåæèòü â îñíîâi íàäçâè÷àéíî åôåêòèâíî-

ãî ñèìåòðiéíîãî ïiäõîäó äî ïåðåâiðêè iíòåãðîâíîñòi òà êëàñèôiêàöi¨ iíòå-

ãðîâíèõ ñèñòåì [35, 36, 50], ÿêèé íåùîäàâíî áóëî óçàãàëüíåíî íà âèïàäîê

(2+1)-âèìiðíèõ iíòåãðîâíèõ ñèñòåì [100].

Îñêiëüêè iñíóâàííÿ òàêî¨ ôîðìàëüíî¨ ñèìåòði¨ åêâiâàëåíòíå íàÿâíîñòi

íåñêií÷åííî¨ ïîñëiäîâíîñòi êàíîíi÷íèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ (äèâ. íàïð.

[36],ñ.17), ùiëüíîñòi ÿêèõ ìîæíà îá÷èñëþâàòè àëãîðèòìi÷íî, çîêðåìà ç

âèêîðèñòàííÿì ÅÎÌ, â ðàìêàõ öüîãî ïiäõîäó âïåðøå âäàëîñÿ ïðåä'ÿâèòè

ïîâíi ñïèñêè ïåâíèõ êëàñiâ (1+1)-âèìiðíèõ íåëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ iíòå-

ãðîâíèõ ñèñòåì. Ñëiä îäíàê çàóâàæèòè, ùî ïiäõiä äî îïèñó iíòåãðîâíèõ

ñèñòåì, ùî ãðóíòó¹òüñÿ íà íàÿâíîñòi âèùèõ ñèìåòðié, à íå êàíîíi÷íèõ çà-

êîíiâ çáåðåæåííÿ, ¹ áiëüø çàãàëüíèì, îñêiëüêè iñíóþòü iíòåãðîâíi ñèñòå-

ìè (ÿêi íàñïðàâäi ÿê ïðàâèëî ìîæíà ëiíåàðèçóâàòè ïiäõîäÿùîþ ïiäñòà-

íîâêîþ), ùî âîëîäiþòü âèùèìè ñèìåòðiÿìè, àëå íå ìàþòü íåòðèâiàëüíèõ

êàíîíi÷íèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ (äèâ. íàïð. [104]).

Ç iíøîãî áîêó, iíòåãðîâíi åâîëþöiéíi ñèñòåìè ÿê ïðàâèëî âîëîäiþòü
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(âçàãàëi êàæó÷è, íåëîêàëüíèìè) ìàñòåðñèìåòðiÿìè (äèâ. íàïð. [67, 86]),

íåîáõiäíîþ óìîâîþ iñíóâàííÿ ÿêèõ ¹ íàÿâíiñòü ïîëiíîìiàëüíèõ ïî ÷àñó

ñèìåòðié, à äëÿ iíòåãðîâíèõ åâîëþöiéíèõ ñèñòåì ç çàëåæíèìè âiä ÷àñó

êîåôiöi¹íòàìè [87, 98] ïîòðiáíî ç ñàìîãî ïî÷àòêó ðîçãëÿäàòè âñþ àëãåáðó

¨õ íåñòàöiîíàðíèõ ñèìåòðié.

Òàêèì ÷èíîì, ÿê âæå çàçíà÷àëîñÿ ó Âñòóïi, ïðèðîäíî âèíèêà¹ çàäà÷à

äîñëiäæåííÿ âñi¹¨ àëãåáðè íåñòàöiîíàðíèõ ñèìåòðié (ÿê ëîêàëüíèõ, òàê i

íåëîêàëüíèõ) åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü i ñèñòåì.

Îäíàê iñíó¹ âåëèêà êiëüêiñòü ðiçíîìàíiòíèõ îçíà÷åíü íåëîêàëüíèõ ñè-

ìåòðié òà ïiäõîäiâ äî ¨õ çíàõîäæåííÿ (äèâ. íàïð. [1, 2, 13, 29, 30, 45, 49,

93]), çâ'ÿçêè ìiæ ÿêèìè äîñi îñòàòî÷íî íå ç'ÿñîâàíî. Çîêðåìà, çàïðîïî-

íîâàíèé ó [13, 49] ïiäõiä äî ¨õ çíàõîäæåííÿ âèìàãà¹ ïîïåðåäíüî¨ ôiêñàöi¨

íàêðèòòÿ íàä ðiâíÿííÿì i äîçâîëÿ¹ çíàéòè ëèøå òi íåëîêàëüíi ñèìåòði¨,

ÿêi àñîöiéîâàíi ç äàíèì íàêðèòòÿì. Â òîé æå ÷àñ ïðîáëåìà îïèñó âñiõ

ìîæëèâèõ íàêðèòòiâ äàíîãî ðiâíÿííÿ, äëÿ ÿêèõ àëãåáðà àñîöiéîâàíèõ ç

íèìè íåëîêàëüíèõ ñèìåòðié øèðøà çà àëãåáðó ëîêàëüíèõ ñèìåòðié, ¹ äó-

æå ñêëàäíîþ i íà ñüîãîäíi äàëåêà âiä ðîçâ'ÿçàííÿ (äèâ. Ðîçäië 6 ó [49],

çîêðåìà ñ.346). Ç iíøîãî áîêó, ÿê ïîêàçàíî â [29], ÿêùî ââåñòè îäðà-

çó íåñêií÷åííó êiëüêiñòü íåëîêàëüíèõ çìiííèõ, òî âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî êëàñ

ðiâíÿíü, ùî âîëîäiþòü íåëîêàëüíèìè ñèìåòðiÿìè i ôîðìàëüíèìè ñèìå-

òðiÿìè, çàëåæíèìè âiä öèõ çìiííèõ, ¹ äóæå øèðîêèì, òîáòî âiäáóâà¹òüñÿ

âòðàòà çâ'ÿçêó ñèìåòðiéíèõ âëàñòèâîñòåé ç iíòåãðîâíiñòþ.

Òîìó, ÿê ïåðøèé åòàï ðîçâ'ÿçàííÿ ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i, äîöiëüíî äîñëi-

äèòè ñòðóêòóðó àëãåáð Ëi ëîêàëüíèõ óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié â íàéïðîñòi-

øîìó âèïàäêó (1+1)-âèìiðíèõ ñêàëÿðíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü.

Ñàìå öüîìó i ïðèñâÿ÷åíî äàíèé ðîçäië. À ñàìå, íàìè îòðèìàíî ôîð-

ìóëè äëÿ âåäó÷èõ ÷ëåíiâ ôîðìàëüíèõ ñèìåòðié òà ïîõiäíèõ Ôðåøå óçà-

ãàëüíåíèõ ñèìåòðié (1+1)-âèìiðíîãî ñêàëÿðíîãî åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ

ut = F (x, t, u, . . . , un), n ≥ 2, çàãàëüíîãî âèãëÿäó, i ç ¨õ âèêîðèñòàííÿì äî-



27

âåäåíî ðÿä òâåðäæåíü ïðî ñòðóêòóðó àëãåáðè Ëi óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié

òàêîãî ðiâíÿííÿ. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè òàêîæ óçàãàëüíåíî íà âèïàäîê

íåâèðîäæåíèõ ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíèõ ñèñòåì.

1.1. Àíàëiç âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ ñèìåòðié

Íàãàäà¹ìî, ùîG ¹ ñèìåòði¹þ ðiâíÿííÿ ut = F (x, t, u, . . . , un) òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè (äèâ. [42], ñ.389)

∂G/∂t = −{F,G}, (1.1)

äå {, } � äóæêà Ëi (äèâ. ñ.11).
Äëÿ áóäü-ÿêèõ ëîêàëüíèõ ôóíêöié P,Q çìiííèõ x, t, u, u1, . . . çi

ñïiââiäíîøåííÿ R = {P,Q} âèïëèâà¹ [51]

R∗ = ∇P (Q∗)−∇Q(P∗) + [Q∗, P∗], (1.2)

[∇P ,∇Q] = ∇R. (1.3)

äå ∇P (Q∗) ≡
∞∑

i,j=0

Dj(P )
∂2Q

∂uj∂ui
Di i àíàëîãi÷íî äëÿ ∇Q(P∗); [·, ·] ïîçíà÷à¹

çâè÷àéíèé êîìóòàòîð ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ.

Çîêðåìà, ç (1.1) äiñòà¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ ïîõiäíî¨ Ôðåøå G∗ ñèìåòði¨ G:

∂G∗/∂t ≡ (∂G/∂t)∗ = ∇G(F∗)−∇F (G∗) + [F∗, G∗]. (1.4)

Çáèðàþ÷è ÷ëåíè ïðè Ds, s = 0, 1, 2, . . . ó ëiâié i ïðàâié ñòîðîíàõ (1.4),

òà êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëîþ (äèâ. [50], ñ.138)

∂

∂us
Dm =

s∑
j=max(s−m,0)

Cs−j
m Dm−s+j ∂

∂uj
,

äiñòà¹ìî íàñòóïíi ðiâíÿííÿ:

∂2G

∂ul∂t
=

n∑
m=0

Dm(G)
∂2F

∂um∂ul
−

k∑
r=0

Dr(F )
∂2G

∂ur∂ul

+
k∑

j=max(0,l+1−n)

n∑
i=max(l+1−j,0)

[
Ci+j−l

i

∂F

∂ui
Di+j−l

(
∂G

∂uj

)
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−Ci+j−l
j

∂G

∂uj
Di+j−l

(
∂F

∂ui

)]
, l = 0, . . . , n+ k − 1, (1.5)

äå Cp
q =

q!

p!(q − p)!
i ââàæà¹òüñÿ, ùî 1/p! = 0 äëÿ âiä'¹ìíèõ öiëèõ p.

Íåõàé

n0 =

{
max(1− j, 0), êîëèF òàêà, ùî ∂F

∂un−i
= φi(x, t), i = 0, . . . , j,

2 â iíøèõ âèïàäêàõ.
(1.6)

Ðiâíÿííÿ (1.5) ç l = k + n− 1 ïðè k ≥ n0 ìà¹ âèãëÿä

n(∂F/∂un)D(∂G/∂uk)− k(∂G/∂uk)D(∂F/∂un) = 0,

i éîãî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi (äèâ. [42], ñ.392)

∂G/∂uk = ck(t)Φk/n, (1.7)

äå ck(t) � ôóíêöiÿ t, Φ = ∂F/∂un.

Íàäàëi ìè áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi ââàæàòèìåìî, ùî êîëè ôóíêöiÿ ck(t)

îáåðòà¹òüñÿ íà òîòîæíèé íóëü, òî òå ñàìå ìà¹ ìiñöå äëÿ âiäïîâiäíî¨ ñè-

ìåòði¨ G ∈ SF,k.

Ðiâíÿííÿ (1.5) ç l = n+k−2, n+k−3, . . . , n+n0−1, ìàþòü íàñòóïíó

ñòðóêòóðó (ïîð. ôîðìóëó (7.2) ç [50] äëÿ âèïàäêó íåçàëåæíèõ âiä ÷àñó

ñèìåòðié):

n
∂F

∂un
D

(
∂G

∂ul−n+1

)
− (l − n+ 1)

∂G

∂ul−n+1
D

(
∂F

∂un

)
= Ωl +

∂2G

∂ul∂t
, (1.8)

äå Ωl çàëåæàòü âiä F òà âiä ¨¨ ïîõiäíèõ ðiçíèõ ïîðÿäêiâ ïî x, u, u1, . . . , un,

à òàêîæ âiä ∂G/∂ul−n+2, . . . , ∂G/∂uk òà ¨õ ïîâíèõ ïîõiäíèõ ïî x.

Ïiäñòàâëÿþ÷è (1.7) äî ðiâíÿííÿ (1.8) ç l = n+k−2 i ðîçâ'ÿçóþ÷è éîãî,

ìîæíà çíàéòè ∂G/∂uk−1. Ïîòiì ç ðiâíÿííÿ (1.8) ç l = n + k − 3 ìîæíà

çíàéòè ∂G/∂uk−2, i ò.ä.

Êîðèñòóþ÷èñü ëiíiéíiñòþ ðîçãëÿäóâàíèõ ðiâíÿíü ïî G i ¨ ¨ ïîõiäíèõ,

â ðåçóëüòàòi äiñòà¹ìî íàñòóïíå ïðåäñòàâëåííÿ çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâ-
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íÿíü (1.5) äëÿ l = n+ n0 − 1, . . . , n+ k − 2:

∂G/∂ui = ci(t)Φ
i/n +

k∑
p=i+1

[ p−i
n−1 ]∑
r=0

χi,p,r(x, t, u, u1, . . . , uk)∂rcp/∂t
r, (1.9)

i = n0, . . . , k − 1, à ci(t) � äåÿêi äîâiëüíi ôóíêöi¨ t, ïðè÷îìó ó âèïàäêó,

êîëè ∂F/∂t = 0, ìà¹ìî ∂χi,p,r/∂t = 0. Ïiäêðåñëèìî, ùî íà âiäìiíó âiä

ci(t), âèãëÿä ôóíêöié χi,p,r îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ âèãëÿäîì ôóíêöi¨ F .

Çàçíà÷èìî, ùî âèêîíàííÿ óìîâ ñóìiñíîñòi

∂2G/∂ui∂uj = ∂2G/∂uj∂ui

íå âèïëèâà¹ ç ðiâíÿíü (1.5), i éîãî, âçàãàëi êàæó÷è, ñëiä âèìàãàòè îêðå-

ìî. Êðiì òîãî, îñêiëüêè ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ðiâíÿíü (1.5) äîâîäèòüñÿ

îáåðòàòè îïåðàòîð D, ùî íå çàâæäè ìîæëèâî, ðîçâ'ÿçîê öèõ ðiâíÿíü

ó êëàñi ëîêàëüíèõ ôóíêöié G, âçàãàëi êàæó÷è, ìîæå íå iñíóâàòè, àáî

æ éîãî iñíóâàííÿ ìîæå íàêëàäàòè íåòðèâiàëüíi óìîâè íà ôóíêöi¨ cj(t)

(ïîð. �7 ó [50]). Ïiäêðåñëèìî, ùî ïðîâåäåíèé âèùå àíàëiç ðiâíÿíü (1.5) ç

l < k+n−1 áóëî ïðîâåäåíî â ïðèïóùåííi, ùî òàêî¨ ïàòîëîãi¨ íå âèíèêà¹.

1.2. Ñòðóêòóðà ôîðìàëüíèõ ñèìåòðié

Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ôîðìàëüíîãî ðÿäó

H =
m∑

j=−∞
hj(x, t, u, . . .)D

j

ñòåïåíÿ m 6= 0 iñíó¹ [100] ¹äèíèé ç òî÷íiñòþ äî ìíîæåííÿ íà êîðiíü

ñòåïåíÿ m ç îäèíèöi ôîðìàëüíèé ðÿä H1/m ñòåïåíÿ 1 (−1 äëÿ m < 0)

òàêèé, ùî (H1/m)m = H. Çàâäÿêè öüîìó ìîæíà âèçíà÷èòè äðîáîâi

ñòåïåíi äîâiëüíîãî ðÿäó H ç deg H 6= 0 ÿê Hq/m = (H1/m)l äëÿ âñiõ öiëèõ

q. Êðiì òîãî, äëÿ âñiõ öiëèõ p i q ìà¹ ìiñöå ôîðìóëà (äèâ. [103], ñ.321)

[Hp/m,Hq/m] = 0. (1.10)
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Íåõàé R =
r∑

j=−∞
ρj(x, t, u, u1, . . .)D

j � ôîðìàëüíà ñèìåòðiÿ ñòåïåíÿ r i

ðàíãó p > 1 ðiâíÿííÿ (1), òîáòî ðiâíÿííÿ ut = F (x, t, u, . . . , un), n ≥ 2.

Â ñèëó (3) êîåôiöi¹íòè ïðè Dq, q > r+ n− p ó âèðàçi (∂R/∂t+∇F (R)−
[F∗,R]) ìàþòü äîðiâíþâàòè íóëþ. Îñêiëüêè ç iíøîãî áîêó î÷åâèäíî, ùî

deg(∂R/∂t + ∇F (R) − [F∗,R]) ≤ r + n − 1, ñïåðøó ñëiä ïðèðiâíÿòè äî

íóëÿ êîåôiöi¹íò ïðè Dr+n−1, çâiäêè äiñòà¹ìî íàñòóïíå ðiâíÿííÿ:

n∂F/∂unD(ρr)− rρrD(∂F/∂un) = 0,

çâiäêè (äèâ. [42], ñ.392)

ρr = dr(t)Φ
r/n, (1.11)

äå dr(t) � äåÿêà ôóíêöiÿ t i Φ =
∂F

∂un
. Îòæå, ìîæíà ïîäàòè R ó âèãëÿäi

R = dr(t)(F∗)
r/n + R̃, (1.12)

äå R̃ � äåÿêèé ôîðìàëüíèé ðÿä ñòåïåíÿ íå âèùå r − 1. Áiëüøå òîãî,

êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëîþ (1.10) äëÿ H = F∗, ìè çíàõîäèìî ç (3), ùî R̃ ¹

ôîðìàëüíîþ ñèìåòði¹þ ðiâíÿííÿ (1) ñòåïåíÿ r− 1 i ðàíãó p− 1. À òåïåð

ìîæíà çàñòîñóâàòè òi ñàìi ìiðêóâàííÿ äî R̃ i ò.ä. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà

Ëåìà 1.2.1 Áóäü-ÿêó ôîðìàëüíó ñèìåòðiþ R ðiâíÿííÿ (1) ñòåïåíÿ r i

ðàíãó p > 1 ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

R = K +
r∑

j=r−min(p,n)+2

dj(t)F
j/n
∗ , (1.13)

äå K � äåÿêèé ôîðìàëüíèé ðÿä, deg K < r − min(p, n) + 2, dj(t) � äåÿêi

ôóíêöi¨ t.

ßêùî p > n, òî êîåôiöi¹íò ïðè Dr ó âèðàçi (∂R/∂t+∇F (R)− [F∗,R])

ìà¹ äîðiâíþâàòè íóëþ. Öÿ óìîâà äà¹ íàñòóïíå ðiâíÿííÿ íà êîåôiöi¹íò

ζ ðÿäó K ïðè Dr−n+1:

n∂F/∂unD(ζ)− (r − n+ 1)ζD(∂F/∂un) = Dt(dr(t)Φ
r/n).
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Ðîçâ'ÿçàâøè öå ðiâíÿííÿ, ÿêå ïî ñóòi öiëêîì àíàëîãi÷íå çâè÷àéíî-

ìó äèôåðåíöiàëüíîìó ðiâíÿííþ âiäíîñíî ζ, i ïiäñòàâèâøè ðîçâ'ÿçîê äî

(1.13), äiñòàíåìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò:

Òâåðäæåííÿ 1.2.1 Áóäü-ÿêó ôîðìàëüíó ñèìåòðiþ R ðiâíÿííÿ (1)

ñòåïåíÿ r i ðàíãó p > n ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

R = R̃ +
r∑

j=r−n+1
dj(t)F

j/n
∗ +

(
1

n
ḋr(t)D

−1(Φ−1/n)−
r

n
dr(t)D

−1(Dt(Φ
−1/n))

)
F

r−n+1
n

∗ ,

(1.14)

äå dj(t) � äåÿêi ôóíêöi¨ t, R̃ � äåÿêèé ôîðìàëüíèé ðÿä, deg R̃ < r−n+1.

Òî÷êà íàä ëiòåðîþ òóò i íàäàëi ïîçíà÷àòèìå ÷àñòèííó ïîõiäíó ïî ÷àñó t.

Äàëi, ç (1.6) i (1.4) âèïëèâà¹ íàñòóïíà äîáðå âiäîìà

Ëåìà 1.2.2 ßêùî G � ñèìåòðiÿ ðiâíÿííÿ (1) ïîðÿäêó k, òî G∗ �

ôîðìàëüíà ñèìåòðiÿ ñòåïåíÿ k i ðàíãó k − n0 + 2.

Ëåìè 1.2.1 i 1.2.2 ðàçîì ç Òâåðäæåííÿì 1.2.1 äàþòü íàñòóïíèé

Íàñëiäîê 1.2.1 Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèìåòði¨ G ∈ SF ïîðÿäêó k > n+ n0− 2

G∗ = N +
k∑

j=k−n+1
cj(t)F

j/n
∗ +

(
1

n
ċk(t)D−1(Φ−1/n) −

k

n
ck(t)D−1(Dt(Φ

−1/n))

)
F

k−n+1
n

∗ ,

(1.15)

äå cj(t) � äåÿêi ôóíêöi¨ t, à N � äåÿêèé ôîðìàëüíèé ðÿä, deg N < k−n+1.

Äëÿ n0 ≤ k ≤ n+ n0 − 2

G∗ = N +
k∑

j=n0

cj(t)F
j/n
∗ , deg N < n0. (1.16)

Çâiäñè íåâàæêî âèâåñòè íàñòóïíèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 1.2.1 ßêùî Φ−1/n 6∈ ImD, à ∇F (Φ−1/n) ∈ ImD, òî ðiâíÿííÿ

(1) ç ∂F/∂t = 0 íå ìà¹ çàëåæíèõ âiä ÷àñó ñèìåòðié ïîðÿäêó âèùå n.
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Äîâåäåííÿ. Àíàëiçóþ÷è ÷ëåíè, ùî ñòîÿòü ïiä D−1 ó (1.15), ìè áà÷è-

ìî, ùî êîëè Φ−1/n 6∈ ImD, à ∇F (Φ−1/n) ∈ ImD, G∗ (à îòæå i G) ñòà¹

íåëîêàëüíèì, i íåëîêàëüíi ÷ëåíè çíèêàþòü ëèøå êîëè ċk(t) = 0.

Òåïåð íàì çíàäîáèòüñÿ íàñòóïíà

Ëåìà 1.2.3 ßêùî G ∈ SF,k, k ≥ n0, i iñíó¹ ëiíiéíèé äèôåðåíöiàëüíèé

îïåðàòîð çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè L =
q∑

j=0
aj∂

j/∂tj, aj ∈ C òàêèé,

ùî L(ck(t)) = 0, òî L(G) = 0.

Äîâåäåííÿ ëåìè. Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ ëåìè íå âèêîíó¹òüñÿ,

òîáòî L(G) = G̃ 6= 0. Î÷åâèäíî, ùî G̃ ∈ S
(k−1)
F (G̃ ∈ ΘF äëÿ k = 0) i

ùî âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ (1.1) äëÿ G̃ íå ìiñòÿòü íi ck(t), íi ¨¨ ïîõiäíèõ.

Îñêiëüêè çà ïðèïóùåííÿì G ∈ SF,k, G ìà¹ çíèêàòè, ÿêùî çíèêà¹ ck(t).

Àëå öå íåìîæëèâî, áî G̃ íå çàëåæèòü âiä ck(t) òà ¨¨ ïîõiäíèõ, i çà

ïðèïóùåííÿì G̃ 6= 0. Îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ ìîæíà óíèêíóòè ëèøå çà

óìîâè G̃ = 0. �

Â ñèëó ùîéíî äîâåäåíî¨ ëåìè ç L = ∂/∂t ÿñíî, ùî êîëè Φ−1/n 6∈ ImD,

à ∇F (Φ−1/n) ∈ ImD, ðiâíÿííÿ (1) íå ìà¹ çàëåæíèõ âiä ÷àñó ñèìåòðié

ïîðÿäêó âèùå n + n0 − 2, áî òàêi ñèìåòði¨ äëÿ ðiâíÿííÿ (1) ç ∂F/∂t = 0

âèçíà÷åíi ç òî÷íiñòþ äî äîäàâàííÿ íåçàëåæíèõ âiä ÷àñó ñèìåòðié.

Íàðåøòi, ç îçíà÷åííÿ (1.6) ÷èñëà n0 ÿñíî, ùî äëÿ n0 = 0, 1 Φ−1/n =

φ̃(x) ∈ ImD, à îòæå âèïàäîê Φ−1/n 6∈ ImD ìîæëèâèé ëèøå äëÿ n0 = 2.�

Íàãàäà¹ìî, ùî ìàñòåðñèìåòði¹þ íàçèâà¹òüñÿ [86] òàêà (âçàãàëi êàæó-

÷è, íåëîêàëüíà) ôóíêöiÿ τ(x, u, u1, . . .), ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñòàöiîíàðíî¨

óçàãàëüíåíî¨ ñèìåòði¨ K ∈ AnnF ðiâíÿííÿ (1) ç ∂F/∂t = 0 äóæêà Ëi

{τ,K} çíîâó ¹ ñòàöiîíàðíîþ óçàãàëüíåíîþ ñèìåòði¹þ öüîãî ðiâíÿííÿ.

Ôóíêöiþ B(x, u, u1, . . .) íàçèâàòèìåìî ñèëüíîþ ìàñòåðñèìåòði¹þ

ðiâíÿííÿ (1) ç ∂F/∂t = 0, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèìåòði¨ P ∈ AnnF

{B,P} ∈ AnnF i {F,B} 6= 0. ßê i äëÿ çàëåæíèõ âiä ÷àñó ñèìåòðié,

ìè çàâæäè âèêëþ÷àòèìåìî ç ìàñòåðñèìåòðié ÷ëåíè, ùî ¹ ëiíiéíèìè
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êîìáiíàöiÿìè ñòàöiîíàðíèõ ñèìåòðié.

ßêùî ëîêàëüíà ôóíêöiÿ B ¹ ñèëüíîþ ìàñòåðñèìåòði¹þ äëÿ ðiâíÿííÿ

(1), òî î÷åâèäíî, ùî Q = B+ t{B,F} áóäå çàëåæíîþ âiä ÷àñó ñèìåòði¹þ

ðiâíÿííÿ (1), i ordQ ≥ ordB. Çâiäñè i ç Òåîðåìè 1.2.1 íåãàéíî âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 1.2.2 ßêùî Φ−1/n 6∈ ImD, à ∇F (Φ−1/n) ∈ ImD, òî (1) ç

∂F/∂t = 0 íå ìà¹ ëîêàëüíèõ íåçàëåæíèõ âiä ÷àñó ñèëüíèõ ìàñòåðñè-

ìåòðié ïîðÿäêó âèùå n.

Ïðèêëàä 1. Ðîçãëÿíåìî iíòåãðîâíå ðiâíÿííÿ Ãàðði Äèìà (äèâ., íàïðè-

êëàä, [26], ñ.217)
ut = u3u3.

Î÷åâèäíî, ùî Φ−1/3 = u−1 6∈ ImD, àëå ∇F (u−1) ∈ ImD, i îòæå öå ðiâ-

íÿííÿ íå ìà¹ çàëåæíèõ âiä ÷àñó ñèìåòðié ïîðÿäêó âèùå 3. Áåçïîñåðåäí¹

îá÷èñëåííÿ ïîêàçó¹, ùî ñïèñîê éîãî ñèìåòðié ïîðÿäêiâ 0, . . . , 3 âè÷åð-

ïó¹òüñÿ xu1 − u, u1, xu1 + 3tu3u3, u
3u3. Îòæå, ðiâíÿííÿ Ãàðði Äèìà ìà¹

ëèøå îäíó çàëåæíó âiä ÷àñó ñèìåòðiþ D = xu1 + 3tu3u3, ÿêà åêâiâàëåí-

òíà òî÷êîâié ñèìåòði¨ Ëi. Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî AnnHD � êîìóòàòèâíà

àëãåáðà Ëi ç áàçèñîì D̃ = xu1 − u, Kj = Rj(u1), j = 0, 1, 2, . . ., äå

R = u3D3 ◦ u ◦ D−1 ◦ u−2 � ñïàäêîâèé îïåðàòîð ðåêóðñi¨ ðiâíÿííÿ Ãàð-

ði Äèìà (äèâ. íàïð. [124], ñ.112). Òóò i íàäàëi ìè ââàæàòèìåìî, ùî âñi

êîíñòàíòè iíòåãðóâàííÿ, ÿêi âèíèêàþòü âíàñëiäîê äi¨ îïåðàòîðà iíòåãðó-

âàííÿD−1, äîðiâíþþòü íóëþ. Ïîäàëüøå îá÷èñëåííÿ äóæîê Ëi åëåìåíòiâ

AnnHD ç D ïîêàçó¹, ùî àëãåáðà Ëi SHD ëîêàëüíèõ óçàãàëüíåíèõ ñèìå-

òðié ðiâíÿííÿ Ãàðði Äèìà ìà¹ íàñòóïíi êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ:

{Ki, Kj} = 0,

{D̃, Kj} = 0,

{D, Kj} = (2j + 1)Kj,

{D, D̃} = 0,

äå i, j = 0, 1, 2, . . .. Î÷åâèäíî, ùî àëãåáðà SHD ðîçâ'ÿçíà.



34

Ïðèêëàä 2. Iíòåãðîâíå ðiâíÿííÿ Êàâàëüêàíòå � Òåíåíáëàò (ÊÒ) (äèâ.

[69] òà [124], ñ.112)
ut = D2(u

−1/2
1 ) + u

3/2
1 .

Îñêiëüêè Φ−1/3 = −21/3u
−1/2
1 6∈ ImD, àëå ∇F (u

−1/2
1 ) ∈ ImD, â ñèëó Òå-

îðåìè 1.2.1 âîíî íå ìà¹ çàëåæíèõ âiä ÷àñó ñèìåòðié ïîðÿäêó âèùå 3.

Îá÷èñëåííÿ ñèìåòðié ç S(3)
CT ïîêàçó¹, ùî ¹äèíà çàëåæíà âiä t ñèìåòðiÿ

ðîçãëÿäóâàíîãî ðiâíÿííÿ � öå äèëàòàöiÿ D = xu1 + 3t(D2(u
−1/2
1 ) + u

3/2
1 ),

åêâiâàëåíòíà òî÷êîâié ñèìåòði¨ Ëi. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî AnnCT � êî-

ìóòàòèâíà àëãåáðà Ëi, ùî ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ ãåíåðàòîðiâ K−1 = 1,

K0 = u1, Kj = Rj(D2(u
−1/2
1 ) + u

3/2
1 ), j ∈ N, äå

R = u−1
1 D2 − 3u2

2u2
1
D − u3

2u2
1

+
3u2

2

4u3
1
−

u1 +
1

2
(D2(u

−1/2
1 ) + u

3/2
1 )D−1 ◦ u−3/2

1 u2

� ñïàäêîâèé îïåðàòîð ðåêóðñi¨ ðiâíÿííÿ ÊÒ (äèâ. [124], ñ.112).

Àëãåáðà Ëi SCT ëîêàëüíèõ óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié ðiâíÿííÿ ÊÒ ìà¹

íàñòóïíi êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ:

{Ki, Kj} = 0, i, j = −1, 0, 1, 2, . . . ,

{D, Kj} = (2j + 1)Kj, j = 0, 1, 2, . . . ,

{D, K−1} = 0.

Íà çàâåðøåííÿ çàóâàæèìî äëÿ ïîâíîòè âèêëàäó, ùî ç (1.15) âèïëèâà¹,

ùî ó âèïàäêó, êîëè Dt(Φ
−1/n) 6∈ ImD, i ôóíêöi¨ Φ−1/n òà Dt(Φ

−1/n) ëi-

íiéíî íåçàëåæíi ìiæ ñîáîþ íàä äîâiëüíèì ïîëåì T ôóíêöié ÷àñó t, òî,

î÷åâèäíî, ck(t) = 0, i îòæå ðiâíÿííÿ (1) âçàãàëi íå ìà¹ ëîêàëüíèõ óçà-

ãàëüíåíèõ ñèìåòðié ïîðÿäêó âèùå n + n0 − 2. ßñíî, ùî òàêèé âèïàäîê

ìîæëèâèé ëèøå ïðè n0 = 2. ßêùî ∂F/∂t = 0 i âñi óçàãàëüíåíi ñèìåòði¨

ðiâíÿííÿ (1) ïîðÿäêó íå âèùå n ¹ ïîëiíîìàìè ïî t, òî, ÿê ëåãêî ïåðåâi-

ðèòè, óìîâó ëiíiéíî¨ íåçàëåæíîñòi Φ−1/n i Dt(Φ
−1/n) ìîæíà âiäêèíóòè.

Çîêðåìà, äëÿ ðiâíÿíü (1) äðóãîãî ïîðÿäêó ñêàçàíå îçíà÷à¹, ùî êîëè

ôóíêöi¨ Φ−1/n i Dt(Φ
−1/n) ëiíiéíî íåçàëåæíi ìiæ ñîáîþ íàä äîâiëüíèì
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ïîëåì Tôóíêöié ÷àñó t iDt(Φ
−1/n) 6∈ ImD, âñi óçàãàëüíåíi ñèìåòði¨ òàêèõ

ðiâíÿíü åêâiâàëåíòíi òî÷êîâèì ñèìåòðiÿì Ëi àáî êîíòàêòíèì ñèìåòðiÿì.

Ïðèêëàä 3. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ, ùî îïèñó¹ ïðîöåñè ïîøèðåííÿ ðiäè-

íè â ïîðèñòîìó ñåðåäîâèùi, íåëiíiéíî¨ òåïëîïðîâiäíîñòi òà ií.,

ut = uu2 + u2
1.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî âîíî çàäîâîëüíÿ¹ âêàçàíi âèùå óìîâè i îòæå íå ìà¹

ëîêàëüíèõ óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié ïîðÿäêó âèùå 2. Ïîäàëüøå îá÷èñëåííÿ

ïîêàçó¹, ùî âñi éîãî óçàãàëüíåíi ñèìåòði¨ åêâiâàëåíòíi äîáðå âiäîìèì ç

[41] òî÷êîâèì ñèìåòðiÿì Ëi ∂t, ∂x, t∂t − u∂u, x∂x + 2u∂u.

1.3. Äåÿêi âëàñòèâîñòi àëãåáðè ñèìåòðié i ôîð-
ìàëüíèõ ñèìåòðié

Ëåãêî ïåðåâiðèòè (ïîð. [35], ñ.243, äëÿ âèïàäêó íåçàëåæíèõ âiä ÷àñó

ôîðìàëüíèõ ñèìåòðié), ùî êîìóòàòîð äâîõ ôîðìàëüíèõ ñèìåòðié ðàíãiâ

p i q çíîâó ¹ ôîðìàëüíîþ ñèìåòði¹þ ðàíãó íå íèæ÷å min(p, q), i îòæå

ìíîæèíà FSF,p óñiõ ôîðìàëüíèõ ñèìåòðié ðiâíÿííÿ (1) ðàíãó íå íèæ÷å

p ¹ àëãåáðîþ Ëi. Ó ïîâíié àíàëîãi¨ ç ñèìåòðiÿìè ÷åðåç FS(k)
F,p áóäåìî

ïîçíà÷àòè ìíîæèíó ôîðìàëüíèõ ñèìåòðié ñòåïåíÿ íå âèùå k i ðàíãó

íå íèæ÷å p ðiâíÿííÿ (1).Îá÷èñëåííÿ ãîëîâíîãî ÷ëåíà êîìóòàòîðà äâîõ

ôîðìàëüíèõ ñèìåòðié äà¹ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò:

Òâåðäæåííÿ 1.3.1 Íåõàé P,Q � ôîðìàëüíi ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ (1),

deg P = p, deg Q = q, i ðàíãè P i Q âèùå n. Â ñèëó Òâåðäæåííÿ 1.2.1

P = cp(t)F
p/n
∗ + P̃ i Q = dq(t)F

q/n
∗ + Q̃, deg P̃ < p, deg Q̃ < q.

Òîäi deg[P,Q] ≤ p+ q − n i

[P,Q] =
1

n
(pcp(t)ḋq(t)− qċp(t)dq(t))F

p+q−n
n

∗ + R̃, (1.17)

äå R̃ � äåÿêèé ôîðìàëüíèé ðÿä, deg R̃ < p+ q − n.
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Äîâåäåííÿ. Ç óìîâ äîâîäæóâàíîãî òâåðäæåííÿ òà ç Òâåðäæåííÿ 1.2.1

âèïëèâà¹, ùî P i Q ìàþòü âèãëÿä

P = P̃ +
p∑

j=p−n+1
cj(t)F

j/n
∗ +

1

n
D−1

(
ċp(t)Φ

−1/n − pcp(t)(Dt(Φ
−1/n)

)
F

p−n+1
n

∗ ,

Q = Q̃ +
q∑

j=q−n+1
dj(t)F

j/n
∗ +

1

n
D−1

(
ḋq(t)Φ

−1/n − qdq(t)Dt(Φ
−1/n)

)
F

q−n+1
n

∗ ,

äå cj(t), dj(t) � äåÿêi ôóíêöi¨ t, P̃, Q̃ � äåÿêi ôîðìàëüíi ðÿäè,

deg P̃ < p− n+ 1, deg Q̃ < q − n+ 1.

Ïiäñòàâëÿþ÷è îòðèìàíi âèðàçè äî [P,Q] i êîðèñòóþ÷èñü òèì, ùî â

ñèëó (1.10) [F
r/n
∗ , F

s/n
∗ ] = 0 äëÿ âñiõ öiëèõ r i s, äiñòà¹ìî

[P,Q] =

[
P̃ +

p∑
j=p−n+1

cj(t)F
j/n
∗ +

1

n
D−1

(
ċp(t)Φ

−1/n − pcp(t)Dt(Φ
−1/n)

)
F

p−n+1
n

∗ ,

Q̃ +
q∑

j=q−n+1
dj(t)F

j/n
∗ +

1

n
D−1

(
ḋq(t)Φ

−1/n − qdq(t)Dt(Φ
−1/n)

)
F

q−n+1
n

∗

]
=[

P̃ +
1

n
D−1

(
ċp(t)Φ

−1/n − pcp(t)Dt(Φ
−1/n)

)
F

p−n+1
n

∗ ,
q∑

j=q−n+1
dj(t)F

j/n
∗

]
+[

P̃ +
p∑

j=p−n+1
cj(t)F

j/n
∗ +

1

n
D−1

(
ċp(t)Φ

−1/n − pcp(t)Dt(Φ
−1/n)

)
F

p−n+1
n

∗ ,

Q̃ +
1

n
D−1

(
ḋq(t)Φ

−1/n − qdq(t)Dt(Φ
−1/n)

)
F

q−n+1
n

∗

]
.

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî âêëàä ç íàéâèùèì ñòåïåíåì D äî íàøîãî

êîìóòàòîðà äàäóòü äîäàíêè[
cp(t)F

p/n
∗ ,

1

n
D−1

(
ḋq(t)Φ

−1/n − qdq(t)Dt(Φ
−1/n)

)
F

q−n+1
n

∗

]
+[

1

n
D−1

(
ċp(t)Φ

−1/n − pcp(t)Dt(Φ
−1/n)

)
F

p−n+1
n

∗ , dq(t)F
q/n
∗

]
=[

cp(t)F
p/n
∗ ,

1

n
D−1

(
ḋq(t)Φ

−1/n − qdq(t)Dt(Φ
−1/n)

)]
F

q−n+1
n

∗ +[
1

n
D−1

(
ċp(t)Φ

−1/n − pcp(t)Dt(Φ
−1/n)

)
, dq(t)F

q/n
∗

]
F

p−n+1
n

∗ =
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1

n

(
pcp(t)ḋq(t)− qdq(t)ċp(t)

)
F

p+q−n
n

∗ + . . . .

Çâiäñè áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ íàøå òâåðäæåííÿ. �

Íàñëiäîê 1.3.1 Äëÿ âñiõ öiëèõ q ïðîñòîðè FS
(q)
F,r iíâàðiàíòíi âiäíîñíî

ïðè¹äíàíî¨ äi¨ FS
(n)
F,m, ÿêùî r > n i m > n.

Íàñëiäîê 1.3.2 Äëÿ âñiõ öiëèõ q ≤ n, r > n FS
(q)
F,r ¹ ïiäàëãåáðàìè â

àëãåáði Ëi FSF,r.

Êîðèñòóþ÷èñü Òâåðäæåííÿì 1.3.1, ìîæíà îòðèìàòè àíàëîãi÷íèé ðåçóëü-

òàò äëÿ óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié:

Òâåðäæåííÿ 1.3.2 Íåõàé P,Q � ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ (1), ordP = p,

ordQ = q, p, q > n + n0 − 2. Â ñèëó (1.7) ìà¹ìî ∂P/∂up = cp(t)Φ
p/n,

∂Q/∂uq = dq(t)Φ
q/n.

Òîäi ord{P,Q} ≤ p+ q − n i

{P,Q} =
1

n
(qċp(t)dq(t)− pcp(t)ḋq(t))Φ

p+q−n
n up+q−n + R̃, (1.18)

äå R̃ � äåÿêà ëîêàëüíà ôóíêöiÿ, ord R̃ < p+ q − n.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äóæêó Ëi R = {P,Q} äâîõ ñèìåòðié P i Q.

Î÷åâèäíî, ordR = degR∗ ≡ r, i ç (1.2) ìîæíà ëåãêî çíàéòè ∂R/∂ur: öÿ

âåëè÷èíà äîðiâíþ¹ ñóìi êîåôiöi¹íòiâ ïðè Dr â ïðàâié ñòîðîíi (1.2).

Î÷åâèäíî, ùî deg∇P (Q∗) ≤ q i deg∇Q(P∗) ≤ p. Áiëüøå òîãî, íåâàæêî

ïîêàçàòè (ïîð. [26], ñ.196 äëÿ âèïàäêó íåçàëåæíèõ âiä ÷àñó ñèìåòðié),

ùî ïðè n0 = 0, 1 i k ≥ n0 äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèìåòði¨ G ðiâíÿííÿ (1) ìà¹ìî

∂G/∂ui = ζi(x, t), i = max(n0, k − 1 + n0), . . . , k. Ñïðàâäi, äëÿ i = k öå

âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç (1.7). Ó âèïàäêó æ n0 = 0, ïiäñòàâëÿþ÷è âæå

äîâåäåíó ðiâíiñòü ∂G/∂uk = ζk(x, t) äî (1.9) ç l = k + n − 2, äiñòàíåìî

ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

n
∂F

∂un
D

(
∂G

∂uk−1

)
− (k − 1)

∂G

∂uk−1
D

(
∂F

∂un

)
= η(x, t),
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ðîçâ'ÿçóþ÷è ÿêå âiäíîñíî ∂G/∂uk−1, äiñòà¹ìî øóêàíèé ðåçóëüòàò.

Òàêèì ÷èíîì, deg∇P (Q∗) ≤ max(0, q + n0 − 2) i deg∇Q(P∗) ≤
max(0, p+ n0 − 2) äëÿ n0 = 0, 1 i p, q ≥ n0.

Çi ñêàçàíîãî i ç Òâåðäæåííÿ 1.3.1, çàñòîñîâàíîãî äî êîìóòàòîðà

[P∗, Q∗], âèïëèâà¹, ùî ïðè n0 = 0, 1 äëÿ p, q > n + n0 − 2 âêëàä íàé-

âèùîãî ñòåïåíÿ äî R∗ äà¹ êîìóòàòîð [P∗, Q∗]. Ïiäñòàâëÿþ÷è âåäó÷èé

÷ëåí öüîãî êîìóòàòîðà ç (1.17) äî R∗ òà iíòåãðóþ÷è ïî up+q−n, äiñòà¹ìî

äîâîäæóâàíå òâåðäæåííÿ.�

Íàñëiäîê 1.3.3 Äëÿ âñiõ öiëèõ k ≥ n+ n0 − 1 ïðîñòîðè S
(k)
F iíâàðiàí-

òíi âiäíîñíî ïðè¹äíàíî¨ äi¨ S
(n)
F , òîáòî äóæêà Ëi áóäü-ÿêî¨ ñèìåòði¨ ç

S
(k)
F ç áóäü-ÿêî¨ ñèìåòði¹þ ç S

(n)
F çíîâó íàëåæèòü äî S

(k)
F .

Ìà¹ ìiñöå òàêîæ íàñòóïíå

Òâåðäæåííÿ 1.3.3 S
(k)
F , k = 0, . . . , n, ¹ ïiäàëãåáðàìè àëãåáðè Ëi SF .

Äîâåäåííÿ. Äëÿ k = 0, 1 äîâîäæóâàíå òâåðäæåííÿ äîáðå âiäîìå i ëåãêî

ïåðåâiðÿ¹òüñÿ áåçïîñåðåäíiì îá÷èñëåííÿì äóæêè Ëi äâîõ ñèìåòðié. Äëÿ

k = 2, . . . , n + n0 − 2, ÿê i ïðè äîâåäåííi Òâåðäæåííÿ 1.3.2 çíàõîäèìî

ïîðÿäîê äóæêè Ëi R = {P,Q} äâîõ ñèìåòðié P i Q ïîðÿäêó k, êîðèñòó-

þ÷èñü òèì, ùî ordR = degR∗,ïðè÷îìó äëÿ îöiíêè ñòåïåíÿ êîìóòàòîðà

[P∗, Q∗] ïiäñòàâëÿ¹ìî äî íüîãî âèðàçè äëÿ P∗ i Q∗ ç Íàñëiäêó 1.2.1 i çíî-

âó âèêîðèñòîâó¹ìî êîìóòàòèâíiñòü äðîáîâèõ ñòåïåíiâ Fm/n
∗ äëÿ öiëèõ m.

Íàðåøòi, äëÿ k = n + n0 − 1, n äîâîäæóâàíèé ðåçóëüòàò áåçïîñåðåäíüî

âèïëèâà¹ ç Òâåðäæåííÿ 1.3.2. �

Òâåðäæåííÿ 1.3.2 äà¹ ðîçâ'ÿçîê â çàãàëüíîìó âèãëÿäi çàäà÷i ïðî "îöií-

êó çãîðè" (äèâ. [13], ñ.304) àëãåáðè Ëi SF ñèìåòðié ðiâíÿííÿ (1), à iíîäi

íàâiòü äîçâîëÿ¹ ïîâíiñòþ îïèñàòè ¨¨ ñòðóêòóðó. Â [13] äëÿ ÷àñòèííèõ

âèïàäêiâ ðiâíÿíü Êîðòåâåãà �äå Ôðiçà i Áþðãåðñà öþ òåîðåìó áóëî äîâå-

äåíî ïðÿìèì îá÷èñëåííÿì âiäïîâiäíèõ äóæîê Ëi, i ñàìå ¨¨ âèêîðèñòàííÿ â

êiíöåâîìó ïiäñóìêó äîçâîëèëî îïèñàòè ñòðóêòóðó âiäïîâiäíèõ àëãåáð SF .
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Íàñëiäîê 1.3.3 òàêîæ ìîæíà çàñòîñîâóâàòè äëÿ âèâ÷åííÿ ñòðóêòóðè

àëãåáðè SF , áî âií äîçâîëÿ¹ îïèñóâàòè ïðîñòîðè S
(k)
F ÿê S

(n)
F -ìîäóëi ç

ïðè¹äíàíîþ äi¹þ S
(n)
F .

Òâåðäæåííÿ 1.3.3 ¹ ÷àñòêîâèì óçàãàëüíåííÿì Òâåðäæåííÿ 10 ç [50],

ÿêå ñòâåðäæó¹, ùî äëÿ ðiâíÿííÿ (1) ç ∂F/∂t = 0, ùî âîëîäi¹ íåçàëåæíîþ

âiä ÷àñó t ôîðìàëüíîþ ñèìåòði¹þ íåíóëüîâîãî ñòåïåíÿ i íåñêií÷åííî-

ãî ðàíãó, ìíîæèíè AnnF

⋂
S

(k)
F , k ∈ N, ¹ ïiäàëãåáðàìè Ëi â SF i

dim(AnnF

⋂
S

(k)
F ) ≤ n+ k + 2.

Ðåçóëüòàò Òâåðäæåííÿ 1.3.3 ìà¹ íàñòóïíå öiêàâå çàñòîñóâàííÿ: îñêiëü-

êè ïðîñòîðè S(k)
F , k = 0, . . . , n, ¹ àëãåáðàìè Ëi, â òîìó âèïàäêó, êîëè öi

ïðîñòîðè ìiñòÿòü ñèìåòði¨, ùî íååêâiâàëåíòíi òî÷êîâèì ñèìåòðiÿì Ëi,

ìîæíà äåùî ñêîðîòèòè ñïèñêè ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1), iíâàðiàíòíèõ âiä-

íîñíî äi¨ åëåìåíòiâ àëãåáðè S(k)
F , ðîçãëÿäàþ÷è öi ðîçâ'ÿçêè ç òî÷íiñòþ äî

S
(k)
F -ñïðÿæåíîñòi (ïîð. Ðîçäië 3 ó [42], äå îïèñàíî àíàëîãi÷íó ïðîöåäóðó

äëÿ âèïàäêó ñèìåòðié Ëi).

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ Òâåðäæåííÿ 1.3.2. Íåõàé ðiâíÿííÿ

(1) ç
∂F

∂t
= 0 i n0 < 2 ìà¹ ìàñøòàáíó ñèìåòðiþ D = tF + h(x, u, u1).

Äàëi, íåõàé Kj, j = 0, 1, 2, 3, . . . � áàçèñ â AnnF , ïðè÷îìó áóäåìî ââà-

æàòè, ùî ordKi+1 > ordKi ≡ ki, ÿêùî ki ≥ n0. Íåõàé i0 � òàêå, ùî

äëÿ i > i0 ordKi > n + n0 − 2. Îñêiëüêè dim(AnnF

⋂
S

(1)
F ) ≤ n + 3 i

dim(AnnF

⋂
SF,k) ≤ 1 äëÿ k ≥ 2 (äèâ. [50], ñ.138), âèêîíàííÿ öèõ âèìîã

çàâæäè ìîæíà äîáèòèñÿ.

Â ñèëó Òâåðäæåííÿ 1.3.2 ïðè j > i0 ìà¹ìî

{D, Kj} = {h,Kj} =
kj

n
αj

(
∂F

∂un

)kj/n

ukj
+R̃j =

kj

n
Kj +Bj ∈ AnnF ,(1.19)

äå ñòàëi αj âèçíà÷àþòüñÿ ç ðiâíîñòi (1.7):
∂K

∂ukj

= αj

(
∂F

∂un

)kj
n

, ordBj < kj.

Äàëi, Bj =
j−1∑
i=0

bjiKi, bji = const, áî Bj ∈ AnnF , i ÿñíî, ùî äëÿ j ≤ i0

{D, Kj} =

i0∑
p=0

ajpKp, ajp = const. (1.20)
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Ðîçãëÿíåìî (1.19) äëÿ j = i0 + 1. Ñïðîáó¹ìî äîäàòè äî Ki0+1 ëiíiéíó

êîìáiíàöiþ Kj, j ≤ i0 òàê, ùîá ñèìåòðiÿ K ′
i0+1 = Ki0+1 +

i0∑
i=0

ηi0+1,iKi

çàäîâîëüíÿëà ðiâíÿííÿ {D, K ′
i0+1} = (ki0+1/n)K ′

i0+1.

Îñêiëüêè Kj ëiíiéíî íåçàëåæíi ìiæ ñîáîþ, öå ìà¹ ìiñöå òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ óìîâè

i0∑
j=0

ηi0+1,j(ajp − (ki0+1/n)δj,p) = −bi0+1,p,

ÿêi ìîæíà çàäîâîëüíèòè âèáîðîì ηi0+1,j, ÿêùî det(A − (ki0+1/n)E) 6= 0,

A ≡ ||ajp||, E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ.

Íàäàëi ââàæàòèìåìî óìîâó det(A − (ki0+1/n)E) 6= 0 âèêîíàíîþ i áåç

âòðàòè çàãàëüíîñòi çàìiíèìî Ki0+1 íà K ′
i0+1.

Ñïðîáó¹ìî òåïåð çäiéñíèòè àíàëîãi÷íó çàìiíó äëÿ Ki0+2. Ïîêëàäåìî

K ′
i0+2 = Ki0+2 +

i0+1∑
j=0

ηi0+2,iKi i áóäåìî âèìàãàòè âèêîíàííÿ ðiâíÿííÿ

{D, K ′
i0+2} = (ki0+2/n)K ′

i0+2.

Â ïîâíié àíàëîãi¨ ç ïðîâåäåíèì âèùå ðîçãëÿäîì äiñòàíåìî ñèñòåìó ëiíié-

íèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü íà ηi0+2,i:

i0∑
j=0

ηi0+2,j(ajp − (ki0+2/n)δj,p) + ηi0+2,i0+1(ki0+1 − ki0+2)/nδp,i0+1 = −bi0+2,p.

Âèçíà÷íèê ìàòðèöi öi¹¨ ñèñòåìè äîðiâíþ¹
(ki0+1 − ki0+2)

n
det(A− ki0+2

n
E),

i îòæå âîíà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çà óìîâè det(A − (ki0+2/n)E) 6= 0, áî

ki0+2 6= ki0+1. Òóò äëÿ ñêîðî÷åííÿ çàïèñó ìè äîâèçíà÷èëè ajp, ââàæàþ÷è,

ùî ajp = 0 ïðè p = i0 + 1.

Ïðîäîâæóþ÷è äàëi ïðîöåñ iíäóêöi¨, ìè äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî êîëè

ìàòðèöÿ A íå ìà¹ âëàñíèõ çíà÷åíü kj/n, j = i0 + 1, i0 + 2, . . ., çàâæäè

ìîæíà äîáèòèñü òîãî, ùîá

{D, Kj} = {h,Kj} = (kj/n)Kj, (1.21)
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òîáòî áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî êîæíå ç ðiâíÿíü utj =

Kj, j > i0, ìà¹ ìàñøòàáíó ñèìåòðiþ Dj = tj(kj/n)Kj + h.

Öèì óçàãàëüíåíî àíàëîãi÷íèé äîáðå âiäîìèé ðåçóëüòàò äëÿ âèïàäêó

h = αxu1+βu, α, β = const, ùî øèðîêî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïðè îá÷èñëåííi

íåçàëåæíèõ âiä ÷àñó ñèìåòðié ðiâíÿííÿ (1) ç n0 < 2, äëÿ ÿêîãî âèêî-

íóþòüñÿ íàâåäåíi âèùå óìîâè, çîêðåìà çàñîáàìè êîìï'þòåðíî¨ àëãåáðè.

Ñïðàâà â òîìó, ùî íàÿâíiñòü ìàñøòàáíî¨ ñèìåòði¨ äîçâîëÿ¹ ïðèïèñàòè

çìiííèì uj, x, t ïåâíå ãðàäóþâàííÿ, à öåé ðåçóëüòàò ãàðàíòó¹, ùî ïðè

çíàõîäæåííi íåçàëåæíèõ âiä ÷àñó ñèìåòðié ïîðÿäêó âèùå n + n0 − 2

ìîæíà áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi øóêàòè ëèøå ñèìåòði¨, îäíîðiäíi âiäíîñíî

öüîãî ãðàäóþâàííÿ, ùî çíà÷íî ñïðîùó¹ âiäïîâiäíi îá÷èñëåííÿ.

Íàø ðåçóëüòàò òàêîæ ìîæíà çàñòîñîâóâàòè äëÿ ñïðîùåííÿ îá÷èñëåíü

ïðè çíàõîäæåííi ñèìåòðié ðiâíÿííÿ (1) ç n0 < 2 â òèõ ñèòóàöiÿõ, êîëè h

ìà¹ âèãëÿä, âiäìiííèé âiä αxu1 + βu.

Êðiì òîãî, ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ D = tF + h(x, u, u1) � ¹äèíà çàëåæíà

âiä ÷àñó ëîêàëüíà óçàãàëüíåíà ñèìåòðiÿ ðiâíÿííÿ (1) ç ∂F/∂t = 0 i

n0 < 2, òîìó, ÿêùî âiäîìi êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ åëåìåíòiâ AnnF

(íàïðèêëàä, âäà¹òüñÿ äîâåñòè, ùî AnnF � êîìóòàòèâíà ïiäàëãåáðà â SF ,

ÿê öå ìà¹ ìiñöå äëÿ ïåðåâàæíî¨ áiëüøîñòi iíòåãðîâíèõ ðiâíÿíü (1)), âîíè

ðàçîì ç (1.20), (1.21) ïîâíiñòþ âèçíà÷àþòü ñòðóêòóðó àëãåáðè Ëi SF , ùî

¹ íàïiâïðÿìîþ ñóìîþ AnnF i îäíîâèìiðíî¨ àëãåáðè Ëi, íàòÿãíóòî¨ íà D.
Çîêðåìà, êîëè àëãåáðà Ëi S(1)

F

⋂
AnnF ðîçâ'ÿçíà, òî ðîçâ'ÿçíà i àëãåáðà

Ëi AnnF (äèâ. [42], ñ.393), à òîäi â ñèëó (1.20), (1.21) áóäå ðîçâ'ÿçíîþ i

âñÿ àëãåáðà Ëi SF .

1.4. Ñèìåòði¨ òà ôîðìàëüíi ñèìåòði¨ ñëàáêî äiàãî-
íàëiçîâíèõ ñèñòåì åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü

Ðîçãëÿíåìî s-êîìïîíåíòíó íåâèðîäæåíó ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíó (äèâ.

Âñòóï, ñ.15) ñèñòåìó åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü (5).
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�¨ ôîðìàëüíi ñèìåòði¨ ¹ ôîðìàëüíèìè ðÿäàìè ïî ñòåïåíÿõ D = ∂/∂x+
m∑

α=1

∞∑
i=0

uα
i+1∂/∂u

α
i , i êîåôiöi¹íòè öèõ ðÿäiâ ¹ s×s ìàòðè÷íîçíà÷íèìè ôóí-

êöiÿìè x, t, u, u1, . . . (äèâ. íàïð. [35], ñ.248).

Î÷åâèäíî, ùî âèçíà÷àëüíå ðiâíÿííÿ (3) äëÿ ôîðìàëüíèõ ñèìåòðié ií-

âàðiàíòíå âiäíîñíî "êàëiáðóâàëüíîãî" ïåðåòâîðåííÿ

R → R′ = TRT−1, F∗ → V, (1.22)

i éîãî ïåðåòâîðåíà ôîðìà

deg(∂R′/∂t+∇F (R′)− [V,R′]) ≤ deg V + deg R′ − p (1.23)

çðó÷íiøà äëÿ ïîäàëüøîãî àíàëiçó.

Ôîðìàëüíi ðÿäè T i V, ÿêi ç'ÿâëÿþòüñÿ ó öèõ ôîðìóëàõ, âèçíà÷åíî ó

Òâåðäæåííi 1 (äèâ. ñ.15 öi¹¨ äèñåðòàöi¨).

ßñíî, ùî êîëè ìàòðèöÿ Φ = ∂F/∂un íå çàëåæèòü âiä ÿêî¨ñü çi çìiííèõ

x, t, uα, . . . , uα
n, òî áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî ìàòðèöÿ Ω,

ùî äiàãîíàëiçó¹ Φ = ∂F/∂un, ìà¹ òàêó æ ñàìó âëàñòèâiñòü.

Êðiì òîãî, ç Òâåðäæåííÿ 3.1 [36] âèïëèâà¹, ùî êîëè ∂F α/∂t = 0, α =

1, . . . , s, çàâæäè ìîæíà ââàæàòè, ùî ∂T/∂t = 0.

Íàðåøòi, ëåãêî ïîêàçàòè, ùî êîëè ∂F α/∂x = 0, α = 1, . . . , s, òî áåç

âòðàòè çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî ∂T/∂x = 0.

Â ïîäàëüøîìó ìè çàâæäè áóäåìî ââàæàòè, ùî ìàòðèöþ Ω i ôîðìàëü-

íèé ðÿä T âèáðàíî òàê, ùî ìàþòü ìiñöå òðè íàâåäåíi âèùå ðåçóëüòàòè.

Íåõàé R′ ≡
r∑

j=−∞
ρ′jD

j. ßñíî, ùî deg(∂R′/∂t+∇F (R′)−[V,R′]) ≤ n+r,

äå r = deg R′ = deg R. ßêùî p > 0, òî ïðèðiâíþþ÷è äî íóëÿ êîåôiöi¹íò

ïðè Dr+n, îòðèìà¹ìî

[ρ′r,Λ] = 0. (1.24)

ßê äîáðå âiäîìî ç ëiíiéíî¨ àëãåáðè, îñêiëüêè ìàòðèöÿ Λ äiàãîíàëüíà i

λi 6= λj ïðè i 6= j, â ñèëó (1.24) ìàòðèöÿ ρ′r òàêîæ äiàãîíàëüíà.
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ßêùî p > 1, òî ïðèðiâíþþ÷è äî íóëÿ êîåôiöi¹íò ïðè Dr+n−1, ìà¹ìî

nΛD(ρ′r)− rρ′rD(Λ)− [ρ′r−1,Λ] = 0.

Áåðó÷è äiàãîíàëüíó i àíòèäiàãîíàëüíó ÷àñòèíè öüîãî ðiâíÿííÿ, äiñòà¹ìî

nΛD(ρ′r)− rρ′rD(Λ) = 0 (1.25)

[ρ′r−1,Λ] = 0. (1.26)

Îòæå, ìàòðèöi ρ′r,ρ
′
r−1, . . . êîìóòóþòü ç Λ. Áiëüøå òîãî, âîíè òàêîæ

êîìóòóþòü îäíà ç iíøîþ, áî óñi âîíè äiàãîíàëüíi. Òîìó äëÿ àíàëiçó ðiâ-

íÿííÿ (1.23) ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ìiðêóâàííÿ, àíàëîãi÷íi íàâåäåíèì

âèùå äëÿ âèïàäêó ñêàëÿðíîãî åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ (1). Ñëiä ëèøå

ïiäêðåñëèòè, ùî ïîòðiáíî âèêîðèñòîâóâàòè îçíà÷åííÿ äðîáîâèõ ñòåïåíiâ

ôîðìàëüíîãî ðÿäó V ç äiàãîíàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè, àíàëîãi÷íå äî íà-

âåäåíîãî â [36], ôîðìóëà (2.10), òîáòî êîåôiöi¹íòè öèõ äðîáîâèõ ñòåïåíiâ

a priori ïîâèííi âèáèðàòèñÿ äiàãîíàëüíèìè (ëåãêî ïîêàçàòè, ùî òàêèé ¨õ

âèáið çàâæäè ìîæëèâèé, ïîð. [36], ñ.14). Öå çàáåçïå÷ó¹ êîìóòàòèâíiñòü

äðîáîâèõ ñòåïåíiâ V, ÿêà ñóòò¹âî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â íàøèõ äîâåäåííÿõ.

Ñïðàâäi, çà ïîáóäîâîþ V = diag(V1, . . . ,Vs), Vj/n = diag(V
j/n
1 , . . . ,Vj,n

s ),

i îòæå [Vi/n,Vj/n] = diag([V
i/n
1 ,V

j/n
1 ], . . . , [V

i/n
s ,V

j/n
s ]) = 0, áî â ñèëó

(1.10) äðîáîâi ñòåïåíi ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ Va çi ñêàëÿðíèìè êîåôiöi¹íòà-

ìè êîìóòóþòü ìiæ ñîáîþ. Âiäïîâiäíî äî öüîãî âèçíà÷èìî êîðåíi n-ãî

ñòåïåíÿ ç äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi (íàïðèêëàä, Λ) òàê, ùîá âîíè òåæ áóëè

äiàãîíàëüíèìè ìàòðèöÿìè.

Ç ðiâíÿíü (1.25),(1.26) àíàëîãi÷íî âèïàäêó ñêàëÿðíîãî ðiâíÿííÿ (1)

çíàõîäèìî, ùî

ρ′r = cr(t)Λ
r/n, (1.27)

äå cr(t) � äîâiëüíà äiàãîíàëüíà s× s ìàòðèöÿ, ùî çàëåæèòü âiä t.

Ïðîâîäÿ÷è ïîäàëüøi ìiðêóâàííÿ çà àíàëîãi¹þ ç ñêàëÿðíèì âèïàäêîì

i âèêîðèñòîâóþ÷è êîìóòàòèâíiñòü äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü ρ′r,ρ
′
r−1, . . . i Λ,
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äiñòà¹ìî íàñòóïíi àíàëîãè Ëåìè 1.2.1, Íàñëiäêó 1.2.1, Òåîðåìè 1.2.1 òà

Òâåðäæåííÿ 1.2.1 äëÿ íåâèðîäæåíèõ ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíèõ ñèñòåì (5):

Ëåìà 1.4.1 Áóäü-ÿêó ôîðìàëüíó ñèìåòðiþ R ñòåïåíÿ r i ðàíãó p > 1

ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíî¨ ñèñòåìè (5) ç det Φ 6= 0 ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

R = R̃ +
r∑

j=r−min(p,n)+2

T−1dj(t)V
j/nT, (1.28)

äå R̃ � äåÿêèé ôîðìàëüíèé ðÿä, deg R̃ < r − min(p, n) + 2, dj(t) �

äiàãîíàëüíi s× s ìàòðèöi.

Òâåðäæåííÿ 1.4.1 Áóäü-ÿêó ôîðìàëüíó ñèìåòðiþ R ñòåïåíÿ r i

ðàíãó p > n ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíî¨ ñèñòåìè (5) ç det Φ 6= 0 ìîæíà

ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

R = R̃ +
r∑

j=r−n+1
T−1dj(t)V

j/nT + T−1
(

1

n
ḋr(t)D

−1(Λ−1/n)−
r

n
dr(t)D

−1(Dt(Λ
−1/n))

)
V

r−n+1
n T,

(1.29)

äå dj(t) � äåÿêi äiàãîíàëüíi s × s ìàòðèöi, à R̃ � äåÿêèé ôîðìàëüíèé

ðÿä, deg R̃ < r − n+ 1.

Íàñëiäîê 1.4.1 Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèìåòði¨ G ïîðÿäêó k > n + n0 − 2

ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíî¨ ñèñòåìè (5) ç det Φ 6= 0

G∗ = N +
k∑

j=k−n+1
T−1cj(t)V

j/nT + T−1
(

1

n
ċk(t)D−1(Λ−1/n) −

k

n
ck(t)D−1(Dt(Λ

−1/n))

)
V

k−n+1
n T,

(1.30)

äå cj(t) � äåÿêi äiàãîíàëüíi s × s ìàòðèöi, à N � äåÿêèé ôîðìàëüíèé

ðÿä, deg N < k − n+ 1.

Äëÿ n0 ≤ k ≤ n+ n0 − 2

G∗ = N +
k∑

j=n0

T−1cj(t)V
j/nT, deg N < n0. (1.31)
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Òåîðåìà 1.4.1 ßêùî äëÿ âñiõ âëàñíèõ çíà÷åíü λi ìàòðèöi Φ λ
−1/n
i 6∈

ImD, à ∇F (λ
−1/n
i ) ∈ ImD, òî íåâèðîäæåíà ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíà ñèñ-

òåìà (5) ç
∂F

∂t
= 0 íå ìà¹ çàëåæíèõ âiä ÷àñó ñèìåòðié ïîðÿäêó âèùå n.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïðåäñòàâëåííÿ (1.30) äëÿ G∗. Îñêiëüêè óçà-

ãàëüíåííÿ ïðàâèëà Ëåéáíiöà äëÿ äîâiëüíîãî s ∈ Z ìà¹ âèãëÿä ([42], ñ.583)

Ds(f(x, t, u, . . .)g(x, t, u, . . .)) =
∞∑

j=0

s(s− 1) . . . (s− j + 1)

j!
Dj(f)Ds−j(g),

ç (1.30) î÷åâèäíî, ùî êîëè äëÿ âëàñíîãî çíà÷åííÿ λi ìàòðèöi Φ ìà¹ìî

λ
−1/n
i 6∈ ImD, à ∇F (λ

−1/n
i ) ∈ ImD, âèðàç äëÿ G∗, à îòæå i äëÿ G, ñòàíå

íåëîêàëüíèì, áî "ïåðåòâîðåííÿ ïîäiáíîñòi" çà äîïîìîãîþ ðÿäó T íå ìîæå

ëiêâiäóâàòè öþ íåëîêàëüíiñòü, àëå, ç iíøîãî áîêó, âîíî íå ïðèçâåäå äî

ïîÿâè íîâèõ íåëîêàëüíîñòåé. Î÷åâèäíî, ùî ïîÿâè öi¹¨ íåëîêàëüíîñòi

ìîæíà óíèêíóòè ëèøå ó âèïàäêó, êîëè (ċk(t))ii = 0, äå Aij ïîçíà÷à¹ (i, j)-

é ìàòðè÷íèé åëåìåíò ìàòðèöi A. Îñêiëüêè ìàòðèöÿ ck(t) äiàãîíàëüíà,

òî ç óìîâè (ċk(t))ii = 0 äëÿ âñiõ i = 1, . . . , s âèïëèâà¹, ùî ċk(t) = 0.

Ïîäàëüøi ìiðêóâàííÿ öiëêîì àíàëîãi÷íi ñêàëÿðíîìó âèïàäêó, îñêiëüêè

Ëåìà 1.2.3 î÷åâèäíî çàñòîñîâíà i äî ìàòðè÷íîçíà÷íî¨ ôóíêöi¨ ck(t). �

Ïðèêëàä. Ðîçãëÿíåìî iíòåãðîâíó ñèñòåìó Âàäàòi � Êîííî � Iøiêàâè

(äèâ. [123] òà [124], ñ.122-123)

ut = D2(u(1 + uv)−1/2),

vt = −D2(v(1 + uv)−1/2).

Äëÿ íå¨ λi çàëåæàòü ëèøå âiä u i v, òîìó ÿñíî, ùî λ−1/2
i 6∈ ImD. Îäíàê

∇F (λ
−1/2
i ) ∈ ImD, i îòæå ðîçãëÿäóâàíà ñèñòåìà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè Òåî-

ðåìè 1.4.1, à òîìó âîíà íå ìà¹ çàëåæíèõ âiä t óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié ïî-

ðÿäêó âèùå 2. Îá÷èñëåííÿ ñèìåòðié ïîðÿäêiâ 0, . . . , 2 ïîêàçó¹, ùî ¹äèíîþ

çàëåæíîþ âiä t ëîêàëüíîþ óçàãàëüíåíîþ ñèìåòði¹þ öi¹¨ ñèñòåìè ¹ äèëàòà-

öiÿ D = (xu1+2tD2(u(1+uv)−1/2))∂/∂u+(xv1−2tD2(v(1+uv)−1/2))∂/∂v,

ÿêà åêâiâàëåíòíà òî÷êîâié ñèìåòði¨ Ëi.
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Íàâåäåìî òåïåð óçàãàëüíåííÿ Òâåðäæåíü 1.3.1 i 1.3.2 òà Íàñëiäêiâ

1.3.1 i 1.3.2 íà âèïàäîê íåâèðîäæåíèõ ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíèõ ñèñòåì (5):

Òâåðäæåííÿ 1.4.2 Íåõàé P,Q � ôîðìàëüíi ñèìåòði¨ íåâèðîäæåíî¨

ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíî¨ ñèñòåìè (5), deg P = p, deg Q = q, i ðàíãè P

i Q âèùå n. Ç Òâåðäæåííÿ 1.4.1 âèïëèâà¹, ùî P = T−1cp(t)V
p/nT + P̃ i

Q = T−1dq(t)V
p/nT + Q̃, deg P̃ < p, deg Q̃ < q.

Òîäi deg[P,Q] ≤ p+ q − n i

[P,Q] = −T−1 1

n
(qċp(t)dq(t)− pcp(t)ḋq(t))V

p+q−n
n T + R̃, (1.32)

äå R̃ � äåÿêèé ôîðìàëüíèé ðÿä, deg R̃ < p+ q − n.

Íàñëiäîê 1.4.2 Äëÿ íåâèðîäæåíî¨ ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíî¨ ñèñòåìè

ïðîñòîðè FS
(q)
F,r iíâàðiàíòíi âiäíîñíî ïðè¹äíàíî¨ äi¨ FS

(n)
F,m äëÿ âñiõ

öiëèõ q, ÿêùî r > n i m > n.

Íàñëiäîê 1.4.3 Äëÿ íåâèðîäæåíî¨ ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíî¨ ñèñòåìè

ïðîñòîðè FS
(q)
F,r äëÿ âñiõ öiëèõ q ≤ n, r > n ¹ ïiäàëãåáðàìè Ëi â FSF,r.

Òâåðäæåííÿ 1.4.3 Íåõàé P,Q � ñèìåòði¨ íåâèðîäæåíî¨ ñëàáêî äiàãî-

íàëiçîâíî¨ ñèñòåìè (5), ordP = p, ordQ = q, p, q > n + n0 − 2. Â ñèëó

(1.27) ìà¹ìî ∂P/∂up = Ω−1cp(t)Λ
p/nΩ, ∂Q/∂uq = Ω−1dq(t)Λ

q/nΩ.

Òîäi ord{P,Q} ≤ p+ q − n i

{P,Q} =
1

n
Ω−1(qċp(t)dq(t)− pcp(t)ḋq(t))Λ

p+q−n
n Ωup+q−n + R̃, (1.33)

äå R̃ � äåÿêà ëîêàëüíà âåêòîð-ôóíêöiÿ, ord R̃ < p+ q − n.

Äîâåäåííÿ öèõ ðåçóëüòàòiâ çäiéñíþ¹òüñÿ ó íàñòóïíèé ñïîñiá: ñïî÷à-

òêó ïåðåõîäèìî âiä ðÿäiâ P òà Q äî P′ = TPT−1 òà Q′ = TQT−1 (ó

äîâåäåííi Òâåðäæåííÿ 1.4.3 âiäïîâiäíî âiä P∗ òà Q∗ äî P′ = TP∗T
−1 òà

Q′ = TQ∗T
−1) i îá÷èñëþ¹ìî âåäó÷èé ÷ëåí êîìóòàòîðà [P′,Q′] àíàëîãi÷íî

ñêàëÿðíîìó âèïàäêó, àëå ç âèêîðèñòàííÿì Òâåðäæåííÿ 1.4.1 òà Íàñëiäêó

1.4.1 çàìiñòü Òâåðäæåííÿ 1.2.1 òà Íàñëiäêó 1.2.1, à òàêîæ íàñòóïíî¨ ëåìè:
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Ëåìà 1.4.2 Íåõàé äëÿ çàëèøêîâîãî ÷ëåíà R̃ ó Òâåðäæåííi 1.4.1 ÷è Ëå-

ìi 1.4.1 ìà¹ìî R̃′ = TR̃T−1 ≡ κDp + . . ., p = r − n äëÿ Òâåðäæåííÿ

1.4.1, p = r −min(p, n) + 1 äëÿ Ëåìè 1.4.1. [κ,Λ] = 0.

Äîâåäåííÿ ëåìè. Ðîçãëÿíåìî R̃ ç Òâåðäæåííÿ 1.4.1 (ó âèïàäêó Ëåìè

1.4.1 âñå àíàëîãi÷íî). Ïiäñòàâèìî

TRT−1 = R̃′+
r∑

j=r−n+1

dj(t)V
j/n+

1

n
D−1

(
ḋr(t)Λ

−1/n− rdr(t)Dt(Λ
−1/n)

)
V

r−n+1
n

äî (1.23). Çáèðàþ÷è êîåôiöi¹íòè ïðè Dr ó öüîìó ðiâíÿííi òà êîðèñòóþ-

÷èñü êîìóòàòèâíiñòþ äðîáîâèõ ñòåïåíiâ Vj/n, äiñòàíåìî [Λ, κ] = 0, ùî i

ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè. �

Ïiñëÿ öüîãî â ïîâíié àíàëîãi¨ çi ñêàëÿðíèì âèïàäêîì çíàõîäèìî âå-

äó÷èé ÷ëåí êîìóòàòîðà [P,Q] (àáî [P∗, Q∗]), êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëîþ

[P,Q] = T−1[P′,Q′]T, ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Ïðîiëþñòðó¹ìî öþ ñõåìó íà ïðèêëàäi äîâåäåííÿ Òâåðäæåííÿ 1.4.2. Â

ñèëó Òâåðäæåííÿ 1.4.1 ìà¹ìî íàñòóïíi ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ P′ i Q′:

P′ = P̃′ +

p∑
j=p−n+1

cj(t)V
j/n +

1

n
D−1

(
ċp(t)Λ

−1/n − pcp(t)(Dt(Λ
−1/n)

)
V

p−n+1
n ,

Q′ = Q̃′ +

q∑
j=q−n+1

dj(t)V
j/n +

1

n
D−1

(
ḋq(t)Λ

−1/n − qdq(t)Dt(Λ
−1/n)

)
V

q−n+1
n ,

äå cj(t), dj(t) � äåÿêi s × s ìàòðèöi, P̃′, Q̃′ � äåÿêi ôîðìàëüíi ðÿäè,

deg P̃′ < p− n+ 1, deg Q̃′ < q − n+ 1.

Ïiäñòàâëÿþ÷è îòðèìàíi âèðàçè äî [P′,Q′] i êîðèñòóþ÷èñü òèì, ùî

[Vr/n, Vs/n] = 0 äëÿ âñiõ öiëèõ r i s, äiñòà¹ìî

[P′,Q′] =

[
P̃′ +

p∑
j=p−n+1

cj(t)V
j/n +

1

n
D−1

(
ċp(t)Λ

−1/n − pcp(t)Dt(Λ
−1/n)

)
V

p−n+1
n ,

Q̃′ +
q∑

j=q−n+1
dj(t)V

j/n +
1

n
D−1

(
ḋq(t)Λ

−1/n − qdq(t)Dt(Λ
−1/n)

)
V

q−n+1
n

]
=
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P̃′ +

1

n
D−1

(
ċp(t)Λ

−1/n − pcp(t)Dt(Λ
−1/n)

)
V

p−n+1
n ,

q∑
j=q−n+1

dj(t)V
j/n

]
+[

P̃′ +
p∑

j=p−n+1
cj(t)V

j/n +
1

n
D−1

(
ċp(t)Λ

−1/n − pcp(t)Dt(Λ
−1/n)

)
V

p−n+1
n ,

Q̃′ +
1

n
D−1

(
ḋq(t)Λ

−1/n − qdq(t)Dt(Λ
−1/n)

)
V

q−n+1
n

]
.

Òåïåð íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî, îñêiëüêè â ñèëó Ëåìè 1.4.2 ñòàðøi êîå-

ôiöi¹íòè ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ P̃′ i Q̃′ êîìóòóþòü ç Λ, â ïîâíié àíàëîãi¨ çi

ñêàëÿðíèì âèïàäêîì âêëàä ç íàéâèùèì ñòåïåíåì D äî íàøîãî êîìóòà-

òîðà äàäóòü ÷ëåíè[
cp(t)V

p/n,
1

n
D−1

(
ḋq(t)Λ

−1/n − qdq(t)Dt(Λ
−1/n)

)
V

q−n+1
n

]
+[

1

n
D−1

(
ċp(t)Λ

−1/n − pcp(t)Dt(Λ
−1/n)

)
V

p−n+1
n , dq(t)V

q/n

]
=

[
cp(t)V

p/n,
1

n
D−1

(
ḋq(t)Λ

−1/n − qdq(t)Dt(Λ
−1/n)

)]
V

q−n+1
n +[

1

n
D−1

(
ċp(t)Λ

−1/n − p

n
cp(t)Dt(Λ

−1/n)
)
, dq(t)V

q/n

]
V

p−n+1
n =

1

n

(
pcp(t)ḋq(t)− qdq(t)ċp(t)

)
V

p+q−n
n + . . . .

Îñêiëüêè [P,Q] = T−1[P′,Q′]T, çâiäñè áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ Òâåð-

äæåííÿ 1.4.2. �

Íà çàâåðøåííÿ çàçíà÷èìî, ùî Òâåðäæåííÿ 1.3.3 ìà¹ ìiñöå äëÿ äîâiëü-

íèõ íåâèðîäæåíèõ ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíèõ ñèñòåì (5) ïðè n0 = 0, 1.

Ñïðàâäi, äëÿ k = 0 öåé ðåçóëüòàò äîâîäèòüñÿ øëÿõîì áåçïîñåðå-

äíüî¨ ïåðåâiðêè. Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê k ≥ n0. Â ïîâíié àíàëî-

ãi¨ ç âèïàäêîì ñêàëÿðíîãî ðiâíÿííÿ (1) äîâîäèòüñÿ, ùî deg∇P (Q∗) ≤
max(0, q+n0−2) i deg∇Q(P∗) ≤ max(0, p+n0−2) äëÿ n0 = 0, 1 i p, q ≥ n0.

Çâiäñè â ñèëó (1.2) ÿñíî, ùî ïðè k ≥ n0 ordR = degR∗ = deg[Q∗, P∗], äå

R = {P,Q}, P,Q ∈ S
(k)
F . Ïîäàëüøà îöiíêà deg[Q∗, P∗] ç âèêîðèñòàííÿì
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ïðè k < n ïðåäñòàâëåíü (1.31) äëÿ P∗ i Q∗, à òàêîæ Ëåìè 1.4.2, à ïðè

k = n � Òâåðäæåííÿ 1.4.2, íåãàéíî äà¹ íàì äîâîäæóâàíèé ðåçóëüòàò.

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî îòðèìàíi âèùå ðåçóëüòàòè ìîæíà äîñèòü

åôåêòèâíî çàñòîñîâóâàòè äëÿ îïèñó ñòðóêòóðè îïåðàòîðiâ ðåêóðñi¨.

Ïðàêòè÷íî âñi âiäîìi íà ñüîãîäíi îïåðàòîðè ðåêóðñi¨ åâîëþöiéíèõ ñè-

ñòåì (5) ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä:

R =
k∑

i=0

aiD
i +

p∑
j=1

Gj ⊗D−1 ◦ γj, (1.34)

äå ai � äåÿêi s×s-ìàòðè÷íîçíà÷íi, à Gj, γj � s-êîìïîíåíòíi ëîêàëüíi ôóí-

êöi¨, ïðè÷îìó Gj i γj ¹ âiäïîâiäíî ñèìåòðiÿìè i êîñèìåòðiÿìè (îçíà÷åííÿ

îñòàííiõ äèâ. íàïð. ó [124], ñ.66) ñèñòåìè (5).

ßêùî ñòðóêòóðó íåëîêàëüíî¨ ÷àñòèíè R â øèðîêîìó êëàñi âèïàäêiâ

äîñèòü ëåãêî îïèñàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè Ðîçäiëiâ 4 i 6 ðîáîòè

[124], çíàõîäæåííÿ ai çà äîïîìîãîþ âiäîìèõ ìåòîäiâ (áåçïîñåðåäíüîãî

ðîçâ'ÿçóâàííÿ âèçíà÷àëüíîãî ðiâíÿííÿ äëÿ îïåðàòîðà ðåêóðñi¨ ÷è ïåðå-

áîðó äîäàíêiâ ïåâíî¨ "âàãè" ó âèïàäêó ìàñøòàáíî iíâàðiàíòíèõ ñèñòåì)

ïîòðåáó¹ äîñèòü çíà÷íîãî îáñÿãó îá÷èñëåíü. Îñêiëüêè îïåðàòîð ðåêóðñi¨

¹ ôîðìàëüíîþ ñèìåòði¹þ íåñêií÷åííîãî ðàíãó, âèêîðèñòàííÿ îòðèìàíèõ

íàìè âèùå ðåçóëüòàòiâ äîçâîëÿ¹ çíà÷íî ñïðîñòèòè öi îá÷èñëåííÿ.

Äëÿ äîâiëüíîãî ôîðìàëüíîãî ðÿäó H =
m∑

j=−∞
hiD

i ïîçíà÷èìî H≥r =

m∑
j=r

hiD
i. Òîäi çà Òåîðåìîþ 1.4.1 ó âèïàäêó k ≥ n− 1 äiñòà¹ìî

R≥k−n+1 =
k∑

i=k−n+1
aiD

i =
k∑

j=k−n+1

(
T−1dj(t)V

j/nT
)
≥k−n+1 +(

T−1
(

1

n
ḋk(t)D−1(Λ−1/n)− k

n
dk(t)D−1(Dt(Λ

−1/n))

)
V

k−n+1
n T

)
≥k−n+1

.

(1.35)

Çàçíà÷èìî, ùî êîëè âiäîìî, ùî îïåðàòîð ðåêóðñi¨ íå çàëåæèòü ÿâíî

âiä ÷àñó t, dj(t) ó (1.35) ¹ ñòàëèìè, ùî äàëi ñïðîùó¹ éîãî çíàõîäæåííÿ.
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Ó äîñèòü òèïîâîìó âèïàäêó k = n− 1 ôîðìóëà (1.35) äà¹ ïîâíèé îïèñ

ñòðóêòóðè äèôåðåíöiàëüíî¨ ÷àñòèíè
k∑

i=0
aiD

i îïåðàòîðà ðåêóðñi¨. Â òàêî-

ìó ðàçi ïiäñòàíîâêà (1.34) ç âiäîìèìèGj, γj òà
k∑

i=0
aiD

i ç (1.35) äî (4) ïiñëÿ

ïðèðiâíþâàííÿ äî íóëÿ êîåôiöi¹íòiâ ïðè ñòåïåíÿõ D äà¹ ñèñòåìó çâè÷àé-

íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íà dj(t) (àáî àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü íà ñòàëi

äiàãîíàëüíi s× s ìàòðèöi dj ó âèïàäêó, êîëè R íå çàëåæèòü ÿâíî âiä t).

Ðîçãëÿíåìî, íàïðèêëàä, öèëiíäðè÷íå ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà � äå Ôðiçà

(äèâ. íàïð. [124], ñ.111)

ut = u3 + uu1 − u/(2t),

îïåðàòîð ðåêóðñi¨ ÿêîãî ìà¹ k = 2 i íåëîêàëüíó ÷àñòèíó (tu1/3+1/6)D−1.

Îñêiëüêè öå ðiâíÿííÿ ñêàëÿðíå, ìà¹ìî T = 1, V = F∗, i (1.35) äà¹

2∑
i=0

aiD
i = c2(t)(D

2 + 2u/3) + c1(t)D + (x/3)ċ2(t) + c0(t).

Ïiäñòàíîâêà R = c2(t)(D
2 +2u/3)+c1(t)D+(x/3)ċ2(t)+c0(t)+(tu1/3+

1/6)D−1 äî (4) i ïðèðiâíþâàííÿ äî íóëÿ êîåôiöi¹íòiâ ïðè ñòåïåíÿõ D

äàþòü íàñòóïíó (ïåðåâèçíà÷åíó) ñèñòåìó ðiâíÿíü íà cj(t):

ċ2(t) = 1, ċ0(t) = 0, ċ1(t) = 0, c2(t) = t, c1(t) = 0,

ðîçâ'ÿçóþ÷è ÿêó i âiäêèäàþ÷è òðèâiàëüíèé ÷ëåí c0(t) = const, ìè äiñòà-

¹ìî âiäîìèé îïåðàòîð ðåêóðñi¨ öèëiíäðè÷íîãî ðiâíÿííÿ ÊäÔ

R = t(D2 + 2u/3) + x/3 + (tu1/3 + 1/6)D−1.

Âèñíîâêè äî Ðîçäiëó 1

Â ïåðøîìó ïiäðîçäiëi Ðîçäiëó 1 ïðîâåäåíî àíàëiç ñòðóêòóðè çàãàëüíî-

ãî ðîçâ'ÿçêó âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü (1.5) äëÿ ëîêàëüíèõ óçàãàëüíåíèõ
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ñèìåòðié äîâiëüíîãî (1+1)-âèìiðíîãî ñêàëÿðíîãî åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ

ut = F (x, t, u, . . . , un), n ≥ 2.

Ç âèêîðèñòàííÿì öèõ ðåçóëüòàòiâ â äðóãîìó ïiäðîçäiëi îòðèìàíî ôîð-

ìóëè äëÿ êiëüêîõ ïåðøèõ âåäó÷èõ ÷ëåíiâ ôîðìàëüíèõ ñèìåòðié òà ïîõi-

äíèõ Ôðåøå óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié òàêèõ ðiâíÿíü, à òàêîæ çíàéäåíî äî-

ñòàòíþ óìîâó âiäñóòíîñòi ó òàêîãî ðiâíÿííÿ çàëåæíèõ âiä ÷àñó ñèìåòðié

ïîðÿäêó âèùå n äëÿ âèïàäêó ∂F/∂t = 0. Ç äîïîìîãîþ öi¹¨ äîñòàòíüî¨

óìîâè ïîâíiñòþ îïèñàíî àëãåáðè Ëi ëîêàëüíèõ óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié

ðiâíÿííÿ Ãàðði Äèìà, ðiâíÿííÿ Êàâàëüêàíòå � Òåíåíáëàò òà ðiâíÿííÿ

íåëiíiéíî¨ òåïëîïðîâiäíîñòi ut = uu2 + u2
1.

Â òðåòüîìó ïiäðîçäiëi çíàéäåíî ôîðìóëó äëÿ âåäó÷îãî ÷ëåíà êîìóòà-

òîðà äâîõ ôîðìàëüíèõ ñèìåòðié ðàíãó âèùå n äëÿ äîâiëüíîãî ðiâíÿííÿ

ut = F (x, t, u, . . . , un), n ≥ 2. Êîðèñòóþ÷èñü öi¹þ ôîðìóëîþ, ìè çíà-

éøëè âåäó÷èé ÷ëåí äóæêè Ëi äâîõ ëîêàëüíèõ óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié

äîñòàòíüî âèñîêîãî ïîðÿäêó òàêîãî ðiâíÿííÿ (Òâåðäæåííÿ 1.3.1) i ïîêà-

çàëè, ùî ïðîñòîðè S(k)
F ñèìåòðié ïîðÿäêó íå âèùå k ¹ ïiäàëãåáðàìè Ëi

ó SF äëÿ k = 0, . . . , n (Òâåðäæåííÿ 1.3.2). Âiäçíà÷èìî, ùî Òâåðäæåí-

íÿ 1.3.1 äà¹ ðîçâ'ÿçîê âiäîìî¨ çàäà÷i ïðî "îöiíêó çãîðè" (äèâ. [12] òà [13],

ñ.304) àëãåáðè Ëi SF äëÿ äîâiëüíîãî ðiâíÿííÿ (1), â òîé ÷àñ ÿê àíàëîãi-

÷íi ðåçóëüòàòè â ëiòåðàòóði áóëî äîâåäåíî ëèøå äëÿ äåÿêèõ êîíêðåòíèõ

ðiâíÿíü (íàïðèêëàä, â [12] � äëÿ ðiâíÿíü Áþðãåðñà i ÊäÔ).

Íàðåøòi, â ÷åòâåðòîìó ïiäðîçäiëi îòðèìàíî óçàãàëüíåííÿ ïåðåëi÷åíèõ

âèùå ðåçóëüòàòiâ íà âèïàäîê íåâèðîäæåíèõ ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíèõ ñè-

ñòåì (1+1)-âèìiðíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè Ðîçäiëó 1 îïóáëiêîâàíî â ðîáîòàõ [48, 117].



52

ÐÎÇÄIË 2

Ïðî çàëåæíiñòü

ñèìåòðié åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü âiä x i t

Âñòóï

Â çíà÷íié êiëüêîñòi çàñòîñóâàíü âèêîðèñòîâóþòüñÿ åâîëþöiéíi ðiâíÿííÿ

(1) i ñèñòåìè (5), êîåôiöi¹íòè ÿêèõ íå çàëåæàòü âiä x i t. Çîêðåìà, öå

ñïðàâåäëèâî äëÿ ïåðåâàæíî¨ áiëüøîñòi âiäîìèõ ïðèêëàäiâ iíòåãðîâíèõ

ðiâíÿíü i ñèñòåì (1), (5).

Íà îñíîâi îòðèìàíèõ â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi ðåçóëüòàòiâ, à òàêîæ çà-

ãàëüíèõ Òåîðåì 3.1 i 3.2 ñòàòòi À.Â. Øàïîâàëîâà òà I.Â. Øèðîêîâà [58]

ïðî ñòðóêòóðó óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié òðàíñëÿöiéíî-iíâàðiàíòíèõ ñèñòåì

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ1 íàì âäàëîñÿ îòðèìàòè â

öüîìó ðîçäiëi ðÿä òâåðäæåíü, ùî äîñòàòíüî ïîâíî îïèñóþòü çàëåæíiñòü

âiä t i x óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié ðiâíÿíü (1) i íåâèðîäæåíèõ ñëàáêî äi-

àãîíàëiçîâíèõ ñèñòåì (5), iíâàðiàíòíèõ âiäíîñíî çñóâiâ ïî öèõ çìiííèõ.

Âèêîðèñòàííÿ öèõ ðåçóëüòàòiâ äîçâîëèëî, çîêðåìà, çíàéòè âñi óçàãàëüíå-

íi ñèìåòði¨ ñèñòåìè Áàêiðîâà.

Êðiì òîãî, äëÿ âèïàäêó iíòåãðîâíèõ ðiâíÿíü (1) i íåâèðîäæåíèõ ñëàá-

êî äiàãîíàëiçîâíèõ ñèñòåì (5) ç íåçàëåæíèìè âiä t êîåôiöi¹íòàìè íàì

âäàëîñÿ îòðèìàòè äîñòàòíi óìîâè âiäñóòíîñòi ó íèõ ïîëiíîìiàëüíèõ ïî t

(çà âèíÿòêîì ñòàöiîíàðíèõ) ëîêàëüíèõ óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié äîñòàòíüî
1Ïðèìiòêà. Äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ, íà ÿêå ñïèðàþòüñÿ äîâåäåííÿ öèõ òåîðåì â [58], � õèáíå. Â

ïiäðîçäiëi 1 öüîãî ðîçäiëó ìè íàâîäèìî ñòðîãå i êîðåêòíå äîâåäåííÿ öèõ ðåçóëüòàòiâ.
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âèñîêîãî ïîðÿäêó, ùî â ñâîþ ÷åðãó, äîçâîëèëî çàïðîïîíóâàòè åôåêòèâíó

ñõåìó çíàõîäæåííÿ âñiõ íåñòàöiîíàðíèõ ëîêàëüíèõ óçàãàëüíåíèõ ñèìå-

òðié òàêèõ ðiâíÿíü i ñèñòåì, i, çîêðåìà, çíàéòè ç ¨¨ äîïîìîãîþ âñi òàêi

ñèìåòði¨ äëÿ ìîäèôiêîâàíîãî ðiâíÿííÿ ÊäÔ, ïîòåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ÊäÔ i ìÊäÔ, ðiâíÿííÿ Êàëîäæåðî � Äåãàñïåðiñà � Ôîêàøà òà ñèñòåìè

Õiðîòè � Ñàöóìè.

2.1. Ïðî ñòðóêòóðó óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié òðàíñ-
ëÿöiéíî-iíâàðiàíòíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ

2.1.1. Îñíîâíi îçíà÷åííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ÄÐ×Ï

Fν(x, u, . . . , u(d)) = 0, ν = 1, . . . , f, (2.1)

äå u = u(x) = (u1, . . . , un)T � íåâiäîìà âåêòîð-ôóíêöiÿ m íåçàëåæíèõ

çìiííèõ x = (x1, . . . , xm); u(s) ïîçíà÷à¹ ñóêóïíiñòü ïîõiäíèõ u ïî x ïî-

ðÿäêó s; T ïîçíà÷à¹ òðàíñïîíóâàííÿ ìàòðèöi.

Îçíà÷åííÿ 2.1.1 (äèâ. [42], ñ.371�372). Äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð Q

âèãëÿäó

Q =
m∑

i=1

ξi(x, u, . . . , u
(q))∂/∂xi +

n∑
α=1

ηα(x, u, . . . , u(q))∂/∂uα (2.2)

íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíîþ ñèìåòði¹þ ïîðÿäêó q ñèñòåìè ÄÐ×Ï (2.1),

ÿêùî éîãî ïðîäîâæåííÿ prQ àíóëþ¹ (2.1) íà ìíîæèíi M (äîñòàòíüî

ãëàäêèõ) ðîçâ'ÿçêiâ (2.1):

prQ[Fν] |M= 0, ν = 1, . . . , f. (2.3)

Ïîçíà÷èìî Sym àëãåáðó Ëi íàä ïîëåì C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë2 (âiäíî-

ñíî ò.çâ. äóæêè Ëi [, ] [42], ñ.387) óñiõ óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié íåâiä'¹ìíèõ
2Ïðèìiòêà. Íàñïðàâäi âñþäè â äàíîìó ïiäðîçäiëi (îêðiì ïðèêëàäó) C ìîæíà çàìiíèòè äîâiëüíèì

àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíèì ïîëåì K, áî Íàñëiäîê 1 Òåîðåìè 3′ ç §2 Ðîçäiëó VIII [15], ÿêèé âèêîðèñòî-

âó¹òüñÿ â äîâåäåííi Òåîðåìè 2.1.1, çàëèøà¹òüñÿ âiðíèì i â öüîìó âèïàäêó.
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ïîðÿäêiâ ñèñòåìè (2.1), Sym(q) � ëiíiéíèé ïðîñòið óçàãàëüíåíèõ ñèìå-

òðié ïîðÿäêó íå âèùå q ñèñòåìè (2.1), Symq ≡ Sym(q)/Sym(q−1) (q 6= 0),

Sym0 ≡ Sym(0). Äëÿ ñèñòåì ÄÐ×Ï ìàêñèìàëüíîãî ðàíãó Sym0 � ïiä-

àëãåáðà Ëi ó Sym [42],ñ.161. Óçàãàëüíåíi ñèìåòði¨ ñèñòåìè (2.1), ùî íà-

ëåæàòü Sym0 (òîáòî ëi¨âñüêi ñèìåòði¨) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê âåêòîðíi

ïîëÿ íà ìíîãîâèäi 0-äæåòiâ M (0) (äèâ. Ðîçäië 2 ó [42]) ç ëîêàëüíèìè êî-

îðäèíàòàìè zA: zi = xi, i = 1, . . . ,m, zm+α = uα, α = 1, . . . , n (iíäåêñè

A,B,C,D, . . . ïðîáiãàòèìóòü òóò i íàäàëi âiä 1 äî m + n, ∂A ≡ ∂/∂zA).

Áiëüøå òîãî, äóæêà Ëi äâîõ ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié ñèñòåìè (2.1) Q1,Q2 ñïiâ-

ïàäà¹ ç êîìóòàòîðîì âiäïîâiäíèõ âåêòîðíèõ ïîëiâ.

Íà çàâåðøåííÿ ââåäåìî ùå íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ:

à) Op � ëiíiéíèé ïðîñòið óñiõ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ âèãëÿäó

(2.2) äîâiëüíîãî ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó q = 0, 1, 2, . . .;

á) OpA1,...,Ag
� ïðîñòîðè îïåðàòîðiâ, ÿêi ìîæíà îòðèìàòè ç åëåìåíòiâ

Op, ïîêëàâøè zA1
= 0, . . . , zAg

= 0 â ¨õ êîåôiöi¹íòàõ.

2.1.2. ßâíi ôîðìóëè äëÿ ñèìåòðié. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà

Òåîðåìà 2.1.1 Íåõàé V � ëiíiéíèé ïiäïðîñòið Sym, V (r) ≡
V
⋂
Sym(r), v(r) ≡ dimV (r), A1, . . . , Ag � ôiêñîâàíi öiëi ÷èñëà ç äiàïà-

çîíó 1, . . . ,m + n; g ≤ m + n, Ai 6= Aj, ÿêùî i 6= j. Íåõàé òàêîæ

äëÿ äåÿêîãî q1 v
(q
1
) <∞ i äëÿ áóäü-ÿêî¨ óçàãàëüíåíî¨ ñèìåòði¨ Q ∈ V (q

1
)

ñèñòåìè (2.1) ∂Q/∂zAs
∈ V, s = 1, . . . , g.

Òîäi â êîæíîìó ç ïiäïðîñòîðiâ V (q), q = 0, . . . , q1, iñíó¹ áàçèñ ëiíiéíî

íåçàëåæíèõ óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié Q
(q,γ)
l , l = 1, . . . , r

(q)
γ , γ = 1, . . . , ρ(q)

(ρ(q) ≤ v(q),
∑ρ(q)

γ=1 r
(q)
γ = v(q)) âèãëÿäó

Q
(q,γ)
l = exp(

g∑
s=1

λ(q,As)
γ zAs

)

k
(q,A1)
γ −1∑
j1=0

. . .

k
(q,Ag)
γ −1∑
jg=0

(zA1
)j1(zA2

)j2 . . . (zAg
)jgC

(q,γ)
l,j1,...,jg

,(2.4)

äå C
(q,γ)
l,j1,...,jg

� äåÿêi ëiíiéíi äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè ç OpA1,...,Ag
ïîðÿäêó
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q àáî íèæ÷å; λ
(q,As)
γ ∈ C � äåÿêi êîíñòàíòè, à k

(q,As)
γ , s = 1, . . . , g � äåÿêi

ôiêñîâàíi öiëi ÷èñëà ç äiàïàçîíó 1, . . . , r
(q)
γ .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Q
(s)
1 , . . . ,Q

(s)
vs � äåÿêèé áàçèñ ó Vs, äå Vs = V (s)/V (s−1),

s 6= 0, V0 = V (0). Çãiäíî óìîâ òåîðåìè ∂Q
(s)
l /∂zAi

¹ óçàãàëüíåíè-

ìè ñèìåòðiÿìè ñèñòåìè (2.1), ùî, î÷åâèäíî, íàëåæàòü äî V (s) (àëå íå

îáîâ'ÿçêîâî äî Vs). Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòî-

ðiâ ∂/∂zAi
ìà¹ ñêií÷åííîâèìiðíi (áî v(s) ≤ v(q1) äëÿ s ≤ q1) iíâàðiàí-

òíi ïðîñòîðè V (s), s = 0, . . . , q1. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç G(s,Ai) ñêií÷åííîâè-

ìiðíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð, ùî ¹ çîáðàæåííÿì ∂/∂zAi
íà V (s). Îñêiëüêè

∂2Q
(s)
l /∂zAi

∂zAj
= ∂2Q

(s)
l /∂zAj

∂zAi
, òîáòî îïåðàòîðè ∂/∂zAi

, ∂/∂zAj
êî-

ìóòóþòü, êîìóòóþòü i ¨õíi çîáðàæåííÿ:

G(s,Ai)G(s,Aj) = G(s,Aj)G(s,Ai), i, j = 1, . . . , g, s = 0, . . . , q1. (2.5)

Îòæå, çãiäíî Íàñëiäêó 1 Òåîðåìè 3′ ç §2 Ðîçäiëó VIII [15], ïðîñòið

V (q) (q ≤ q1) ìîæíà ðîçêëàñòè â ïðÿìó ñóìó òàêèõ ñïiëüíèõ iíâàðiàí-

òíèõ ïðîñòîðiâ I(q)
γ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ G(q,A1), . . . ,G(q,Ag), ùî ìiíiìàëüíi

ïîëiíîìè G(q,As) íà I(q)
γ áóäóòü ìàòè âèãëÿä

(G(q,As) − λ(q,As)
γ )k

(q,As)
γ = 0 (2.6)

äëÿ äåÿêèõ λ(q,As)
γ ∈ C i k(q,As)

γ (k(q,As)
γ � ôiêñîâàíi öiëi ÷èñëà ç ìíîæèíè

1, . . . , r
(q)
γ , äå r(q)

γ ïîçíà÷à¹ ðîçìiðíiñòü ïðîñòîðó I
(q)
γ ), γ = 1, . . . , ρ(q),

s = 1, . . . , g. Ùîá óíèêíóòè íåîäíîçíà÷íîñòi ó âèçíà÷åííi ïðîñòîðiâ I(q)
γ ,

íàêëàäåìî òàêó âèìîãó: çîáðàæåííÿ îïåðàòîðiâ G(q,Ai) íà êîæíîìó I(q)
γ ,

i = 1, . . . , g ïîâèííî áóòè íåðîçêëàäíèì.

Öåé ôàêò äîçâîëÿ¹ íàì îáìåæèòèñÿ ðîçãëÿäîì îäíîãî r(q)
γ -âèìiðíîãî

ïiäïðîñòîðó V (q) I
(q)
γ V (q) i äåÿêîãî áàçèñó Q

(q,γ)
l , l = 1, . . . , r

(q)
γ â íüî-

ìó. Íåõàé R(q,γ) ≡ (Q
(q,γ)
1 ,Q

(q,γ)
2 , . . . ,Q

(q,γ)

r
(q)
γ

)T i G
(q,As)
γ ïîçíà÷à¹ îáìåæåííÿ

G(q,As) íà I(q)
γ .
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Òîäi ìà¹ìî

∂R(q,γ)

∂zAi

= G(q,Ai)
γ R(q,γ),

äå ìè îòîòîæíèëè îïåðàòîð G
(q,Ai)
γ ç éîãî ìàòðèöåþ â áàçèñi Q

(q,γ)
l , l =

1, . . . , r
(q)
γ .

Êîæíà òàêà ñèñòåìà ñóìiñíà, áî ìàòðèöi G
(q,Ai)
γ êîìóòóþòü â ñèëó (2.5),

i ¨¨ çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âèãëÿä

R(q,γ) = exp(

g∑
i=1

G(q,Ai)
γ zAi

) C(q,γ), (2.7)

äå C(q,γ) �r(q)
γ -âèìiðíèé âåêòîð ç äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ç OpA1,...,Ag

ïîðÿäêó íå âèùå q, òîáòî êîåôiöi¹íòè öèõ îïåðàòîðiâ íå çàëåæàòü âiä

zA1
, . . . , zAg

. Â ñèëó (2.6) ìà¹ìî

exp(G
(q,Ai)
γ zAi

) ≡ exp(λ
(q,Ai)
γ zAi

) exp((G
(q,Ai)
γ − λ

(q,Ai)
γ )zAi

) =

= exp(λ
(q,Ai)
γ zAi

)
∑k

(q,Ai)
γ −1

s=0
(zAi

)s

s! (G
(q,As)
γ − λ

(q,Ai)
γ )s.

(2.8)

Ïiäñòàíîâêà (2.8) äî (2.7) äà¹ ôîðìóëè (2.4). �

Çàóâàæåííÿ 1. ×àñòî (íàïðèêëàä, ÿêùî V � iäåàë â Sym àáî ÿêùî V �

ïiäàëãåáðà Ëi â Sym, ùî ìiñòèòü ∂/∂zAi
àáî åêâiâàëåíòíi ¨ì óçàãàëüíåíi

ñèìåòði¨) äîñòàòíüîþ óìîâîþ äëÿ òîãî, ùîá ∂Q/∂zAs
∈ V, s = 1, . . . , g

(êîëè Q ∈ V (q
1
)) ¹ iñíóâàííÿ ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié ∂/∂zAs

, s = 1, . . . , g ó

ñèñòåìè (2.1), áî ∂Q/∂zA = [∂/∂zA,Q] i äóæêà Ëi äâîõ óçàãàëüíåíèõ

ñèìåòðié ñèñòåìè (2.1) çíîâ ¹ óçàãàëüíåíîþ ñèìåòði¹þ öi¹¨ ñèñòåìè (äèâ.

íàïð. [42], ñ.388).

Çàóâàæåííÿ 2. Â óìîâi Òåîðåìè 2.1.1 ìîæíà ïîêëàñòè q1 = ∞, âðà-

õóâàâøè, ùî çà ïîáóäîâîþ V (∞) ≡ V i çàìiíèâøè âèìîãó v(q1) < ∞
íàñòóïíîþ: vq <∞ äëÿ âñiõ q = 0, 1, . . ., äå vq � öå ðîçìiðíiñòü Vq.

Çàóâàæåííÿ 3. ßêùî V = Sym(0), v(0) < ∞ i ñèñòåìà (2.1) äîïóñêà¹

ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ ∂/∂zA, A = 1, . . . ,m+ n, Òåîðåìà 2.1.1 äîçâîëÿ¹ çíàéòè
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çàëåæíiñòü âñiõ ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié âiä óñiõ çìiííèõ x, u, òîáòî çâåñòè çà-

äà÷ó çíàõîäæåííÿ óñiõ ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié ñèñòåìè (2.1) äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ

ñèñòåìè àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü ó ïîâíié àíàëîãi¨ çi çâåäåííÿì ÄÐ×Ï äî

àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü â òåîði¨ êâàçiòî÷íîðîçâ'ÿçíèõ ìîäåëåé.

Îòæå, ÿêùî óìîâè Òåîðåìè 2.1.1 âèêîíàíî, ìîæíà áåç âòðàòè çàãàëüíî-

ñòi øóêàòè âñi óçàãàëüíåíi ñèìåòði¨ ñèñòåìè (2.1) ç ïðîñòîðó V (q) (q ≤ q1)

ó âèãëÿäi

Q = exp(

g∑
s=1

λ(q,As)zAs
)

v(q)−1∑
j1=0

. . .

v(q)−1∑
jg=0

(zA1
)j1(zA2

)j2 . . . (zAg
)jgCj1,...,jg

, (2.9)

äå λ(q,As) ∈ C, à Cj1,...,jg
� öå äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè ç OpA1,...,Ag

ïîðÿä-

êó q àáî íèæ÷å. Òàêèì ÷èíîì, ïiäñòàíîâêà (2.9) äî (2.3) äà¹ ðiâíÿííÿ

íà êîåôiöi¹íòè îïåðàòîðiâ Cj1,...,jg
, i ÿêùî âäà¹òüñÿ çíàéòè óñi íåçàëåæíi

ðîçâ'ÿçêè öèõ ðiâíÿíü, ïiäñòàíîâêà ¨õ ó (2.9) äàñòü óñi ëiíiéíî íåçàëå-

æíi óçàãàëüíåíi ñèìåòði¨ ñèñòåìè (2.1) ç V (q), q ≤ q1. Iíàêøå êàæó÷è,

ìè çíàéøëè â ÿâíîìó âèãëÿäi çàëåæíiñòü êîåôiöi¹íòiâ óñiõ óçàãàëüíåíèõ

ñèìåòðié ñèñòåìè (2.1) ç V (q
1
) âiä çìiííèõ zA1

, . . . , zAg
.

Ïðèêëàä. Íåõàé m = 2, n = 1, u1 ≡ u, x = (x1 ≡ t, x2 ≡ x) (2.1) � öå

ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà � äå Ôðiçà

∂u/∂t = u3 + uu1, (2.10)

äå ìè ïîâåðíóëèñÿ äî ïîçíà÷åííÿ ç Ðîçäiëó 1 ul = ∂lu/∂xl, Op � ëiíiéíèé

ïðîñòið äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ âèãëÿäó (2.2) ç ξi ≡ 0, ïðè÷îìó ¨õíié

êîåôiöi¹íò η ≡ η1, êîòðèé íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòèêîþ ñèìåòði¨ (äèâ.

[42], ñ.374), çàëåæèòü ëèøå âiä x, u, u1, u2, . . ., àëå íå âiä t; V = Op
⋂
Sym.

Âiäîìî (äèâ. íàïð. [32]), ùî äëÿ òàêîãî V vq ≤ 1 ïðè q = 1, 2, . . ., i ùî

åëåìåíòè V íå çàëåæàòü âiä x. Îòæå, ∀Q ∈ V ìà¹ìî

{Q, u1} = ∂Q/∂x = 0. (2.11)
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Ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà � äå Ôðiçà ìà¹ ñèìåòðiþ G = (tu1 + 1)∂/∂u, ùî

âiäïîâiäà¹ iíâàðiàíòíîñòi âiäíîñíî ïåðåòâîðåíü Ãàëiëåÿ (äèâ. íàïð. [26],

ñ.188). Ç (2.11) âèïëèâà¹, ùî (äèâ. òàì æå) ∀Q ∈ V {Q,G} = −∂Q/∂u.
ßñíî, ùî ∂{Q,G}/∂t = 0, i îòæå {Q,G} ∈ V (q), ÿêùî Q ∈ V (q). Òàêèì

÷èíîì, ïðîñòið V (q) iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî ∂/∂u, i â ñèëó Òåîðåìè 2.1.1

óñi éîãî åëåìåíòè ¹ êâàçiïîëiíîìàìè ïî u ïîðÿäêó íå âèùå v(q)−1. Îòæå,

õàðàêòåðèñòèêà óçàãàëüíåíî¨ ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ (2.10) ç V (q) ¹ ëiíiéíîþ

êîìáiíàöi¹þ âèðàçiâ âèãëÿäó

η = exp(λu)
v(q)−1∑
j=0

ηj(u1, . . . , uq)u
j, λ ∈ C. (2.12)

Îñêiëüêè (äèâ. [26], ñ.189) äëÿ áóäü-ÿêî¨ óçàãàëüíåíî¨ ñèìåòði¨ Q ∈ V

ïîðÿäêó q ≥ 0 ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà � äå Ôðiçà ∂η/∂uq = const, â (2.12)

λ = 0, òîáòî óçàãàëüíåíi ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà � äå Ôðiçà ïîðÿäêó

q ≥ 0 ç ïðîñòîðó V ¹ ïîëiíîìàìè ïî u ñòåïåíÿ íå âèùå, íiæ v(q) − 1.

Ðîçãëÿíóòèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî äëÿ çàñòîñóâàííÿ Òåîðåìè 2.1.1 íå

îáîâ'ÿçêîâî, ùîá îïåðàòîð Q = ∂/∂zA, ùî çàëèøà¹ ïðîñòið V iíâàðiàí-

òíèì, áóâ ñèìåòði¹þ Ëi ñèñòåìè ÄÐ×Ï (2.1).

Âiäçíà÷èìî, ùî ðåçóëüòàò Òåîðåìè 2.1.1 ìîæíà óçàãàëüíèòè. À ñàìå,

âèìîãó, ùîá ∂Q/∂zAi
∈ V , i = 1, . . . , g äëÿ áóäü-ÿêîãî Q ∈ V , ìîæíà

çàìiíèòè íàñòóïíîþ: iñíó¹ g âåêòîðíèõ ïîëiâ Ks =
∑m+n

A=1 ω
(s)
A (z)∂/∂zA,

s = 1, . . . , g, òàêèõ, ùî [Ki,Kj] = 0 äëÿ óñiõ i, j = 1, . . . , g, [Ki,Q] ∈ V

äëÿ áóäü-ÿêîãî Q ∈ V , i = 1, . . . , g, i â òî÷öi çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ

ìíîãîâèäó M (0) rank ‖ω(s)
A ‖A=1,m+n,s=1,g= g. Ñïðàâäi, ó öüîìó âèïàäêó

iñíó¹ [59] òàêà çàìiíà êîîðäèíàò íàM (0) (ÿêà, îäíàê, ìîæå áóòè çàäàíîþ

ëèøå ëîêàëüíî â êîæíié êàðòi M (0), àëå íå ãëîáàëüíî) z → z′, ùî â

íîâèõ êîîðäèíàòàõ Ks = ∂/∂z′As
, As ∈ {1, . . . ,m + n}, s = 1, . . . , g i

[Ki,Q] = ∂Q/∂z′Ai
∈ V, i = 1, . . . , g äëÿ áóäü-ÿêîãî Q ∈ V , òîáòî ìè

ïîâåðòà¹ìîñÿ äî ñèòóàöi¨, ðîçãëÿíóòî¨ â Òåîðåìi 2.1.1.
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Íà çàâåðøåííÿ çàóâàæèìî, ùî õî÷à ðåçóëüòàò Òåîðåìè 2.1.1 áóëî

ñôîðìóëüîâàíî â [58] ó âèãëÿäi Òåîðåì 3.1 òà 3.2 (îêðåìî äëÿ çñóâiâ ïî íå-

çàëåæíèõ i çàëåæíèõ çìiííèõ i äëÿ ÷àñòèííîãî âèïàäêó V ⊂ Sym/Triv,

äå Triv � ïðîñòið òðèâiàëüíèõ ñèìåòðié ñèñòåìè (2.1), òîáòî òàêèõ

ñèìåòðié, ÿêi çíèêàþòü íà ìíîæèíi ðîçâ'ÿçêiâ (2.1)), àëå äîâåäåííÿ öèõ

òåîðåì ó [58] áàçó¹òüñÿ íà ïîìèëêîâîìó òâåðäæåííi ïðî òå, ùî êiëüêà

êîìóòóþ÷èõ ìàòðèöü ìîæíà îäíî÷àñíî çâåñòè äî æîðäàíîâî¨ íîðìàëü-

íî¨ ôîðìè. Íàñïðàâäi äëÿ äîâåäåííÿ ïîòðiáåí äåùî iíøèé ðåçóëüòàò

ïðî ñòðóêòóðó ñïiëüíèõ iíâàðiàíòíèõ ïðîñòîðiâ òàêèõ ìàòðèöü, à ñàìå

Íàñëiäîê 1 Òåîðåìè 3′ ç §2 Ðîçäiëó VIII [15], i êîðåêòíå äîâåäåííÿ òâåð-

äæåíü, ñôîðìóëüîâàíèõ â [58], íàñêiëüêè íàì âiäîìî, äîñi áóëî âiäñóòí¹

â ëiòåðàòóði (éîãî áóëî îïóáëiêîâàíî àâòîðîì öi¹¨ äèñåðòàöi¨ â [115]).

Ïîêàæåìî íà ïðèêëàäi õèáíiñòü òâåðäæåííÿ ïðî ìîæëèâiñòü îäíî÷à-

ñíîãî ïðèâåäåííÿ êîìóòóþ÷èõ ìàòðèöü äî æîðäàíîâî¨ íîðìàëüíî¨ ôîð-

ìè. Ðîçãëÿíåìî ïàðó êîìóòóþ÷èõ ìàòðèöü

A =


0 1 0

0 0 1

0 0 0

 , B =


0 0 1

0 0 0

0 0 0

 .

Ìàòðèöþ A âæå çâåäåíî äî æîðäàíîâî¨ íîðìàëüíî¨ ôîðìè, òîìó çàëèøà-

¹òüñÿ çâåñòè äî íå¨ ìàòðèöþ B ïåðåòâîðåííÿì ïîäiáíîñòi B′ = TBT−1.

Â ñèëó ¹äèíîñòi æîðäàíîâî¨ íîðìàëüíî¨ ôîðìè ìàòðèöi A î÷åâèäíî,

ùî ìàòðèöÿ T ïîâèííà êîìóòóâàòè ç A, ùîá çáåðåãòè ¨¨ æîðäàíîâó íîð-

ìàëüíó ôîðìó. Çàãàëüíèé âèãëÿä òàêî¨ ìàòðèöi äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

T =


λ σ ρ

0 λ σ

0 0 λ

 .

Àëå äëÿ òàêèõ T ìà¹ìî B′ = TBT−1 = B, i îòæå ìàòðèöþ B íå ìîæíà

çâåñòè äî æîðäàíîâî¨ íîðìàëüíî¨ ôîðìè îäíî÷àñíî ç A, ùî i äîâîäèòü

õèáíiñòü ðîçãëÿäóâàíîãî òâåðäæåííÿ.
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2.2. Çàëåæíiñòü âiä t ñèìåòðié åâîëþöiéíèõ ðiâ-
íÿíü

Íåõàé G � ñèìåòðiÿ ïîðÿäêó k ≥ n0 ðiâíÿííÿ (1) ç ∂F/∂t = 0.

Ðåçóëüòàò iíòåãðóâàííÿ (1.9) òà (1.7) òîäi ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

G = G1(x, t, u, . . . , uk) +G0(x, t, u, u1), (2.13)

äå G0 ãðà¹ ðîëü ñòàëî¨ iíòåãðóâàííÿ. Äëÿ n0 = 0 G0 = G0(x, t) i äëÿ

n0 = 1 G0 = G0(x, t, u). Áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi ââàæàòèìåìî íàäàëi,

ùî G1 çíèêà¹, ÿêùî cj(t) ≡ 0, j = n0, . . . , k. Îòæå, â ñèëó (1.9) ìîæíà

ïîäàòè G1 ó âèãëÿäi

G1 =
k∑

p=n0

[p−n0
n−1 ]∑
r=0

ζp,r(x, u, u1, . . . , uk)∂rcp/∂t
r. (2.14)

Ïiäñòàíîâêà (2.13) äî (1.1) äà¹

∂G0/∂t+ {F,G0} = R, (2.15)

äå R = −∂G1/∂t− {F,G1}.
Çàóâàæèìî, ùî, îñêiëüêè G1 îòðèìàíî iíòåãðóâàííÿì ôóíêöié (1.9),

ùî çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (1.5) ç l = n+n0−1, . . . , n+k−1, ordR ≤ n+

n0−2. Ç iíøîãî áîêó, áåçïîñåðåäíÿ ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî

H(x, t, u, u1), òàêîãî, ùî ïðè n0 ≤ 1 ∂H/∂uj = 0, j = n0, . . . , 1, ìà¹ìî

ord{F,H} ≤ n+ n0 − 2.

Äèôåðåíöiþþ÷è (2.15) ïî t i ïiäñòàâëÿþ÷è ∂G0/∂t ç (2.15) äî îòðèìà-

íîãî ðiâíÿííÿ, äiñòà¹ìî

∂2G0/∂t
2 − {F, {F,G0}} = ∂R/∂t− {F,R}. (2.16)

ßê âèïëèâà¹ ç (2.15), (2.16), i âèùåíàâåäåíèõ ìiðêóâàíü,

∂{F,G0}/∂us = ∂R/∂us, s = n0, . . . , n+ n0 − 2 (2.17)
∂{F, {F,G0}}

∂us
= ∂(∂R/∂t− {F,R})/∂us, s = n0, . . . , n+ n0 − 2. (2.18)

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà
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Ëåìà 2.2.1 [31]. ßêùî dimS
(1)
F <∞, òî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè

∂{F,K}/∂us = 0, s = 2, 3, . . . , (2.19)

∂{F, {F,K}}/∂us = 0, s = 2, 3, . . . . (2.20)

â êëàñi ëîêàëüíèõ ôóíêöié K, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó ordK ≤ 1, ¹

ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ (ç çàëåæíèìè âiä ÷àñó t êîåôiöi¹íòàìè) äåÿêî¨

ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi m̃F ëiíiéíî íåçàëåæíèõ (íàä äîâiëüíèì ïîëåì T
ôóíêöié ÷àñó t) ðîçâ'ÿçêiâ.

Äîâåäåííÿ ëåìè. Ó [31] ïîêàçàíî, ùî òâåðäæåííÿ ëåìè ïðî ñêií÷åííîâè-

ìiðíiñòü íàä T ïðîñòîðó ðîçâ'ÿçêiâ (2.19), (2.20) çà óìîâè dimS
(1)
F < ∞

ñïðàâåäëèâå âæå äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ïiäñèñòåìè (2.19) ðîçãëÿäóâàíî¨ ñè-

ñòåìè äëÿ âñiõ F , çà âèíÿòêîì êiëüêîõ îñîáëèâèõ âèïàäêiâ i òèõ F ,

ÿêi ìîæíà îòðèìàòè ç öèõ âèïàäêiâ êîíòàêòíèìè ïåðåòâîðåííÿìè.

Îäíàê òàì æå ïîêàçàíî, ùî äëÿ âêàçàíèõ îñîáëèâèõ âèïàäêiâ ïiäïðîñòið

ïðîñòîðó ðîçâ'ÿçêiâ ïiäñèñòåìè (2.19), óòâîðåíèé òèìè ðîçâ'ÿçêàìè, ùî

çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (2.20), âæå ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì íàä T. �

Öiêàâî, ùî â [31] öþ ëåìó â ÿâíîìó âèãëÿäi ñôîðìóëüîâàíî íå áóëî.

Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ (2.17), (2.18) íå ìiñòÿòü ïîõiäíèõ G0 ïî t, ÷à-

ñòèííèé ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (2.17), (2.18) ìîæíà ïîäàòè ó

âèãëÿäi G0 =
k∑

p=n0

[p−n0
n−1 ]+2∑
r=0

ηp,r(x, u, u1)∂
rcp/∂t

r, äå äëÿ n0 ≤ 1
∂ηp,r

∂uj
= 0,

j = n0, . . . , 1.

Â ñâîþ ÷åðãó, çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (2.17), (2.18) ìîæíà, î÷å-

âèäíî, ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

G0 =

mF∑
j=1

dj(t)Hj +
k∑

p=n0

[p−n0
n−1 ]+1∑
r=0

ηp,r(x, u, u1)∂
rcp/∂t

r,

äå dj(t) � äîâiëüíi ôóíêöi¨ t, mF � êiëüêiñòü ëiíiéíî íåçàëåæíèõ (íàä

äîâiëüíèì ïîëåì T ôóíêöié ÷àñó t) ëîêàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè

∂K/∂uj = 0, ∂{F,K}/∂uj = 0, ∂{F, {F,K}}/∂uj = 0, j = n0, n0 + 1, . . . ,
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à Hq, q = 1, . . . ,mF � äåÿêèé áàçèñ â ïðîñòîði òàêèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Öÿ

ñèñòåìà ìiñòèòü (2.19), (2.20) ÿê ïiäñèñòåìó, i îòæå, ÿêùî dimS
(1)
F <∞,

òî i mF ≤ m̃F <∞.

Îá'¹äíóþ÷è öåé ðåçóëüòàò ç (2.13), (2.14), ìè áà÷èìî, ùî G ìîæíà

ïîäàòè ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

G =

mF∑
j=1

dj(t)Hj +
k∑

p=n0

[p−n0
n−1 ]+2∑
r=0

γp,r(x, u, . . . , uk)∂rcp/∂t
r, (2.21)

Òàêèì ÷èíîì, G ìîæå ìiñòèòè ùîíàéáiëüøåN (k)
F ≡ mF +

k∑
p=n0

([p−n0

n−1 ]+3)

äîâiëüíèõ ôóíêöié ÷àñó t (dj(t), ∂rcp/∂t
r), i îòæå ðîçìiðíiñòü ïðîñòîðó

S
(k)
F íàä äîâiëüíèì ïîëåì T ôóíêöié ÷àñó t íå ïåðåâèùó¹ N (k)

F , ÿêùî

dimS
(1)
F < ∞. Â ñèëó Ëåìè 1 ñòàòòi [31] dimC S

(k)
F = dimT S

(k)
F äëÿ

äîâiëüíîãî ïîëÿ T ôóíêöié t, i îòæå ìà¹ ìiñöå

Òåîðåìà 2.2.1 ßêùî dimS
(1)
F <∞ i ∂F/∂t = 0, òî äëÿ âñiõ k ≥ n0

dimS
(k)
F ≤ mF +

k∑
p=n0

([
p− n0

n− 1

]
+ 3

)
<∞. (2.22)

Âèêîíàííÿ óìîâè dimS
(1)
F <∞ åêâiâàëåíòíå òîìó, ùî ðiâíÿííÿ (1) íå

ìîæíà ëiíåàðèçóâàòè çà äîïîìîãîþ êîíòàêòíîãî ïåðåòâîðåííÿ [31].

Çàóâàæèìî (äèâ. ï.1.2), ùî, îñêiëüêè ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ðiâíÿíü (1.5)

ç l < k+n− 1 äîâîäèòüñÿ îáåðòàòè îïåðàòîð D, ùî íå çàâæäè ìîæëèâî,

ðîçâ'ÿçîê öèõ ðiâíÿíü ó êëàñi ëîêàëüíèõ ôóíêöié G, âçàãàëi êàæó÷è,

ìîæå íå iñíóâàòè, àáî æ éîãî iñíóâàííÿ ìîæå íàêëàäàòè íåòðèâiàëüíi

óìîâè íà ôóíêöi¨ cj(t) (ïîð. �7 ó [50]). Àëå ç äîâåäåííÿ Òåîðåìè 2.2.1

öiëêîì î÷åâèäíî, ùî îáìåæåííÿ òàêîãî ñîðòó ìîæóòü ëèøå çìåíøèòè

ðîçìiðíiñòü ïðîñòîðó S(k)
F ïîðiâíÿíî ç îöiíêîþ, âêàçàíîþ â Òåîðåìi 2.2.1,

i îòæå òâåðäæåííÿ öi¹¨ òåîðåìè çàëèøà¹òüñÿ âiðíèì i â òàêèõ âèïàäêàõ.

Îñêiëüêè ïðîñòið S(k)
F î÷åâèäíèì ÷èíîì iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî ∂/∂t,

áî çà ïðèïóùåííÿì ∂F/∂t = 0, i â ñèëó Òåîðåìè 2.2.1 dimS
(k)
F < ∞, ç

öi¹¨ òåîðåìè òà ç Òåîðåìè 2.1.1 âèïëèâà¹
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Íàñëiäîê 2.2.1 ßêùî dimS
(1)
F <∞ i ∂F/∂t = 0, òî áóäü-ÿêà ñèìåòðiÿ

G ∈ S(k)
F ðiâíÿííÿ (1) ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèìåòðié âèãëÿäó

Q = exp(λt)

q∑
j=0

Qj(x, u, . . . , uk)tj, (2.23)

äå λ ∈ C, q ≤ dimS
(k)
F − 1.

Â ñâîþ ÷åðãó, ç öüîãî íàñëiäêó i Íàñëiäêó 3.1 ç [58] íåãàéíî âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 2.2.2 ßêùî ðiâíÿííÿ (1) ç ∂F/∂t = 0 i dimS
(1)
F < ∞ ìà¹

ñèìåòðiþ âèãëÿäó D = tF + h(x, u, u1), òî âñi ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ (1) ¹

ïîëiíîìàìè ïî t.

Äîâåäåííÿ ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì äîâåäåííÿ Íàñëiäêó 3.1 ç [58]. Íåõàé

ñèìåòðiÿ K ∈ S
(k)
F ìà¹ íàéâèùèé ìîæëèâèé ñòåïiíü p ïîëiíîìà ïî t ó

(2.23) i äëÿ íå¨ λ 6= 0. Î÷åâèäíî, ùî {D, K} ∈ S(k)
F . Êîðèñòóþ÷èñü (1.1)

äëÿ G = K, çíàõîäèìî {D, K} = −t∂K/∂t+ {h,K} ∈ S(k)
F .

Àëå çâiäñè ÿñíî, ùî äëÿ ñèìåòði¨ {D, K} òåæ ìà¹ìî λ 6= 0, i ñòåïiíü

ïîëiíîìà ïî t ïðè exp(λt) äëÿ íå¨ äîðiâíþ¹ p + 1, ùî ñóïåðå÷èòü ïðè-

ïóùåííþ ïðî òå, ùî íàéáiëüøèé ìîæëèâèé ñòåïiíü òàêîãî ïîëiíîìà äëÿ

ñèìåòðié ç ïðîñòîðó S(k)
F äîðiâíþ¹ p. Ñóïåðå÷íiñòü çíèêà¹ ëèøå ó âèïàä-

êó λ = 0, ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ. �

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñèìåòðiþ Q (2.23). Äiþ÷è íà íå¨ ïðè λ 6= 0 îïåðà-

òîðîì (∂/∂t− λ)q i ïðè λ = 0 îïåðàòîðîì ∂q−1/∂tq−1, äiñòàíåìî ñèìåòði¨

âèãëÿäó G1 = exp(λt)Q0 òà G2 = Q0 +Q1t âiäïîâiäíî.

Ïiäñòàâëÿþ÷è ¨õ äî (1.1), îòðèìà¹ìî

{F,Q0} = −λQ0, λ 6= 0, (2.24)

{F,Q0} = −Q1. (2.25)

Îñêiëüêè â ñèëó Íàñëiäêó 2.2.1 áóäü-ÿêà ñèìåòðiÿ ïîðÿäêó íå âèùå

k ðiâíÿííÿ (1) ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèìåòðié âèãëÿäó (2.23), çâiäñè
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î÷åâèäíî, ùî êîëè æîäíå ç ðiâíÿíü (2.24), (2.25) íå ìà¹ íåçàëåæíèõ âiä t

ëîêàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ Q0, Q1, òî ðiâíÿííÿ (1) ç dimS
(1)
F <∞ i ∂F/∂t = 0

âçàãàëi íå ìà¹ çàëåæíèõ âiä ÷àñó t óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié.

Ìà¹ ìiñöå òàêîæ íàñòóïíå ïiäñèëåííÿ Íàñëiäêó 2.2.1:

Òâåðäæåííÿ 2.2.1 ßêùî dimSF,k <∞, k ≥ n0, i ∂F/∂t = 0, áóäü-ÿêà

ñèìåòðiÿ G ∈ SF,k ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèìåòðié âèãëÿäó

Q = exp(λt)
s∑

j=0

Qj(x, u, . . . , uk)tj, (2.26)

äå λ ∈ C, s ≤ dimSF,k − 1.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé q = dimSF,k < ∞ i Gj, j = 1, . . . , q � äåÿêèé áàçèñ

ó SF,k. Â ñèëó (1.7) ìà¹ìî ∂Gj/∂uk = h(j)(t)(∂F/∂un)k/n. Î÷åâèäíî, ùî

ôóíêöi¨ h(j)(t) ëiíiéíî íåçàëåæíi ìiæ ñîáîþ, i îòæå ìîæíà ïîáóäóâàòè

òàêèé ëiíiéíèé äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð B ïîðÿäêó q âèãëÿäó

B =

q∑
j=0

bj(t)∂
j/∂tj, bq(t) 6= 0,

ùî B(h(j)(t)) = 0, j = 1, . . . , q, ïðè÷îìó áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi ìîæíà

ââàæàòè, ùî bq(t) = const.

Çà ïîáóäîâîþ ÿñíî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ñèìåòði¨ G ∈ S
(k)
F ordB(G) < k

(äëÿ n0 = 0 i k = 0 B(G) áóäå ôóíêöi¹þ ëèøå x i t). Îñêiëüêè çà

ïðèïóùåííÿì ∂F/∂t = 0, öå âiðíî çîêðåìà äëÿ ñèìåòðié ∂Gj/∂t, çâiäêè

âèïëèâà¹, ùî B(∂h(j)(t)/∂t) = 0, j = 1, . . . , q.

Îòæå, ∂/∂t ¹ ñèìåòði¹þ ëiíiéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

B(h(t)) = 0, à òîìó, ÿê äîáðå âiäîìî, ìà¹ âèêîíóâàòèñÿ êîìóòàöiéíå

ñïiââiäíîøåííÿ [B, ∂/∂t] = R ◦B, äå R � äåÿêèé ëiíiéíèé äèôåðåíöiàëü-

íèé îïåðàòîð.

Îäíàê ïðè R 6= 0 öå ñïiââiäíîøåííÿ ñóïåðå÷ëèâå, áî ïîðÿäîê îïåðà-

òîðà R ◦B íå íèæ÷å q, à ïîðÿäîê [B, ∂/∂t] = −∂B/∂t â ñèëó ïðèïóùåí-
íÿ, ùî bq = const, î÷åâèäíî íå ïåðåâèùó¹ q − 1. Òàêèì ÷èíîì ìà¹ìî

∂B/∂t = 0, çâiäêè ∂bj/∂t = 0, j = 0, . . . , q − 1.
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Àëå òîäi â ñèëó Ëåìè 1.2.3 B(Gj) = 0, j = 1, . . . , q, îñêiëüêè

B(h(j)(t)) = 0 i ∂bs/∂t = 0, s = 0, . . . , q, çâiäêè i ç êëàñè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ

ïðî ñòðóêòóðó ðîçâ'ÿçêiâ çâè÷àéíèõ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè âèïëèâà¹ äîâîäæóâàíå òâåðäæåííÿ. �

Öiêàâî ïîðiâíÿòè îòðèìàíi íàìè ðåçóëüòàòè ç ðåçóëüòàòàìè ñòàòòi Ìà

[97], äå âèâ÷àëèñÿ äåÿêi çàãàëüíi âëàñòèâîñòi ñèìåòðié åâîëþöiéíèõ ðiâ-

íÿíü i ñèñòåì (1) ç ∂F/∂t = 0. Àâòîð öi¹¨ ñòàòòi ðîçãëÿäàâ ñèìåòði¨ ç a

priori ôiêñîâàíîþ çàëåæíiñòþ âiä ÷àñó t âèãëÿäó

K =

i0∑
i=1

j1,i∑
j=−j0,i

exp(λit
li)tjqij(x, u, u1, . . .),

äå i0 ∈ N, j0,i, j1,i � íåâiä'¹ìíi öiëi ÷èñëà, li � íåíóëüîâi öiëi ÷èñëà, à

λi ∈ C ïîïàðíî ðiçíi, i ïîêàçàâ, ùî K ìîæå áóòè ñèìåòði¹þ ðiâíÿííÿ

÷è ñèñòåìè (1) ç ∂F/∂t = 0 ëèøå ó âèïàäêó, êîëè li = 1 i j0,i = 0 äëÿ

âñiõ i, òîáòî K ïîâèííà áóòè ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèìåòðié òèïó (2.23)

ç q = j1,i, λ = λi.

Íà âiäìiíó âiä [97], ìè äîâåëè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ (1) ç

∂F/∂t = 0 i dimS
(1)
F < ∞ âñi éîãî óçàãàëüíåíi ñèìåòði¨ âè÷åðïóþòüñÿ

ëiíiéíèìè êîìáiíàöiÿìè êâàçiïîëiíîìiâ ïî t âèãëÿäó (2.23). Ïiäêðåñëè-

ìî, ùî ìè íå ðîáèëè æîäíèõ àïðiîðíèõ ïðèïóùåíü ïðî âèãëÿä çàëåæíî-

ñòi ñèìåòðié âiä ÷àñó t. Áiëüøå òîãî, ìè îöiíèëè çãîðè (äèâ. Íàñëiäîê

2.2.1 i Òâåðäæåííÿ 2.2.1) ñòåïiíü q ïîëiíîìà ïî t ó (2.23) äëÿ áóäü-ÿêîãî

H ∈ S(k)
F , â òîé ÷àñ ÿê áóäü-ÿêèé ðåçóëüòàò òàêîãî òèïó âiäñóòíié ó [97].

Îòæå, äëÿ ÷àñòèííîãî âèïàäêó ðiâíÿíü (1) ç ∂F/∂t = 0 i dimS
(1)
F <∞

îòðèìàíi íàìè ðåçóëüòàòè çíà÷íî ñèëüíiøi çà ðåçóëüòàòè ñòàòòi [97].

2.3. Çàëåæíiñòü ñèìåòðié òðàíñëÿöiéíî-iíâàðiàíò-
íèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü âiä x

2.3.1. Çàãàëüíèé âèïàäîê. Íåõàé ó ðiâíÿííi (1) ∂F/∂x = 0.

Î÷åâèäíî, ùî òîäi ∂F∗/∂x = 0, à îòæå i ∂F s/n
∗ /∂x = 0. Òîìó â ñèëó
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Íàñëiäêó 1.2.1 äëÿ ñèìåòði¨ G ïîðÿäêó k ∂2G/∂ui∂x = 0 äëÿ i = max(k−
n+ 2, n0), . . . , k. Îòæå, ord ∂G/∂x ≤ max(max(k− n+ 2, n0)− 1, 0). Àëå

îñêiëüêè ∂F/∂x = 0, u1, à îòæå i ∂G/∂x = {G, u1} ¹ ñèìåòði¹þ ðiâíÿííÿ

(1) i äî ∂G/∂x òåæ ìîæíà çàñòîñóâàòè íàâåäåíi âèùå ìiðêóâàííÿ, i ò.ä.

Â ñèëó ñêàçàíîãî âèùå ñèìåòði¨ ïîðÿäêó k < n+n0−2 ðîçãëÿäóâàíîãî

ðiâíÿííÿ (1) ìàþòü âèãëÿä

G = χ(x, t, u, u1) + h(t, u, . . . , uk), (2.27)

ïðè÷îìó ïðè n0 < 2 ∂χ/∂uj = 0, j = n0, . . . , 1.

Íåõàé rk,n,−1 =

[
k

n− 1

]
i äëÿ q = 0, 1

rk,n,q =


[

k

n− 1

]
äëÿ k 6≡ 0, . . . , q (mod n− 1),

max(0,

[
k

n− 1

]
− 1) äëÿ k ≡ 0, . . . , q (mod n− 1).

[s] ïîçíà÷à¹ òóò öiëó ÷àñòèíó ÷èñëà s.

Îáåðòàþ÷è òåïåð íàâåäåíi âèùå ìiðêóâàííÿ i iíòåãðóþ÷è ñèìåòðiþ

(2.27) rk,n,n0−1 ðàçiâ ïî x, ìè äiñòà¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 2.3.1 Áóäü-ÿêó ñèìåòðiþ G ïîðÿäêó k ðiâíÿííÿ (1) ç
∂F

∂x
= 0

ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

G = ψ(t, x, u, u1) +
m∑

j=0

xjgj(t, u, . . . , uk−j(n−1)), m ≤ rk,n,n0−1, (2.28)

ïðè÷îìó ïðè n0 ≤ 1

∂ψ/∂ur = 0, r = n0, . . . , 1. (2.29)

Ðîçãëÿíåìî iëþñòðàòèâíèé ïðèêëàä ïîòåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ Áþðãåð-

ñà ut = u2 + u2
1. Äëÿ íüîãî n0 = 1, i â ñèëó ùîéíî äîâåäåíî¨ òåîðåìè

áóäü-ÿêà éîãî óçàãàëüíåíà ñèìåòðiÿ ïîðÿäêó k ≥ 1 ìà¹ âèãëÿä

G = ψ(t, x, u) +
k−1∑
j=0

xjgj(t, u, . . . , uk−j).
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Öiêàâî, ùî â äàíîìó âèïàäêó ìà¹ ìiñöå "íàñè÷åííÿ", òîáòî äëÿ êîæíîãî

k iñíóþòü òàêi ñèìåòði¨, äëÿ ÿêèõ gk−1 6= 0. �õ ìîæíà îòðèìàòè, äiþ÷è

îïåðàòîðîì ðåêóðñi¨ íà ñèìåòði¨ ïåðøîãî i íóëüîâîãî ïîðÿäêiâ.

Íåõàé
BF =

{
ΘF , ÿêùî n0 = 0,

S
(n0−1)
F â iíøîìó âèïàäêó.

ßêùî b ≡ dimBF < ∞, ðåçóëüòàò Òåîðåìè 2.3.1 äëÿ ðiâíÿíü (1) i

ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíèõ ñèñòåì (5) ìîæíà äåùî óòî÷íèòè.

À ñàìå, çà ïîáóäîâîþ ÿñíî, ùî ∂m+1ψ/∂xm+1 ∈ BF . Îñêiëüêè

ïðîñòið BF ñêií÷åííîâèìiðíèé i, î÷åâèäíî, iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî äi¨

∂/∂x, â ñèëó Òåîðåìè 3.1 ç [58] áóäü-ÿêèé éîãî åëåìåíò, i çîêðåìà

∂m+1ψ/∂xm+1, ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ êâàçiïîëiíîìiâ ïî x âèãëÿäó Q =

exp(λx)
q∑

j=0
qj(t, u, u1)x

j, äå λ ∈ C, q ≤ b− 1.

Òàêèì ÷èíîì,

∂m+1ψ/∂xm+1 =
d∑

j=0

exp(λjx)Pj(x),

äå Pj(x) � ïîëiíîìè ïî x ñòåïåíÿ pj, pj ≤ b−1, ïðè÷îìó áóäåìî ââàæàòè,

ùî λ0 = 0, à ïðè j 6= 0 λj 6= 0. Äëÿ ñêîðî÷åííÿ çàïèñó ìè îïóñòèëè â

Pj(x) çàëåæíiñòü âiä t, u, u1.

Iíòåãðóþ÷è öå çâè÷àéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ ψ, äiñòà¹ìî

ψ =

m+p0+1∑
j=m+1

h0,j−m−1x
j/j! +

d∑
j=1

(R(λj, pj))
m+1(exp(λjx)Pj(x)).

Òóò R(λ, p) =
p∑

i=0
(−1)iλ−i−1(∂/∂x − λ)i, h0,j � êîåôiöi¹íòè ïîëiíîìà P0

(òîáòî P0 =
p0∑

j=0
h0,jx

j/j!) i âèêîðèñòàíî âiäîìó ôîðìóëó äëÿ iíòåãðàëà

âiä êâàçiïîëiíîìà ïî x (äèâ. [9], ñ.69) òà î÷åâèäíå êîìóòàöiéíå ñïiââiäíî-

øåííÿ (∂/∂x− λ) ◦ exp(λx) = exp(λx) ◦ ∂/∂x. Êðiì òîãî, ìè âèêëþ÷èëè

ç ψ çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ ∂m+1ψ/∂xm+1 = 0, ÿêèé

çàâæäè ìîæíà âêëþ÷èòè äî
m∑

j=0
gjx

j ó (2.28).



68

Î÷åâèäíî, ùî Rr(λj, pj)(exp(λjx)Pj(x)) ∈ BF , áî exp(λjx)Pj(x) ∈ BF

i ïðîñòið BF iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî ∂/∂x, îñêiëüêè ∂F/∂x = 0.

Çi ñêàçàíîãî áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹, ùî êîëè ∂F/∂x = 0 i b =

dimBF < ∞, äëÿ ñèìåòðié ç ïðîñòîðó SF/BF áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi

ìîæíà ââàæàòè, ùî ó (2.28)

ψ =

m+p0+1∑
j=m+1

h0,j−m−1x
j/j!,

i çîêðåìà, ùî ψ ¹ ïîëiíîìîì ïî x ñòåïåíÿ íå âèùå m+ b ≤ rk,n,n0−1 + b.

ßêùî æ BF âçàãàëi íå ìiñòèòü ïîëiíîìiâ ïî x, òî, î÷åâèäíî, ìîæíà

ââàæàòè, ùî äëÿ ñèìåòðié ç ïðîñòîðó SF/BF ψ = 0.

Íà çàâåðøåííÿ öüîãî ïóíêòó âiäçíà÷èìî íàñòóïíó öiêàâó îáñòàâèíó.

Íåõàé S̃F = {G ∈ SF |∂G/∂x = 0}, S̃(k)
F = S̃F

⋂
S

(k)
F , S̃F,k = S̃F

⋂
SF,k,

Θ̃F = S̃F

⋂
ΘF , ÃnnF = S̃F

⋂
AnnF , D̃ = D − ∂/∂x, ïðè÷îìó ïiä Im D̃

áóäåìî ðîçóìiòè îáðàç ïiä äi¹þ D̃ ïðîñòîðó òàêèõ ëîêàëüíèõ ôóíêöié,

ùî ÿâíî íå çàëåæàòü âiä x.

Áåçïîñåðåäíüî î÷åâèäíî, ùî ó âèïàäêó ∂F/∂x = 0 Òåîðåìè 1.2.1, 1.4.1

(à òàêîæ i Òåîðåìè 2.4.1, 2.4.2) çàëèøàòüñÿ ñïðàâåäëèâèìè äëÿ íåçàëå-

æíèõ âiä x ñèìåòðié, ÿêùî â ¨õ ôîðìóëþâàííÿõ, ó îçíà÷åííi ÷èñëà p
F
i

ó ôîðìóëi (7) çàìiíèòè SF , S
(k)
F , SF,k, ΘF , AnnF , D, ImD íà S̃F , S̃

(k)
F ,

S̃F,k, Θ̃F , ÃnnF , D̃, Im D̃, îñêiëüêè äîâåäåííÿ öèõ òâåðäæåíü çàëèøàòüñÿ

ôîðìàëüíî âiðíèìè ïiñëÿ òàêî¨ çàìiíè.

Íàïðèêëàä, îñêiëüêè äëÿ ðiâíÿíü çi ñòàëîþ ñåïàðàíòîþ ut = un +

f(u, . . . , un−1) ìà¹ìî (∂F/∂un)−1/n = 1 6∈ Im D̃, â ñèëó âèùåîïèñàíî¨

ìîäèôiêàöi¨ Òåîðåìè 1.2.1 òàêi ðiâíÿííÿ íå ìîæóòü ìàòè çàëåæíèõ âiä t,

àëå íåçàëåæíèõ âiä x óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié ïîðÿäêó âèùå n.

2.3.2. Ïðî ñòàöiîíàðíi ñèìåòði¨ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü. Íàäà-

ëi àæ äî ïî÷àòêó ï.2.3.3 îáìåæèìîñÿ ðîçãëÿäîì ìíîæèíè AnnF ñòàöi-

îíàðíèõ ñèìåòðié ðiâíÿííÿ (1), òîáòî ñèìåòðié G, äëÿ ÿêèõ ∂G/∂t = 0.
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Íåõàé Ann
(k)
F = S

(k)
F

⋂
AnnF . Çà Òåîðåìîþ 1 ç [50] äëÿ áóäü-ÿêîãî

ðiâíÿííÿ (1) ç ∂F/∂t = 0 dimAnn
(k)
F ≤ n + k + 2. ßêùî äî òîãî

æ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà ∂F/∂x = 0, òî î÷åâèäíî, ùî ïðîñòið Ann
(k)
F

iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî ∂/∂x, òîìó çà Òåîðåìîþ 3.1 ç [58] áóäü-ÿêà

ñèìåòðiÿ ç Ann(k)
F ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ êâàçiïîëiíîìiâ ïî x âèãëÿäó

exp(λx)
q∑

j=0
gj(u, . . . , uk)xj, λ ∈ C, ïðè÷îìó q ≤ dimAnn

(k)
F −1 ≤ n+k+1.

ßêùî ïîðÿäîê ðîçãëÿäóâàíî¨ ñèìåòði¨ íå íèæ÷èé çà n0, òî ïiäñòàâèâøè

öåé âèðàç äëÿ ñèìåòði¨ äî (1.7), ìè áà÷èìî, ùî λ = 0, òîáòî òàêà ñèìåòðiÿ

îáîâ'ÿçêîâî ¹ ïîëiíîìîì ïî x ïîðÿäêó íå âèùå dimAnn
(k)
F −1 ≤ n+k+1.

Îá'¹äíóþ÷è öåé ðåçóëüòàò ç Òåîðåìîþ 2.3.1, äiñòà¹ìî

Íàñëiäîê 2.3.1 Äëÿ ñèìåòði¨ G ∈ AnnF ïîðÿäêó k ≥ n0 ðiâíÿííÿ (1)

ç ∂F/∂t = ∂F/∂x = 0 ìà¹ ìiñöå ïðåäñòàâëåííÿ âèãëÿäó (2.28), ó ÿêîìó

ψ(x, u, u1) ¹ ïîëiíîìîì ïî x ïîðÿäêó íå âèùå dimAnn
(k)
F −1 ≤ n+k+ 1.

Öåé ðåçóëüòàò ìîæíà çíà÷íî ïîñèëèòè, ÿêùî ðîçãëÿäóâàíå ðiâíÿííÿ

(1) ç ∂F/∂t = 0 i ∂F/∂x = 0 âîëîäi¹ ôîðìàëüíîþ ñèìåòði¹þ L íåíóëüîâî-

ãî ñòåïåíÿ i íåñêií÷åííîãî ðàíãó ç íåçàëåæíèìè âiä x i t êîåôiöi¹íòàìè.

Áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi (äèâ. [35], ñ.243), ùî deg L = 1.

Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèìåòði¨ G ∈ AnnF ïîðÿäêó k ≥ n0 ç (1.4) âèïëèâà¹, ùî

deg[∇F − F∗, G∗] = deg∇G(F∗) ≤ n+ n0 − 2, òîìó â ñèëó Ëåìè 9 ç [50]

G∗ =
k∑

j=n0

bjL
j + N,

äå bj � äåÿêi ñòàëi, N �äåÿêèé ôîðìàëüíèé ðÿä ç íåçàëåæíèìè âiä t

êîåôiöi¹íòàìè, deg N < n0.

Çâiäñè ÿñíî, ùî deg ∂G∗/∂x ≤ n0 − 1, áî ∂L/∂x = 0. Îòæå, â ðîçãëÿ-

äóâàíîìó âèïàäêó äîâiëüíó ñèìåòðiþ G ∈ AnnF ïîðÿäêó k ≥ n0 ìîæíà

ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

G = g0(u, . . . , uk) + ψ(x, u, u1),

ïðè÷îìó ïðè n0 < 2
∂ψ

∂uj
= 0, j = n0, . . . , 1, i

∂ψ

∂x
∈ AnnF .
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2.3.3. Äîñòàòíÿ óìîâà (êâàçi)ïîëiíîìiàëüíiñòi ñèìåòðié ïî t.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ÷àñòèííèé âèïàäîê ðiâíÿííÿ (1), äëÿ ÿêîãî ∂F/∂t = 0,

∂F/∂x = 0, (∂F/∂un)−1/n = a+K(u, . . . , un), äå a ∈ C, a 6= 0, K ∈ Im D̃

i ∇F (K) ∈ Im D̃, äå D̃ = D − ∂/∂x.

Íåõàé G � ñèìåòðiÿ òàêîãî ðiâíÿííÿ (1), ordG ≡ k > n+ n0 − 2. Òîäi

â ñèëó ôîðìóëè (1.15) Íàñëiäêó 1.2.1 ÿñíî, ùî

∂2G

∂uk−n+1∂x
= (a/n)(a+K(u, . . . , un))−k−n+1∂ck(t)

∂t
, (2.30)

îñêiëüêè, ÿê âæå çàçíà÷àëîñÿ ïðè äîâåäåííi Òåîðåìè 2.3.1, ç ∂F/∂x = 0

âèïëèâà¹ ∂F s/n
∗ /∂x = 0. Àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ ìîæíà çàñòîñóâàòè äî

ñèìåòði¨ ∂G/∂x i ò.ä., â ðåçóëüòàòi ÷îãî äiñòàíåìî íàñòóïíó ôîðìóëó äëÿ

ñèìåòði¨ Q = ∂rG/∂xr ∈ S(n−2+n0)
F , r = rk,n,n0−1:

∂Q/∂uq = (a/n)r(a+K(u, . . . , un))−
k−r(n−1)

n ∂rck(t)/∂tr, q ≡ ord Q.(2.31)

Êîðèñòóþ÷èñü íåþ, ìè ìîæåìî óçàãàëüíèòè ðåçóëüòàò Ìàãàä¹¹âà i

Ñîêîëîâà [32] ïðî ïîëiíîìiàëüíiñòü ïî t ñèìåòðié ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà �

äå Ôðiçà ó íàñòóïíèé ñïîñiá:

Òåîðåìà 2.3.2 ßêùî äëÿ ðiâíÿííÿ (1) ç
∂F

∂t
= 0,

∂F

∂x
= 0,

(
∂F

∂un

)− 1
n

=

a+K(u, . . . , un), äå a ∈ C, a 6= 0, K ∈ Im D̃, ∇F (K) ∈ Im D̃, i âñi ñèìå-

òði¨ ç ïðîñòîðó S
(n−2+n0)
F /BF ¹ ïîëiíîìàìè (àáî ëiíiéíèìè êîìáiíàöiÿ-

ìè êâàçiïîëiíîìiâ) ïî t, òî òàêó æ âëàñòèâiñòü ìàþòü óñi ñèìåòði¨

öüîãî ðiâíÿííÿ ç ïðîñòîðó SF/BF .

Äîâåäåííÿ. Ç ôîðìóëè (2.31) i óìîâ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî ∂rck(t)/∂tr

¹ ïîëiíîìîì (àáî ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ êâàçiïîëiíîìiâ) ïî t, à òîìó, ÿê

ëåãêî áà÷èòè, i ñàìà ôóíêöiÿ ck(t) ìà¹ òàêó æ âëàñòèâiñòü.

Îòæå, iñíó¹ äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð ∆ =
m∑

l=0
al∂

l/∂tl çi ñòàëèìè êîå-

ôiöi¹íòàìè al ∈ C òàêèé, ùî ∆(ck(t)) = 0. Çîêðåìà, ÿêùî ck(t) � ïîëiíîì

ïî t ñòåïåíÿ íå âèùå p, ìîæíà âçÿòè â ÿêîñòi Ω îïåðàòîð ∆0 = ∂p+1/∂tp+1.
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Î÷åâèäíî, ìè áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi ìîæåìî ââàæàòè, ùî G ∈ SF,k,

k > n0. Îñêiëüêè ∂F/∂t = 0, â ñèëó Ëåìè 1.2.3 ∆(G) = 0, áî

∆(ck(t)) = 0, i îòæå G ìà¹ äîâîäæóâàíó âëàñòèâiñòü. �

Çàóâàæèìî, ùî êîëè âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè, i îòæå âñi ñèìåòði¨ ç

ïðîñòîðó SF/BF ¹ ïîëiíîìàìè àáî ëiíiéíèìè êîìáiíàöiÿìè êâàçiïîëiíî-

ìiâ ïî t, âñi ñèìåòði¨ ç öüîãî ïðîñòîðó ìîæíà ïîáóäóâàòè ÷åðåç ò.çâ. ãåíå-

ðàòîðè ñòåïåíÿ s (ìîæëèâî ç íåíóëüîâîþ õàðàêòåðèñòèêîþ) äëÿ ðiçíèõ

s ∈ N, âèêîðèñòîâóþ÷è âiäîìi ðåçóëüòàòè Ôóêñøòàéíåðà [86] òà Ìà [97].

Ñëiä òàêîæ âiäìiòèòè, ùî â ñèëó Íàñëiäêó 2.2.1 Òåîðåìè 2.2.1 áóäü-

ÿêå ðiâíÿííÿ (1) ç ∂F/∂t = 0, ÿêå íå ìîæíà ëiíåàðèçóâàòè êîíòàêòíèì

ïåðåòâîðåííÿì, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè Òåîðåìè 2.3.2, i, çíîâó-òàêè â ñèëó

Íàñëiäêó 2.2.1 òâåðäæåííÿ Òåîðåìè 2.3.2 (ÿêùî âîíà çàñòîñîâíà äî íüî-

ãî) ïðî òå, ùî éîãî ñèìåòði¨ ¹ ëiíiéíèìè êîìáiíàöiÿìè êâàçiïîëiíîìiâ ïî

t, ¹ òðèâiàëüíèì. Îäíàê íàâiòü â òàêîìó âèïàäêó Òåîðåìà 2.3.2 çáåðiãà¹

ñâî¹ çíà÷åííÿ ÿê ïðîñòà i çðó÷íà äîñòàòíÿ óìîâà ïîëiíîìiàëüíîñòi ïî t

ñèìåòðié ðîçãëÿäóâàíîãî ðiâíÿííÿ.

Ïðèêëàä 1. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

ut = u3 + uu1,

ut = u3 + u2
1 + c,

ut = u3 + u2u1 + cu1,

ut = u3 + u3
1 + cu1 + d,

ut = u3 − u3
1/2 + (a exp(2u) + b exp(−2u) + d)u1.

(2.32)

Òóò a, b, c, d ∈ C.
Çàóâàæèìî, ùî öi ðiâíÿííÿ (ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåí-

òíîñòi) âè÷åðïóþòü ñïèñîê iíòåãðîâíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó

ut = u3 + f(u, u1) (äèâ. [35], ñ.257).

Ïîêàæåìî, ùî âñi ñèìåòði¨ öèõ ðiâíÿíü ïîðÿäêiâ 0 i 1 (ÿê åëåìåíòè

ΘF , òàê i S(1)
F /ΘF ) ïîëiíîìiàëüíi ïî t, à îòæå â ñèëó Òåîðåìè 2.3.2 öå

ñïðàâåäëèâî âçàãàëi äëÿ âñiõ óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié öèõ ðiâíÿíü.
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Äëÿ ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà � äå Ôðiçà ut = u3 +uu1 öå âæå áóëî äîâåäåíî

Ìàãàä¹¹âèì i Ñîêîëîâèì [32], òîìó ðîçãëÿíåìî ðåøòó ðiâíÿíü.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ (1.5) äëÿ l = n + k − 2 òà

l = n + k − 1 (àáî Íàñëiäîê 1.2.1), íåâàæêî ïîêàçàòè (ïîð. [26], ñ.196,

äëÿ âèïàäêó íåçàëåæíèõ âiä ÷àñó ñèìåòðié), ùî, îñêiëüêè äëÿ âñiõ ðîç-

ãëÿäóâàíèõ ðiâíÿíü n0 = 0, äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèìåòði¨ G ïîðÿäêó 1 ðiâíÿííÿ

(1) ç íàøîãî ñïèñêó ìà¹ìî

G = g(t)u1 + h(t)u+ χ(x, t). (2.33)

Âñi ðiâíÿííÿ ñïèñêó ìàþòü âèãëÿä ut = u3 + f(u, u1) = F , òîìó ïiä-

ñòàâëÿþ÷è íàøi F i G äî âèçíà÷àëüíîãî ðiâíÿííÿ (1.4) i îá÷èñëþþ÷è

âiäïîâiäíó äóæêó Ëi, äiñòàíåìî:

ġ(t)u1 + ḣ(t)u+ χ̇(x, t) =

h(t)(f − u∂f/∂u)− χ′′′ − ∂f/∂u1χ
′ − χ∂f/∂u.

(2.34)

Øòðèõ òóò ïîçíà÷à¹ ïîõiäíó ïî x.

Ïîäàëüøi îá÷èñëåííÿ ïðîâåäåìî äëÿ âèïàäêó óçàãàëüíåíîãî ìîäèôiêî-

âàíîãî ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà � äå Ôðiçà ç f = u2u1 +cu1 (â iíøèõ âèïàäêàõ

âèêëàäêè öiëêîì àíàëîãi÷íi).

Çáèðàþ÷è â ðiâíÿííi (2.34) êîåôiöi¹íòè ïðè ïîäiáíèõ ÷ëåíàõ, ïîñëiäîâ-

íî çíàõîäèìî: ïðè uu1: χ(x, t) = 0, ïðè u2u1: h(t) = 0, ïðè u1 ġ(t) = 0,

à çáèðàííÿ êîåôiöi¹íòiâ ïðè ðåøòi ÷ëåíiâ íå äà¹ íi÷îãî íîâîãî.

Çi çíàéäåíèõ ðiâíÿíü î÷åâèäíèì ÷èíîì âèïëèâà¹, ùî äëÿ óçàãàëüíåíî-

ãî ìîäèôiêîâàíîãî ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà � äå Ôðiçà ïðîñòið S(1)
gmKdV îäíî-

âèìiðíèé i ïîðîäæåíèé ãåíåðàòîðîì u1 çñóâó ïî x, ÿêèé âçàãàëi íå çà-

ëåæèòü âiä t, à îòæå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè Òåîðåìè 2.3.2, òîìó âñi éîãî

óçàãàëüíåíi ñèìåòði¨ ïîëiíîìiàëüíi ïî t.

Ïðîâîäÿ÷è àíàëîãi÷íi âèêëàäêè äëÿ ðåøòè ðiâíÿíü ñïèñêó (2.32), ìè

áà÷èìî, ùî âñi ¨õíi ñèìåòði¨ ïîðÿäêiâ 0 i 1 ïîëiíîìiàëüíi ïî t, à îòæå â

ñèëó Òåîðåìè 2.3.2 öå ñïðàâåäëèâî äëÿ âñiõ ¨õíiõ óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié.



73

Ðîçãëÿíåìî òåïåð óçàãàëüíåííÿ çíàéäåíèõ â öüîìó ïiäðîçäiëi ðåçóëü-

òàòiâ íà âèïàäîê íåâèðîäæåíèõ ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíèõ ñèñòåì (5). ßêùî

∂F α/∂x = 0, α = 1, . . . ,m, òî ÿñíî, ùî áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi ìàòðèöi Ω,

Ωj ìîæíà ââàæàòè íåçàëåæíèìè âiä x. Â ñâîþ ÷åðãó, çâiäñè î÷åâèäíî, ùî

òîäi V, à îòæå i äðîáîâi ñòåïåíi Vj/n, òàêîæ íå çàëåæàòü âiä x, òîìó ç Ëå-

ìè 1.4.1 âèïëèâà¹, ùî ord ∂G/∂x = deg ∂G∗/∂x ≤ k−min(k−n0+2, n)+1.

Çâiäñè ÿñíî, ùî êîëè â äîâåäåííi Òåîðåìè 2.3.1 âèêîðèñòàòè Íàñëiäîê

1.4.1 çàìiñòü Íàñëiäêó 1.2.1, òî òâåðäæåííÿ öi¹¨ òåîðåìè çàëèøà¹òüñÿ

âiðíèì äëÿ äîâiëüíèõ íåâèðîäæåíèõ ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíèõ ñèñòåì ç

∂F α/∂x = 0, α = 1, . . . ,m.

Àíàëîãi÷íî, âèêîðèñòîâóþ÷è Íàñëiäîê 1.4.1, ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ â òî-

ìó, ùî ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé àíàëîã Òåîðåìè 2.3.2:

Òåîðåìà 2.3.3 ßêùî äëÿ íåâèðîäæåíî¨ ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíî¨ ñè-

ñòåìè (5) ç ∂F/∂t = 0, ∂F/∂x = 0, λ
−1/n
i = ai + Ki(u, . . . , un), äå

ai ∈ C, ai 6= 0, Ki ∈ Im D̃, ∇F (Ki) ∈ Im D̃, i = 1, . . . , s, i óñi ñèìåòði¨

ç ïðîñòîðó S
(n−2+n0)
F /BF ¹ ïîëiíîìàìè àáî ëiíiéíèìè êîìáiíàöiÿìè

êâàçiïîëiíîìiâ ïî t, òî òàêó æ âëàñòèâiñòü ìàþòü óñi ñèìåòði¨

öüîãî ðiâíÿííÿ ç ïðîñòîðó SF/BF .

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî â ðîçãëÿäóâàíîìó âèïàäêó áåç âòðàòè çà-

ãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî ∂Ω/∂x = 0, ∂Ω/∂t = 0, ∂T/∂x = 0,

∂T/∂t = 0. Òîìó ç Íàñëiäêó 1.4.1 âèïëèâà¹, ùî äëÿ ñèìåòði¨ G ∈ SF

ïîðÿäêó k > n+ n0 − 2 ìà¹ìî

∂2G

∂x∂uk−n+1
= Ω−1(A/n)∂ck/∂tΛ

k−n+1
n Ω,

äå A = diag (a1, . . . , an). Çàñòîñîâóþ÷è àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ äî ∂G/∂x

i ò.ä., äiñòàíåìî íàñòóïíèé àíàëîã ôîðìóëè (2.31):

∂Q/∂uq = Ω−1(A/n)rΛ
k−r(n−1)

n ∂rck(t)/∂trΩ, q ≡ ord Q. (2.35)

äå Q = ∂rG/∂xr ∈ S(n−2+n0)
F , r = rk,n,n0−1.
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ßê i â ñêàëÿðíîìó âèïàäêó, ç ôîðìóëè (2.35) i óìîâ òåîðåìè âèïëèâà¹,

ùî ∂rck(t)/∂tr ¹ ïîëiíîìîì (àáî ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ êâàçiïîëiíîìiâ)

ïî t, à òîìó, ÿê ëåãêî áà÷èòè, i ñàìà ìàòðèöÿ-ôóíêöiÿ ck(t) ìà¹ òàêó æ

âëàñòèâiñòü.

Îòæå, iñíó¹ äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð ∆ =
m∑

l=0
al∂

l/∂tl çi ñòàëèìè

êîåôiöi¹íòàìè al ∈ C òàêèé, ùî ∆(ck(t)) = 0. ßê i äëÿ ñêàëÿðíîãî

ðiâíÿííÿ (1), êîëè ck(t) � ïîëiíîì ïî t ñòåïåíÿ íå âèùå p, ìîæíà âçÿòè

â ÿêîñòi ∆ îïåðàòîð ∆0 = ∂p+1/∂tp+1.

Áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi áóäåìî ââàæàòè, ùî G ∈ SF,k, k > n − 2 + n0.

Îñêiëüêè ∂F/∂t = 0, â ñèëó Ëåìè 1.2.3, ÿêà, î÷åâèäíî, çàñòîñîâíà i äî

âèïàäêó, êîëè ck(t) � ìàòðèöÿ, ∆(G) = 0, áî ∆(ck(t)) = 0, i îòæå G ìà¹

äîâîäæóâàíó âëàñòèâiñòü. �

ßñíî, ùî ôîðìóëà (2.35) ç A = diag (a1(t), . . . , an(t)) âèêîíó¹òüñÿ i ó

âèïàäêó êîëè ∂F/∂t 6= 0, ∂F/∂x = 0, λ−1/n
i = ai(t) + Ki(t, u, . . . , un), äå

ai ∈ C, ai 6= 0, Ki ∈ Im D̃, ∇F (Ki) ∈ Im D̃, i = 1, . . . , s.

�¨ âèêîðèñòàííÿ äîçâîëÿ¹ îöiíèòè dimSF,k i, çîêðåìà, äåùî óòî÷íèòè

ðåçóëüòàò Òâåðäæåííÿ 2.2.1. À ñàìå, îñêiëüêè Q ∈ S
(k−r(n−1))
F ìîæíà

ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi Q = Q0 + Q1, Q0 ∈ S
(k−r(n−1)−1)
F , Q1 ∈ SF,k−r(n−1),

ïðè÷îìó â ñèëó (1.7)

∂Q/∂uk−r(n−1) = ∂Q1/∂uk−r(n−1) = Ω−1h(t)Λ
k−r(n−1)

n Ω,

äå h(t) � äåÿêà s × s äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ-ôóíêöiÿ t, ç (2.35) äiñòà¹ìî

çâè÷àéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ íà äiàãîíàëüíó ìàòðèöþ ck(t):

∂rck(t)/∂tr = nrA−rh(t), r = rk,n,n0−1,

ç ÿêîãî î÷åâèäíî, ùî äëÿ íåâèðîäæåíî¨ ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíî¨ ñèñòåìè

(5) ç ∂F/∂x = 0, λ−1/n
i = ai(t) + Ki(t, u, . . . , un), äå ai ∈ C, ai 6= 0,

Ki ∈ Im D̃, ∇F (Ki) ∈ Im D̃, i = 1, . . . , s ïðè k > n+ n0 − 2

dimSF,k ≤ s rk,n,n0−1 + dimSF,k−r(n−1).
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Çîêðåìà, â ñèëó ñêàçàíîãî âèùå i Òâåðäæåííÿ 2.2.1 áóäü-ÿêà ñèìåòðiÿ

G ∈ SF,k, k > n+n0− 2, ðiâíÿííÿ (1) ç ∂F/∂t = 0,
∂F

∂x
= 0,

(
∂F

∂un

)− 1
n

=

a+K(u, . . . , un), äå a ∈ C, a 6= 0, K ∈ Im D̃, ∇F (K) ∈ Im D̃, ¹ ëiíiéíîþ

êîìáiíàöi¹þ ñèìåòðié âèãëÿäó

Q = exp(λt)
s∑

j=0

Qj(x, u, . . . , uk)tj, (2.36)

äå λ ∈ C, s ≤ dimSF,k − 1 ≤ r + dimSF,k−r(n−1) − 1.

Íàïðèêëàä, äëÿ ïîòåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà ut = u2 + u2
1

åëåìåíòè S(1)
F /S

(0)
F = SF,1 ¹ ëiíiéíèìè ôóíêöiÿìè t i dimSF,1 = 2 (äèâ.

[42], ñ.380-381), òîìó â ñèëó Òåîðåìè 2.3.2 i (2.36) ñèìåòði¨ öüîãî ðiâíÿííÿ

ç ïðîñòîðó SF,k, k > 1, áóäóòü ïîëiíîìàìè ïî t ïîðÿäêó íå âèùå k.

Äîñòàòíþ óìîâó ïîëiíîìiàëüíîñòi ñèìåòðié ïî t ç Òåîðåì 2.3.2 i 2.3.3

ìîæíà åôåêòèâíî âèêîðèñòàòè äëÿ çíàõîäæåííÿ âñiõ ëîêàëüíèõ óçàãàëü-

íåíèõ ñèìåòðié åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü (1) i íåâèðîäæåíèõ ñëàáêî äiàãîíà-

ëiçîâíèõ ñèñòåì (5) ç ∂F/∂t = 0, äëÿ ÿêèõ íå âèêîíóþòüñÿ íåîáõiäíi

óìîâè iñíóâàííÿ ôîðìàëüíèõ ñèìåòðié íåñêií÷åííîãî ðàíãó i íåíóëüîâî-

ãî ñòåïåíÿ. Ïiäêðåñëèìî, ùî ìè çàâæäè ðîçãëÿäà¹ìî ôîðìàëüíi ñèìå-

òði¨, êîåôiöi¹íòè ÿêèõ ¹ ëîêàëüíèìè ôóíêöiÿìè.

Îñêiëüêè ñêàëÿðíi ðiâíÿííÿ ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì íåâèðîäæåíèõ

ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíèõ ñèñòåì, ïðîâàäèòèìåìî ïîäàëüøèé ðîçãëÿä ñà-

ìå äëÿ òàêèõ ñèñòåì.

Íåõàé äëÿ òàêî¨ ñèñòåìè êàíîíi÷íi ùiëüíîñòi ρa
m, a = 1, . . . , s äëÿ äå-

ÿêîãî m ∈ {−1, 0, 1, 2, 3, . . .} i a ∈ {1, . . . , s} íå çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

Dt(ρ
a
m) ∈ ImD, ïðè÷îìó äëÿ j < m Dt(ρ

a
j ) ∈ ImD äëÿ âñiõ a = 1, . . . , s.

Â ñèëó Òåîðåìè 3.1 (äèâ. [36], ñ.18) öÿ ñèñòåìà íå ìà¹ íåçàëåæíèõ âiä

÷àñó t (òîáòî ñòàöiîíàðíèõ) ôîðìàëüíèõ ñèìåòðié íåíóëüîâîãî ñòåïåíÿ

i ðàíãó âèùå n + m + 1, àëå ìà¹ ñòàöiîíàðíi ôîðìàëüíi ñèìåòði¨ ðàíãó

n+m íåíóëüîâîãî ñòåïåíÿ.
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Íàãàäà¹ìî, ùî êàíîíi÷íi ùiëüíîñòi âèçíà÷àþòüñÿ ÿê

ρa
m = (res TLmT−1)aa,m 6= 0, ρa

0 = (res ln TLT−1)aa,

äå L � ñòàöiîíàðíà ôîðìàëüíà ñèìåòðiÿ íåñêií÷åííîãî ðàíãó i ñòåïåíÿ

1 íåâèðîäæåíî¨ ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíî¨ ñèñòåìè (5) (òîáòî öi ùiëüíîñòi

âèçíà÷àþòüñÿ â ïðèïóùåííi iñíóâàííÿ òàêî¨ ñèìåòði¨, à ïîðóøåííÿ óìîâ

Dt(ρ
a
m) ∈ ImD âåäå äî âiäñóòíîñòi ôîðìàëüíî¨ ñèìåòði¨ äîñòàòíüî âèñî-

êîãî ðàíãó, äèâ. ïîäðîáèöi ó [36], ñ.16 i äàëi). Òóò Bij ïîçíà÷à¹ (i, j)-é

ìàòðè÷íèé åëåìåíò ìàòðèöi B, à ëèøîê res H i ëîãàðèôìi÷íèé ëèøîê

res ln H äîâiëüíîãî ôîðìàëüíîãî ðÿäó H =
p∑

j=−∞
hjD

j âèçíà÷àþòüñÿ ÿê

res H = h−1 i res ln H = hm−1h
−1
m âiäïîâiäíî [36],ñ.15.

Çâè÷àéíî, res ln H äîáðå âèçíà÷åíèé ëèøå ó âèïàäêó dethm 6= 0, òîìó

íàäàëi ìè ââàæàòèìåìî (ÿê ëåãêî áà÷èòè, áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi), ùî

êîåôiöi¹íò ïðèD ôîðìàëüíî¨ ñèìåòði¨ L, à îòæå i âiäïîâiäíèé êîåôiöi¹íò

ó TLT−1, � íåâèðîäæåíi ìàòðèöi.

Äàëi, îñêiëüêè äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèìåòði¨ G ïîðÿäêó k ≥ n0 ðîçãëÿäóâàíî¨

ñèñòåìè (5) â ñèëó (1.4) ÿñíî, ùî G∗ ¹ ôîðìàëüíîþ ñèìåòði¹þ ðàíãó k−
n0 +2, i îòæå çà çðîáëåíèõ ïðèïóùåíü öÿ ñèñòåìà íå ìàòèìå íåçàëåæíèõ

âiä t ëîêàëüíèõ óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié ïîðÿäêó âèùå n+m+ n0 − 1.

Òåïåð âèêîðèñòà¹ìî íàñòóïíèé ìàéæå î÷åâèäíèé íàñëiäîê Ëåìè 1.2.3:

Íàñëiäîê 2.3.2 ßêùî ðiâíÿííÿ (1) ÷è íåâèðîäæåíà ñëàáêî äiàãîíàëi-

çîâíà ñèñòåìà (5) ç ∂F/∂t = 0 ìà¹ ïîëiíîìiàëüíi ïî t ñèìåòði¨ ç ïðî-

ñòîðó SF,k, k ≥ n0, òî âîíà îáîâ'ÿçêîâî ìà¹ ëiíiéíi ïî t i íåçàëåæíi âiä

t ñèìåòði¨, ùî íàëåæàòü äî öüîãî ïðîñòîðó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ñèìåòðiÿ G ∈ SF,k ¹ ïîëiíîìîì ïî t ïîðÿäêó s,

G =
s∑

j=0
tjgj(x, u, . . . , uk), gs 6= 0. Íåõàé ck(t) � ôóíêöiÿ (à ó âèïàäêó

ñèñòåì � s×s äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ), âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ (1.7) äëÿ ñêàëÿð-

íîãî ðiâíÿííÿ (1) i ðiâíiñòþ ∂G/∂uk = Ω−1ck(t)Λk/nΩ äëÿ íåâèðîäæåíèõ

ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíèõ ñèñòåì.
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Â ñèëó Ëåìè 1.2.3 ç L = ∂s/∂ts ÿñíî, ùî ck(t) òàêîæ ¹ ïîëiíîìîì ïî

t ïîðÿäêó s, ck(t) =
s∑

j=0
tjck,j, ck,s 6= 0. Òîìó ñèìåòðiÿ G̃ = ∂s−1G/∂ts−1

ìà¹ âèãëÿä G̃ = tA + B, ∂A/∂t = 0, ∂B/∂t = 0, ordA = q, ïðè÷îìó

A = ∂sG/∂ts ∈ SF,k, áî â ñóïðîòèâíîìó âèïàäêó ïîðóøóâàëàñÿ á Ëåìà

1.2.3 ç L = ∂s/∂ts.

Êðiì òîãî, îñêiëüêè ìè ðîçãëÿäà¹ìî çàëåæíi âiä ÷àñó ñèìåòði¨ ç òî÷íi-

ñòþ äî äîäàâàííÿ íåçàëåæíèõ âiä ÷àñó ñèìåòðié, áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi

ìîæíà ââàæàòè, ùî G̃ ∈ SF,k.

Îòæå, ìè ïîáóäóâàëè çà ïîëiíîìiàëüíîþ ïî t ñèìåòði¹þ G ∈ SF,k

íåçàëåæíó âiä t ñèìåòðiþ A i ëiíiéíó ïî t ñèìåòðiþ G̃ ç ïðîñòîðó SF,k. �

Ç íàñëiäêó 2.3.2 ÿñíî, ùî ïîðóøåííÿ óìîâè Dt(ρ
a
m) ∈ ImD, a =

1, . . . , s, i âèêëèêàíà íèì âiäñóòíiñòü ñòàöiîíàðíèõ ñèìåòðié ïîðÿäêó âè-

ùå n + m + n0 − 1 âåäóòü äî âiäñóòíîñòi äîâiëüíèõ ïîëiíîìiàëüíèõ ïî t

ñèìåòðié ç ïðîñòîðó SF/S
(n+m+n0−1)
F , à ÿêùî ìîæíà äîâåñòè, êîðèñòóþ-

÷èñü Òåîðåìàìè 2.3.2 i 2.3.3 àáî iíøèìè ìåòîäàìè, ùî âñi ñèìåòði¨ ç öüîãî

ïðîñòîðó âè÷åðïóþòüñÿ ïîëiíîìàìè ïî t, òî ðîçãëÿäóâàíå ðiâíÿííÿ àáî

íåâèðîäæåíà ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíà ñèñòåìà âçàãàëi íå ìà¹ óçàãàëüíåíèõ

ñèìåòðié ïîðÿäêó âèùå n+m+ n0 − 1.

Ç iíøîãî áîêó, ñèìåòði¨ ïîðÿäêiâ 0, . . . , n + m + n0 − 1 çàâæäè ìî-

æíà çíàéòè áåçïîñåðåäíiì îá÷èñëåííÿì (ç âèêîðèñòàííÿì ïðè ïîòðåái

êîìï'þòåðíî¨ àëãåáðè), ïðè÷îìó ìè ùîéíî ïîêàçàëè, ùî çà çðîáëåíèõ

ïðèïóùåíü âîíè âè÷åðïóþòü âñþ ìíîæèíó SF ëîêàëüíèõ óçàãàëüíåíèõ

ñèìåòðié äàíîãî ðiâíÿííÿ ÷è ñèñòåìè.

Ïðèêëàä 2. Ðîçãëÿíåìî íåiíòåãðîâíå åâîëþöiéíå ðiâíÿííÿ, ùî îïèñó¹

äåÿêi ïðîöåñè íåëiíiéíî¨ òåïëîïðîâiäíîñòi

ut = u2 + a ln2(u), a 6= 0,

äëÿ ÿêîãî ρ1 = (a/u) ln u,Dt(ρ1) 6∈ ImD, à Dt(ρj) = 0 ∈ ImD,j = −1, 0.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî â äàíîìó âèïàäêó n0 = 0 i âñi ñèìåòði¨ öüîãî
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ðiâíÿííÿ ç ïðîñòîðó S(0)
F ïîëiíîìiàëüíi ïî t, à îòæå â ñèëó Òåîðåìè 2.3.2

âçàãàëi âñi óçàãàëüíåíi ñèìåòði¨ öüîãî ðiâíÿííÿ ïîëiíîìiàëüíi ïî t, òîìó â

ñèëó ñêàçàíîãî âèùå âîíî íå ìà¹ óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié ïîðÿäêó âèùå 2.

Îá÷èñëåííÿ ñèìåòðié ïîðÿäêiâ 0, . . . , 2 ïîêàçó¹, ùî öå ðiâíÿííÿ ìà¹

ëèøå äâi ñèìåòði¨ u1 òà u2+a ln2(u), ùî åêâiâàëåíòíi òî÷êîâèì ñèìåòðiÿì

Ëi i âiäïîâiäàþòü î÷åâèäíié iíâàðiàíòíîñòi âiäíîñíî çñóâiâ ïî x i t.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïðèêëàä, â ÿêîìó çàñòîñóâàííÿ íàøèõ ðåçóëüòàòiâ

äîçâîëÿ¹ çíàéòè âñi óçàãàëüíåíi ñèìåòði¨ ñèñòåìè, ùî ìà¹ ôîðìàëüíó ñè-

ìåòðiþ íåñêií÷åííîãî ðàíãó, àëå íå ìà¹ íåçàëåæíèõ âiä x, t óçàãàëüíåíèõ

ñèìåòðié ïîðÿäêó âèùå øåñòè.

Ïðèêëàä 3. Ñèñòåìà Áàêiðîâà [61]

ut = u4 + v2

vt = v4/5.
(2.37)

I.Ì. Áàêiðîâèì [61] çà äîïîìîãîþ êîìï'þòåðíî¨ àëãåáðè áóëî ïîêàçàíî,

ùî öÿ ñèñòåìà íå ìà¹ íåçàëåæíèõ âiä x i t óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié, êðiì

íàâåäåíèõ íèæ÷å ó (2.38) äî ïîðÿäêó 53 âêëþ÷íî.

Ô. Áîéêåðñîì, ß. Ñàíäåðñîì i Äæ. Ï. Âàíã [65] áóëî ñòðîãî äîâåäåíî,

ùî (2.37) íå ìà¹ íåçàëåæíèõ âiä x i t óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié ïîðÿäêó

âèùå øåñòè i ùî K (äèâ. (2.38)) � ¹äèíà óçàãàëüíåíà ñèìåòðiÿ ç öüîãî

êëàñó, ùî íååêâiâàëåíòíà òî÷êîâié ñèìåòði¨ Ëi. Äîâåäåìî, ùî àíàëîãi-

÷íèé ðåçóëüòàò ìà¹ ìiñöå äëÿ âñiõ óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié öi¹¨ ñèñòåìè, â

òîìó ÷èñëi äëÿ òèõ, ùî çàëåæàòü âiä x i t.

Áåçïîñåðåäí¹ îá÷èñëåííÿ óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié ïîðÿäêiâ 0, . . . , 6 ïî-

êàçó¹, ùî áóäü-ÿêà ñèìåòðiÿ ïîðÿäêó íå âèùå øåñòè ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíà-

öi¹þ ñèìåòðié

X = u1∂/∂u+ v1∂/∂v, T = (u4 + v2)∂/∂u+ (1/5)v4∂/∂v,

D0 = 2u∂/∂u+ v∂/∂v,D = 4tT + xX + 2v∂/∂v,

Wα = α(x, t)∂/∂u,

K = (u6 + (5/11)(5vv2 + 4v2
1))∂/∂u+ (1/11)v6∂/∂v,

(2.38)
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äå α(x, t) � äîâiëüíèé äîñòàòíüî ãëàäêèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ αt = α4.

Î÷åâèäíî, ùî âñi öi ñèìåòði¨, çà âèíÿòêîì K, åêâiâàëåíòíi òî÷êî-

âèì ñèìåòðiÿì Ëi. Íàäàëi ìè, ÿê i çàâæäè, îòîòîæíþâàòèìåìî ñèìå-

òði¨ ç ¨õ õàðàêòåðèñòèêàìè i çàïèñóâàòèìåìî ¨õ ó âèãëÿäi äâîõêîìïî-

íåíòíèõ âåêòîðiâ, òîáòî çàìiñòü G = G1∂/∂u + G2∂/∂v áóäåìî ïèñàòè

G = (G1, G2)
T , äå T ïîçíà÷à¹ ìàòðè÷íå òðàíñïîíóâàííÿ.

Ïåðø çà âñå ïîêàæåìî, ùî äëÿ ñèñòåìè Áàêiðîâà

AnnBak

⋂
(SBak/ΘBak) = ÃnnBak

⋂
(SBak/ΘBak),

òîáòî âñi ¨¨ ñòàöiîíàðíi ñèìåòði¨, ÿêi çàëåæàòü íå òiëüêè âiä çìiííî¨ x, à

i âiä u, u1, . . . , v, v1, . . . íàñïðàâäi íå çàëåæàòü âiä x.

ßê ïîêàçàíî ó [66], öÿ ñèñòåìà ìà¹ ôîðìàëüíó ñèìåòðiþ L ñòåïåíÿ 2

íåñêií÷åííîãî ðàíãó, êîåôiöi¹íòè ÿêî¨ íå çàëåæàòü âiä x i t.

Ðîçãëÿíåìî ôîðìàëüíèé ðÿä P = TG∗T
−1 äëÿ G ∈ AnnBak. Îñêiëüêè

∂G/∂t = 0, ç (1.4) äiñòà¹ìî

[∇F − V,P] = T∇G(F∗)T
−1.

Ó âèïàäêó ñèñòåìè Áàêiðîâà ëåãêî áà÷èòè, ùî deg T∇G(F∗)T
−1 =

deg∇G(F∗) ≤ 0, i îòæå deg [∇F − V,P] ≤ 0.

Îñêiëüêè L çà âèçíà÷åííÿì çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ [∇F − F∗,L] = 0,

äëÿ L′ = TLT−1 ìà¹ìî [∇F − V,L′] = 0, ïðè÷îìó (äèâ. [35], ñ.248�249)

êîåôiöi¹íòè ôîðìàëüíîãî ðÿäó L′ ¹ äiàãîíàëüíèìè ìàòðèöÿìè.

Â ïîâíié àíàëîãi¨ ç Ëåìîþ 9 ñòàòòi [50] ìîæíà ïîêàçàòè, ùî îñêiëüêè

deg [∇F − V,P] ≤ 0, P ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

P =
k∑

j=0

αj(L
′)

j
2 + B,

äå αj � ñòàëi äiàãîíàëüíi 2× 2 ìàòðèöi, à B � äåÿêèé ôîðìàëüíèé ðÿä ç

íåçàëåæíèìè âiä t êîåôiöi¹íòàìè, deg B < 0, à îòæå

G∗ = T−1

(
k∑

j=0

αj(L
′)

j
2 + B̃

)
T.
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Îñêiëüêè, î÷åâèäíî, ∂T/∂x = ∂L′/∂x = 0, ∂G∗/∂x = T−1∂B/∂xT. Àëå

ÿñíî, ùî deg ∂G∗/∂x ≥ 0, â òîé ÷àñ ÿê deg T−1∂B/∂xT < 0. Çâiäñè

áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹, ùî ∂G∗/∂x = 0.

Îòæå, äîâiëüíó ñèìåòðiþ G ∈ AnnBak, k ≡ ordG ≥ 0 ìîæíà ïðåäñòà-

âèòè ó âèãëÿäi
G = G0(u, . . . , uk, v, . . . , vk) + φ(x),

ïðè÷îìó î÷åâèäíî, ùî ∂φ/∂x ∈ AnnBak.

Çâiäñè i ç (2.38) çðîçóìiëî, ùî

φ1(x) =
4∑

j=1
cj
xj

j!
,

φ2(x) = 0.

Òóò cj � äåÿêi ñòàëi, à ñòàëi iíòåãðóâàííÿ âêëþ÷åíî äî G0.

Îñêiëüêè (xj, 0)T äëÿ j = 0, 1, 2, 3 ¹ ñèìåòðiÿìè ñèñòåìè Áàêiðîâà, äëÿ

òîãî, ùîá äîâåñòè, ùî AnnBak

⋂
(SBak/ΘBak) = ÃnnBak

⋂
(SBak/ΘBak),

íàì çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî ñèñòåìà Áàêiðîâà íå ìà¹ ñèìåòðié âèãëÿäó

G = G0(u, . . . , uk, v, . . . , vk) + φ(x) ç φ(x) = (cx4/4!, 0)T , c = const, c 6= 0.

Çà âèçíà÷åííÿì òàêà ñèìåòðiÿ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ {F,G} = 0, ÿêå

åêâiâàëåíòíå ðiâíÿííþ

{F,G0} = −4(c, 0)T ≡ −H. (2.39)

Àëå îñêiëüêè (1, 0)T ¹ ñòàöiîíàðíîþ ñèìåòði¹þ ñèñòåìè Áàêiðîâà, âèêî-

íàííÿ (2.39) î÷åâèäíèì ÷èíîì åêâiâàëåíòíå iñíóâàííþ ó öi¹¨ ñèñòåìè çà-

ëåæíî¨ âiä ÷àñó t ñèìåòði¨ âèãëÿäó Q = G0 + tH.

Îñêiëüêè äëÿ ðîçãëÿäóâàíî¨ ñèñòåìè ìàòðèöÿ Φ äiàãîíàëüíà, Φ = Λ,

i ¨ ¨ âëàñíi çíà÷åííÿ äîðiâíþþòü λ1 = 1, λ2 = 1/5. Î÷åâèäíî, λ−1/4
i 6∈

Im D̃, äå D̃ = D − ∂/∂x. Àëå òîäi â ñèëó ìîäèôiêîâàíî¨ (äèâ. êiíåöü

ï.2.3.1) Òåîðåìè 1.4.1, â ÿêié ImD çàìiíåíî íà Im D̃, ñèñòåìà (2.37) íå

ìà¹ çàëåæíèõ âiä t, àëå íåçàëåæíèõ âiä x óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié ïîðÿäêó

âèùå ÷îòèðüîõ.
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Îäíàê ç (2.38) ÿñíî, ùî òàêèõ ñèìåòðié ïîðÿäêó ÷îòèðè i íèæ÷å ó

ðîçãëÿäóâàíî¨ ñèñòåìè íåìà¹. Òàêèì ÷èíîì, ìè äîâåëè, ùî

AnnBak

⋂
(SBak/ΘBak) = ÃnnBak

⋂
(SBak/ΘBak),

çâiäêè i ç (2.38) íåãàéíî âèïëèâà¹, ùî AnnBak = ÃnnBak

⋃
Υ, Υ =

{(xj, 0)T , j = 1, 2, 3}. Îòæå, AnnBak íå ìiñòèòü åëåìåíòiâ ïîðÿäêó âè-

ùå øåñòè.

Îñêiëüêè äëÿ (2.37) n0 = 0 i â ñèëó (2.38) âñi åëåìåíòè ïðîñòîðó

S
(2)
Bak/ΘBak ¹ ïîëiíîìàìè ïî t, â ñèëó Òåîðåìè 2.3.3 öå ñïðàâåäëèâî i äëÿ

âñiõ åëåìåíòiâ ïðîñòîðó SBak/ΘBak.

Çâiäñè i ç Íàñëiäêó 2.3.2 âèïëèâà¹, ùî ñèñòåìà (2.37) âçàãàëi íå ìà¹

çàëåæíèõ âiä ÷àñó t óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié ïîðÿäêó âèùå øåñòè, à âñi ¨¨

ñèìåòði¨ ïîðÿäêiâ 0, . . . , 6 ïåðåðàõîâàíî ó (2.38).

Îòæå, íàìè äîâåäåíî, ùî K ç (2.38) � ¹äèíà óçàãàëüíåíà ñèìåòðiÿ

ñèñòåìè Áàêiðîâà (2.37), ÿêà íå åêâiâàëåíòíà òî÷êîâié ñèìåòði¨ Ëi. Öèì

ïiäñèëåíî àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò Ô. Áîéêåðñà, ß. Ñàíäåðñà i Äæ.Ï. Âàíã

[65] äëÿ óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié, ùî íå çàëåæàòü âiä x i t, i äàíî îñòàòî÷íó

íåãàòèâíó âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ, ïîñòàâëåíå Ï. Îëâåðîì ó [103], ñ.381, ÷è

ìà¹ ñèñòåìà Áàêiðîâà óçàãàëüíåíi ñèìåòði¨, âiäìiííi âiä K, ùî íååêâiâà-

ëåíòíi òî÷êîâèì ñèìåòðiÿì Ëi.

Îòðèìàíèé ðåçóëüòàò îñòàòî÷íî ñïðîñòîâó¹ ôîëüêëîðíå ïðèïóùåííÿ

ïðî òå, ùî äëÿ åâîëþöiéíèõ ñèñòåì íàÿâíiñòü îäíi¹¨ âèùî¨ ñèìåòði¨

îáîâ'ÿçêîâî âåäå äî íàÿâíîñòi íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi òàêèõ ñèìåòðié.

2.4. Ïîëiíîìiàëüíi ïî ÷àñó t ñèìåòði¨ iíòåãðîâíèõ
åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü i ñèñòåì

2.4.1. Ñêàëÿðíi ðiâíÿííÿ. Ó öüîìó ïóíêòi ìè ðîçãëÿäàòèìåìî

iíòåãðîâíå åâîëþöiéíå ðiâíÿííÿ (1) ç ∂F/∂t = 0, ïðè÷îìó â ÿêîñòi êðè-

òåðiÿ iíòåãðîâíîñòi âèáåðåìî íàÿâíiñòü íåçàëåæíî¨ âiä ÷àñó (∂L/∂t = 0)
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ôîðìàëüíî¨ ñèìåòði¨ L íåíóëüîâîãî ñòåïåíÿ p i íåñêií÷åííîãî ðàíãó, ÿêà

çà âèçíà÷åííÿì çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

[∇F − F∗,L] = 0. (2.40)

Äëÿ áóäü-ÿêîãî öiëîãî q cLq/p, c = const, òàêîæ ¹ ôîðìàëüíîþ ñèìåòði¹þ

ðiâíÿííÿ (1) (äèâ. íàïð. [35], ñ. 243) íåñêií÷åííîãî ðàíãó, òîìó áåç âòðàòè

çàãàëüíîñòi ââàæàòèìåìî íàäàëi, ùî deg L = 1 i L = Φ1/nD + . . .

Íàãàäà¹ìî (äèâ. [50], ñ.161), ùî ìîæå iñíóâàòè ùîíàéáiëüøå îäíà (ç

òî÷íiñòþ äî äîäàâàííÿ ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ íåçàëåæíèõ âiä ÷àñó ñèìåòðié

Z = Z(x, u, u1, . . .) ðiâíÿííÿ (1) ç ∂F/∂t = 0, äëÿ ÿêèõ [∇Z − Z∗,L] =

0) íåçàëåæíà âiä ÷àñó ñèìåòðiÿ Y ðiâíÿííÿ (1) ç ∂F/∂t = 0 òàêà, ùî

[∇Y − Y∗,L] 6= 0.

Âèáåðåìî ñèìåòðiþ Y òàê, ùîá âîíà ìàëà íàéìåíøèé ìîæëèâèé ïî-

ðÿäîê r (äîäàþ÷è äî íå¨, ÿêùî ïîòðiáíî, ïiäõîäÿùó ëiíiéíó êîìáiíàöiþ

ñèìåòðié Z ∈ AnnF , äëÿ ÿêèõ [∇Z − Z∗,L] = 0).

Î÷åâèäíî, ùî òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ íåçàëåæíî¨ âiä ÷àñó ñèìåòði¨ P =

P (x, u, u1, . . .) ∈ SF/S
(r)
F áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî

[∇P − P∗,L] = 0, (2.41)

ùî ìè i ïðèïóñêàòèìåìî â ïîäàëüøîìó.

Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî Φ−1/n ∈ ImD, òîáòî íåîáõiäíó óìîâó iñíó-

âàííÿ çàëåæíèõ âiä ÷àñó ñèìåòðié ïîðÿäêó âèùå n (äèâ. Òåîðåìó 1.2.1)

âèêîíàíî.

Ðîçãëÿíåìî ïîëiíîìiàëüíi ïî t ñèìåòði¨ ïîðÿäêó q ðiâíÿííÿ (1) ç ïðî-

ñòîðó SF,q, q ≥ n0. Â ñèëó Íàñëiäêó 2.3.2 íåîáõiäíîþ óìîâîþ iñíóâàííÿ

òàêèõ ñèìåòðié ¹ iñíóâàííÿ ëiíiéíèõ ïî t ñèìåòðié ç öüîãî æ ïðîñòîðó

SF,q, òîáòî ðiâíÿííÿ (1) ïîâèííå ìàòè (õî÷à á îäíó) ñèìåòðiþ âèãëÿäó

Q = K + tH ∈ SF,q, ∂K/∂t = ∂H/∂t = 0, ordQ = ordH = q, H ∈ SF,q.

Î÷åâèäíî, ùî

{F,H} = 0. (2.42)
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Îñêiëüêè Q ∈ SF,q, ÿñíî, ùî k ≡ ordK ≤ q. Ïiäñòàíîâêà G = Q òà

P = F äî (1.1) i (1.4) äà¹

{F,K} = −H (2.43)

∇K(F∗)−∇F (K∗) + [F∗, K∗] = H∗. (2.44)

Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ F iK ord{F,K} ≤ k+n−1, ç (2.43) âèïëèâà¹,

ùî k + n− 1 ≥ q, i îòæå k ≥ q − n+ 1.

Ïîêëàâøè t = 0 ó ïðåäñòàâëåííi (1.15) äëÿ ñèìåòði¨ Q, äiñòà¹ìî íà-

ñòóïíå ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ K∗, ùî ñïðàâåäëèâå çà óìîâè q > n+ n0 − 2:

K∗ =
k∑

j=q−n+1

κjF
j/n
∗ +D−1

(
γ

n
Φ−1/n − δk,q

k

n
κk∇F (Φ−1/n)

)
F

q−n+1
n

∗ + N, (2.45)

äå κj ∈ C, γ = Φ−q/n∂H/∂uq ∈ C, γ 6= 0; N � äåÿêèé ôîðìàëüíèé ðÿä

ç íåçàëåæíèìè âiä ÷àñó êîåôiöi¹íòàìè, deg N < q − n + 1; δk,q � ñèìâîë

Êðîíåêåðà.

Çàçíà÷èìî, ùî ïðè k = q, κk 6= 0, ìè çàâæäè ìîæåìî ðîçãëÿäàòè

ñèìåòðiþ Q′ = Q − (κq/γ)H = tH + K ′ ∈ SF,q, ordQ′ = q çàìiñòü Q, i

äëÿ Q′ ìà¹ìî ordK ′ < q. Òàêèì ÷èíîì, áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi áóäåìî

íàäàëi ââàæàòè, ùî ordK < q i

κkδk,q = 0. (2.46)

Ïðîäîâæèìî òåïåð àíàëiç ñòðóêòóðè ñèìåòði¨ Q = K + tH,

ordQ = ordH = q, q > max(r, n + n0 − 2). Êîðèñòóþ÷èñü òîòî-

æíiñòþ ßêîái, (2.41) äëÿ P = H, (2.43), (2.40) i (1.2), (1.3) äëÿ P = F ,

Q = K, äiñòà¹ìî, ùî äëÿ âñiõ öiëèõ s

[∇F − F∗, [L
s,∇K −K∗]] =

−[∇K −K∗, [∇F − F∗,L
s]]− [Ls, [∇K −K∗,∇F − F∗]] =

−[Ls, [∇K −K∗,∇F − F∗]] = [Ls,∇H −H∗] = 0.

Òîìó çà Ëåìîþ 8 ç [50]

[Ls,∇K −K∗] =

ks∑
j=−∞

cj,sL
j, cj,s ∈ C. (2.47)
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Îöiíèìî deg[Ls,∇K − K∗] äëÿ q > n + n0 − 2, êîðèñòóþ÷èñü ïðåä-

ñòàâëåííÿì (2.45) äëÿ Q∗. Îñêiëüêè Q∗ ¹ ôîðìàëüíîþ ñèìåòði¹þ ðàíãó

âèùå n, îöiíþþ÷è âåäó÷èé ÷ëåí êîìóòàòîðà [Ls, Q∗] ç âèêîðèñòàííÿì

Òâåðäæåííÿ 1.3.1, äiñòà¹ìî ôîðìóëó

[Ls,∇Q −Q∗] = −(sγ/n)F
s+q−n

n
∗ + . . . ,

à ïîñêiëüêè [Ls,∇K −K∗] = [Ls,∇Q−Q∗]|t=0, γ 6= 0 i s 6= 0, çâiäñè áåçïî-

ñåðåäíüî âèïëèâà¹, ùî deg[Ls,∇K −K∗] = s + q − n äëÿ âñiõ ìîæëèâèõ

çíà÷åíü n0, ÿêùî q > n, i îòæå

[Ls,∇K −K∗] =

s+q−n∑
j=−∞

cj,sL
j, cj,s ∈ C, cs+q−n,s 6= 0. (2.48)

Îñêiëüêè res∇G(Ls) = 0 äëÿ s ≤ −2 i res Lj = 0 äëÿ j < −1, äëÿ òàêèõ

s ç (2.48) äiñòà¹ìî

res [Ls, K∗] = −
s+q−n∑
j=−∞

cj,sres Lj = −
s+q−n∑
j=−1

cj,sres Lj. (2.49)

Àëå ëèøîê êîìóòàòîðà äâîõ ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ çàâæäè íàëåæèòü

äî ImD â ñèëó âiäîìî¨ òåîðåìè Àäëåðà (äèâ. íàïð. [42], ñ.587). Ç

iíøîãî áîêó, ρj = res Lj, j = −1, 1, 2, 3, . . . i ρ0 = res ln L � öå íå

ùî iíøå, ÿê ùiëüíîñòi êàíîíi÷íèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ (àáî, êîðî-

òøå, êàíîíi÷íi ùiëüíîñòi) äëÿ ðiâíÿííÿ (1) ç ∂F/∂t = 0 [100], òîáòî

∇F (ρj) ∈ ImD. Íàãàäà¹ìî, ùî ùiëüíiñòü ρj íàçèâà¹òüñÿ íåòðèâiàëü-

íîþ, ÿêùî ρj 6∈ ImD, i òðèâiàëüíîþ â ñóïðîòèâíîìó âèïàäêó. Îñêiëüêè

cs+q−n,s 6= 0, ÿñíî, ùî êîëè ùiëüíiñòü ρs+q−n íåòðèâiàëüíà (ââàæà¹ìî, ùî

s + q − n ≥ 1, áî ùiëüíiñòü ρ−1 = Φ−1/n òðèâiàëüíà çà ïðèïóùåííÿì), à

ùiëüíîñòi ρj, j = −1, . . . , s+ q− n− 1, j 6= 0 � òðèâiàëüíi, (2.49) ìiñòèòü

ñóïåðå÷íiñòü, à ñàìå: ¨¨ ëiâà ñòîðîíà íàëåæèòü äî ImD, à íåíóëüîâèé

÷ëåí cs+q−n,sρs+q−n ó ¨¨ ïðàâié ñòîðîíi íå íàëåæèòü äî ImD.
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Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî íåðiâíîñòi s+ q − n ≥ 1 and s ≤ −2 ñóìiñíi äëÿ

íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè çíà÷åíü s òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè q > n+2. Îòæå,

ìíîæèíîþ çíà÷åíü s, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ (2.49), ¹ n− q + 1, . . . ,−2.

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî äëÿ q > max(n, r) õî÷à á îäíà ç ùiëüíîñòåé

ρ1, . . . , ρq−n−2 íåòðèâiàëüíà, ðiâíÿííÿ (2.47) (à îòæå i (2.43) ç H ∈ SF,q)

íå ìàþòü íåçàëåæíèõ âiä ÷àñó ðîçâ'ÿçêiâ K ñåðåä ëîêàëüíèõ ôóíêöié.

Íåõàé p
F

=

{
m+ n+ 1, ÿêùî (2.41) âèêîíó¹òüñÿ ∀P ∈ AnnF ,

max(r,m+ n+ 1) â iíøîìó âèïàäêó,

äå m ∈ N � íàéìåíøå ÷èñëî, òàêå, ùî ρm 6∈ ImD, â òîé ÷àñ ÿê äëÿ

j = −1, 1, . . . ,m− 1, j 6= 0, ρj ∈ ImD (ρ−1 ∈ ImD çà ïðèïóùåííÿì!).

Çi ñêàçàíîãî ÿñíî, ùî ðiâíÿííÿ (1) ç ∂F/∂t = 0 íå ìà¹ ïîëiíîìiàëüíèõ

ïî t ñèìåòðié ç ïðîñòîðó SF/S
(p
F
)

F . Öèì äîâåäåíî íàñòóïíó òåîðåìó:

Òåîðåìà 2.4.1 ßêùî ðiâíÿííÿ (1) ç ∂F/∂t = 0 ìà¹ íåçàëåæíó âiä ÷àñó

ôîðìàëüíó ñèìåòðiþ íåñêií÷åííîãî ðàíãó L, deg L 6= 0, i äëÿ äåÿêîãî

m ∈ N ρm 6∈ ImD, ïðè÷îìó äëÿ j = −1, 1, . . . ,m − 1, j 6= 0, ρj ∈ ImD,

òî öå ðiâíÿííÿ íå ìà¹ ïîëiíîìiàëüíèõ ïî t ñèìåòðié (êðiì, ìîæëèâî,

ñòàöiîíàðíèõ) ç ïðîñòîðó SF/S
(p
F
)

F .

Àíàëîãi÷íî Íàñëiäêó 1.2.2 äîâîäèòüñÿ

Íàñëiäîê 2.4.1 ßêùî âèêîíàíî óìîâè Òåîðåìè 2.4.1, òî ðiâíÿííÿ

(1), ç ∂F/∂t = 0 íå ìà¹ íåçàëåæíèõ âiä ÷àñó ëîêàëüíèõ ñèëüíèõ

ìàñòåðñèìåòðié ïîðÿäêó âèùå p
F
.

ßñíî, ùî êîëè âñi ñèìåòði¨ ç ïðîñòîðó SF/S
(p
F
)

F ïîëiíîìiàëüíi ïî t, òî,

ÿê i â Òåîðåìi 1.2.1, ç Òåîðåìè 2.4.1 âèïëèâà¹ âiäñóòíiñòü çàëåæíèõ âiä

÷àñó t ñèìåòðié ïîðÿäêó âèùå p
F
ðiâíÿííÿ (1).

Ïiäêðåñëèìî, ùî çàñòîñóâàííÿ Òåîðåìè 2.4.1 íå âèìàãà¹ ïåðåâiðêè òðè-

âiàëüíîñòi ùiëüíîñòi ρ0, ÿê ïîêàçó¹ ïðèêëàä ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà

ut = u2 + uu1,
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ùî ìà¹ íåçàëåæíó âiä ÷àñó ôîðìàëüíó ñèìåòðiþ ñòåïåíÿ 1 íåñêií÷åííîãî

ðàíãó i ïîëiíîìiàëüíi ïî t ñèìåòði¨ âñiõ ïîðÿäêiâ (äèâ. íàïð. [13], ñ.309),

ïðè÷îìó Dt(ρ0) = D(u1 + u2/2) - éîãî ¹äèíèé íåòðèâiàëüíèé çàêîí çáå-

ðåæåííÿ (äèâ. íàïð. [49], ñ.289�290), i ρ0 = u 6∈ ImD.

Âêàæåìî ùå îäèí öiêàâèé íàñëiäîê Òåîðåìè 2.4.1. Ðîçãëÿíåìî ií-

òåãðîâíå åâîëþöiéíå ðiâíÿííÿ (1) ç ∂F/∂t = 0 i dimS
(1)
F < ∞, ùî

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè Òåîðåìè 2.4.1 àáî Òåîðåìè 1.2.1. Âîíî íå ìà¹ ïîëiíî-

ìiàëüíèõ ïî ÷àñó t (àáî âçàãàëi çàëåæíèõ âiä t) ëîêàëüíèõ óçàãàëüíåíèõ

ñèìåòðié ïîðÿäêó âèùå p
F
(m) àáî âiäïîâiäíî n, i îñêiëüêè â ñèëó Òåî-

ðåìè 2.2.1 dimS
(p
F
)

F < ∞ i dimS
(n)
F < ∞, êiëüêiñòü ïîëiíîìiàëüíèõ ïî t

ëîêàëüíèõ óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié òàêîãî ðiâíÿííÿ ñêií÷åííà.

Ç iíøîãî áîêó, iíòåãðîâíi åâîëþöiéíi ðiâíÿííÿ (1) òà ñèñòåìè (5) ç

∂F/∂t = 0 ÿê ïðàâèëî âîëîäiþòü ò.çâ. ñïàäêîâîþ àëãåáðîþ, ùî ñêëàäà-

¹òüñÿ ç íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi (âçàãàëi êàæó÷è, íåëîêàëüíèõ) ñòàöiîíàð-

íèõ ñèìåòðié Kl òà ìàñòåðñèìåòðié τm i ìà¹ íàñòóïíi êîìóòàöiéíi ñïiââi-

äíîøåííÿ (äèâ. [67], ñ.73, à òàêîæ [43, 105, 106, 89] i �4 Ðîçäiëó 5 [34]):

{Ki, Kj} = 0,

{Kl, τm} = −(ρ+ αl)Kl+m,

{τi, τj} = α(i− j)τi+j.

(2.50)

Òóò i, j, l,m = 0, 1, 2, . . .; α, ρ = const 6= 0, α = const, {, } ïîçíà÷à¹

äóæêó Ëi, ðîçøèðåíó íà âèïàäîê íåëîêàëüíèõ ñèìåòðié, i K0 = F .

Çâiäñè î÷åâèäíî, ùî òàêi ðiâíÿííÿ ìàþòü íåñêií÷åííó êiëüêiñòü ëiíié-

íèõ ïî t (ìîæëèâî, íåëîêàëüíèõ) ñèìåòðié Tj = ρtKj + τj, j = 0, 1, 2, . . ..

Àëå ÿêùî ∂F/∂t = 0, dimS
(1)
F <∞ i ðîçãëÿäóâàíå ðiâíÿííÿ çàäîâîëü-

íÿ¹ óìîâè Òåîðåìè 2.4.1 àáî Òåîðåìè 1.2.1, òî â ñèëó ñêàçàíîãî âèùå

âîíî ìà¹ ùîíàéáiëüøå ñêií÷åííó êiëüêiñòü ëiíiéíèõ ïî ÷àñó t ëîêàëüíèõ

óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié, çâiäêè áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ íàñòóïíå

Òâåðäæåííÿ 2.4.1 ßêùî ðiâíÿííÿ (1) ç ∂F/∂t = 0 i dimS
(1)
F <∞ çà-

äîâîëüíÿ¹ óìîâè Òåîðåìè 2.4.1 àáî Òåîðåìè 1.2.1 i âîëîäi¹ ñïàäêîâîþ
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àëãåáðîþ (2.50), òî öÿ àëãåáðà îáîâ'ÿçêîâî ìiñòèòü íåñêií÷åííó êiëü-

êiñòü åëåìåíòiâ τj, ùî çàëåæàòü âiä íåëîêàëüíèõ çìiííèõ.

Äîâåäåíi Òåîðåìè 1.2.1 òà 2.4.1 âèÿâëÿþòü íîâèé öiêàâèé àñïåêò

äâî¨ñòîñòi ìiæ ñèìåòðiÿìè òà çàêîíàìè çáåðåæåííÿ, âiäìiííèé âiä äîáðå

âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ òèïó òåîðåìè Íüîòåð òà äâî¨ñòîñòi, ïîâ'ÿçàíî¨ ç

iñíóâàííÿì ãàìiëüòîíîâî¨ ñòðóêòóðè (÷è êiëüêîõ òàêèõ ñòðóêòóð) äàíîãî

iíòåãðîâíîãî åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ. À ñàìå, â ñèëó öèõ òåîðåì ç

iñíóâàííÿ íåòðèâiàëüíèõ êàíîíi÷íèõ ùiëüíîñòåé çàêîíiâ çáåðåæåííÿ, çà

âèíÿòêîì ρ0, âèïëèâà¹ âiäñóòíiñòü ïîëiíîìiàëüíèõ ïî ÷àñó (êðiì òàêèõ,

ÿêi âçàãàëi íå çàëåæàòü âiä ÷àñó) ëîêàëüíèõ óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié

äîñòàòíüî âèñîêîãî ïîðÿäêó äëÿ ðîçãëÿäóâàíîãî ðiâíÿííÿ. Ç iíøîãî

áîêó, iñíóâàííÿ íåñêií÷åííîãî íàáîðó (ìîæëèâî òðèâiàëüíèõ) ëîêàëüíèõ

êàíîíi÷íèõ ùiëüíîñòåé ¹ íåîáõiäíîþ óìîâîþ iñíóâàííÿ ôîðìàëüíî¨

ñèìåòði¨ íåñêií÷åííîãî ðàíãó òà íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi íåçàëåæíèõ âiä

÷àñó ëîêàëüíèõ óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié ðîçãëÿäóâàíîãî ðiâíÿííÿ.

Ìîæå âèíèêíóòè âðàæåííÿ, ùî öi ðåçóëüòàòè ñóïåðå÷àòü îäèí îäíî-

ìó. Îäíàê óÿâíà ñóïåðå÷íiñòü ìiæ íèìè çíèêà¹, ÿêùî ðîçãëÿäàòè íå

òiëüêè ëîêàëüíi, à i íåëîêàëüíi ñèìåòði¨, îñêiëüêè, ÿê âæå çàçíà÷àëîñÿ

âèùå, iíòåãðîâíi åâîëþöiéíi ðiâíÿííÿ i ñèñòåìè ÿê ïðàâèëî âîëîäiþòü

íåñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ ïîëiíîìiàëüíèõ ïî ÷àñó t íåëîêàëüíèõ ñèìåòðié,

ïðè÷îìó íåëîêàëüíi çìiííi, âiä ÿêèõ çàëåæàòü öi ñèìåòði¨, ¹ íå ùî

iíøå, ÿê iíòåãðàëè âiä ùiëüíîñòåé íåòðèâiàëüíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ

ðîçãëÿäóâàíîãî ðiâíÿííÿ ÷è ñèñòåìè.

Íà çàâåðøåííÿ öüîãî ïóíêòó ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ "äåôå-

êòíî¨" ñèìåòði¨ Y ∈ AnnF , ùî íå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó [∇Y − Y∗,L] = 0.

Äëÿ áiëüøîñòi âiäîìèõ iíòåãðîâíèõ ðiâíÿíü (1) ¨õíi îïåðàòîðè ðåêóðñi¨

¹ ñïàäêîâèìè (äèâ. íàïð. [109, 124]), i öå äîçâîëÿ¹ ëåãêî äîâåñòè âiäñó-

òíiñòü òàêî¨ ñèìåòði¨, çâiäêè íåãàéíî âèïëèâà¹, ùî äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü ó

Òåîðåìi 2.4.1 p
F
(m) = m+ n+ 1.
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Ïåðåäîâñiì íàãàäà¹ìî, ùî (ïîð. [42], ñ.395) îïåðàòîðîì ðåêóðñi¨

ðiâíÿííÿ (1) íàçèâà¹òüñÿ áóäü-ÿêèé ëiíiéíèé îïåðàòîð R òàêèé, ùî äëÿ

âñiõ G ∈ Υ, äå Υ � äåÿêà ïiäìíîæèíà SF , R(G) ∈ SF . ßê ïðàâèëî, â

ëiòåðàòóði ðîçãëÿäàþòü îïåðàòîðè ðåêóðñi¨, ùî ìàþòü âèãëÿä ôîðìàëü-

íèõ ðÿäiâ ïî ñòåïåíÿõ D, i âèìàãàþòü, ùîá âîíè áóëè ôîðìàëüíèìè

ñèìåòðiÿìè íåñêií÷åííîãî ðàíãó ðîçãëÿäóâàíîãî ðiâíÿííÿ (1) (äèâ. íàïð.

[94], ñ.272, [67], ñ.59), òîìó ìè òàêîæ âèìàãàòèìåìî â ïîäàëüøîìó, ùîá

îïåðàòîð ðåêóðñi¨ çàäîâîëüíÿâ öi óìîâè.

Ïðèíàãiäíî çàóâàæèìî, ùî çàãàëüíå ïîíÿòòÿ îïåðàòîðà ðåêóðñi¨ áóëî

ââåäåíî Ï. Îëâåðîì [102], à îãëÿä ðåçóëüòàòiâ ïî öié òåìàòèöi i òiñíî

ïîâ'ÿçàíié ç íåþ òåîði¨ ãàìiëüòîíîâèõ ñòðóêòóð iíòåãðîâíèõ ðiâíÿíü,

ÿêó ìè òóò íå ðîçãëÿäà¹ìî, ìîæíà çíàéòè ó [42, 67, 78, 94, 124].

Îïåðàòîð ðåêóðñi¨ R ðiâíÿííÿ (1) àáî ñèñòåìè (5) ç ∂F/∂t = 0 íàçèâà-

¹òüñÿ ñïàäêîâèì (àáî îïåðàòîðîì Íi¹íõåéñà), ÿêùî äëÿ âñiõ íåçàëåæíèõ

âiä t ëîêàëüíèõ ôóíêöié K, ùî íàëåæàòü äî éîãî îáëàñòi âèçíà÷åííÿ Ω,

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (äèâ. [103], ñ.315)

[∇K̃ − K̃∗,R] = R[∇K −K∗,R], (2.51)

äå K̃ = R(K).

Äëÿ ðiâíÿíü (1) i ñèñòåì (5) ç ∂F/∂t = 0 â ëiòåðàòóði â îñíîâíîìó

ðîçãëÿäàþòü îïåðàòîðè ðåêóðñi¨ ç íåçàëåæíèìè âiä t êîåôiöi¹íòàìè i Υ ⊂
AnnF . Ìè íàäàëi òàêîæ äîòðèìóâàòèìåìîñÿ öèõ ïðèïóùåíü.

Äîñòàòíüîþ óìîâîþ âiäñóòíîñòi "äåôåêòíî¨" ñèìåòði¨ Y ∈ AnnF , ùî

íå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó [∇Y − Y∗,L] = 0, ¹ iñíóâàííÿ ñïàäêîâîãî îïåðà-

òîðà ðåêóðñi¨ R ç íåçàëåæíèìè âiä t êîåôiöi¹íòàìè, ÿêùî óñi åëåìåíòè

AnnF ïîðîäæóþòüñÿ éîãî ïîâòîðíèì çàñòîñóâàííÿì äî îäíîãî (àáî iíîäi

êiëüêîõ) åëåìåíòiâ Z ∈ AnnF , ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó [∇Z−Z∗,R] = 0.

Ñïðàâäi, òîäi â ÿêîñòi ôîðìàëüíî¨ ñèìåòði¨ L, ÿêà çãàäó¹òüñÿ â óìîâi

Òåîðåìè 2.4.1, ìîæíà âçÿòè L = R1/r, äå r = deg R, à â ñèëó âèêîíàííÿ
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óìîâè (2.51) ç ðiâíîñòi [∇Z − Z∗,R] = 0 âèïëèâà¹, ùî [∇Z̃ − Z̃∗,R] = 0

äëÿ âñiõ Z̃ = Rk(Z), k ∈ N. Çà ïðèïóùåííÿì åëåìåíòè âèãëÿäó Rk(Z),

k = 0, 1, 2, . . . óòâîðþþòü áàçèñ â AnnF , òîìó äëÿ âñiõ P ∈ AnnF [∇P −
P∗,R] = 0, à îòæå [∇P − P∗,L] = 0, i p

F
= m+ n+ 1.

Íà çàâåðøåííÿ íàâåäåìî ïðèêëàä ðiâíÿííÿ, ùî ìà¹ "äåôåêòíó" ñèìå-

òðiþ Y (äèâ. [50], ñ.161):

ut = D

(
u2

u3 − 3
u2

1

u4

)
+ 1.

Öå ðiâíÿííÿ ìà¹ íåçàëåæíi âiä ÷àñó ñèìåòði¨ ÿê çàâãîäíî âèñîêîãî ïî-

ðÿäêó, ÿêi ïîëiíîìiàëüíî çàëåæàòü âiä x, i ôîðìàëüíó ñèìåòðiþ L íå-

ñêií÷åííîãî ðàíãó, êîåôiöi¹íòè ÿêî¨ òàêîæ ïîëiíîìiàëüíî çàëåæàòü âiä

x, òîìó äëÿ Y = u1 ìà¹ìî [∇Y − Y∗,L] 6= 0.

Öiêàâî, ùî äëÿ öüîãî ðiâíÿííÿ ρ−1 = (∂F/∂u3)
−1/3 = u 6∈ ImD, àëå

∇F (ρ−1) ∈ ImD, òîìó âîíî ïiäïàäà¹ ïiä äiþ íå ëèøå Òåîðåìè 2.4.1, à i Òå-

îðåìè 1.2.1, à îòæå íå ìà¹ çàëåæíèõ âiä ÷àñó ñèìåòðié ïîðÿäêó âèùå 3.

2.4.2. Íåâèðîäæåíi ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíi ñèñòåìè. Ñïðîáó-

¹ìî òåïåð óçàãàëüíèòè ðåçóëüòàò Òåîðåìè 2.4.1 íà âèïàäîê iíòåãðîâíèõ

ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíèõ ñèñòåì ç det Φ 6= 0.

Íåõàé L � ôîðìàëüíà ñèìåòðiÿ ñòåïåíÿ 1 i íåñêií÷åííîãî ðàíãó ðîç-

ãëÿäóâàíî¨ ñèñòåìè, ïðè÷îìó ∂L/∂t = 0, L′ = TLT−1, à ρd
j = (res (L′)j)dd,

j = −1, 1, 2, 3, . . . i ρd
0 = (res ln L′)dd, d = 1, . . . , s � êàíîíi÷íi ùiëüíîñòi

çàêîíiâ çáåðåæåííÿ äëÿ (5) ç ∂F/∂t = 0 [35], ñ.249. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà

Òåîðåìà 2.4.2 ßêùî ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíà ñèñòåìà (5) ç det Φ 6= 0 i

∂F/∂t = 0 ìà¹ íåçàëåæíó âiä ÷àñó ôîðìàëüíó ñèìåòðiþ L, deg L 6= 0,

íåñêií÷åííîãî ðàíãó, äëÿ âñiõ P ∈ AnnF âèêîíó¹òüñÿ (7), i iñíó¹ òàêå

m ∈ {−1, 1, 2, 3, . . .}, ùî ρl
m 6∈ ImD äëÿ âñiõ l = 1, . . . , s â òîé ÷àñ ÿê

äëÿ j = −1, 1, . . . ,m − 1 ρa
j ∈ ImD äëÿ âñiõ a = 1, . . . , s, òî ñèñòåìà
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(5) íå ìà¹ ïîëiíîìiàëüíèõ ïî ÷àñó ëîêàëüíèõ óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié

(êðiì, ìîæëèâî, ñòàöiîíàðíèõ) ç ïðîñòîðó SF/S
(m+n+1)
F .

Äîâåäåííÿ. Óñi ìiðêóâàííÿ, ùî ìàëè ìiñöå ïðè äîâåäåííi Òåîðåìè 2.4.1

äî ðiâíîñòi (2.47), êðiì ðiâíîñòi (2.46), î÷åâèäíèì ÷èíîì çàñòîñîâíi i äî

ðîçãëÿäóâàíîãî êëàñó ñèñòåì åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü, ç òi¹þ ïîïðàâêîþ, ùî

ôîðìóëà (2.45) çàìiíþ¹òüñÿ íà

TK∗T
−1 =

k∑
j=q−n+1

κjV
j/n
∗ +

(γ
n
D−1(Λ−1/n)−

δk,q
k

n
κkD

−1(∇F (Λ−1/n))

)
F

q−n+1
n

∗ + N,

(2.52)

äå κj, γ � äåÿêi ñòàëi s × s ìàòðèöi, ïðè÷îìó γ 6= 0 i ìàòðèöÿ γ âèçíà-

÷à¹òüñÿ ç ðiâíîñòi Ω∂H/∂uqΩ
−1 = γΛq/n; N � äåÿêèé ôîðìàëüíèé ðÿä ç

íåçàëåæíèìè âiä ÷àñó êîåôiöi¹íòàìè, deg N < q − n + 1; δk,q � ñèìâîë

Êðîíåêåðà.

Êðiì òîãî, ó âèïàäêó ñèñòåì (5), âçàãàëi êàæó÷è ord{F,K} ≤ k + n,

òîìó ç ðiâíîñòi {F,K} = −H âèïëèâà¹, ùî k ≥ q−n, à íå k ≥ q−n+ 1,

ÿê ó ñêàëÿðíîìó âèïàäêó, àëå öå, î÷åâèäíî, íå âïëèâà¹ íà ïîäàëüøèé

õiä äîâåäåííÿ.

Äàëi çàóâàæèìî (äèâ. [35], ñ.249) ùî ïåðåòâîðåííÿ L′ = TLT−1 ïðè-

âîäèòü L äî äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè, òîìó äîöiëüíî ïåðåòâîðèòè ðiâíiñòü

[∇F − F∗, [L
p,∇K −K∗]] = 0, ïîìíîæèâøè ¨¨ íà T çëiâà i íà T−1 ñïðàâà.

Â ðåçóëüòàòi äiñòàíåìî

T[∇F − F∗, [L
p,∇K −K∗]]T

−1 =

[∇F − V, [(L′)p,∇K −W]] = 0,

äå W = ∇K(T)T−1 + TK∗T
−1.

Â ïîâíié àíàëîãi¨ ç Ëåìîþ 8 ç [50] ëåãêî äîâåñòè, ùî ç óìîâè [∇F −
V,A] = 0 äëÿ äîâiëüíîãî ôîðìàëüíîãî ðÿäó A ñòåïåíÿ d ç íåçàëåæíèìè
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âiä t êîåôiöi¹íòàìè âèïëèâà¹, ùî

A =
d∑

j=−∞
αj(L

′)j,

äå αj � ñòàëi äiàãîíàëüíi s× s ìàòðèöi.

Ñïðàâäi, íåõàé A ≡
d∑

j=−∞
aj(x, u, u1, . . .)D

j. Òîäi, ïðèðiâíþþ÷è äî íó-

ëÿ êîåôiöi¹íò ïðè Dn+d ó [∇F − V,A] = 0, äiñòà¹ìî [Λ, ad] = 0, çâiäêè

âèïëèâà¹,ùî ad � äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ.

Äàëi, ïðèðiâíþþ÷è äî íóëÿ êîåôiöi¹íò ïðè Dn+d−1 ó [∇F −V,A] = 0,

çíàõîäèìî

nΛD(ad)− dadD(Λ) + [Λ, ad−1] = 0.

Äiàãîíàëüíà ÷àñòèíà öüîãî ðiâíÿííÿ äà¹ nΛD(ad) − dadD(Λ) = 0,

çâiäêè, îñêiëüêè çà ïðèïóùåííÿì ∂ad/∂t = 0 i ∂Λ/∂t = 0, çíàõîäèìî

ad = αdΛ
d/n, äå αd � ñòàëà äiàãîíàëüíà s× s ìàòðèöÿ.

Çâiäñè, â ñâîþ ÷åðãó, âèïëèâà¹, ùî A ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi A =

Ã+αkLk/n, deg Ã ≤ k−1. Êîðèñòóþ÷èñü òèì, ùî [∇F −V,L] = 0, à îòæå

i [∇F −V, αkLk/n] = 0 â ñèëó ïðèéíÿòî¨ ðàíiøå óãîäè ïðî òå, ùî äðîáîâi

ñòåïåíi ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ ç äiàãîíàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè çà âèçíà÷åí-

íÿì ìàþòü äiàãîíàëüíi êîåôiöi¹íòè, ìè áà÷èìî, ùî [∇F−V, Ã] = 0, i äî Ã

ìîæíà çàñòîñóâàòè òi æ ìiðêóâàííÿ, ùî i äî A. Ïðîäîâæóþ÷è äàëi ïî ií-

äóêöi¨, ìè áà÷èìî, ùî A äiéñíî ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi A =
d∑

j=−∞
αj(L

′)j.

Çàñòîñîâóþ÷è öåé ðåçóëüòàò äî ðÿäó [(L′)p,∇K −W], äiñòà¹ìî

[(L′)p,∇K −W] =

kp∑
j=−∞

cj,p(L
′)j, (2.53)

äå cj,p � ñòàëi äiàãîíàëüíi s× s ìàòðèöi.

Â ïîâíié àíàëîãi¨ ç âèïàäêîì ñêàëÿðíîãî ðiâíÿííÿ îöiíèìî, êîðèñòóþ-

÷èñü ïðåäñòàâëåííÿì (1.30) äëÿ Q∗, deg[(L′)p,∇K−W] äëÿ q > n+n0−2.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öüîãî ðàçó Òâåðäæåííÿ 1.4.2, â êiíöåâîìó ïiäñóìêó äi-

ñòàíåìî, ùî
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[(L′)p,∇K −W] = −pγ/nΛ
p+q−n

n Dp+q−n + . . . ,

à îòæå deg[(L′)p,∇K −W] = p+ q − n i

[(L′)p,∇K −W] =

p+q−n∑
j=−∞

cj,pL
j, cp+q−n,p 6= 0. (2.54)

Îñêiëüêè res∇K((L′)p) = 0 äëÿ p ≤ −2, (2.54) äëÿ öèõ p äà¹

res [(L′)p,W] = −
p+q−n∑
j=−∞

cj,pres (L′)j = −
p+q−n∑
j=−1

cj,pres (L′)p, (2.55)

áî res (L′)j = 0 äëÿ j < −1.

Äàëi, ïîêàæåìî, ùî âñi êîåôiöi¹íòè wj ôîðìàëüíîãî ðÿäó W ≡
k∑

j=−∞
wjD

j

äiàãîíàëüíi. Ñïðàâäi, îñêiëüêè âñi êîåôiöi¹íòè ðÿäiâ L′, ∇K(L′) äiàãî-

íàëüíi, çáèðàþ÷è êîåôiöi¹íòè ïðè ñòåïåíÿõ Dj+n−1 ó (2.54) ç p = n,

äiñòàíåìî ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

nΛD(wj)− jwjD(Λ) + [Λ, wj−1] = Ωj(wj+1, wj+2, . . .). (2.56)

Êðiì òîãî, ç (2.52) i îçíà÷åííÿ W çíàõîäèìî, ùî wk = κkΛk/n � äiàãîíàëü-

íà ìàòðèöÿ. Òîìó, îñêiëüêè âñi êîåôiöi¹íòè ðÿäiâ L′, ∇K(L′) äiàãîíàëüíi,

ëåãêî áà÷èòè, ùî ìàòðèöÿ Ωk äiàãîíàëüíà, i áåðó÷è àíòèäiàãîíàëüíó ÷à-

ñòèíó (2.56) ç j = k, äiñòà¹ìî [Λ, wk−1] = 0, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ìàòðèöÿ

wk−1 òàêîæ äiàãîíàëüíà. Àíàëîãi÷íèé àíàëiç (2.56) ç j = k− 1, k− 2, . . .

ïîêàçó¹, ùî âñi êîåôiöi¹íòè wj ¹ äiàãîíàëüíèìè ìàòðèöÿìè.

Îòæå, óñi êîåôiöi¹íòè ïðè ñòåïåíÿõ D â (2.55) ¹ äiàãîíàëüíèìè ìàòðè-

öÿìè, i öå ðiâíÿííÿ ðîçïàäà¹òüñÿ íà s ñêàëÿðíèõ ðiâíÿíü

res [(L′)p
b ,Wb] = −

p+q−n∑
j=−1

(cj,p)bbres (L′)p
b , b = 1, . . . , s, (2.57)

äå L′ = diag (L′1, . . . ,L
′
s),W = diag (W1, . . . ,Ws).

Îñêiëüêè cp+q−n,p 6= 0, ÿñíî, ùî êîëè ùiëüíîñòi ρa
p+q−n íåòðèâiàëüíi

äëÿ âñiõ a (ââàæà¹ìî, ùî p+q−n ≥ 1, áî ÿêùî óñi ùiëüíîñòi ρj
−1 = λ

−1/n
j
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íåòðèâiàëüíi, òî ìîæíà âèêîðèñòàòè Òåîðåìó 1.4.1), ðiâíiñòü (2.57) õî÷à

á äëÿ îäíîãî b ìiñòèòü ñóïåðå÷íiñòü, à ñàìå: ¨¨ ëiâà ñòîðîíà íàëåæèòü

äî ImD, à ó ¨¨ ïðàâié ñòîðîíi ÷ëåí (cp+q−n,p)bbρ
b
s+q−n, ÿêèé íåíóëüîâèé â

ñèëó çðîáëåíèõ ïðèïóùåíü, íå íàëåæèòü äî ImD.

Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî íåðiâíîñòi p+ q − n ≥ 1 and p ≤ −2 ñóìiñíi äëÿ

íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè çíà÷åíü p òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè q > n+2. Îòæå,

ìíîæèíîþ çíà÷åíü p, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ (2.49), ¹ n− q + 1, . . . ,−2.

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî äëÿ q > max(n, r) õî÷à á äëÿ îäíîãî d ∈ {1, . . . , q−
n−2} óñi ùiëüíîñòi ρj

d, j = 1, . . . , s íåòðèâiàëüíi, ðiâíÿííÿ (2.47) (à îòæå i

(2.43) ç H ∈ SF,q) íå ìàþòü íåçàëåæíèõ âiä ÷àñó ëîêàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ K.

Çi ñêàçàíîãî ÿñíî, ùî çà âèêîíàííÿ óìîâ äîâîäæóâàíî¨ òåîðåìè ñè-

ñòåìà (5) ç ∂F/∂t = 0 íå ìà¹ ïîëiíîìiàëüíèõ ïî t (îêðiì, ìîæëèâî,

ñòàöiîíàðíèõ) ñèìåòðié ç ïðîñòîðó SF/S
(m+n+1)
F . �

Àíàëîãi÷íî Íàñëiäêó 1.2.2 äîâîäèòüñÿ

Íàñëiäîê 2.4.2 ßêùî âèêîíàíî óìîâè Òåîðåìè 2.4.1, òî ñëàáêî äiàãî-

íàëiçîâíà ñèñòåìà (5) ç det Φ 6= 0 i ∂F/∂t = 0 íå ìà¹ íåçàëåæíèõ âiä

÷àñó ëîêàëüíèõ ñèëüíèõ ìàñòåðñèìåòðié ïîðÿäêó âèùå m+ n+ 1.

Çàóâàæèìî, ùî âèìîãè Òåîðåìè 2.4.2 ìîæíà äåùî ïîñëàáèòè. Ïðèïó-

ñòèìî, ùî ñåðåä ùiëüíîñòåé ρa
j , j < m, j 6= 0, ¹ íåòðèâiàëüíi, àëå ëèøå

ïðè j = m ρl
m ∈ ImD äëÿ âñiõ l = 1, . . . , s, ïðè÷îìó äëÿ âñiõ a = 1, . . . , s

ùiëüíîñòi ρa
m ëiíiéíî íåçàëåæíi âiä íåòðèâiàëüíèõ ùiëüíîñòåé ρa

j , j < m,

j 6= 0 ç òèì æå a. Î÷åâèäíî, ùî íàâåäåíå âèùå äîâåäåííÿ Òåîðåìè

2.4.2 ç íåçíà÷íèìè ìîäèôiêàöiÿìè çàëèøà¹òüñÿ ïðè öüîìó â ñèëi, i îòæå

ðåçóëüòàò öi¹¨ òåîðåìè ìàòèìå ìiñöå i â òàêîìó âèïàäêó.

Â ïîâíié àíàëîãi¨ ç âèïàäêîì ñêàëÿðíîãî ðiâíÿííÿ (1), ÿêùî âäà¹òüñÿ

äîâåñòè ïîëiíîìiàëüíiñòü ïî t óñiõ ñèìåòðié ç ïðîñòîðó SF/S
(m+n+1)
F ,

òîäi, ÿê i â Òåîðåìi 1.4.1, ç Òåîðåìè 2.4.2 âèïëèâà¹ âiäñóòíiñòü çàëåæíèõ

âiä ÷àñó ñèìåòðié ïîðÿäêó âèùå m+ n+ 1 ñèñòåìè (5).
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2.4.3. Çíàõîäæåííÿ âñiõ çàëåæíèõ âiä ÷àñó óçàãàëüíåíèõ

ñèìåòðié iíòåãðîâíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü i ñèñòåì. Âèêî-

ðèñòàííÿ íàâåäåíèõ âèùå ðåçóëüòàòiâ äîçâîëÿ¹ çíà÷íî ñïðîñòèòè (â

ïîðiâíÿííi ç áåçïîñåðåäíiì îá÷èñëåííÿì ñèìåòðié äîñòàòíüî âèñîêîãî

ïîðÿäêó òà çíàõîäæåííÿì ïåðåïîí äî iñíóâàííÿ çàëåæíèõ âiä ÷àñó ñè-

ìåòðié) ïðîöåñ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i ïðî çíàõîäæåííÿ âñiõ, â òîìó ÷èñëi

çàëåæíèõ âiä ÷àñó, óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié äàíîãî iíòåãðîâíîãî åâîëþ-

öiéíîãî ðiâíÿííÿ (1) ç ∂F/∂t = 0, i çðîáèòè éîãî ìàéæå àëãîðèòìi÷íèì.

À ñàìå, çíàþ÷è âèãëÿä ôîðìàëüíî¨ ñèìåòði¨ ðîçãëÿäóâàíîãî ðiâíÿííÿ,

òðåáà ñïåðøó çíàéòè òàêå íàéìåíøå m ∈ {−1, 1, 2, . . .}, ùî ùiëüíiñòü ρm

íåòðèâiàëüíà. ßêùî m 6= −1, ñëiä ïåðåâiðèòè, ÷è âñi ñèìåòði¨ ç ïðîñòîðó

SF/S
(p
F
)

F âè÷åðïóþòüñÿ ïîëiíîìàìè ïî t, êîðèñòóþ÷èñü Íàñëiäêîì 2.2.2

òà Òåîðåìîþ 2.3.2 àáî iíøèìè ìåòîäàìè. Äàëi, ÿêùî m = −1 àáî

ïîëiíîìiàëüíiñòü ïî t ñïðàâäi ìà¹ ìiñöå, òî çà Òåîðåìîþ 1.2.1 àáî 2.4.1

íå iñíó¹ çàëåæíèõ âiä ÷àñó ñèìåòðié ïîðÿäêó âèùå n àáî p
F
âiäïîâiäíî.

Íàðåøòi, óñi çàëåæíi âiä ÷àñó ñèìåòði¨ ïîðÿäêiâ 0, . . . , n àáî 0, . . . , p
F

ìîæíà çíàéòè øëÿõîì áåçïîñåðåäíüîãî îá÷èñëåííÿ ç âèêîðèñòàííÿì

ïðè ïîòðåái çàñîáiâ êîìï'þòåðíî¨ àëãåáðè, à íåçàëåæíi âiä ÷àñó ñèìåòði¨

� íàïðèêëàä, ç äîïîìîãîþ îïåðàòîðà ðåêóðñi¨ (äèâ. íàïð. Ðîçä. 5 ó [42]).

Öÿ ñõåìà íå ñïðàöüîâó¹, ÿêùî ρj òðèâiàëüíi äëÿ âñiõ j = −1, 1, 2, . . .

àáî íåìîæëèâî (äëÿ m 6= −1) äîâåñòè, ùî óñi ñèìåòði¨ ç ïðîñòîðó

SF/S
(p
F
)

F âè÷åðïóþòüñÿ ïîëiíîìàìè ïî t. Îäíàê òàêi ñèòóàöi¨ òèïîâi äëÿ

ëiíåàðèçîâíèõ ðiâíÿíü, â òîé ÷àñ ÿê äëÿ ñóòò¹âî íåëiíiéíèõ iíòåãðîâíèõ

ðiâíÿíü çàñòîñóâàííÿ âèùåîïèñàíîãî àëãîðèòìó íå âèêëèêà¹ òðóäíîùiâ.

Ïîêàæåìî, çîêðåìà, ùî â ðàìêàõ íàøî¨ ñõåìè âäà¹òüñÿ ïîâíiñòþ îïè-

ñàòè àëãåáðè óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié âñiõ iíòåãðîâíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó

ut = u3 + f(u, u1). Äîñi àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò áóëî îòðèìàíî ëèøå äëÿ

ðiâíÿííÿ ÊäÔ [32] øëÿõîì äîñèòü ñêëàäíèõ i ãðîìiçäêèõ îá÷èñëåíü, â

òîé ÷àñ ÿê îòðèìàíi íàìè âèùå òåîðåìè äîçâîëÿþòü çðîáèòè îòðèìàííÿ
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àíàëîãi÷íèõ ðåçóëüòàòiâ çíà÷íî ëåãøèì i ïðàêòè÷íî àëãîðèòìi÷íèì.

Ðîçãëÿíåìî ñïåðøó ðiâíÿííÿ ut = u3 + u2u1 + cu1. Òî÷êîâèì ïåðåòâî-

ðåííÿì x′ = x + ct, t′ = t, u′ = u çàâæäè ìîæíà äîáèòèñü, ùîá c = 0,

òîáòî çâåñòè ðîçãëÿäóâàíå ðiâíÿííÿ äî çâè÷àéíîãî ðiâíÿííÿ ìÊäÔ, òîìó

ìè íàäàëi îáìåæèìîñü ðîçãëÿäîì ñàìå ðiâíÿííÿ ìÊäÔ ut = u3 + u2u1.

Âîíî ìà¹ ñïàäêîâèé îïåðàòîð ðåêóðñi¨ (äèâ. íàïð. [124], ñ.52)

R = D2 +
2

3
u2 − 2

3
u1D

−1 ◦ u, i ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî åëåìåíòè Rk(u1)

óòâîðþþòü áàçèñ ó AnnmKdV i ùî P = u1 çàäîâîëüíÿ¹ (2.41), çâiäêè, â

ñèëó òîãî, ùî R ¹ ñïàäêîâèì, âèïëèâà¹, ùî (2.41) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ

P ∈ AnnmKdV (äèâ. çàóâàæåííÿ íà ñ.87-89 öi¹¨ äèñåðòàöi¨). Â ÿêîñòi

ôîðìàëüíî¨ ñèìåòði¨ L ñòåïåíÿ 1 âiçüìåìî L = R1/2.

Äëÿ åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ âèãëÿäó ut = u3 + f(u, u1) êiëüêà ïåðøèõ

êàíîíi÷íèõ ùiëüíîñòåé ρj ìàþòü âèãëÿä [100]

ρ−1 = 1, ρ0 = 0, ρ1 = ∂f/∂u1, ρ2 = ∂f/∂u, ρ3 = D−1(Dt(ρ1)), (2.58)

i çîêðåìà äëÿ ðiâíÿííÿ ìÊäÔ ùiëüíiñòü ρ1 = u2 íåòðèâiàëüíà (àëå ρ−1 ∈
ImD). Ç öüîãî i çi ñêàçàíîãî âèùå î÷åâèäíî, ùî pmKdV = 5.

Ó Ïðèêëàäi 1 ïîïåðåäíüîãî ïiäðîçäiëó ïîêàçàíî, ùî âñi ñèìåòði¨ ðiâ-

íÿííÿ ìÊäÔ ïîëiíîìiàëüíi ïî ÷àñó, òîìó ç Òåîðåìè 2.4.1 âèïëèâà¹, ùî

öå ðiâíÿííÿ íå ìà¹ çàëåæíèõ âiä ÷àñó ñèìåòðié ïîðÿäêó âèùå 5.

Îòæå, ùîá çíàéòè âñi çàëåæíi âiä ÷àñó óçàãàëüíåíi ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ

ìÊäÔ, íàì çàëèøà¹òüñÿ îá÷èñëèòè éîãî ñèìåòði¨ ïîðÿäêiâ 0, . . . , 5.

Ïåðø çà âñå, â ñèëó (1.7) äîâiëüíà ñèìåòðiÿ G ∈ S(5)
mKdV ìà¹ âèãëÿä

G = h(t)u5 + G̃(x, t, u, u1, . . . , u4).

Ïiäñòàâèìî öåé âèðàç äî (1.1) i áóäåìî çáèðàòè êîåôiöi¹íòè ïðè ñòåïå-

íÿõ u5, u6 òà ïðèðiâíþâàòè ¨õ äî íóëÿ. Îñêiëüêè ord{u3 + u2u1, h(t)u5 +

G̃(x, t, u, u1, . . . , u4)} ≤ 6, çáèðàòè êîåôiöi¹íòè ïðè ñòåïåíÿõ u7, u8, . . . íå-

ìà ïîòðåáè. Â ðåçóëüòàòi äiñòàíåìî âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ, ÿêi ïiñëÿ ðÿäó

ïåðåòâîðåíü ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi
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ḣ(t) = 0,
∂G̃

∂u4
= 0,

∂2G̃

∂u1∂u3
= 0,

∂2G̃

∂u2
3

= 0,
∂2G̃

∂u2
1

= 10h(t)u1,
∂G̃

∂u2
=

20

3
h(t)uu1,

u
∂G̃

∂u
+ u1

∂G̃

∂u1
+
∂G̃

∂u3
(u3 − 2u2u1)− G̃− 10

3
h(t)(u2u3 + 2uu1u2 + u3

1) = 0,

u
∂G̃

∂x
− u1

(
G̃− u1

∂G̃

∂u1
− u3

∂G̃

∂u3
+

10

3
h(t)u3

1

)
= 0,

u
∂G̃

∂t
=

(
10h(t)u3

1 + 3

(
G̃− u3

∂G̃

∂u3
− u1

∂G̃

∂u1

))
(u3 + u2u1).

Ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ âèïëèâà¹, ùî h(t) = h = const. Êîðèñòóþ÷èñü

öèì, à òàêîæ äðóãèì ðiâíÿííÿì, ìè ìîæåìî ïåðåïèñàòè G ó âèãëÿäi

G = hK + g(t, x, u, . . . , u3),

äå K = R(u3 +u2u1) = u5 +(16/3)uu1u2 +(5/3)u2u3 +(5/3)u3
1 +(8/9)u4u1

� óçàãàëüíåíà ñèìåòðiÿ 5-ãî ïîðÿäêó ðiâíÿííÿ ìÊäÔ.

Àëå îñêiëüêè K i G ¹ ñèìåòðiÿìè ìÊäÔ, g òàêîæ ìà¹ áóòè ñèìåòði¹þ

öüîãî ðiâíÿííÿ, òîìó ç (1.7) î÷åâèäíî, ùî g ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

g = a(t)(u3 + u2u1) + g̃(t, x, u, u1, u2).

Òåïåð ìè ìîæåìî çíîâó âèêîðèñòàòè îòðèìàíi âèùå âèçíà÷àëüíi ðiâ-

íÿííÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ g, çðîáèâøè â íèõ ïiäñòàíîâêó G̃ = a(t)(u3 +

u2u1)+ g̃(t, x, u, u1, u2), h(t) = 0. Âèïèøåìî òi ðiâíÿííÿ, ÿêi íå çàäîâîëü-

íÿþòüñÿ òîòîæíî âíàñëiäîê çðîáëåíî¨ ïiäñòàíîâêè:

∂2g̃

∂u2
1

= 0,
∂g̃

∂u2
= 0, u

∂g̃

∂u
+ u1

∂g̃

∂u1
− g̃ = 0, u

∂g̃

∂x
− u1(g̃ − u1

∂g̃

∂u1
) = 0,

u
∂g̃

∂t
+ uȧ(t)(u3 + u2u1) = 3

(
g̃ − u1

∂g̃

∂u1

)
(u3 + u2u1).

Ç ïåðøèõ äâîõ ðiâíÿíü î÷åâèäíî, ùî g̃ = g1(t, x, u)u1 + g0(t, x, u). Ïiä-

ñòàâëÿþ÷è öåé âèðàç äî ðåøòè ðiâíÿíü i çáèðàþ÷è êîåôiöi¹íòè ïðè ñòå-
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ïåíÿõ u1 òà u3, çíàõîäèìî

∂g1/∂u = 0, u∂g0/∂u = g0, u∂g1/∂x = g0, ∂g0/∂x = 0,

uȧ(t) = 3g0, u∂g1/∂t+ ȧ(t)u3 = 3g0u
2, u∂g0/∂t = 0.

Îòæå, g0 = ȧ(t)u/3, çâiäêè â ñèëó òðåòüîãî ðiâíÿííÿ äiñòà¹ìî, ùî

g1 = ȧ(t)x/3 + γ(t), à â ñèëó îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ áà÷èìî, ùî ä(t) = 0, i

òàêèì ÷èíîì a(t) = a0 + a1t. Çâiäñè ìà¹ìî g0 = a1u/3, g1 = γ(t) + xa1/3.

Ïiäñòàíîâêà çíàéäåíèõ âèðàçiâ äî ïåðåäîñòàííüîãî ðiâíÿííÿ äà¹ γ̇(t) = 0.

Çâiäñè ÿñíî, ùî äîâiëüíà ëîêàëüíà óçàãàëüíåíà ñèìåòðiÿ 5-ãî ïîðÿäêó

ðiâíÿííÿ ìÊäÔ ìà¹ âèãëÿä

G = hK + a0(u3 + u2u1) + bu1 + a1(t(u3 + u2u1) + (xu1 + u)/3),

äå a0, a1, h, b �äîâiëüíi ñòàëi, i îòæå öå ðiâíÿííÿ ìà¹ ëèøå îäíó çàëåæíó

âiä ÷àñó t ñèìåòðiþ B = t(u3 + u2u1) + (xu1 + u)/3.

Íåõàé D = 3B, Kj = Rj(u1). Êîðèñòóþ÷èñü (1.21) i êîìóòàòèâíiñòþ

àëãåáðè AnnmKdV , ÿêà, ÿê ëåãêî ïåðåâiðèòè, ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ Kj,

j = 0, 1, 2, . . ., ìîæíà ïîêàçàòè, ùî êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ àëãåáðè

Ëi SmKdV ìàþòü âèãëÿä

{Ki, Kj} = 0, i, j = 0, 1, 2, 3, . . .

{D, Kj} = (2j + 1)Kj, j = 0, 1, 2, 3, . . . ,
(2.59)

i öÿ àëãåáðà ðîçâ'ÿçíà. Öiêàâî, ùî àâòîðàì [13] íå âäàëîñÿ îá÷èñëèòè

öþ àëãåáðó â ðàìêàõ çàïðîïîíîâàíî¨ íèìè ñõåìè ïîøóêó óçàãàëüíåíèõ

ñèìåòðié åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü.

Â ïîâíié àíàëîãi¨ ç îòðèìàíèì âèùå ðåçóëüòàòîì ìîæíà çíàéòè âñi

çàëåæíi âiä ÷àñó óçàãàëüíåíi ñèìåòði¨ iíøèõ iíòåãðîâíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó

ut = u3 + f(u, u1) çi ñïèñêó (2.32), à ñàìå (äèâ. [35], ñ.257)

ut = u3 + uu1,

ut = u3 + u2
1 + c,

ut = u3 + u3
1 + cu1 + d,

ut = u3 − u3
1/2 + (a exp(2u) + b exp(−2u) + d)u1.
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Îñêiëüêè äëÿ ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñïèñêó � ðiâíÿííÿ ÊäÔ � öå âæå áóëî

çðîáëåíî Ìàãàä¹¹âèì i Ñîêîëîâèì [32], ìè íàâåäåìî òóò ðåçóëüòàòè äëÿ

ðåøòè ðiâíÿíü.

Ïåðåäîâñiì çàóâàæèìî, ùî äðóãå ðiâíÿííÿ ñïèñêó çàìiíîþ x′ = x, t′ =

t, u′ = u − ct çâîäèòüñÿ äî ïîòåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ÊäÔ ut = u3 + u2
1,

à òðåò¹ çàìiíîþ x′ = x + tc, t′ = t, u′ = u − td � äî ïîòåíöiàëüíîãî

ìîäèôiêîâàíîãî ðiâíÿííÿ ÊäÔ ut = u3 + u3
1.

Ïîäàëüøi îá÷èñëåííÿ ïîêàçóþòü, ùî ïîòåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ÊäÔ ut =

u3+u2
1 ìà¹ äâi çàëåæíi âiä ÷àñó óçàãàëüíåíi ñèìåòði¨: G = x+2tu1 òà D =

u+3t(u3+u
2
1)+xu1, ïîòåíöiàëüíå ìîäèôiêîâàíå ðiâíÿííÿ ÊäÔ ut = u3+u

3
1

� îäíó òàêó ñèìåòðiþ DpmKdV = 3t(u3
1 +u3) +xu1, à ðiâíÿííÿ Êàëîäæåðî

� Äåãàñïåðiñà � Ôîêàøà [68] ut = u3−u3
1/2+(a exp(2u)+b exp(−2u)+d)u1

ïðè a 6= 0 i b 6= 0 âçàãàëi íå ìà¹ çàëåæíèõ âiä ÷àñó ñèìåòðié, ïðè a = 0,

b 6= 0 ìà¹ îäíó òàêó ñèìåòðiþ D(1)
KDF = 3t(u3 − (1/2)u3

1 + b exp(−2u) +

d/3)u1) + xu1 − 1 i ïðè a 6= 0, b = 0 òàêîæ îäíó òàêó ñèìåòðiþ D(2)
KDF =

xu1+3t(u3+(a exp(2u)+d)u1−u3
1/2)+3. Â óñiõ öèõ âèïàäêàõ çíàéäåíi çà-

ëåæíi âiä ÷àñó óçàãàëüíåíi ñèìåòði¨ åêâiâàëåíòíi òî÷êîâèì ñèìåòðiÿì Ëi.

Àëãåáðà Ëi SKDF (ïðè a = 0, b 6= 0 ÷è a 6= 0, b = 0) ðîçâ'ÿçíà i ìà¹

òàêi æ êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ, ÿê i SmKdV , ç òî÷íiñòþ äî çàìiíè D
íà D(1)

KDF ÷è D(2)
KDF âiäïîâiäíî, ÿêùî ââàæàòè, ùî Kj = Rj(u1), äå R �

îïåðàòîð ðåêóðñi¨ öüîãî ðiâíÿííÿ. Äëÿ ðiâíÿííÿ Êàëîäæåðî � Äåãàñïå-

ðiñà � Ôîêàøà ç a 6= 0 i b 6= 0 â ñèëó ñêàçàíîãî âèùå SKDF = AnnKDF �

êîìóòàòèâíà àëãåáðà Ëi ç áàçèñîì Kj = Rj(u1), j = 0, 1, 2, . . ..

Àëãåáðà Ëi SpmKdV ìà¹ êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ

{Ki, Kj} = 0, i, j = −1, 0, 1, 2, . . . ,

{DpmKdV , Kj} = (2j + 1)Kj, j = 0, 1, 2, . . . ,

{DpmKdV , K−1} = 0,

äå K−1 = 1, Kj = Rj(u1), j = 0, 1, 2, . . ., R � îïåðàòîð ðåêóðñi¨ ïîòåíöi-

àëüíîãî ðiâíÿííÿ ìÊäÔ.
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Íàðåøòi, êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ àëãåáðè Ëi SpKdV ìàþòü âèãëÿä

{Ki, Kj} = 0, i, j = 0, 1, 2, 3, . . .

{D, Kj} = (2j + 1)Kj, j = 0, 1, 2, 3, . . . ,

{G, Kj} = (4j − 2)Kj−1, j = 1, 2, 3, . . . ,

{G,D} = −6G, {G, K0} = 0.

Òóò Kj = Rj(1), R � îïåðàòîð ðåêóðñi¨ ïîòåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ÊäÔ.

Àëãåáðà SpKdV ¹ íàïiâïðÿìîþ ñóìîþ êîìóòàòèâíî¨ àëãåáðè AnnpKdV ,

ïîðîäæåíî¨ Kj, i äâîâèìiðíî¨ ðîçâ'ÿçíî¨ àëãåáðè Ëi ç áàçèñîì G i D.
Öiêàâî âiäçíà÷èòè, ùî â óñiõ ùîéíî ðîçãëÿíóòèõ ïðèêëàäàõ àëãåáðè

SF içîìîðôíi ïiäàëãåáðàì àôôiííî¨ àëãåáðè Ëi ŝl(2).

Íà çàâåðøåííÿ çàóâàæèìî, ùî çàïðîïîíîâàíà âèùå ñõåìà çíàõîäæåí-

íÿ óñiõ óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié iíòåãðîâíèõ ñêàëÿðíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâ-

íÿíü ç î÷åâèäíèìè ìîäèôiêàöiÿìè (òèïó çàìiíè Òåîðåì 1.2.1 i 2.4.1 íà

Òåîðåìè 1.4.1 i 2.4.2 i äîäàòêîâî¨ âèìîãè âèêîíàííÿ (7) äëÿ âñiõ P ∈ AnnF

ïðè m 6= −1), ïåðåíîñèòüñÿ íà iíòåãðîâíi íåâèðîäæåíi ñëàáêî äiàãîíàëi-

çîâíi ñèñòåìè åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü (5).

ßê ïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó Õiðîòè � Ñàöóìè (äèâ. [90], à òàêîæ

[124], ñ.123 i íàâåäåíi òàì ïîñèëàííÿ):

ut = u3/2 + 3uu1 − 6vv1,

vt = −v3 − 3uv1.
(2.60)

Êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëàìè äëÿ êàíîíi÷íèõ ùiëüíîñòåé ñèñòåì äâîõ

åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü òèïó ÊäÔ [99], íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî âîíà çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâè Òåîðåìè 2.4.2 ç m = 1 (ρa
1 ∼ u 6∈ ImD, a = 1, 2). Âñi

ñèìåòði¨ öi¹¨ ñèñòåìè ïîëiíîìiàëüíi ïî t, áî âîíî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

Òåîðåìè 2.3.3, à ìíîæèíà ΘF äëÿ íå¨ ïîðîæíÿ. Îòæå, ñèñòåìà Õiðîòè �

Ñàöóìè íå ìà¹ çàëåæíèõ âiä t óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié ïîðÿäêó âèùå 5.

Ïîäàëüøi îá÷èñëåííÿ ïîêàçóþòü, ùî âîíà ìà¹ ëèøå îäíó çàëåæíó âiä

÷àñó t óçàãàëüíåíó ñèìåòðiþ D = (2t(u3/2 + 3uu1 − 6vv1) + xu1))∂/∂u+
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(2t(−v3 − 3v1u) + xv1)∂/∂v, ùî åêâiâàëåíòíà òî÷êîâié ñèìåòði¨ Ëi i ïðè

v = 0 ïiñëÿ çìiíè ìàñøòàáó u i x ïåðåõîäèòü â äèëàòàöiþ ðiâíÿííÿ ÊäÔ.

Âèñíîâêè äî Ðîçäiëó 2

Â Ðîçäiëi 2 äîñëiäæåíî çàëåæíiñòü âiä t i/àáî x óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié-

ðiâíÿíü (1) i ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíèõ ñèñòåì (5) ç
∂F

∂t
= 0 i/àáî

∂F

∂x
= 0.

Â ïiäðîçäiëi 1 Ðîçäiëó 2 âïåðøå â ëiòåðàòóði ïîäàíî ñòðîãå äîâåäåííÿ

Òåîðåì 3.1 òà 3.2 ñòàòòi [58], ÿêi â äèñåðòàöi¨ îá'¹äíàíî ó âèãëÿäi Òåîðå-

ìè 2.1.1 i ðîçãëÿíóòî òðîõè áiëüø çàãàëüíèé âèïàäîê, íiæ ó [58], à ñàìå,

êîëè V ⊂ Sym, à íå V ⊂ Sym/Triv, i âiäìi÷åíî õèáíiñòü äîïîìiæíîãî

òâåðäæåííÿ ïðî òå, ùî êiëüêà êîìóòóþ÷èõ ìàòðèöü çàâæäè ìîæíà

îäíî÷àñíî çâåñòè äî æîðäàíîâî¨ íîðìàëüíî¨ ôîðìè, íà ÿêå ñïèðàëèñÿ

äîâåäåííÿ öèõ òåîðåì ó [58].

Â ïiäðîçäiëi 2 Ðîçäiëó 2 äîñëiäæåíî çàëåæíiñòü âiä t óçàãàëüíåíèõ ñè-

ìåòðié ðiâíÿíü (1), i çîêðåìà ïîêàçàíî, ùî êîëè ðiâíÿííÿ (1) íå ìîæíà

ëiíåàðèçóâàòè êîíòàêòíèì ïåðåòâîðåííÿì, òî âñi éîãî óçàãàëüíåíi ñèìå-

òði¨ áóäóòü ëiíiéíèìè êîìáiíàöiÿìè êâàçiïîëiíîìiâ ïî t.

Â ïiäðîçäiëi 3 Ðîçäiëó 2 äîñëiäæåíî çàëåæíiñòü âiä x óçàãàëüíåíèõ

ñèìåòðié ðiâíÿíü (1) i íåâèðîäæåíèõ ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíèõ ñèñòåì (5)

ç ∂F/∂x = 0 i çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè (êâàçi)ïîëiíîìiàüíîñòi óçàãàëü-

íåíèõ ñèìåòðié òàêèõ ðiâíÿíü i ñèñòåì ïî t äëÿ âèïàäêó ∂F/∂t = 0.

Ç äîïîìîãîþ öèõ ðåçóëüòàòiâ çíàéäåíî âñi óçàãàëüíåíi ñèìåòði¨ ñèñòåìè

Áàêiðîâà i äîâåäåíî, çîêðåìà, ùî âîíà ìà¹ ëèøå îäíó ëîêàëüíó âèùó ñè-

ìåòðiþ, ÷èì ïîñèëåíî àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò Áîéêåðñà, Ñàíäåðñà i Âàíã

[65] äëÿ íåçàëåæíèõ âiä x, t ñèìåòðié i îñòàòî÷íî ñïðîñòîâàíî âiäîìå ïðè-

ïóùåííÿ ïðî òå, ùî íàÿâíiñòü îäíi¹¨ ëîêàëüíî¨ âèùî¨ ñèìåòði¨ çàâæäè

âåäå äî iñíóâàííÿ íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi òàêèõ ñèìåòðié.

Êðiì òîãî, â öüîìó æ ïiäðîçäiëi ïîêàçàíî, ùî êîëè äëÿ äåÿêîãî

m ∈ {−1, 0, 1, 2, 3, . . .} Dt(ρ
a
m) 6∈ ImD, a = 1, . . . , s, äå ρa

m � ùiëüíîñòi
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êàíîíi÷íèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ íåâèðîäæåíî¨ ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíî¨

ñèñòåìè (5) ç ∂F/∂t = 0 (àíàëîãi÷íî, Dt(ρm) 6∈ ImD äëÿ âèïàäêó

ðiâíÿííÿ (1)), òî ðîçãëÿäóâàíà ñèñòåìà (àáî ðiâíÿííÿ) íå ìàþòü ïîëiíî-

ìiàëüíèõ ïî t óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié ïîðÿäêó âèùå n+m+ n0 − 1, ÷èì

óçàãàëüíåíî âiäîìèé àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò [36] äëÿ ñòàöiîíàðíèõ óçà-

ãàëüíåíèõ ñèìåòðié. Çàóâàæèìî, ùî ðàçîì ç îòðèìàíèìè âèùå óìîâàìè

ïîëiíîìiàëüíîñòi ïî t óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié äîñòàòíüî âèñîêîãî ïîðÿä-

êó öåé ðåçóëüòàò äîçâîëÿ¹, ÿê i ó âèïàäêó iíòåãðîâíèõ ñèñòåì, ëåãêî i

ìàéæå àëãîðèòìi÷íî çíàõîäèòè âñi óçàãàëüíåíi ñèìåòði¨ øèðîêîãî êëàñó

åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü i ñèñòåì, äëÿ ÿêèõ Dt(ρ
a
m) 6∈ ImD,a = 1, . . . , s.

Â ïiäðîçäiëi 4 Ðîçäiëó 2 çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè âiäñóòíîñòi ïîëiíî-

ìiàëüíèõ âiä ÷àñó (êðiì ñòàöiîíàðíèõ) óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié äîñòàòíüî

âèñîêîãî ïîðÿäêó iíòåãðîâíèõ ðiâíÿíü (1) i íåâèðîäæåíèõ ñëàáêî

äiàãîíàëiçîâíèõ ñèñòåì (5) ç ∂F/∂t = 0. Íà îñíîâi öèõ ðåçóëüòàòiâ çà-

ïðîïîíîâàíî êîíñòðóêòèâíó ñõåìó çíàõîäæåííÿ âñiõ çàëåæíèõ âiä ÷àñó

óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié òàêèõ ðiâíÿíü i ñèñòåì i ðåàëiçîâàíî ¨¨ äëÿ ðiâíÿí-

íÿ ìÊäÔ, ïîòåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ÊäÔ i ìÊäÔ òà ðiâíÿííÿ Êàëîäæåðî

� Äåãàñïåðiñà � Ôîêàøà, à òàêîæ äëÿ ñèñòåìè Õiðîòè � Ñàöóìè.

Öÿ ñõåìà äîçâîëÿ¹, çîêðåìà, ïðîñòî i åôåêòèâíî äîâîäèòè ïîâíîòó

çíàéäåíèõ íàáîðiâ ëîêàëüíèõ óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié äëÿ ðîçãëÿäóâàíîãî

êëàñó iíòåãðîâíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü i ñèñòåì, ùî äîñi ââàæàëîñÿ

âåëüìè ñêëàäíîþ i âàæêîþ çàäà÷åþ, ÿêó òðåáà áóëî ðîçâ'ÿçóâàòè îêðåìî

äëÿ êîæíîãî êîíêðåòíîãî âèïàäêó (äèâ. íàïð. [32] äëÿ ðiâíÿííÿ ÊäÔ) i

ÿêà ïîòðåáóâàëà çíà÷íî¨ "îá÷èñëþâàëüíî¨ âèíàõiäëèâîñòi".

Â ñâîþ ÷åðãó, çíàííÿ âñiõ çàëåæíèõ âiä ÷àñó ëîêàëüíèõ óçàãàëüíåíèõ

ñèìåòðié äàíîãî ðiâíÿííÿ ÷è ñèñòåìè âiäêðèâà¹, íàïðèêëàä, ìîæëèâiñòü

ïðîâåñòè âè÷åðïíó êëàñèôiêàöiþ ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì ç íåñòàöiî-

íàðíèìè ãàìiëüòîíiàíàìè, îòðèìàíèõ âíàñëiäîê ñèìåòðiéíî¨ ðåäóêöi¨

ðîçãëÿäóâàíîãî ðiâíÿííÿ ÷è ñèñòåìè ïî çàëåæíié âiä ÷àñó óçàãàëüíåíié
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ñèìåòði¨, âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè ðîáîòè Ì. Óãàëüÿ [121], à òàêîæ

äîçâîëÿ¹ çíàéòè âñi ðîçâ'ÿçêè, iíâàðiàíòíi âiäíîñíî òàêèõ ñèìåòðié.

Òàêi ðîçâ'ÿçêè çíàõîäÿòü íàéðiçíîìàíiòíiøi çàñòîñóâàííÿ ó çàäà÷àõ

òåîðåòè÷íî¨ i ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè. Çîêðåìà, âîíè âêëþ÷àþòü â ñåáå ÿê

÷àñòèííèé âèïàäîê àâòîìîäåëüíi ðîçâ'ÿçêè, i øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ

ïðè âèâ÷åííi àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ðîçãëÿäóâà-

íîãî ðiâíÿííÿ ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ t (äèâ. íàïð. [42], ñ.309, i Ðîçäië 4 ó

[25]) òà ðiçíîãî ðîäó ðåæèìiâ ç çàãîñòðåííÿì, à òàêîæ ïðè äîâåäåííi òåî-

ðåì ïðî iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ìåòîäîì iíâàðiàíòíèõ ìàæîðàíò

(äèâ. [26], ñ.32-38). Öi ðîçâ'ÿçêè ïîâ'ÿçàíi ç íåiçîñïåêòðàëüíèìè äåôîð-

ìàöiÿìè L-îïåðàòîðà ïàðè Ëàêñà, i ¹ âiäìiííèìè âiä áàãàòîñîëiòîííèõ i

ñêií÷åííîçîííèõ (äèâ. [39], ñ.251�253). Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ¨õ ìîæíà

ïîáóäóâàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è òåõíiêó içîìîíîäðîìíèõ äåôîðìàöié (äèâ.

[39], ñ.254, òà íàâåäåíi òàì ïîñèëàííÿ).

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè Ðîçäiëó 2 îïóáëiêîâàíî â [47, 48, 114, 115, 116, 117].
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ÐÎÇÄIË 3

Âåêòîðíà ÷àñòèíêà ó ïîëi Êóëîíà

Âñòóï

Â öüîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî îäèí öiêàâèé ïðèêëàä óçàãàëüíåíèõ ñè-

ìåòðié ñèñòåìè ëiíiéíèõ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (ÿêié ìî-

æíà íàäàòè åâîëþöiéíî¨ ôîðìè), à ñàìå ïàðàñóïåðñèìåòði¨ ðiâíÿíü äëÿ

ðàäiàëüíèõ ôóíêöié, ùî âèíèêàþòü ïiñëÿ ðîçäiëåííÿ çìiííèõ äëÿ ìîäè-

ôiêîâàíîãî ðiâíÿííÿ Øòþêåëüáåðãà ç ãiðîìàãíiòíèì âiäíîøåííÿì g = 2

i íóëüîâèì ïàðàìåòðîì k2 äëÿ âèïàäêó ïîëÿ Êóëîíà.

Ùîá ïîÿñíèòè íåîáõiäíiñòü ðîçãëÿäó òàêîãî ðiâíÿííÿ, ïåðø çà âñå íà-

ãàäà¹ìî, ùî îäíèì ç ôóíäàìåíòàëüíèõ îá'¹êòiâ ñó÷àñíî¨ òåîðåòè÷íî¨ ôi-

çèêè ¹ åëåìåíòàðíi ÷àñòèíêè, ùî îïèñóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ êâàíòîâàíèõ

ïîëiâ [7, 20].Áiëüøå òîãî, íà äàíèé ìîìåíò ââàæà¹òüñÿ, ùî óñi ôóíäà-

ìåíòàëüíi âçà¹ìîäi¨ îïèñóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ëèøå âåêòîðíèõ (ñïií 1)

i òåíçîðíèõ (ñïií 2) êàëiáðóâàëüíèõ ïîëiâ [8, 44], ùî çóìîâëþ¹ âèçíà-

÷àëüíó ðîëü ÷àñòèíîê ñïiíó 1 ó ñó÷àñíié ÊÒÏ ÿê ïåðåíîñ÷èêiâ âçà¹ìîäié

(ãëþîíè, êâàíòè åëåêòðîñëàáêî¨ âçà¹ìîäi¨).

Êàëiáðóâàëüíà iíâàðiàíòíiñòü çóìîâëþ¹ ¨õ áåçìàñîâiñòü i ïðàêòè÷íî

îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹ ¨õ ëàãðàíæiàíè, à ìàñó âîíè íàáóâàþòü çàâäÿêè

ñïîíòàííîìó ïîðóøåííþ ñèìåòði¨ (åôåêò Õiããñà) ç çáåðåæåííÿì ïåðåíîð-

ìîâíîñòi (äèâ. íàïð. �11.3 [8]). Ñèòóàöiÿ ç a priori ìàñèâíèìè ÷àñòèíêàìè

ñïiíó 1, ÿêi íàëåæàòü äî ïîëiâ "ìàòåði¨", äåùî ñêëàäíiøà, áî ç òî÷êè çîðó

ñó÷àñíî¨ "îðòîäîêñàëüíî¨" ÊÒÏ âîíè ñêëàäàþòüñÿ ç áiëüø åëåìåíòàðíèõ
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(íàïðèêëàä, êâàðêiâ) i íå ¹ ôóíäàìåíòàëüíèìè, òîìó ¨õ ñëiä îïèñóâàòè

çà äîïîìîãîþ ðiâíÿííÿ òèïó Áåòå � Ñîëïiòåðà [3, 6, 44]. Àëå ïðè ïîøóêó

ðîçâ'ÿçêiâ öüîãî ðiâíÿííÿ âèíèêà¹ òèïîâà äëÿ ÊÒÏ (i äîñi îñòàòî÷íî íå

ðîçâ'ÿçàíà) ïðîáëåìà âèõîäó çà ðàìêè òåîði¨ çáóðåíü. Òîìó àêòóàëüíèì

¹ ïîøóê ôåíîìåíîëîãi÷íèõ ðiâíÿíü, ÿêi á îïèñóâàëè ÷àñòèíêó ç íàïåðåä

çàäàíèìè ìàñîþ, ñïiíîì, ìàãíiòíèì ìîìåíòîì i ò.ií.

Êðiì òîãî, ôóíäàìåíòàëüíi ìàñèâíi ÷àñòèíêè ñïiíó 1 � íåîäìiííèé

àòðèáóò ðÿäó ñóïåðñèìåòðè÷íèõ ìîäåëåé ÊÒÏ [11, 55], ÿêi ñòàíîâëÿòü

çíà÷íèé iíòåðåñ ç òî÷êè çîðó êâàíòóâàííÿ ãðàâiòàöi¨ i îá'¹äíàííÿ óñiõ

âiäîìèõ âçà¹ìîäié. Öåé ôàêò òàêîæ ðîáèòü àêòóàëüíèì äîñëiäæåííÿ

ïîâåäiíêè òàêèõ ÷àñòèíîê ó çîâíiøíiõ åëåêòðîìàãíiòíèõ ïîëÿõ i ïîøóê

òàêèõ ðiâíÿíü äëÿ íèõ, ÿêi á âæå â îäíî÷àñòèíêîâîìó íàáëèæåííi áóëè

ïîçáàâëåíi ðÿäó ïàòîëîãié, îïèñàíèõ íèæ÷å.

ßê ïðàâèëî, çà îñíîâó äëÿ ïîáóäîâè ðiâíÿíü, ùî çàäîâiëüíî îïèñóâàëè

á âçà¹ìîäiþ ÷àñòèíêè ñïiíó 1 ç åëåêòðîìàãíiòíèì ïîëåì â "íàïiâêëà-

ñè÷íîìó" (â iíøié òåðìiíîëîãi¨ � îäíî÷àñòèíêîâîìó) íàáëèæåííi, òîáòî

áåç âòîðèííîãî êâàíòóâàííÿ, áåðóòü ðiâíÿííÿ òèïó Ïðîêà (äèâ. íàïð.

[8], ñ.31) äëÿ âiëüíî¨ ðåëÿòèâiñòñüêî¨ ÷àñòèíêè ñïiíó 1, òîáòî ðiâíÿííÿ

∂µ(∂µBν − ∂νBµ) +M 2Bν = 0. (3.1)

Òóò âèêîðèñòîâó¹òüñÿ "ïðèðîäíà" ñèñòåìà îäèíèöü, â ÿêié ~ = c = 1,

ìåòðè÷íèé òåíçîð â 4-âèìiðíîìó ïðîñòîði Ìiíêîâñüêîãî ìà¹ âèãëÿä

gµν = diag[1,−1,−1,−1], iíäåêñè, àñîöiéîâàíi ç öèì ïðîñòîðîì, ïîçíà-

÷àþòüñÿ ìàëèìè ãðåöüêèìè ëiòåðàìè i ïðîáiãàþòü çíà÷åííÿ âiä 0 äî 3,

∂µ = ∂/∂xµ, 4-âåêòîðè çàïèñóþòüñÿ ó âèãëÿäi Jµ = (J0,J), äå æèðíà

ëiòåðà ïîçíà÷à¹ òðèâèìiðíèé âåêòîð (çîêðåìà, xµ = (t, r)). Õâèëüîâîþ

ôóíêöi¹þ ÷àñòèíêè ¹ 4-âåêòîð Bµ, à ìàñà ÷àñòèíêè äîðiâíþ¹ M .

Çàóâàæèìî, ùî íàñëiäêîì (3.1) ¹ (ïðè M 6= 0) ðiâíÿííÿ

∂µB
µ = 0, (3.2)
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ÿêå àâòîìàòè÷íî âèêëþ÷à¹ ç õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ ÷àñòèíêè çàéâó êîìïî-

íåíòó, ùî âiäïîâiäà¹ ñïiíó 0.

Çàáiãàþ÷è äåùî íàïåðåä, âiäçíà÷èìî, ùî çà íàÿâíîñòi âçà¹ìîäi¨¨ ç

åëåêòðîìàãíiòíèì ïîëåì âèêëþ÷åííÿ "çàéâèõ" êîìïîíåíò çi ñïiíîì 0

ç âiäïîâiäíèõ ðiâíÿíü ÷àñòî ñòàíîâèòü âåëüìè íåòðèâiàëüíó äîäàòêîâó

ïðîáëåìó (äèâ. [56], ñ.194).

Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè (3.2) íàçàä äî (3.1) ìè áà÷èìî, ùî ïðèM 6= 0 êîæíà

ç êîìïîíåíò çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ Êëåéíà � Ãîðäîíà � Ôîêà

∂µ∂
µBν +M 2Bν = 0,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ðiâíÿííÿ (3.1) îïèñó¹ ÷àñòèíêó ìàñè M .

ßêùî ïåðåïèñàòè ðiâíÿííÿ Ïðîêà ÿê ñèñòåìó ðiâíÿíü ïåðøîãî ïî-

ðÿäêó, äiñòàíåìî âiäîìå ðiâíÿííÿ Êåììåðà � Äåôôiíà � Ïåòü¹ (ÊÄÏ)

(äèâ. íàïð. [56] i íàâåäåíi òàì ïîñèëàííÿ). Öiêàâî âiäçíà÷èòè, ùî

îðèãiíàëüíèé ïiäõiä ðîáîòè [18] äî îïèñó äèíàìiêè ìàñèâíèõ ÷àñòèíîê

ñïiíó 1, ùî ãðóíòó¹òüñÿ íà ëîêàëüíié ïàðàñóïåðñèìåòði¨, äëÿ âiëüíî¨

÷àñòèíêè òàêîæ ïðèâîäèòü äî ðiâíÿííÿ ÊÄÏ.

Ââåäåííÿ âçà¹ìîäi¨ ç åëåêòðîìàãíiòíèì ïîëåì ó òàêå ðiâíÿííÿ (ÊÄÏ

àáî Ïðîêà) ¹ íåîäíîçíà÷íîþ ïðîöåäóðîþ, à âèêîðèñòàííÿ ñòàíäàðòíîãî

ñïîñîáó ââåäåííÿ òàêî¨ âçà¹ìîäi¨ øëÿõîì "âèäîâæåííÿ" ïîõiäíèõ ó âiäïî-

âiäíîìó ëàãðàíæiàíi âåäå äî ôiçè÷íî íåçàäîâiëüíèõ ðåçóëüòàòiâ: ãiðîìà-

ãíiòíå âiäíîøåííÿ äîðiâíþ¹ 1, à íå 2, âñóïåðå÷ òåîðåòè÷íèì ïåðåäáà÷åí-

íÿì [80] i åêñïåðèìåíòàëüíèì äàíèì äëÿ ¹äèíî¨ âiäîìî¨ ôóíäàìåíòàëü-

íî¨ ìàñèâíî¨ çàðÿäæåíî¨ ÷àñòèíêè ñïiíó 1 � W-áîçîíà, ïiñëÿ âòîðèííîãî

êâàíòóâàííÿ äiñòà¹ìî íåïåðåíîðìîâíó òåîðiþ [20], à â êóëîíiâñüêîìó ïî-

ëi âiäñóòíi ðåãóëÿðíi â ïî÷àòêó êîîðäèíàò ðîçâ'ÿçêè [73], ïðè÷îìó íàáið

ñòàíiâ äèñêðåòíîãî ñïåêòðó íå ¹ ïîâíèì [52].

Ç iíøîãî áîêó, íàÿâíiñòü ò.çâ. àíîìàëüíîãî ìàãíiòíîãî ìîìåíòó

ïðèçâîäèòü äî íåîáõiäíîñòi ââåäåííÿ íåìiíiìàëüíî¨ âçà¹ìîäi¨ ç åëåêòðî-
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ìàãíiòíèì ïîëåì, àëå ïðè çíà÷åííi àíîìàëüíîãî ìàãíiòíîãî ìîìåíòó,

ÿêå âiäïîâiäà¹ ãiðîìàãíiòíîìó âiäíîøåííþ, ðiâíîìó 2, òîáòî â íàéáiëüø

ôiçè÷íî öiêàâîìó âèïàäêó W-áîçîíà, âèíèêàþòü êîìïëåêñíi (à òî÷íiøå,

÷èñòî óÿâíi) âëàñíi çíà÷åííÿ åíåðãi¨ â ïîñòiéíîìó îäíîðiäíîìó ìàãíi-

òíîìó ïîëi. Â öüîìó âèïàäêó òàêîæ ìà¹ ìiñöå ò.çâ. àíîìàëiÿ Êîðáåíà

� Øâiíãåðà [73]: íåïîâíîòà íàáîðó íîðìîâíèõ ñòàíiâ äèñêðåòíîãî ñïå-

êòðó â ïîëi Êóëîíà: äâà ñòàíè, ÿêi ìàëè á íàëåæàòè äî äèñêðåòíîãî

ñïåêòðó, íåíîðìîâíi. ßñíî, ùî òàêi åôåêòè ìàþòü îçíà÷àòè íàðîäæåííÿ

åëåêòðîìàãíiòíèì ïîëåì ïàð ÷àñòèíêà-àíòè÷àñòèíêà, i ïîðóøóþòü ñàìî-

óçãîäæåíiñòü îäíî÷àñòèíêîâîãî íàáëèæåííÿ; êðiì òîãî, äëÿ ñêàëÿðíèõ

÷àñòèíîê, ùî îïèñóþòüñÿ ðiâíÿííÿì Êëåéíà�Ãîðäîíà�Ôîêà i ñïiíîðíèõ,

ÿêi îïèñóþòüñÿ ðiâíÿííÿì Äiðàêà, ïîäiáíi ïàòîëîãi¨ âiäñóòíi [22].

Õî÷à ñòâîðåííÿ ñóïåð-, à ïîòiì i ïàðàñóïåðñèìåòðè÷íî¨ êâàíòîâî¨

ìåõàíiêè (äèâ. [125, 62, 108] òà îãëÿäè [17, 72] i íàâåäåíi òàì ïîñèëàííÿ)

äîçâîëèëî ïiñëÿ âèÿâëåííÿ ïàðàñóïåðñèìåòði¨ ó öié çàäà÷i íàìiòèòè

ïiäõiä äî ðîçâ'ÿçàííÿ ïðîáëåìè êîìïëåêñíèõ åíåðãié ó ïîñòiéíîìó

îäíîðiäíîìó ìàãíiòíîìó ïîëi [63, 64] øëÿõîì ââåäåííÿ íîâî¨, íåëiíiéíî¨

ïî òåíçîðó åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ, âçà¹ìîäi¨, àëå, íà æàëü, ïðè öüîìó

íå âäà¹òüñÿ îñòàòî÷íî ïîçáóòèñÿ àíîìàëi¨ Êîðáåíà � Øâiíãåðà.

Òîìó ïðèðîäíèì êðîêîì äî ïîáóäîâè çàäîâiëüíî¨ òåîði¨ ìàñèâíèõ

÷àñòèíîê ñïiíó 1 â ðàìêàõ ðåëÿòèâiñòñüêî¨ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè (òîáòî áåç

âòîðèííîãî êâàíòóâàííÿ) ¹ ðîçãëÿä i äåòàëüíå âèâ÷åííÿ "iãðàøêîâèõ"

ìîäåëåé, ñòðóêòóðà ðiâíÿíü ÿêèõ ïîäiáíà äî âèøåçãàäàíèõ ðiâíÿíü äëÿ

÷àñòèíîê ñïiíó 1, àëå äëÿ ÿêèõ âiäñóòíi äåÿêi ïðîáëåìè, ïðèòàìàííi

òàêèì ðiâíÿííÿì. Îäíà ç òàêèõ ìîäåëåé îïèñó¹òüñÿ ðîçãëÿíóòîþ íèæ÷å

ìîäèôiêàöi¹þ âiäîìîãî ðiâíÿííÿ òèïó Øòþêåëüáåðãà, ùî îäíî÷àñíî

îïèñó¹ ÷àñòèíêè ñïiíó 0 i 1.
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3.1. Óçàãàëüíåííÿ ìîäèôiêîâàíîãî ðiâíÿííÿ
òèïó Øòþêåëüáåðãà

Íàãàäà¹ìî, ùî ìîäèôiêîâàíå çà Áåêåðñîì, Äåáåðã i Íiêiòiíèì [64] ðiâ-

íÿííÿ Øòþêåëüáåðãà ìà¹ âèãëÿä

(βµπ
µ −M + PST (

e

2M
SµνF

µν − λe2α

2αM 4α−1 (FµνF
µν)α))Ψ = 0, (3.3)

äå Aµ � öå ïîòåíöiàëè çîâíiøíüîãî åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ, Fµν =

∂µAν − ∂νAµ � éîãî òåíçîð, Dµ = ∂µ + ieAµ � ò.çâ. "âèäîâæåíi" ïîõiäíi,

à πµ = iDµ - "âèäîâæåíi" iìïóëüñè (äèâ. íàïð. [6], ñ.144), e i M � âiä-

ïîâiäíî åëåêòðè÷íèé çàðÿä i ìàñà ÷àñòèíêè (÷àñòèíîê), ùî îïèñóþòüñÿ

ðiâíÿííÿì (3.3), α � äiéñíèé ïàðàìåòð, Ψ � 11-êîìïîíåíòíà êîìïëåêñíà

õâèëüîâà ôóíêöiÿ, i ââåäåíî 11× 11 ìàòðèöi

β0 = i(−e4,8 + e5,9 + e6,10 + e7,11 + e8,4 − e9,5 − e10,6 − e11,7),

β1 = i(−e2,11 + e3,10 + e4,9 − e5,8 − e8,5 + e9,4 + e10,3 − e11,2),

β2 = i(e1,11 − e3,9 + e4,10 − e6,8 − e8,6 − e9,3 + e10,4 + e11,1),

β3 = i(−e1,10 + e2,9 + e4,11 − e7,8 − e8,7 + e9,2 − e10,1 + e11,4),

S01 = e2,7 + e7,2 − e3,6 − e6,3 − e8,9 − e9,8,

S02 = −e1,7 − e7,1 + e3,5 − e5,3 − e8,10 − e10,8,

S03 = e1,6 + e6,1 − e2,5 − e5,2 − e8,11 − e11,8,

S12 = i(−e1,2 + e2,1 − e5,6 + e6,5 − e9,10 + e10,9),

S23 = i(−e2,3 + e3,2 − e6,7 + e7,6 − e10,11 + e11,10),

S31 = i(e1,3 − e3,1 + e5,7 − e7,5 + e9,11 − e11,9),

PST = (e8,8 + e9,9 + e10,10 + e11,11).

Òóò ei,j � öå 11× 11 ìàòðèöi, ¹äèíèì íåíóëüîâèì åëåìåíòîì ÿêèõ ¹ îäè-

íèöÿ, ùî çíàõîäèòüñÿ íà (i, j)-ìó ìiñöi, à ìàòðèöÿ Sµν � êîñîñèìåòðè÷íà:

Sµν = −Sνµ.

Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî â ñèëó ðiâíÿííÿ (3.3) ïåðøi 7 êîìïîíåíò Ψ ìîæíà

âèðàçèòè ÷åðåç 4 îñòàííiõ êîìïîíåíòè Ψ8,Ψ9,Ψ10,Ψ11, ïðè÷îìó óòâîðå-
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íèé ç öèõ êîìïîíåíò íàáið B0 = −Ψ8, Ba = Ψ8+a, a = 1, 2, 3 ïåðåòâîðþ-

¹òüñÿ ÿê 4-âåêòîð âiäíîñíî ïåðåòâîðåíü ãðóïè Ïóàíêàðå.

Ïiñëÿ âèêëþ÷åííÿ 7 ïåðøèõ êîìïîíåíò ç ðiâíÿííÿ (3.3) ìè äiñòàíåìî

íàñòóïíå ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó äëÿ 4-âåêòîðà B

(DµD
µ + m̃2

eff)Bν + 2ieF ν
ρB

ρ = 0, (3.4)

äå m̃2
eff = M 2(1 + λ(e2FµνF

µν/2M 4)α).

Íàäàëi ìè îáìåæèìîñü âèïàäêîì α = 1/2, êîëè ðiâíÿííÿ ëiíiéíi ïî ìî-

äóëþ âåêòîðà íàïðóæåíîñòi åëåêòðè÷íîãî ÷è ìàãíiòíîãî ïîëÿ ó âèïàäêó

÷èñòî åëåêòðè÷íîãî ÷è ÷èñòî ìàãíiòíîãî ïîëiâ, ïðè÷îìó, ùîá óíèêíó-

òè ïîÿâè êîìïëåêñíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü åíåðãi¨ ó âèïàäêó ïîëÿ Êóëîíà

(iíàêøå µi, à îòæå i âëàñíi çíà÷åííÿ äèñêðåòíîãî åíåðãåòè÷íîãî ñïåêòðó

Einj áóäóòü êîìïëåêñíèìè, äèâ. íèæ÷å) ìè çàìiíèìî FµνF
µν íà |FµνF

µν|.
Ùîá óíèêíóòè ïëóòàíèíè, ìè â ïîäàëüøîìó âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ïî-

çíà÷åííÿ k2 çàìiñòü λ. Êðiì òîãî, ìè äåùî óçàãàëüíèìî ðîçãëÿä Áåêåðñà,

Äåáåðã i Íiêiòiíà [64], ââiâøè äîäàòêîâèé ïàðàìåòð g, ùî ìà¹ ôiçè÷íèé

çìiñò ãiðîìàãíiòíîãî âiäíîøåííÿ ÷àñòèíêè (÷àñòèíîê), ùî îïèñóþòüñÿ

ðîçãëÿäóâàíèì ðiâíÿííÿì.

Òàêèì ÷èíîì, äàëi ó öüîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿäàòèìåìî ðiâíÿííÿ

(DµD
µ +m2

eff)Bν + iegF ν
ρB

ρ = 0, (3.5)

äå m2
eff = M 2 + k2|e2FµνF

µν/2|1/2.

Ó âiëüíîìó âèïàäêó (e = 0) [64] öå ðiâíÿííÿ ñïiâïàäà¹ ç çâè÷àéíèì

ðiâíÿííÿì Øòþêåëüáåðãà, çàïèñàíèì ó ôîðìàëiçìi äðóãîãî ïîðÿäêó, i

÷àñòèíêà, ùî îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì (3.5), ìà¹ äâà ìîæëèâèõ ñïiíîâèõ

ñòàíè: ñòàíè çi ñïiíàìè 0 i 1 ç îäíàêîâîþ ìàñîþ M .

Îòæå, ðiâíÿííÿ (3.5) ¹ óçàãàëüíåííÿì ìîäèôiêîâàíîãî ðiâíÿííÿ òèïó

Øòþêåëüáåðãà ç [64] ïðè α = 1/2 íà âèïàäîê äîâiëüíîãî ãiðîìàãíiòíîãî

âiäíîøåííÿ g i åëåêòðîìàãíiòíèõ ïîëiâ ç FµνF
µν < 0.
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Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî ðiâíÿííÿ (3.5) ïîäiáíå äî äâîõ÷àñòèíêîâîãî

ðiâíÿííÿ äëÿ ïîçèòðîíiÿ (äèâ. [56], ñ.355 i äàëi) ç òî÷íiñòþ äî çàìiíè m2

íà m2
eff i âèáîðó çíà÷åííÿ g.

3.2. Ïîëå Êóëîíà

4-ïîòåíöiàë, ùî âiäïîâiäà¹ êóëîíiâñüêîìó ïîëþ ïðèòÿãàííÿ, ìà¹ âèãëÿä:

A = 0, A0 = −Ze/r, Z > 0. (3.6)

Îñêiëüêè âií ñòàòè÷íèé i ñôåðè÷íî-ñèìåòðè÷íèé, åíåðãiÿ E i ïîâíèé

ìîìåíò J = L + S (L � êóòîâèé ìîìåíò, à S � ñïií) ¹ iíòåãðàëàìè ðóõó.

Ðîçêëàäåìî õâèëüîâi ôóíêöi¨ ñòàöiîíàðíèõ ñòàíiâ ïî áàçèñó ñïiëüíèõ

âëàñíèõ ôóíêöié J2 òà Jz ç âëàñíèìè çíà÷åííÿìè j(j+1) òàm. Öi âëàñíi

ôóíêöi¨ ìàþòü âèãëÿä

B0 = iF (r)Yjm,B = B(−1)(r)Y
(−1)
jm +B(0)(r)Y

(0)
jm +B(1)(r)Y

(1)
jm, (3.7)

äå Y
(λ)
jm � ò.çâ. ñôåðè÷íi âåêòîðè [10]

Y
(−1)
jm = nYjm,

Y
(0)
jm = (−ir×∇)Yjm/

√
j(j + 1),

Y
(1)
jm = (∇− n∂/∂r)Yjm/

√
j(j + 1),

Yjm � çâè÷àéíi ñôåðè÷íi ôóíêöi¨ (äèâ. íàïð. [37], ñ.79), à n = r/r. Äëÿ

j = 0 B(0) = B(1) ≡ 0 [10].

Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè (3.6) i (3.7) äî (3.5) ìè îòðèìà¹ìî íàñòóïíi ðiâíÿííÿ:

TW = (2/r2)QW, j = 0

TV = (2/r2)PV, TB(0) = 0, j 6= 0.
(3.8)

Òóò β = Ze2, B(0) ≡ K(0), a =
√
j(j + 1), b = βg/2, † ïîçíà÷à¹ ìàòðè÷íå

òðàíñïîíóâàííÿ,

T = (E + β/r)2 + d2/dr2 + (2/r)d/dr − j(j + 1)/r2 −m2
eff , (3.9)
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V = (FB(−1)B(1))†, W = (FB(−1))†,

P =


0 −b 0

b 1 −a
0 −a 0

 , Q =

(
0 −b
b 1

)
.

Ìàòðèöi P i Q äiàãîíàëiçîâíi. Âëàñíi çíà÷åííÿ Q äîðiâíþþòü

λ1,2 = 1/2±
√

1/4− (βg/2)2, (3.10)

à âëàñíi çíà÷åííÿ P �

λ1,2 = 1/2±
√

(j + 1/2)2 − (βg/2)2, λ3 = 0. (3.11)

Ïiñëÿ äiàãîíàëiçàöi¨ P i Q ðiâíÿííÿ (3.8) íàáóâàþòü âèãëÿäó (äëÿ çðó-

÷íîñòi ïîçíà÷èìî λ0 ≡ λ3)

TK(i) = (2λi/r
2)K(i), i = 0, 1, 2, 3. (3.12)

Ðiâíÿííÿ (3.12) ôîðìàëüíî ñïiâïàäàþòü ç ðiâíÿííÿìè äëÿ ðàäiàëüíèõ

ôóíêöié çàäà÷i Êóëîíà äëÿ äîâiëüíîãî ñïiíó (äèâ. [56], �4.3). Çàçíà-

÷èìî òàêîæ, ùî ¨õ, î÷åâèäíî, ìîæíà ïåðåïèñàòè â åâîëþöiéíié ôîðìi,

òîáòî ÿê ñèñòåìó çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó,

ðîçâ'ÿçàíó âiäíîñíî ñòàðøèõ ïîõiäíèõ, ÿêùî ââåñòè äî ðîçãëÿäó äîäà-

òêîâi çìiííi K̃i = dKi/dr. Êîðèñòóþ÷èñü ðåçóëüòàòàìè ç [56], ìè ëåãêî

îòðèìó¹ìî âiäïîâiäíèé äèñêðåòíèé åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð:

Einj = M/
√

1 + β2/(n+ µi + 1)2 (3.13)

äå n = 0, 1, 2, . . . ; j = 0, 1, 2 . . . ; i = 0, 1, 2, 3 i

µi = −1/2 +
√

(j + 1/2)2 − β2 + 2λi + k2β (3.14)

(iíäåêñ i âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ñòàíó, äëÿ ÿêîãîK(i) 6= 0, à âñi iíøi ôóíêöi¨

K(l) = 0; äëÿ j = 0 ìà¹ìî ëèøå äâi ãiëêè, ùî âiäïîâiäàþòü i = 1, 2).

Ãiëêè ñïåêòðó äëÿ i = 0 òà i = 3 ïîâíiñòþ iäåíòè÷íi, òîáòî ìà¹ ìiñöå

äâîêðàòíå âèðîäæåííÿ.
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Âëàñíi ôóíêöi¨ äèñêðåòíîãî ñïåêòðó ìàþòü âèãëÿä

K(i)nj = cinjxµiexp(−x/2)Lµi
n (x) (3.15)

äå cinj � íîðìóâàëüíi ñòàëi, x = 2r
√
M 2 − E2, Lα

n(x) � ïîëiíîìè Ëàãåððà.

Ïîêàæåìî, ùî êîëè k2 = 0, j > 0, g = 2 ðiâíi (3.13) ÷îòèðèêðàòíî

âèðîäæåíi ïðè n > 1. Äëÿ öüîãî çàóâàæèìî, ùî äëÿ k2 = 0, j > 0, g = 2

µ1 = λ1, µ2 = λ1 − 2, µ0 = λ1 − 1 (3.16)

i ïiäñòàâèìî öi µi äî (3.13). Ìè îòðèìà¹ìî ÷îòèðè ïîâíiñòþ iäåíòè÷íèõ

íàáîðè ðiâíiâ (äëÿ n > 1).

ßêùî æ ìè âèêëþ÷èìî îäíó ç äâîõ iäåíòè÷íèõ ãiëîê ç i = 0 òà i = 3,

äiñòàíåìî òðèêðàòíå âèðîäæåííÿ, òèïîâå äëÿ ïàðàñóïåðñèìåòði¨ [72].

3.2.1. Âèêëþ÷åííÿ êîìïîíåíòè çi ñïiíîì 0. Äîáðå âiäîìî

(äèâ. íàïð. [8], ñ.35), ùî ó âiëüíîìó (e = 0) âèïàäêó ìîæíà âèêëþ÷è-

òè êîìïîíåíòó çi ñïiíîì 0, íàêëàäàþ÷è óìîâó

∂µB
µ = 0, (3.17)

Ó âèïàäêó ïîëÿ Êóëîíà ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ k2 = 0, j > 0, g = 2

óìîâà

DµB
µ = 0 (3.18)

ñóìiñíà ç ðiâíÿííÿìè ðóõó (3.12). Ñïðàâäi,

DµB
µ = (EK(3) +R(1) +R(2))Yjm, (3.19)

äå ìè ââåëè ôóíêöi¨ [73]

R(i) = dK(i)/dr + (1 + λi)K
(i)/r − βEK(i)/λi (3.20)

ÿêi çàäîâîëüíÿþòü òå æ ðiâíÿííÿ, ùî i K(3)

TG = 0, G � áóäü-ÿêà ç ôóíêöiéK(3), R(1), R(2), (3.21)

ç òàêèìè æ âèìîãàìè äî ðåãóëÿðíîñòi â ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

Îòæå, ìîæíà âèðàçèòè K(3) ÷åðåç R(i) â ñèëó (3.18), (3.19), (3.20),

ïðè÷îìó (3.12) âñå ðiâíî áóäå âèêîíóâàòèñü.
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3.2.2. Ïàðàñóïåðñèìåòðiÿ. Â öüîìó ïóíêòi ðîçãëÿíåìî âèïàäîê

k2 = 0, g = 2, j > 0, êîëè

µ1 = λ1, µ0 = λ1 − 1, µ2 = λ1 − 2

i îòæå âèùåçãàäàíi âëàñíi çíà÷åííÿ (3.13) åíåðãåòè÷íîãî ñïåêòðó äîäà-

òêîâî òðèêðàòíî âèðîäæåíi:

E1,n+1,j = E0,n,j = E3,n,j = E2,n−1,j, n > 1. (3.22)

Áiëüøå òîãî, îáìåæèìîñü ðîçãëÿäîì ñòàíiâ çi ñïiíîì 1, íàêëàäàþ÷è

óìîâó (ñóìiñíó ç (3.5) äëÿ âèïàäêó ïîëÿ Êóëîíà, ÿêùî k2 = 0, g = 2,

äëÿ ñòàíiâ ç j > 0)

DµB
µ
Ejm = {EK(3)

Ej +
2∑

i=1

[dK
(i)
Ej/dr+

+(1 + λi)K
(i)
Ej/r − EβK

(i)
Ej/λi]} exp(−iEt)Yjm = 0.

(3.23)

Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî òóò òåðìií "ñòàíè çi ñïiíîì 1" çà àíàëîãi¹þ ç âiëü-

íèì (e = 0) âèïàäêîì, ïîð. �4 Ðîçäiëó 1 [8], òîáòî ìè íàçèâà¹ìî ñòàíàìè

ñïiíó 1 òi i òiëüêè òi ñòàíè, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü (3.23).

Â ñèëó (3.23) êîìïîíåíòà K(3) âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç iíøi i âæå íå ¹ íåçà-

ëåæíîþ, òîìó ìè ìà¹ìî òåïåð ëèøå òðè ãiëêè äèñêðåòíîãî åíåðãåòè÷íîãî

ñïåêòðó Einj, i = 0, 1, 2.

Ðiâíÿííÿ, ÿêi çàëèøèëèñü ïiñëÿ âèêëþ÷åííÿ K(3), ìîæíà ïåðåïèñàòè

ó âèãëÿäi

Hψ = εψ, (3.24)

äå ψ = (K(1)K(0)K(2))†, H = 2 diag [H1,H0,H2],

Hi = − d2

dr2 −
2

r

d

dr
− λi(λi + 1)

r2 − 2βE

r
+
βE

2

(
1

λ1
+

1

λ2

)
i = 1, 2,

H0 = − d2

dr2 −
2

r

d

dr
− λ1(λ1 − 1)

r2 − 2βE

r
+
βE

2

(
1

λ1
+

1

λ2

)
,

ε = βE

(
1

λ1
+

1

λ2

)
− 2(M 2 − E2).
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Âââåäåìî ïàðàñóïåðçàðÿäè

Q+ =


0 S1 0

0 0 W2

0 0 0

 , Q− =


0 0 0

W1 0 0

0 S2 0

 ,

äå Wi = d/dr + (1 + λi)/r − Eβ/λi, Si = −d/dr + (λi − 1)/r − Eβ/λi.

Òåïåð ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî Q+, Q−, Q1 = (Q+ + Q−)/2, Q2 =

(i/2)(Q+ − Q−) òà H çàäîâîëüíÿþòü êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ ò.çâ.

p = 2 ïàðàñóïåðñèìåòðè÷íî¨ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè Ðóáàêîâà � Ñïiðiäîíîâà

(äèâ., íàïðèêëàä, [72]):

(Q±)3 = 0, Q3
i = HQi, [Q±,H] = 0,

{Q2
i ,Q3−i}+ QiQ3−iQi = HQ3−i, i = 1, 2,

(3.25)

äå [A,B] = AB− BA, {A,B} = AB + BA.

Ïàðàñóïåðçàðÿäè Q+, Q− êîìóòóþòü ç H i îòæå, ¹ îïåðàòîðàìè ñèìå-

òði¨ ðiâíÿííÿ (3.24). �ì âiäïîâiäàþòü óçàãàëüíåíi ñèìåòði¨ öüîãî ðiâíÿí-

íÿ ç õàðàêòåðèñòèêàìè Q+(ψ), Q−(ψ) (ïðî çâ'ÿçîê îïåðàòîðiâ ñèìåòði¨

ç óçàãàëüíåíèìè ñèìåòðiÿìè äèâ. íàïð. [42], c.390). Ïiäêðåñëèìî, ùî öi

óçàãàëüíåíi ñèìåòði¨ íååêâiâàëåíòíi òî÷êîâèì ñèìåòðiÿì Ëi, îñêiëüêè êî-

åôiöi¹íòè ïðè d/dr ó Q+, Q− ¹ ìàòðèöÿìè, à íå ñêàëÿðíèìè ôóíêöiÿìè.

Ñàìå iñíóâàííÿ ïàðàñóïåðçàðÿäiâ Q+, Q− i ¹ ïðè÷èíîþ âèùåçãàäàíîãî

äîäàòêîâîãî òðèêðàòíîãî âèðîäæåííÿ.

3.2.3. Ïðî àíîìàëiþ Êîðáåíà � Øâiíãåðà. Ïðè k2 = 0, j >

0, g = 2 íàøi ðiâíÿííÿ (3.5) ç äîäàòêîâîþ óìîâîþ (3.18) çâîäÿòüñÿ äî

ðiâíÿíü òåîði¨ Êîðáåíà � Øâiíãåðà âåêòîðíî¨ ÷àñòèíêè ç ãiðîìàãíiòíèì

âiäíîøåííÿì g = 2 [73] â ïîëi Êóëîíà. Öÿ òåîðiÿ ìà¹ âiäîìó àíîìàëiþ,

êîòðà ïîëÿãà¹ ó âiäñóòíîñòi íîðìîâíèõ âëàñíèõ ñòàíiâ äèñêðåòíîãî

ñïåêòðó ç j = 0 òà îäíîãî çi ñòàíiâ ç j = 1. Îòæå, íàáið âëàñíèõ ñòàíiâ

âèÿâëÿ¹òüñÿ íåïîâíèì, ùî âåäå äî ÷èñëåííèõ òðóäíîùiâ, íàïðèêëàä ïðè

âèâ÷åííi ðîçñiÿííÿ òàêèõ ÷àñòèíîê (äèâ. [73]).
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Àëå çâè÷àéíà óìîâà íîðìóâàííÿ äëÿ ðiâíÿííÿ (3.5) ïðè g = 2∫
J0d3x = e (3.26)

ïîâ'ÿçàíà çi çáåðåæåííÿì 4-ñòðóìó

Jµ = −ie[B∗
νD

µBν −Bν(DµBν)∗], (3.27)

ÿêèé íå âêëþ÷à¹ ÷ëåíè, ïðîïîðöiéíi DµB
µ, êîòði i çóìîâëþþòü âèùå-

çãàäàíó íåíîðìîâíiñòü ó òåîði¨ Êîðáåíà � Øâiíãåðà [73] (òàì öåé âèðàç

ïðîïîðöiéíèé äî ïðîñòîðîâî¨ äåëüòà-ôóíêöi¨ δ(r) i iíòåãðàë ó (3.26) ñòà¹

ðîçáiæíèì äëÿ óñiõ ñòàíiâ ç j = 0 òà îäíîãî ñòàíó ç j = 1).

Öå ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî â íàøîìó âèïàäêó óìîâà (3.18) íàêëàäà¹òüñÿ

íåçàëåæíî âiä ðiâíÿíü ðóõó (3.5), à ó òåîði¨ Êîðáåíà � Øâiíãåðà àíàëîã

(3.18) ¹ íàñëiäêîì âiäïîâiäíèõ ðiâíÿíü ðóõó i ìiñòèòü ó ñâî¨é ïðàâié

÷àñòèíi íå íóëü, à äåëüòà-ôóíêöiþ, íàÿâíiñòü ÿêî¨ i ïðèçâîäèòü äî

îïèñàíî¨ âèùå àíîìàëi¨.

Îòæå, ìè ïîêàçàëè, ùî ó íàøié òåîði¨ àíîìàëiÿ Êîðáåíà � Øâiíãåðà

äëÿ âèïàäêó k2 = 0, j > 0, g = 2 âiäñóòíÿ. Öå ìîæíà ïåðåâiðèòè i

áåçïîñåðåäíüî, îá÷èñëèâøè iíòåãðàëè íîðìóâàííÿ äëÿ âëàñíèõ ôóíêöié

(3.15) i ïåðåêîíàâøèñü â òîìó, ùî âîíè çáiæíi.

Âèñíîâêè äî Ðîçäiëó 3

Â ïiäðîçäiëi 1 Ðîçäiëó 3 çàïðîïîíîâàíî óçàãàëüíåííÿ ìîäèôiêîâàíîãî çà

Áåêåðñîì � Äåáåðã � Íiêiòiíèì ðiâíÿííÿ Øòþêåëüáåðãà.

Äëÿ çàïðîïîíîâàíîãî ðiâíÿííÿ â ïiäðîçäiëi 2 Ðîçäiëó 3 çíàéäåíî âëà-

ñíi ôóíêöi¨ i âëàñíi çíà÷åííÿ äèñêðåòíîãî åíåðãåòè÷íîãî ñïåêòðó äëÿ âè-

ïàäêó ïîëÿ Êóëîíà. Âñòàíîâëåíî, ùî ïðè ïåâíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ

ìîäåëi ç'ÿâëÿ¹òüñÿ äîäàòêîâå âèðîäæåííÿ ñòàíiâ äèñêðåòíîãî ñïåêòðó, i

çíàéäåíî ïðèõîâàíó ïàðàñóïåðñèìåòðiþ çàäà÷i, ÿêà âiäïîâiäà¹ çà íüîãî.
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Ïîêàçàíî òàêîæ, ùî çàïðîïîíîâàíà ìîäåëü ïîçáàâëåíà àíîìàëi¨ Êîðáå-

íà � Øâiíãåðà.

Äëÿ âèïàäêó ïîñòiéíîãî îäíîðiäíîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ çàïðîïîíîâàíà

ìîäåëü ôîðìàëüíî çâîäèòüñÿ äî ðîçãëÿíóòî¨ â [64], òîìó, ÿê ëåãêî

ïåðåâiðèòè, çà óìîâè k2 ≥ g − 1 â íié íå âèíèêà¹ êîìïëåêñíèõ âëàñíèõ

çíà÷åíü åíåðãi¨ â òàêîìó ïîëi.

Îòæå, ìîäåëü (3.5) âèÿâèëàñÿ àäåêâàòíîþ íå ëèøå äëÿ âèïàäêó

ïîñòiéíîãî îäíîðiäíîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ, à i äëÿ êóëîíîâà ïîëÿ.

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi, íàïðèêëàä, äëÿ ïî-

áóäîâè çîáðàæåííÿ Ôàðði (äèâ. [6], ñ.540) â êâàíòîâié åëåêòðîäèíàìiöi

÷àñòèíîê, ùî îïèñóþòüñÿ ðiâíÿííÿì (3.5), i çîêðåìà äëÿ îá÷èñëåííÿ âiä-

ïîâiäíîãî ëåìáiâñüêîãî çñóâó (ïîð. [3, 6, 7, 20]) òà iíøèõ ïîäiáíèõ åôåêòiâ.

Âiäçíà÷èìî, ùî, íàñêiëüêè âiäîìî àâòîðó, çàïðîïîíîâàíà ìîäåëü ïðè

k2 = 0, g = 2 ¹ ïåðøèì ïðèêëàäîì ïàðàñóïåðñèìåòðè÷íî¨ ðåëÿòèâiñò-

ñüêî¨ ñèñòåìè ç íåîñöèëÿòîðíîþ âçà¹ìîäi¹þ.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè Ðîçäiëó 3 îïóáëiêîâàíî â ðîáîòàõ [46, 112, 113].
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Âèñíîâêè

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ ìîæíà ïiäñóìóâàòè òàêèì ÷èíîì:

1. Çíàéäåíî äîñòàòíþ óìîâó (êâàçi)ïîëiíîìiàëüíîñòi ïî ÷àñó óçàãàëü-

íåíèõ ñèìåòðié äëÿ øèðîêîãî êëàñó (1+1)-âèìiðíèõ åâîëþöiéíèõ

ðiâíÿíü ïîðÿäêó íå íèæ÷å äâîõ, iíâàðiàíòíèõ âiäíîñíî çñóâiâ ïî

ïðîñòîðîâié çìiííié x i ïî ÷àñó t, çîêðåìà äëÿ ðiâíÿíü çi ñòàëîþ

ñåïàðàíòîþ.

2. Çíàéäåíî äîñòàòíþ óìîâó âiäñóòíîñòi ïîëiíîìiàëüíèõ ïî ÷àñó

(îêðiì ñòàöiîíàðíèõ) ñèìåòðié äîñòàòíüî âèñîêîãî ïîðÿäêó äëÿ

iíòåãðîâíîãî (1+1)-âèìiðíîãî åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ ïîðÿäêó íå

íèæ÷å äâîõ ç íåçàëåæíèìè âiä ÷àñó t êîåôiöi¹íòàìè, ùî âîëîäi¹

íåòðèâiàëüíèìè êàíîíi÷íèìè ùiëüíîñòÿìè çàêîíiâ çáåðåæåííÿ, i

ç ¨¨ äîïîìîãîþ çíàéäåíî âñi ëîêàëüíi óçàãàëüíåíi ñèìåòði¨ ðiâíÿí-

íÿ Ãàðði Äèìà, ìîäèôiêîâàíîãî ðiâíÿííÿ ÊäÔ òà äåÿêèõ iíøèõ

âàæëèâèõ ðiâíÿíü ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè.

3. Îïèñàíî çàãàëüíèé âèãëÿä çàëåæíîñòi âiä x óçàãàëüíåíèõ ñèìåòðié

(1+1)-âèìiðíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü ïîðÿäêó íå íèæ÷å äâîõ,

iíâàðiàíòíèõ âiäíîñíî çñóâó ïî x.

4. Ïîäàíî óçàãàëüíåííÿ íàçâàíèõ âèùå ðåçóëüòàòiâ íà âèïàäîê íåâèðî-

äæåíèõ ñëàáêî äiàãîíàëiçîâíèõ ñèñòåì (1+1)-âèìiðíèõ åâîëþöiéíèõ

ðiâíÿíü ïîðÿäêó íå íèæ÷å äâîõ.

5. Çíàéäåíî ïîâíèé íàáið ñòàíiâ äèñêðåòíîãî åíåðãåòè÷íîãî ñïåêòðà â

ïîëi Êóëîíà äëÿ ìîäèôiêîâàíîãî ðiâíÿííÿ Øòþêåëüáåðãà i âèÿâëå-

íî ïðèõîâàíó ïàðàñóïåðñèìåòðiþ ïðè ïåâíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ

ìîäåëi.
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