
Про моногеннi функцiї, визначенi в
рiзних комутативних

алгебрах

Вiталiй Шпакiвський

1 березня 2018

1



I. Вступ

Напевно першим хто використав аналiтичнi функцiї,
що приймають значення в комутативнiй алгебрi для
побудови розв’язкiв тривимiрного рiвняння Лапласа був
П. Кетчум. Вiн показав, що кожна аналiтична функцiя
Φ(ζ) змiнної ζ = xe1 + ye2 + ze3 задовольняє тривимiрне
рiвняння Лапласа, якщо лiнiйно незалежнi елементи
e1, e2, e3 комутативної алгебри задовольняють умову

e2
1 + e2

2 + e2
3 = 0 , (1)

оскiльки

∆3Φ :=
∂2Φ

∂x2 +
∂2Φ

∂y2 +
∂2Φ

∂z2 ≡ Φ′′(ζ) (e2
1 + e2

2 + e2
3) = 0 , (2)

де Φ′′ := (Φ′)′ i Φ′(ζ) визначається рiвнiстю dΦ =

Φ′(ζ)dζ .
Узагальнюючи П. Кетчума, М. Рошкулець

використовував аналiтичнi функцiї зi значеннями в
комутативних алгебрах для дослiдження рiвнянь вигляду

LNU(x, y, z) :=
∑

α+β+γ=N

Cα,β,γ
∂NU

∂xα ∂yβ ∂zγ
= 0, Cα,β,γ ∈ R.

(3)
Розглядаючи змiнну ζ = xe1 + ye2 + ze3 i аналiтичну

функцiю Φ(ζ) , отримуємо наступну рiвнiсть для мiшаної
похiдної:

∂α+β+γΦ

∂xα ∂yβ ∂zγ
= eα

1 eβ
2 eγ

3 Φ(α+β+γ)(ζ) = eα
1 eβ

2 eγ
3 Φ(N)(ζ). (4)

Пiдставляючи (4) в рiвняння (3), маємо рiвнiсть

LNΦ(ζ) = Φ(N)(ζ)
∑

α+β+γ=N

Cα,β,γ eα
1 eβ

2 eγ
3 .

Приходимо до висновку, що для виконання рiвностi
LNΦ(ζ) = 0 елементи алгебри e1 = 1, e2, e3 мають
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задовольняти характеристичне рiвняння

X (1, e2, e3) :=
∑

α+β+γ=N

Cα,β,γ eβ
2 eγ

3 = 0 . (5)

Якщо лiву частину рiвняння (5) розкласти за базисом
алгебри, то характеристичне рiвняння (5) рiвносильне
характеристичнiй системi рiвнянь, породженiй
рiвнянням (5).
Таким чином, при виконання умови (5) кожна

аналiтична функцiя Φ зi значеннями в довiльнiй
комутативнiй асоцiативнiй алгебрi задовольняє рiвняння
(3), i, вiдповiдно, усi дiйснозначнi компоненти функцiї Φ

є розв’язками рiвняння (3).
I. Мельниченко запропонував розглядати в рiвностях

(2) i (4) функцiї Φ , двiчi диференцiйовнi за Гато,
при цьому описав усi базиси {e1, e2, e3} тривимiрних
комутативних алгебр з одиницею над полем C , якi
задовольняють рiвнiсть (1).
Для цих тривимiрних комутативних алгебр,

асоцiйованих з тривимiрним рiвнянням Лапласа,
в роботах С.Плакси з його учнями отримано
конструктивний опис усiх моногенних (тобто неперервних
i диференцiйовних за Гато) функцiй за допомогою трьох
вiдповiдних голоморфних функцiй комплексної змiнної.
В роботi С.Плакси i В. Шпакiвського встановлено

конструктивний опис моногенних функцiй (зв’язаних
з рiвнянням ∆3Φ = 0 ) зi значеннями в деяких
n -вимiрних комутативних алгебрах за допомогою
вiдповiдних n голоморфних функцiй комплексної змiнної
i, спираючись на одержанi представлення моногенних
функцiй, доведено аналоги ряду класичних результатiв
комплексного аналiзу.
Нарештi в роботi В. Шпакiвського (2016) отримано

конструктивний опис моногенних функцiй (зв’язаних з
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рiвнянням (3)) зi значеннями в довiльнiй комутативнiй
асоцiативнiй алгебрi над полем C за допомогою
голоморфних функцiй комплексної змiнної.

2. Алгебра Am
n

Нехай Am
n — довiльна комутативна асоцiативна алгебра

з одиницею над полем комплексних чисел C . Е. Картан
довiв, що в алгебрi Am

n iснує базис {Ik}n
k=1 , який

задовольняє наступнi правила множення:
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Теорема А (В. Шпакiвський, 2016). Нехай область
Ω ⊂ R3 є опуклою в напрямку прямих Lu i fu(E3) = C
при всiх u = 1, 2, . . . , m . Тодi кожна моногенна функцiя
Φ : Ωζ → Am

n подається у виглядi

Φ(ζ) =

m∑
u=1

Iu
1

2πi

∫

Γu

Fu(t)(t−ζ)−1 dt+
n∑

s=m+1

Is
1

2πi

∫

Γus

Gs(t)(t−ζ)−1 dt,

де Fu — деяка голоморфна функцiя в областi Du i Gs

— деяка голоморфна функцiя в областi Dus , а Γq —
замкнена жорданова спрямлювана крива, яка лежить в
областi Dq , охоплює точку ξq i не мiстить точок ξ` ,
` = 1, 2, . . . , m , ` 6= q .
Оскiльки за умов теореми А кожна моногенна функцiя

Φ : Ωζ → Am
n продовжується до функцiї, моногенної в

областi

Πζ := {ζ ∈ E3 : fu(ζ) = Du , u = 1, 2, . . . , m},
то надалi будемо розглядати моногеннi функцiї Φ ,
визначенi в областях виду Πζ .

Φ(ζ) =

m∑
u=1

Fu(ξu)Iu+

n∑
s=m+1

s−m+1∑

k=2

1

(k − 1)!
Qk,sF

(k−1)
us

(ξus) Is+

+

n∑
q=m+1

Gq(ξuq)Iq+

n∑
q=m+1

n∑
s=m+1

s−m+1∑

k=2

1

(k − 1)!
Qk,sG

(k−1)
q (ξuq) Iq Is .

Питання. Як спiввiдносяться мiж собою моногеннi
функцiї, що визначенi в рiзних алгебрах? В яких
алгебрах ми "ловимо" бiльше розв’язкiв рiвняння (3), а
в яких менше? Чи не достатньо обмежитись вивченням
моногенних функцiй у алгебрах певного виду?

Теорема 1. (2018). Нехай в алгебрi Am
n = S⊕s N iснує

трiйка лiнiйно незалежних над R векторiв 1, e2, e3 , якi
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задовольняють характеристичне рiвняння (5) i нехай
fu(E3) = C при всiх u = 1, 2, . . . , m . Крiм того, нехай
функцiя Φ : Πζ → Am

n змiнної ζ = x + ye2 + ze3

моногенна в областi Πζ ⊂ E3 . Тодi в алгебрi A1
n−m+1 =

1 ⊕s N (де нiльпотентна пiдалгебра N та ж сама
що й в алгебрi Am

n ) для кожного u ∈ {1, 2, . . . , m}
iснує трiйка векторiв 1, ẽ2(u), ẽ3(u) , яка задовольняє
характеристичне рiвняння X (1, ẽ2(u), ẽ3(u)) = 0 i iснує
функцiя Φ̃ : Π̃ζ̃(u) → A1

n−m+1 змiнної ζ̃(u) , яка моногенна
в цилiндрi

Π̃ζ̃(u) =
{

ζ̃(u) ∈ Ẽ3(u) : Iu ζ̃(u) = ζu , ζu ∈ Πζ(u)
}

така, що
Φu(ζ) = Iu Φ̃

(
ζ̃(u)

)
.

====================================

Алгебра A1
n−m+1 = 1⊕s N .

· 1 Im+1 Im+2 . . . In

1 1 Im+1 Im+2 . . . 0

Im+1 Im+1

n∑
k=m+2

Υm+1
m+1,kIk

n∑
k=m+3

Υm+1
m+2,kIk · · · 0

Im+2 Im+2

n∑
k=m+3

Υm+1
m+2,kIk

n∑
k=m+3

Υm+2
m+2,kIk · · · 0

... ... ... ... . . . ...
In In 0 · · · · · · 0

Зауваження. Теорема 1 стверджує, що для побудови
розв’язкiв диференцiального рiвняння (3) у виглядi
компонент моногенних функцiй зi значеннями в
комутативних алгебрах, достатньо обмежитись
вивченням моногенних функцiй в алгебрах з базисом
{1, η1, η2, . . . , ηn} , де η1, η2, . . . , ηn — нiльпотенти.
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розмiрнiсть заг. к-ть алгебр достатньо вивч.
2 2 1
3 4 2
4 9 4
5 25 9
6 ? 25
7 ∞ ∞

Теорема 2. (2018). У кожнiй алгебрi виду A1
n−m+1 =

1 ⊕s N будь-яке характеристичне рiвняння вигляду (5)
має розв’язки.

Теорема 3. (2018). A2 ⊂ A3 ⊂ A4 ⊂ A5 ⊂ A6

Φm = Φm+1|Im+1=0 .

Наслiдок. Достатньо вивчати моногеннi функцiї в
шестивимiрних алгебрах виду 1⊕s N .

Дякую за увагу!
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