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1. Áàçè Ãðåáíåðà i òåîðåìà Ãiëüáåðòà ïðî áàçó

Àëãåáðè÷íà ãåîìåòðiÿ âèéøëà iç ðîçãëÿäó ñèñòåì àëãåáðè÷íèõ
ðiâíÿíü, òîáòî ñèñòåì âèãëÿäó

f1 (x1, x2, . . . , xn) = 0,

f2 (x1, x2, . . . , xn) = 0,

. . .

fm (x1, x2, . . . , xn) = 0,

(1.1)

äå fi (x1, x2, . . . , xn) ∈ F[x1, x2, . . . , xn] (F � äåÿêå ïîëå).
Âèíèêà¹ ïèòàííÿ: ÷è çìiíèòüñÿ ùîñü, ÿêùî äîçâîëèòè ðîçãëÿäà-

òè íåñêií÷åííi ñèñòåìè? Âiäïîâiäü: íi, íå çìiíèòñÿ.
Ïåðø çà âñå çàçíà÷èìî, ùî ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (1.1) ¹ òàêîæ ðîçâ'ÿç-

êàìè áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè

g1 (x1, x2, . . . , xn) = 0,

g2 (x1, x2, . . . , xn) = 0,

. . .

gl (x1, x2, . . . , xn) = 0,

(1.2)

äå gi íàëåæàòü iäåàëó 〈 f1, f2, . . . , fm 〉, ÿêèé ïîðîäæåíèé ìíîæèíîþ
{F1, F2, . . . , Fm } ó êiëüöi ìíîã÷ëåíiâ F[x1, x2, . . . , xn], òîáòî, ìàþòü
âèãëÿä gi =

∑m
j=1 hijfj, äå hij ∈ F[x1, x2, . . . , xn]. Áiëüø òîãî, ÿêùî

〈 f1, f2, . . . , fm 〉 = 〈 g1, g2, . . . , gl 〉, òî ðîçâ'ÿçêè ñèñòåì (1.1) i (1.2)
çáiãàþòüñÿ. Òîìó, íàñïðàâäi, öi ðîçâ'ÿçêè çàëåæàòü ëèøå âiä iäåàëó
I = 〈 f1, f2, . . . , fm 〉. Àëå ìà¹ ìiñöå òåîðåìà Ãiëüáåðòà ïðî áàçó :

Òåîðåìà 1.1. Êîæåí iäåàë I â êiëüöi k[x1, x2, . . . , xn] ìà¹ ñêií÷åí-
íó ìíîæèíó òâiðíèõ B.
Öå îçíà÷à¹, ùî äîâiëüíèé åëåìåíò ç iäåàëó I ìîæíà ïîäàòè ó

âèãëÿäi
∑k

i=1 hifi, äå fi ∈ B, à hi � äîâiëíi ìíîãî÷ëåíè.

Îòæå, äîâiëüíó ñèñòåìó ðiâíÿíü ìîæíà çàìiíèòè ðiâíîñèëüíîþ
¨é ñêií÷åííîþ.
Ìè äîâåäåìî íàâiòü áiëüø ñèëüíå òâåðäæåííÿ, ÿêå äà¹ ¾õîðîøó¿

áàçó, ÿêà äîçâîëÿ¹ âèðiøóâàòè áàãàòî çàäà÷, ïîâ'ÿçàíèõ ç iäåàëàìè
òà ñèñòåìàìè ðiâíÿíü.
Äëÿ öüîãî äàìî òàêi îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.2. (1) Ìè ïîçíà÷àòèìåìî xα = xα1
1 x

α2
2 . . . xαn

n , äå
α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Nn (N � ìíîæèíà íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ
÷èñåë). Ìè ïèøåìî α ≤nat β, ÿêùî αi ≤ βi äëÿ âñiõ i =
1, 2, . . . , n, i xα ≤nat x

β, ÿêùî α ≤nat β.
(2) Äëÿ êîæíî¨ ïiäìíîæèíè A ⊆ Nn ïîçíà÷èìî ÷åðåç minnatA

ìíîæèíó ¨¨ ìiíiìàëüíèõ åëåìåíòiâ, òîáòî òàêèõ åëåìåíòiâ
α ∈ A, ùî â A íåìà¹ åëåìåíòiâ β 6= α òàêèõ, ùî β ≤nat α.
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Àíàëîãi÷íèì ïîçíà÷åííÿì ìè êîðèñòó¹ìîñÿ i äëÿ äîâiëüíî¨
ìíîæèíè ìîíîìiâ.

(3) Âiäíîøåííÿ (ëiíiéíîãî) ïîðÿäêó≤ íà ìíîæèíi ìîíîìiâM =
{xα | α ∈ Nn } íàçâåìî ãëîáàëüíèì ïîðÿäêîì, ÿêùî âèêîíàíi
óìîâè:
(a) ÿêùî xα ≤ xβ, òî xα+γ ≤ xβ+γ äëÿ âñiõ γ ∈ Nn;
(b) ÿêùî α ≤nat β, òî xα ≤ xβ.

(4) Ïðîâiäíèì ìîíîìîì Lm f ìíîãî÷ëåíà f ∈ F[x1, x2, . . . , xn]
âiäíîñíî ãëîáàëüíîãî ïîðÿäêó ≤ íàçâåìî òàêèé ìîíîì xα,
ÿêèé ¹ íàéáiëüøèì (âiäíîñíî öüîãî ïîðÿäêó) ñåðåä óñiõ ìî-
íîìiâ, ÿêi âõîäÿòü â f ç íåíóëüîâèìè êîåôiöiåíòàìè. ßêùî
c ∈ F \ {0} � êîåôiöiåíò ïðè Lm f , ïðîâiäíèì ÷ëåíîì öüîãî
ìíîãî÷ëåíà çâåòüñÿ Lt f = cLm f .

(5) Äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíèM ⊆ F[x1, x2, . . . , xn] ïîçíà÷èìî LmM =
{Lm f | f ∈M }.
(ßêùî òðåáà ÿâíî âêàçàòè ïîðÿäîê, ïèøåìî Lml ef òà Lm≤M).

Îçíà÷åííÿ 1.3. (1) Áàçîþ �ðåáíåðà iäåàëó I ⊆ F[x1, x2, . . . , xn]
(âiäíîñíî ãëîáàëüíîãî ïîðÿäêó ≤) çâåòüñÿ òàêà ïiäìíîæèíà
G ⊆ I, ùî äëÿ êîæíîãî ïîëiíîìà f ∈ I çíàéäåòüñÿ ïîëiíîì
g ∈ I òàêèé, ùî Lm g ≤nat Lm f .

(2) Áàçà �ðåáíåðà G iäåàëó I çâåòüñÿ çâåäåíîþ, ÿêùî ç òîãî, ùî
Lm g ≤nat Lmh, äå g, h ∈ G, âèïëèâà¹, ùî g = h.

(3) Áàçà �ðåáíåðàG iäåàëó I çâåòüñÿ öiëêîì çâåäåíîþ, ÿêùî æî-
äåí ïîëiíîì h ∈ G íå ìiñòèòü ìîíîìiâ w òàêèõ, ùî Lm g ≤nat

w äëÿ äåÿêîãî g ∈ G, i, êðiì òîãî, êîåôiöiåíò áiëÿ ïðîâiäíîãî
ìîíîìà ó êîæíîìó ïîëiíîìi g ∈ G äîðiâíþ¹ 1.

Çâè÷àéíî, áàçà �ðåáíåðà (íàâiòü çâåäåíà) âèçíà÷åíà íåîäíîçíà-
÷íî.

Âñòàíîâèìî îñíîâíi âëàñòèâîñòi öèõ ïîíÿòü.

Ëåìà 1.4 (Ëåìà Äiêñîíà). Äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè A ⊆ Nn

ìíîæèíà minnatA ñêií÷åííà.

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ iíäóêöi¹þ çà n. Áàçà iíäóêöi¨ n = 1 î÷å-
âèäíà. Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ âiðíå äëÿ n i ðîçãëÿíåìî ïiä-
ìíîæèíó A ⊆ Nn+1. Ïîçíà÷èìî Ai ìíîæèíó âñiõ òèõ âåêòîðiâ α =
(α1, α2, . . . , αn) ∈ Nn, äëÿ ÿêèõ âåêòîð (α, i) = (α1, α2, . . . , αn, i) ∈ A,
Bi = minnatAi i B∗ = minnat(

⋂∞
i=0Bi). Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨,

ìíîæèíè Bi òà B∗ ñêií÷åííi. Òîìó B∗ ⊆
⋂m
i=1Bi äëÿ äåÿêîãî m.

Ïîçíà÷èìî B = { (α, i) | 1 ≤ i ≤ m, α ∈ Bi }. Öå çíîâó ñêií÷åííà
ìíîæèíà, òîóì äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî minnatA ⊆ B.
Íåõàé α = (α1, α2, . . . , αn+1) ∈ A, α′ = (α1, α2, . . . , αn), i = αn+1.

Òîäi α′ ∈ Ai, îòæå, iñíó¹ β′ ∈ Bi, äëÿ ÿêîãî β′ ≤nat α
′. ßêùî i ≤ m,

òî β = (β′, i) ∈ B i β ≤nat α. ßêùî æ i > m, iñíó¹ β′′ ∈ B∗ òàêèé, ùî
β′′ ≤nat β

′. Òîäi β′′ ∈ Bj äëÿ äåÿêîãî j ≤ m < i, îòæå, (β′′, j) ≤nat α
i (β′′, j) ∈ B. �
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Íàñëiäîê 1.5. Êîæåí iäåàë I ⊆ F[x1, x2, . . . , xn] ìà¹ ñêií÷åííó çâå-
äåíó áàçó Ãðåáíåðà.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíîãî ìîíîìà w ∈ minnat(Lm I) âèáåðåìî ïîëi-
íîì fw ∈ I, äëÿ ÿêîãî Lm fw = w. Òîäi G = { fw | w ∈ Lm I } i áóäå
ñêií÷åííîþ çâåäåíîþ áàçîþ Ãðåáíåðà iäåàëó I. �

Âïðàâà 1.6. Äîâiåäiòü, ùî êîæåí iäåàë ìà¹ öiëêîì çâåäåíó áàçó
Ãðåáíåðà.

Íàñëiäîê 1.7. Ãëîáàëüíèé ïîðÿäîê ¹ ïîâíèì, òîáòî, êîæíà ïiä-
ìíîæèíà M ìíîæèíè ìîíîìiâ M ìiñòèòü íàéìåíøèé åëåìåíò
âiäíîñíî öüîãî ïîðÿäêó. Çîêðåìà, íå iñíó¹ íåñêi÷åííèõ ñïàäíèõ ëàí-
öþãiâ w1 > w2 > w3 > . . . .

Äîâåäåííÿ. Íàéìåíøèì åëåìåíòîì âM áóäå íàéìåíøèé ñåðåä (ñêií-
÷åííî¨) ìíîæèíè minnatM . ßêùî æ w1 > w2 > w3 > . . . � íåñêií-
÷åííèé ñïàäíèé ëàíöþã, ïîçíà÷èìî w íàéìåíøèé ñåðåä åëåìåíòiâ
wi. Òîäi w = wk äëÿ äåÿêîãî k, îòæå, wk > wk+1 íåìîæëèâî. �

Òåïåð òåðåìà Ãiëüáåðòà ïðî íóëi âèïëèâà¹ ç òàêîãî ôàêòó.

Òâåðäæåííÿ 1.8. Áàçà �ðåáíåðà G iäåàëó I ¹ éîãî ìíîæèíîþ
òâiðíèõ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ I, xα = Lm f . Çíàéäåìî òàêèé ïîëiíîì g1 ∈
G, äëÿ ÿêîãî Lm g1 = xβ ≤nat x

α. Ïîêëàäåìî h1 = Lt f/Lt g. Òîäi
Lm(f − h1g) < Lm f . Ïîëiíîì f1 = f − c1x

γ1g çíîâó íàëåæèòü I,
òîìó òåæ ìîæíà ïiäiáðàòè g2 ∈ G i h2 ∈ F[x1, x2, . . . , xn] òàêi, ùî
Lm(f1−h2g2) < Lm f1. Îñêiëüêè íåñêií÷åííèõ ñïàäíèõ ëàíöþãiâ íå-
ìà¹, âðåøòi-ðåøò ìè ïîäàìî f ó âèãëÿäi

∑
k hkgk, äå gk ∈ G, hk− ∈

F[x1, x2, . . . , xn]. �

Âïðàâà 1.9. Äîâåäiòü, ùî çâåäåíà áàçà �ðåáíåðà iäåàëó I ¹ ìiíi-
ìàëüíîþ ìíîæèíîþ òâiðíèõ â òîìó ðîçóìiííi, ùî ç íå¨ íå ìîæíà
âèëó÷èòè æîäåí ïîëiíîì (ïiñëÿ öüîãî âîíà ïåðåñòàíå áóòè ìíîæè-
íîþ òâiðíèõ I).

Çàðàç iñíóþòü åôåêòèâíi àëãîðèòìè äëÿ ïîáóäîâè áàç �ðåáíåðà.
Âîíè ìiñòiòüñÿ, íàïðèêëàä, ó ñèñòåìi SINGULAR [GP], ÿêà äîáðå
ñåáå çàðåêîìåíäóâàëà ó áàãàòüîõ çàñòîñóâàííÿõ. Áiëüøiñòü ç íèõ
 ðóíòó¹òüñÿ íà àëãîðèòìi Áóõáåðãåðà. Ìè äàìî éîãî ¾íåôîðìàëü-
íèé¿ îïèñ; êîæåí áàæàþ÷èé ìîæå ëåãêî ïåðåòâîðèòè éîãî íà öië-
êîì ôîðìàëüíèé.

Îçíà÷åííÿ 1.10. Ôiêñó¹ìî äåÿêèé ãëîáàëüíèé ïîðÿäîê ≤.
(1) Äëÿ äîâiëüíèõ ìíîãî÷ëåíiâ f, g ç Lm f = xα, Lm g = xβ,

ïîçíà÷èìî γ = (γ1, γ2, . . . , γn), äå γi = min(αi, βi), i sp(f, g) =
(Lt g/xγ)f − (Lt f/x≥)g.
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(2) Äëÿ äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè S = { g1, g2, . . . , gm } ⊆
F[x1, x2, . . . , xn] i äîâiëüíîãî ïîëiíîìà f ïîçíà÷èìî ÷åðåç (f |S)
òàêèé ïîëiíîì, ùî f − (f |S) =

∑m
i=1 higi, ïðè÷îìó âèêîíàíi

óìîâè:
(a) (f |S) íå ìiñòèòü ìîíîìiâ w, äëÿ ÿêèõ Lm g ≤ w äëÿ

ÿêîãîñü g ∈ S;
(b) Lmhigi ≤ Lm(f − (f |S)) äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . .m.

Ïîëiíîì (f |S) çâåòüñÿ (çâåäåíèì) çàëèøêîì ïîëiíîìà f âiäíîñíî
ìíîæèíè S.

Âïðàâà 1.11. Äîâåäiòü, ùî:

(1) Çâåäåíèé çàëèøîê (f |S) çàâæäè iñíó¹.
(2) ßêùî G � áàçà Ãðåáíåðà iäåàëó I, òî (f |S) âèçíà÷åíèé îäíî-

çíà÷íî, ïðè÷îìó (f |S) = 0 òîäi é ëèøå òîäi, êîëè f ∈ I.

Àëãîðèòì 1.12.

Âõiä : äåÿêà (ñêií÷åííà) ìíîæèíà òâiðíèõ S iäåàëó I.
Âèõiä : áàçà �ðåáíåðà G öüîãî iäåàëó.

(1) Äëÿ êîæíî¨ ïàðè {f, g}), äå f, g ∈ S, óòâîðþ¹ìî h(f, g) =
(sp(f, g)|S).

(2) ßêùî h(f, g) 6= 0, äîäà¹ìî h(f, g) äî S.
(3) ßêùî äî S áóëî äîäàíî õî÷à á îäèí ìííîãî÷ëåí ïîâåðòà¹-

ìîñÿ äî êðîêó (1).
(Î÷åâèäíî, íàäàëi äîñòàòíüî ïåðåâiðÿòè ëèøå òi ïàðè, ÿêi
ìiñòÿòü ïðèíàéìíi îäèí íîâèé ïîëiíîì).

(4) ßêùî äî S íå áóëî íàäàíî æîäíîãî ìíîãî÷ëåíà, òî G = S.

Ìè íå áóäåìî äîâîäèòè, ùî öåé àëãîðèòì äiéñíî äà¹ áàçó �ðå-
áíåðà. Òàêå äîâåäåííÿ ìîæíà çíàéòè, íàïðèêëàä, ó êíèãàõ [GP,
ÊËÎ]. Çàóâàæèìî, ùî òàê ïîáóäîâàíà áàçà �ðåáíåðà íå ¹, âçàãà-
ëi êàæó÷è, çâåäåíîþ. Âòiì, îäåðæàòè ç íå¨ çâåäåíó (íàâiòü öiëêîì
çâåäåíó) áàçó çîâñiì ïðîñòî.

2. Àôiííi ìíîãîâèäè

Ìè ôiêñó¹ìî äåÿêå àëãåáðè÷íî çàìêíåíå ïîëå F (íàïðèêëàä, ïîëå
C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë). Ïiäìíîæèíà X ⊆ Fn çâåòüñÿ àôiííèì (àëãå-
áðè÷íèì) ìíîãîâèäîì, ÿêùî âîíà çáiãà¹òüñÿ çi ìíîæèíîþ ðîçâ'ÿç-
êiâ äåÿêî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü âèãëÿäó (1.1). ßê ìè áà÷èëè, íàñïðàâ-
äi X âèçíà÷à¹òüñÿ iäåàëîì I = 〈 f1, f2, . . . , fm 〉. Ìè ïèøåìî X =
V (f1, f2, . . . , fm) = V(I). Ðîçãëÿä àëãåáðè÷íî çàìêíåíèõ ïîëiâ ïî-
â'ÿçàíèé ç òèì, ùî iíàêøå íàéïðîñòiøi ñèñòåìè ìîæóòü âçàãàëi íå
ìàòè ðîçâ'ÿçêiâ (íàïðèêëàä, ¾ñèñòåìà¿ ç îäíîãî ðiâíÿííÿ x2+1 = 0
íàä ïîëåì R äiéñíèõ ÷èñåë). Çâè÷àéíî, íàä áóäü-ÿêèì ïîëåì ìîæíà
íàïèñàòè ñèñòåìè, ÿêû íå ìàþòü ðîçâ'ÿçêiâ. Íàïðèêëàä, òàêîþ ¹
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ñèñòåìà

x3 − 2y2 = 0,

x2 − y3 = 0,

xy − 1 = 0.

Äiéñíî, â äàíîìó âèïàäêó iäåàë I ìiñòèòü ïîëiíîì (x3−2y2)−x(x2−
y3) = y2(xy − 2), à òîìó é ïîëiíîìè y2 = y2(xy − 1) − y2(xy − 2)
òà 1 = x2y2 − (xy + 1)(xy − 1). Îñêiëüêè 1 íiäå íå îáåðòà¹òüñÿ â
íóëü, V(I) = ∅. Àëå ç àëãåáðè÷íî¨ çàìêíåíîñòi ïîëÿ âèïëèâà¹, ùî
ëèøå òàêà ¾ôîðìàëüíà íåñóìiñíiñòü¿ ìîæå áóòè ïðè÷èíîþ òîãî, ùî
ñèñòåìà íå ìà¹ ðiâíÿíü. Öå ïîêàçó¹ òåîðåìà Ãiëüáåðòà ïðî íóëi :

Òåîðåìà 2.1. ßêùî ïîëå F àëãåáðè÷íî çàìêíåíå, à I � òàêèé
iäåàë â F[x1, x2, . . . , xn], ùî 1 /∈ I, òî V(I) 6= ∅.

Ìè íå áóäåìî äîâîäèòè öþ òåîðåìó, îñêiëüêè öå ïîòðåáó¹ iñòî-
òíèõ òåõíi÷íèõ ðîçãëÿäiâ. ×èòà÷ ìîæå çíàéòè äîâåäåííÿ, íàïðè-
êëàä, ó êíèãàõ [AM, Äð].
×àñòî êîðèñíîþ ¹ iíøà ôîðìà öi¹¨ òåîðåìè. Êîðåíåì

√
I iäåàëà

I çâåòüñÿ ìíîæèíà âñiõ òàêèõ ìíîã÷ëåíiâ f , ùî fd ∈ I äëÿ äåÿêîãî
d.

Âïðàâà 2.2. Äîâåäiòü, ùî
√
I òàêîæ ¹ iäåàëîì.

Òåîðåìà 2.3. ßêùî ïîëiíîì g îáåðòà¹òüñÿ â íóëü â óñiõ òî÷êàõ
ç V(I), òî g ∈

√
I.

(Îáåðåíå òâåðäæåííÿ î÷åâèäíå).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé I = 〈 f1, f2, . . . , fm 〉. Ðîçãëÿíåìî iäåàë

I∗ = 〈 f1, f2, . . . , fm, xn+1g − 1 〉

ó êiëüöi F[x1, x2, . . . , xn+1]. Ç óìîâè, íàêëàäåíî¨ íà ïîëiíîì g, âèïëè-
âà¹, ùî V(I∗) = ∅, îòæå, 1 ∈ I∗, òîáòî 1 =

∑m
i=1 hifi + h(xn+1g − 1),

äå h i hi � ïîëiíîìè ç F[x1, x2, . . . , xn+1]. Ïiäñòàâèìî â öþ ðiâíiñòü
çàìiñòü xn+1 äðiá 1/g. Îäåðæèìî ðiâíiñòü

m∑
i=1

hi(x1, x2, . . . , xn, 1/g)fi (x1, x2, . . . , xn) = 1

(íàãàäà¹ìî, ùî xn+1 íå âõîäèòü àíi äî fi, àíi äî g). Äîìíîæè-
ìî öþ ðiâíiñòü íà ñïiëüíèé çíàìåííèê (î÷åâèäíî, âií ìà¹ âèãëÿä
gd). Îäåðæèìî ðiâíiñòü ïîëiíîìiâ

∑m
i=1 h̃ifi = gd äëÿ äåÿêèõ h̃i ∈

F[x1, x2, . . . , xn]. Îòæå, gd ∈ I. �

Äëÿ êîæíî¨ ïiäìíîæèíè X ⊆ Fn ïîçíà÷èìî

I(X) = { f ∈ F[x1, x2, . . . , xn] | f(a) = 0 äëÿ âñiõ òî÷îê a ∈ X } .

Òîäi òåîðåìó 2.3 ìîæíà çàïèñàòè ôîðìóëîþ I(V(I)) =
√
I.
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ßêùî K � ïiäïîëå F, òî ìíîæèíó òèõ òî÷îê àôiííîãî ìíîãîâè-
äó X, êîîðäèíàòè ÿêèõ íàëåæàòü K, ïîçíà÷àþòü X(K). ßêùî âñi
ìíîã÷ëåíè ñèñòåìè (1.1) íàëåæàòü äî K[x1, x2, . . . , xn], êàæóòü, ùî
ìíîãîâèä X âèçíà÷åíèé íàä K.
Íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè (çðîáiòü öå), ùî ïåðåòèí äîâiëüíî¨ ìíî-

æèíè àôiííèõ ìíîãîâèäiâ ó Kn çíîâó ¹ àôiííèì ìíîãîâèäîì, òàê
ñàìî, ÿê i îá'¹äíàííÿ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi òàêèõ ìíîãîâèäiâ. Òîìó
íà ìíîæèíi Fn ìîæíà âèçíà÷èòè òîïîëîãiþ, îãîëîñèâøè ¨¨ çàìêíå-
íèìè ïiäìíîæèíàìè ñàìå àôiííi ìíîãîâèäè. Öÿ òîïîëîãiÿ çâåòüñÿ
òîïîëîãi¹þ Çàðèñüêîãî, à ìíîæèíà Fn, ðîçãëÿíóòà ç öi¹þ òîïîëî-
ãi¹þ, çâåòüñÿ àôiííèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì F i ïîçíà÷à¹òüñÿ An,
àáî An

F, ÿêùî òðåáà íàãàäàòè ïîëå F. Êîæåí àôiííèé ìíîãîâèä X
óñïàäêîâó¹ òîïîëîãiþ Çàðèñüêîãî ç àôiííîãî ïðîñòîðó. Çàóâàæè-
ìî, ùî, ÿêùî F � ïîëå äiéñíèõ àáî êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, íà ìíîæèíi
An(F) âèçíà÷åíà ùå ¾çâè÷àéíà¿ òîïîëîãiÿ, ïîðîäæåíà åâêëiäîâîþ
ìåòðèêîþ. Âñi àôiííi ìíîãîâèäè çàìêíåíi â åâêëiäîâié òîïîëîãi¨,
àëå, çâè÷àéíî, äàëåêî íå âñi åâêëiäîâî-çàìêíåíi ìíîæèíè ¹ àôií-
íèìè ìíîãîâèäàìè. Íàïðèêëàä, íà àôiííié ïðÿìié A1 ëèøå ñêií-
÷åííi ìíîæèíè (i âñÿ ïðÿìà) ¹ çàìêíåíèìè â òîïîëîãi¨ Çàðèñüêîãî
(÷îìó?). Îòæå, òîïîëîãiÿ Çàðèñüêîãî äóæå ñëàáêà; çîêðåìà, âîíà
íå ¹ ãàóñäîðôîâîþ: ó äâîõ òî÷îê, ÿê ïðàâèëî, íå iñíó¹ îêîëiâ, ÿêi íå
ïåðåòèíàþòüñÿ.

Âïðàâà 2.4. Äîâåäiòü, ùî àôiííèé ïðîñòið ó òîïîëîãi¨ Çàðèñüêî-
ãî ¹ íåçâiäíèì, òîáòî, äîâiëüíi äâi íåïîðîæíi âiäêðèòi ìíîæèíè â
íüîìó ïåðåòèíàþòüñÿ.

3. Ïðîåêòèâíi ìíîãîâèäè

Îçíà÷åííÿ. Òîïîëîãiÿ Çàðèñüêîãî. Çâ'ÿçîê ç àôiííèìè. Ðàöiî-
íàëüíi òà ðåãóëÿðíi âiäîáðàæåííÿ. Ïðèêëàäè (êâàäðèêà íà ïðîå-
êòèâíi ïëîùèíi içîìîðôíà P1). Äîìiíàíòíi âiäîáðàæåííÿ f : X →
Y (Im f ¹ ùiëüíèì ó Y ). Äîáóòîê äîìiíàíòíèõ ðàöiîíàëüíèõ âiä-
îáðàæåíü. Áiðàöiîíàëüíi âiäîáðàæåííÿ, ïðèêëàäè.
Êðàòíî-ïðîåêòèâíi ìíîãîâèäè: òi, ùî çàäàþòüñÿ ó ïðÿìîìó äîáó-

òêó Pn×Pm ðiâíÿííÿìè fi(x0, x1, . . . , xn, y0, y1, . . . , ym), îäíîðiäíèìè
îêðåìî çà (x0, x1, . . . , xn), îêðåìî çà (y0, y1, . . . , ym). Àôiííå ïîêðè-
òòÿ An

i × Am
j (0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ m): òàì, äå xi 6= 0, yj 6= 0.

Òåîðåìà 3.1 (Òåîðåìà Ñåãðå). Âiäîáðàæåííÿ Ñåãðå σ : Pn×Pm →
Pnm+n+m òàêå, ùî

σ(a0 : a1 : . . . : an, b0 : b1 : . . . : bm) = (aibj) ∈ Pnm+n+m,

äå Pnm+n+m îòîòîæíåíèé çi ìíîæèíîþ êëàñiâ ïðîïîðöiéíîñòi íå-
íóëüîâèõ ìàòðèöü ðîçìiðó n×m, ¹ çàìêíåíèì çàíóðåííÿì.

([Äð, Òâåðäæåííÿ 2.3.9])
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Îòæå, êðàòíî-ïðîåêòèâíi ìíîãîâèäè, çîêðåìà, äîáóòêè ìíîãîâè-
äiâ, ìîæíà ðîçãëÿäàòè, ÿê ïðîåêòèâíi, çàñòîñóâàâøè çàíóðåííÿ Ñå-
ãðå.
Ùå ïðèêëàä çàìêíåíîãî çàíóðåííÿ � çàíóðåííÿ Âåðîíåçå vk,n :

Pn → PN , äå N =

(
n+ k

k

)
− 1 [Äð, Âïðàâà 2.3.11 (6)].

Îñíîâíà âëàñòiâiñòü ïðîåêòèâíèõ ìíîãîâèäiâ ([Äð, Òåîðåìà 2.4.12]):

Òåîðåìà 3.2. ßêùî ìíîãîâèä X ¹ ïðîåêòèâíèì, à Y � äîâiëüíèé,
òî ïðîåêöiÿ pY : X × Y → Y ¹ çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.

Íàñëiäîê 3.3. (1) ßêùî X � ïðîåêòèâíèé ìíîãîâèä, òî îáðàç
áóäü-ÿêîãî ðåãóëÿðíîãî âiäîáðàæåííÿ X → Y ¹ çàìêíåíèì
â Y .

(2) ßêùî X � çâ'ÿçíèé ïðîåêòèâíèé ìíîãîâèä, òî áóäü-ÿêà
ðåãóëÿðíà íà X ôóíêöiÿ ¹ ïîñòiéíîþ.

4. Ñêií÷åííi âiäîáðàæåííÿ

[Äð, Ðîçäië 3.1], [Ø, Ãë. 1, � 5, ï.3].

Îçíà÷åííÿ 4.1. (1) Äîìiíàíòíå ðåãóëÿðíå âiäîáðàæåííÿ f :
X → Y àôiííèõ ìíîãîâèäiâ çâåòüñÿ ñêií÷åííèì, ÿêùî êiëü-
öå ðåãóëÿðíèõ ôóíêöié F[X] ¹ ñêií÷åííîïîðîäæåíèì F[Y ]-
ìîäóëåì. (Çàóâàæèìî, ùî ç äîìiíàíòíîñòi âèïëèâà¹, ùî âiä-
îáðàæåííÿ êiëåöü f ∗ : F[Y ]→ F[X] ¹ çàíóðåííÿì).

(2) Ðåãóëÿðíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y çâåòüñÿ ñêií÷åííèì,
ÿêùî iñíó¹ òàêå àôiííå âiäêðèòå ïîêðèòòÿ Y =

⋃m
i=1 Ui, ùî

âñi ïðîîáðàçè f−1(Ui) òàêîæ àôiííi, à âñi iíäóêîâàíi âiäîáðà-
æåííÿ f−1(Ui)→ Ui ¹ ñêií÷åííèìè.

Ìîæíà äîâåñòè (õî÷à é íåïîðîñòî, äèâ. [Äð, Òåîðåìà 3.1.2]), ùî
òîäi ïðîîáðàç äîâiëüíîãî àôiííîãî ïiäìíîãîâèäó V ⊆ Y ¹ òàêîæ
àôiííèì.

Ïðèêëàä 4.2. Íåõàé ïiäïðîñòið L ⊂ Pn çàäàíî ñèñòåìîþ ëiíiéíî
íåçàëåæíèõ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü Lk (x0, x1, . . . , xn) = 0 (0 ≤ k ≤ m),
à X ⊂ Pn � ïðîåêòèâíèé ìíîãîâèä, ÿêèé íå ìà¹ ñïiëüíèõ òî÷îê ç
L. Òîäi ïðîåêöi¹þ ç ïiäïðîñòîðó L çâåòüñÿ âiäîáðàæåííÿ π : X →
Pm òàêå, ùî π(x) = (L0(x) : L1(x) : · · · : Lm(x)) (î÷åâèäíî, âîíî
ðåãóëÿðíå íà X). ßêùî Y = π(X) (öå çàìêíåíà ïiäìíîæèíà â Pm),
òî âiäîáðàæåííÿ π : X → Y ¹ ñêií÷åííèì.

Äîâåäåííÿ. Ìîæíà ââàæàòè (ïåðåîáðàâøè êîîðäèíàòè â Pn), ùî
Li = xi. Ïîçíà÷èìî Ui = Y ∩Am

i ⊂ Pm. Òîäi Xi = π−1(Ui) = X ∩An
i

� àôiííèé ìíîãîâèä i π(Xi) = Yi. Òðåáà ïåðåâiðèòè, ùî âiäîáðà-
æåííÿ π : Xi → Yi ¹ ñêií÷åííèì. Íåõàé i = 0, zj = xj/x0 � àôiííi
êîîðäèíàòè íà X0. Òîäi z1, z2, . . . , zm � àôiííi êîîðäèíàòè íà Y0.
Ðîçãëÿíåìî ðåãóëÿðíå âiäîáðàæåííÿ X → Pm+1, ÿêå ïåðåâîäèòü
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(x0 : x1 : . . . : xn) ó (x0 : x1 : . . . : xm+1). Éîãî îáðàç Z çàìêíåíèé,
îòæå, Z = PV (f1, f2, . . . , fr) äëÿ äåÿêèõ îäíîðiäíèõ ìíîãî÷ëåíiâ
f1, f2, . . . , fr ç F[x0, x1, . . . , xm+1]. Òî÷êà (0 : 0 : · · · : 0 : 1) íå íàëå-
æèòü Z, îòæå, ñèñòåìà ðiâíÿíü f1 = · · · = fr = x0 = · · · = xm íå ìà¹
ðîçâ'ÿçêiâ ó Pm+1. Çà ïðîåêòèâíîþ âåðñi¹þ òåîðåìè Ãiëüáåðòà ïðî
íóëi, iñíó¹ òàêå k, ùî xkm+1 ∈ 〈 f1, f2, . . . , fr, x0, x1, . . . , xm 〉, òîáòî,

xkm+1 =
r∑
i=1

gifi +
m∑
j=0

hjxj

äëÿ äåÿêèõ (îäíîðiäíèõ) ìíîãî÷ëåíiâ g1, g2, . . . , gr, h0, h1, . . . , hn−1,
ïðè÷îìó ìíîãî÷ëåíè hj ìàþòü ñòåïiíü k− 1. Îñêiëüêè ìíîãî÷ëåíè
fi îáåðòàþòüñÿ â íóëü íà X, ìíîãî÷ëåí xkm+1 −

∑m
j=0 hjxj òàêîæ

îáåðòà¹òüñÿ â íóëü íà X. Òîäi íà X0 ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

zdm+1 −
m∑
j=0

h̄jzj = 0,

äå h̄j = hj(z0, z1, . . . , zm+1), äå z0 = 1 i deg h̄j < d. Öÿ ðiâíiñòü
ïîêàçó¹, ùî êîîðäèíàòà zm+1 ∈ F[X0] ¹ öiëîþ íàä F[Y0] (ÿêèé ïî-
ðîäæåíèé ñàìå îáðàçàìè z1, z2, . . . , zm). ßñíî, ùî òå ñàìå ìîæíà
çàñòîñóâàòè äî âñiõ êîîðäèíàò zk ïðè k > m. Îòæå, âiäîáðàæåííÿ
X0 → Y0 ¹ ñêií÷åííèì. �

Òåîðåìà 4.3. Äëÿ êîæíîãî ïðîåêòèâíîãî ìíîãîâèäó X iñíó¹ ñêií-
÷åííèé (äîìiíàíòíèé) ìîðôiçì X → Pd äëÿ äåÿêîãî d.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî iíäóêöi¹þ çà ðîçìiðíiñòþ n, äëÿ
ÿêî¨ X ⊂ Pn. Âèáåðåìî òî÷êó p /∈ X. Ìîæíà ââàæàòè, ùî p =
(1 : 0 : · · · : 0). Âîíà çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿìè x1 = · · · = xn = 0, òîìó
ïðîåêòóâàííÿ ç íå¨ çàäà¹ ñêi÷åííå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ⊆ Pn−1.
Çà iíäóêöi¹þ, iñíó¹ ñêií÷åííå âiäîáðàæåííÿ g : Y → Pd. Òîäi gf :
X → Pd òàêîæ ñêií÷åííå. �

Íàñëiäîê 4.4. Äëÿ êîæíîãî àôiííîãî ìíîãîâèäó iñíó¹ ñêií÷åííèé
ìîðôiçì X → Ad äëÿ äåÿêîãî d.

5. Ðîçìiðíiñòü

(Äèâèñü [Äð, Ðîçäië 3.2], [Ø, Ãëàâà I, � 6]).

×èñëî d ç òåîðåìè 4.3 çâåòüñÿ ðîçìiðíiñòþ ïðîåêòèâíîãî ìíîãî-
âèäó X i ïîçíà÷à¹òüñÿ dimX.

Òåîðåìà 5.1. ßêùî ìíîãîâèä X íåçâiäíèé, òî dimX = tr.deg
k
k(X)

( ñòåïiíü òðàíñöåíäåíòíîñòi ïîëÿ k(X) íàä ïîëåì k, òîáòî, íàé-
áiëüøà êiëüêiñòü àëãåáîè÷íî íåçàëåæíèõ åëåìåíòiâ, ÿêi ìîæíà
âèáðàòè â ïîëi k). ßêùî ìíîãîâèä X çâiäíèé, à X1, X2, . . . , Xs �
éîãî íåçâiäíi êîìïîíåíòè, òî dimX = max (dimX1, dimX2, . . . , dimXs).
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Òàêèé ñàìèé ðåçóëüòàò ìà¹ ìiñöå i äëÿ àôiííèõ ìíîãîâèäiâ, ÿêùî
ðîçìiðíiñòþ íàçâàòè ÷èñëî d ç íàñëiäêó 4.4. Òåïåð ìè ìîæåìî ïðèéíÿ-
òè ðåçóëüòàò òåîðåìè 5.1 çà îçíà÷åííÿ ðîçìiðíîñòi çàãàëüíîãî ìíî-
ãîâèäó.

Òâåðäæåííÿ 5.2. ßêùî Y � ïiäìíîãîâèä â X, òî dimY ≤ dimX.
ßêùî X íåçâiäíèé, à Y 6= X, òî dimY < dimX.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, äîâåñòè äîñòàòíüî îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ, ïðè-
ïóñêàþ÷è, ùî é Y íåçâiäíèé. Êðiì òîãî, îáèäâà ìíîãîâèäè ìî-
æíà ââàæàòè àôiííèìè. Íåõàé X � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà â An,
d = dimY . Ñåðåæ êîîðäèíàò x1, x2, . . . , xn íà mAn ìîæíà âèáðàòè
d àëãåáðè÷íî íåçàëåæíèõ íà Y ; ìîæíà ââàæàòè, ùî öå x1, x2, . . . , xd.
Òîäi âîíè àëãåáðè÷íî íåçàëåæíi íà X, îòæå, dimX ≥ dimY . Ïðè-
ïóñòèìî, ùî dimX = d. Îñêiëüêè Y 6= X, iñíó¹ ðåãóëÿðíà ôóíêöiÿ
f ∈ k[X], ÿêà îáåðòà¹òüñÿ â íóëü íà Y . Öÿ ôóíêöiÿ àëãåáðè÷íà íàä
ïiäïîëåì k (x1, x2, . . . , xd) ⊆ k(X). Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ íàéìåíøîãî
ñòåïåíÿ, ÿêîìó âîíà çàäîâîëüíÿ¹:

a0 (x1, x2, . . . , xd) f
k+a1 (x1, x2, . . . , xd) f

k−1+· · ·+ak (x1, x2, . . . , xd) = 0.

Î÷åâèäíî, òóò ak (x1, x2, . . . , xd) 6= 0, òîìó öåé ìíîãî÷ëåí íå îáåð-
òà¹òüñÿ â íóëü i íà Y (áî x1, x2, . . . , xd àëãåáðè÷íî íåçàëåæíi íà Y ).
Àëå f |Y = 0 � ïðîòèði÷÷ÿ. �

Òåîðåìà 5.3. (1) ßêùî àôiííèé àáî ïðîåêòèâíèé ìíîãîâèä X
çàäà¹òüñÿ îäíèì ðiâíÿííÿì ó ïðîñòîði An àáî Pn, òî âñi
éîãî êîìïîíåíòè ìàþòü ðîçìiðíiñòü n− 1.

(2) Íàâïàêè, ÿêùî X � àôiííèé àáî ïðîåêòèâíèé ìíîãîâèä ó
ïðîñòîði An àáî Pn, âñi êîìïîíåíòè ÿêîãî ìàþòü ðîçìið-
íiñòü n − 1, òî âií çàäà¹òüñìÿ îäíèì ðiâíÿííÿì f = 0,
ïðè÷îìó I(X) = 〈 f 〉.

Äîâåäåííÿ. Ìè äîâåäåìî òåîðåìó äëÿ àôiííîãî âèïàäêó, çàëèøàþ-
÷è ïðîåêòèâíèé ÿê âïðàâó.
(1). Íåõàé X = V (f) ⊆ An. Òîäi dimX < n. Ðîçêëàäåìî f íà

íåçâiäíi ìíîæíèêè: f = fk11 . . . fkmm , äå ìíîãî÷ëåíè f1, f2, . . . , fm ïî-
ïàðíî íåàñîöiéîâàíi. Òîäi êîìïîíåíòàìè X ¹ ìíîãîâèäè Xi = V (fi).
Îòæå, ìîæíà ç ñàìîãî ïî÷àòêó ââàæàòè, ùî f íåçâiäíèé. Íåõàé
çìiííà xn âõîäèòü äî ìíîã÷ëåíà f . Òîäi êîîðäèíàòè x1, x2, . . . , xn−1 ¹
àëãåáðè÷íî íåçàëåæíèìè íàX. Äiéñíî, ÿêùî g (x1, x2, . . . , xn−1) = 0
íà X, òî, çà òåîðåìîþ ïðî íóëi, f | gr äëÿ äåÿêîãî r, ùî íåìî-
æëèâî, áî g íå ìiñòèòü çìiííî¨ xn. Îòæå, dimX ≥ n − 1, òîáòî,
dimX = n− 1.
(2). Çíîâ-òàêè, X ìîæíà ââàæàòè íåçâiäíèì. Îñêiëüêè X 6= An,

iñíó¹ íåíóëüîâèé ìíîãî÷ëåí f ∈ I(X), ÿêèé òåæ ìîæíà ââàæàòè
íåçâiäíèì (÷îìó?). Òîäi X ⊆ V (f). Àëå X i V (f) íåçâiäíi, dimX =
dimV (f) = n−1, òîìó X = V (f). Îñêiëüêè f íåçâiäíèé, I(V (f)) =
〈 f 〉. �
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Òåîðåìà 5.4. Íåõàé ôîðìà f ∈ k[x0, x1, . . . , xn] ñòåïåíÿ m íå îáåð-
òà¹òüñÿ â íóëü íà æîäíié êîìïîíåíòi ïðîåêòèâíîãî ìíîãîâèäó
X ⊆ Pn ðîçìiðíîñòi d. Òîäi

(1) dimX ∩ PV (f) = d− 1.
(2) Iñíóþòü ôîðìè f = f0, f1, . . . , fd ñòåïåíÿ m òàêi, ùî âiä-

îáðàæåííÿ φ : X → Pd, x 7→ (f0(x) : f1(x) : · · · : fd(x)) ¹
ñþð'¹êòèâíèì i ñêií÷åííèì.

Äîâåäåííÿ. Ïåðø çà âñå çàóâàæèìî, ùî çàâæäè ìîæíà çíàéòè ôîð-
ìó çàäàíîãî ñòåïåíÿ m, ÿêà íå îáåðòà¹òüñÿ â íóëü íà æîäíié êîì-
ïîíåíòi X. Äiéñíî, âèáåðåìî ïî òî÷öi íà êîæíié êîìïîíåíòi, âè-
áåðåìî ãiïåðïëîùèíó H, ÿêà íå ìiñòèòü æîäíó ç öèõ òî÷îê i ðîç-
ãëÿíåìî ôîðìó Lm, äå L = 0 � ðiâíÿííÿ ãiïåðïëîùèíè H. Ïî-
çíà÷èìî X1 = X ∩ PV (f). Öå ìíîãîâèä ðîçìiðíîñòi ùîíàéáiëüøå
d − 1. Çíàéäåìî ôîðìó f1 ñòåïåíÿ m, ÿêà íå îáåðòà¹òüñÿ â íóëü
íà æîäíié êîìïîíåíòi X1 i ïîçíà÷èìî X2 = X1 ∩ PV (f1). Ïðîäîâ-
æóþ÷è öåé ïðîöåñ, îäåðæèìî ïîñëiäîâíiñòü ôîðì fk ñòåïåíÿ m òà
ìíîãîâèäiâ Xk = Xk−1 ∩ PV (fk), äå dimXk ≤ d − k. Òîäi íàïåâíå
Xd+1 = ∅, îòæå, ôîðìè f = f0, f1, . . . , fd íå ìàþòü íà X ñïiëü-
íèõ íóëiâ. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ φ : X → Pd, çàäàíå ôîðìàìè
f0, f1, . . . , fd. ßêùî Y = Imφ, òî Y çàìêíåíå â Pd, à âiäîáðàæåí-
íÿ φ : X → Y ñêií÷åííå (çàäà÷à 2.10). Îòæå, dimY = d, à òîäi
Y = Pd çà òâåðäæåííÿì 5.2. Êðiì òîãî, ÿêùî dimX1 < d − 1, òî
âæå Xd = ∅, à òîäi (0 : 0 : · · · : 0 : 1) /∈ Imφ, ùî íåìîæëèâî. Îòæå,
dimX ∩ PV (f) = d− 1. �

Áåç îáìåæåíü íà f ìîæëèâî, ùî dimX∩PV (f) = dimX (ÿêùî f
îáåðòà¹òüñÿ â íóëü íà êîìïîíåíòi ìàêñèìàëüíî¨ ðîçìiðíîñòi), îòæå,
ìîæíà ëèøå òâåðäèòè, ùî dimX ∩ PV (f) ≥ dimX − 1
Íàñïðàâiäi, äóæå âàæëèâèì ¹ òàêå iñòîòíå óòî÷íåííÿ òåîðåìè 5.4

Òåîðåìà 5.5. ßêùî X ⊇ Pn � íåçâiäíèé ïðîåêòèâíèé ìíîãîâèä,
d = dimX, Y = X ∩ PV (f) äëÿ äåÿêîãî îäíîðiäíîãî ìíîãî÷ëåíà f
òàêîãî, ùî X 6⊇ PV (f), òî êîæíà êîìïîíåíòà ìíîãîâèäó Y ìà¹
ðîçìiðíiñòü d−1. Òå ñàìå âiðíî i äëÿ âèïàäêó íåçâûäíîãî àôiííîãî
ìíîãîâèäó X ⊆ An òà ìíîãî÷ëåíà f , ÿêèé íå îáåðòà¹òüñÿ â íóëü
íà X,çà óìîâè, ùî Y ∩ V (f) 6= 0.

Äëÿ äîâåäåííÿ íàì ïîòðiáíà íàñòóïíà ëåìà.

Ëåìà 5.6. Íåõàé B = F[x1, x2, . . . , xd] ⊆ A � ñêií÷åííå ðîçøèðåí-
íÿ êiëåöü, ìíîãî÷ëåíè g, h ∈ B ñïiâïåðâèííi (íå ìàþòü ñïiëüíèõ
äiëüíèêiâ) i g | (ha)m äëÿ äåÿêîãî a ∈ A. Òîäi iñíó¹ òàêå r, ùî
g | ar.

Äîâåäåííÿ. Çàìiíèâøè h íà hm i a íà am, ìîæíà ââàæàòè, ùî g | ha,
òîáòî, ha = gu äëÿ äåÿêîãî u ∈ A. Îñêiëüêè ðîçøèðåííÿ ñêií÷åííå,
u çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ ur+b1u

r−1+· · ·+br = 0, äå b1, b2, . . . , br ∈ B.
11



Ç ëåìè �àóññà âèïëèâà¹, ùî òîäi ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí åëåìåíòà
u íàä ïîëåì F (x1, x2, . . . , xd) ìà¹ âñi êîåôiöiåíòè â êiëüöi B, òîìó
ìîæíà ââàæàòè, ùî öå é ¹ ur + b1u

r−1 + · · · + br. Òîäi ìiíiìàëüíèé
ìíîãî÷ëåí åëåìåíòà a = (g/h)u � öå ar+(g/h)b1a

r−1+(g/h)2b2a
r−2+

· · ·+ (g/h)rbr. Àëå òå ñàìå ìiðêóâàííÿ ïîêàçó¹, ùî âñi êîåôiöiåíòè
öüîãî ìíîãî÷ëåíà òåæ íàëåæàòü B, òîáòî, hi | gibi. Îñêiëüêè g i h
ñïiâïåðâèííi, çâiäñè hi | bi, à òîäi g | ar. �

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.5. ßê ó äîâåäåííi òåîðåìè 5.4, ïîáóäó¹ìî ñêií-
÷åííå âiäîáðàæåííÿ φ : X → Pd, ÿêå çàäà¹òüñÿ íàáîðîì ôîðì
(f0, f1, . . . , fd), äå f1 = f . Ïîçíà÷èìî Y = {x ∈ X | f0(x) 6= 0 } =
φ−1(Ad

0). Öå àôiííà âiäêðèòà ïiäìíîæèíà â X, ïðè÷îìó íàáið ôóí-
êöié (g1, g2, . . . , gd), äå gi = fi/f0, çàäà¹ ñêií÷åííå âiäîáðàæåííÿ
Y → Ad, àáî, ùî òå ñàìå, çàíóðåííÿ φ∗ : B = F[x1, x2, . . . , xd] ↪→
A = F[Y ], ÿêå ïåðåâîäèòü xi ó gi. Îñêiëüêè êîìïîíåíòè X ∩ PV (f)
¹ çàìèêàííÿìè êîìïîíåíò Y ∩ V (g), äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî êîæíà
êîìïîíåíòà Z ìíîãîâèäó Yg = Y ∩ V (g) ìà¹ ðîçìiðíiñòü d− 1. Ìè
ïîêàæåìî, ùî ôóíêöi¨ g2, g3, . . . , gd ¹ àëãåáðè÷íî íåçàëåæíèìè íà
ìíîãîâèäi Z.
Äiéñíî, ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ òàêèé íåíóëüîâèé ìíîãî÷ëåí F ∈

F[x2, x3, . . . , xd], ùî h|Z = 0, äå h = F (g2, g3, . . . , gd). Çãiäíî ç òå-
îðåìîþ 5.4, ìîæíà ââàæàòè, ùî Yg = Z ∩ Z ′, äå Z ′ âëàñíà çà-
ìêíåíà ïiäìíîæèíà â Yg. Çíàéäåìî ôóíêöiþ a ∈ F[Yg], ÿêà íå ¹
òîòîæíèì íóëåì íà Z, àëå a|Z′ = 0. Òîäi ah|Yg = 0, îòæå, çà òåîðå-
ìîþ 2.3, iñíó¹ òàêå m, ùî g | (ah)m. Çàóâàæèìî, ùî g = φ∗(x1), à
h = φ∗F (x2, x3, . . . , xd), à â êiëüöi B = F[x1, x2, . . . , xd] åëåìåíòè x1
òà F (x2, x3, . . . , xd) ñïiâïåðâèííi. Çà ëåìîþ 5.6, g | ar äëÿ äåÿêîãî r,
à òîäi a|Z = 0, ùî ïðîòèði÷èòü âèáîðó a. �

Íàñëiäîê 5.7. ßêùî X ⊆ Pn � ïðîåêòèâíèé ìíîãîâèä ðîçìiðíî-
ñòi d, òî äëÿ äîâiëüíèõ ôîðì f1, f2, . . . , fm ∈ k[x0, x1, . . . , xn], äå
m ≤ d, dimX ∩ PV (f0, f1, . . . , fm) ≥ d −m, çîêðåìà, öåé ïåðåòèí
íåïîðîæíié i äîâiëüíi d ôîðì ìàþòü ñïiëüíèé íóëü íà X. Íàïðè-
êëàä, dimPV (f1, f2, . . . , fm) ≥ n − m i äîâiëüíi n îäíîðiäíèõ ðiâ-
íÿíü fk = 0 (1 ≤ k ≤ n), äå fk ∈ k[x0, x1, . . . , xn], ìàþòü ñïiëüíèé
íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê. Áiëüø òîãî, êîæíà êîìïîíåíòà ìíîãîâèäó
X ∩ PV (f0, f1, . . . , fm) ìà¹ ðîçìiðíiñòü ùîíàéìåíøå d−m.

Äëÿ àôiííèõ ìíîãîâèäiâ çâiäñè âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 5.8. Íåõàé X � íåçâiäíèé àôiííèé ìíîãîâèä ðîçìiðíî-
ñòi d.

(1) ßêùî f ∈ F[X] � íåîáîðîòíà íåíóëüîâà ðåãóëÿðíà ôóíêöiÿ,
òî êîæíà êîìïîíåíòà ïiäìíîãîâèäó V (f) ⊂ X ìà¹ ðîçìið-
íiñòü d− 1.
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(2) ßêùî f1, f2, . . . , fm ∈ F[X] � òàêi ðåãóëÿðíi ôóíêöi¨, ùî
V (f1, f2, . . . , fm) 6= ∅ (òîáòî, 1 /∈ 〈 f1, f2, . . . , fm 〉), òî êî-
æíà êîìïîíåíòà ïiäìíîãîâèäó V (f1, f2, . . . , fm) ⊆ X ìà¹
ðîçìiðíiñòü ùîíàéìåíøå d−m.

Ùå îäèí íàñëiäîê � òåîðåìà ïðî ðîçìiðíiñòü ïåðåòèíó.

Íàñëiäîê 5.9. (1) Íåõàé X, Y ⊆ Pn � ïðîåêòèâíi ìíîãîâèäè
ðîçìiðíîñòåé, âiäïîâiäíî, d i m. Òîäi êîæíà êîìïîíåíòà
ïåðåòèíó X ∩ Y ìà¹ ðîçìiðíiñòü ùîíàéìåíøå d + m − n.
Çîêðåìà, ÿêùî d+m ≤ n, öåé ïåðåòèí íåïîðîæíié.

(2) Íåõàé X, Y ⊆ An � çàìêíåíi ïiäìíîãîâèäè ðîçìiðíîñòåé,
âiäïîâiäíî, d i m, ïðè÷îìó X∩Y 6= ∅. Òîäi êîæíà êîìïîíåí-
òà ïåðåòèíó X∩Y ìà¹ ðîçìiðíiñòü ùîíàéìåíøå d+m−n.

Äîâåäåííÿ. (2). Ïîçíà÷èìî ∆ = { (x, x) } äiàãîíàëü äîáóòêó An ×
An. Òîäi, î÷åâèäíî, X ∩Y ' (X ×Y )∩∆. Àëå dim(X ×Y ) = d+m,
à ∆ çàäà¹òüñÿ n ðiâíÿííÿìè xi = yi (1 ≤ i ≤ n).
(1). Äëÿ êîæíîãî ïðîåêòèâíîãî ìíîãîâèäóX = PV (f1, f2, . . . , fm) ⊆

Pn ïîçíà÷èìî X̃ = V (f1, f2, . . . , fm) ⊆ An+1. Î÷åâèäíî, dim X̃ =

dimX+1 i X̃ çàâæäè ìiñòèòü íóëüîâó òî÷êó. Òîìó ðîçìiðíiñòü êîì-
ïîíåíò ìíîãîâèäó dim(X̃∩Ỹ ) ùîíàéìåíøå (d+1)+(m+1)−(n+1) =

(d+m−n)+1. Îñêiëüêè X̃ ∩ Y = X̃∩Ỹ , êîæíà êîìïîíåíòàX∩Y ìà¹
ðîçìiðíiñòü ùîíàéìåíøå d+m−n. Çàóâàæèìî, ùî ïðè d+m ≥ n,
âñi êîìïîíåíòè X̃ ∩ Ỹ ìàþòü äîäàòíi ðîçìiðíîñòi, òîáòî, íå çâîäÿ-
òüñÿ äî íóëüîâî¨ òî÷êè. �

Íàñëiäîê 5.10. dimX äîðiâíþ¹ ìàêñèìàëüíié äîâæèíi d ñïàäíîãî
ëàíöþãà X = X0 ⊃ X1 ⊃ . . . ⊃ Xd−1 ⊃ Xd íåçâiäíèõ çàìêíåíèõ
ïiäìíîãîâèäiâ.

6. Ðîçìiðíiñòü øàðiâ i òåîðåìà Øåâàëë¹

Ìè äîñëiäèìî áóäîâó ðåãóëÿðíèõ âiäîáðàæåíü φ : X → Y , çîêðå-
ìà, øàðiâ φ−1(y) òà îáðàçó φ(X). Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi, âiä-
îáðàæåííÿ φ ìîæíà ââàæàòè äîìiíàíòíèì (iíàêøå ïðîñòî òðåáà
çàìiíèòè Y íà φ(X) ). Ðåçóëüòàòîì öèõ äîñëiäæåíü ñòàíóòü òàêi äâi
òåîðåìè.

Òåîðåìà 6.1. Íåõàé φ : X → Y � ðåãóëÿðíå äîìiíàíòíå âiäîáðà-
æåííÿ íåçâiäíèõ ìíîãîâèäiâ, dimX = n, dimY = m. Òîäi

(1) ßêùî øàð φ−1(y) íåïîðîæíié, òî âií ìà¹ ðîçìiðíiñòü ùî-
íàéìåíøå n−m.

(2) Iñíó¹ âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà U ⊆ Y , òàêà, ùî
dimφ−1(y) = n − m äëÿ âñiõ òî÷îê y ∈ U (çîêðåìà, âñi öi
øàðè íåïîðîæíi).

Çàóâàæèìî, ùî, îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ φ äîìiíàíòíå, m ≤ n.
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Òåîðåìà 6.2 (Òåîðåìà Øåâàëë¹). Îáðàç ðåãóëÿðíîãî âiäîáðàæåí-
íÿ φ : X → Y çàâæäè ¹ êîíñòðóêòèâíîþ ïiäìíîæèíîþ â Y , òîá-
òî, ñêií÷åííèì îá'¹äíàííÿì ëîêàëüíî çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ìíîãîâèäè X i Y ìîæíà ââàæàòè àôiííè-
ìè. Iñíó¹ ñêií÷åííå (à òîìó ñþð'¹êòèâíå) âiäîáðàæåííÿ ψ : Y →
Am. ßêùî z = ψ(y), òî ψ−1(z) � ñêiíåííà ìíîæèíà: ψ−1(z) =

{ y = y1, y2, . . . , yk }, òîìó (ψφ)−1(z) =
⋃k
i=1 φ

−1(yi). Îñòàííi ïiäìíî-
æèíè ¹ çàìêíåíèìè é íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Îòæå, êîìïîíåíòè ïiäìíî-
ãîâèäó φ−1(y) ¹ òàêîæ êîìïîíåíòàìè ïiäìíîæèíè (ψφ)−1(z). ßêùî
âiäîáðàæåííÿ ψφ : X → Am çàäà¹òüñÿ ôóíêöiÿìè (f1, f2, . . . , fm),
à z = (a1, a2, . . . , am), òî øàð (ψφ)−1(z) çàäà¹òüñÿ m ðiâíÿííÿìè
fi(x) = ai. Çà íàñëiäêîì 5.8, ÿêùî φ−1(y) 6= ∅, ðîçìiðíîñòi öèõ êîì-
ïîíåíò ùîíàéìåíøå n−m. Öå äîâîäèòü òâåðäæåííÿ (1) òåîðåìè 6.1.
Ïîçíà÷èìî K = F(X), L = F(Y ), A = F[X], B = F[Y ]; òîäi

K ⊇ L i tr.degLK = d = n − m. Íåõàé A = B[a1, a2, . . . , ar] (ÿê
êiëüöå). Ñåðåä åëåìåíòiâ a1, a2, . . . , ar ìîæíà âèáðàòè áàçó òðàíñ-
öåíäåíòíîñòi ïîëÿ K íàä L. Áóäåìî ââàæàòè, ùî öå a1, a2, . . . , ad.
Ïîçíà÷èìî A0 = B[a1, a2, . . . , ad], K0 = L (a1, a2, . . . , ad). Òîäi K �
àëãåáðè÷íå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ K0, òîìó êîæåí åëåìåíò ai (i > d)
çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ âèãëÿäó ci0a

ki
i + ci1a

ki−1 + · · ·+ ciki = 0, äå âñi
aij ∈ A0. Çàóâàæèìî, ùî A0 ¹ êîîðäèíàòíèì êiëüöåì àôiííîãî ìíî-
ãîâèäó X0 = Y × Ad. Ïîçíà÷èìî c =

∏r
i=d+1 ci0, U0 = D(c) (öå âiä-

êðèòà àôiííà ïiäìíîæèíà â X0) i U ′ = φ−1(U) = D(φ∗c) (öå âiäêðè-
òà àôiííà ïiäìíîæèíà â X). Òîäi F[U ] ¹ öiëèì ðîçøèðåííÿì F[U0],
îòæå, iíäóêîâàíå âiäîáðàæåííÿ φ0 : U ′ → U0 ¹ ñêií÷åííèì, çîêðåìà,
ñþð'¹êòèâíèì. Òîìó U0 ⊆ φ0(X), à òîìó U = prY (U0) ⊆ φ(X) (öå
âiäêðèòà ïiäìíîæèíà â Y , îñêiëüêè ïðîåêöiÿ ¹ âiäêðèòèì âiäîáðà-
æåííÿì). Êðiì òîãî, ÿêùî y ∈ U , âiäîáðàæåííÿ φ−1(y) → y × Ad

òàêîæ ¹ ñêií÷åííèì, òîìó dimφ−1(y) = d = n − m, ùî äîâîäèòü
òâåðäæåííÿ (2) òåîðåìè 6.1.

Òåïåð òåîðåìà Øåâàëë¹ äîâîäèòüñÿ iíäóêöi¹þ çà n = dimX.
Äiéñíî, f(X) ⊇ U (âiäêðèòà ïiäìíîæèíà â Y ). Ïîçíà÷èìî Y ′ =
Y \ U, X ′ = φ−1(Y1). Öå âëàñíi çàìêíåíi ïiäìíîãîâèäè, âiäïîâiä-
íî, â Y òà â X. Òîìó, ÿêùî X1, X2, . . . , Xs � íåçâiäíi êîìïîíåíòè
X ′, dimXi < n. Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨, φ(Xi) � êîíñòðóêòèâ-
íà ïiäìíîæèíà â Y , à òîäi é φ(X) = U ∩ φ(X ′) � êîíñòðóêòèâíà
ïiäìíîæèíà â Y . �

Íàñëiäîê 6.3. Äëÿ êîæíîãî íåçâiäíîãî ïðîåêòèâíîãî ìíîãîâèäó
X ðîçìiðíîñòi d iñíó¹ ñêií÷åííå ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ X → Y ,
äå Y ⊆ P2d+1.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé X ⊆ Pn, äå n > 2d + 1. Ó äîáóòêó X × X × Pn
ðîçãëÿíåìî ïiäìíîãîâèä V , ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ òðiéîê (a, b, c),
â ÿêèõ òî÷êè a, b, c íàëåæàòü îäíié ïðîåêòèâíié ïðÿìié. Î÷åâèäíî,
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V � çàìêíåíèé ïiäìíîãîâèä. Ðîçãëÿíåìî éîãî ïðîåêöiþ π : V →
X × X. ßêùî a 6= b, òî ïðîîáðàç ïàðè (a, b) ïðè ïðîåêöi¨ π � öå
òðiéêè (a, b, c), â ÿêèõ c íàëåæèòü ïðÿìié, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç a i
b, òîìó dimπ−1(a, b) = 1. Îñêiëüêè òàêi ïàðè óòâîðþþòü âiäêðèòó
ïiäìíîæèíó â X ×X, ç òåîðåìè 6.1 âèïëèâà¹, ùî dimV = 2d+ 1 <
n. Òîäi ïðîåêöiÿ X íà Pn íå ñþð'¹êòèâíà. Âèáåðåìî òî÷êó p, ÿêà
íå íàëåæèòü ¨¨ îáðàçó. Ïðîåêòóâàííÿ ç öi¹¨ òî÷êè çàäà¹ ñêií÷åííå
ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿX → X ′ ⊆ Pn−1. Iòåðóþ÷è öþ êîíñòðóêöiþ,
ìè é äîâåäåìî òâåðäæåííÿ. �

Òåîðåìà 6.4. Íåõàé f : X → Y � ðåãóëÿðíå ñþð'¹êòèâíå âiäîáðà-
æåííÿ ïðîåêòèâíèõ ìíîãîâèäiâ, ïðè÷îìó Y òà âñi øàðè f−1(y)
íåçâiäíi, à d = dim f−1(y) îäíàêîâà äëÿ âñiõ y ∈ Y .Òîäi ìíîãîâèä
X íåçâiäíèé.

Íàïðèêëàä, ÿêùî X, Y íåçâiäíi, òàêèì ¹ é X × Y (ðîçãëÿíüòå
ïðîåêöiþ X × Y → Y ).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé X =
⋃
iXi � ðîçêëàä X íà íåçâiäíi êîìïîíåí-

òè, Yi = f(Xi). Òîäi âñi Yi çàìêíåíi,
⋃
i Yi = Y , àëå Y íåçâiäíèé,

òîìó iñíóþòü íîìåðè i, äëÿ ÿêèõ f(Xi) = Y . Ïîçíà÷èìî M =
{ j | Yj 6= Y } i Y ′ = Y \

⋃
j∈M Yj. Öå âiäêðèòà ïiäìíîæèíà â Y , òîìó

X ′ = f−1(Y ′) � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà â X. Ïîêëàäåìî X ′j = X ′∩Xj

(j ∈M). Öå âiäêðèòà ïiäìíîæèíà â Xj i f(X ′j) = Y ′. Ïîçíà÷èìî fj
îáìåæåííÿ f íà Xj i mj = min dim

{
f−1j (y) | x ∈ Y ′

}
. Â Y ′ ¹ âiä-

êðèòà ïiäìíîæèíà U , íà ÿêié dim f−1j (y) = mj. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ
y ∈ U

f−1(y) =
⋃
j∈M

f−1j (y) i dim f−1(y) = d.

Îñêiëüêè f−1(y) íåçâiäíèé, iñíó¹ íîìåð k ∈M , äëÿ ÿêîãî f−1k (y) =
f−1(y), çâiäêè mk = d. Òîäi dim f−1k (y) = d äëÿ âñiõ òî÷îê y ∈ Y , à
òîìó f−1(y) = f−1k (y). Çâiäñè, î÷åâèäíî, âèïëèâà¹, ùî X ′k = X ′, à
òîìó Xk = X. �

6.1. Ïðÿìi íà ïîâåðõíÿõ. Íåõàé L ⊂ Pn (n > 2) � ïðÿìà, ÿêà
ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè a = (a0 : a1 : . . . : an) òà b = (b0 : b1 : . . . : bn),
äå a 6= b. Ïîçíà÷èìî pij = aibj−ajbi. Íàáið (pij) ìîæíà ðîçãëÿäàòè,
ÿê òî÷êó â PN , äå N =

(
n+1
2

)
− 1 = (n − 1)(n + 2)/2 (äîñòàòíüî

ðîçãëÿíóòè ëèøå òi pij, äëÿ ÿêèõ i < j). Ëåãêî áà÷èòè, ùî òî÷êà c
íàëåæèòü L òîäi é ëèøå òîäi, êîëè iñíóþòü òàêi ÷èñëà λ, µ, ùî c =
λa + µb. Çàâæäè ìîæíà âèáðàòè ëiíiéíó ôóíêöiþ l(x) =

∑n
i=0 αixi

òàêó, ùî l(a) = −µ, l(b) = λ, òîáòî, c = l(b)a − l(a)b, çâiäêè ci =∑n
j=0 αjpij. Îòæå, ÷èñëà pij ïîâíiñòþ âèçíà÷àþòü ïðÿìó L. Âîíè

çâóòüñÿ ïëþêåðîâèìè êîîðäèíàòàìè ïðÿìî¨ L. Êðiì òîãî, ìîæíà
ëåãêî çàïèñàòè ðiâíÿííÿ öi¹¨ ïðÿìî¨. Âîíè çâîäÿòüñÿ äî òîãî, ùî
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ðàíã ìàòðèöi x0 x1 . . . xn
a0 a1 . . . an
b0 b1 . . . bn


äîðiâíþ¹ 2, òîáòî, xipjk − xjpik + xkpij = 0 äëÿ êîæíî¨ òðiéêè i <
j < k. Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî ïëþêåðîâi êîîðäèíàòè ïðÿìî¨
çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ

(6.1) pirpjk − pjrpik − pkrpij = 0

äëÿ äîâiëüíîãî r i äîâiëüíî¨ òðiéêè i < j < k. Ëåêãî áà÷èòè, ùî
ïðè r ∈ { i, j, k } öi ðiâíÿííÿ òàâòîëîãi÷íi, îòæå, çàëèøàþòüñÿ ëè-
øå òi ç íèõ, äëÿ ÿêèõ r /∈ { i, j, k }. Êðiì òîãî, ÿêùî â òàêîìó
ðiâíÿííi ïåðåñòàâèòè r òà îäèí ç iíäåêñiâ i, j, k, îäåðæàíå ðiâíÿ-
ííÿ áóäå íàñëiäêîì ïîïåðåäíüîãî. Òîìó çàâæäè ìîæíà ââàæàòè,
ùî r < i < j < k. Íàïðèêëàä, ïðè n = 3, ìà¹ìî ¹äèíå ðiâíÿííÿ
p01p23−p02p13 +p03p12 = 0. Íàâïàêè, ÿêùî òî÷êà pij ∈ PN çàäîâîëü-
íÿ¹ ïëþêåðîâi ðiâíÿííÿ (6.1), òî pij ¹ ïëþêåðîâèìè êîîðäèíàòàìè
äåÿêî¨ ïðÿìî¨ (çàëèøà¹ìî ÷èòà÷ó ÿê âïðàâó). Îòæå, ìíîæèíó Πn

ïðÿìèõ ó ïðîñòîði Pn ìîæíà ðîçãëÿäàòè, ÿê ïðîåêòèâíèé ìíîãî-
âèä ó PN . Çîêðåìà, Π3 � öå êâàäðàòè÷íà ãiïåðïîâåðõíÿ ó P5, îòæå,
dim Π3 = 4.
ßêùî H ⊆ P3 � ïîâåðõíÿ ó òðèâèìiðíîìó ïðîåêòèâíîìó ïðîñòî-

ði, çàäàíà ðiâíÿííÿì F (x0, x1, . . . , xn) = 0, à L � ïðÿìà ç ïëþ-
êåðîâèìè êîîðäèíàòàìè pij, òî L ⊂ H òîäi é ëèøå òîäi, êîëè
F (
∑

j xjp0j,
∑

j xjp1j,
∑

j xjp2j,
∑

j xjp3j) = 0, ùî äà¹ ñèñòåìó ðiâ-
íÿíü äëÿ êîåôiöiåíòiâ ìíîãî÷ëåíà F . Îòîòîæíþþ÷è ãiïåðïîâåðõíi
ñòåïåíÿ m âiä 3 çìiííèõ ç ¨õ ðiâíÿííÿìè, òîáòî, òî÷êàìè Pν , äå
ν = (m + 1)(m + 2)(m + 3) − 1, ðîçãëÿíåìî â Π3 × Pν ïiäìíîãî-
âèä Γ, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç ïàð (L,H), äëÿ ÿêèõ L ⊆ H. Çíàéäå-
ìî dim Γ. Íåõàé π : Γ → Π3 � ïðîåêöiÿ. Î÷åâèäíî, π(Γ) = Π3

(êîæíà ïðÿìà íàëåæèòü ÿêiéñü ãiïåðïîâåðõíi). Îá÷èñëèìî ðîçìið-
íiñòü øàðó π−1(L). Î÷åâèäíî, âîíà íå çàëåæèòü âiä ïðÿìî¨, òîìó
ìîæíà ââàæàòè, ùî L = PV (x0, x1). Òîäi ðiâíÿííÿ F = 0 çàäà¹ ãi-
ïåðïîâåðõíþ, ÿêà ìiñòèòü L (òîáòî, íàëåæèòü π−1(L)) òîäi é ëèøå
òîäi, êîëè F = x0G0 + x1G1, äå G0 i G1 � ñòåïåíÿ m − 1, ïðè÷î-
ìó G1 = G1(x1, x2, . . . , xn). Ëåãêî ïiäðàõóâàòè, ùî òàêi ìíîãî÷ëåíè
óòâîðþþòü ïiäïðîñòið ðîçìiðíîñòi ν ′ = m(m+1)(m+5)/6−1. Òîìó
dim Γ = ν ′+4 Çàóâàæèìî, ùî ν− (ν ′+4) = m−3. Îòæå, ïðè m > 3
ïðîåêöiÿ φ : Γ → Pν íå ñþð'¹êòèâíà. Íåõàé m = 3. Íà ïîâåðõíi
x1x2x3 = x30 ëåæàòü ëèøå 3 ïðÿìèõ: x0 = xi = 0 (1 ≤ i ≤ 3) (ïå-
ðåâiðòå öå). Îòæå, â îáðàçi φ(Γ) ¹ òî÷êè y ç dimφ−1(y) = 0. Òîìó
dimφ(Γ) = dim(Γ) = dimPν , îòæå, φ(Γ) = ν. Ìè âñòàíîâèëè òàêèé
ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 6.5. (1) ßêùî m > 3, òî ïîâåðõíi ñòåïåíÿ m ó P3,
íà ÿêèõ íåìà¹ æîäíî¨ ïðÿìî¨, óòâîðþþòü âiäêðèòó ùiëüíó
ìíîæèíó ñåðåä óñiõ ïîâåðõîíü ñòåïåíÿ m.

(2) Íà êîæíié êóái÷íié ïîâåðõíi â P3 ëåæèòü ïðÿìà. Êóái-
÷íi ïîâåðõíi, íà ÿêèõ ëåæèòü ñêií÷åííà êiëüêiñòü ïðÿìèõ
óòâîðþþòü âiäêðèòó ùiëüíó ïiäìíîæèíó ñåðåä óñiõ ïîâåð-
õîíü ñòåïåíÿ 3.

7. Àëãåáðè÷íi ãðóïè òà ¨õ äi¨

Îçíà÷åííÿ 7.1. (1) Àëãåáðè÷íîþ ãðóïîþ çâåòüñÿ àëãåáðè÷íèé
ìíîãîâèäG, íà ÿêîìó çàäàíî àëãåáðè÷íó îïåðàöiþ (¾ìíîæå-
ííÿ¿), ÿêà ïåðåòðâîðþ¹ G íà ãðóïó, ïðè÷îìó âiäîáðàæåííÿ
G×G→ G, (g, h) 7→ gh òà G→ G, g 7→ g−1 ¹ ðåãóëÿðíèìè.

(2) Äi¹þ àëãåáðè÷íî¨ ãðóïè G íà àëãåáðè÷íîìó ìíîãîâèäi X
çâåòüñÿ ðåãóëÿðíå âiäîáðàæåííÿ G × X → X, (g, x) 7→ gx
òàêå, ùî g(hx) = x äëÿ âñiõ g, h ∈ G, x ∈ X i ex = x äëÿ âñiõ
x ∈ X, äå e � îäèíè÷íèé åëåìåíò ãðóïè G.

(3) Ìíîæèíà Gx = { gx | g ∈ G } çâåòüñÿ îðáiòîþ åëåìåíòà x ∈
X.

(4) Ïiäãðóïà Stx = { g ∈ G | gx = x } çâåòüñÿ ñòàáiëiçàòîðîì
åëåìåíòà x ∈ X.

Òâåðäæåííÿ 7.2. (1) Ñòàáiëiçàòîð åëåìåíòà ¹ çàìêíåíîþ ïiä-
ãðóïîþ â G.

(2) Îðáiòà åëåìåíòà x ∈ X ¹ ëîêàëüíî çàìêíåíèì ïiäìíîãîâè-
äîì â X ðîçìiðíîñòi dimG− dim Stx.

(3) ßêùî G òàX íåçâiäíi, òî iñíó¹ âiäêðèòà ïiäìíîæèíà U ⊆
X òàêà, ùî dimGx ≥ dimGy äëÿ äîâiëüíèõ òî÷îê x ∈
U, y ∈ X.

Äèâèñü [Äð, Òâåðäæåííÿ 3.6.6�3.6.8].

Îçíà÷åííÿ 7.3. Àáåëåâèì ìíîãîâèäîì çâåòüñÿ àëãåáðè÷íà ãðóïà,
ÿêà ¹ íåçâiäíèì ïðîåêòèâíèì ìíîãîâèäîì.

Òåîðåìà 7.4. (1) Àáåëiâ ìíîãîâèä A ¹ êîìóòàòèâíîþ ãðóïîþ.
(2) ßêùî A � àáåëåâ ìíîãîâèä, à G � àëãåáðè÷íà ãðóïà, òî

äîâiëüíå ðåãóëÿðíå âiäîáðàæåííÿ φ : A → G ìà¹ âèãëÿä
φ(a) = φ(e)ψ(a), äå ψ : A→ G � ðåãóëÿðíèé ãîìîìîðôiçì.

(3) ßêùî äâà àáåëåâi ìíîãîâèäè içîìîðôíi ÿê àëãåáðè÷íi ìíî-
ãîâèäè, òî âîíè içîìîðôíi i ÿê àëãåáðè÷íi ãðóïè. Iíøèìè
ñëîâàìè, ÿêùî íà ïðîåêòèâíîìó ìíîãîâèäi iñíó¹ ñòðóêòó-
ðà àëãåáðè÷íî¨ ãðóïè, òî âîíà ¹äèíà.

Äîâåäåíííÿ áàçó¹òüñÿ íà òàêié ëåìi.

Ëåìà 7.5. Íåõàé f : X×Y → Z � ðåãóëÿðíå âiäîáðàæåííÿ, ìíîãî-
âèäè X, Y íåçâiäíi, ïðè÷îìó X ïðîåêòèâíèé, i f(X×y0) äëÿ äåÿêî¨
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òî÷êè y0 ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ òî÷êè z0. Òîäi é äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè
y ∈ Y îáðàç f(X × y) òåæ ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ òî÷êè z.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Γ ãðàôiê âiäîáðàæåííÿ f :

Γ = { (x, y, f(x, y) | x ∈ X, y ∈ Y } ,

à ÷åðåç Γ̃ éîãî ïðîåêöiþ íà Y × Z:
Γ̃ = { (y, z) | iñíó¹ x ∈ X òàêèé, ùî z = f(x, y) } .

ÎñêiëüêèX ïðîåêòèâíèé, Γ̃ � çàìêíåíà íåçâiäíà ïiäìíîæèíà â Y ×
Z. Ðîçãëÿíåìî ïðîåêöiþ π : Γ̃→ Y . Î÷åâèäíî, π(Γ̃) = Y i π−1(y0) =

{(y0, z0)}. Çà òåîðåìîþ ïðî ðîçìiðíiñòü øàðiâ, dim Γ̃ = dimY . Ôi-
êñó¹ìî ÿêóñü òî÷êó x0 ∈ X. Òîäi Γ̃ ⊇ Ỹ { (y, f(x0, y) | y ∈ Y }. Àëå
îñòàííÿ ìíîæèíà � ïiäìíîãîâèä, içîìîðôiíèé Y . Ç ðiâíîñòi ðîçìið-
íîñòåé âèïëèâà¹, ùî Γ̃ = Ỹ , çîêðåìà, f(x, y) = f(x0, y) äëÿ êîæíî¨
òî÷êè y ∈ Y òà êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X. �

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 7.4. (1). Ðîçãëÿíåìî ðåãóëÿðíå âiäîáðàæåííÿ
f : A×A→ A, äå f(a, b) = a−1ba. Òîäi f(a, e) = {e}, îòæå, f(A× b)
ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ òî÷êè äëÿ âñiõ b ∈ A. Öå çíà÷èòü, ùî a−1ba = b
äëÿ âñiõ a, b, òîáòî, ãðóïà A êîìóòàòèâíà.
(2). Ïîçíà÷èìî ψ(a) = φ(e)−1φ(a) i ðîçãëÿíåìî ðåãóëÿðíå âiä-

îáðàæåííÿ f : A × A → G, äå f(a, b) = ψ(a)ψ(b)ψ(ab)−1. Òîäi
ψ(e) = e i f(a, e) = e = f(e, b) äëÿ âñiõ a, b ∈ A. Òîìó f(A×b) = {e},
òîáòî, ψ(a)ψ(b) = ψ(ab), îòæå, ψ � ãîìîìîðôiçì.
(3) ¹ áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì (2). �
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8. Ëîêàëüíå êiëüöå é äîòè÷íèé ïðîñòið

Îçíà÷åííÿ 8.1. Íåõàé X ∈ An � çàìêíåíèé ïiäìíîãîâèä, I =
I(X) � âiäïîâiäíèé iäåàë ó F[x1, x2, . . . , xn], x ∈ X. Äëÿ êîæíîãî
ìíîãî÷ëåíà F (x1, x2, . . . , xn) ïîçíà÷èìî, ÿê çâè÷àéíî,

dxF =
n∑
i=1

∂F

∂xi
(x)dxi;

ìè ðîçãëÿäà¹ìî öåé âèðàç ÿê åëåìåíò âåêòîðíîãî ïðîñòîðó Ωn ç
áàçîþ dx1, dx2, . . . , dxn.

(1) Ïðîñòîðîì äèôåðåíöiàëiâ, àáî êîäîòè÷íèì ïðîñòîðîì ΩxX
äî ìíîãîâèäó X ó òî÷öi x çâåòüñÿ ôàêòîðïðîñòið Ωn/dxI, äå
dI = { dxF | F ∈ I(X) } (öå, î÷åâèäíî, ïiäïðîñòið ó Ωn). Ìè
ïîçíà÷àòèìåìî òèìè ñàìèìè ëiòåðàìè dxi êëàñè ñóìiæíîñòi
dxi ó öüîìó ôàêòîðïðîñòîði i dxf êëàñ ñóìiæíîñòi åëåìåíòà
dxF , äå f ∈ F[X] � ðåãóëÿðíà ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà ìíîãî-
÷ëåíîì F (x1, x2, . . . , xn).
Î÷åâèäíî, ÿêùî çìiíèòè F íà F + G, äå G ∈ I(X), êëàñ

åëåìåíòó dxf ó ôàêòîðïîðñòîði ΩxX íå çìiíèòüñÿ, òîìó dxf
êîðåêòíî âèçíà÷åíèé i dx ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê âiäîáðàæå-
ííÿ F[X]→ ΩxX.

(2) ßêùî φ : X → Y � ðåãóëÿðíå âiäîáðàæåííÿ, äå Y ⊆ Am �
çàìêíåíèé ïiäìíîãîâèä, ïðè÷îìó φ çàäàíèé íàáîðîì ðåãó-
ëÿðíèõ ôóíêöié (f1, f2, . . . , fm), x ∈ X, y = φ(x), ïîçíà÷èìî
dxφ âiäîáðàæåííÿ ΩyY → ΩxX, ÿêå ïåðåâîäèòü dyi ó dxfi.
Ìîæíà ïåðåâiðèòè (çðîáiòü öå), ùî dxφ ïåðåâîäèòü ôóíêöiþ
g ∈ F[Y ], çàäàíó ìíîãî÷ëåíîì G (y1, y2, . . . , ym), ó

dx(φ
∗g) =

m∑
j=1

∂G

∂yj
(y)dxfj.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ÿêùî ψ : Y → Z � iíøå ðåãóëÿðíå âiäîáðà-
æåííÿ, òî dx(ψφ) = (dyψ)(dxφ). Çîêðåìà, ÿêùî φ � içîìîðôiçì, òî
é dxφ ¹ içîìîðôiçìîì äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x. Íàñïðàâäi, ïðîñòið
äèôåðåíöiàëiâ çàëåæèòü ëèøå âiä ëîêàëüíî¨ ïîâåäiíêè ìíîãîâèäó
â îêîëi òî÷êè.

Îçíà÷åííÿ 8.2. Ïîçíà÷èìî Fx ìíîæèíó ïàð (U, f), äå U � îêië
òî÷êè x, à f � ðåãóëÿðíà ôóíêöiÿ íà U . Ââåäåìî íà Fx âiäíîøåííÿ
åêâiâàëåíòíîñòi ∼, ââàæàþ÷è, ùî (U, f) ∼ (V, g) òîäi é ëèøå òîäi,
êîëè f = g íà ÿêîìóñü îêîëi W ⊆ U ∩ V . Ôàêòîðìíîæèíà F/ ∼
çâåòüñÿ ëîêàëüíèì êiëüöåì ìíîãîâèäó X ó òî÷öi x i ïîçíà÷à¹òüñÿ
OX,x, àáî, ÿêùî ìíîãîâèä X ôiêñîâàíèé, Ox.

Î÷åâèäíî, OX,x äiéñíî ñòà¹ êiëüöåì, ÿêùî îçíà÷èòè ñóìó (äîáó-
òîê) êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi (U, f) òà (V, g) ÿê (U ∩ V, f + g) (âiä-
ïîâiäíî, (U ∩ V, fg)). Äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà a ∈ OX,x îäíîçíà÷íî
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âèçíà÷åíå çíà÷åííÿ a(x). Ïîçíà÷èìî mx = { a ∈ OX,x | a(x) = 0 }.
Î÷åâèäíî, öå iäåàë â êiëüöi OX,x.

Òâåðäæåííÿ 8.3. Iäåàë mx ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ íåîáîðîòíèõ åëå-
ìåíiâ êiëüöÿ OX,x, à òîìó ¹ ¹äèíèì ìàêñèìàëüíèì iäåàëîì öüîãî
êiëüöÿ. Îòæå, ëîêàëüíå êiëüöå òî÷êè ¹ ëîêàëüíèì. Êðiì òîãî,
âiäîáðàæåííÿ a 7→ a(x) iíäóêó¹ içîìîðôiçì OX,x/mx

∼→ F.

Äîâåäåííÿ î÷åâèäíå. �

Òâåðäæåííÿ 8.4. ßêùî X � àôiííèé ìíîãîâèä, A = F[X] i I =
I(x) = { f ∈ A | f(x) = 0 }, òî ΩxX ' I/I2 ' mx/m

2
x.

Äîâåäåííÿ. Ìîæíà ââàæàòè, ùî x = (0, 0, . . . , 0). Òîäi I = 〈x1, x2, . . . , xn 〉.
Ïîçíà÷èìî Ω = ΩxX. Îáìåæåííÿ dx íà I ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåí-
íÿì d : I → Ω. Îñêiëüêè äèôåðåíöiàëè êîîðäèíàò dxi ïîðîäæó-
þòü Ω, öå âiäîáðàæåííÿ ñþð'¹êòèâíå. ßêùî f ∈ I çàäàíà ìíîã÷ëå-
íîì F =

∑
i αixi + O(x2), òî df =

∑
i αidxi. Îòæå, ÿêùî df = 0,

òî iñíó¹ ìíîãî÷ëåí G ∈ I(X) òàêèé, ùî dxG =
∑

i αidxi, òîáòî,
G =

∑
i αixi + O(x2). Òîäi F −G ∈ 〈x1, x2, . . . , xn 〉2, à òîìó f ∈ I2.

Îòæå, Ker d = I2 i Ω ' I/I2.
Íåõàé òåïåð a ∈ mx. Iñíó¹ ãîëîâíà âiäêðèòà ìíîæèíà D(g) òàêà,

ùî a çàäà¹òüñÿ ðåãóëÿðíîþ ôóíêöi¹þ íàD(g). Àëå F[D(g)] = A[g−1]
[Äð, Âïðàâà 1.6.6], òîáòî, a = f/gk äëÿ äåÿêîãî k, äå f ∈ A (î÷å-
âèäíî, íàâiòü f ∈ I). Ïîêëàäåìî dxa = dxf/g

k. Ìîæíà ïåðåâiðè-
òè (çðîáiòü öå), ùî öå âèçíà÷åíÿ íå çàëåæèòü âiä âèáîðó îêîëó
D(g) òà ïîäàííÿ a ó âèãëÿäi äðîáó f/gk. Îäåðæó¹ìî âiäîáðàæåííÿ
dx : mx → Ω, ÿêå, î÷åâèäíî, ¹ ñþð'¹êòèâíèì. Êðiì òîãî, dxa = 0
òîäi é ëèøå òîäi, êîëè dxf = 0, à òîäi f ∈ I, à a ∈ m2

x. Îòæå,
òàêîæ Ω ' mx/m

2
x. �

Öåé ðåçóëüòàò äîçâîëÿ¹ âèçíà÷èòè ïðîñòið äèôåðåíöiàëiâ ΩxX
äëÿ äîâiëüíîãî ìíîãîâèäó X ÿê mx/m

2
x. Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ a ∈

OX,x ÷åðåç dxa ïîçíà÷à¹òüñÿ îáðàç ó ΩxX ôóíêöi¨ a− a(x) ∈ mx.

Òåðìií ¾êîäîòè÷íèé ïðîñòið¿, ÿêèì ìè êîðèñòóâàëèñÿ âèùå äëÿ
ïðîñòîðó äèôåðåíöiàëiâ, âèïðàâäîâó¹òüñÿ íàñòóïíèìè ìiðêóâàííÿ-
ìè.

Îçíà÷åííÿ 8.5. ÍåõàéX ⊆ An � çàìêíåíèé ìíîãîâèä, I = I(X) ⊆
F[x1, x2, . . . , xn] � âiäïîâiäíèé iäåàë. Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X i
ïðÿìî¨ L = {x+ λa | a ∈ An \ {x}, λ ∈ F } ðîçãëÿíåìî iäåàë IL =
{F (x+ ta) | F ∈ I } ⊆ F[t] i ïîçíà÷èìî px(t) éîãî òâiðíèé (íàãà-
äàþ, ùî F[t] � êiëüöå ãîëîâíèõ iäåàëiâ). Î÷åâèäíî, px(0) = 0, òîáòî,
t | px(t).

(1) Ïðÿìà L çâåòüñÿ äîòè÷íîþ äî ìíîãîâèäó X ó òî÷öi x, ÿêùî
t2 | px(t).
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(2) Îá'¹äíàííÿ âñiõ ïðÿìèõ, äîòè÷íèõ äî X ó òî÷öi x, çâåòüñÿ
äîòè÷íèì ïðîñòîðîì äî ìíîãîâèäó X ó òî÷öi x i ïîçíà÷à-
¹òüñÿ TxX.

Ïðèêëàä 8.6. Íåõàé H = V (F ) � ãiïåðïîâåðõíÿ â An, äå F �
ìíîãî÷ëåí áåç êðàòíèõ ìíîæíèêiâ (òîáòî, I(H) = 〈F 〉). Òîäi IL =
〈F (x + ta) 〉, îòæå, L ¹ äîòè÷íîþ â òî÷öi x òîäi é ëèøå òîäi, êîëè
F (x+ ta) äiëèòüñÿ íà t2. Àëå, îñêiëüêè F (x) = 0,

F (x+ ta) =
n∑
i=1

∂F

∂xi
(x)ait+O(t2).

Îòæå, ïðÿìà L ¹ äîòè÷íîþ â òî÷öi x òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âèêîíó-
¹òüñÿ ðiâíiñòü

∑n
i=1 ai(∂F/∂xi)(x) = 0. ßêùî õî÷à á îäíå çi çíà÷åíü

(∂F/∂xi)(x) 6= 0, öå ðiâíÿííÿ (âiäíîñíî êîîðäèíàò ai) âèçíà÷à¹ ãi-
ïåðïëîùèíó â An, ÿêà é ¹ äîòè÷íèì ïðîñòîðîì TxX. ßêùî æ âñi öi
çíà÷åííÿ íóëüîâi, TxX çáiãà¹òüñÿ ç óñiì ïðîñòîðîì An.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ñèòóàöiÿ äîñèòü ñõîæà, à äîòè÷íèé ïðîñòið
òiñíî ïîâ'ÿçàíèé iç ïðîñòîðîì äèôåðåíöiàëiâ. Ïîçíà÷èìî Θn = Ω∗n
äóàëüíèé ïðîñòið äî Ωn. Âåêòîð ξ ∈ Θn (òîáòî, ëiíiéíèé ôóíêöiî-
íàë íà Ωn) îòîòîæíèìî ç éîãî êîîðäèíàòíèì âåêòîðîì (ξ1, ξ2, . . . , ξn),
äå ξi = ξ(dxi). Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè a = (a1, a2, . . . , an) ∈ An âèçíà÷åíà
(ïîêîîðäèíàòíà) ñóìà a + ξ. Çîêðåìà, a + Θn = An äëÿ äîâiëüíî¨
òî÷êè a ∈ An

Ó íàñòóïíié òåîðåìi òà ¨¨ äîâåäåííi ìè êîðèñòó¹ìîñÿ ïîçíà÷åí-
íÿìè ç îçíà÷åííÿ 8.5.

Òåîðåìà 8.7. Äîòè÷íèé ïðîñòið TxX çáiãà¹òüñÿ ç àôiííìè ïiä-
ïðîñòîðîì x+ ΘxX, äå

ΘxX = { ξ ∈ Θn | ξ(dxF ) = 0 äëÿ âñiõ F ∈ I(X) } ' (ΩxX)∗.

Ïiäïðîñòið ΘxX òàêîæ çâåòüñÿ äîòè÷íèì ïðîñòîðîì äî X ó òî-
÷öi x. Öÿ äâîçíà÷íiñòü íå ïîðîäæó¹ îñîáëèâèõ íåçðó÷íîñòåé.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, òî÷êà x + ξ, äå ξ 6= 0, íàëåæèòü äî TxX òî-
äi é ëèøå òîäi, êîëè äëÿ êîæíîãî ìíîãî÷ëåíà F ∈ I ìíîãî÷ëåí
F (x+tξ) íå ìiñòèòü ëiíiéíèõ ÷ëåíiâ. ßê i ó ïðèêëàäi 8.6, öå îçíà÷à¹,
ùî

∑n
i=1 ξi(∂F/∂xi)(x) = 0. Àëå öåé âèðàç çáiãà¹òüñÿ çi çíà÷åííÿì

ξ(dxF ), ùî é äîâîäèòü ïåðøó ðiâíiñòü. Îñêiëüêè ΩxX ¹ ôàêòîð-
ïðîñòîðîì Ωn çà ïiäïðîñòîðîì, ïîðîäæåíèì âñiìà dxF , äå F ∈ I,
çâiäñè òàêîæ âèïëèâà¹ é äðóãà ðiâíiñòü: êîæåí âåêòîð ξ ∈ ΘxX
âèçíà÷à¹ ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë íà ΩxX i êîæåí òàêèé ôóíêöiîíàë
ïîõîäèòü ç äåÿêîãî (îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíîãî) âåêòîðà ξ ∈ ΘxX. �

Çíîâ-òàêè, òåïåð ìîæíà âèçíà÷èòè äîòè÷íèé ïðîñòið ΘxX, ÿê
ïðîñòið, äóàëüíèé äî ΩxX = mx/m

2
x : ΘxX = (ΩxX)∗. Öå îçíà÷å-

ííÿ âæå ãîäèòüñÿ äëÿ äîâiëüíèõ ìíîãîâèäiâ. Çíà÷åííÿ ξ(dxf), äå
ξ ∈ ΘxX, f ∈ OX,x çâåòüñÿ ïîõiäíîþ ôóíêöi¨ f çà íàïðÿìêîì ξ
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ó òî÷öi x i ïîçíà÷à¹òüñÿ (∂F/∂ξ)(x). Ðîçìiðíiñòü äîòè÷íîãî ïðî-
ñòîðó ΘxX (àáî, ùî òå ñàìå, ïðîñòîðó äèôåðåíöiàëiâ ΩxX) çâåòüñÿ
çàíóðþâàëüíîþ ðîçìiðíiñòþ ìíîãîâèäó X ó òî÷öi x i ïîçíà÷à¹òüñÿ
edimxX. Î÷åâèäíî, ÿêùî äåÿêèé îêië òî÷êè x ìîæíà ðåàëiçóâàòè,
ÿê ïiäìíîãîâèä ó Pn, îáîâ'ÿçêîâî n ≥ edimxX.

9. Ïðîñòi é îñîáëèâi òî÷êè

Òåîðåìà�Îçíà÷åííÿ 9.1. (1) Äëÿ íåçâiäíîãî ìíîãîâèäó X ïî-
çíà÷èìî m = min { dim ΘxX | x ∈ X }. Òîäi
(a) {x ∈ X | dim ΘxX = m } � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà â X.
(b) m = dimX.

(2) ßêùî ìíîãîâèä X ¹ çâiäíèì, X1, X2, . . . , Xs � éîãî íåçâi-
äíi êîìïîíåíòè, x ∈ X, ïîçíà÷èìî Xx =

⋃
Xi3xXi. Òîäi

dim ΘxX ≥ dimXx.
Ïîçíà÷èìîXreg = {x ∈ X | dim ΘxX = dimXx }. Òî÷êè ïiäìíî-

æèíè Xreg çâóòüñÿ ïðîñòèìè, àáî íåîñîáëèâèìè, à òî÷êè äîïîâíå-
ííÿ Xsing = X \Xreg � îñîáëèâèìè òî÷êàìè ìíîãîâèäó X.
Ìíîãîâèä X çâåòüñÿ íåîñîáëèâèì, àáî ãë�àäêèì, ÿêùî âñi éîãî

òî÷êè íåîñîáëèâi, i îñîáëèâèì, ÿêùî íà íüîìó ¹ ïðèíàéìíi îäíà
îñîáëèâà òî÷êà.

Äàëi ìè äîâåäåìî, ùî ðiâíiñòü dim ΘxX = dimXx ìîæëèâà òiëü-
êè òîäi, êîëè ÷åðåç òî÷êó x ïðîõîäèòü ëèøå îäíà êîìïîíåíòà. Òîìó
íåîñîáëèâi òî÷êè X çáiãàþòüñÿ íåîñîáëèâèìè òî÷êàìè âiäêðèòîãî
ïiäìíîãîâèäó X \X ′, äå X ′ =

⋃
i 6= j(Xi ∩Xj), à òîìó Xreg çàâæäè

¹ âiäêðèòîþ ïiäìíîæèíîþ â X, à Xsing � çàìêíåíîþ. Êðiì òîãî,
ÿêùî ìíîãîâèä íåîñîáëèâèé, òî éîãî íåçâiäíi êîìïîíåíòè çáiãàþ-
òüñÿ ç çâ'ÿçíèìè êîìïîíåíòàìè.

Äîâåäåííÿ. (1a). Íåõàé X ⊆ An � íåçâiäíèé çàìêíåíèé ïiäìíîãî-
âèä. Ðîçãëÿíåìî ó äîáóòêóX×An ìíîæèíó T = { (x, a) | a ∈ TxX }.
Ç ðîçãëÿäiâ ïîïåðåäíüîãî ðîçäiëó âèïëèâà¹, ùî T � çàìêíåíà ïiä-
ìíîæèíà (ïîÿñíiòü öå). Ïðîåêöiÿ π : T → X ñþð'¹êòèâíà, à øàð
π−1(x) � öå äîòè÷íèé ïiäïðîñòið TxX. Çà òåîðåìîþ ïðî ðîçìið-
íiñòü øàðiâ, ìiíiìóì ðîçìiðíîñòåé dimTxX äîñÿãà¹òüñÿ íà âiäêðè-
òié ïiäìíîæèíi U ⊆ X. Îñêiëüêè, ÿê ìè áà÷èëè, öÿ ðîçìiðíiñòü
âèçíà÷à¹òüñÿ ëîêàëüíî, òå æ ñàìå âiðíî äëÿ äîâiëüíîãî íåçâiäíîãî
ìíîãîâèäó X.
(1b). ßêùî X � ãiïåðïîâåðõíÿ â An, òâåðäæåííÿ (1b) âèïëèâà¹

ç ïðèêëàäó 8.6. Îñêiëüêè âîíî òåæ ëîêàëüíå, éîãî äîñòàòíüî ïåðå-
âiðèòè äëÿ äîâiëüíîãî ìíîãîâèäó, ÿêèé ¹ áiðàöiîíàëüíî åêâiâàëåí-
òíèì äî X. Àëå ìà¹ ìiñöå òàêèé ðåçóëüòàò [Äð, Òâåðäæåííÿ 2.5.4],
ç ÿêîãî é âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ (1b) äëÿ âñiõ íåçâiäíèõ ìíîãîâèäiâ:

Òâåðäæåííÿ 9.2. Êîæåí íåçâiäíèé ìíîãîâèä áiðàöiîíàëüíî åêâi-
âàëåíòíèé ãiïåðïîâåðõíi ó àôiííîìó (àáî â ïðîåêòèâíîìó) ïðî-
ñòîði.
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(2). Ìîæíà ââàæàòè, ùî X àôiííèé i âñi êîìïîíåíòè ïðîõî-
äÿòü ÷åðåç òî÷êó x. Ç îçíà÷åííÿ ïðîñòîðó äèôåðåíöiàëiâ îäðàçó
âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî çàìêíåíîãî ïiäìíîãîâèäó Y ⊆ X,
ÿêèé ìiñòèòü x, ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü dim ΩxY ≤ dim ΩxX. Îòæå,
dim ΩxX ≥ dim ΩxXi äëÿ êîæíî¨ êîìïîíåíòè Xi. ßêùî Xi � êîì-
ïîíåíòà íàéáiëüøî¨ ðîçìiðíîñòi (ðiâíî¨ dimxX), ìè é îäåðæó¹ìî
ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ. �

Äëÿ àôiííèõ i ïðîåêòèâíèõ ìíîãîâèäiâ ìîæíà äàòè ÿâíi êðèòåði¨
íåîñîáëèâîñòi òî÷êè.

Òåîðåìà 9.3 (ßêîái¹â êðèòåðié). (1) Íåõàé X ⊆ An � çàìêíå-
íèé ïiäìíîãîâèä, I(X) = 〈F1, F2, . . . , Fm 〉. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç
JX ìàòðèöþ ðîçìiðó m× n ç êîìïîíåíòàìè ∂Fi/∂xj i ÷å-
ðåç JX(x) çíà÷åííÿ öi¹¨ ìàòðèöi â òî÷öi x ∈ X. Òî÷êà x ¹
íåîñîáëèâîþ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè rk JX(x) = n−dimXx.

(2) Íåõàé X ⊆ Pn � çàìêíåíèé ïiäìíîãîâèä, I(X) = 〈F1, F2, . . . , Fm 〉.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç JX ìàòðèöþ ðîçìiðó m × (n + 1) ç êîì-
ïîíåíòàìè ∂Fi/∂xj i ÷åðåç JX(x) çíà÷åííÿ öi¹¨ ìàòðèöi â
òî÷öi x ∈ X. Òî÷êà x ¹ íåîñîáëèâîþ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè
rk JX(x) = n− dimXx.

Äîâåäåííÿ. (1) âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ ΩxX äëÿ àôiííèõ ìíîãîâèäiâ
(îçíà÷åííÿ 8.1).
(2) çàëèøà¹ìî ÷èòà÷åâi, ÿê âïðàâó. Ïðè öüîìó äîöiëüíî ðîçãëÿ-

íóòè àôiííèé îêië U = X ∩ An
i , ÿêèé ìiñòèòü òî÷êó x, ñêîðè-

ñòàòèñÿ ßêîái¹âèì êðèòåði¹ì äëÿ àôiííèõ ìíîãîâèäiâ òà òèì, ùî
mF =

∑n
i=0 xi(∂F/∂xi) äëÿ äîâiëüíîãî îäíîðiäíîãî ìíîãî÷ëåíà ñòå-

ïåíÿ m. �

Íàäàëi ìè ââàæà¹ìî, ùî x � íåîñîáëèâà òî÷êà ìíîãîâèäó X,
n = dimXx = dim ΩxX = dim ΘxX. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi,
ìîæíà ââàæàòè, ùî âñi êîìïîíåíòè ìíîãîâèäó X ìiñòÿòü x. Íàáið
ôóíêöié t1, t2, . . . , tn ∈ mx çâåòüñÿ íàáîðîì ëîêàëüíèõ ïàðàìåòðiâ ó
òî÷öi x, ÿêùî ¨õ äèôåðåíöiàëè dxt1, dxt2, . . . , dxtn ëiíiéíî íåçàëåæíi,
òîáòî, óòâîðþþòü áàçó ΩxX.

Òåîðåìà 9.4. Íåõàé t1, t2, . . . , tn � íàáið ëîêàëüíèõ ïàðàìåòðiâ
ó òî÷öi x, U � àôiííèé îêië òî÷êè X, ó ÿêîìó âñi ôóíêöi¨ tn
âèçíà÷åíi, Vi1i2...ik = V (t1, t2, . . . , tk) ⊂ U i Θi1i2...ik = ΘxVi1i2...ik .
Òîäi:

(1) dimVi1i2...ik = dim Θi1i2...ik = n − k, òîáòî, x � íåîñîáëèâà
òî÷êà ìíîãîâèäó Vi1i2...ik .

(2) Θi1i2...ik =
⋂k
l=1 Θil =

= { ξ ∈ ΘxX | ξ(dxti) = 0 ïðè i ∈ { i1, i2, . . . , ik } }.
(3) { tj | j /∈ { i1, i2, . . . , ik } } � íàáið ëîêàëüíèõ ïàðàìåòðiâ ìíî-

ãîâèäó Vi1i2...ik ó òî÷öi x.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé ñïî÷àòêó k = 1. Òîäi dimVi ≥ n − 1 çà íàñëiä-
êîì 5.8. Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî ξ ∈ Θi, òî ξ(dxti) = 0. Îñêiëüêè
dxti 6= 0, dim Θi ≤ n − 1. Îòæå, dimVi = dim Θi = n − 1, x � íå-
îñîáëèâà òî÷êà ìíîãîâèäó Vi, Θi = { ξ ∈ ΘxX | ξ(dxti) = 0 }. Êðiì
òîãî, îñêiëüêè dim ΩxVi = n− 1, à îáðàç dxti ó ïðîñòîði ΩxVi íóëüî-
âèé, äèôåðåíöiàëè dxtj (j 6= i) óòâîðþþòü áàçó ΩxVi, îòæå åëåìåíòè
tj (j 6= i) ¹ íàáîðîì ëîêàëüíèõ ïàðàìåòðiâ ìíîãîâèäó Vi ó òî÷öi x.
Çàãàëüíèé âèïàäîê òåïåð ëåãêî îäåðæàòè iíäóêöi¹þ çà k. �

Íèæ÷å ìè ïîáà÷èìî, ùî ìà¹ ìiñöå i ðåçóëüòàò, îáåðíåíèé äî öi¹¨
òåîðåìè (çíîâ-òàêè, ¾ëîêàëüíî¿).

10. Ðîçêëàä Òåéëîðà

Íåõàé x ∈ X. Âèáåðåìî áàçó dxt1, dxt2, . . . , dxtm ïðîñòîðó äèôå-
ðåíöiàëiâ ΩxX, äå ti ∈ mx. Òîäi ìîæíà ¾ðîçêëàäàòè ôóíêöi¨ ó ñòå-
ïåíåâi ðÿäè¿ â îêîëi òî÷êè x.

Òåîðåìà 10.1. (1) Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ OX,x i êîæíîãî íà-
òóðàëüíîãî k iñíó¹ òàêèé ìíîãî÷ëåí fk(x1, x2, . . . , xm), ùî
deg fk ≤ k i f ≡ fk (t1, t2, . . . , tn) (mod mk+1

x ).
(2) ßêùî òî÷êà x íåîñîáëèâà, ìíîãî÷ëåí fk âèçíà÷åíèé îäíî-

çíà÷íî.

Äîâåäåííÿ. (1). Ïåðø çà âñå, çàóâàæèìî, ùî åëåìåíòè t1, t2, . . . , tn
ïîðîäæóþòü iäåàë mx. Äiéñíî, çà âèáîðîì ti, mx = 〈 t1, t2, . . . , tn 〉+
m2. Âèáåðåìî òàêi u1, u2, . . . , us, ùîmx = 〈 t1, t2, . . . , tn, u1, u2, . . . , us 〉.
Êîæåí åëåìåíò çm2 ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ t1, t2, . . . , tn, u1, u2, . . . , us
ç êîåôiöiåíòàìè çmx, à òîìó êîæåí åëåìåíò çmx ìà¹ âèãëÿä

∑n
i=1 aiti+∑s

j=1 bjuj, äå bj ∈ mx. Íàïðèêëàä, us =
∑n

i=1 aiti+
∑s

j=1 bjuj, çâiäêè

(1 − bs)us =
∑n

i=1 aiti +
∑s−1

j=1 bjuj. Îñêiëüêè bs ∈ mx, 1 − bs /∈ mx,
à òîìó îáîðîòíèé. Çâiäñè us ∈ 〈 t1, t2, . . . , tn, u1, u2, . . . , us−1 〉, òîá-
òî, us � çàéâèé ó ìíîæèíi òâiðíèõ i éîãî ìîæíà âèêèíóòè. Àëå òå
ñàìå ñòîñó¹òüñÿ é óñiõ iíøèõ åëåìåíòiâ uj : ¨õ òåæ ìîæíà âèëó÷è-
òè iç ìíîæèíè òâiðíèõ, îòæå, mx = 〈 t1, t2, . . . , tn 〉. Òîäi, î÷åâèäíî,
ìîíîìè ti1ti2 . . . tik ïîðîäæóþòü iäåàë mk.
Òåïåð äîâåäåìî òâåðäæåííÿ (1) iíäóêöi¹þ çà k. ßêùî k = 0, âîíî

î÷åâèäíå: f0 = f(x). Ïðèïóñòèìî, ùî k > 0 i äëÿ ñòåïåíÿ k − 1 ìè
âæå ïiäiáðàëè ìíîãî÷ëåí fk−1. Îñêiëüêè f−fk−1 (t1, t2, . . . , tn) ∈ mk

x,
iñíóþòü åëåìåíòè ai1i2...ik ∈ Ox, äëÿ ÿêèõ

f − fk−1 (t1, t2, . . . , tn) =
∑

i1i2...ik

ai1i2...ikti1ti2 . . . tik .

Ïîçíà÷èìî αi1i2...ik = ai1i2...ik(x). Òîäi ai1i2...ik ≡ αi1i2...ik (mod mx),
îòæå, f ≡ fk (t1, t2, . . . , tn) (mod mk+1

x ), äå

fk = fk−1 +
∑

i1i2...ik

αi1i2...ikxi1xi2 . . . xik .
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(2). Î÷åâèäíî, äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî íåìîæëèâî, ùîá äëÿ íåíó-
ëüîâîãî îäíîðiäíîãî ìíîãî÷ëåíà f ñòåïåíÿ k áóëî f (t1, t2, . . . , tn) ∈
mk+1
x . Âèáåðåìî çíà÷åííÿ λ1, λ2, . . . , λn, äëÿ ÿêèõ f (λ1, λ2, . . . , λn) 6=

0. Ïiñëÿ ëiíiéíî¨ çàìiíè çìiííèõ ìîæíà ââàæàòè, ùî (λ1, λ2, . . . , λn) =
(1, 0, . . . , 0). Òîäi f = cxk1 + f1, äå c 6= 0, à â óñi ÷ëåíè f1 âõîäèòü
îäíà iç çìiííèõ x2, . . . , xn. Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî f (t1, t2, . . . , tn) ∈ mk,
iñíóþòü åëåìåíòè ai1i2...ik ∈ Ox, äëÿ ÿêèõ

f (t1, t2, . . . , tn) =
∑

i1i2...ik

ai1i2...ikti1ti2 . . . tik ,

äå ai1i2...ik ∈ mx. Âèäiëèìî ó ïðàâié ÷àñòèíi ÷ëåí tk1: ct
k
1 + f1 =

atk1 + f2, äå â êîæåí ÷ëåí f2 âõîäèòü îäèí ç åëåìåíòiâ t2, . . . , tn, à
a ∈ mx. Òîäi c − a /∈ mx, òîáòî, îáîðîòíèé, îòæå, tk1 ∈ 〈 t2, . . . , tn 〉.
Àëå òîäi ìíîãîâèä V1 ç òåîðåìè 9.4 ìiñòèòü V23...n, îòæå, é Θ1 ⊇
Θ23...n. Òîäi Θ12...n = Θ1 ∩ Θ23...n = Θ23...n, à öå íåìîæëèâî, áî, çà
òi¹þ æ òåîðåìîþ 9.4, dim Θ23...n = 1, à dim Θ12...n = 0. �

Íàñëiäîê 10.2. ßêùî t1, t2, . . . , tn � íàáið ëîêàëüíèõ ïàðàìåòðiâ
ó íåîñîáëèâié òî÷öi x ìíîãîâèäó X, òî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈
OX,x iñíó¹ ¹äèíèé ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä

f̂ =
∞∑
m=0

Fm (x1, x2, . . . , xn) ,

äå Fm � îäíîðiäíèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ m, ùî äëÿ êîæíîãî k

f ≡
n∑

m=0

Fm (t1, t2, . . . , tn) (mod mk+1
x ).

Ïðè öüîìó f̂ g = f̂ ĝ i f̂ + g = f̂ + ĝ.

Ðÿä f̂ çâåòüñÿ ðÿäîì Òåéëîðà ôóíêöi¨ f . Îòæå, âiäîáðàæåííÿ
f 7→ f̂ çàäà¹ çàíóðåííÿ êiëüöÿ OX,x ó êiëüöå ôîðìàëüíèõ ñòåïå-
íåâèõ ðÿäiâ F[[x1, x2, . . . , xn]]. Îñêiëüêè â êiëüöi ôîðìàëüíèõ ñòåïå-
íåâèõ ðÿäiâ, î÷åâèäíî, íåìà¹ äiëüíèêiâ íóëÿ, îäåðæó¹ìî ùå òàêèé
íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 10.3. Ó ëîêàëüíîìó êiëüöi íåîñîáëèâî¨ òî÷êè íåìà¹ äiëü-
íèêiâ íóëÿ. Ðiâíîñèëüíî, íåîñîáëèâà òî÷êà íàäåæèòü ¹äèíié íå-
çâiäíié êîìïîíåíòi ìíîãîâèäó. Çîêðåìà, ÿêùî ìíîãîâèä íåîñîáëè-
âèé, òî éîãî íåçâiäíi êîìïîíåíòè çáiãàþòüñÿ çi çâ'ÿçíèìè êîìïî-
íåíòàìè.

ßêùî òî÷êà x îñîáëèâà, ìíîãî÷ëåí fk ç òåîðåìè 10.1 (1) íàïåâíå
íå ¹ ¹äèíèì (ìè íå áóäåìî öüîãî äîâîäèòè). Âòiì, ìîæíà çðîáèòè
òàêå. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Rx ìíîæèíó òèõ ôîðìàëüíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿ-
äiâ F =

∑∞
m=0 Fm, äëÿ ÿêèõ

∑k
m=0 Fk (t1, t2, . . . , tn) ∈ mk+1

x äëÿ âñiõ
k. Î÷åâèäíî, öå iäåàë ó êiëüöi F[[x1, x2, . . . , xn]]. Ïîçíà÷èìî ÔX,x
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(àáî Ôx, ÿêùî X ôiêñîâàíèé) ôàêòîðêiëüöå F[[x1, x2, . . . , xn]]/Rx.
Öå êiëüöå çâåòüñÿ ïîïîâíåíèì ëîêàëüíèì êiëüöåì òî÷êè x ìíîãîâè-
äóX. Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî âîíî íå çàëåæèòü âiä âèáîðó åëåìåíòiâ
t1, t2, . . . , tn, äèôåðåíöiàëè ÿêèõ óòâîðþþòü áàçó ΩxX. Êiëüöå OX,x
çàíóðþ¹òüñÿ â ÔX,x : ôóíêöi¨ f òðåáà ñïiâñòàâèòè êëàñ ñóìiæíîñòi
f̂ òàêîãî ðÿäó F =

∑∞
m=0 Fm, ùî

f ≡
n∑

m=0

Fm (t1, t2, . . . , tn) (mod mk+1
x )

äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ k. ßêùî X ⊆ An � çàìêíåíèé ïiäìíîãîâèä
i I(X) = 〈P1, P2, . . . , Pr 〉, òî íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ÔX,x '
F[[x1, x2, . . . , xn]]/〈P1, P2, . . . , Pr 〉.

Ïðèêëàä 10.4. Íåõàé X = V (y2 − x2 − x3) ⊆ A2, x = (0, 0) i
charF 6= 2. Òîäi Rx = 〈 y2 − x2 − x3 〉. Àëå ó êiëüöi ôîðìàëüíèõ
ðÿäiâ ìà¹ ìiñöå ôîðìóëà Í'þòîíà: 1 + x = Q2, äå

Q = 1 +
x

2
− x2

8
+ · · ·+ (−1)m−1

(2m− 3)!!

m!
xm + . . .

Îòæå, ÿêùî ïîçíà÷èòè z = xQ, òî

y2 − x2 − x3 = y2 − (xQ)2 = (y − xQ)(y + xQ) = (y − z)(y + z).

Ëåãêî áà÷èòè, ùî âiäîáðàæåííÿ x 7→ z, y 7→ y iíäóêó¹ àâòîìîð-
ôiçì êiëüöÿ F[[x, y]]. Òîìó ÔX,x ' F[[y, z]]/〈 yz 〉. Öå êiëüöå ìîæíà
òàêîæ îòîòîæíèòè ç ïiäêiëüöåì ó F[[y]] × F[[z]], ÿêå ñêëàäà¹òüñÿ
ç òèõ ïàð (f, g), äëÿ ÿêèõ f(0) = g(0) (ïîÿñíiòü, ÷îìó). Çàóâàæè-
ìî, ùî òàêå ñàìå ïîïîâíåíå ëîêàëüíå êiëüöå ìè îäåðæèìî, ÿêùî
ïîêëàñòè X = V (xy), x = (0, 0) (ïîðiâíÿéòå iç çîáðàæåííÿìè âiä-
ïîâiäíèõ êðèâèõ). Ó òàêîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî öi äâà ìíîãîâèäè
ôîðìàëüíî åêâiâàëåíòíi â îêîëi âiäïîâiäíèõ òî÷îê. Íàïðêëàä, â
îêîëi íåîñîáëèâèõ òî÷êè âñi ìíîãîâèäè äàíî¨ ðîçìiðíîñòi ôîðìàëü-
íî åêâiâàëåíòíi.

Ùå îäèí âàæëèâèé iíâàðiàíò îñîáëèâî¨ òî÷êè � ¨¨ äîòè÷íèé êî-
íóñ. Îñêiëüêè öåé iíâàðiàíò òåæ ëîêàëüíèé, âèçíà÷èìî éîãî äëÿ
òî÷êè x àôiííîãî ìíîãîâèäó X ⊂ An. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi,
áóäåìî ââàæàòè, ùî x = (0, 0, . . . , 0). Íåõàé I = I(X). Äëÿ êîæíî-
ãî ìíîãî÷ëåíà F ∈ I ïîçíà÷èìî ÷åðåç F̃ ñóìó âñiõ éîãî íåíóëüîâèõ
÷ëåíiâ íàéìåíøîãî ñòåïåíÿ. Äîòè÷íèé êîíóñ CxX � öå ïiäìíîãîâèä
ó ΘxX, çàäàíèé ðiâíÿííÿìè F̃ = 0, äå F ïðîáiãà¹ I. Î÷åâèäíî, ÿêùî
I = 〈F1, F2, . . . , Fm 〉, òî CxX çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿìè F̃1, F̃2, . . . , F̃m.
Íàïðèêëàä, äîòè÷íèé êîíóñ äî êðèâî¨ y2 = x2 + x3 â òî÷öi (0, 0)
çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì y2 = x2, òîáòî, ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ïðÿìèõ
y = ±x. Äëÿ êðèâî¨ y2 = x3 äîòè÷íèé êîíóñ � ïðÿìà y = 0. Ìîæíà
äîâåñòè, ùî äîòè÷íèé êîíóñ íå çàëåæèòü âiä çàíóðåííÿ X ↪→ An i
¹ ëîêàëüíèì iíâàðiàíòîì îñîáëèâî¨ òî÷êè.
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11. Ãiïåðïîâåðõíi â îêîëi íåîñîáëèâî¨ òî÷êè

Âàæëèâîþ âëàñòèâiñòþ ëîêàëüíèõ êiëóöü íåîñîáëèâèõ òî÷îê ¹
¨õíÿ ôàêòîðiàëüíiñòü. Íàñòóïíà òåîðåìà äîâåäåíà â [Ø, Ãëàâà II,
� 2, Òåîðåìà 2].

Òåîðåìà 11.1. Ëîêàëüíå êiëüöå Ox íåîñîáëèâî¨ òî÷êè ¹ ôàêòî-
ðiàëüíèì, òîáòî êîæåí åëåìåíò öüîãî êiëüöÿ ðîçêëàäà¹òüñÿ â
äîáóòîê íåçâiäíèõ åëåìåíòiâ, ïðè÷îìó öi íåçâiäíi ìíîæíèêè âiè-
çíà÷åíi îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî ïîðÿäêó é àñîöiéîâàíîñòi.1

Îñêiëüêè äëÿ êðèâèõ íàì áóäå ïîòðiáíà áiëüø òî÷íà iíôîðìàöiÿ,
ìè äîâåäåìî òàêèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 11.2. ßêùî x � íåîñîáëèâà òî÷êà êðèâî¨ X, t � ëî-
êàëüíèé ïàðàìåòð ó öié òî÷öi, òî êîæåí íåíóëüîâèé åëåìåíò
f ∈ OX,x îäíîçíà÷íî çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi f = utm, äå u(x) 6= 0
(òîáòî, u � îáîðîòíèé åëåìåíò ëîêàëüíîãî êiëüöÿ).
Ìè ïîçíà÷èìî m = vx(f) i çâàòèìåìî vx(f) ïîðÿäêîì ôóíêöi¨ f

ó òî÷öi x.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî iäåàë mx ãîëîâíèé: mx = tOx, îòæå,
mm = tmOx. Ðîçêëàäåìî f ó ðÿä Òåéëîðà: f =

∑∞
i=1 λit

i i ïîçíà-
÷èìî m = min iλi 6= 0. Òîäi f ≡ λmt

m (mod mm+1), çâiäêè f =
λmt

m + atm+1 äëÿ äåÿêîãî a ∈ Ox i ìîæíà ïîêëàñòè u = λm + ta
(öåé åëåìåíò íå ìiñòèòüñÿ â mx, òîìó îáîðîòíèé). Îäíîçíà÷íiñòü
î÷åâèäíà (ïîÿñíiòü). �

ßêùî êðèâà X íåçâiäíà, òî é êîæíó ðàöiîíàëüíó ôóíêöiþ f ìî-
æíà ïîäàòè ó âèãëÿäi utm, äå m ∈ Z, à u � îáîðîòíèé åëåìåíò
êiëüöÿ Ox (äîñòàòíüî çàïèñàòè f = a/b, äå a i b ðåãóëÿðíi â îêîëi x,
i ïîäàòè â òàêîìó âèãëÿäi a òà b). Ìè òàêîæ ïèñàòèìåìî m = vx(f)
i çâàòèìåìî öå ÷èñëî ïîðÿäêîì ôóíêöi¨ f ó òî÷öi x. ßêùî m > 0,
êàæóòü, ùî ôóíêöiÿ f ìà¹ íóëü ïîðÿäêó m, à ÿêùî m < 0 � ùî
âîíà ìà¹ ïîëþñ ïîðÿäêó −m ó òî÷öi x.
Çàíóðåííÿ OX,x ↪→ F[[t]] äëÿ íåîñîáëèâî¨ òî÷êè x íåçâiäíî¨ êðè-

âî¨ X ìîæíà ïðîäîâæèòè äî çàíóðåííÿ F(X) ↪→ F((t)), äå F((t)) �
ïîëå ðÿäiâ Ëîðàíà, òîáòî, ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ âèãëÿäó

∑∞
i>>−∞ λit

i,
äå çàïèñ i >> −∞ îçíà÷à¹, ùî öåé ðÿä ìîæå ìiñòèòè ÷ëåíè ç âiä'-
¹ìíèìè ïîêàçíèêàìè, àëå ëèøå ó ñêií÷åííié êiëüêîñòi. Ïðè öüîìó,
ÿêùî f = utm, ÿê âèùå, òî îáðàçîì τ(f) ôóíêöi¨ ó ïîëi F((t)) ¹ ðÿä
tmτ(u), äå τ(u) � îáðàç u â êiëüöi F[[t]].

Ç òåîðåìè 11.1 îäåðæèìî òàêi âàæëèâi ðåçóëüòàòè.

Òåîðåìà 11.3. Íåõàé X � íåçâiäíèé ìíîãîâèä ðîçìiðíîñòi n,
x ∈ X � íåîñîáëèâà òî÷êà, à Y ⊂ X � íåçâiäíèé ïiäìíîãîâèä

1Íàãàäà¹ìî, ùî äâà åëåìåíòè a, b êiëüöÿ A çâóòüñÿ àñîöiéîâàíèìè, ÿêùî
b = ua, äå u � îáîðîòíèé åëåìåíò öüîãî êiëüöÿ.
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ðîçìiðíîñòi n − 1, ÿêèé ìiñòèòü òî÷êó x. Òîäi iñíó¹ àôiííèé
îêië U òî÷êè x i ðåãóëÿðíà ôóíêöiÿ f íà öüîìó îêîëi òàêi, ùî
I(Y ∩ U) = 〈 f 〉.
Ôóíêöiÿ f çâåòüñÿ ëîêàëüíèì ðiâíÿííÿì ïiäìíîãîâèäó Y â îêîëi

òî÷êè x.

Äîâåäåííÿ. Ìîæíà ââàæàòè, ùî ìíîãîâèä X àôiííèé. Íåõàé I =

I(Y ) ⊂ F[X], I = 〈 f1, f2, . . . , fm 〉. Ðîçãëÿíåìî iäåàë Ĩ = IOX,x êiëü-
öÿ OX,x. Öåé iäåàë, î÷åâèäíî, ïåðâèííèé, áî òàêèì ¹ I. Âèáåðåìî
íåçâiäíèé åëåìåíò f ∈ Ĩ , f =

∑m
i=1 gmfm i ðîçãëÿíåìî àôiííèé

îêië U òî÷êè x, â ÿêîìó âñi ôóíêöi¨ gi, à òîìó é ôóíêöiÿ f , ðå-
ãóëÿðíi. Íåõàé Z = V (f) ⊂ U , Y = Y ∩ U . Òîäi dimZ = n − 1,
Y ′ ⊆, îòæå, Y ′ � êîìïîíåíòà Z i Z = Y ′ ∪ Y ′′, äå Y ′′ � âëàñíèé
çàìêíåíèé ïiäìíîãîâèä Z. Ïðèïóñòèìî, ùî Y ′ 6= Z, òîáòî, Y ′′ 6= ∅.
Òîäi iñíóþòü ôóíêöi¨ g, h ∈ F[U ] òàêi, ùî g|Y ′ = 0, h|Y ′′ = 0, àëå
g|Y ′′ 6= 0, h|Y ′ 6= 0. Îñêiëüêè gh|Z = 0, iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî r, äëÿ
ÿêîãî f | (gh)r ó êiëüöi F[U ], à òîìó é ó êiëüöi Ox. Îñêiëüêè îñòàíí¹
êiëüöå ôàêòîðiàëüíå, à åëåìåíò f ó íüîìó íåçâiäíèé, çâiäñè f | g
àáî f | h. Çìåíøèâøè îêië U , ìîæíà ââàæàòè, ùî f | g àáî f | h
â êiëüöi F[U ]. Àëå òîäi g|Z = 0 àáî h|Z = 0, ùî íåìîæëèâî. Îòæå,
Z = Y ′. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ fi iñíó¹ òàêå r,
ùî f | f ri ó êiëüöi F[U ]. Çíîâ-òàêè. çâiäñè f | fi ó êiëüöi Ox, à òîäi,
çìåíøèâøè U , ìîæíà ââàæàòè, ùî f | fi â U . Òîäi I(Y ′) = 〈 f 〉 ó
êiëüöi F[U ], ùî é çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ. �

Íàñëiäîê 11.4. Íåõàé X íåçâiäíèé íåîñîáëèâèé ìíîãîâèä ðîç-
ìiðíîñòi n, φ : X → PN � ðàöiîíàëüíå âiäîáðàæåííÿ, Indφ =
X \Domφ (öå çàìêíåíèé ïiäìíîãîâèä ó X). Òîäi dim Indφ ≤ n− 2.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Y ⊂ X � íåçâiäíèé ïiäìíîãîâèä ðîçìiðíîñòi
n−1. Òðåáà äîâåñòè, ùî Y 6⊆ Indφ. Ìîæíà ââàæàòè, ùîX àôiííèé,
à φ çàäàíèé íàáîðîì ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié (f0, f1, . . . , fN) ç F(X).
Äîìíîæèâøè íà ñïiëüíèé çíàìåííèê, ìîæíà ââàæàòè, ùî âñi öi
ôóíêöi¨ íàëåæàòü F[X]. Ç òåîðåìè 11.3 âèïëèâà¹, ùî áåç îáìåæåí-
íÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî I(Y ) = 〈 g 〉 äëÿ äåÿêî¨ g ∈ F[X].
ßêùî Indφ ⊇ Y , òî fi|Y = 0, à òîäi g | fi. Âèáåðåìî íàéáiëüøèé ïî-
êàçíèêmi òàêèé, ùî gmi | fi i ïîçíà÷èìîm = min {mi | 0 ≤ i ≤ N },
f ′i = fi/g

m. Òîäi φ ìîæíà çàäàòè é íàáîðîì f ′0, f
′
1, . . . , f

′
N . Àëå ïðè-

íàéìíi îäíà ç öèõ ôóíêöié íå äiëèòüñÿ íà g, à òîìó íå ¹ òîòîæíèì
íóëåì íà Y , òîáòî, φ âèçíà÷åíà â äåÿêèõ òî÷êàõ öüîãî ïiäìíîãîâèäó
é Y 6⊆ Indφ. �

Íàñëiäîê 11.5. ßêùî φ � ðàöiîíàëüíå âiäîáðàæåííÿ íåîñîáëèâî¨
êðèâî¨ ó ïðîåêòèâíèé ïðîñòið, òî âîíî ðåãóëÿðíå.

Íàñëiäîê 11.6. ßêùî äâi ïðîåêòèâíi íåîñîáëèâi êðèâi ðàöiîíàëü-
íî åêâiâàëåíòíi, âîíè içîìîðôíi. Îòæå, äëÿ êîæíîãî ñêií÷åííî-
ãî ðîçøèðåííÿ K ïîëÿ F(x) ðàöiîíàëüíèõ äðîáiâ âiä îäíi¹¨ çìiííî¨
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iñíó¹ ¹äèíà (ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó) íåîñîáëèâà ïðîåêòèâíà
êðèâà X, äëÿ ÿêî¨ F(X) ' K.

Êðiì òîãî, ìè ìîæåìî òåïåð äîâåñòè i ðåçóëüòàò, îáåðíåíèé äî
òåîðåìè 9.4.

Òåîðåìà 11.7. Íåõàé x ∈ X � íåîñîáëèâà òî÷êà íåçâiäíîãî ìíî-
ãîâèäó X ðîçìiðíîñòi n, Y ⊂ X � íåçâiäíèé ïiäìíîãîâèä êî-
ðîçìiðíîñòi k, ïðè÷îìó òî÷êà x íàëåæèòü Y i ¹ íåîñîáëèâîþ
íà Y . Òîäi iñíó¹ îêië U òî÷êè x òà íàáið ëîêàëüíèõ ïàðàìåòðiâ
t1, t2, . . . , tn ó öié òî÷öi x òàêi, ùî öi ëîêàëüíi ïàðàìåòðè ðåãóëÿð-
íi íà U i I(Y ∩ U) = 〈 t1, t2, . . . , tk 〉 (ÿê iäåàë ó F[U ]).2 Áiëüø òîãî,
çà t1, t2, . . . , tk ìîæíà ïðèéíÿòè äîâiëüíi ôóíêöi¨, ÿêi âèçíà÷åíi â
äåÿêîìó àôiííîìó îêîëi X ′ òî÷êè x, ëåæàòü â iäåàëi I(Y ∩X ′), à
¨õ äèôåðåíöiàëè dxt1, dxt2, . . . , dxtk ëiíiéíî íåçàëåæíi â ΩxX.

Äîâåäåííÿ. Ìîæíà ââàæàòè, ùî X = X ′ � íåçâiäíèé àôiííèé ìíî-
ãîâèä, à Y � éîãî íåçâiäíèé ïiäìíîãîâèä, ïðè÷îìó âñi ôóíêöi¨
t1, t2, . . . , tk ðåãóëÿðíi íà X. Òîäi ΩxY = ΩxX/〈 dxf | f ∈ I(Y ) 〉.
Ñêîðèñòà¹ìîñÿ iíäóêöi¹þ çà k. Íåõàé k = 1. Çà òåîðåìîþ 11.3,
Çíàéäåòüñÿ àôiííèé îêië U òî÷êè x, â ÿêîìó I(Y ∩ U) = 〈 f 〉
äëÿ äåÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ F[U ], òîáòî, ΩxY = ΩxX/〈 dx 〉. Îñêiëüêè
dim ΩxY = n − 1, dxf 6= 0. ßêùî t ∈ F[U ] � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç
I(U ∩Y ), äëÿ ÿêî¨ dxt 6= 0, òî t = uf äëÿ äåÿêî¨ ôóíêöi¨ g, ïðè÷îìó
dxt = g(x)dxf (îñêiëüêè f(x) = 0). Çâiäñè g(x) 6= 0, îòæå, çìåíøèâ-
øè U , ìîæíà ââàæàòè, ùî g � îáîðîòíèé åëåìåíò â F[U ], à òîìó
I(U ∩ Y ) = 〈 t 〉.
Íåõàé k > 1 i òåîðåìà âiðíà äëÿ êîðîçìiðíîñòi k − 1. Ïîçíà÷è-

ìî X1 = V (t1). Çà òåîðåìîþ 9.4, òî÷êà x íåîñîáëèâà íà X1. Òîìó
iñíó¹ àôiííèé îêië U1 òî÷êè x òàêèé, ùî X1 ∩ U1 íåçâiäíèé, ïðè-
÷îìó I(X1 ∩ U1) = 〈 t1 〉. Ìîæíà ââàæàòè, ùî U1 = X, òîáòî, âæå
I(X1) = 〈 t1 〉. Òîäi Y � ïiäìíîãîâèä êîðîçìiðíîñòi k−1 ó ìíîãîâèäi
X1, ïðè÷îìó ΩxX1 = ΩxX/〈 dxt1 〉, îòæå, äèôåðåíöiàëè dxt2, . . . , dxtk
ëiíiéíî íåçàëåæíi â ΩxX1. Çàñòîñóâàâøè äî X1 i Y ïðèïóùåííÿ ií-
äóêöi¨, ìè çàâåðøèìî äîâåäåííÿ òåîðåìè. �

12. Çàíóðåííÿ íåîñîáëèâèõ ìíîãîâèäiâ

Ìåòà öüîãî ðîçäiëó � äîâåäåííÿ òàêî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 12.1. ßêùî X � íåîñîáëèâèé ïðîåêòèâíèé ìíîãîâèä
ðîçìiðíîñòi d, òî âií içîìîðôíèé ïiäìíîãîâèäó â P2d+1.

Çîêðåìà, êîæíà ïðîåêòèâíà íåîñîáëèâà êðèâà içîìîðôíà êðèâié
ó P3. Äàëi ìè ïîáà÷èìî, ùî iñíóþòü íåîñîáëèâi ïðîåêòèâíi êðèâi,
ÿêi íå içîìîðôíi æîäíié ïëîñêié êðèâié.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè  ðóíòó¹òüñÿ íà íàñòóïíîìó êðèòåði¨.

2Ó òàêîìó ðàçi êàæóòü, ùî Y ¹ ïîâíèì ïåðåòèíîì ó X â îêîëi òî÷êè x.
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Ëåìà 12.2. Ñêií÷åííå ðåãóëÿðíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ¹ içî-
ìîðôiçìîì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âîíî ái¹êòèâíå i äÿë êîæíî¨
òî÷êè x ∈ X âîíî iíäóêó¹ içîìîðôiçì äîòè÷íèõ ïðîñòîðiâ ΘxX

∼→
Θf(x)Y (àáî, ùî ðiâíîñèëüíî, içîìîðôiçì ïðîñòîðiâ äèôåðåíöiàëiâ
Ωf(x)Y

∼→ ΩxX).

Çàóâàæèìî, ùî êîëè X íåîñîáëèâèé, äîñòàòíüî, ùîá f iíäóêó-
âàëî ñþð'¹êöiþ äîòè÷íèõ ïðîñòîðiâ: àäæå dimY = dimX, îòæå,
dim Θf(x)Y ≥ dim ΘxX. Ðiâíîñèëüíî, äîñòàòíüî, ùîá f iíäóêóâàâ
çàíóðåííÿ ïðîñòîðiâ äèôåðåíöiàëiâ.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü öèõ óìîâ òðèâiàëüíà. Ïîêàæåìî ¨õ äîñòà-
òíiñòü. Çàóâàæèìî, ùî òâåðäæåííÿ ¹ ëîêàëüíèì, îòæå, ìîæíà ââà-
æàòè X òà Y àôiííèìè. Ïîçíà÷èìî A = F[X], B = F[Y ] i îòî-
òîæíèìî B ç éîãî îáðàçîì ïðè âiäîáðàæåííi f ∗. Òîäi A ¹ ñêií-
÷åííèì ðîçøèðåííÿì B. Íåõàé y = f(x). Òîäi my = mx ∩ B i
mx � ¹äèíèé ìàêñèìàëüíèé iäåàë êiëüöÿ A ç öi¹þ âëàñòèâiñòþ
(áî f(x′) 6= y ïðè x′ 6= x). Çà óìîâîþ, iíäóêîâàíå âiäîáðàæåí-
íÿ OmyY = my/m

2
y → ΩxX = mx/m

2
x ¹ içîìîðôiçìîì. Âèáåðåìî

t1, t2, . . . , tn ∈ my òàê, ùîá dyt1, dyt2, . . . , dytn áóëî áàçîþ ΩyY . Òî-
äi, ÿê ìè äîâîäèëè ðàíiøå, åëåìåíòè t1, t2, . . . , tn ïîðîäæóþòü iäåàë
my ëîêàëüíîãî êiëüöÿ OY,y. Àëå îáðàçè öèõ äèôåðåíöiàëiâ ¹ òàêîæ
áàçîþ ΩxX, òîìó òi æ ñàìi ôóíêöi¨ t1, t2, . . . , tn ïîðîäæóþòü i ìà-
êñèìàëüíèé iäåàë mx êiëüöÿ Ox. Çâiäñè mx = myOX,x. Ç òîãî, ùî A ¹
ñêií÷åííîïîðîäæåíèì B-ìîäóëåì, ëåãêî âèïëèâà¹, ùî OX,x ¹ ñêií-
÷åííîïîðîäæåíèì OY,y-ìîäóëåì. Àëå Ox = F + mx = F + myOX,x.
Çâiäñè âèâîäèòüñÿ, ùî Ox = FOY,y = OY,y. Âèáåðåìî òåïåð ìíîæè-
íó òâiðíèõ a1, a2, . . . , am A ÿê B-ìîäóëÿ. �õ ìîæíà ðîçãëÿäàòè, ÿê
åëåìåíòè ëîêàëüíîãî êiëüöÿ OX,x i òàì âîíè ¹ îáðàçàìè åëåìåíòiâ
b1, b2, . . . , bm ç OY,y. Âèáåðåìî àôiííèé îêië Y ′ = D(g) òî÷êè Y , â
ÿêîìó âñi ôóíêöi¨ b1, b2, . . . , bm ðåãóëÿðíi, i ïîçíà÷èìî X ′ = f−1(Y ′);
öå àôiííèé îêië òî÷êè x. Ïîçíà÷èìî òàêîæ A′ = F[X ′] = A[g−1] i
B′ = F[B] = B[g−1]. Òîäi åëåìåíòè a1, a2, . . . , am òàêîæ ïîðîäæóþòü
A′ ÿê B′-ìîäóëü. Àëå âñi âîíè ¹ îáðàçàìè åëåìåíòiâ b1, b2, . . . , bm ç
B′. Îòæå f ∗(B′) = A′ i îáìåæåííÿ f íà X ′ ¹ içîìîðôiçìîì X ′

∼→ Y ′,
òîáòî, îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ f−1 : Y ′ → X ′ ¹ ðåãóëÿðíèì. Îñêiëü-
êè öå âiðíî â îêîëi êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X, âiäîáðàæåííÿ f−1 ¹ ðåãó-
ëÿðíè âñþäè, òîáòî, f ¹ içîìîðôiçìîì. �

Ìè áóäåìî òàêîæ êîðèñòàòèñÿ äåÿêîþ ìîäèôiêàöiþ ïîíÿòòÿ äî-
òè÷íîãî ïðîñòîðó äëÿ ïðîåêòèâíèõ ìíîãîâèäiâ. ßêùî X ⊂ Pn �
ïðîåêòèâíèé ìíîãîâèä x ∈ X, ðîçãëÿíåìî àôiííó ÷àñòèíó Xi =
X∩An

i , ÿêà ìiñòèòü x. Òîäi âèçíà÷åíèé äîòè÷íèé ïðîñòið TxXi ⊆ An
i .

Ïîçíà÷èìî T xX çàìèêàííÿ TxXi ó = Pn. Öå � ïðîåêòèâíèé ïiäïðî-
ñòið i ëåãêî áà÷èòè, ùî âií íå çàëåæèòü âiä âèáîðó àôiííî¨ ÷àñòèíè,
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ÿêà ìiñòèòü òî÷êó x. Äîïóñêàþ÷è äâîçíà÷íiñòü, çâàòèìåìî T xX òà-
êîæ äîòè÷íèì ïðîñòîðîì äî X ó òî÷öi X.

Ëåìà 12.3. Ïðèïóñòèìî, ùî òî÷êà p íå íàëåæèòü T xX i ïðÿìà,
ùî ñïîëó÷àþ p é x, ìà¹ ç X ¹äèíó ñïiëüíó òî÷êó x. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç Y îáðàç X ïðè ïðîåêòóâàííi ç òî÷êè p íà Pn−1, à ÷åðåç π :
X → Y � iíäóêîâàíå öèì ïðîåêòóâàííÿì âiäîáðàæåííÿ. Òîäi π
iíäóêó¹ içîìîðôiçì ΘxX

∼→ ΘyY , äå y = π(x).

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî iíäóêîâàíå âiäîáðàæåííÿ π∗ :
ΩyY → ΩxX ¹ içîìîðôiçìîì. Çàñòîñóâàâøè âiäïîâiäíó ëiíiéíó çà-
ìiíó êîîðäèíàò ó Pn, ìîæíà ââàæàòè, ùî x = (1 : 0 : · · · : 0), à
p = (0 : · · · : 0 : 1). Òîäi íà àôiííié ÷àñòèíi X ∩ An

0 âiäîáðàæåííÿ π
ïåðåâîäèòü òî÷êó ç êîîðäèíàòàìè (x1, x2, . . . , xn) ó (x1, x2, . . . , xn−1),
à ïðÿìà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç p òà x ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà ¾âåðòèêàëü-
íó ïðÿìó¿ L : x2 = · · · = xn = 0. ßêùî L ∩ X = {x} i L íå ¹
äîòè÷íîþ äî X ó òî÷öi x, òî ñåðåä ðiâíÿíü ç I(X) ¹ òàêå F , ùî
F = xn + F ′, äå F ′ ∈ 〈x1, x2, . . . , xn−1 〉. Âiäîáðàæåííÿ π∗ ïåðåâî-
äèòü dyi ó dxi (1 ≤ i ≤ n−1). Îñêiëüêè dxF = dxn+

∑n−1
i=1 αidxi äëÿ

äåÿêèõ αi, äèôåðåíöiàëè dx1, dx2, . . . , dxn−1 ïîðîäæóþòü ΩxX, òîìó
π∗ ñþð'¹êòèâíå. Ìàêñèìàëüíèé iäåàë m, ÿêèé âiäïîâiäà¹ òî÷öi x ó
êiëüöi F[X] � öå 〈x1, x2, . . . , xn 〉/I, äå I = I(X) ⊂ F[x1, x2, . . . , xn].
Òîìó

ΩxX ' m/m2 ' 〈x1, x2, . . . , xn 〉/〈x1, x2, . . . , xn 〉2 + I =

= 〈x1, x2, . . . , xn−1 〉+ I/〈x1, x2, . . . , xn−1 〉2 + I '
' 〈x1, x2, . . . , xn−1 〉/〈x1, x2, . . . , xn−1 〉2 + 〈x1, x2, . . . , xn−1 〉 ∩ I,

îñêiëüêè xn = F − F ′, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

〈x1, x2, . . . , xn 〉 = 〈x1, x2, . . . , xn−1 〉+ I.

Àëå ÿêùî G =
∑n−1

i=1 xigi íàëåæèòü I, òî, çàìiíþþ÷è â êîæíîìó gi
çìiííó xn íà F − F ′, îäåðæèìî, ùî G ∈ 〈x1, x2, . . . , xn−1 〉 ∩ 〈F 〉 +
〈x1, x2, . . . , xn−1 〉2, îòæå,

ΩxX ' 〈x1, x2, . . . , xn−1 〉/〈x1, x2, . . . , xn−1 〉2 + 〈x1, x2, . . . , xn−1 〉 ∩ 〈F 〉
' 〈x1, x2, . . . , xn−1 〉/〈x1, x2, . . . , xn−1 〉2 + 〈x1, x2, . . . , xn−1 〉 ∩ 〈 xn 〉
= 〈x1, x2, . . . , xn−1 〉/〈x1, x2, . . . , xn−1 〉2 + 〈xnx1, xnx2, . . . , xnxn−1 〉

Íåõàé òåïåð g ∈ F[Y ] �ôóíêöiÿ, çàäàíà ìíîãî÷ëåíîìG (x1, x2, . . . , xn−1),
ïðè÷îìó φ∗(dyg) = 0, òîáòî,

G ∈ 〈x1, x2, . . . , xn−1 〉2 + 〈xnx1, xnx2, . . . , xnxn−1 〉.

Òîäi G ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi G =
∑n−1

i,j=1 hij (x1, x2, . . . , xn−1)xixj +

xnq (x1, x2, . . . , xn), äå hij ∈ F[x1, x2, . . . , xn−1]. Çâiäñè, î÷åâèäíî, q =
0, à òîäi dyg = 0. Îòæå, Ker π∗ = 0 i π∗ ¹ içîìîðôiçìîì. �
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè 12.1. Íåõàé X ⊆ Pn, äå n > 2d + 1. Ïðè äî-
âåäåííi íàñëiäêó 6.3 ìè áà÷èëè, ùî ïiäìíîæèíà M1 òî÷îê p ∈ Pn
òàêèõ, ùî iñíó¹ ïðÿìà, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó p i ïåðåòèíà¹ X
ïðèíàéìíi ó äâîõ òî÷êàõ, ¹ ïiäìíîãîâèäîì ðîçìiðíîñòi ùîíàéáiëü-
øå 2d+1. Ðîçãëÿíåìî ó X×Pn ïiäìíîæèíó V = { (x, p) | p ∈ TxX }.
Çíîâ-òàêè, íåâàæêî ïåðåâiðèòè (çðîáiòü öå), ùî öÿ ïiäìíîæèíà çà-
ìêíåíà. Ïðîåêöiÿ π : V → X ñþð'¹êòèâíà, à π−1(x) ' TxX �
ìíîãîâèä ðîçìiðíîñòi d. Îòæå, dimV = 2d, à òîìó ïðîåêöiÿ M2

ìíîãîâèäó V ó Pn ìà¹ ðîçìiðíiñòü ùîíàéáiëüøå 2d. Çâiäñè âèïëè-
âà¹, ùî M1 ∪M2 6= Pn, òîáòî, iñíó¹ òî÷êà p òàêà, ùî êîæíà ïðÿìà,
ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç p, ïåðåòèíà¹ X ùîíàéáiëüøå â îäíié òî÷öi é
íå ¹ äîòè÷íîþ äî X. Íåõàé Y � îáðàç ìíîãîâèäó X ïðè ïðîåêòó-
âàííi ç òî÷êè p íà Pn−1. Îäåðæèìî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y , ÿêå
¹ ñêií÷åííèì i, çãiäíî ç ëåìîþ 12.3, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì ëåìè 12.2.
Îòæå, f � içîìîðôiçì. Öþ ïðîöåäóðó ìîæíà ïîâòîðþâàòè, äîêè
íå îäåðæèìî içîìîðôíèé ïiäìíîãîâèä ó P2d+1. �

13. Äèâiçîðè íà êðèâèõ

Ïî÷èíàþ÷è ç öüîãî ðîçäiëó, ÿêùî íå áóäå îãîâîðåíî iíøå, X ïî-
çíà÷àòèìå íåîñîáëèâó (íåçâiäíó) ïðîåêòèâíó êðèâó, tx � ëîêàëüíèé
ïàðàìåòð ó òî÷öi x ∈ X. ßêùî x ∈ X, f ∈ F(X) � íåíóëüîâà ðà-
öiîíàëüíà ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíî ïîðÿäîê vx(f) ôóíêöi¨ f ó òî÷öi x
(äèâ. òåîðåìó 11.2 i êîìåíòàði ïiñëÿ íå¨): öå òàêå öiëå ÷èñëî, ùî
f = ut

vx(f)
x , äå u ∈ Ox i u(x) 6= 0 (òîáòî, u ∈ O×x ). ßêùî m > 0,

êàæóòü, ùî ôóíêöiÿ f ìà¹ íóëü ïîðÿäêó m, à ÿêùî m < 0 � ùî
âîíà ìà¹ ïîëþñ ïîðÿäêó −m ó òî÷öi x. Î÷åâèäíî, vx(f) ≥ 0 òîäi é
ëèøå òîäi, êîëè x ∈ Dom f ; çîêðåìà, ÿêùî vx(f) ≥ 0 äëÿ âñiõ x,
ôóíêöiÿ f ðåãóëÿðíà íà X, òîìó f � ñòàëà (íàñëiäîê 3.3 (2)).

Òâåðäæåííÿ 13.1. Ìíîæèíà supp f = {x ∈ X | vx(f) 6= 0 } ñêií-
÷åííà.
Öÿ ìíîæèíà çâåòüñÿ íîñi¹ì ôóíêöi¨ f .

Äîâåäåííÿ. Ïiäìíîæèíà Dom f âiäêðèòà é íåïîðîæíÿ, òîìó X \
Dom f � âëàñíà çàìêíåíà ïiäìíîæèíà, îòæå, âîíà ñêií÷åííà, òîá-
òî, vx(f) ≥ 0 â óñiõ òî÷êàõ, êðiì ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi. Òàê ñàìî
vx(f

−1) ≥ 0, àáî, ùî òå ñàìå, vx(f) ≤ 0, â óñiõ òî÷êàõ, êðiì ñêií÷åí-
íî¨ êiëüêîñòi. �

Îçíà÷åííÿ 13.2. Ãðóïîþ äèâiçîðiâ DivX íà êðèâié X çâåòüñÿ
âiëüíà àáåëåâà ãðóïà, áàçîþ ÿêî¨ ¹ ìíîæèíà òî÷îê öi¹¨ êðèâî¨.
Iíàêøå êàæó÷è, äèâiçîð íà X � öå ôîðìàëüíà ëiíiéíà êîìái-

íàöiÿ D =
∑

x∈X kxx, â ÿêié ìàéæå âñi êîåôiöiåíòè kx � íóëi.
Ìè ïîçíà÷àòèìåìî vx(D) = kx i çâàòèìåìî ìíîæèíó suppD =
{x ∈ X | vx(D) 6= 0 } íîñi¹ì äèâiçîðàD. Êàæóòü, ùî äèâiçîðD åôå-
êòèâíèé i ïèøóòü D ≥ 0, ÿêùî âñi kx ≥ 0. ×èñëî degD =

∑
x vx(D)

çâåòüñÿ ñòåïåíåì äèâiçîðà D.
32



Äèâiçîðîì ôóíêöi¨ f ∈ F(X) çâåòüñÿ äèâiçîð (f) =
∑

x vx(f)x.
Äèâiçîðè ôóíêöié çâóòüñÿ ãîëîâíèìè äèâiçîðàìè; ïiäãðóïà ãîëîâ-
íèõ äèâiçîðiâ ïîçíà÷à¹òüñÿ P (X); ôàêòîðãðóïà PicX = DivX/P (X)
çâåòüñÿ ãðóïîþ êëàñiâ äèâiçîðiâ, àáî ãðóïîþ Ïiêàðà êðèâî¨ X. ßêùî
D −D′ ∈ P (X), äèâiçîðè D i D′ çâóòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè; ó öüîìó
ðàçi ïèøóòü D ∼ D′.
Äèâiçîðè (f)0 =

∑
vx(f)>0 vxx i (f)∞ = −

∑
vx(f)<0 vxx çâóòüñÿ, âiä-

ïîâiäíî, äèâiçîðîì íóëiâ i äèâiçîðîì ïîëþñiâ ôóíêöi¨ f . Î÷åâèäíî,
(f) = (f)0 − (f)∞, ïðè÷îìó îáèäâà öi äèâiçîðè åôåêòèâíi.

Íàäàëi âàæëèâèì ¹ òîé ôàêò, ùî êîæåí äèâiçîð ìîæíà ¾çñóíóòè¿
ç íàïåðåä çàäàíèõ òî÷îê, çàìiíèâøè éîãî íà åêâiâàëåíòíèé.

Òåîðåìà 13.3. Äëÿ äîâiëüíèõ òî÷îê x1, x2, . . . , xs i êîæíîãî äèâi-
çîðà D iñíó¹ äèâiçîð D′ ∼ D òàêèé, ùî xi /∈ suppD′ (1 ≤ i ≤ s).

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, äîñòàòíüî äîâåñòè öþ òåîðåìó äëÿ âèïàäêó,
êîëè D = x äëÿ äåÿêî¨ òî÷êè x (¾ïðîñòèé äèâiçîð¿), ïðè÷îìó ìî-
æíà ââàæàòè, ùî x = xs. Âèáåðåìî àôiííó âiäêðèòó ïiäìíîæèíó U ,
ÿêà ìiñòèòü óñi òî÷êè x1, x2, . . . , xs i ïîçíà÷èìî A = F[U ]. Âèáåðåìî
òàêîæ ëîêàëüíèé ïàðàìåòð t ó òî÷öi x òàê, ùîá âií áóâ ðåãóëÿðíèì
íà U . Öå çàâæäè ìîæëèâî. Äiéñíî, íåõàé t′ � äîâiëüíèé ëîêàëüíèé
ïàðàìåòð ó òî÷öi x, z1, z2, . . . , zr � òi òî÷êè ç U , â ÿêèõ vzi(t

′) =
−mi < 0. Iñíóþòü ôóíêöi¨ ai ∈ A òàêi, ùî ai(zi) = 0, ai(y) 6= 0. Òîäi
ìîæíà ïîêëàñòè t = t′

∏
i = 1rami

i .
Âèáåðåìî òåïåð ôóíêöi¨ g1, g2, . . . , gs−1 ∈ A òàêi, ùî äëÿ êîæíî¨

ç íèõ

gi(xi) 6= 0, àëå gi(xj) = 0 ïðè i 6= j, çîêðåìà, gi(x) = 0.

Âèáåðåìî ÷èñëà λi ∈ F òàê, ùîá λi 6= t(xi)/gi(xi)
2, i ïîçíà÷èìî

f = t−
s−1∑
i=1

λif
2
i .

Òîäi vx(f) = 1 i vxi(f) = 0, îòæå, (f) = x − D′, ïðè÷îìó xi /∈
suppD′ (1 ≤ i ≤ s). Îñêiëüêè D′ = x− (f), öå é äîâîäèòü òåîðåìó.

�

Íàì áóäå íàéáiëüø êîðèñíèì òàêèé íàñëiäîê ç äîâåäåíî¨ òåîðåìè
(ÿêèé, î÷åâèäíî, ðiíîñèëüíèé öié òåîðåìi).

Íàñëiäîê 13.4. Äëÿ äîâiëüíèõ òî÷îê x1, x2, . . . , xs êðèâî¨ X i äî-
âiëüíèõ öiëèõ ÷èñåë k1, k2, . . . , ks iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ f ∈ F(X), ùî
vxi(f) = ki (1 ≤ x ≤ s).

Çàóâàæèìî, ùî ìè íi÷îãî íå ìîæåìî ñêàçàòè ïðî çíà÷åííÿ vx(f)
äëÿ iíøèõ òî÷îê.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, äîñòàòíüî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè xi âèáðàòè òà-
êèé ëîêàëüíèé ïàðàìåòð ti, ùî vxj(ti) = 0 ïðè j 6= i: òîäi ìîæíà
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ïîêëàñòè f =
∏s

i=1 t
ki
i . Íåõàé t � äîâiëüíèé ëîêàëüíèé ïàðàìåòð ó

òî÷öi xi. Òîäi (t) = xi + D. Çà òåðåìîþ 13.3, iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ g,
ùî xj /∈ supp(g) + D ïðè 1 ≤ j ≤ s. Òîìó vxi(gt) = 1 i vxj(gt) = 0,
ùî é áóëî ïîòðiáíî. �

Ìè çàñòîñó¹ìî îñòàííié íàñëiäîê äî äîñëiäæåííÿ îäíîãî âàæëè-
âîãî êiëüöÿ.

Íàñëiäîê 13.5. Äëÿ ôiêñîâàíîãî íàáîðó òî÷îê Z = {x1, x2, . . . , xs }
ïîçíà÷èìî OZ =

⋂s
i=1Oxi (îòæå, OZ ñêëàäà¹òüñÿ ç òèõ ôóíêöié,

ÿêi ðåãóëÿðíi â óñiõ òî÷êàõ iç Z). Òîäi OZ ¹ êiëüöåì ãîëîâíèõ iäåà-
ëiâ. Áiëüø òîãî, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè xi îáðàíî òàêèé ëîêàëü-
íèé ïàðàìåòð ti, ùî vxj(ti) = 0 ïðè j 6= i, òî êîæåí íåíóëüîâèé
åëåìåíò a ∈ OZ îäíîçíà÷íî ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi a = u

∏s
i=1 t

ki
i , äå

u � îáîðîòíèé åëåìåíò ç OZ.

Äîâåäåííÿ. Îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ î÷åâèäíå: òðåáà ïîêëàñòè ki =
vxi(a). Iñíóâàííÿ ëîêàëüíèõ ïàðàìåòðiâ ti ç çàäàíèìè âëàñòèâîñòÿ-
ìè âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó 13.4. Íåõàé òåïåð I ⊂ OZ � äîâiëüíèé
íåíóëüîâèé iäåàë, mi = min { vxi(g) | g ∈ I } i a =

∏s
i=1 t

ki
i . Êîæåí

åëåìåíò ç I äiëèòüñÿ íà a, òîìó I ⊆ aOZ . Ïîçíà÷èìî J = a−1I.
Öå iäåàë â OZ , ïðè÷îìó min { vxi(g) | g ∈ J } = 0, òîáòî â J ¹ òàêi
åëåìåíòè b1, b2, . . . , bs, ùî bi(xi) 6= 0. Ïîêëàäåìî

b =
s∑
i=1

bi
∏
j 6=i

tj.

Öå åëåìåíò ç J i b(xi) 6= 0 äëÿ âñiõ i. Îòæå, öåé åëåìåíò îáîðîòíèé
â OZ , à òîäi J = OZ i I = aJ = aOZ . �

Íàì áóäå ïîòðiáåí ùå òàêèé ðåçóëüòàò, ÿêèé âiäiãðà¹ ÷èìàëó ðîëü
ó âèâ÷åííi êðèâèõ, i íå ìà¹ àíàëîãó äëÿ ìíîãîâèäiâ áiëüøèõ ðîç-
ìiðíîñòåé.

Òåîðåìà 13.6. Ðåãóëÿðíå äîìiíàíòíå âiäîáðàæåííÿ φ : X → Y , äå
X � ïðîåêòèâíà íåîñîáëèâà, à Y � äîâiëüíà êðèâà, ¹ ñêií÷åííèì.

Äîâåäåííÿ. Âèáåðåìî àôiííèé îêië U äîâiëüíî¨ òî÷êè êðèâî¨ Y i
ïîçíà÷èìî B = F[U ]. Íåõàé A � êëiüöå âñiõ òèõ åëåìåíòiâ ç F(X),
ÿêi ¹ öiëèìè íàä B. Öå êiëüöå ¹ ñêií÷åííèì ðîçøèðåííÿì B [Äð,
Ëåìà 3.7.3], îòæå, iñíó¹ àôiííà êðèâà V i ñêií÷åííå âiäîáðàæåííÿ
ψ : V → U . Áiëüø òîãî, ÿêùî θ : W → U � ðåãóëÿðíå äîìiíàíòíå
âiäîáðàæåííÿ, äåW àôiííèé, F(W ) = F(X) i F[W ] öiëîçàìêíåíå, òî
iñíó¹ ¹äèíèé ìîðôiçì θ′ : W → V òàêèé, ùî θ = ψθ′. Öå âèïëèâà¹
ç òîãî, ùî F[W ] ìà¹ ìiñòèòè âñi åëåìåíòè ïîëÿ F(X), ÿêi öiëi íàä
B, òîáòî, F[W ] ⊇ A.
Íåõàé òåïåð U ′ = φ−1(U) =

⋃
i Ui, äå Ui � àôiííi âiäêðèòi ïiä-

ìíîæèíè. Îñêiëüêè Ui íåîñîáëèâi, êiëüöÿ F[Ui] öiëîçàìêíåíi, òîìó
îáìåæåííÿ φ|Ui

îäíîçíà÷íî ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ψφi, äå θi : Ui → V .
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Ç îäíîçíà÷íîñòi âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ φi óçãîäæåíi íà ïå-
ðåòèíàõ Ui ∩ Uj, òîìó çàäàþòü âiäîáðàæåííÿ θ : U ′ → V . Âîíî
áiðàöiîíàëüíå, à êðèâà V íåîñîáëèâà, îòæå, îáåðíåíå ðàöiîíàëüíå
âiäîáðàæåííÿ V → U ′ ⊆ X ¹ ðåãóëÿðíèì, à θ ¹ içîìîðôiçìîì. Òîìó
U ′ � àôiííà ïiäìíîæèíà, îáìåæåííÿ φ|U ¹ ñêií÷åííèì. Îñêëiüêè öå
âiðíî äëÿ îêîëó äîâiëüíî¨ òî÷êè, φ � ñêií÷åííå âiäîáðàæåííÿ. �

Îçíà÷åííÿ 13.7. Íåõàé φ : X → Y � ðåãóëÿðíå (à òîìó ñêií÷åííå)
âiäîáðàæåííÿ íåîñîáëèâèõ ïðîåêòèâíèõ êðèâèõ, φ∗ : F(Y )→ F(X)
� iíäóêîâàíå íèì çàíóðåííÿ. Ìè îòîòîæíþ¹ìî êîæíó ôóíêöiþ g ∈
F(Y ) ç ¨¨ îáðàçîì φ∗g ∈ F(X).

(1) Ñòåïåíåì deg φ âiäîáðàæåííÿ φ çâåòüñÿ ñòåïiíü ðîçøèðåííÿ
(F(X) : F(Y )), òîáòî dimF(Y ) F(X).

(2) Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè y ∈ Y ïîçíà÷èìî φ∗y =
∑

φ(x)=y vx(ty), äå
ty � ëîêàëüíèé ïàðàìåòð ó òî÷öi y. Äëÿ êîæíîãî äèâiçîðà
D =

∑
y kyy íà Y ïîçíà÷èìî φ∗D =

∑
y kyφ

∗y. Äèâiçîð φ∗D
çâåòüñÿ ïðîîáðàçîì äèâiçîðà D ïðè âiäîáðàæåííi φ.

Íàñòóïíà òåîðåìà âiäãðà¹ âàæëèâó ðîëü ó òåîði¨ êðèâèõ.

Òåîðåìà 13.8. Íåõàé φ : X → Y � ðåãóëÿðíå âiäîáðàæåííÿ íå-
îñîáëèâèõ ïðîåêòèâíèõ êðèâèõ. Òîäi deg φ∗D = deg φ · degD äëÿ
êîæíîãî äèâiçîðà D ∈ Div Y .

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî deg φ∗y = deg φ. Íåõàé φ−1(y) =
Z = {x1, x2, . . . , xs }, ti = txi , ki = vx(ty) i tyOZ =

∏s
i=1 t

ki
i OZ . Çà

¾êèòàéñüêîþ òåîðåìîþ ïðî ëèøêè¿, OZ/tyOZ '
∏s

i=1OZ/t
ki
i OZ .

Âèáåðåìî ti òàê, ùîá vxj(ti) = 0 ïðè j 6= i; öå ìîæëèâî çà íàñëiä-
êîì 13.5. Ç òîãî æ íàñëiäêó ëåãêî âèïëèâà¹, ùî åëåìåíòè 1, ti, t

2
i , . . . , t

k−1
i

óòâîðþþòü áàçó ïðîñòîðó OZ/tkiOZ . Îòæå,

dimFOZ/tyOZ =
s∑
i=1

ki = deg φ∗y.

Òîìó òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì òàêîãî ðå-
çóëüòàòó.

Ëåìà 13.9. Ó ïîçíà÷åííÿõ, ââåäåíèõ âèùå, OZ ¹ âiëüíèì Oy-ìî-
äóëåì ðàíãó d = deg φ.

Íàãàäà¹ìî, ùî Oy � êiëüöå ãîëîâíèõ iäåàëiâ. Òîìó êîæåí ñêií-
÷åííîïîðîäæåíèé ìîäóëü áåç ñêðóòó íàä öèì êiëüöåì ¹ âiëüíèì.
Îñêiëüêè OZ ⊂ F(X), öå ìîäóëü áåç ñêðóòó. ßêùî U � àôiííèé
îêië y, V = φ−1(U), òî V � àôiííèé ìíîãîâèä, ÿêèé ìiñòèòü âñi
òî÷êè x1, x2, . . . , xs, ïðè÷îìó F[V ] � ñêií÷åííîïîðîäæåíèé F[U ]-
ìîäóëü. Ëåãêî áà÷èòè, ùî éîãî òâiðíi ¹ òàêîæ òâiðíèìè OZ íàä
Oy (ïîÿñíiòü öå). Íåõàé a1, a2, . . . , ar � áàçà OZ íàä Oy. Öi åëåìåí-
òè ëiíiéíî íåçàëåæíi íàä ïîëåì F(Y ). Êðiì òîãî, F(X) = F(Y )OZ ,
òîìó x1, x2, . . . , xr � òâiðíi F(X) ÿê F(Y )-ïðîñòîðó. Îòæå, r = d. �
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Íàñëiäîê 13.10. deg(f) = 0 äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ F(X). Îò-
æå, ñòåïåíi åêâiâàëåíòíèõ äèâiçîðiâ ðiâíi.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî f ÿê ðàöiîíàëüíå, à òîìó é ðåãóëÿðíå âiä-
îáðàæåííÿ X → P1. Òîäi (f)0 = f ∗0 i (f)∞ = f ∗∞ (äîñòàòíüî
ïîðiâíÿòè îçíà÷åííÿ). Çâiäñè

deg(f) = deg(f)0 − deg(f)∞ = deg f − deg f = 0.
�

Ïîçíà÷èìî DivdX = {D ∈ DivX | degD = d }. Ç íàñëiäêó 13.10
âèïëèâà¹, ùî P (X) ⊆ Div0X. Ôàêòîðãðóïà Div0 /P (X) (ãðóïà êëà-
ñiâ äèâiçîðiâ ñòåïåíÿ 0) ïîçíà÷à¹òüñÿ Pic0X i çâåòüñÿ íóëüîâîþ êîì-
ïîíåíòîþ ãðóïè Ïiêàðà. Öÿ íàçâà ïîâ'ÿçàíà ç òèì, ùî Pic0 çàâæäè
ìà¹ ñòðóêòóðó àáåëåâîãî ìíîãîâèäó (äèâ. îçíà÷åííÿ 7.3). Íèæ÷å
ìè ïîáà÷èìî öå íà ïðèêëàäi íåîñîáëèâèõ êóái÷íèõ êðèâèõ.
Çàâåðøèìî öåé ðîçäië òàêèì ðåçóëüòàòîì.

Òåîðåìà 13.11. Äëÿ íåîñîáëèâî¨ íåçâiäíî¨ ïðîåêòèâíî¨ êðèâî¨ X
íàñòóïíi óìîâè ðiâíîñèëüíi:

(1) X ' P1.
(2) Pic0X = 0.
(3) Äëÿ äîâiëüíèõ òî÷îê x, y ∈ X äèâiçîð x− y ¹ ãîëîâíèì.
(4) Iñíóþòü òî÷êè x, y ∈ X, x 6= y òàêi, ùî äèâiçîð x − y

ãîëîâíèé.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, (2)⇔ (3)⇒ (4). ßêùî x = (a0 : a1) i y = (b0 :
b1) � äâi ðiçíi òî÷êè ç P1, òî x−y = (f), äå f = (a1x0−a0x1)/(b1x0−
b0x1), îòæå, (1)⇒ (3). Çàëèøèëîñÿ äîâåñòè, ùî (4)⇒ (1).
Íåõàé (f) = x− y, äå x 6= y. Ðîçãëÿíåìî f ÿê ñêií÷åííå âiäîáðà-

æåííÿ X → P1. Òîäi f ∗0 = x, îòæå, çà òåîðåìîþ 13.8, deg f = 1. Öå
îçíà÷à¹, ùî f � áiðàöiîíàëüíå âiäîáðàæåííÿ, à òîìó içîìîðôiçì çà
íàñëiäêîì 11.6. �

14. Äèôåðåíöiàëè íà êðèâèõ

Ìè çáåðiãà¹ìî ïðèïóùåííÿ é ïîçíà÷åííÿ ïîïåðåäíüîãî ðîçäiëó.

Îçíà÷åííÿ 14.1. Íåõàé A � êîìóòàòèâíà F-àëãåáðà,M � äåÿêèé
A-ìîäóëü. Äèôåðåíöiþâàííÿì àëãåáðè A ó ìîäóëü M çâåòüñÿ F-
ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ δ : A→M , ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi Ëÿéáíiöà:

δ(ab) = aδ(b) + bδ(a) äëÿ âñiõ a, b ∈ A.

Åëåìåíòè a, äëÿ ÿêèõ δa = 0, çâóòüñÿ êîíñòàíòàìè âiäíîñíî äè-
ôåðåíöiþâàííÿ δ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî d1 = 0, òîìó âñi åëåìåíòè ïîëÿ
F ¹ êîíñòàíòàìè.

Íàïðèêëàä, âiäîáðàæåííÿ OX,x → ΩxX, ÿêå ïåðåâîäèòü f ó dxf
¹ äèôåðåíöiþâàííÿì.
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Ç óìîâè Ëÿáíiöà âèïëèâà¹ ïðàâèëî äèôåðåíöiþâàííÿ äðîáiâ: ÿêùî
åëåìåíò b ∈ A îáîðîòíèé, òî

δ
(a
b

)
=
bδ(a)− aδ(b)

b2

(äîâåäiòü öå). Òîìó, ÿêùî δ : A→M � äèôåðåíöiþâàííÿ, à b ∈ A�
òàêèé åëåìåíò, ùî âiäîáðàæåííÿ v 7→ bv ìîäóëÿM ó ñåáå ái¹êòèâíå,
äèôåðåíöiþâàííÿ d îäíîçíà÷íî ïðîäîâæó¹òüñÿ äî äèôåðåíöiþâàí-
íÿ A[b−1] → M . Çîêðåìà, ÿêùî A îáëàñòü, K � ¨¨ ïîëå ÷àñòîê, à
M � âåêòîðíèé ïðîñòið íàä K, äîâiëüíå äèôðåíöiþâàííÿ A → M
îäíîçíà÷íî ïðîäîâæó¹òüñÿ äî äèôåðåíöiþâàííÿ K→M .

Òåîðåìà 14.2. ßêùî X � íåçâiäíà êðèâà, iñíó¹ äèôåðåíöiþâàííÿ
d : F(X) → Ω(X), äå Ω(X) � îäíîâèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið
íàä F(X) òàêå, ùî äëÿ êîæíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ δ : F(X) → V ,
äëÿ ÿêîãî F ⊆ Fδ, iñíó¹ ¹äèíå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ λ : Ω(X)→ V
òàêå, ùî δ = λ · d.
Î÷åâèäíî, ïðîñòið Ω(X) i äèôåðåíöiþâàííÿ d âèçíà÷åíi îäíîçíà-

÷íî (ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó). Ïðîñòið Ω(X) çâåòüñÿ ïðîñòîðîì
äèôåðåíöiàëiâ íà êðèâié X, à éîãî åëåìåíòè çâóòüñÿ (ðàöiîíàëüíè-
ìè) äèôåðåíöiàëàìè íà X.

Äîâåäåííÿ. ßêùî X = P1, F(X) = F(t) � ïîëå ðàöiîíàëüíèõ äðîáiâ
âiä îäíi¹¨ çìiííî¨. ßêùî δ : F(X) → V � äèôåðåíöiþâàííÿ (íàä
F), òî, îñêiëüêè δ(tm) = mtm−1δ(t), çíà÷åííÿ δ(t) ïîâíiñòþ âèçíà-
÷à¹ äèôåðåíöiþâàííÿ δ. Íåõàé Ω(t) � îäíîâèìiðíèé ïðîñòið íàä
F(t) ç áàçèñíèì åëåìåíòîì dt, d : F(t) → Ω(t) âèçíà÷åíå ïðàâèëîì
df = f ′(t)dt. Öå � äèôåðåíöiþâàííÿ. ßêùî δ : F(t) → V � ÿêåñü
äèôåðåíöiþâàííÿ, v = δ(t), òî δ(f) = f ′(t)v, îòæå, çà λ : Ω(t)→ V
ìîæíà âçÿòè ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå ïåðåâîäèòü dt ó v.
Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, ïîëå F(X) ìiñòèòü ïiäïîëå F(t) òàêå, ùî

ðîçøèðåííÿ F(X) ⊇ F(t) ¹ ñåïàðàáåëüíèì. Îòæå, F(X) = F(t, z)
äëÿ äåÿêî¨ ôóíêöi¨ z, ïðè÷îìó iñíó¹ ìíîãî÷ëåí F (x, y) òàêèé, ùî
F (t, z) = 0, àëå (∂F/∂y)(t, z) 6= 0. Äëÿ äîâiëüíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ
δ : F(X)→ V òîäi

∂F

∂x
(t, z)δ(t) +

∂F

∂y
(t, z)δ(z) = 0,

çâiäêè

δ(z) = −F
′
x(t, z)

F ′y(t, z)
δ(t).

ßêùî δ̄ � îáìåæåííÿ δ íà F(t), iñíó¹ ¹äèíå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ
λ̄ : Ω(t) → V òàêå, ùî δ(f) = λ̄(df) äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ F(t),
çâiäêè

δ(z) = −F
′
x(t, z)

F ′y(t, z)
λ̄(dt).
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Òîìó çà Ω(X) ìîæíà âçÿòè îäíîâèìiðíèé ïðîñòið íàä F(X) ç áàçè-
ñíèì åëåìåíòîì dt, à äèôåðåíöiþâàííÿ d : F(X)→ Ω(X) âèçíà÷èòè
ïðàâèëàìè

dg(t, z) =
∂g

∂x
(t, z)dt− ∂g

∂y
(t, z)

F ′x(t, z)

F ′y(t, z)
dt.

Îñêiëüêè êîæíå ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ t i z ¹ íàñëiäêîì ñïiââiäíî-
øåííÿ F (t, z) = 0, öå âèçíà÷åííÿ êîðåêòíå i çàäîâîëüíÿ¹ âèìîãàì
òåîðåìè (ïåðåâiðòå öå). �

Òàê ñàìî (íàâiòü ïðîñòiøå) äîâîäèòüñÿ é òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 14.3. ßêùî δ : OX,x → M � äèôåðåíöiþâàííÿ, à
mxM = 0, iñíó¹ ¹äèíå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ θ : ΩxX → M òàêå,
ùî δ = θ · dx.

Äîâåäåííÿ. Êîæåí åëåìåíò a ∈ Ox îäíîçíà÷íî ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi
a = α+βtx+t2xb, äå α, β ∈ F, b ∈ A. Òîäi δ(a) = βδ(tx), îòæå, ìîæíà
ïîêëàñòè θ(dxt) = δ(tx). �

Îçíà÷åííÿ 14.4. Äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨ ïiäìíîæèíè U ⊆ X ïî-
çíà÷èìî ÷åðåç Ω[U ] ïiäìíîæèíó òèõ åëåìåíòiâ ω ∈ Ω(X), ùî äëÿ
êîæíî¨ òî÷êè x ∈ U iñíó¹ àôiííèé îêië V ⊆ U òî÷êè x i ôóíêöi¨
ai, bi, ðåãóëÿðíi íà V , ùî ω =

∑
i aidbi. Åëåìåíòè ç Ω[U ] çâóòüñÿ

äèôåðåíöiàëàìè, ðåãóëÿðíèìè íà U .

Çàóâàæèìî, ùî ç ôîðìóëè Ëÿéáíiöà âèïëèâà¹, ùî ÿêùî A =
F[V ] = F[u1, u2, . . . , um], òî ìíîæèíà {

∑
i aidbi | ai, bi ∈ A } ¹ ñêií-

÷åííîïðîäæåíèì A-ìîäóëåì ç òâiðíèìè du1, du2, . . . , dum.

Òåîðåìà 14.5. Êîæíà òî÷êà x ∈ X ìà¹ òàêèé àôiííèé îêië U ,
ùî Ω[U ] = F[U ]dt, äå t � ëîêàëüíèé ïàðàìåòð ó òî÷öi x.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ìîæíà ââàæàòè, ùî X � çàìêíåíà ïiäìíî-
æèíà An. Íåõàé I(X) = 〈F1, F2, . . . , Fm 〉. ÎñêiëüêèX � íåîñîáëèâà

êðèâà, ðàíã ßêîái¹âî¨ ìàòðèöi
(∂Fi
∂xj

(y)
)
çàâæäè äîðiâíþ¹ n−1. Òî-

ìó, êîðèñòóþ÷èñü ðiâíÿííÿìè
n∑
j=1

∂Fi
∂xj

(y)dxj = 0 (1 ≤ i ≤ m),

ìîæíà çíàéòè àôiííèé îêië V òî÷êè x ó ïðîñòîði An òàêèé, ùî â
ïiäìíîæèíi U = V ∩ X âñi äèôåðåíöiàëè dxj (1 ≤ j ≤ n) âèðà-
æàþòüñÿ ÷åðåç îäèí ç íèõ, ÿêèé i ïîçíà÷èìî dt. Òîäi dyt 6= 0 äëÿ
êîæíî¨ òî÷êè y ∈ U . Ïðèïóñòèìî, ùî ω ∈ Ω[U ]. Ó êîæíî¨ òî÷êè
y ∈ U ¹ àôiííèé îêië Uy, â ÿêîìó ω = gydt, äå gy ∈ F[Uy]. Íà ïå-
ðåòèíi Uy ∩ Uz ìà¹ìî ðiâíiñòü (gy − gz)dt = 0. ßêùî gz(p) 6= gy(p)
äëÿ ÿêî¨ñü òî÷êè p, çâiäñè îäåðæèìî, ùî dpt = 0. Öå íåìîæëèâî,
îòæå, gz = gy äëÿ äîâiëüíèõ òî÷îê y, z ∈ U , òîáòî ω = gdt, äå
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g ∈ F[U ]. Çàìiíèâøè, ÿêùî òðåáà, t íà t− t(x), ìîæíà ââàæàòè, ùî
t � ëîêàëüíèé ïàðàìåòð ó òî÷öi x. �

Îçíà÷åííÿ 14.6. Íåõàé ω ∈ Ω(X) � äåÿêèé íåíóëüîâèé ðàöiî-
íàëüíèé äèôåðåíöiàë íà X, tx � ëîêàëüíèé ïàðàìåòð ó òî÷öi x.
Çàïèøåìî ω = gxdtx (çãiäíî òåîðåìi 14.5 öå ìîæëèâî) i ïîçíà÷èìî
vx(ω) = vx(gx). Äèâiçîð (ω) =

∑
x vx(ω)x çâåòüñÿ äèâiçîðîì äèôå-

ðåíöiàëà ω.
Îñêiëüêè ëîêàëüíèé ïàðàìåòð ó òî÷öi x âèçíà÷åíèé ç òî÷íiñòþ

äî ìíîæíèêà u òàêîãî, ùî u(x) 6= 0, öå îçíà÷åííÿ êîðåêòíå. Çàóâà-
æèìî, ùî ω ∈ Ω[U ] òîäi é ëèøå òîäi, êîëè vx(ω) ≥ 0 äëÿ âñiõ x ∈ U .
ßêùî ω′ � iíøèé íåíóëüîâèé äèôåðåíöiàë, òî ω′ = fω äëÿ äåÿêî¨
ôóíêöi¨ f , òîìó (ω′) = (ω) + (f). Îòæå, êëàñ äèâiçîðà (ω) ó ãðó-
ïi Ïiêàðà âìçíà÷åíèé îäíîçíà÷íî. Âií çâåòüñÿ êàíîíi÷íèì êëàñîì
êðèâî¨ X i ïîçíà÷à¹òüñÿ KX , àáî K, ÿêùî êðèâà ôiêñîâàíà.
×èñëî g = 1

2
degK + 1 çâåòüñÿ ðîäîì êðèâî¨ X i ïîçíà÷à¹òüñÿ

g(X).

Ïðèêëàä 14.7. Íåõàé X = P1, t = x1/x0. ßêùî p ∈ A1
0, t− t(p) �

ëîêàëüíèé ïàðàìåòð ó òî÷öi p, òîìó vp(dt) = 0. Â àôiííié ÷àñòèíi
A1

1 êîîðäèíàòîþ ¹ u = 1/t, òîìó â íié dt = −du/u2. Òîìó â òî÷öi
∞ = (0 : 1) ìà¹ìî v∞(dt) = −2. Îòæå, (dt) = −2∞ i g(P1) = 0.
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(http://lib.homelinux.org/_djvu/_catalog/index_123.html)
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