
Вступ до теорiї категорiй i теорiї

зображень

Ю.А.Дрозд





Змiст

Роздiл 1. Категорiї i функтори 1
1.1. Категорiї 1
1.2. k-категорiї й прямi суми 3
1.3. Функтори 7
1.4. Еквiвалентностi категорiй 11
1.5. Спряженi функтори 13
1.6. Тензорний добуток 16
1.7. Точнi послiдовностi i функтори 18
1.8. Проективнi та iн’єктивнi модулi 21
1.9. Мiнори i теорема Морiти 23
1.10. Локальнi категорiї й теорема Крулля–Шмiдта–Адзумая 26
1.11. Модулi скiнченної довжини 29

Роздiл 2. Зображення сагайдакiв 32
2.1. Сагайдаки та їх зображення 32
2.2. Вiддзеркалення 35
2.3. Функтори вiддзеркалень 37
2.4. Сагайдак Кронекера 41
2.5. Ручнi сагайдаки 45

Домашнi завдання 47

Бiблiоґрафiя 55

i



Роздiл 1

Категорiї i функтори

ch1
1.1. Категорiї

s11

111 Означення 1.1.1. Категорiєю зветься шiстка

C = (ObC ,MorC , id, ι0, ι1, µ),

яка складається з двох множин: множини об’єктiв ObC та множини
морфiзмiв MorC , та чотирьох вiдображень: id : ObC → MorC , ιk :
MorC → ObC (k = 0, 1) та µ : Mor(2) C → MorC , де

Mor(2) C = { (β, α) ∈ (MorC )× (MorC ) | ι1(α) = ι0(β) } .
Морфiзм id(A) зветься тотожним, або одиничним морфiзмом об’-

єкта A. Ми позначатимемо його 1A. Об’єкти ι0(α) та ι1(α) звуться, вiд-
повiдно, початком та кiнцем морфiзму α. Якщо ι0(α) = A, а ι1(α) = B,
пишуть α : A→ B або A α−→ B i кажуть, що α — морфiзм з A до B. Мно-
жину всiх морфiзмiв з A до B позначають C (A,B) або HomC (A,B). Ми
найчастiше користуємося першим позначенням. Якщо (β, α) ∈ Mor(2) C ,
то морфiзм µ(β, α) позначають βα, або β · α, або β ◦α i звуть добутком
або композицiєю морфiзмiв β й α. a ◦ b

Вiдображення, якi входять у визначення категорiї мають задоволь-
няти наступним умовам:

(1) 1A : A→ A.
(2) Якщо α : A→ B, то α1A = 1Bα = α.
(3) Якщо α : A→ B, β : B → C, γ : C → D, то γ(βα) = (γβ)α.

Розглянемо приклади категорiй. У бiльшостi з них виконання умов
(1–3) цiлком очевидне.

112 Приклад 1.1.2. (1) Категорiя множин Set. Її об’єкти — це мно-
жини, морфiзми з A до B — вiдображення множини A в мно-
жину B, 1A — тотожне вiдображення множини в себе, добуток
— це звичайний добуток вiдображень.

(2) Категорiя груп Gr. Її об’єкти — це групи, морфiзми з A до B —
гомоморфiзми з групи A у групу B, 1A — тотожний гомомор-
фiзм групи A, добуток — це звичайний добуток гомоморфiзмiв.

(3) Аналогiчно визначаються категорiї абелевих груп Ab, кiлець
Ring, топологiчних просторiв Top (в останньому прикладi мор-
фiзми — це неперервнi вiдображення топологiчних просторiв),
тощо.
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112-3 (4) Нехай S — квазiвпорядкована множина, тобто множина, на якiй
задано рефлексивне й транзитивне вiдношення a ≺ b (квазiпо-
рядок). Її можна ототожнити з категорiєю S , в якiй ObS = S,
множина морфiзмiв з a до b складається з одного елемента σba,
якщо a ≺ b, i порожня, якщо a ⊀ b; 1a = σaa, а σcbσba = σca.

Останнiй приклад показує, що категорiя не обов’язково складається
з множин та їх вiдображень.

Ось ще один важливий приклад, пов’язаний з поняттям сагайдака
або орiєнтованого графа (орграфа).

113 Означення 1.1.3. (1) Сагайдаком (орграфом) зветься четвiрка

Γ = (Ver Γ,Arr Γ, ι0, ι1),

, яка складається з двох множин: множини вершин Ver Γ та мно-
жини стрiлок ArrΓ, та двох вiдображень ιk : Arr Γ → Ver Γ (k =
0, 1). (Нiяких умов на цi множини й вiдображення не наклада-
ється).

Якщо ι0(α) = A, а ι1(α) = B, пишуть α : A→ B або A
α−→ B

i кажуть, що α — стрiлка з A до B. Вершини ι0(α) та ι1(α)
звуться, вiдповiдно, початком та кiнцем стрiлки α.

(2) Шлях у сагайдаку Γ — це послiдовнiсть стрiлок p = αl . . . α2α1,
в якiй ι1(αi) = ι0(αi+1) для всiх 1 6 i < l, або символ 0A для
кожної вершини A, який зветься порожнiм шляхом у вершинi
A. Число l зветься довжиною шляху p; довжина порожнього
шляху визначається як 0. Ми позначаємо ι0(p) = ι0(α1), ι1(p) =
ι1(αm); ι0(0A) = ι1(0A) = A.

(3) Вiльна категорiя CatΓ, породжена сагайдаком Γ визначається
в такий спосiб:
(a) Її об’єкти — це вершини сагайдака Γ.
(b) Її морфiзми — це шляхи в сагайдаку Γ.
(c) id(A) = 0A.
(d) ι0 та ι1 визначенi вище.
(e) Якщо p = αl . . . α2α1, p′ = α′

m . . . α
′
2α

′
1, причому ι0(p

′) =
ι1(p), то p′p = α′

m . . . α
′
2α

′
1αl . . . α2α1; якщо ι0(p) = A, ι1(p) =

B, то 0Bp = p0A = p.
Тут також виконання всiх умов очевидне.

Якщо Ver Γ складається з одного елемента, то Cat Γ — це вiльна на-
пiвгрупа з вiльною множиною твiрних Arr Γ.

114 Означення 1.1.4. (1) Морфiзм α : A → B зветься мономор-
фiзмом, або монiком, якщо на нього можна скорочувати злiва.
тобто з рiвностi αβ = αβ′ виплiває, що β = β′.

(2) Морфiзм α : A → B зветься епiморфiзмом, або епiком, якщо
на нього можна скорочувати справа. тобто з рiвностi γα = γ′α
виплiває, що γ = γ′.
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(3) Морфiзм α : A→ B зветься iзоморфiзмом, якщо iснує обернений
до нього морфiзм, тобто такий морфiзм α−1 : B → A, що αα−1 =
1B i α−1α = 1A. Якщо iзоморфiзм α : A→ B iснує, кажуть, що
об’єкти A i B iзоморфнi i пишуть A ≃ B.

Очевiдно, що добуток монiков (епiков, iзоморфiзмiв) є також монi-
ком (епiком, iзоморфiзмом). Iзоморфiзм є одеочасно i монiком, i епiком,
а вiдношення iзоморфiму є аiдношенням еквiвалентностi на множинi об’-
єктiв.

115 Вправа 1.1.5. (1) Доведiть, що в категорiї множин вiдображе-
ння α : A→ B є монiком тодi й лише тодi, коли воно iн’єктивне,
тобто переводить рiзнi елементи в рiзнi, i є епiком тодi й лише
тодi, коли воно сюр’єктивне, тобто Imα = B.

(2) Доведiть, що в категорiї груп або кiлець гомоморфiзм α : A→ B
є монiком тодi й лише тодi, коли Kerα = 0. Можна довести, що
в категорiї груп гомоморфiзм є епiком тодi й лише тодi, коли
вiн сюр’єктивний, але це зовсiм нетривiально (вперше це зробив
Шрайєр за допомогою конструкцiї вiльного добутку з об’єдна-
ною пiдгрупою). Навпаки, у категорiї кiлець занурення Z → Q

є епiком (доведiть це), але не є сюр’єктивним.

116 Означення 1.1.6. Пiдкатегорiєю категорiї C = (ObC ,MorC , id, ι0,
ι1, µ) зветься пара C ′ пiдмножин ObC ′ ⊆ ObC , MorC ′ ⊆ MorC така,
що

(1) Якщо α ∈ MorC ′, то ι0(α) ∈ ObC ′ i ι1(α) ∈ ObC ′.
Позначимо C ′(A,B) = C (A,B) ∩MorC ′.

(2) Якщо A ∈ ObC ′, то 1A ∈ MorC ′.
(3) Якщо α ∈ C ′(A,B), β ∈ C ′(B,C), то βα ∈ C ′(A,C).

Очевидно, тодi C ′ разом з обмеженнями на ObC ′ i MorC ′ вiдобра-
жень id, ι0, ι1, µ теж є категорiєю.

Кажуть, що пiдкатегорiя C ′ є повною, якщо C ′(A,B) = C (A,B) для
довiльних A,B ∈ ObC ′.

1.2. k-категорiї й прямi суми
s12

Ми матимемо справу, в основному, з категорiями, в яких, крiм мно-
ження, є й додавання морфiзмiв i навiть їх множення на елементи фi-
ксованого комутативного кiльця.

121 Означення 1.2.1. Нехай k — комутативне кiльце. k-категорiя — це
категорiя C , в якiй кожна множина C (A,B) є k-модулем, а множення
морфiзмiв є k-бiлiнiйним, тобто

(α+ α′)β = αβ + αєβ,

γ(α+ α′) = γα+ γα′,

(aα)β = α(aβ) = a(αβ),
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(α,α′, β, γ ∈ MorC , a ∈ k) завжди, коли вказанi дiї визначенi (легко
бачити, що правi й лiвi частини цих рiвностей визначенi одночасно).

Якщо k = Z, кажуть також, що C є предадитивною категорiєю.
Зауважимо, що в цьому випадку умова, пов’язана з множенням на цiлi
числа, є зайвою (вона виконується автоматично, якщо виконанi умови
на додавання). Звичайно, кожна k-категорiя є, зокрема, предадитивною.

122 Приклад 1.2.2. (1) Основним прикладом k-категорiй є катего-
рiя k-модулiв k-Mod i, бiльш загально, категорiя A-Mod модулiв
над деякою k-алгеброю A.

(2) Довiльну категорiю C можна занурити у k-лiнiйну категорiю
kC з тiєю ж множиною об’єктiв, якщо визначити kC (A,B) як
вiльний k-модуль з базою C (A,B). Множення морфiзмiв з kC

визначається по бiлiнiйностi, виходячи з множення морфiзмiв з
C .

(3) Зокрема, якщо Γ — деякий сагайдак, визначена вiльна k-категорiя
kΓ, породжена сагайдаком Γ, як категорiя kCat Γ.

Визначимо категорiю матриць Mat(k) над кiльцем k. Її об’єкти — нату-
ральнi числа, включаючи 0. Множина морфiзмiв n → m — це множина
матриць Mat(m × n,k). Якщо m = 0 або n = 0, ми вважаємо, що ця
множина складається з одного нульового елемента. Тотожний морфiзм
n → n — це одинична матриця In. Множення морфiзмiв визначається
як звичайне множення матриць.

122a Означення 1.2.3. Об’єкт O предадитивної категорiї зветься нульо-
вим, якщо у групi C (O,O) 1O = 0.

Легко перевiрити, що це рiвносильно тому, що всi групи C (A,O) та
C (O,A) — нульовi, а також, що всi нульовi об’єкти (якщо вони є) iзомор-
фнi. Ми будемо ототожнювати всi нульовi об’єкти i позначати нульовий
об’єкт категорiї C через 0C або, якщо категорiя фiксована, через 0.

Важливим випадком категорiй є такi предадитивнi категорiї, в яких
можна додавати не лише морфiзми, а й об’єкти у наступному розумiннi..

123 Означення 1.2.4. Дiаграма морфiзмiв у предадитивнiй категорiї C

e121e121 (1.2.1) A1

i1
++ A

p1

kk
p2

33 A2

i2
ss

зветься дiаграмою прямої суми, якщо виконанi рiвностi:

pkik = 1Ak
(k = 1, 2),

pkil = 0, якщо k 6= l,

i1p1 + i2p2 = 1A.

З першої з цих рiвностей одразу випливає, що ik — це монiки, а pk
— епiки.
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124 Приклад 1.2.5. Якщо k-модуль A є прямою сумою своїх пiдмодулiв
A = A1 ⊕A2, тобто кожен елемент a ∈ A однозначно подається як сума
a = a1 + a2 (ak ∈ Ak), то визначена дiаграма прямої суми (1.2.1), в
якiй ik — занурення Ak → A, а pk(a) = ak з вищезгаданого розкладу
a = a1 + a2 (ak ∈ Ak).

125 Твердження 1.2.6. Наступнi умови рiвносильнi:

(1) Iснує дiаграма прямої суми (1.2.1).
(2) Для довiльного об’єкту B ∈ ObC iснує iзоморфiзм C (A,B)

ϕB−−→
C (A1, B)⊕ C (A2, B) такий, що ϕC(βα) = βϕB(α) для кожного
морфiзму α : A → B i для кожного морфiзму β : B → C, де
β(α1, α2) = (βα1, βα2).

(3) Для довiльного об’єкту B ∈ ObC iснує iзоморфiзм C (B,A)
ψB−−→

C (B,A1)⊕ C (B,A2) такий, що ψC(αγ) = ψB(α)γ для кожного
морфiзму α : B → A i для кожного морфiзму γ : C → B, де
(α1, α2)γ = (α1γ, α2γ).

Доведення. Ми доведемо рiвносильнiсть (1) ⇔ (2), залишивши рiв-
носильнiсть (1) ⇔ (3) читачевi.

(1) ⇒ (2) Визначимо ϕB(α) = (αi1, αi2). Це бiєкцiя: обернене вiд-
ображення переводить пару (α1, α2) у α1p1 +α2p2 (перевiрте це). Умова
на добутки з β виконується очевидно.

(2) ⇒ (1) Нехай ϕA(1A) = (i1, i2), p1 : A → A1 — такий морфiзм, що
ϕA1

(p1) = (1A1
, 0), а p2 : A→ A2 — такий морфiзм, що ϕA2

(p2) = (0, 1A2
).

Тодi

(1A1
, 0) = ϕA1

(p1) = ϕA1
(p11A) = p1ϕA(1A) = (p1i1, p2i2),

звiдки p1i1 = 1A1
, p1i2 = 0. Так само p2i2 = 1A2

, p2i1 = 0. Нарештi,

ϕA(i1p1+i2p2) = ϕA((i1p1+i2p2)1A) = (i1p1+i2p2)(i1, i2) = (i1, i2) = ϕA(1A),

звiдки i1p1 + i2p2 = 1A. �

Очевидно, якщо дано дiаграму прямої суми (1.2.1) i ξ : A → A′ —
iзоморфiзм, то

A1

ξi1
++ A′

p1ξ
−1

kk

p2ξ
−1

33 A2

ξi2
ss

також є дiаграмою прямої суми. Вiрно й обернене.

126 Твердження 1.2.7. Якщо задано двi дiаграми прямої суми, (1.2.1)
та

A1

i′1
++ A′

p′1

kk

p′2

33 A2

i′2
ss ,

то iснує єдиний iзоморфiзм ξ : A→ A′ такий. що i′k = ξik i p′k = pkξ
−1.
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Доведення. Покладемо ξ = i′1p1 + i′2p2 i ξ′ = i1p
′
1 + i2p

′
2. Легко

бачити, що тодi ξξ′ = 1A′ , а ξ′ξ = 1A, тобто ξ′ — оберенений до ξ.Так
само, ξik = i′k i pkξ′ = p′k. З iншого боку, з рiвностей ξik = i′k i p′k =
pkξ

−1 (k = 1, 2), тобто pk = p′kξ одразу випливає, що ξ = i′1p1 + i′2p2. �

Отже, у дiаграмi прямої суми (1.2.1) об’єкт A визначається об’єкта-
ми A1 i A2 з точнiстю до iзоморфiзму. Тому, якщо така дiаграма iснує,
кажуть, що A є прямою сумою об’єктiв A1 i A2 i пишуть A = A1 ⊕ A2.
Кажуть також, що iснує пряма сума об’єктiв A1 i A2.

127 Означення 1.2.8. Предадитивна категорiя C зветься адитивною,
якщо в нiй є нульовий об’єкт i для довiльних об’єктiв A1, A2 ∈ ObC

iснує пряма сума.

Наприклад, категорiя A-Mod є адитивною, в той час, як вiльна k-
категорiя kΓ такою не є (чому?).

Аналогiчно до прямої суми двох об’єктiв визначається пряма сума
кiлькох об’єктiв. Саме, дiаграма прямої суми визначається як набiр мор-
фiзмiв

e122e122 (1.2.2) Ak

ik
++ A

pk

kk (k = 1, 2, . . . ,m) ,

такий, що

pkik = 1Ak
,

pkil = 0, якщо k 6= l,
m∑

k=1

ikpk = 1A.

Якщо така дiаграма iснує, кажуть, що об’єкт A є прямою сумою об’єктiв
A1, A2, . . . , Am i пишуть A ≃ ⊕m

k=1Ak. Як i для двох об’єктiв, така пряма
сума визначено з точнiстю до однозначно визначеного iзоморфiзму.

128 Вправа 1.2.9. Доведiть, що коли A ≃ ⊕m
k=1Ak, B ≃ ⊕n

k=m+1Ak i
C ≃ A⊕B, то C ≃ ⊕n

k=1Ak.
Зокрема, у адитивнiй категорiї iснують прямi суми довiльного скiн-

ченнного набору об’єктiв.

Для подальшого буде корисно записувати морфiзми мiж прямими
сумами черех матпицi, як це робиться для лiнiйних вiдображень мiж
векторними просторами.

129 Означення 1.2.10. Нехай дано двi дiаграми прямиї суми, (1.2.2) та

e123e123 (1.2.3) Bl

i′
l

++ B
p′
l

kk (l = 1, 2, . . . , n) .
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Для кожного морфiзму α : A → B позначимо αlk = p′lαik (це морфiзм
Ak → Bl) i визначимо матрицю морфiзму α вiдносно розкладiв (1.2.2)
та (1.2.3) як n×m матрицю [α] = (αlk).

120 Вправа 1.2.11. Перевiрте, що

(1) Для довiльного набору морфiзмiв αlk : Ak → Bl морфiзм α =∑
k,l i

′
lαlkpk є єдиним таким, що [α] = (αlk). Отже вiдповiднiсть

α 7→ (αlk) є бiєкцiєю.
(2) Якщо

e124e124 (1.2.4) Cr

i′′r
++ C

p′′r

kk (r = 1, 2, . . . , s)

— ще одна дiаграма прямої суми, а β : B → C, то [βα] = [β][α],
де [β] рахується вiдносно розкладiв (1.2.3) та (1.2.4), а [βα] —
вiдносно розкладiв (1.2.2) та (1.2.4).

12A Означення 1.2.12. (1) Пiдкатегорiя A ′
k-лiнiйної категорiї A

зветься k-пiдкатегорiєю, якщо A ′(A,B) є k-пiдмодулем в A (A,B)
для довiльних об’єктiв A,B ∈ A ′. Зокрема, кожна повна пiдка-
тегорiя k-лiнiйної категорiї є її k-пiдкатегорiєю.

(2) Пiдкатегорiя A ′ адитивної категорiї A зветься адитивною пiд-
категорiєю, якщо вона є адитивною категорiєю.
Очевидно, якщо A,B,C ∈ A ′ i C ≃ A ⊕ B в категорiї A ′, то
також C ≃ A ⊕ B в категорiї A . Обернене має мiсце, якщо A ′

— повна пiдкатегорiя.

1.3. Функтори
s13

131 Означення 1.3.1. Нехай A i B — двi категорiї. Функтором F :
A → B з категорiї A до категорiї B зветься пара вiдображень FOb :
ObA → ObB та FMor : MorA → MorB, якi задовольняють таким
умовам (ми пишемо FA i Fα замiсть FObA i FMorα):

якщо α : A→ B, то Fα : FA→ FB;

F1A = 1FA;

F (αβ) = Fα · Fβ.

Якщо G : B → C — ще один функтор, визначена композицiя (до-
буток) GF : A → C . Тому можна говорити про «категорiю катего-
рiй» Cat, в якiй об’єкти — це категорiї, а морфiзми — функтори. Тото-
жний функтор 1A , очевидно, визначається парою тотожних вiдобра-
жень: 1AX = X, 1A α = α.

132 Приклад 1.3.2. (1) «Забуваючi функтори» Gr → Set, Ring →
Set, Ring → Gr тощо.
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(2) Конструкцiя вiльної групиX 7→ FrX дає функтор Set → Gr. Так
само конструкцiя вiльної категорiї дає функтор Quiv → Cat, де
Quiv — категорiя сагайдакiв.

(3) (Вправа) Доведiть, що, якщо розглядати квазiвпорядкованi мно-
жини S i S′, як категорiї (приклад 1.1.2(4), то функтори S →
S

′ ототожнюються з монотонно неспадними вiдображеннями.

Вiзначимо ще один важливи клас функторiв — представницькi фун-
ктори.

133 Означення 1.3.3. Нехай A ∈ ObA . Представницький функтор,
визначений об’єктом A — це функтор A A : A → Set, який визначає-
ться в такий спосiб:

• A A(X) = A (A,X) для кожного об’єкта X ∈ ObA .
• Якщо α : X → Y , то A Aα : A (A,X) → A (A,Y ) — це вiдобра-

ження α· «множення на α злiва», яке переводить ξ : A → X у
αξ : A→ Y .

Виконання всiх умов очевидне.

Будь-який функтор F : A → B iндукує для кожної пари об’єктiв
X,Y ∈ ObA вiдображення F (X,Y ) : A (X,Y ) → B(FX,FY ).

134 Означення 1.3.4. Функтор F : A → B зветься
• строгим, якщо всi вiдображення F (X,Y ) iн’єктивнi;
• повним, якщо всi вiдображення F (X,Y ) сюр’єктивнi;
• щiльним (або iстотно сюр’єктивним) якщо для кожного об’є-

кту B ∈ ObB iснує об’єкт A ∈ ObA такий, що B ≃ FA.

Очевидно, композицiя строгих (повних, щiльних) функторiв є знову
строгим (вiдповiдно, повним, щiльним) функтором.

Множину функторiв A → B можна перетворити у категорiю фун-
кторiв Fun(A ,B).

135 Означення 1.3.5. Якщо F,G : A → B — два функтори, то мор-
фiзмом Φ : F → G зветься таке вiдображення Φ : ObA → MorB, що
ΦX : FX → GX i для кожного морфiзму ξ ∈ A (X,Y ) дiаграма

FX
Fξ

//

ΦX
��

FY

ΦY
��

GX
Gξ

// GY

є комутативною, тобто Gξ · ΦX = ΦY · Fξ.
Якщо Ψ : G→ H — ще один морфiзм функторiв, добуток ΨΦ визна-

чається «поточково»: (ΨΦ)X = ΨX · ΦX.
Тотожний морфiзм 1F функтора F визначається в очевидний спо-

сiб: 1FX = 1FX .
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Множину морфiзмiв F → G позначають Hom(F,G).

Очевидно, морфiзм функторiв Φ : F → G є iзоморфiзмом тодi й
лише тодi, коли всi морфiзми ΦA є iзоморфiзмами.

136 Приклад 1.3.6. Морфiзм α ∈ A (A,B) iндукує морфiзм функторiв
A α : A B → A A такий, що вiдображення A αX : A B(X) → A A(X) — це
вiдображення ·α «множення на α справа», яке переводить ξ : B → X у
ξα : A→ X.

(Перевiрте, що це дiйсно морфiзм функторiв.)

Наступний результат та його наслiдки вiдiграє важливу роль у теорiї
категорiй i в усiй сучаснiй математицi.

137 Теорема 1.3.7 («Лема Йонеди»). Нехай F : A → Set, A ∈ ObA .
Вiдображення Φ 7→ (ΦA)1A є бiєкцiєю Hom(A A, F ) → FA.

Доведення. Нехай a = ΦA(1A). Якщо Φ : A A → F — морфiзм
функторiв, для кожного морфiзму ξ : A → X має мiсце комутативна
дiаграма

A (A,A)
ξ·

//

ΦA
��

A (A,X)

ΦX
��

FA
Fξ

// FX,

звiдки (Fξ)(ΦA)1A = Fξ(a) = (ΦX)(ξ·)1A = ΦX(ξ), тобто Φ визначає-
ться через a: ΦX(ξ) = Fξ(a). Тому якщо ΦA(1A) = ΨA(1A), то Φ = Ψ i
вiдображення Φ 7→ ΦA(1A) iн’єктивне.

Нехай тепер a ∈ FA — довiльний елемент. Визначимо вiдображення
ΦX : A (A,X) → FX правилом ΦX(ξ) = Fξ(a). Ми залишаємо читачевi,
як просту вправу, перевiрку того, що вiдповiднicть X 7→ ΦX є морфi-
змом функторiв A A → F i a = ΦA(1A).

Отже, вiдображення Φ 7→ ΦA(1A) також сюр’єктивне. �

137 Вправа 1.3.8. Нехай Φ : A A → A B , α = ΦA(1A). Перевiрте, що
Φ = A α, тобто ΦX(ξ) = ξα для кожного ξ : B → X.

Перевiрте також, що A βα = A αA β (якщо добуток βα визначений).
Звiдси випливає, зокрема, що A ≃ B тодi й лише тодi, коли A A ≃

A B . Неформально кажучи, «об’єкт повнiстю характеризується морфi-
змами, якi в ньому починаються».

Функтор A → Set, iзоморфний деякому представницькому функто-
ру, зветься представлюваним.

138 Означення 1.3.9. (1) Дуальною категорiєю до категорiї A зве-
ться категорiя A op з тими ж множинами об’єктiв i морфiзмiв,
тими ж тотожними морфiзмама, але з iншими визначеннями
початкiв, кiнцiв i добуткiв. Саме:
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• Якщо α : A → B в категорiї A , то α : B → A в категорiї
A op.

• Добуток αβ в категорiї A op — це добуток βα в категорiї A .
Iнколи, для зручностi, розглядаючи морфiзми в дуальнiй категорiї, їх
теж помiчають значком op. Тодi, зокрема, останнє правило запишетьтся
так: αopβop = (βα)op.

З теореми 1.3.8 i вправи 1.3.9 випливає такий результат.

139 Наслiдок 1.3.10. Пара вiдображень A 7→ A A та α 7→ A α визначає
строгий повний функтор A op → Fun(A ,Set).

Цей функтор iнколи зветься «зануренням Йонеди».

Очевидно, функтор F : A op → B — це пара вiдображень FOb :
ObA → ObB, FMor : MorA → MorB така, що

якщо α : A→ B, то Fα : FB → FA;

F1A = 1FA;

F (αβ) = Fβ · Fα.
Таку пару часто звуть контраварiантним функтором з A до B (ми
теж вживатимемо цей термiн). При цьому «звичайнi» функтори звуть
коварiантними.

Так само, як i серед коварiантних функторiв A → Set, серед контра-
варiантних функторiв A op → Set важливе мiсце займають представни-
цькi функтори AA, де A ∈ ObA . Функтор AA визначається правилами

• AA(X) = A (X,A) для кожного об’єкта X ∈ ObA .
• Якщо α : X → Y , то AXAα : A (Y,A) → A (X,A) — це вiдобра-

ження ·α «множення на α справа», яке переводить ξ : A→ Н у
ξα : A→ X.

З точки зору категорiї A op, це — функтор (A op)A.
Лема Йонеди та її наслiдок для контраварiантних функторiв при-

ймають такий вигляд.

137a Теорема 1.3.11. (1) Нехай F : A op → Set, A ∈ ObA . Вiдобра-
ження Φ 7→ (ΦA)1A є бiєкцiєю Fun(AA, F ) → FA.

(2) Пара вiдображень A 7→ AA та α 7→ Aα визначає строгий пов-
ний функтор A → Fun(A op,Set).

Якщо категорiї A i B є k-категорiями, де k — комутативне кiльце,
найчастiше розглядають k-лiнiйнi функтори F : A → B, тобто такi, що
F (α + β) = Fα + Fβ для довiльних морфiзмiв зi спiльним початком i
кiнцем, а F (cα) = cFα для довiльного c ∈ k. Такi функтори утворюють
повну пiдкатегорiю Fun

k

(A ,B) у категорiї всiх функторiв. Якщо F,G —
два k-лiнiйнi функтори, то множина морфiзмiв Hom(F,G) має структуру
k-модуля, якщо визначити суму пари морфiзмiв i добуток морфiзму на
скаляр λ ∈ k правилами (ϕ + ψ)A = ϕA + ψA i (λϕ)X = λ(ϕX). Отже,
категорiя Fun

k

(A ,B) знову є k-лiнiйною.
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Зауважимо, що, якщо категорiя A є k-категорiєю, легко бачти, що
представницькi функтори A A є k-лiнiйними функторами A → k-Mod.
Категорiю Fun

k

(A ,k-Mod) часто звуть категорiєю A -модулiв, а її об’-
єкти — A -модулями. Ми теж будемо користуватися цими термiнами i
позначати цю категорiю через A -Mod. Якщо M,N — A -модулi, мно-
жину k-лiнiйних морфiзмiв M → N позначають HomA (M,N). У цьому
випадку «занурення Йонеди» є зануренням A op →֒ A -Mod.

Якщо F : A → k-Mod — деякий A -модуль, a ∈ FA i α : A → B, то
замiсть Fα(a) пишуть αa. Умови на функтор F переписуються так:

якщо a ∈ FA, α : A→ B, то αa ∈ FB,

β(αa) = (βα)a,

1Aa = a,

(α+ β)a = αa+ βa,

α(a+ b) = αa+ βa,

(λα)a) = α(λa) = λ(αa), де λ ∈ k.

Цi умови (крiм першої) дiйсно мають такий самий вигляд, як у означеннi
модуля над алгеброю.

Якщо F : A op → k-Mod, то, замiсть (Fα)a, де a ∈ FB, α : B →
A, пишуть bα, F звуть також правим A -модулем, а категорiю пра-
вих A -модулiв позначають Mod-A . Пропонуємо читачевi записати ана-
логи поперднiх формул для правих модулiв. При цьому часто замiсть
HomA op(M,N) пишуть також HomA (M,N).

1.4. Еквiвалентностi категорiй
s14

У бiльшостi математичних теорiй одним з фундаментальних понять
є поняття iзоморфiзму, тобто «однаковостi» двох математичних стру-
ктур. Звичайно, неважко дати й означення iзоморфiзму категорiй (читач
може це зробити). Але у теорiї категорiй i в її застосуваннях набагато
важливiшим є iнше поняття — еквiвалентностi категорiй.

141 Означення 1.4.1. Функтор F : A → B зветься еквiвалентнiстю,
якщо вiн є строгим, повним i щiльним.

Iзоморфiзми характернi тим, що у них є оберненi iзоморфiзми. Якщо
F — еквiвалентнiсть, вона може не мати оберненого функтора, оскiльки
анi FOb, анi FMor не зобов’язанi бути бiєкцiями. Але є деяке узагальнення
оберненого функтора, яке й вiдiграє основну роль у розглядi еквiвален-
тностей.

142 Означення 1.4.2. Функтор F ′ : B → A зветься квазiоберненим до
функтора F : A → B, якщо F ′F ≃ 1

¯A , а FF ′ ≃ 1
¯B.

143 Теорема 1.4.3. Функтор F : A → B є еквiвалентнiстю, якщо у
нього є квазiобернений.
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З цiєї теореми безпосередньо випливає наслiдок, доведення якого ми
залишаємо читачевi.

144 Наслiдок 1.4.4. Вiдношення «iснує еквiвалентнiсть A → B» є
вiдношенням еквiвалентностi на класi категорiй, тобто є рефлексив-
ним, симетричним i транзитивним.

Якщо така еквiвалентнiсть iснує, кажуть, що A i B — еквiвалентнi
категорiї.

Доведення Теореми 1.4.3. Нехай функтор F : A → B має ква-
зiобернений F ′ : B → A . Тодi, зокрема F ′FB ≃ B для кожного об’-
єкта B ∈ ObB, отже функтор F щiльний. Фiксуємо iзоморфiзм Φ :
F ′F → 1

¯A . Тодi, згiдно з Означенням 1.3.5, (ΦA′)(F ′Fα) = α(ΦA) для
кожного морфiзму α ∈ A (A,A′), тобто α = (ΦA′)(F ′Fα)(ΦA)−1, тому
з Fα = Fα′ випливає α = α′ i F є строгим. Так само й F ′ є строгим.
Нехай тепер β : FA → FA′, α = (ΦA′)(F ′β)(ΦA)−1 : A → A′. Тодi
F ′β = (ΦA′)−1α(ΦA) = F ′Fα i β = Fα. Отже, F є й повним, тобто є
еквiвалентнiстю.

Навпаки, нехай F : A → B — еквiвалентнiсть. Для кожного об’єкту
B ∈ B iснує об’єкт A ∈ A такий, що F ′A ≃ B. Фiксуємо один з таких
об’єктiв, позначивши його через F ′B, й один з iзоморфiзмiв FF ′B → B,
позначивши його через ΦB. При цьому, якщо B = FA ми виберемо
F ′B = A i ΦB = 1B . Для кожного морфiзму β : B → B′ визначимо
F ′β : F ′B → F ′B′ як такий морфiзм, що FF ′β = (ΦB′)−1β(ΦB) (вiн
iснує й є єдиним, оскiльки F є повним i строгим. Отже ми визначили
вiдображення F ′ на об’єктах i на морфiзмах. Рiвнiсть F ′1B = 1F ′B ви-
пливає з побудови. Нехай β′ : B′ → B′′. Тодi

F (F ′β′ · F ′β) = (FF ′β′)(FF ′β) = (ΦB′′)−1β′(ΦB′)(ΦB′)−1β(ΦB) =

= (ΦB′′)−1β′β(ΦB) = FF ′(β′β),

звiдки F ′β′ · F ′β = F ′(ββ′), отже F ′ є функтором. За побудовою також
F ′FA = A i F ′Fα = α для кожного морфiзму α : A → A′, тобто F ′F =
1A . Залишилось перевiрити, що вiдображення Φ : ObB → MorB є
морфiзмом (а тому й iзоморфiзмом) FF ′ → 1B . Але рiвнiсть β · ΦB =
ΦB′ ·FF ′β, яку треба для цього перевiрити, також випливає з побудови.

�

145 Приклад 1.4.5. (1) Якщо C ′ — пiдкатегорiя категорiї C , I :
C ′ → C — її занурення, то I є еквiвалентнiстю категорiй то-
дi й лише тодi, коли пiдкатегорiя C ′ є повною i кожен об’єкт
категорiї C iзоморфний деякому об’єкту з пiдкатегорiї C ′.

(2) Нехай F : A → B — строгий повний функтор. Його iстотним
образом зветься повна пiдкатегорiя ImF ⊆ B, яка складається з
об’єктiв, iзоморфних об’єктам вигляду FA, де A ∈ A . Очевидно,
тодi F визначає еквiвалентнiсть A → ImF . З огляду на це, такi
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функтори часто звуть повними зануреннями. Наприклад, з тео-
реми Йонеди для контраварiантних функторiв (Теорема 1.3.11)
випливає, що кожна категорiя A еквiвалентна категорiї контра-
варiантних представлюваних функторiв A op → Set.

(3) Розглянемо функтор V : Mat(k) → k-Mod такий, що V n = k

n,
а V α, де α : n → m, тобто α ∈ Mat(m × n,k), визначається
як гомоморфiзм k

n → k

m, який переводить вектор (стовпчик)
v у добуток αv. Цей функтор, як вiдомо з елементарної лiнiй-
ної алгебри, є повним i строгим, а його iстотний образ — це
повна пiдкатегорiя vec

k

в k-Mod, яка складається з вiльних мо-
дулiв скiнченного рангу. Отже, категорiя матриць над кiльцем
k еквiвалентна категорiї вiльних k-модулiв скiнченного рангу.
Зокрема, якщо k — це поле, категорiя матриць над k еквiвален-
тна категорiї скiнченновимiрних векторних просторiв над цим
полем.

1.5. Спряженi функтори
s15

Ще одним важливим поняттям загальної теорiї категорiй є понят-
тя спряжених функторiв. Перед тим, як розглянути їх, дамо природне
означення добутку категорiй.

151 Означення 1.5.1. (1) Добутком категорiй A та B зветься ка-
тегорiя A × B, в якiй

Ob(A × B) = ObA ×ObB,

Mor(A × B) = MorA ×MorB,

id(A,B) = (idA, idB),

ιk(α, β) = (ιkα, ιkβ) (k = 0, 1)

(α, β)(α′, β′) = (αα′, ββ′).

Функтори, визначенi на добутку A × B часто звуть A − B-
бiфункторами.

(2) Якщо обидвi категорiї A ,B є k-категорiями, їхнiй добуток та-
кож стає k-категорiєю, якщо визначити

(α, β) + (α′, β′) = (α+ α′, β + β′),

c(α, be) = (cα, cβ) (c ∈ k).

(3) Якщо A ,B,C — k-категорiї, функтор F : A × B → C зветься
k-бiлiнiйним, якщо виконанi такi умови:

F (α+ α′, β) = F (α, β) + F (α′, β),

F (α, β + β) = F (α, β) + F (α, β′),

F (cα, β) = F (α, cβ) = cF (α, be) (c ∈ k).

Якщо C = k-Mod, такий функтор також зветься A -B-бiмодулем.
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152 Приклад 1.5.2. Регулярний бiфунктор (або бiфунктор морфiзмiв)
на категорiї A визначається як функтор A op × A → Set, який перево-
дить пару об’єктiв (A,B) у множину A (A,B), а пару морфiзмiв (α, β), де
α ∈ A (A′, A), β ∈ A (B,B′) — у вiдображення A (A,B) → A (A′, B′), яке
переводить γ : A → B у βγα : A′ → B′ (нагадаємо, що α ∈ A op(A,A′) ).
Найчастiше цей функтор позначається тiєю самою лiтерою A .

Якщо категорiя A є k-катогорiєю, то цей функтор є k-бiлiнiйним,
тобто A op−A -бiмодулем. Маючи на увазi цей приклад, A op−A -бiмодулi
F часто звуть A -бiмодулями. При цьому елемент F (α, β)x, де x ∈ F (A,B),
α : A′ → A, β : B → B′ позначають βxα (вiн належить F (A′, B′) ).

Надалi ми позначатимемо значком ✷ «вiльне мiсце», на яке можна
пiдставляти аргументи функторiв.

153 Означення 1.5.3. (1) Пара функторiв (F,G), де F : A → B, а
G : B → A зветься спряженою парою, якщо iснує iзоморфiзм
функторiв ϕ : B(F✷,✷) → A (✷, G✷), як функторiв A op×B →
Set. Зауважимо, що, згiдно з означенням, ϕ є набором бiєкцiй
ϕ(A,B) : B(FA,B) → A (A,GB).

У цьому випадку також кажуть, що F є лiвим спряженим
до G, а G є правим спряженим до F . Iзоморфiзм ϕ зветься
спряженiстю мiж F i G.

154 Приклад 1.5.4. (1) Легко бачити, що якщо G — квазiоберне-
ний до функтора F , то вiн є його i лiвим, i правим спряженим
(пояснiть, чому).

(2) За означенням вiльної групи FrX i забуваючого функтора neg :
Gr → Set, пара функторiв (Fr,neg) є спряженою парою. Iзомор-
фiзм ϕ(X,G) : Set(X,negG) → Gr(FrX,G), де X — довiльна
множина, а G — група, переводить вiдображення f : X → G у
єдиний гомоморфiзм груп FrX → G, який вiдображає твiрний
x ∈ X групи FrX у елемент f(x) ∈ G. Перевiрку того, що ϕ
є морфiзмом функторiв залишаємо читачевi. Те, що ϕ(X,G) є
бiєкцiєю, вiдомо з теорiї груп.

Те саме стосується забуваючих функторiв Ring → Set, Cat →
Quiv тощо.

Виявляється, правий (лiвий) спряжений до данного функтора (якщо
вiн iснує) визначений однозначно.

155 Теорема 1.5.5. Нехай ϕ cB(F✷,✷) → A (✷, G✷) — спряженiсть
мiж функторами F i G, а ϕ′ : B(F✷,✷) → A (✷, G′

✷) — спряже-
нiсть мiж функторами F i G′. Iснує єдиний iзоморфiзм функторiв
f : G → G′ такий, що ϕ′(A,B) = Af(B)ϕ(A,B), тобто ϕ′(A,B)(ξ) =
f(B)ϕ(A,B)(ξ) для всiх об’єктiв A ∈ A , B ∈ B i всiх морфiзмiв ξ :
FA→ B.

Отже, правий спряжений до функтора F визначений з точнiстю до
канонiчного iзоморфiзму.
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Доведення. Правило ψ(A,B) = ϕ′(A,B)ϕ−1(A,B) : A (A,GB) →
A (A,G′B) визначає iзоморфiзм функторiв A (✷, G✷) → A (✷, G′

✷). Зокре-
ма, при фiксованому B, воно визначає iзоморфiзм представницьких фун-
кторiв AGB → AG′B. За лемою Йонеди, iснує єдиний морфiзм f(B) :
GB → G′B такий, що ψ(A,B) = Af(B), тобто ψ(A,B)(ξ) = f(B)ξ. Якщо
β : B → B′, то дiаграма

A (A,GB)
ψ(A,B)

//

·Gβ

��

A (A,G′B)

·G′β

��

A (A,GB′)
ψ(A,B′)

// A (A,G′B′)

є комутативною для кожного A, тобто f(B′)(Gβ)ξ = (G′β)f(B)ξ для
кожного ξ, звiдки f(B′)(Gβ) = G(β)f(B). Отже f є морфiзмом (а тому
iзоморфiзмом) G→ G′.

Єдинiсть f очевидна, оскiльки морфiзм ϕ(A,B) обертовний. �

156 Вправа 1.5.6. Сформулюйте й доведiть аналог теореми 1.5.5 для лi-
вих спряжених функторiв.

Наступна теорема дає критерiй iснування лiвого або правого спря-
женого до деякого функтора.

157 Теорема 1.5.7. (1) Правий спряжений до функтора F : A →
B iснує тодi й лише тодi, коли коли для кожного об’єкта
B ∈ B функтор B(F✷, B) : A op → Set є представлюваним.

(2) Лiвий спряжений до функтора G : B → A iснує тодi й ли-
ше тодi, коли коли для кожного об’єкта A ∈ A функтор
A (A,G✷) : A → Set є представлюваним.

Доведення. Ми доведемо перше твердження. Доведення другого
залишається читачевi як вправа.

Необхiднiсть випливає з означення правого спряженого функтора
G: якщо вiн iснує, то B(F✷, B) ≃ AGB . Доведемо достатнiсть. Для
кожного об’єкта B ∈ B фiксуємо деякий об’єкт GB ∈ A i iзомор-
фiзм f(B) : B(F✷, B) → AGB . Кожен морфiзм β : B → B′ iнду-
кує морфiзм функторiв β· : B(F✷, B) → B(F✷, B′) — множення лi-
воруч на β. Разом з iзоморфiзмами f(B) i f(B′) вiн визначає морфiзм
Gβ = f(B′)(β·)f(B)−1 : GB → GB′. Якщо β′ : B′ → B′′, то

G(β′)G(β) = f(B′′)(β′·)f(B′)−1 · f(B′)(β·)f(B)−1 =

= f(B′′)(β′·)(β·)f(B)−1 = f(B′′)(β′β·)f(B)−1 = G(β′β),

отже G є функтором B → A .
Покладемо ϕ(A,B) = f(B)A : B(FA,B) → A (A,GB). За озна-

ченням, при фiксованому B набiр {ϕ(A,B)} є морфiзмом функторiв
B(F✷, B) → A ✷, GB. З iншого боку, за означенням Gβ, маємо рiвнiсть

f(B′)(β·) = (Gβ)f(B),
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яка показує, що при фiксованому A набiр {ϕ(A,B)} є морфiзмом фун-
кторiв B(FA,✷) → A (A,G✷). Отже, ϕ задає морфiзм (а тому й iзомор-
фiзм) функторiв B(F✷,✷) → A (✷, G✷). �

Якщо ϕ — спряженiсть мiж F i G, то для кожного A ∈ ObA визна-
ченi морфiзми функторiв ϕ+ : 1A → GF i ϕL : FG→ 1B. Саме, ϕ+(A) =
ϕ(A,FA)(1FA) : A→ GFA, а ϕ−(B) = ϕ−1(GB,B)(1GB) : FGB → B.

1.6. Тензорний добуток
s16

Нехай A i B — деякi кiльця, а M є A-B-бiмодулем, тобто лiвим
A-модулем i правим B-модулем, причому (ax)b = a(xb) для всiх a ∈
A, b ∈ B, x ∈M . Для кожного A-модуля N група HomA(M,N) стає B-
модулем, якщо визначити добуток bf , де f :M → N правилом (bf)(x) =
f(xb). Отже, визначений функтор HomA(M,✷) : A-Mod → B-Mod. Ми
побудуємо для нього лiвий спряжений.

Для кожного B-модуля L i лiвого B-модуляM визначимо тензорний
добуток M ⊗B L як абелеву групу з твiрними x⊗ y, де x ∈ M, y ∈ L, i
визначальними спiввiдношеннями

x⊗ (y + y′) = x⊗ y + x⊗ y′,

(x+ x′)⊗ y = x⊗ y + x′ ⊗ y,

xb⊗ y = x⊗ by

для всiх x, x′ ∈ M, y, y′ ∈ L, b ∈ B. Тензорний добуток є функтором
B

op-Mod×B-Mod → Ab, якщо для довiльних морфiзмiв α : M → M ′ i
β : L→ L′ визначити α⊗β :M⊗BL→M ′⊗BL

′ правилом (α⊗β)(x⊗y) =
α(x) ⊗ β(y). Якщо M був A-B-бiмодулем, M ⊗B L набуває будову A-
модуля, якщо покласти a(x ⊗ y) = ax ⊗ y. Отже, отримуємо функтор
M ⊗B ✷ : B-Mod → A-Mod.

conj Теорема 1.6.1 (Формула спряженостi). У вищеописанiй ситуацiї має
мiсце iзоморфiзм

Φ : HomA(M ⊗B L,N) → HomB(L,HomA(M,N)),

який визначається правилом

(Φf)(y)(x) = f(x⊗ y) (x ∈M, y ∈ L),

а обернений iзоморфiзм

Ψ : HomB(L,HomA(M,N)) → HomA(M ⊗B L,N)

визначається правилом

(Ψg)(x⊗ y) = g(y)(x).

При цьому Φ є морфiзмом (отже iзоморфiзмом) бiфункторiв вiд змiн-
них L ∈ B-Mod та N ∈ A-Mod, тобто ми маємо спряжену пару фун-
кторiв

(
M ⊗B ✷, HomA(M,✷)

)
.
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Доведення. 1) Перевiримо, що Φf(y) : M → N є гомоморфiзмом
A-модулiв. Дiйсно, якщо a ∈ A, то

Φf(y)(ax) = f(ax⊗ y) = af(x⊗ y) = a(Φf(y)(x)),

бо f — гомоморфiзм A-модулiв.
2) Перевiримо, що Φf є гомоморфiзмом B-модулiв. Дiйсно, якщо

b ∈ B, то

Φf(by)(x) = f(x⊗ by) = f(xb⊗ y) = Φf(y)(xb) = b(Φf(y))(x),

згiдно з означенням дiї B на HomA(M,N).
Отже, визначення Φ коректне.
3) Перевiримо, що визначення Ψg коректне, тобто узгоджене зi спiв-

вiдношення мiж твiрними тензорного добутку. Дiйсно, якщо b ∈ B, то

Ψg(xb⊗ y) = g(y)(xb) = bg(y)(x) = g(by)(x) = Ψg(x⊗ by),

оскiльки g — гомоморфiзм B-модулiв.
4) Перевiримо, що Ψg є гомоморфiзмом A-модулiв. Дiйсно, якщо

a ∈ A, то

Ψg(ax⊗ y) = g(y)(ax) = ag(y)(x) = aΨg(x⊗ y),

бо g(y) — гомоморфiзм A-модулiв.
Отже, Ψ також визначено коректно. З означень Φ i Ψ одразу випли-

ває, що цi вiдображення взаємно оберненi.
5) Перевiримо, що Ψ узгоджений з гомоморфiзмами α : L → L′, тобто

комутативною є дiаграма

HomA(M ⊗B L′, N) //

��

HomA(M ⊗B L,N)

��

HomB(L′,HomA(M,N)) // HomB(L,HomA(M,N)),

в якiй горизонтальнi стрiлки iндукованi гомоморфiзмом α, а вертикальнi
— це iзоморфiзми Ψ. Дiйсно, α iндукує гомоморфiзм 1⊗ α : M ⊗B L →
M ⊗B L′ такий, що (1 ⊗ α)(x ⊗ y) = x ⊗ αy. Отже, якщо f : M ⊗B

L′ → N , то по горизонталi вiн переходить у гомоморфiзм f(1 ⊗ α) :
M ⊗B L→ N такий, що f(1⊗α)(x⊗ y) = f(x⊗αy). Далi, по вертикалi,
вiн перейде в гомоморфiзм Φ(f(1 ⊗ α)) такий, що Φ(f(1 ⊗ α))(y)(x) =
f(1⊗α)(y⊗x) = f(x⊗αy). З iншого боку, по вертiкалi f переходить у Φf
такий, що Φf(y)(x) = f(x⊗ y). Пiсля цього, по горизонталi, вiн перейде
у гомоморфiзм (Φf)α такий, що ((Φf)α)(y)(x) = Φf(αy)(x) = f(x⊗αy),
отже ця дiаграма дiйсно є комутативною.

6) Доведення того, що Ψ узгоджений з гомоморфiзмами β : N → N ′,
залишаємо читачевi, як вправу. �
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1.7. Точнi послiдовностi i функтори
s17

171 Означення 1.7.1. Нехай дано скiнченну або нескiчниенну послiдов-
нiсть гомоморфiзмiв модулiв над деякиi кiльцем A

. . .Mn−1
αn−1−−−→Mn

αn−−→Mn+1
αn+1−−−→ . . .

Кажуть, що ця послiдовнiсть є точною у членi Mn, якщо Kerαn =
Imαn−1. Якщо ця послiдовнiсть є точною у кожному членi, кажуть, що
вона є точною.

172 Приклад 1.7.2. (1) Послiдовнiсть 0 →M
α−→ N є точною, якщо

вона є точною у членi M . Оскiльки лiворуч вiд M стоїть 0, це
означає, що Kerα = 0, тобто α — монiк.

(2) Послiдовнiсть M
α−→ N → 0 є точною, якщо вона є точною у

членi M . Оскiльки праворуч вiд M стоїть 0, це означає, що
Imα = N , тобто α — епiк.

(3) Послiдовнiсть

leftleft (1.7.1) 0 →M
α−→ N

β−→ L

є точною, якщо вона є точною у членах M i N . Ми бачили,
що точнiсть у членi M означає, що α — монiк, тобто iзомор-
фно вiдображає M на Imα. Точнiсть у членi N означає, що
Imα = Ker β. Отже точнiсть даної послiдовностi означає, що α
iзоморфно вiдображає M на Ker β. У цьому випадку зазавияай
кажуть, що α є ядром β

(4) Послiдовнiсть

rightright (1.7.2) M
α−→ N

β−→ L→ 0

є точною, якщо вона є точною у членах M i N . Ми бачили,
що точнiсть у членi N означає, що β — епiк, тобто iзомор-
фно вiдображає N/kerβ на L. Точнiсть у членi N означає, що
Imα = Ker β. Отже точнiсть даної послiдовностi означає, що
β iзоморфно вiдображає N/ Imα на L. Нагадаємо, що фактор-
модуль N/ Imα зветься коядром гомоморфiзму α i позначається
Cokerα. Тому зазвичай кажуть, що точнiсть даної послiдовностi
означає, що β є коядром α.

(5) Короткою точною послiдовнiстю зветься точна послiдовнiсть
вигляду

shortshort (1.7.3) 0 →M
α−→ N

β−→ L→ 0.

Як ми бачили, точнiсть цiєї послiдовностi означає, що α є ядром
β i одночасно β є коядром α.
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173 Вправа 1.7.3. Доведiть, що послiдовнiсть M
α−→ N

β−→ N є точною
тодi й лише тодi, коли iснують точнi послiдовностi

M
α′

−→M ′ → 0,

0 →M ′ α′′

−→ N
β′

−→ L′ → 0,

0 → L′ β′′

−→→ 0

такi, що

α = α′′α′ i β = β′′β′.

Важливим фактом є те, що точнiсть послiдовностей можна охара-
ктеризувати у категорних термiнах,

exact-h Теорема 1.7.4. (1) Послiдовнiсть (1.7.1) є точною тодi й ли-
ше тодi, коли для кожного модуля X точною є послiдовнiсть

left-hleft-h (1.7.4) 0 → HomA(X,M)
α·−→ HomA(X,N)

β·−→ HomA(X,L).

(2) Послiдовнiсть (1.7.2) є точною тодi й лише тодi, коли для
кожного модуля X точною є послiдовнiсть

right-hright-h (1.7.5) 0 → HomA(L,X)
·β−→ HomA(N,X)

·α−→ HomA(M,X).

Доведення. Ми доведемо друге твердження, залишивши перше як
вправу.

Нехай послiдовнiсть (1.7.2) є точною. Тодi β — епiк, тобто з рiвностi
βγ = 0 випливає, що γ = 0. Це й означає, що вiдображення β· — монiк,
тобто послiдовнiсть (1.7.5) точна у членi HomA(L,X).

Точнiсть у членi HomA(N,X) означає, що Im(·β) = Ker(·α) Оскiльки
Imα = Ker β, то βα = 0, звiдки (·α)(·β) = ·(βα) = 0, тобто Im(·β) ⊆
Ker(·α).

Припустимо, що γ ∈ Ker(·α), тобто γα = 0. Це означає, що Imα ⊆
Ker γ, а тодi γ розкладається у добуток N

β−→ L ≃ N/ Imα
γ′−→ X. Отже

γ = γ′β ∈ Im(·β), тобто Ker(·α) ⊆ Im(·β), Im(·β) = Ker(·α) i послiдов-
нiсть (1.7.5) є точною.

Нехай тепер точною є послiдовнiсть (1.7.5). Тодi β· — монiк, тобто з
рiвностi βγ = 0 випливає, що γ = 0. Це й означає, що вiдображення β —
епiк, тобто послiдовнiсть (1.7.2) точна у членi L.

Точнiсть у членi N означає, що Imα = Ker β. Оскiльки Im(·β) =
Ker(·α), а β = 1N
bein Im(·β) то βα = 0, тобто Imα ⊆ Ker β.

Розглянемо тепер природну сюр’єкцiюN
π−→ N/ Imα. Очевидно, πα =

0, отже π ∈ Ker(·α) = Im ·β, тобто π = π′β для деякого π′. Але тодi
Kerβ ⊆ Kerπ = Imα i Ker β = Imα. �
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З поняттям точних послiдовностей пов’язане поняття точних фун-
кторiв. Воно визначається i для звичайних (коварiантних) функторiв, i
для контраварiантних функторiв.

exact-f Означення 1.7.5. (1) Функтор F : A-Mod → B-Mod зветься
(a) точним справа, якщо для кожної короткої точної послiдов-

ностi (1.7.3) точною є послiдовнiсть

FM
Fα−−→ FN

Fβ−−→ FL→ 0;

(b) точним злiва, якщо для кожної короткої точної послiдов-
ностi (1.7.3) точною є послiдовнiсть

0 → FM
Fα−−→ FN

Fβ−−→ FL.

(2) Функтор G : Aop-Mod → B-Mod зветься
(a) точним справа, якщо для кожної короткої точної послiдов-

ностi (1.7.3) точною є послiдовнiсть

GL
Gβ−−→ GN

Gα−−→ GM → 0;

(b) точним злiва, якщо для кожної короткої точної послiдов-
ностi (1.7.3) точною є послiдовнiсть

0 → GL
Gβ−−→ GN

Gα−−→ GM.

Якщо функтор є точним i злiва, i справа, вiн зветься точним.

Приклад 1.7.6. З теореми 1.7.4 випливає, що функтор Hom є точним
злiва i як коварiантний функтор за другою змiнною, i як контраварiан-
тний функтор за першою змiнною.

Корисним є наступний факт, який випливиає з теореми 1.7.4.

Теорема 1.7.7. Якщо (F,G) — спряжена пара функторiв, де F :
A-Mod → B-Mod, G : B-Mod → A-Mod, то функтор F є точним
справа, а функтор G є точним злiва.

Доведення. Якщо послiдовнiсть (1.7.3) є точною, то для кожного
B-модуля X точною є послiдовнiсть

0 → HomA(L,GX)
·β−→ HomA(N,GX)

·α−→ HomA(M,GX).

Iзоморфiзм спряженостi переводить її у точну послiдовнiсть

0 → HomB(FL,X)
·β−→ HomB(FN,X)

·α−→ HomB(FM,X).

За теоремою 1.7.4, послiдовнiсть FM
Fα−−→ FN

Fβ−−→ FL → 0 є точною,
тобто функтор F є точним справа.

Аналогiчне доведення точностi злiва функтора G залишається як
вправа. �
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Тепер з формули спряженостi (теорема 1.6.1) отримуємо такий на-
слiдок.

exact-tensor Наслiдок 1.7.8. Тензорний добуток є точним справа (за кожною
змiнною).

1.8. Проективнi та iн’єктивнi модулi
s18

pro-in Означення 1.8.1. A-модуль M зветься

• проективним, якщо функтор HomA(M,✷) є точним;
• iн’єктивним, якщо функтор HomA(✷,M) є точним.

pro-in-1 Зауваження 1.8.2. Оскiльки цi функтори є точними злiва, то мо-
дуль M є

• проективним тодi й лише тодi, коли функтор HomA(M,✷) пе-
реводить епiки в епiки;

• iн’єктивним тодi й лише тодi, коли функтор HomA(✷,M) пере-
водить монiки в епiки (нагадаємо, що цей функтор є контрава-
рiантним).

Iнакше кажучи, M є

• проективним, якщо для довiльного епiка α : N → L i кожного
гомоморфiзму β :M → L iснує гомоморфiзм γ :M → N такий,
що β = αγ;

• iн’єктивним, якщо для довiльного монiка α : L → N i кожного
гомоморфiзму β : L →M iснує гомоморфiзм γ : N →M такий,
що β = γα.

free-pro Приклад 1.8.3. Кожен вiльний модуль M є проективним. Дiйсно,
якщо B — база M , то задати гомоморфiзм β : M → L — все одно, що
задати вiдображення множин B → L. Оскiльки α епiк, для кожного
елемента β(b) (b ∈ B) є такий елемент xb ∈ N , що be(b) = α(xb). Тодi
вiдображення B → N таке, що γ(b 7→ xb, задає гомоморфiзм γ :M → N
такий, що β = αγ.

З визначення прямої суми легкл випливає, що прямi суми i прямi
доданки проективних (iн’єктивних) модулiв знову є проективними (iн’є-
ктивними).

pro-in-2 Теорема 1.8.4. (1) Наступнi умови рiвносильнi:
(a) Модуль M є проективним.
(b) Для кожного епiка α : N → M iснує правий обернений,

тобто такий γ : M → N , що αγ = 1M . (Тодi N = Im γ ⊕
Kerα i Im γ ≃M).

(2) Наступнi умови рiвносильнi:
(a) Модуль M є iн’єктивним.
(b) Для кожного монiка α : M → N iснує лiвий обернений,

тобто такий γ : N → M , що γα = 1M . (Тодi N = Imα ⊕
Ker γ i Imα ≃M).
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Доведення. (1) Якщо M є проективним, то iснування γ випливає з
означення, якщо покласти β = 1M . Навпаки, нехай умова (b) виконана.
Для довiльгого епiка α : N → L i довiльного β : M → L розглянемо
пiдмодуль N ′ ⊆ N ⊕ M , який складається з тих пар (x, y), для яких
α(x) = β(y). Нехай α′ — обмеження на N ′ проекцiї N ⊕M → M , а β′

— обмеження на N ′ проекцiї N ⊕M → N . Тодi αβ′ = βα′ З того, що α
епiк, одразу випливає, що α′ теж епiк. Тому iснує γ′ : M → N ′ такий,
що α′γ′ = 1M . Якщо γ = β′γ′, то αγ = αβ′γ′ = βα′γ′ = β.

(2) доводиться аналогiчно. У другiй частинi доведення, якщо α : L→
N — монiк, а β : L → M — довiльний, треба розглянути фактормодуль
N⊕M за пiдмодулем, який складається з усiх пар (α(x),−β(x)) (x ∈ L).
Подробицi доведення залишаємо як вправу. �

pro-free Наслiдок 1.8.5. A-модуль M є проективним тодi й лише тодi, ко-
ли вiн iзоморфний прямому доданку вiльного модуля. При цьому M є
скiнченнопородженим тодi й лише тодi, коли вiн є прямим доданком
скiнченнопородженого модуля скiченного рангу.

Доведення. Те, що прямий доданок вiльного модуля є проектив-
ним, вiдмiчено у прикладi 1.8.3. При цьому, якщо вiльний модуль мав
скiнченну базу, всi його прямi доданки є скiнченнопородженими. Нав-
паки, нехай M проективний, S — деяка множини його твiрних. Якщо
M̃ — вiльний модуль з базою S, то тотожне вiдображення S → S задає
епiк α : M̃ → M . Згiдно з теоремою 1.8.4, тодi M iзоморфний прямому
доданку M̃ . �

Зауважимо, що, на вiдмiну вiд попереднiх тверджень, цей наслiдок
не має аналогу для iн’єктивних модулiв. Зате для iн’єктивних модулiв є
таке твердження, яке не має аналогiв для проективних.

in-ideal Теорема 1.8.6. A-модуль M є iн’єктивним тодi й лише тодi, коли
для кожного лiвого iдеалу I ⊆ A i кожного гомоморфiзму β : I → M
iснує гомоморфiзм γ : A →M такий, що γ|I = β.

Нагадаємо, що γ(a) = au, де u = γ(1). Отже, iснування γ означає,
що iснує такий елемент u ∈M , що β(a) = au для всiх a ∈ I.

Доведення. Необхiднiсть очевидна (це просто частковий випадок
означення). Доведемо достатнiсть.

Нехай α : L→ N — монiк. Ототожнимо L з образом α i вважатимемо,
що L ⊆ N . Для кожного гомоморфiзму β : L→ N розглянемо множину
пар B = {(L′, β′)}, де L ⊆ L′ ⊆ N , а β′ : L′ →M — такий, що β′|L = β. На
цiй множинi визначимо порядок, вважаючи, що (L′, β′) 6 (L′′, β′′), якщо
L′ ⊆ L′′ i β′′|L′ = β′. Якщо L = { (Lλ, βλ) | λ ∈ Λ } — ланцюг в B, то пара
(L̃, β̃), де L̃ =

⋃
λ∈Λ Lλ, а β̃(x) = βλ(x), якщо x ∈ Lλ, є верхньою межею

для L. Отже, за лемою Цорна, в B є максимальний елемент (L0, β0).
Припустимо, що L0 6= N i x /∈ L0. Розглянемо перетин J = Ax ∩ L0.
Це пiдмодуль в Ax. Покладемо I = { a ∈ A | ax ∈ J }. Це лiвий iдеал в
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A i визначений гомоморфiзм β̄ : I → M такий, що β̄(a) = β0(ax). За
умовою, iснує гомоморфiзм β̄1 : A → M , для якого β̄1(a) = β̄(a) при
a ∈ I. Зокрема, якщо ax = 0, то a ∈ I i β̄1(a) = 0. Тому β̄1 визначає
гомоморфiзм Ax → M за правилом β1(ax) = β̄1(a). При цьому, якщо
ax ∈ J , то β1(ax) = β̄(a) = β0(ax). Отже β1|J = β0|J , а тому визначений
гомоморфiзм β′ : Ax+L0 →M , для якого β′|J = β0|J , зокрема, β′|L = β.
Ми отримали пару (L′, β′), де L′ = Ax+ L0, яка строго бiльше за пару
(L0, β0). Це неможливо, за вибором (L0, β0), тому L0 = N , а β0 : N →M
продовжує β. Отже M є iн’єктивним. �

1.9. Мiнори i теорема Морiти
s19

У цьоiу роздiлi ми встановимо критерiй еквивалентностi категорiй
модулiв. Це — так звана Теорема Морiти.

morita Теорема 1.9.1. Категорiї модулiв A-Mod i B-Mod еквiвалентнi то-
дi й лише тодi, коли iснує проективний скiнченнопороджений A-модуль
P такий, що EndA P ≃ B

op i для деякого k iснує епiк kP ։ A для де-
якого k.

Для доведення нам потрiбнi деякi додатковi вiдомостi про кодобу-
тки.

coprod Означення 1.9.2. Кодобутком множини об’єктiв {Mi | i ∈ I } у ка-
тегорiї C зветься об’єкт M , який предстваляє функтор

∏
i∈I CMi .

Iнакше кажучи, для кожного об’єкту X ∈ C iснує iзоморфiзм φ(X) :
C (M,X) → ∏

i∈I C (Mi,X), причому, якщо α : X → Y , а φ(f) = (fi)i∈I ,
то φ(fα) = (fiα). Зокрема, якщо φ(M)1M = (εi), де εi : Mi → M , то
φ(X)(f) = (fεi). Очевидно, морфiзми εi за цим правилом i визначають
iзоморфiзм CM ≃ ∏

i∈I CMi .
Якщо такий об’єкт M iснує, вiн визначений з точнiстю до iзомор-

фiзму (наслiдок з леми Йонеди, див. вправу )1.3.9). Тодi пишуть M ≃∐
i∈IMi.

Якщо всi модулi Mi iзоморфнi фiксованому об’єкту N , кодобуток∐
i∈IMi позначають N (I) i звуть костепенем об’єкта N .

193 Приклад 1.9.3. (1) У категорiї множин Set кодобутком
∐
i∈IMi

є об’єднання неперсiчних множин. Це означає, що ми маємо
замiнити кожну множину Mi на рiвнопотужну M ′

i (тобто iзо-
морфну Mi у категорiї множин) так, щоб M ′

i ∩ M ′
j = 0 при

i 6= j, i покласти M =
⋃
i∈IM

′
i . Вiдображення εi — це бiєкцiї

M ′
i →Mi ⊆M .

(2) У категорiї модулiв A-Mod кодобуток
∐
i∈IMi — це пряма сума,

тобто множина наборiв (xi)i∈I , де xi ∈ Mi, причому майже всi
xi = 0.

Очевидно, еквiвалентiсть категорiй завжди переводить кодобутки у
кодобутки (тодi, коли вони iснують). Для нас важливо, що цб властивiть
має бiльший клас функторiв, а саме, функтори, у яких є правi спряженi.
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194 Лема 1.9.4. Якщо (F,G) — спряжена пара функторiв A

F
))
B

G

jj ,

то функтор F переводить кодобутки у кодобутки.

Доведення. Це випливає з iзоморфiзмiв функторiв

B(F
∐

i∈I

Mi,X) ≃ A (
∐

i∈I

Mi, GX) ≃
∏

i∈I

A (Mi, GX) ≃
∏

i∈I

B(FMi,X).

�

З формули спряженостi (теорема 1.6.1 випливає

195 Наслiдок 1.9.5. Тензорний добуток переводить кодобутки у кодо-
бутки.

Якщо M ≃ ∐
i∈IMi, то при X = Mj ми маємо бiєкцiю C (M,Mj) →∏

i∈I C (Mi,Mj). Зокрема, iснує морфiзм πi :M →Mj , для якого πjεj =
1Mj

, а πjεi = 0 при i 6= j.
Якщо категорiя C предадитивна i M ≃ ∐

i∈IMi, то визначене вiд-
ображення S(N) :

∐
i∈I C (N,Mi) → C (N,M), яке переводить набiр

(fi) у
∑

i εifi (це має сенс, бо майже всi fi = 0). Воно iн’єктивне, бо
πj

∑
i εifi = fj, але не завжди сюр’єктивне.

196 Приклад 1.9.6. Нехай C = Ab, N — група типу p∞, I = N i всi
Mi = N . Задамо гомоморфiзм f : N → M =

∐
i∈NMi правилом f(a) =

(pia)i∈N. Оскiльки для кожного a ∈ N iснує k, для якого pka = 0, це
визначення коректне. Але ясно, що Im f не належить нiякiй пiдгрупi в
M вигляду

⊕
i∈J Mi, де J — власна пiдмножина в N, тому f не можна

подати у виглядi
∑

i εifi.

Втiм, є важливий випадок, коли S(N) є бiєкцiєю.

197 Лема 1.9.7. Якщо N — скiнченнопороджений A-модуль, то для до-
вiльного набору A-модулiвMi (i ∈ I) вiдображення S(N) :

∐
i∈I HomA(N,Mi) →

HomA(N,M), де M =
∐
i∈IMi є бiєкцiєю.

Доведення. Треба довести, що S(N) — сюр’єкцiя. Нехай a1, a2, . . . , am
— твiрнi N , f : N → M i bk = f(ak). Оскiльки bk має лише скiнчен-
ну кiлькiсть ненульових координат, iснує скiнченна пiдмножина Jk ⊆ I
така, що f(ak) =

∑
i∈Jk

εiπif(ak). Зокрема, πif(ak) = 0, якщо i /∈ Jk.
Покладемо J =

⋃m
k=1 Jk. Тодi f(ak) ==

∑
i∈J εiπif(ak) для всiх k, звiдки

f =
∑

i∈J εifi, де fi = πif . �

Зауважимо, що скiнченнопородженi модулi можна охарактеризувати
категорно.

198 Лема 1.9.8. A-модуль N є скiнченнопородженим тодi й лише тодi,
коли для кожного епiка f : M ։ N , де M =

∐
i∈IMi, iснує скiнченна
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пiдмножина J ⊆ I така, що гомоморфiзм f̃ такий, що

f̃εi =

{
fεi якщо i ∈ J,

0 якщо i /∈ J

також є епiком.

Доведення. Вправа. �

199 Наслiдок 1.9.9. Еквiвалентнiсть категорiй модулiв переводить скiн-
ченнопородженi модулi у скiнченнопородженi.

Доведення необхiдностi у теоремi Морiти. Нехай

A-Mod
F --

B-Mod
G

mm

— пара квазiобернених функторiв. Покладемо P = GB. Оскiльки B —
проективний скiнченнопороджений B-модуль, P — проективний скiн-
ченнопороджений A-модуль. Крiм того, EndA P ≃ EndB B ≃ B

op. Не-
хай тепер Q = FA. Це — скiнченнопороджений B-модуль, тому для
деякого k iснує епiк f : kB ։ Q. Застосувавши функтор G, одержимо
епiк Gf : kP ։ GFA ≃ A. �

Для доведення достатностi розглянемо навiть бiльш загальну ситуа-
цiю.

Теорема 1.9.10 (Теорема про мiнор). Нехай P — скiнченнопоро-
джений проективний A-модуль, B = (EndA P )

op (тодi P стає A-B-
бiмодулем). Позначимо

F = HomA(P,✷) : A-Mod → B-Mod,

G = P ⊗B ✷ : B-Mod → A-Mod,

P -Mod — повна пiдкатегорiя в категорiї A-Mod, яка складається з тих
модулiв M , для яких iснує точна послiдовнiсть P1 → P0 → M → 0, де
P0 i P1 — костепенi P .

(1) FG ≃ 1B-Mod.
(2) ImG = P -Mod.
(3) GFP ≃ 1P -Mod, де FP — обмеження F на P -Mod.

Отже, маємо еквiвалентнiсть категорiй B-Mod ≃ P -Mod.

У цiй ситуацiї кiльце B зветься мiнором кiльця A. Теорема каже,
що категорiя модулiв над мiнором кiльця A вкладається як повна пiд-
категорiя у категорiю A-модулiв.

Доведення. (1) Задамо гомоморфiзм Φ(N) : N → FG(N) = HomA(P,P⊗B

N) правилом Φ(N)(x)(p) = p ⊗ x, де x ∈ N, p ∈ P (отже Φ(N)(x) ∈
HomA(P,P ⊗B N) ). Легко бачити, що Φ дiйсно є морфiзмом функторiв
1B-Mod → FG. Якщо N = B, то P ⊗B N ≃ P : елемент p ⊗ b отото-
жнюється з pb. Отже, Φ(B)(b)(p) = pb. Оскiльки дiя B на P виникає з
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ототожнення B з HomA(P,P )op, Φ(B) — iзоморфiзм. Обидва функтори
G i F переводять кодобутки у кодобутки (наслiдок 1.9.5 i лема 1.9.7).
Тому Φ(С) є iзоморфiзмом для кожного вiльного B-модуля C (тобто ко-
степеня модуля B). Для кожного B-модуля N iснує точна послiдовнiсть

S1
α−→ S0

β−→ N → 0, де S0, S1 — вiльнi модулi. Функтор F є точним спра-
ва, а функтор G є точним, тому функтори FG i GF є точними справа.
Застосувавши FG до цiєї точної послiдовностi, одержимо комутативну
дiаграму

S1

Φ(S1)
��

α // S0

Φ(S0)
��

β
// N

Φ(N)
��

// 0

FGS1
FGα // FGS0

FGβ
// N // 0

З того, що Φ(S1) i Φ(S0) — iзоморфiзми, випливає, що й Φ(N) також
iзоморфiзм.

(2) Точна послiдовнiсть S1 → S0 → N → 0, де S0 i S1 — костепенi B,
дає точну послiдовнiсть GS1 → GS0 → GN → 0, причому FS1 i FS0 —
костепенi P .

(3) Це доведення цiлком аналогiчне доведенню твердження (1). Ви-
значимо гомоморфiзм ev(M) : GFM = P ⊗B HomA(P,M) → M пра-
вилом ev(M)(p ⊗ f) = f(p), де p ∈ P, f ∈ HomA(P,M) («гомомор-
фiзм обчислення»). Якщо M = P , то HomA(P,P ) = B як B-модуль
i ev(P ) : P ⊗B B → P — iзоморфiзм. Тому ev(M) є iзоморфiзмом,
якщо M — костепiнь P . Якщо ж M ∈ P -Mod, точна послiдовнiсть

P1
α−→ P0

β−→ M → 0, де P0, P1 — костепенi P дають комутативну дiа-
граму

GFP1

ev(P1)
��

α // GFP0

ev(P0)
��

β
// GFM

ev(M)
��

// 0

P1
α // P0

β
// M // 0

Оскiльки ev(P1) i ev(P0) — iзоморфiзми, ev(M) також iзоморфiзм. ✷

Доведення достатностi у теоремi Морiти. Епiк kP ։ A ра-
зом з епiком S ։ M , де S — вiльний модуль, дає епiк α : P0 ։ M ,
де P0 — костепiнь P . Застосувавши те саме до Kerα, отримаємо точну
послiдовнiсть P1 → P0 → M → 0, де P1 — також костепiнь P . Отже,
P -Mod = A-Mod i залишається застосувати теорему про мiнор. �

1.10. Локальнi категорiї й теорема Крулля–Шмiдта–Адзумая
s10

У цьому роздiлi ми доведемо однозначнiсть розкладу у пряму суму
нерозкладних об’єктiв для важливого класу категорiй, який включає,
зокрема, категорiї скiнченновимiрних модулiв над алгебрами над полем.
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101 Означення 1.10.1. (1) Кiльце A зветься локальним, якщо в
ньому є найбiльший власний лiвий iдеал, тобто такий власний
лiвий iдеал m, що всi власнi лiвi iдеали A мiстяться в m.

(2) Об’єкт A предадитивної категорiї A зветься локальним, якщо
таким є його кiльце ендоморфiзмiв A (A,A).

(3) Адитивна категорiя A зветься локальною, якщо кожен її об’єкт
є прямою сумою локальних об’єктiв.

102 Твердження 1.10.2. Нехай A — локальне кiльце.

(1) A не мiстить iдемпотентiв, крiм 0 та 1.
(2) m є множиною всiх необертовних елементiв кiльця A.
(3) m є (двостороннiм) iдеалом i A/m є полем.
(4) m — власний правий iдеал, який мiстить всi власнi правi iдеали

Зокрема, кiльце A
op теж локальне.

Доведення. (1) Нехай e2 = e, тодi e(1 − e) = (1 − e)e = 0. Якщо
e /∈ m, то Ae 6⊆ m, тому Ae = A. Отже, iснує a ∈ A, для якого ae = 1,
звiдки 1− e = ae(1 − e) = 0 i e = 1. Якщо ж e ∈ m, то 1 − e /∈ m, звiдки
так само випливає, що e = 0.

(2) Як власний лiвий iдеал, m не мiстить обертовних елементiв. Нав-
паки, якщо x /∈ m, то, як вище, iснує a, для якого ax = 1. Тодi (xa)2 = xa
i, оскiльки xa 6= 0, xa = 1, тобто a = x−1.

(3) Для довiльного a ∈ A ma — лiвий iдеал. Якщо ma 6⊆ m, то a /∈ m,
отже a обертовний. Крiм того, ma = A i знайдеться b ∈ m, для якого
ba = 1. Тодi b = a−1 — обертовний елемент, що неможливо.

(4) безпосередньо випливає з (2) i (3). �

Надалi ми фiксуємо предадитивну категорiю A i позначаємо EndA =
A (A,A), де A ∈ ObA .

103 Означення 1.10.3. (1) Iдемпотент e ∈ EndA зветься розще-

плюваним, якщо iснують морфiзми A′

i
))
A

p
jj такi,pd що pi =

1A′ i ip = e.
(2) Об’єкт A зветься розщеплюваним, якщо кожен iдемпотент з

EndA є розщеплюваним.
(3) Адитивна категорiя, в якiй кожен iдемпотент є розщеплюваним,

зветься цiлком адитивною.

Легко бачити (перевiрте це), що якщо обидва iдемпотенти e i 1− e є

розщеплюваними: e = ip, 1−e = i′p′, де A′′

i′
))
A

p′
jj , то A′

i
))
A

p
jj

p′
**
A′′

i′
ii

— дiаграма прямої суми.

104 Лема 1.10.4. Нехай A — локальний об’єкт.
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(1) Для кожного iдемпотента e ∈ End(A⊕B) — iдемпотент. Iснує
автоморфiзм γ ∈ Aut(A ⊕ B) такий, що γeγ−1 =

(
e1 0
0 e2

)
, де

e1 ∈ { 0, 1A }.
(2) Якщо об’єкт B є розщеплюваним, таким є й A⊕B.

Доведення. (1) Нехай e =
(
a b
c d

)
. З e2 = e випливає, що

a2 + bc = a,

ab+ bd = b,

ca+ dc = c,

d2 + cb = d.

Нехай m — максимальний iдеал в EndA. Якщо a /∈ m, то a обертовний.
Покладемо γ1 =

(
1 0

−ca−1 1

)
. Тодi γeγ−1 =

(
1A b
0 u

)
= ẽ для деякого u.

(Ми скористалися тим, що a + bca−1 = 1, bc = a − a2 i dc = c − ca).
Оскiльки ẽ теж iдемпотент, u2 − u i bu = 0. Покладемо γ2 =

(
1 b
0 1

)
. Тодi

γ2ẽγ
−1
2 =

(
1A 0
0 u

)
i можна покласти γ = γ2γ1.

Якщо a ∈ m, то 1− a /∈ m, а тодi, як ми показали, iснує автоморфiзм
γ, для якого γ(1− e)γ−1 =

(
1A 0
0 u

)
. Звiдси γeγ−1 =

(
0 0
0 1−u

)
.

(2) Очевидно, якщо γ−1eγ =
(
e1 0
0 e2

)
, де e1 ∈ { 0, 1A }, i e2 розщерлю-

ваний, то й e розщеплюваний. �

105 Лема 1.10.5. Нехай A — локальний об’єкт, B ≃ B1⊕B2 i A
i

))
B

p
ii

— такi морфiзми, що pi = 1A. Iснує автоморфiзм γ ∈ AutB такий, що,
вiдносно цього розкладу, або γi =

(
i′

0

)
i pγ−1 =

(
p′ 0

)
, або γi =

(
0
i′

)
i

pγ−1 =
(
0 p′

)
. Зокрема, якщо об’єкти B1 i B2 розщеплюванi, то A є

прямим доданком B1 або B2.

Доведення. Нехай i =
(
i1
i2

)
, p =

(
p1 p2

)
. Тодi p1i1 + p1i2 = 1A,

звiдки випливає, що або p1i1, або p2i2 — обертовний елемент в EndA.
Припустимо, що обертовним є другий доданок: p2i2α = αp2i2 = 1 для де-
якого α. Покладемо γ1 =

(
1 −i1αp2
0 1

)
. Тодi γ1i =

(
0
i2

)
, pγ−1

1 =
(
p1 αp2

)
.

Покладемо тепер γ2 =
(

1 0
i2p1 1

)
. Тодi γ2γ1i =

(
i1
0

)
, pγ−1

1 γ−1
2 =

(
0 αp2

)
.

Аналогiчно розглядається випадок, коли обертовним є перший дода-
нок. �

106 Наслiдок 1.10.6. Якщо A ≃ ⊕n
i=1Ai, де всi об’єкти Ai локальнi,

то A — розщеплюваний.

Доведення. Скористаємося iндукцiєю за n. Локальний об’єкт є,
очевидно, розщеплюваним, що дає базу iндукцiї (n = 1). Припустимо,
що твердження вiрне для випадку n − 1 об’єкту. Тодi B =

⊕n
i=2Ai —

розщеплюваний. За лемою 1.10.4, A ≃ A1⊕B також розщеплюваний. �

107 Наслiдок 1.10.7. Адитивна локальна категорiя є цiлком адитив-
ною.
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108 Лема 1.10.8. Якщо A — локальний об’єкт i A⊕B ≃ A⊕C, де об’єкт
C розщеплюваний, то B ≃ C.1

Доведення. Нехай α : A ⊕ B
∼→ A ⊕ C, A

i // A⊕B
p

oo — ча-

стина дiаграми прямої суми для A ⊕ B. Тодi (pα−1)(αi) = 1A. За ле-
мою 1.10.5, iснуює автоморфiзм γ об’єкта A ⊕ C такий, що або γαi =(
1A
0

)
, pα−1γ−1 =

(
1A 0

)
, або γαi =

(
0
i′

)
, pα−1γ−1 =

(
0 p′

)
, де p′i′ =

1A. У першому випадку матриця iзоморфiзму γα має вигляд
(
1A a
0 b

)
i,

оскiльки вона обертовна, морфiзм b : B → C є iзоморфiзмом.
У другому випадку, оскiльки C розщеплюваний, iсную розклад C ≃

A⊕ C ′, вiдносно якого i′ =
(
1A
0

)
, p′ =

(
1A 0

)
. Вiдносно розкладу A ⊕

A ⊕ C ′ iзоморфiзм γα має матрицю
(

0 a
1A b
0 c

)
. Оскiльки вона обертовна,

матриця ( ac ), яка задає морфiзм B → A⊕ C ′ ≃ C також обертовна. �

KSA Теорема 1.10.9 (Теорема Крулля–Шмiдта–Адзумая). Якщо A ≃ ⊕n
i=1Ai ≃⊕m

j=1Bj , де всi об’єкти Ai та Bj локальнi, то n = m й iснує переста-
новка σ така, що Ai ≃ Bσi для всiх i = 1, . . . , n.

Доведення. Скорiстаємося iндукцiєю за n. Якщо n = 1, то об’-
єкт A ≃ A1 локальний, тож нерозкладний, звiдки m = 1 i A1 ≃ B1.
Припустимо, що твердження вiрне для n − 1. Оскiльки локальний об’-
єкт A1 є прямим доданком

⊕m
j=1Bi, з леми 1.10.5 випливає, що A1

— прямий доданок якогось Bj, тобто, оскiльки Bj також локальний,
A1 ≃ Bj . Звичайно, можна вважати, що j = 1. Тодi A1⊕A′ ≃ A1⊕B′, де
A′ =

⊕n
i=2Ai, B

′ =
⊕m

j=2Bj. За лемою 1.10.8, A′ ≃ B′. Звiдси, за iнду-
ктивним припущенням, n−1 = m−1, тобто n = m, й iснує перестановка
σ така, що Ai ≃ Bσi при i > 1. �

1.11. Модулi скiнченної довжини
s1a

Ми розглянемо один клас модулiв, до яких застосовна теорема Крулля–
Шмiдта–Адзумая.

1a1 Означення 1.11.1. (1) Модуль M зветься артiновим, якщо в
ньому немає нескiнченних спадних ланцюгiв пiдмодулiв.

(2) Модуль M зветься нетеровим, якщо в ньому немає нескiнчен-
них зростаючих ланцюгiв пiдмодулiв.

(3) Модуль, який одночасно є артiновим i нетеровим зветься моду-
лем скiнченної довжини.

Iнакше кажучи, модуль M є модулем скiнченної довжини, якщо в
ньому немає нескiнченних ланцюгiв пiдмодулiв.

Кiльце, яке є артiновим (нетеровим) лiвим (правим) модулем над со-
бою, зветься артiновим (нетеровим) злiва (справа) кiльцем. Якщо кiльце

1 Насправдi кожну предадитивну категорiю можна занурити як повну пiдкате-
горiю у таку, де всi iдемпотенти є розщеплюваними. Тому ця лема є вiрною i без
обмежень на об’єкт C.
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є артiновим (нетеровим) i справа, i злiва, воно зветься артiновим (нете-
ровим) кiльцем.

Очевидно, пiдмодулi i фактормодулi артiнова (нетерова) модуля зно-
ву є артiновими (нетеровими).

1a2 Приклад 1.11.2. (1) Група цiлих чисел є нетеровим Z-модулем.
Це випливає з того, що кожен iдеал в Z є головним, mZ ⊆ nZ
тодi й лише тодi, коли m | n i в N немає нескiнченних спадних
ланцюгiв. Цей модуль не артiнiв: Z ⊂ 2Z ⊂ 4Z ⊂ 8Z ⊂ . . . —
нескiнченний спадний ланцюг пiдмодулiв.

(2) У групi типу p∞ (група всiх коренiв з одиницi степенiв pk, де
p — первинне число) будь-яка власна пiдгрупа є скiнченною.
Звiдси одразу випливає, що це — артiнiв Z-модуль. Цей модуль
не нетерiв: якщо позначити Pk =

{
a | pka = 0

}
, то P1 ⊂ P2 ⊂

P3 ⊂ . . . — нескiнченний зростаючий ланцюг пiдмодулiв.
(3) Якщо A — алгебра над полем k, а модуль M є скiнченновимiр-

ним над k, вiн є модулем скiнченної довжини.
(4) (Вправа!) Розглянемо кiльце A матриць вигляду

(
a b
0 c

)
, де a, b ∈

R, c ∈ Q.
(a) Доведiть, що кожен лiвий iдеал в A, крiм A i {0} — це один

з наступних:
{(

a 0
0 0

) ∣∣∣∣ a ∈ R

}
,

{(
a b
0 0

) ∣∣∣∣ a, b ∈ R

}
,

{(
0 b
0 c

) ∣∣∣∣ b ∈ R, c ∈ Q

}
.

Отже A є артiновим злiва.
(b) Перевiрте, що, якщо V ⊆ R є пiдпростором у R як у ве-

кторному просторi над Q, то множина
{(

0 a
0 0

) ∣∣∣∣ a ∈ V

}
,

є правим iдеалом в A. Виведiть звiдси, що A не є анi артi-
новим, анi нетеоровим справа.

1a3 Лема 1.11.3 (Лема Фiттiнга). Нехай f ∈ EndAM , деM — A-модуль
скiнченної довжини. M розкладається у пряму суму пiдмодулiв M =
M0 ⊕M1 таких, що f(Mi) ⊆ Mi (i = 0, 1), обмеження f |M0

є нiльпо-
тентним, а обмеження f |M1

є обертовним.

Доведення. Позначимо Kn = Ker fn, Ln = Im fn. Очевидно, Kn ⊆
Kn+1, Ln ⊇ Ln+1, f(Kn+1 ⊆ Kn, f(Ln) = Ln+1. Оскiльки M — модуль
скiнченної довжини, iснує такий номер n, що Kn = Km i Ln = Lm для
всiх m > n. Тодi f(Kn) ⊆ Kn, f(Ln) = Ln. Доведемо, що M = Kn ⊕ Ln.
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Якщо x ∈ Kn ∩ Ln, то fnx = 0 i x = fny для деякого y. Тодi f2ny = 0,
тобто y ∈ K2n = Kn, отже й x = fny = 0. З iншого боку, оскiльки Ln =
L2n, для кожного x ∈ M знайдеться y ∈ M ,для якого fnx = f2ny. Тодi
fn(x−fny) = 0 i x = (x−fny)+fny, де x−fny ∈ Kn, f

ny ∈ Ln. Оскiльки
Ker f ⊆ Kn, Ln ∩Ker f = 0. Отже f |Ln — монiк i епiк, тобто iзоморфiзм.
За означенням, fn(Kn) = 0, тобто обмеження f |Kn є нiльпотентним i
можна покласти M0 = Kn, M1 = Ln. �

1a4 Наслiдок 1.11.4. (1) Якщо M — нерозкладний A-модуль скiн-
ченної довжини, то його кiльце ендоморфiзмiв є локальним.

(2) Кожен модуль скiнченної довжини однозначно розкладається
у пряму суму локальних модулiв (з точнiстю до iзоморфiзму
й порядку доданкiв).

Доведення. (1) Нехай E = EndAM . За лемою Фiттiнга, кожен ен-
доморфiзм a ∈ E є або обертовним, або нiльпотентним. Покажемо, що
якщо a нiльпотентний, то такими є ab i ba для кожного b. Дiйсно, якби
ab був обертовним, то a був би обертовним справа: ax = 1 для деякого
x. Тодi (xa)n 6= 0 для всiх n, отже xa обертовний i a обертовний злi-
ва, а тому обертовний. Покажемо тепер, що, якщо a i b нiльпотентнi, то
й a + b нiльпотентнi. Дiйсно, iнакше a + b обертовний й iснує x такий,
що ax + bx = 1. Але ax нiльпотентний: (ax)n = 0, а тодi bx = 1 − ax
обертовний: оберненим є 1+ax+ · · ·+(ax)n−1. Це неможливо. Отже, всi
необертовнi (тобто нiльпотентнi) елементи утворюють iдеал m. Очеви-
дно, тодi m мiстить всi власнi лiвi (й правi) iдеали, тобто E є локальним.2

(2) випливає з (1) i теореми Крулля–Шмiдта–Адзумая. �

2 У перебiгу цього доведення ми фактично встановили, що якщо кожен елемент
кiльця є або обертовним, або нiльпотентним, то це кiльце є локальним.
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Роздiл 2

Зображення сагайдакiв

ch2
2.1. Сагайдаки та їх зображення

s21

211 Означення 2.1.1. Нехай Γ = (Ver Γ,Arr Γ, ι0, ι1) — деякий сагайдак,
CatΓ — породжена ним вiльна категорiя, (приклад 1.1.5). Зображенням
сагайдака Γ над полем k зветься функтор V : Cat Γ → Veck, де Veck

— категорiя векторних просторiв над полем k. Очевидно, щоб задати
цей функтор, досить задати для кожної вершини i ∈ Ver Γ векторний
простiр V (i), а для кожної стрiлки α : I → j — лiнiйне вiдображення
V (α) : V (i) → V (j). Категорiя таких зображень позначається Rep(Γ,k),
або Rep(Γ), якщо поле k фiксоване.

212 Зауваження 2.1.2. (1) Оскiльки категорiя Veck є k-категорiєю,
категорiя Rep(Γ,k) також є k-категорiєю.

(2) Якщо V ′ — iнше зображення, Φ : Ver Γ → Mor(Veck) — таке
вiдображення, що Φ(i) : V (i) → V ′(i), то, щоб встановити, що Φ
є морфiзмом зображень, достатньо перевiрити, що Φ(j)V (α) =
V ′(α)Φ(i) для кожної стрiлки α : i→ j.

Надалi ми завжди вважатимемо, що сагайдак Γ є скiнченним, тобто
обидвi множини Ver Γ i Arr Γ скiнченнi. Ми будемо вважати, що Ver Γ

213 Означення 2.1.3. Зображення V скiнченного сагайдака Γ зветься
скiнченновимiрним, якщо всi простори V (i) є скiнченновимiрними. У
цьому випадку вектор dim V = (d1, d2, . . . , dn), де di = dimV (i) зветься
розмiрнiстю зображення V .

214 Означення 2.1.4. Кажуть, що сагайдак Γ є зображувально скiнчен-
ним, якщо вiн має лише скiнченну кiлькiсть неiзоморфних нерозкладних
зображень.1

Обравши базу в кожному з просторiв V (i), ми можемо ототожнити
вiдображення V (α) його матрицею. Якщо α : i → j, то це матриця
розмiру dj×di. При цьому зображення V i V ′ iзоморфнi тодi й лише тодi,
коли dimV = dim V ′ i iснують невиродженi матрицi φ(i) ∈ GL(di,k)
такi, що

e211e211 (2.1.1) V ′(α) = φ(j)−1V (α)φ(i) для кожного α : i→ j.

1 Звичайно, тут треба було додати «над полем k», але ми побачимо, що це не
залежить вiд поля.
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Для кожного вектора d ∈ Nn позначимо

Rep(d,Γ) =
∏

α∈ArrΓ
α:i→j

Mat(dj × di),

G(d) =

n∏

i=1

GL(di,k).

Група G(d) дiє на множинi Rep(d,Γ) за правилом (2.1.1) i орбiти цiєї дiї
— це класи iзоморфiзму зображень сагайдака Γ розмiрностi d.

Titsform Означення 2.1.5. Позначимо

Q+
Γ (x) =

n∑

i=1

x2i ,

Q−

Γ (x) =
∑

α:i→j

xixj ,

QΓ = Q+
Γ −Q−

Γ .

Квадратична форма Q зветься формою Тiтса сагайдака Γ. Зауважимо,
що форма Тiтса не залежить вiд напрямку стрiлок у сагайдаку Γ, тобто
є насправдi функцiєю пiдлеглого неорiєнтованого графа.

Множина Rep(d,Γ) — це векторний простiр над полем k розмiрностi
Q+

Γ (d). Група G(d) — це алгебрична група розмiрностi Q+
Γ (d), причому її

дiя на просторi Rep(d,Γ) є рацiональною, тобто координати зображення
φ · V є рацiональними функцiями вiд координат зображення V i набору
матриць φ ∈ G(d). Зауважимо, що набiр матриць φ такий, що φ(i) для
кожного i є скалярною матрицею λIdi (з тим самим λ), залишає будь-
яке зображення незмiнним. Тому насправдi на просторi Rep(d,Γ) дiє фа-
кторгрупа G(d)/k×, де k× — мультиплiкативна група поля k, вкладена
у G(d), як описано вище. Розмiрнiсть цiєї групи дорiвнює Q+

Γ (d) − 1. З
загальних результатiв про розмiрностi алгебричних многовидiв [2] ви-
пливає, що, якщо поле k нескiнченне, а сагайдак Γ має скiнченну кiль-
кiсть класiв iзоморфiзму зображень розмiрностi d, то Q+

Γ (d) > Q−

Γ (d),
тобто QΓ(d) > 0. Якщо сагайдак Γ зображувально скiнченний, звiдси
випливає, що QΓ(d) > 0 для кожного ненульового вектора d ∈ Nn. Але
з вигляду форми Тiтса видно, що QΓ(x) 6 QΓ(|x|). Тому QΓ(x) > 0 для
довiльного x ∈ Zn, а тому й для довiльного x ∈ Qn. Оскiльки коефiцi-
енти форми QΓ цiлi, це означає, що ця форма є додатно визначеною:
QΓ > 0. Отже, додатна визначенiсть форми Тiтса є необхiдною умовою
того, щоб сагайдак був зображувально скiнченним. Насправдi, ця умова
є й достатною.

gab Теорема 2.1.6 (Теорема Ґабрiеля). Сагайдак Γ є зображувально скiн-
ченним тодi й лише тодi, коли QΓ > 0. У цьому випадку:

(1) Вектор d ∈ Nn є розмiрнiстю нерозкладного зображення тодi
й лише тодi, коли QΓ(d) = 1.

33



(2) Якщо V i V ′ — нерозкладнi зображення i dim V = dim V ′, то
V ≃ V ′.

Отже, у цьому випадку iснує взаємно однозначна вiдповiднiсть мiж
класами iзоморфiзму нерозкладних зображень i такими векторами d ∈
Nn, що QΓ(d) = 1.

Цiлочисельнi вектори d, для яких QΓ(d) = 1 звуться коренями фор-
ми QΓ. Якщо всi координати d невiд’ємнi, кажуть, що це — додатний
корiнь.

Доведення, яке ми дамо у наступних пiдроздiлах, було запропонова-
но Бернштейном, Ґельфандом i Пономорьовим у роботi [1]. Воно ґрун-
тується на поняттi вiддзеркалень у просторi з квадратичною формою й
категорiфiкацiї вiддзеркалень, тобто їх реалiзацiї як функторiв на ка-
тегорiї зображень сагайдака.

214 Зауваження 2.1.7. З теореми Ґабрiеля випливають такi наслiдки.

(1) Зображувальна скiнченнiсть сагайдака не залежить анi вiд по-
ля, над яким розглядаються зображення, анi вiд орiєнтацiї (на-
прямку стрiлок), її повнiстю визначає пiдлеглий неорiєнтований
граф.

(2) Для зображувально скiнченного сагайдака розмiрностi нероз-
кладних зображент також не залежать анi вiд поля, над яким
розглядаються зображення, анi вiд орiєнтацiї.

Усi сагайдаки з додатно визначеною формою Тiтса вiдомi. У зв’язно-
му випадку вiдповiднi неорiєнтованi графи — це так званi схеми Динкi-
на:

An : · · . . . ·

·

Dn : · · . . . ·

♠♠♠♠♠♠

◗◗
◗◗

◗◗

·

·

E6 · · · · ·

·

E7 · · · · · ·

·

E8 · · · · · · ·

(у перших двох випадках n вершин).
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2.2. Вiддзеркалення
s22

221 Означення 2.2.1. (1) Нехай (x,y) — симетрична бiлiнiйна фор-
ма у дiйсному векторному просторi E, Q(x) = (x,x) — асоцiйо-
вана квадратична форма, v ∈ E — такий вектор, що Q(v) 6= 0.
Вiддзеркаленням σv вiдносно цього вектора зветься лiнiйне вiд-
ображення

σv(x) = x− 2
(x,v)

(v,v)
v.

Простi обчислення показують, що вiддзеркалення зберiгає
дану бiлiнiйну форму i є iнволюцiєю, тобто σ2

v
= 1E (перевiрте

це). Очевидно також, що σv = σλv для довiльного ненульового
λ ∈ R. З геометричної точки зору, перетворення σv — це симе-
трiя вiдносно гiперплощини, ортогональної до v.

(2) Нехай Q = QΓ — форма Тiтса сагайдака Γ, який не має петель.
Вiдповiдна симетрична бiлiнiйна форма у просторi Rn має ви-
гляд

(x,y) =

n∑

i=1

xiyi −
1

2

∑

α:i→j

(xiyj + xjyi).

Позначимо ei = (0, 0, . . . , 1, . . . , 0) (1 на i-му мiсцi). Оскiльки
Q(ei)=1, визначено вiддзеркалення σi = σei .

(3) Пiдгрупа у повнiй лiнiйнiй групi, породжена вiддзеркаленнями
σi (1 6 i 6 n), зветься групою Вайля форми QΓ або сагайдака
Γ i позначається W (Γ).

(4) Вiдображення C = σn . . . σ2σ1 зветься перетворенням Коксте-
ра. Зауважимо, що воно залежить вiд нцумерацiї вершин сагай-
дака.

За означенням, вiддзеркалення σi може змiнити лише i-ту коорди-
нату вектора x. Зауважимо, що (x, ei) = xi − 1

2

∑
α:i−j xj, де α : i − j

означає, що або α : i → j,або α : j → i. Отже, i-та координата вектора
σi(x) дорiвнює

e221e221 (2.2.1) x′i = xi − 2
(
xi −

1

2

∑

α:i−j

xj
)
=

∑

α:i−j

xj − xi.

Зауважимо також, що σiei = −ei.
Надалi ми позначаємо Q = QΓ.

222 Лема 2.2.2. Нехай x — такий вектор, що Q(v) 6= 0.

(1) Iснує номер i такий, що σix 6= x.
(2) Cx 6= x.

Доведення. (1) Якщо σix = x, то (x, ei) 6= 0. Але Q(x) = (x,x) =
(x,

∑n
i=1 xiei) =

∑n
i=1 xi(x, ei) 6= 0, тому (x, ei) 6= 0 для якогось i.
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(2) Оскiльки вiддзеркалення σi може змiнити лише i-ту координату
вектора x, то Cx = x тодi й лише тодi, коли σix = x для всiх i, що
неможливо. �

Припустимо тепер, що Q > 0. Позначимо через ∆ множину всiх коре-
нiв форми Q, а через ∆+ множину її додатних коренiв. Ми дамо деякий
опис цiєї множини й спосiб її побудови.

223 Твердження 2.2.3. Якщо Q > 0, то множина коренiв ∆ i група
Вайля W (Γ) скiнченнi.

Доведення. Оскiльки ∆ ⊂ Zn, це дiскретна пiдмножина в Rn. З
iншого боку, форма Q перетворює Rn на евклiдiв простiр. Тому множина
{ x ∈ Rn | Q(x) = 1 } (одинична сфера) є компактною, отже її дискретна
пiдмножина ∆ є скiнченною.

Якщо x ∈ Zn, формула (2.2.1) показує, що й σix ∈ Z, отже wx ∈ Z

для всiх w ∈ W (Γ). Тому якщо x — корiнь Q, то й wx — теж корiнь.
Отже, для векторiв wei є лише скiнченна кiлькiсть можливостей, а тому
й для w є лише скiнченна кiлькiсть можливостей. �

224 Лема 2.2.4. Якщо Q > 0, x 6= ei — корiнь, x′ = σi(x), то |xi−x′i| 6 1.

Доведення. При фiксованих значеннях xj для всiх j 6= i форма
Q(x) перетворюється на квадратичний многочлен q(xi) вiд xi зi старшим
коефiцiентом 1. Припустимо, що |xi−x′i| > 1. Тодi iснує цiле число y таке,
що xi < y < x′i або x′i < y < xi. Розглянемо вектор y, у якого yj = xj
при j 6= i, а yi = y. Оскiльки q(xi) = q(x′i) = 1, Q(y) = q(y) < 1 i цiле.
Оскiльки Q > 0, y = 0, а тодi x = ei. �

225 Наслiдок 2.2.5. Якщо Q > 0 i x 6= ei — додатний корiнь, то й σiei
— додатний корiнь.

Доведення. З формули (2.2.1) видно, що якщо xi = 0, то x′i > 0.
Якщо ж xi > 1, то з леми 2.2.4 випливає, що x′i > 0. �

226 Наслiдок 2.2.6. Якщо Q > 0 i x — додатний корiнь, то iснує таке
k > 0, що корiнь Ckx вже не є додатним.

Доведення. Оскiльки група Вайля скiнченна, Cr = 1Rn для де-
якого r > 0. Покладемо s =

∑r−1
k=0C

kx. Очевидно, Cs = s. За лемою
2.2.2, Q(s) = 0, звiдки s = 0, а тому принаймнi один з коренiв Ckx не є
додатним. �

Надалi позначимо через σk та ek при довiльному цiлому k такi σi та
ei, що i ≡ k (mod n).

roots Наслiдок 2.2.7. Нехай Q > 0, x — додатний корiнь. Iснує таке
m > 0, що x = σ1σ2 . . . σmem+1, причому всi коренi σkσk+1 . . . σmem+1

при 1 6 k 6 m є додатними.
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Доведення. Позначимо xs = σs . . . σ2σ1x. Зокрема, Ckx = xkn. З
наслiдку 2.2.6 випливає, що iснує таке m, що всi коренi xk (0 6 k 6 m)
додатнi, але корiнь xm+1 таким вже не є. Тодi, за наслiдком 2.2.5, xm =
σm . . . σ2σ1x = em+1. Звiдси x = σ1σ2 . . . σmem+1, причому σk . . . σmem+1 =
xk−1 — додатний корiнь при 1 6 k 6 m. �

Отже, всi додатнi коренi одержуються з простих коренiв e1, e2, . . . , en
застосуванням вiддзеркалень.

2.3. Функтори вiддзеркалень
s23

У цьому пiдроздiлi ми побудуємо функтори, якi «реалiзують» вiд-
дзеркалення на категорiях зображень. Цi функтори будуються для спе-
цiальних класiв вершин сагайдака.

231 Означення 2.3.1. (1) Вершина i сагайдака Γ зветься додатною,
якщо в нiй не починається жодна стрiлка, i вiд’ємною, якщо в
нiй не закiнчується жодна стрiлка.

(2) Якщо i — вершина сагайдака Γ, то через σiΓ позначимо сагай-
дак, який одердується з Γ змiною напрямку всiх стрiлок, якi
починаються або закiнчуються у вершинi i. Отже σΓ має тi са-
мi множини вершин i стрiлок, але такий, що якщо α : i → j у
сагайдаку Γ, то α : j → i у сагайдаку σiΓ, а якщо α : j → i
у сагайдаку Γ, то α : i → j у сагайдаку σiΓ. Всi iншi стрiлки
зберiгають свої початкi й кiнцi.

(3) Нумерацiя вершин Ver Γ = { 1, 2, . . . , n } сагайдака Γ зветься до-
датною (вiд’ємною), якщо 1 — додатна (вiд’ємна) вершина, 2 —
додатна (вiд’ємна) вершина у сагайдаку σ1Γ i взагалi, для ко-
жного m < n, вершина m є додатною (вiд’ємною) у сагайдаку
σm−1 . . . σ2σ1Γ.

232 Лема 2.3.2. Якщо у сагайдаку Γ немає орiєнтованих циклiв (зокре-
ма, петель), то iснують додатна i вiд’ємна нумерацiї його вершин.

Доведення. Очевидно, якщо { 1, 2, . . . , n } — додатна нумерацiя, то
{n, n− 1, . . . , 1 } — вiд’ємна i навпаки. Якщо у сагайдаку немає циклiв,
то довжини шляхiв у ньому обмеженi. Позначимо через w(i) найбiльшу
довжину шляхiв, якi починаються у вершинi i. Занумеруємо вершини
так { 1, 2, . . . , n }, щоб w(16w(2) 6 . . . 6 w(n). Тодi, якщо стрiлка α : i→
j, то i < j. Отже, 1 — додатни вершина, 2 — додатна у сагайдаку σ1Γ
i взагалi m — додатна у сагайдаку σm−1 . . . , σ2σ1Γ, тобто ця нумерацiя
додатна. �

233 Означення 2.3.3. Нехай i — вiд’ємна вершина, αk : i → jk (k =
1, 2, . . . ,m) — усi стрiлки, якi починаються у вершинi i. Для кожного
зображення V ∈ Rep(Γ) позначимо через AVi : V (i) → ⊕m

k=1 V (jk) вiд-
ображення з компонентами Ak = V (αk).

(1) Визначимо зображення V ′ = σ−i V ∈ Rep(σiΓ) у такий спосiб:
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(a) V ′(j) = V (j) для всiх j 6= i, i V ′(β) = V (β), якщо β не
починається в точцi i.

(b) V ′(i) = CokerAVi .
(c) V ′(αk) : V (jk) → V ′(i) — обмеження на пiдпростiр V (jk)

канонiчної сюр’єкцiї πVi :
⊕m

k=1 V (jk) → V ′(i).
(2) ЯкщоW — iнше зображення сагайдака Γ, φ : V →W — морфiзм

зображень, визначимо морфiзм φ′ = σ−i φ : σ−i V → σ−i W у такий
спосiб:
(a) φ′(j) = φ(j), якщо j 6= i.
(b) φ′(i) : V ′(i) → W ′(i) — єдиний гомоморфiзм, який робить

комутативною дiаграму

V (i)
AV

i //

φ(i)

��

⊕m
k=1 V (jk)

πV //

⊕m
k=1 φ(jk)

��

V ′(i) //

φ′(i)
��

0

W (i)
AW

i //
⊕m

k=1W (jk)
πW // W ′(i) // 0

(Пояснiть чому φ′(i) iснує й єдиний).

Легко бачити, що в такий спосiб ми одержуємо функтор σ−i : Rep(Γ) →
Rep(σiΓ). Позначимо через Ei тривiальне зображення у вершинi i:Ei(i) =
k, Ei(j) = 0, якщо j 6= i, Ei(α) = 0 для всiх стрiлок α. З означення σ−i
одразу випливає, що σ−i Ei = 0. Виявляється, що це — єдиний випадок.

234 Лема 2.3.4. Нехай зображення V не має прямих доданкiв, iзомор-
фних Ei.

(1) Вiдображення AVi є монiком.
Очевивдно, й навпаки, якщо AVi є монiком, V не має прямих

доданкiв, iзоморфних Ei.
(2) dim σ−i V = σi dimV .

Доведення. (1) Якщо v ∈ KerAVi , то αk(v) = 0 для всiх k. Якщо
v 6= 0, нехай U(i) — доповнення до одновимiрного пiдпростору 〈 v 〉 у про-
сторi V (i), U(j) = V (j) при j 6= i, U(β) = V (β), якщо β /∈ {α1, α2, . . . , αm }
i U(αk) — обмеження V (αk) на U(i). Тодi V ≃ U⊕N , деN(i) = 〈 v 〉, N(j) =
0 при j 6= i, тобто N ≃ Ei.

(2) Оскiльки AVi монiк, dimV ′(i) =
∑m

k=1 dimV (jk) − dimV (i). Але
це як раз i є i-ю координатою вектора σ dimV . �

233a Означення 2.3.3a. Нехай i — додатна вершина, αk : jk → i (k =
1, 2, . . . ,m) — усi стрiлки, якi закiнчуються у вершинi i. Для кожного
зображення V ∈ Rep(Γ) позначимо через AVi :

⊕m
k=1 V (jk) → V (i) вiд-

ображення з компонентами Ak = V (αk).
(1) Визначимо зображення V ′ = σ+i V ∈ Rep(σiΓ) у такий спосiб:

(a) V ′(j) = V (j) для всiх j 6= i, i V ′(β) = V (β), якщо β не
закiнчується в точцi i.

(b) V ′(i) = KerAVi .
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(c) V ′(αk) : V
′(i) → V (jk) — композицiя занурення ιVi : V ′(i) →⊕m

k=1 V (jk) з проекцiєю на прямий доданок
⊕m

k=1 V (jk) →
V (jk).

(2) ЯкщоW — iнше зображення сагайдака Γ, φ : V →W — морфiзм
зображень, визначимо морфiзм φ′ = σ+i φ : σ+i V → σ+i W у такий
спосiб:
(a) φ′(j) = φ(j), якщо j 6= i.
(b) φ′(i) : V ′(i) → W ′(i) — єдиний гомоморфiзм, який робить

комутативною дiаграму

0 // V ′(i)
ι′
V //

φ(i)

��

⊕m
k=1 V (jk)

AV
i //

⊕m
k=1 φ(jk)

��

V (i)

φ(i)

��

0 // W ′(i)
ιW //

⊕m
k=1W (jk)

AW
i // W ′(i)

(Пояснiть чому φ′(i) iснує й єдиний).

Знов-таки, ми одержуємо функтор σ+i : Rep(Γ) → Rep(σiΓ), причому
σ+i Ei = 0. Аналогiчно лемi 2.3.4 доводиться наступний результат.

234a Лема 2.3.4a. Нехай зображення V не має прямих доданкiв, iзомор-
фних Ei.

(1) Вiдображення AVi є епiком.
Очевивдно, й навпаки, якщо AVi є епiком, V не має прямих

доданкiв, iзоморфних Ei.
(2) dim σ+i V = σi dimV .

Позначимо через Repi(Γ) повну пiдкатегорiю категорiї Rep(Γ), яка
складається з тих зображень, якi не мають прямих доданкiв, iзомор-
фних Ei. З означення функторiв σ±i одразу випливає, що σ±i (Rep

i(Γ)) ⊆
Repi(σΓ). Надалi ми розглядаємо цi функтори як такi, що дiють на ка-
тегорiї Repi(Γ).

235 Твердження 2.3.5. Якщо i — вiд’ємна (вiдповiдно, додатна) вер-
шина, то σ+i σ

−

i = 1Repi(Γ) (вiдповiдно, σ−i σ
+
i = 1Repi(Γ)). Зокрема, зо-

браження V є нерозкладним тодi й лише тодi, коли таким є σ−i V
(вiдповiдно, σ+i V ).

Доведення. Якщо i вiд’ємна вершина, а V ∈ Repi(Γ), то послiдов-
нiсть

0 → V (i)
AV

i−−→
m⊕

k=1

V (jk)
πV
i−−→ V ′(i) → 0

є точною, а компоненти вiдображення πVi — це вiдображення V ′(αk).
Отже, πVi = AV

′

i , V (i) = KerAV
′

i i, AVi = ιV
′

i , тобто σ+i σ
−

i (V ) = V . Звiдси
очевидно, що й σ+i σ

−

i φ = φ. �
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Тепер ми можемо довести теорему Ґабрiеля у формi, запропонованiй
Бернштейном–Гельфандом–Пономарьовим [1].

BGP Теорема 2.3.6. Нехай QΓ > 0, V — нерозкладне зображення сагай-
дака Γ, d = dimV , { 1, 2, . . . , n } — вiд’ємна нумерацiя вершин сагайдака
Γ.

(1) Iснує таке m > 0, що V ≃ σ+1 σ
+
2 . . . σ

+
mEm+1, де Em+1 розгляда-

ється як зображення сагайдака σm . . . σ2σ1Γ.
(2) Якщо W — iнше нерозкладне зображення розмiрностi d, то

W ≃ V .
(3) Розмiрностi нерозкладних зображень сагайдака Γ збiгаються з

додатними коренями форми QΓ.

Згiдно з твердженням 2.2.3, тодi є лише скiнченна кiлькiсть неiзомор-
фних зображень (з точнiстю до iзоморфiзму).

Доведення. (1) Якщо V ≃ E1, покладемо m = 0. Припустимо, що
V 6≃ E1, тодi d 6= e1. За твердженням 2.2.7, iснує такеm, що σm . . . σ2σ1d =
em+1 i всi вектори dk = σk . . . σ2σ1d (k 6 m) додатнi. Тодi dk = 6= ek+1

при k < m. За лемою 2.3.4, dim σ−1 V = σ1d = d1. Iндукцiєю за k отриму-
ємо, що dim(σ−k . . . σ

−

2 σ
−

1 V ) = dk. Зокрема, dim(σ−m . . . σ
−

2 σ
−

1 V ) = em+1,
звiдки σ−m . . . σ

−

2 σ
−

1 V ≃ Em+1 i, за твердженням 2.3.5, V ≃ σ+1 σ
+
2 . . . σ

+
mEm+1.

Крiм того, звiдси вiпливає, що d = σ1 . . . σmem+1 — корiнь форми QΓ.
(2) Якщо W також нерозкладне i dimW = d, то до W застосовнi тi

самi мiркування, тому також W ≃ σ+1 σ
+
2 . . . σ

+
mEm+1 ≃ V .

(3) Якщо x — додатний корiнь форми QΓ, за наслiдком 2.2.7 iснує
таке m, що σm . . . σ2σ1x = em+1 i всi вектори xk = σk . . . σ2σ1x (k 6

m) додатнi. Зауважимо, що xk = σk+1 . . . σmem+1. Тому визначенi всi
зображення σ+k+1 . . . σ

+
mEm+1 i всi вони нерозкладнi. Зокрема, таким є

зображення σ+1 . . . σ
+
mEm+1, розмiрнiсть якого дорiвнює σ1 . . . σmem+1 =

x. �

237 Приклад 2.3.7. Нехай Γ — сагайдак вигляду

3

2 1
αoo

β 66♠♠♠♠♠♠

γ ((◗◗
◗◗

◗◗

4

QΓ =
∑4

i=1 x
2
i−x1

∑3
i=1 x1xi. Легко бачити, що вектор d = (2, 1, 1, 1) є ко-

ренем форми QΓ. Обчислення дають σ1d = (1, 1, 1, 1), σ2σ1d = (1, 0, 1, 1),
σ3σ2σ1d = (1, 0, 0, 1) i σ4σ3σ2σ1d = e1. Отже, нерозкладне зображення
V розмiрностi d iзоморфне σ+1 σ

+
2 σ

+
3 σ

+
4 E1, де останнє розглядається як

зображення сагайдака σ4σ3σ2σ1Γ = Γ.
У зображеннi σ+4 E1 = V4, маємо V4(1) = E1(1) = k, V4(2) = V4(3) = 0,

V4(4) = Ker(k → 0) = k i V4(γ) = 1. Оскiльки єдиним сусiдом вершини 2
або 3 є вершина 1, так само у зображеннi V3 = σ+3V4 з’явиться простiр
V3(3) = k i вiдображення V3(β) = 1, а у зображеннi V2 = σ+2V3 з’яви-
ться простiр V2(3) = k i вiдображення V2(β) = 1. Отже зображення V2
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задається такою дiаграмою:

k1
vv♠♠♠

♠♠
♠

k

1 //
k

k

1hh◗◗◗◗◗◗

У зображеннi V = σ+1 V2 тодi V (i) = k для i ∈ { 2, 3, 4 }, а V (4) — ядро

гомоморфiзму 3k
( 1 1 1 )−−−−−→ k, тобто пiдпростiр векторiв (x, y, z) таких,

що x + y + z = 0. База цього пiдпростору — вектори v1 = (1, 0,−1)
i v2 = (0, 1,−1). При цьому V (α) — проектування на V (2), тобто взя-
ття першої координати, звiдки V (α)V1 = 1, V (α)v2 = 0. Аналогiчно
V (β)v1 = 0, V (β)v2 = 1, а V (γ)v1 = V (γ)v2 = −1. Змiнивши знак у
базового вектора з V (4), можна зробити V (γ)v1 = V (γ)v2 = 1. Отже
зображення V розмiрностi d задається дiаграмою

k

k k

2(1 0)
oo

(0 1) 66♠♠♠♠♠♠

(1 1) ((◗◗
◗◗

◗◗

k

2.4. Сагайдак Кронекера
s24

Сагайдак Кронекера — це сагайдак вигляду Γ = 1
α

((

β

66 2 . Його

зображення V розмiрностi d = (d1, d2) задається парою матриць A =
V (α), B = V (β) розмiру d2 × d1. Ми писатимемо V = (A,B). Морфiзм
f : V → V ′ = (A′, B′), де dimV ′ = (d′1, d

′
2), задається парою матриць

S = f(1), розмiру d′1×d1 i T = f(2), розмiру d′2×d2 таких, що A′S = TA
i B′S = TB. Зокрема, V ≃ V ′ тодi й лише тодi, коли iснують неви-
родженi матрицi S, T такi, що A′ = TAS−1 i B′ = TBS−1. Задача про
зображення сагайдака Кронекера вiдома з XIX сторiччя, як задача про
пучки матриць («matrix pencils»).

Очевидно σ1Γ = σ2γ = 1 2
α

vv

β

hh — теж сагайдак Кронекера (з iн-

шою нумерацiєю вершин). При цьому σ1(d1, d2) = (2d2−d1, d2) i σ2(d1, d2) =
(d1, 2d1− d2). Зокрема, σ1d = d тодi й лише тодi, коли d1 = d2, i те саме
вiрно для σ2. Зауважимо, що QΓ(x, y) = (x − y)2, тобто d1 = d2 тодi
й лише тодi, коли QΓ(d) = 0. Ми побачимо, що такi розмiрностi вi-
дiграють спецiальну роль у теорiї зображень сагадйака Кронекера. Це
показує наступна теорема.

real Теорема 2.4.1. Нехай d = (d1, d2) ∈ N2, де d1 6= d2.

(1) Наступнi умови еквiвалентнi:
(a) d є розмiрнiстю нерозкладного зображення сагайдака Кро-

некера Γ.
(b) QΓ(d1, d2) = 1.
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(c) d2 = d1 ± 1.
(2) Якщо V i V ′ — нерозкладнi зображення розмiрностi d, то V ≃

V ′.
(3) Нехай V — нерозкладне зображення розмiрностi d.

(a) Якщо d1 > d2, то V ≃ σ+1 σ
+
2 . . . σ

+
mEi для якогось i, де m 6≡ i

(mod 2).
(b) Якщо d2 > d1, то V ≃ σ−2 σ

−

1 . . . σ
−
mEi для якогось i, де m ≡ i

(mod 2).

Доведення. (3) Перш за все, зауважимо, що в нерозкладному зо-

браженнi V 6≃ Ei (i = 1, 2) вiдображення 2V (1)
(V (α) V (β)−−−−−−−→ V2 має бу-

ти сюо’єктивним, а V1

(

V (α)
V (β)

)

−−−−−→ — iн’єктивним. Тому якщо dim V =
d = (d1, d2), то 2d1 > d2 i 2d2 > d1. Нехай d1 > d2. Застосуємо вiд-
дзеркалення σ−1 . Зображення V1 = σ−1 V також нерозкладне i у векторi
dimV1 = d1 = (2d2 − d1, d2) маємо d2 > 2d2 − d1. Отже. ми отрима-
ли розмiрнiсть зображення для того ж сагайдака, в якiй знову бiльша
координата вiдповiдає вiд’ємнiй вершинi (тепер це 2), але при цьому во-
на зменшилась. Продовжуючи цю процедуру, ми врештi решт мусимо
отримати вектор з вiд’ємною координатою. Але оскiльки кожного разу
до цього ми отримуємо розмiрнiсть нерозкладного зображення, це мо-
жливо лише якщо останння додатна розмiрнiсть — це Ei (i = 1, 2). От-
же σ−m . . . σ

−

2 σ
−

1 V = Ei, де m 6≡ i (mod 2), i V ≃ σ+1 σ
+
2 . . . σ

+
mEi. Випадок

d2 > d1 цiлком аналогiчний (тут треба починати з σ2).
(2) випливає з попереднього розгляду, оскiльки номер m залежить

лише вiд розмiрностi d. З циз самих мiркувань випливає, що розмiрностi
нерозкладних зображень, у яких d1 6= d2, є додатними коренями форми
QΓ.

(1) Рiвносильнiсть (b) i (c) випливає з виду форми QΓ. З iншого боку,
легко перевiрити, що σ1(n+ 1, n) = (n− 1, n), а σ2(n, n+ 1) = (n, n− 1).
Тому, якщо d2 = d1±1, то послiдовними вiддзеркаленнями розмiрнiсть d

зводиться до e1 або e2. Отже d = σ1σ2 . . . σmei або d = σ2σ1 . . . σmei для
деяких i та m. Тодi вiдповiдними функторами вiддзеркалень ми отри-
маємо з Ei нерозкладне зображення розмiрностi d. Це доводить рiвно-
сильнiсть (a) i (c). �

Користуючись цим результатом, неважко перевiрити, що нерозкла-
дне зображення розмiрностi (n+ 1, n) задаєiтся парою матриць

An =




1 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
0 0 0 . . . 1 0


 , Bn =




0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 1


 ,

а нерозкладне зображення розмiрностi (n+1, n) — парою матриць A⊤
n , B

⊤
n

(див. вправу 8.4).
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Розглянемо тепер випадок, коли d = (d, d). У цьому випадку має
мiсце такий результат.

imaginary Теорема 2.4.2. Усi нерозкладнi зображення V сагайдака Кронекера
розмiрностi (d, d) задаються одною з наступних пар матриць:

(Id, F ), де F — клiтина Фробенiуса розмiру d× d,

характеристичний многочлен якої є степенем незвiдного,

(Jd, Id), де Jd — нiльпотентна клiтина Жордана розмiру d× d.

Всi перерахованi зображення нерозкладнi й попарно неiзоморфнi.

Якщо поле k алгебрично замкнене, клiтини Фробенiуса можна замiни-
ти на клiтини Жордана.

Доведення ґрунтується на наступнiй лемi.

243 Лема 2.4.3. Якщо зображення сагайдака Кронекера задається па-
рою вироджених квадратних матриць (A,B), воно розкладне.

Доведення. Перетвореннями A 7→ TAS−1 матрицю A можна зве-

сти до вигляду
(
0 Ir
0 0

)
. Будемо вважати, що A вже має такий вигляд, i

надалi робитимемо лише перетворення, якi цей вигляд не змiнюють. Це
означає, що TAS−1 = A, або TA = AS. Розiб’ємо матрицi S, T i B на
блоки, узгоджено з розбитком матрицi A:

T =

(
T1 T2
T3 T4

)
,

S =

(
S1 S2
S3 S4

)
,

B =

(
B1 B2

B3 B4

)
.bbbb (2.4.1)

Оскiльки

TA =

(
0 T1
0 T3

)
= AS =

(
S3 S4
0 0

)
,

то T3 = S3 = 0, S4 = T1, тобто

stst (2.4.2) T =

(
T1 T2
0 T4

)
, S =

(
S1 S2
0 T1

)
,

де матрицi T1 i S1 обертовнi. Отже, якщо пари (A,B) i (A,B′) визнача-
ють iзоморфнi зображення, то TB = B′S, або, поелементно,

T1B1 + T2B3 = B′
1S1,

T1B2 + T2B4 = B′
1S2 +B′

2T1,

T4B3 = B′
3S1,

T4B4 = B′
3S2 +B′

4T1.

bb1bb1 (2.4.3)
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Будемо казати, що блочна матриця B вигляду (2.4.1) розкладна, якщо
iснують матрицi T i S вигляду (2.4.2) такi, що iснує розбиття рядкiв
i стовпчикiв матрицi B′ = TBS−1, вiдносно якого кожен блок B′

i має
вигляд

B′
i =

(
B′
i1 0
0 B′

i2

)
,

причому блоки B21 i B22 квадратнi i, можливо, деякi горизональнi або
вертикальнi полоси вiдсутнi. Легко бачити, що у цьому випадку зобра-

ження (A,B) є розкладним. Так, зокрема, буде, якщо у матрицi
(
B′

1

B′

3

)
є

нульовий стовпчик або у матрицi (B′
3 B

′
4) є нульовий рядок. Ми маємо

довести, що якщо матриця B вироджена, вона розкладна.
Оскiльки матрицi T4 i S1 довiльнi, матрицю B′

3 = T4B3S
−1
1 можна

звести до вигляду
(
0 I
0 0

)
. Тодi, пiдiбравши вiдповiднi матрицi T2 i S2 i

поклавши T1 = T4 = S1 = I, можна звести матрицi B1 i B4 до вигляду

B′
1 =

(
B′

11 0
)
, B′

4 =

(
0
B′

41

)

i, якщо B′
3 6= 0, матриця B′ розкладна. Тому надалi вважатимемо, що

B3 = 0. Якщо обидвi матрицi B1 i B4невродженi, то й B невироджена.
Припустимо, що B1 вироджена. Якщо її стовпчики лiнiйно залежнi, в нiй
можна зробити нульовий стовпчик i B є розкладною. Якщо стовпчики
B1 лiнiйно незалежнi, її можна звести до вигляду

(
I
0

)
. Пiдiбравши пiдхо-

дящю матрицю S2, можна звести матрицю B2 до вигляду B′
2 =

(
0 0
C1 C2

)
,

нульова матриця у лiвому верхньому кутку — квадратна такого ж роз-
мiру, як одиничний блок у матрицi B′

2, а матриця C2 також квадратна.
Матриця B4 розiб’ється на вiдповiднi блоки B′

4 =
(
C3 C4

)
. Покладемо

С =

(
C1 C2

C3 C4

)
,

тобто

B =



I 0 0
0 C1 C2

0 C3 C4


 .

Якщо матрицi T i S з формул (2.4.2) розбити на меншi блоки, згiдно з
розбиттям матрицi B, i вважати, що вони мають вигляд

T =



T11 T12 T21
0 T14 T22
0 0 T4


 , S =



T11 S21 S22
0 T11 T12
0 0 T14


 ,

причому S21 = T12C1 + T21C3, а S22 = T12C2 + T21C4, то матимемо TB =
B′S, де

B′ =



I 0 0
0 C ′

1 C ′
2

0 C ′
3 C ′

4


 ,
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причому

T14C1 + T22C3 = C ′
1T11,

T14C2 + T22C4 = C ′
1T12 + C ′

2T14,

T4C3 = C ′
3T11,

T4C4 = C ′
3T12 + C ′

4T14.

Цi спiввiдношення, з точнiстю до позначень, збiгаються зi спiввiдношен-
нями (2.4.3). Легко бачити також, що якщо матриця C розкладна, такою
є й матриця B. Якщо B вироджена, C також вироджена. Оскiльки C
меншого розмiру, нiж B, доведення можна завершити очевидною iнду-
кцiєю. �

Доведення теореми 2.4.2. Нехай пара квадратних матриць (A,B)
розмiру d× d задає нерозкладне зображення. За лемою 2.4.3, одна з цих
матриць невироджена. Якщо A невироджена, вона зводиться до Id. Пари
(Id, B) i (Id, B′) задають iзоморфнi зображення тодi й лише тодi, коли
B′ = TBT−1. Такими перетвореннями B зводиться до нормальної фор-
ми Фробенiуса (якщо k алгебрично замкнене, то до нормальної форми
Жордана). З нерозкладностi випливає, що присутня лише одна клiтина,
причому її характеристичний многочлен є степенем незвiдного.

Якщо матриця A вироджена, то B невироджена i тi сами мiркування
показують, що пара (A,B) зводиться до (Jd, Id). (Оскiльки A вироджена,
її характеристичний многочлен має бути xd, а тодi A = Jd). �

2.5. Ручнi сагайдаки
s25

251 Означення 2.5.1. Сагайдак Γ зветься ручним, якщо його форма Тi-
тса не є додатно визначеною, але є невiд’ємною, тобто QΓ(x) > 0 для
кожного вектора x.

252 Зауваження 2.5.2. Це не є оригiнальне означення ручних сагайда-
кiв, але вiдомо, що вони рiвносильнi.

Усi ручнi сагайдаки вiдомi. У зв’язному випадку вiдповiднi неорiєн-
тованi графи — це розширенi схеми Динкiна:

Ãn : · · . . . ·

·

PP
PP

PP ·

D̃n : · . . . ·

♥♥♥♥♥♥

PP
PP

PP

·

♥♥♥♥♥♥
·
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·

·

Ẽ6 · · · · ·

·

Ẽ7 · · · · · · ·

·

Ẽ8 · · · · · · · ·

(у перших двох випадках усього n+1 вершина, зокрема, Ã1 — сагайдак
Кронекера).

Нескладно довести, що у всiх цих випадках усi вектори x, для яких
QΓ(x) = 0, мають вигляд cδ, де c ∈ R, а δ — вектор з додатними цi-
лими координатами, якi не мають спiльних множникiв. Наприклад, для
сагайдака Ãn — це вектор (1, 1, . . . , 1).

Встановлено (див. напр. [4]) наступнi результати про зображення ру-
чних сагайдакiв.

(1) Вектор d ∈ Nn+1 є розмiрнiстю нерозкладного зображення тодi
й лише тодi, коли QΓ(d) ∈ {0, 1}.

(2) Якщо QΓ(d) = 1, iснує єдине нерозкладне зображення розмiр-
ностi d.

(3) Якщо QΓ(d) = 0, а поле k нескiнченне, iснує безлiч неiзомор-
фних нерозкладних зображень розмiрностi d.

(4) Якщо поле k скiнченне, #(k) = q, а d = mδ, то кiлькiсть не-
розкладних зображень розмiрностi d не менша, нiж q + 1, i не-
обмежено зростає, коли m→ ∞.
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Домашнi завдання

sz
Завдання 1.

v11 1.1. Дiаграма прямої суми n об’єктiв — це дiаграма вигляду

ez1ez1 (Д.1) Ak

ik
++ A

pk

kk (k = 1, 2, . . . , n),

в якiй виконуються рiвностi

pkik = 1Ak
,

pkil = 0, якщо i 6= l,
∑n

k=1
ikpk = 1A.

Доведiть, що при фiксованих A1, A2, . . . , An об’єкт A визначається з то-
чнiстю до iзоморфiзму. Тому ми писатимемо A ≃ ⊕n

k=1Ak.

v12 1.2. Нехай

ez2ez2 (Д.2) Bk

i′
k

++ B
p′
k

kk (k = 1, 2, . . . ,m),

— iнша дiаграма прямої суми. Для кожного морфiзму α : A→ B визна-
чимо матрицю морфiзму α вiдносно розкладiв (Д.1) та (Д.2) як m× n
матрицю [α] = (αkl), в якiй αkl = p′kαil (це морфiзм Al → Bk). Доведiть,
що цим встановлюється бiєкцiя множини морфiзмiв A → B та множи-
ною m× n матриць, в яких на kl-му мiсцi стоять морфiзми Al → Bk.

v13 1.3. Доведiть, що якщо

Ck

i′′
k

++ C
p′′
k

kk (k = 1, 2, . . . , r),

— ще одна дiаграма прямої суми, α : A→ B, β : B → C, то [βα] = [β][α].

v14 1.4. Доведiть, що коли A ≃
⊕m

k=1Ak, B ≃
⊕n

k=m+1Ak i C ≃ A ⊕ B,
то C ≃ ⊕n

k=1Ak.
Зокрема, у адитивнiй категорiї iснують прямi суми довiльного скiн-

ченнного набору об’єктiв.
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Завдання 2.

21 2.1. Нехай Φ : A A → A B — морфiзм представницьких функторiв.
За лемою Йонеди, вiн визначається морфiзмом α = Φ(A)1A ∈ A (B,A).
Доведiть, що тодi Φ = A α, тобто дiє, як множення праворуч на α. Пе-
ревiрте також, що A βα = A αA β, де β : B → C.

22 2.2. Доведiть, що якщо A ,B — k-категорiї, а еквiвалентнiсть F :
A → B є k-лiнiйним функтором, то квазiобернений функтор F ′ : B →
A є також K -лiнiйним. У цьому випадку ми казатимемо, щр F — еква-
валентнiсть k-категорiй.

22 2.3. Нехай (M,6) — квазiвпорядкована множина. Визначимо вiдно-
шення ∼ на M , вважаючи, що x ∼ y тодi й лише тодi, коли одночасно
x 6 y i y 6 x.

(1) Перевiрте, що ∼ — вiдношення еквiвалентностi.
Позначимо через M множину класiв еквiвалентностi й перене-
семо на неї вiдношення 6, вважаючи, що X 6 Y тодi й лише
тодi, коли x 6 y для деяких (а тодi для всiх) x ∈ X, y ∈ Y .

(2) Перевiрте, що M — частково впорядкована множина.
(3) Доведiть, що якщо розглядати M i M як категорiї (див. при-

клад 1.1.2,(4)), то вони еквiвалентнi.

23 2.4. Нехай F : A → B — еквiвалентнiсть категорiй. Доведiть, що
морфiзм α ∈ A → B є монiком (або епiком, або iзоморфiзмом) тодi й
лише тодi, коли таким є морфiзм Fα ∈ B(FA,FB).

24 2.5. Доведiть, що якщо A ≃ A ′ i B ≃ B′, то й Fun(A ,B) ≃ Fun(A ′,B′).
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Завдання 3.

3.1. Нехай M є A-B-бiмодулем, а N — A-B-бiмодулем. Визначте на
M⊗BN будову A-C-бiмодуля i встановiть iзоморфiзм (M⊗BN)⊗C L ≃
M ⊗B (N ⊗C L) для довiльного C-модуля C.

gd 3.2 (Двоїстiсть Гельфанда). Для кожного A-модуляM позначимо M̂ =
HomA(M,A). Це — правий A-модуль вiдносно дiї (fa)(x) = f(a)x для

кожного f ∈ HomA(M,A). Позначимо γM :M → ˆ̂
M = HomA(M̂ ,A) вiд-

ображення, яке переводить елемент x ∈M у гомоморфiзм γM (x) : M̂ →
A, для якого γM (x)(f) = f(x). Доведiть, що якщо M — скiнченнопоро-
джений проективний модуль, то γM є iзоморфiзмом.
Вказiвка: Перевiрте, що якщо M = N ⊕ L, то γM є iзоморфiзмом тодi
й лише тодi, коли такими є γN i γL. Далi скористайтеся тим, що γA є
iзоморфiзмом.

ex3 3.3. Визначимо гомоморфiзм φ : M̂ ⊗A N → HomA(M,N) правилом
φ(f ⊗ x)(y) = f(y)x, де f ∈ M̂, x ∈ N, y ∈M .

(1) Перевiрте, що φ є коректно визначеним гомоморфiзмом.
(2) Доведiть, що якщо M — скiнченнопороджений проективний A-

модуль, то φ є iзоморфiзмом.
Вказiвка: Мiркування, аналогiчнi задачi 3.2.

ex4 3.4. ЯкщоM є A-модулем, аN є A-B-бiмодулем, визначте на HomA(M,N)
будову правого B-модуля i доведiть, що для кожного правого B-модуля
L має мiсце iзоморфiзм

HomB(L,HomA(M,N)) ≃ HomA(M,HomB(L,N)).

3.5. З задач 3.2–3.4 виведiть, що якщо A-модуль M є скiнченнопоро-
дженим i проективним, то для кожного A-модуля N має мiсце iзомор-
фiзм HomA(M̂ , N̂) ≃ HomA(N,M).
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Завдання 4.

ex41 4.1. Доведiть, що послiдовнiсть M
α−→ N

β−→ L є точною тодi й лише
тодi, коли iснують точнi послiдовностi

M
α′

−→M ′ → 0,

0 →M ′ α′′

−→ N
β′

−→ L′ → 0,

L′ β′′

−→ L→ 0

такi, що

α = α′′α′ i β = β′′β′.

ex42 4.2. Доведiть, що
(1) функтор F є точним справа тодi й лише тодi, коли для кожної

точної послiдовностi M
α−→ N

β−→ L → 0 точною є послiдовнiсть

FM
Fα−−→ FN

Fβ−−→ FL→ 0;
(2) функтор F є точним злiва тодi й лише тодi, коли для кожної

точної послiдовностi 0 → M
α−→ N

β−→ L точною є послiдовнiсть

0 → FM
Fα−−→ FN

Fβ−−→ FL;
(3) функтор F є точним тодi й лише тодi, коли вiн переводить

довiльну точну послiдовнiсть у точну.
Вказiвка: Скористайтеся результатом задачi 4.1.

Сформулуйте й доведiть аналогiчнi результати для контраварiан-
тних функторiв.

ex43 4.3. Доведiть, що еквiвалентнiсть категорiй модулiв є точним фун-
ктором.

ex44 4.4. Доведiть, що наступнi умови рiвносильнi:
(1) Модуль N скiнченнопороджений.
(2) Для довiльного епiку f :

∐
i∈IMi → N iснує скiченна пiдмно-

жина J ⊆ I така, що обмеження f на
∐
i∈JM є епiком.

Виведiть звiдси, що еквiвалентнiсть категорiй модулiв переводить скiн-
ченнопородженi модулi у скiнченнопородженi.
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Завдання 5.

ex51 5.1. Нехай A — алгебра трикутних n× n матриць над полем k:

A =








a11 a12 a13 . . . a1n
0 a22 a23 . . . a2n
0 0 a33 . . . a3n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . ann




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

aij ∈ k




,

Pi = Aeii (i-й стовпчик), P =
⊕n

i=1miPi. Доведiть, що

(1) HomA(Pi, Pj) =

{
k якщо i 6 j,

0 якщо i > j.

Вказiвка: Якщо f : Pi → Pj , то f(eii) ∈ eiiPj .
(2) Алгебра ендоморфiзмiв модуля P iзоморфна алгебрi блочних

матриць вигляду

A =








A11 0 0 . . . 0
A21 A22 0 . . . 0
A31 A32 A33 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A31 A32 A33 . . . Ann




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Aij ∈ Mat(mi ×mj,k)




,

Вказiвка: Скористайтеся матричним записом гомоморфiзмiв пря-
мих сум.

(3) A-Mod ≃ B-Mod, де B — алгебра блочно-трикутних матриць

A =








A11 A12 A13 . . . A1n

0 A22 A23 . . . A2n

0 0 A33 . . . A3n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . Ann




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Aij ∈ Matmi ×mj),k)




,

ex52 5.2. Добутком множини об’єктiв { Ai | i ∈ I } категорiї C зветься об’-
єкт M , який представляє контраварiантний функтор

∏
i∈I C . Такий об’-

єкт визначений з точнiстю до iзоморфiзму. Пищуть M ≃ ∏
i∈IMi.

(1) Доведiть, що M ≃ ∏
i∈IMi тодi й лише тодi, коли iснують такi

морфiзми πi : M → Mi, що для довiльного набору fi : X → Mi

iснує єдиний морфiзм f : X →M , для якого fi = πif .
(2) Доведiть, що якщо функтор F має лiвий спряжений, то вiн пе-

реводить добутки у добутки, тобто F
∏
i∈IMi ≃

∏
i∈I FMi.
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Завдання 6.

ex61 6.1. Нехай Mk

ik // M
pk

oo (k = 1, 2, . . . , n) — дiаграма прямої суми,

ek = ikpk — iдемпотенти кiльця E = EndM . Доведiть, що якщо всi
об’єкти Mk локальнi, то довiльний iдемпотент у E спряжений з якоюсь
сумою

∑
k∈J ek, де J — пiдмножiна у { 1, 2, . . . , n }.

ex62 6.2. Кiльце A зветься напiвдосконалим, якщо воно, як модуль над
собою, розкладається у суму локальних модулiв: A = P1 ⊕P2 ⊕ . . .⊕Pn.
Доведiть, що кожен скiнченнопороджений проективни A-модуль iзомор-
фний прямiй сумi вигладу r1P1⊕r2P2⊕. . .⊕rnPn. Зокрема, P1, P2, . . . , Pn
— це всi (з точнiстю до iзоморфiзму) нерозкладнi проекивнi A-модулi.

ex63 6.3. У припущеннях i позначеннях задачи ??, нехай ek (1 6 k 6 n)
— iдемпотенти, якi виникають з даного розкладу A (див. задачу ??).
Тодi елементи з A можна ототожнити з n× n матрицями (aij), де aij ∈
eiAej ≃ HomA(Pj , Pi). Доведiть, що кожне кiльце, Морiта еквивалентне
A ототожнюється з кiльцем блочних матриць (Bij) (i, j = 1, 2, . . . , n), де
Bij — матриця розмiру ri × rj з коефiцiентами з eiAej . (Якшо серед Pi
є iзоморфнi, то деякi числа ri можуть бути нулями — подумайте, чому
й коли).

ex64 6.4. (1) Нехай L,N — пiдмодулi модуля M . Побудуйте точну
послiдовнiсть 0 → L ∩N → L⊕N → L+N → 0.

(2) Нехай I, J — такi iдеали комутативного кiльця A, що I+J = A.
Доведiть, що I ∩ J = IJ .

(3) Нехай A = Z[
√
−5] =

{
a+ b

√
−5

∣∣ a, b ∈ Z
}
, I — iдеал, поро-

джений 3 i 1 +
√
−5, J — iдеал, породжений 3 i 1−

√
−5.

(4) Перевiрте, що I + J = A, I ∩ J = 3A. Виведiть звiдси, що
I ⊕ J ≃ A⊕A.

(5) Доведiть, що анi I, анi J не є головним iдеалом (тобто, обидва
вони неiзоморфнi A).

Це один з найпростiших прикладiв неоднозначностi розкладу у пря-
му суму нерозкладних модулiв.
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Завдання 7.

Корiнь форми Тiтса QΓ — це цiлочисельний вектор x, для якого
QΓ(x) = 1. Корiнь зветься додатним, якщо всi його координати невiд’-
ємнi. Надалi ми вважаємо, що форма Тiтса додатно визначена.

ex71 7.1. Доведiть, що якщо x 6= 0, знайдеться номер i такий, що коли x′i
— це i-та координата вектора σix, то |x′i| < |xi|.

ex72 7.2. Доведiть, що якщо x — корiнь форми Тiтса, то або x, або −x є
додатним коренем.

ex73 7.3. Знайдiть коренi форми Тiтса сагайдака типу D4:

2

1 // 4

77♦♦♦♦♦♦

''❖❖
❖❖

❖❖

3

ex74 7.4. Доведiть, що всi коренi форми Тiтса сагйдака типу An, тобто

1 −→ 2 −→ 3 −→ . . . −→ n ,

— це вектори vkl (1 6 k 6 l 6 n), в яких i-та координата дорiвнює 1 при
k 6 i 6 l i 0 iнакше.

ex75 7.5. Доведiть, що якщо вершини i та j не сполученi стрiлкою, то
(σiσj)

2 = 1 (рiвносильно, σiσj = σjσi), а якщо сполученi, то (σiσj)
3 = 1

(рiвносильно, σiσjσi = σjσiσj).
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Завдання 8.

ex81 8.1. Нехай k — скiнченне поле з q елементами
(1) Пiдрахуйте кiлькiсть елементiв у Rep(d,Γ) i G(d).
(2) Виведiть звiдси, що якщо Γ — зображувально скiнченний над

полем k, то QΓ > 0.

ex82 8.2. Доведiть, що якщо Γ — зображувально скiнченний сагайдак, V
— його скiнченновимiрне зображення, то у просторах V (i) можне вибра-
ти такi бази, що координати матриць всiх операторiв V (α) лежатимуть
у простому пiдполi (тобто в Q, якщо chark = 0, i в Fp, якщо chark = p).

ex83 8.3. Нехай V i V ′ — зображення сагайдака (не обов’язково скiнченно
зображувального) над нескiнченним полем k, K — розширення поля k.
Тодi V i V ′ можна розглядати i як зображення того ж сагайдака над
полем K (чому?). Доведiть, що якщо V ≃ V ′ як зображення над K, то
вони iзоморфнi й як зображення над k.2

ex84 8.4. У цiй задачi Γ = 1
α

((

β

66 2 — сагайдак Кронекера, V — його

зображення, d = dimV . Позначимо Γ′ = σ1Γ, V ′ = σ−1 V .
(1) Нехай d = (n + 1, n), де n > 0, V задається парою матриць

V (α) = An, V (β) = Bn, де

An =




1 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
0 0 0 . . . 1 0


 , Bn =




0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 1




(обидвi матрицi розмiру n× (n+1) ). Доведiть, що V ′ задається
парою An−1, Bn−1.

(2) Нехай d = (n, n+1), а зображення V задається парою матриць
V (α) = A⊤

n , V (β) = B⊤
n . Доведiть, що V ′ задається парою ма-

триць A⊤
n+1, B

⊤
n+1.

ex85 8.5. Доведiть, що якщо форма Тiтса сагайдака Γ невiд’ємна, то всi
вектори x, для яких QΓ(x) = 0, мають вигляд cδ, де c ∈ R, а δ — вектор
з додатними цiлими координатами, якi не мають спiльних множникiв.
Знайдiть цей вектор для всiх розшiрених схем Динкiна.

2 Це вiрно i без обмежень на поле k, але доведення складнiше.
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