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КОММУТАТИВНЫЕ КОЛЬЦА С КОНЕЧНЫМ ЧИСЛОМ 
ЦЕЛОЧИСЛЕННЫХ НЕРАЗЛОЖИМЫХ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ 

В статье решается вопрос о конечности числа неизоморфных нераз­
ложимых целочисленных представлений для произвольного коммутатив­
ного Z-кольца. 

С. Д. Бирманом и П. М. Гудивоком (*) и независимо Джонсом (2) был 
решен вопрос о том, какие группы имеют конечное число неизоморфных 
неразложимых целочисленных представлений. Аналогичный вопрос есте­
ственно возникает и для целочисленных представлении колец. Дейд (3) 
дал некоторые необходимые условия для того, чтобы кольцо имело конеч­
ное число неразложимых представлений. П. М. Гудивок (4) решил соот­
ветствующий вопрос для представлений групповых колец над квадратич­
ными кольцами, один из авторов (5) — для целочисленных представлений 
кубических колец. В работах (6) — (12) рассматриваются некоторые типы 
колец, у которых все неразложимые модули представлений изоморфны 
идеалам. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть А — коммутативное Z-колъцо, т. е. коммутативное 
кольцо с единицей, аддитивная группа которого является свободной абе-
левой группой конечного ранга. Без ограничения общности мы можем счи­
тать, что алгебра А = A®zQ над полем рациональных чисел Q полупроста, 
так как в противном случае А имело бы бесконечное число неизоморфиых 
неразложимых представлений. Пусть А — целое замыкание А в Л, / = 
= Л / Л, Г — пересечение максимальных подмодулей А-модуля 1. Для того 
чтобы А имело конечное число неизоморфных неразложимых целочис­
ленных представлений, необходимо и достаточно, чтобы V был цикличе­
ским А-модулем, а I имел не более двух образующих. 

Доказательство теоремы проводится следующим образом. Прежде все­
го, пользуясь обычными в теории целочисленных представлений метода­
ми [см. (13)], легко свести задачу к /ьадическим представлениям полных 
локальных колец. Необходимость доказывается методами, аналогичными 
методам Дейда (3). В доказательстве достаточности основную роль игра­
ет то обстоятельство, что кольцо множителей Л7 радикала $ локального 
кольца, удовлетворяющего условиям теоремы, является кольцом с цикли­
ческим индексом, представления которых хорошо изучены [ем. (7)]. По­
этому для любого Л-модуля А модуль Аг = А%, являющийся пересечени­
ем максимальных подмодулей модуля А, распадается в прямую сумму 
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идеалов над Л'. С другой стороны, фактор-модуль А/А', очевидно, изо­
морфен прямой сумме нескольких экземпляров простого модуля К = Л / $ . 

Таким образом, возникает типичная в теории целочисленных представ­
лений ситуация изучения модуля, у которого фиксированные подмодуль и 
фактор-модуль распадаются в прямую сумму большого числа модулей не­
большой размерности. Появляющиеся при этом технические трудности 
требуют громоздких вычислений. Однако задача сильно упрощается бла­
годаря тому, что выкладки оказываются аналогичными выкладкам, про­
деланным при изучении кубических колец [см. (5) ] . Более того, как ока­
залось, все типы коммутативных Z-колец с конечным числом неразложи­
мых представлений имеют своих представителей среди кубических колец. 

В процессе доказательства теоремы 1 дается описание неразложимых 
представлений колец, удовлетворяющих условиям теоремы, в локальном 
случае. 

§ 1. Сведение к локальному случаю 

Пусть Zv — кольцо целых /ьадических чисел, Ар = А ® Zv. Почти до-
z 

словно повторяя рассуждения (2) [см. также (13)], можно доказать следую­
щее 

П р е д л о ж е н и е 1.1. Z-колъцо А имеет конечное число неизоморфных 
неразложимых целочисленных представлений тогда и только тогда, когда 
кольцо Лр имеет конечное число неизоморфных неразложимых представле­
ний над Zv для всех простых р. 

Заметим, что для каждого р Л Р = 2 0 * Л , где Л^—полные локаль-
i 

ные кольца. Поэтому вопрос о конечности числа неразложимых представ­
лений для Л сводится к аналогичному вопросу для полных локальных ко­
лец Л*,. Очевидно, / = 2 е / р , Г = 2 © I'v • гДе 7 = Л / Лг 

г,р i,p 

Ip = Av/Ap, A(Ap)— целое замыкание А(Л^) в его полном кольце 
частных, Г{Гг

р) —пересечение максимальных подмодулей модуля Ц1Р). 
Следуя (9), обозначим минимальное число образующих модуля X через 
[I (X). Нетрудно показать, что 

\x(I) = max \x(Ip), \х(Г) = max \i (Ip). 
i, p г", р 

Поэтому при доказательстве основной теоремы 1 вместо целочисленных 
представлений Z-кольца можно рассматривать представления полного ло­
кального кольца над кольцом целых /ьадических чисел. 

Соответствующую теорему можно доказать в несколько большей общ­
ности. 

Начиная с этого момента, будем обозначать через Л полное локальное 
(коммутативное) нетерово кольцо с единицей размерности Крулля 1 без 
нильпотентных элементов и такое, что его целое замыкание Л в полном 
кольце частных Л есть конечнопорожденный Л-модуль. Напомним [см. 
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(14)], что конечнопорожденныи Л-модуль А называется модулем без кру­
чения (torsionless), если естественный гомоморфизм А-+А** (где А* = 
= Нотл (4, Л)) есть мономорфизм. 

Из предыдущих рассмотрений видно, что основная теорема 1 вытекает 
из нижеследующей теоремы 1'. 

ТЕОРЕМА 1'. Кольцо Л имеет конечное число неизоморфных неразло­
жимых модулей без кручения тогда и только тогда, когда ц(1) ^ 2 , 
\i(I') ^ 1, где I = Л /Л, Г— пересечение максимальных подмодулей мо­
дуля I. 

Заметим, что в глобальном случае теорема 1 не переносится на произ­
вольные кольца размерности 1 ввиду отсутствия теоремы Жордана — Цас-
сенхауза. Однако можно доказать следующее утверждение. 

Коммутативное нетерово кольцо с единицей размерности Крулля 1 
без нильпотентных элементов такое, что его целое замыкание в полном 
кольце частных есть конечнопорожденныи модуль, имеет конечное число 
неразложимых родов модулей без кручения тогда и только тогда, когда 
[х(1) ^ 2, \х(Г) ^ 1. Здесь I ж Г имеют тот же смысл, что и выше, род — 
совокупность модулей, становящихся изоморфными при локализациях 
кольца по всем максимальным идеалам. 

§ 2. Доказательство необходимости 
Будем говорить, что Л-модули без кручения Вп (п =.' 1, 2, . . . ) образуют 

серию, если Вп — неразложимый модуль для любого п и \х(Вп) -> оо при 
п~+- оо. В этом параграфе мы построим серии для колец, не удовлетворяю­
щих условиям теоремы 1. 

Пусть $ — максимальный идеал Л, М — некоторое надкольцо: Л cz 
с: М cz Л. Тогда М / У$М = St есть алгебра над полем К = Л / $, причем 
dim Я = \i(M). 

П р е д л о ж е н и е 2.1. Если для всякого п в Я<п) можно выбрать К-под-
пространство ип, удовлетворяющее условиям: 

а) vn% = »*); 
б) для всякого ср: Шп^-^Шп^ такого, что <р2 = (р u q>(vn) cz un, либо 

ср = 0, либо ф = 1, 
то полные прообразы vn в М<п) относительно проекции л: Д/<п)—>-

->- М^/М^Щ = Я<п) образуют серию. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим л;_1(уп) = Вп. Очевидно, \х(Вп) -*• оо. 

Покажем неразложимость Вп. Если Вп разложим, то существует идемпо-
тентный эндоморфизм г|): Вп-^Вп такой, что я|) ф О, «ф ф 1. Так как 
ВпМ = М<п\ то г|) можно продолжить до АТ-гомоморфизма г|/: М^ -> М^п\ 
причем i|/(Sn) cz Bn, i|/2 = t|/, \|/ Ф О, tf Ф 1. Приводя по модулю % 
получим Я-эндоморфизм «ф: Шп)-+Шп) такой, что ty(vn) cz vn и if2 = if>. 
Но тогда либо г|) = 0, либо г|) = 1. Пусть гр = 0. Тогда Imя|/ cz $Mn) итак 
как ЛГ(*) = Im г|/ + Кег я|/, то М<п) = Кег г|/ (по лемме Накаяма) и 
ч]/ = 0. Аналогично, из г|) = 1 следует я|/ = ' 1, что противоречит выбо­
ру я|). Тем самым предложение 2.1 доказано. 
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Подпространства vn, удовлетворяющие условиям а) и б), будем назы­
вать генератором серии. Обычно мы будем искать vn в виде совокупности 
векторов вида 

(х± + #кх, х2 + у2а + г/ip, х3 + г/з<х + у2&, ...,хп + У па + */n-iP), 
где а, р — фиксированные элементы из ?t, a xi и у г независимым образом 
пробегают все К. Базис vn образуют вектора вг- = ( 0 , . . . , 1 , . . . 0) (1 на 
z-м месте) и U = eia + e*+ip (i = 1 , . . . , тг; вг+i = 0). То, что vn ^ ег-, 
обеспечивает выполнение условия а) Шп) = упЯ. Кроме того, отождествляя 
<р: Шп)-*-Шп\ как обычно, с некоторой п X п матрицей (<рц), q>ij ^ Я, мы 
видий, что если <р(ег*) е уп, то строки ф — вектора из ип' q>ij = #ij + 
+ ^2ja + ^ij-iP (*/го = 0). Условия ф(/г) ^ ^п дают систему уравнений 
дляд:^, г/ij (г,/ = ' 1 , . . . , /г) : 

^ija + г/ija2 +• У* j-iPa + #;+ijP + г/г+ijap + У ж и Р 2 = а] +1 Ь./а + b;-ip 
(полагая 6j = 0, #n+ij = Уп+ij = 0), где a j , Ъ) — фиксированные элемен­
ты из К. 

П р е д л о ж е н и е 2.2. Если а и р удовлетворяют одному из условий: 
A) 1, a, a2, P линейно независимы над К; 
Б) а2 = 0; 1, а, Р, Ра линейно независимы над К; 
B) а2 = Р2 = сф = 0; 1, а, Р линейно независимы над К, 
то vn образуют генератор серии. 
А) Пусть 1, а, а2, р линейно независимы и ф: Шп) ->• Шп) такое, что 

ф(г;п) cz vn- Тогда система уравнений, рассмотренная выше, даст при 
i = п: 

хща + Угыа2 + а* + &* а, 

^п2а + г/пга2 + ^nipa = а? +• Ъ2 а + &Г Р, , , ч 

^ппа + г/nna2 + Упп-фъ = (£ +• Ъп а + &rT-iP-

Отсюда уп1 = уп2 = . . . = г/nn = 0; #nj = Ь*., #ni = # П 2 = . . . •= хпп-\. = 0 
и последняя строка ф имеет вид (0 ,0 , . . . , 0, а), а = # n n e i£. При i = 
= тг — 1 получим аналогичные уравнения для /' = | 1 , . . . , п — 1 и урав­
нение 

Хп-ша + Уп-mGL2 + ?/n_in-iPa + яр = <С~ +• С a + &n-i Р-
Поэтому фп-̂ ij = 0 при / < /г — 1, г/п-1 n-t = 0 и жп-1 n-i = bjjzj = a. 

Аналогично, Ц)ц = а, ф̂ - = 0 при i > /, т. е. 

Если при этом ф2 = ф, то либо ф = 0, либо ф = 1, т. е. vn удовлетворяет 
условию б) и образуют генератор серии. 

Б) Пусть теперь а2 = 0, а 1, a, р, pa линейно независимы. Тогда из 
системы уравнений (1) мы получим: хп± = . . . = хПп-\ = 0, уп\ = . . . 
- . . = iinn-i = 0, т. е. (фП1, . . . , фпп) = (0, . . . , 0, а + Ъа). Если ф2 = ф, 
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то (а + Ъа)2 = а2 + 2Ъа = а + Ьа, откуда Ъ = 0, а а = О или а = 1. Ана­
логично доказательству А) показывается, что ф^ = 6ij&, т. е. либо ф = О, 
либо ф = 1. 

В) Пусть, наконец, а2 = р2 = ар = 0, a 1, а, р линейно независимы. 
Тогда можно показать, что ф̂ - е Ка + К$ при i > /; ф™ = а + ф~ , а е i£, 

(ф«)=( а- * |+(ф«). 

где первая матрица с элементами из К, вторая —- из Ка + Щ. Если ф2 = ф, 
то, учитывая, что (ф )2 = 0, мы получим снова ф = 0, либо ф = 1. 

Итак, если в St можно выбрать а, р, удовлетворяющие условиям А), Б) 
или В), то в St<n) найдется ип, удовлетворяющее условиям а) и б). 

Теперь мы можем доказать необходимость в теореме 1'. Покажем, преж­
де всего, что если либо |х(/), либо \х(Г) больше 2, то А имеет серию. 
Нетрудно проверить, что если Ai —• надкольцо А, то \i (At) = \i(At / А) + 1 
и, следовательно, 

ix(l) = |х(А) - 1, 1х(Г) = ^(АО - 1; А' = А + «Л. 

Поэтому если \i(I) ^ 3 или \х(Г) ^ 3, то у Л есть надкольцо М с (х(М) ^ 
3^4. 

Рассмотрим алгебру St = М / %М. dim St ̂  4. Если в St найдется эле­
мент а такой, что 1, а, а2 линейно независимы, то можно подобрать р такое, 
что и 1, а, а2, Р будут линейно независимы, т. е. а, р будут удовлетворять 
условию А), а значит, из предложения 2.2 следует, что Л имеет серию. 

Пусть для всякого а е St 1, а, а2 линейно зависимы. Тогда, в частно­
сти, если а ^ R (радикалу алгебры St), то 1, а, а2 линейно зависимы и пото­
му а2 = 0. Кроме того, в фактор-алгебре St / R также 1, а, а2 линейно зави-

S 

симы для любого а. Если %/R = ? 0 ^ (Ki — конечномерное расширь 

ние К), то dim Ki ^ 2 и , кроме того, если s ^ 2, то все К\ совпадают с К. 
Если s ^ 4, то серию можно построить, пользуясь методом Дейда (3). Та­
ким образом, можно считать s ^ 3 и, следовательно, R ф 0. 

Предположим, что dim R = 1. Тогда 5 = 3. Пусть е\, в2, ез — ортого­
нальные идемпотенты в St. Найдется i такое, что e\R ф 0. Но тогда e\R = R 
и ejR = 0 при / ф I- Положим а = ej + г (г е R); а2 = ej и потому 1, а, а2 

линейно независимы, что противоречит предположению. 
Итак, dim R ^ 2. Пусть а и р — линейно независимые элементы R. 

Если Ра = 0, то выполняется условие В) предложения 2.2 Пусть Ра ф 0. 
Покажем, что тогда 1, а, р, Ра линейно независимы. Действительно, иначе 
ра = ха + г/р (я, | / G Z ) , и домножая на а и на р, получим х = 0 и 
у = 0, т. е. ра = 0. Итак, если ра ф 0, то выполняется условие Б) пред­
ложения 2.2. Во всех этих случаях Л имеет серию. 

Рассмотрим теперь случай (л (/) = \i (Г) = 2, т. е. \х (А) = \х (А7) = 3, 
где А' = А + $А. $Л — максимальный подмодуль в Л7, причем ($Л)2 с= 
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cz $Л'. Рассмотрим аглебру ЗС = Л'/фЛ' и в ней максимальный идеал 
R = $Л / фЛ'. i?? = 0, значит, R — радикал Я. Кроме того, dim R = 2. Но 
тогда (предложение 2.2, В)) Л имеет серию. 

Итак, мы построили серию для колец с \х(1) > 2, \i{I') > 2 и fx(7) =• 
= \i{I') = 2. Чтобы закончить доказательство необходимости, покажем^ 
что если [I (I) < 2, то и |ы (Г) < 2. Это вытекает из следующего предло­
жения, которое нам понадобится и в дальнейшем. 

П р е д л о ж е н и е 2.3. Если модуль I цикличен, то и всякий его подмо­
дуль цикличен. 

\i(I) = 1 означает, что ,и(Л) = 2. Поэтому Л есть либо поле, либо 
прямая сумма двух полей. Покажем, что найдется г е $ такое, что $Л = 
= г А. Действительно, $ — конечнопорожденный Л-модуль: $ = г\А + . . . 
. . . + т**Л. Если Л — поле, то Л — полное кольцо с дискретной оценкой v, 
и в качестве г можно взять то ri4 для которого v(r2) минимально. Пусть 
Л = F\ © /"г, Л = Ai © Лг, где Лг — полное кольцо с дискретной оцен­
кой V{. Предположим, что vi(rt) и V2(̂ 2) минимальны. Тогда если vi(rt) = 
= Vi(r2) или V2(̂ i) =V2(^2), то за г можно принять соответственно гг 
или г\. Если же vi(r2) > v t ( r t ) , V2(ri) > V2(̂ 2), то за г можно принять 
Г1 + Г2. __ 

Итак, $Л = г А ( Г Е ! | ! ) . Пусть "Л = Л + хА. Тогда ф^Л = гг'Л = 
= гг'Л + г*хА и $*Л + Л = Л + ?4хА. 

Таким образом, ($*Л + Л) / Л — циклический модуль и его единствен­
ный максимальный подмодуль есть ($i+iA + Л) /Л. Но тогда, учитывая, 
что ($Л + Л) / Л — единственный максимальный подмодуль модуля /, 
заключаем, что всякий подмодуль в / есть ($гЛ + Л) /Л. Предложение до­
казано. . ; 

§ 3. Сведение доказательства достаточности к приведению некоторых 
матриц 

Будем в этом параграфе обозначать через М некоторое надкольцо коль­
ца Л, Л cz M с= Л. 

Кольцо М называется горенштейновым [см. (10)], если inj. d i m M ^ < 
< оо *. 

В (10) показано, что если М горенштейново, то всякий ilf-модуль без 
кручения имеет вид Р © X, где Р — проективный ikf-модуль, Х — модуль 
над некоторым кольцом М\ М cz Mr czM. 

Кольцо М будем называть бассовым, если М и все его надкольца го-
ренштейновы. В (8) доказано, что- порядок М в поле является бассовым 
тогда и только тогда, когда М / М — циклический М-модуль. Докажем 
соответствующее утверждение в нужной нам ситуации. 

П р е д л о ж е н и е 3.1. Кольцо М бассово тогда и только тогда, когда 
М IM — циклический М-модуль. 

* В случае, когда М — Zp-кольцо, это эквивалентно тому, что М « М* в терми­
нологии (15). 
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Необходимость следует из (10). Докажем достаточность. Если Зй — 
максимальный идеал в М ж Мф М, то ЗЮ-1 — надкольцо М, Зй-1 / М — 
подмодуль модуля М IМ. Из предложения 2.3 следует, что ЗЮ-1 / М — цик­
лический и потому ЗИ-1 / М ж МI Ш. Следовательно, М горенштейново [см. 
(10)]. Так как для всякого надкольца Mr ZD М М / Мг — также цикличе­
ский модуль, то М/ горенштейново и М бассово. 

П р е д л о ж е н и е 3.2. Если \i(I) = 2, Г — циклический А.-модулъ, то 
всякий подмодуль Г также цикличен. 

Доказательство аналогично доказательству предложения 2.3. 
Заметим, что при доказательстве достаточности в теореме V можно 

считать Л негоренштейновым, так как если Л горенштейново, то всякий 
неразложимый Л-модуль без кручения либо изоморфен Л, либо есть мо­
дуль над некоторым надкольцом кольца Л, которое также удовлетворяет 
условиям теоремы. 

Важную роль для нас будет играть следующее 
П р е д л о ж е н и е 3.3. Если негоренштейново кольцо Л удовлетворяет 

условиям теоремы 1', то $ - 1 = {х: х$ cz Л} есть бассово кольцо. 
При \i(I) ^ 1 из предложения 3.1 следует, что Л бассово. Поэтому 

можно считать j i ( / ) = 2 , \1(Г)^1. ф - 1 — надкольцо Л. Если $ - 1 ф 
ф $Л + Л, то $Л + $ - 1 — максимальный подмодуль Л. Но тогда Л / $ - 1 — 
циклический ^-модуль и ф-1 бассово. Если же ^Р-1 с: $Л + Л, то Ф-1 / А с 
а ($Л + А) /Л = Г и, по предложению 3.2, $ - 1 / Л цикличен. Следова­
тельно, $ - 1 / Л ^ Л / $ и Л г о р е н ш т е й н о в о [см. (10)]. 

Начиная с этого места, мы будем считать, что Л — негоренштейново 
кольцо, удовлетворяющее условиям теоремы 1'« 

Пусть А — некоторый Л-модуль без кручения. Обозначим А' = АУ$. 
А' является модулем над кольцом %~^, которое, согласно предложению 3.3, 
бассово. Поэтому Аг = 2 © Р^ где Рг — неразложимый проективный мо-

i 
дуль над некоторым надкольцом Mi кольца $ - 1 , т. е. Pi — прямое сла­
гаемое М^ С другой стороны, модуль А" = А I А' есть, очевидно, KSm\ 
где К = Л / $. Заметим еще, что Аг является вполне характеристическим 
подмодулем модуля А, т. е. А' переходит в себя при всех эндоморфизмах 
модуля А. Поэтому для дальнейшего изучения Л-модулей без кручения 
нам надо рассмотреть следующую ситуацию. 

Пусть дана точная последовательность 

0-+А'^А-+А"-+0, (1) 

где А" = В(т\ В — фиксированный модуль, А' = 2 © А^- А\, . . . , As — 
i = l 

также фиксированный набор модулей, причем Аг — вполне характеристи­
ческий подмодуль в А. Точная последовательность (1) определяется неко­
торым элементом группы 

s 

Exti (BW, А') = -2, © ExU {Вт, At^). 
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ExtA(B<m\ Ai"* ) естественно рассматривать как совокупность матриц 
размерности щХ тс (коэффициентами из Ext ̂  (В, А{). Значит, А опреде­
ляется набором s матриц Хи...,Х8 (Х{ — с коэффициентами из 
Ext^(5, Ai)). Ext (Л, Ai) можно рассматривать как модуль над кольцом 
II (А{) = Нотл(^Ц,^4г) и как модуль над кольцом Н(В) = Нотл (# ,# ) • 
Рассмотрим матрицу 

Следующие преобразования матрицы X назовем элементарными: 
1) умножение некоторой строки матрицы Xi (столбца матрицы X) на 

обратимый элемент H(Ai) (H(B)); 
2) прибавление к строке (столбцу) матрицы Х{(Х) другой строки 

(столбца) той же матрицы, умноженной на элемент из Н(А{) (Н(В)); 
3) прибавление к строке матрицы Xi строки матрицы Xj ( £ф ; ) , умно­

женной на элемент из Иц = EomA(Ai,Aj) (элементы Hij естественным 
образом рассматриваются как гомоморфизмы из Ext^ (5, А{) в Ext^JZ?, Aj)). 

Нетрудно видеть, что если кольца 

И(А{) = Н(А{)/ала ExtA(5, А{)> Н{В) = Н(В)/[\ апп Extl(S, Ai) 
2 = 1 

удовлетворяют теореме об элементарных делителях, то модуль А разло­
жим тогда и только тогда, когда матрица X разложима с помощью после­
довательности элементарных преобразований. 

Перейдем теперь непосредственно к доказательству достаточности 
условий теоремы V. Поскольку |ы(Л) = JLI(7) + 1 = 3, то Л есть либо 
поле, либо прямая сумма двух или трех полей. 

Предположим сначала, что Л — поле. Из предложения 3.2 следует^ 
что м-($-1) ^ 3. Но если fx($_1) < 3, то $ _ 1 / Л & Л / ф и Л горенштей-
ново. Поэтому jm (ф-1) = 3. Обозначим Я = $ - 1 / $, Я — трехмерная нераз­
ложимая алгебра над К = Л / ф. 

П р е д л о ж е н и е 3.4. Пусть Л — негоренштейново кольцо с макси­
мальным идеалом $, удовлетворяющее условиям теоремы 1', причем Л — 
поле. Тогда возможен один из трех случаев: 

1. ЧИ = Л, Я — поле. 
2.г1 = л,я = ад, т* = о. 
3. $ - 1 — максимальное подкольцо Л, Я = К[г], г3 = 0. 
Покажем, прежде всего, что в Я есть в точности один минимальный 

идеал. Действительно, поскольку $ - 1 бассово, оно имеет один минималь­
ный надмодуль [см. (9) ] , а поскольку $ - 1 « ? , в Я имеется только один 
минимальный идеал. Существует два типа таких трехмерных коммута­
тивных неразложимых алгебр над К: поле и алгебра с базисом 1, г, гг 

(г3 = 0). Если Я — поле, то $ — единственный максимальный идеал $~Ч 
Но $ « $ - 1 и, следовательно, всякий ф_1-идеал главный, т. е. $ - 1 — мак-



ЦЕЛОЧИСЛЕННЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 791 

симальное кольцо: $ - 1 = Л. Пусть Я =К[г], г3 = 0. Тогда максималь­
ный идеал £> в $ - 1 есть прообраз гЯ. Если D « $_1, то $ - 1 == Л, в против­
ном случае G - 1 — минимальное надкольцо ф""1, причем D - 1 / $ - 1 » 
« ф-1 / D « Z. Но D => 5 =э $ « ф-1, где В — прообраз г>Я. Так как 
D - 1 — единственный минимальный надмодуль $ - 1 , то В » &"1. Итак, 
О"1 « G содержит максимальный подмодуль, изоморфный D - 1 и потому 
D-1 = А. 

Нетрудно вычислить, что Ext (i£, ф-1) = Я (во всех трех случаях). 
В случаях 1 и 2 описание модулей без кручения сводится, таким образом, 
к приведению матрицы с элементами из Я, причем над строками можно 
производить элементарные преобразования с коэффициентами из Я, над 
столбцами — с коэффициентами из К. 

Заметим еще, что матрица X, полученная рассмотренным выше спо­
собом из Л-модуля А, удовлетворяет, как нетрудно проверить, следующему 
условию: (*) v% = Я<8>, где v — Z-подпространство в Ws\ порожденное 
столбцами матрицы X, s — число строк в X. 

В случае ЪА' = А$ =i$~1<s) © А<*>. Нетрудно вычислить, что 

Extl(Z,A) « Extl(K,$-i) « К[г], гз = 0. 
Обозначим Ext^(Z, ф-1) = Я, 1, г, г1 — его базис над К; Ext^(Z,A) = 
= Я7, 1', г\ г'2 — его базис над К. W можно рассматривать как Я-модуль, 
а именно: ¥г = г®, г'г = г'2г = 0. Вложение $ _ 1 -^Л индуцирует гомо­
морфизм ф: Я~>Я' (1ф •= 1', гф = г'2, Ар = 0). Вложение Л - ^ ф - 1 ин­
дуцирует гомоморфизм if: Я'->Я (l'<i|) = г, тЛр = 0, г/2г|э = г2). Задача 
описания Л-модулей без кручения эквивалентна задаче приведения пары 
матриц Xt, X2, причем над столбцами этих матриц можно делать одновре­
менно элементарные преобразования над К, над строками Xt — преобразо­
вания над Я, над строками Х2 — преобразования над Я'. Кроме того, можно 
совершать преобразования, индуцированные гомоморфизмами <р и г|), т. е. 
к строке матрицы Х2 прибавлять строку матрицы Xi, умноженную на ф, 
а к строке матрицы Xi — строку матрицы Х2, умноженную на *ф. 

Существенно заметить, что хотя по любой паре матриц Xt, Х2 указан­
ного вида можно построить расширение А модуля К<т) с ядром Аг = 
= «р-ад 0 д<*)? однако А$ может не равняться А\ Можно проследить, что 
А% = А/ тогда и только тогда, когда матрицы Xt, Х2 удовлетворяют сле­
дующим условиям: 

(**) г;Я = Ш8\ г/Я = Я'<'), где v (v') — пространство, порожденное 
столбцами матрицы Xi (X2). 

Пусть теперь Л— прямая сумма двух полей Лх и Л2. Л = Ai ф Л2 
(Л* =_Л П Лг). Условимся считать, что |х (Ai) > fx (A2). \i(A) = \i (Ai)• + 
+^i (A2) = 3, поэтому [i (Ai) = 2, \i (A2) =JL Следовательно, Ax = A/A ft 
П A2 — бассово кольцо, Л2 = A/A f| Л* = Л2. 

Для всякого Л-модуля А имеется точная последовательность: 
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где А± — Ai-модуль и Ах = 2 ©'Z^8*' (Ь{ — надкольца At), A2 — Аг-модуль 

иА2=А™щ 

Рассмотрим / = Af|Ai. Очевидно, Jcz.R, где Л —радикал А±. ф - 1 — 
бассово кольцо, поэтому либо его проекции на At и А2 максимальны, либо 
$-i = МХ® Мг. В последнем случае % = %М^ © %М2 и R = $МХ cz / . 

4. Пусть / = Л П Ai совпадает с радикалом R кольца Ль Надкольца 
кольца Ai линейно упорядочены (см. доказательство предложения 2.3): 
ЛА ='Lo с: Li cz . . . с: Ln = At. Нетрудно вычислить, что Ext^ (Лг, L0) = . 
= К; при 0 < i < тг 

Ехъл(Л2,А) = К[г], |* = 0; ExtI(A2,Ln) = *п, 
где Яп — либо квадратичное расширение поля К, либо также К [г], г2 = 0. 
Обозначим Ext- (Лг, Z.;) = Я»; 1;, г* — его базис над i£ (£ф 0); г0 — обра­
зующий St0 над К. Гомоморфизмы Лг-^Aj индуцируют отображения 
q>ij : 8i->8j, причем при i < / ф<;(1{) = lj, ФгД г̂) = 0; при i > / 
<P0'(li) = 0,<ptj(n) = rje 

Итак, описание Л-модулей сводится в этом случае к приведению мат­
рицы 

где Хг — матрица над Яг-, причем над столбцами матрицы X можно произ­
водить элементарные преобразования с коэффициентами из К, над стро­
ками Хг — с коэффициентами из Я { и к строке матрицы Xj можно прибав­
лять строку матрицы Х\ (i ф / ) , умноженную на ф -̂. 

5. Предположим теперь, что / ф Л . Тогда проекции ty'1 на Ах и Л2 

совпадают с Ai и Л2. Следовательно, Ai = R'1 — минимальное надкольцо 
Ai, R = TAI. / = Л П Ai = $ 0 Ai есть $-1-модуль и потому Ai-модуль, т. е. 
J = jxAi. Пусть я — простой элемент Ai. Еслит = я, то и. = тЛ При d = 1 
получаем / = Л, поэтому d ^ 2. Но при d^2 R/ J — не циклический мо­
дуль. Кроме того, A i / / = A i / A n A i = A + A i / A = A / A = / H потому 
(так как i?Ai = i?) R/ J = Г. Значит, случай т = я невозможен. Остает­
ся случай т = я2, (х = я3 (иначе опять R/ J нецикличен). В этом случае 
легко проверить, что 

Exti(A2.%Xi) = Ai/tt3Ai = «i, 

ExtA (Лг, Ai) = Ai/nAi = Я0. 

Рассматривая Я0 и 9li как Л2-модули, легко видеть, что простой элемент со 
кольца Лг действует на % и 8i так: 

2 2 

lico = Я1, зле») = JTI (о = 0; 
1о(о = г, г © = 0 
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(здесь li, Я1, п\ — образы 1, я, я2 в 8i, 10, г — образы 1 и я 2 в Я 0 ) . Гомо­
морфизмы At ->- Ai и At -> Ai индуцируют отображения 

2 
Фо1: &о ->- Я4, фо1 (1о) = Я1, ф01 (г) = 0; 

Фю:Я1->*о, <Pio(li)=lor Фю(я1) = 0, фю(я! )=г . 
Таким образом, в этом случае описание А-модулей сводится к приведению 
пары матриц Х0, Х\ (Xi — с коэффициентами из Яг-), причем над столбца­
ми можно одновременно совершать элементарные преобразования с коэф­
фициентами из Л2, над строками Xi — с коэффициентами из Я*, и к стро­
кам матрицы Xj можно прибавлять строки матрицы Xi (&ф/), умножен­
ные На фг;?. 

6. Пусть, наконец, А есть прямая сумма трех полей Ai, Л2, Л3. Если 
Лг — проекция Л на Л*, то условие \х (Л) = 3 дает Л* = Л*. Таким обра­
зом, Лг — полные дискретно нормированные кольца. Пусть я* — простой 
элемент Л*. Тогда Лг / ягЛг = Л / $ = К для любого г. 

Кольцо $ - 1 баосово и потому разложимо. Пусть $ - 1 = Л4 © Л'. Поло-
яшм Ло= 'Л/ЛПЛ 3 . Ло —бассово кольцо, так как |х(Ло) = 2 . Если R — 
его радикал, то /? - 1 есть минимальное надкольцо Л0 и так как A^R cz i?, 
оно есть Ai © Л2. Если А — Л-модуль без кручения, то существует точная 
последовательность 

где А3 — Лз-модуль и Аз = A^m»}; А 0 — Ло-модуль и 
(Si) (Sai (so) ~ ~ _ 

A0 = Ai ФЛа ФАо •/ = Af | (Ai©A a )c :A 
С другой стороны, R — Л1 Ф Л2-модуль и потому J = R{](A\(B Л2) — 
Л1 Ф Л2-модуль. Но тогда / = а (Ах Ф Л2), а = (я£, п\ , 0). Так как 
RAi cz R, то с = 1. Легко вычислить: 

Ехь1(Лз, Л4) = «i = Ai/jtiAi = Я; 

ЕхЬл(Лз, Л2) = Я2 = Л2/я2 Л2 = Лз/яз Лз; 

Exti(A3, Ло) = Ш0 = Ло/аЛо = Лз/яз Лз. 
Обозначим образующие этих модулей через gi, g2, go- Гомоморфизмы 
Лг -> Aj дают отображения фг-j : SC» ->- Sfj, причем 

Фог(|о) = , ЯзЬ, <Poi(£o) = 0, фго(52) = go, <Fw(gi) = Язй-4Ь). 
Итак, задача сводится к приведению матрицы 

х=В 
где Хг- — матрица с коэффициентами из Яг-, причем над столбцами можно 
производить элементарные преобразования с коэффициентами из Лз, 
чад строками матрицы Xi — с коэффициентами из ^ и к строкам матри­
цы Xj можно прибавлять строки матрицы Х*(&ф/'), умноженные на фг> 
5 Известия АН СССР, серия математическая, № 4 
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§ 4. Приведение матриц 

Для того чтобы закончить доказательство достаточности условий тео­
ремы 1, нужно показать, что в случаях 1—6 существует только конечное 
число матриц, неразложимых и неэквивалентных между собой относи­
тельно соответствующих элементарных преобразований. 

Будем параллельно рассматривать случаи 1 и 2. Из условия (*) сле­
дует, что матрицу X можно привести к виду (ЕХ'), где Е — единичная 
матрица размерности s X s, Xr — матрица вида: X' = aX^ + а2Хг, где 
Zi, Хг — матрицы над К (Z-матрицы), 1, а, а2 —базис Я над К. 

Хг можно приводить элементарными преобразованиями нам К, не мо-
няя вида Е. Приведем Х\ к диагональному виду. Соответственно, 

Хо 
\ Л. о<1 \ оо ' 

XJ2 
X<£LJ 

где Х\\ —размерности t X t (t — число единиц в Х\). Если ХггфО, то ее 
можно привести к диагональному виду и выделить из X прямое слагае­
мое (1а2). Пусть Z*22 = О, Х12ФО. Приведем Х\2 к диагональному виду. 
Тогда X* приведется к виду: 

Т 

/ ' . - • : 

а 

1 F l « 2 

\ Y2a* 

0 

а 
* | 

а 
F3a2 

|а2 
0 

о '•. 
'а2 

0 

0 

Если F2 ф 0, то выделяется прямое слагаемое 
/ 1 0 а 
\ 0 1 а2 Если 72 = 0, 

0 а а2 

0 
71 = 0, то выделяется (1 а а2). Пусть 72 = 0, 7 л ф 0 . Если St — поле, 
то выберем а удовлетворяющим уравнению а3 = аа + Ъ (тогда а - 1 = 
= pa2-\-q); если Ш = К(г), г3 = 0, то за а примем г. Тогда в случае 1 
выделяется прямое слагаемое (1 а2), в случае 2— (1 a a2). 

Если Z12 = 0, Х21ФО, то можно выделить прямым слагаемым L i 2 

или (1 а2). 
Итак, остается случай Х\2 = Хг\ = Х%2 = 0, т. е. если X — неразло­

жимая, то Хг = аЕ + а27 (7 — Z-матрица). Не меняя вида матриц Е и 
аЕ, мы можем привести 7 к нормальной форме Фробениуса. Так как X 
и 7 разлагаются одновременно, то можно считать, что 7 — фробениусо-
ва клетка, т. е. 
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а 0 0 . 
а2 а 0 . 
0 а2 а . 

.0 
. .0 

.0 
Хер? 

ОС*У? 

X' = 
о 

а2 а -+- xnoL2 

Элементарными преобразованиями можно привести матрицу X, учитывая, 
что a J e Z + Ka, к виду: 

1 
1 

О 
х = | 

Если у ф О, то х\ а2,. 
€=К + Ка. Тогда X -

а 
а 

О 

ЯхОГ 
£ 2 a 2 

О 1 | (J a ж ^ а 2 

а2 г/а + #па2 

, #п-2а2 можно убрать, пользуясь тем, что а3 < 
(1 а ) М ) 0 1 

/ 1 0 а Zia \ 
\ 0 1 а2 а 4- z9al' 

X 
1 а2 а + z2al 

Элементарными преобразованиями (различными в случаях 1 и 2) матри­
цу X можно привести к виду (1 а ) 0 ( 1 а). 

Пусть теперь у = 0. Аналогичные рассмотрения показывают, что 
тогда X распадается в прямую сумму (1 а) и (1 а2). Заметим также, 
что если Я — поле, то (1 а2) ~ (1 а), а 

U 0 1 а2 0 ' 
Итак, в случае 1 матрица X распадается на матрицы вида 

/ 1 0 a \ 
(1), (1 a), (I a a2), ( Q { ^). 

Следовательно, кольцо Л имеет 4 неизоморфных неразложимых модуля 
без кручения. 

В случае 2 матрица X распадается на матрицы вида: 

/1 0 г \ /1 0 г г2\ 
(1), (1 г), (1 r% (I rr>), ( 0 1 | Л ) , ( 0 4 г , 0 ) 

и Л имеет 6 неразложимых модулей без кручения. 
Рассмотрим теперь технически наиболее сложный случай 3. Пользу-

яс условиями (**), матрицу X можно привести к виду: 
'Е ХЛ 

о х2 / 
Приведем затем Хг, как в случае 2, и учтем, что только матрицы (1' г') 
и (1' г' г'2) из перечисленных выше, удовлетворяют условиям (**). Тог­
да Хч примет вид (Е' г'Е' г'Ю), где D — диагональная матрица из 0 и V\ 

Х = 

5* 
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Пользуясь элементарными преобразованиями (в том числе соответст­
вующими гомоморфизму г|э), приведем X к виду: 

(Е О Хн Xi2\ 
V О Е' /Е' r'Wy 

где Zti и Х\2 — матрицы с коэффициентами из гШ. Более того, Хм можно 
привести к виду гХ\\, где Хм — ^-матрица. Часть матрицы Х12, стоящую 
над нулевыми столбцами матрицы rrW, можно, пользуясь результатом 
случая 2, привести к блочному виду с 6-ю блоками по вертикали и 4-мя 
блоками по горизонтали, в которой блоки А\\ и Агч — вида гЕ, А\^ Азз, 
^41, ^52 — вида г2^, остальные блоки нулевые. Кроме того, против блоков 
Лц и А22 в матрице Хм и оставшейся части матрицы Хи можно сделать 
нули. Приведем оставшуюся часть матрицы Хи к виду: 

/Вц Bi2 

где В и, В а стоят против А{+2{+2, а число столбцов В а равно числу нену­
левых элементов матрицы D. Каждое Bij в свою очередь состоит из 5 
блоков по горизонтали и 3-х по вертикали, причем kl-ж блок матрицы Bij 
стоит над kl-ж блоком матрицы В^ и против kl-то блока матрицы ВЦ. 
1,4 —блок матрицы Вп; 2,4 — Д12; 1,3 —Д*; 2,3 — 522; 1,2—At; 2,2 — 
Вз2', 1Д—Вм; 2,1—#42 имеют вид гЕ, остальные блоки нулевые. Если 
мы потребуем, чтобы число ненулевых элементов матриц Хм и D было 
минимальным, то оставшаяся часть матрицы Х\% может состоять только 
из элементов вида xr1 (x e К). Разбивая эту часть на блоки и приводя 
их аналогично приведению матрицы Хц, мы разложим X в прямую 
сумму матриц следующего вида: 

(1), (1 г), (1 I*), (1 г i*)f (1' О , 
/ 1 0 г \ /1 O r r2\ 
\0 1 г 2 / ' \ 0 1 г 2 0 / ' 

/1 0 г 0 \ / 1 0 
\0 У г' г'*)' \0 У 

Следовательно, в этом случае кольцо Л имеет 18 неизоморфных неразло­
жимых модулей без кручения. 

Рассмотрим случай 4. Прежде всего с помощью элементарных преоб­
разований можно добиться того, чтобы в каждой строке и каждом столб-
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це стояло не более одного элемента вида 1г, причем если в каком-то 
столбце такой элемент есть, то остальные элементы этого столбца равны 
0. Затем найдем наибольшее /', для которого в матрице Xj имеется эле­
мент вида т> Если в этой матрице найдется г/, в одной строке с которым 
нет lj, то легко показать, что это rj выделяется прямым слагаемым. Если 
такого rj не найдется, то из X можно выделить прямое слагаемое {ijTj). 
Следовательно, матрица X распадается в прямую сумму матриц вида 
(U) (i = l, ...,тг) (п) (г = 0, . . . ,тг), (Un) ( i = 1 , . . . , тг). Напомним, 
что если Яп — поле, то матрицы (1п) и (гп) эквивалентны. 

Заметим, что, кроме точных модулей, являющихся расширениями 
Ai -модуля с помощью Лг-модуля, которым соответствуют рассмотренные 
выше матрицы, имеется еще п + 2 неразложимых неточных модулей без 
кручения: Li (i = 0 , . . . , п) и Лг. Таким образом, кольцо Л имеет 4тг + 2 
неразложимых модуля, если Sfn — поле, и 4/г + 3, если Яп = К[г], г2 = 0. 

Рассмотрим случай 5. Представим X в виде X + Я1Х2, где X — матри­
ца, не содержащая Я1, Хг — ^-матрица. X элементарными преобразова­
ниями легко приводится к диагональному виду. Тогда матрица X имеет 
вид: 

Я1Д12 

rtj£i + ЯхХм 
X = ( Я1Х31 ЯХХз2 

0 
0 

Xij — jf-матрицы. Будем считать, что число отличных от 0 и от ях эле­
ментов матрицы X минимальное среди всех эквивалентных X матриц та­
кого вида. Тогда Х^ Х^, Хзь — нулевые (иначе можно уменьшить число г), 
Xi2, Х22, Х32 — нулевые, так как иначе можно уменьшить число Я12. Нетруд­
но также сделать нулевыми матрицы Хм, Хги X3u 

Если Х 3 5 ф0, то из X выделится (ях). Если Хз*> = 0, ХгбфО, то выде­
лится (я12 Ях). Если Хзь — 0, Хъь = 0, Х\Ъ ф 0 , то выделится (li Я1). Будем 

теперь считать Xi5 = 0. Если ХззФО, то выделится ( * ) . Если Х3з = 0, 
, 2 ч ^ о 7 

Х2з Ф 04 то выделится ( 1 . Наконец, если Х3з = 0, Х23 = 0, Xi3 Ф 
v 0 10/ 

Ф U, то выделится I ) 
\ О 1о / 

Таким образом, кольцо Л имеет 11 неразложимых точных модулейт 

соответствующих матрицам: 
( l i ) , (Я1), (Я12), (1 0 ) , ( г ) , ( l i Jti), (Я1 Я12), 

/ Я1 \ / l i Ях \ / U ЯХ \ / Ях Я2 \ 

\ U I ' \ 0 я ? / ' \0 10 J ' \ 10 0 ) _ 
и три неточных неразложимых модуля без кручения: Ai, At, Л2. Всего 
получаем 14 неразложимых модулей. 

Рассмотрим, наконец, случай 6. Здесь приведение матриц можно про-

ЯхХхз 
• ^ 1 ^ 2 3 

ЯхХзз 
Е0 
0 

ЯхХх4 
Ях^24 

ЯхХз4 
0 

гЕ0 

Я1Х15 

KiX2 5 

Л1Л35 
0 
0 
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вести, дословно повторяя вычисления целочисленных представлений ци­
клической группы порядка р2 [см., например, (16)]. Получается Ы нераз­
ложимых модулей, соответствующих матрицам 

(Ы, (я?Ы (о = 0,...,<г-1), (я,*|.) (b = 0 , . . . , i - l ) , 

(кг,) <« = ».:--"--1). ( 4 ) <»-о " - ч . 
а также 4 модуля Лг- (г = 0, 1, 2, 3). Всего кольцо Л имеет 4 ( й + 1) нераз­
ложимых модулей без кручения. 

Итак, теорема 1/, а вместе с ней и теорема 1 полностью доказаны. 
После того, как настоящая работа была подготовлена к печати, авто­

рам стало известно, что Якобинский в свой работе (17), которая должна 
быть опубликована в ближайшее время, получил необходимые и доста­
точные условия для того, чтобы коммутативное Zp-кольцо имело конечное 
число неразложимых представлений над кольцом целых /?-адических чи­
сел. Условия Якобинского не могут быть сформулированы в глобальном 
случае. Однако, поскольку вопрос о конечности числа неразложимых пред­
ставлений локализуется, из работы Якобинского можно извлечь некоторый 
алгоритм для распознавания того, имеет ли коммутативное Z-кольцо конеч­
ное или бесконечное число неразложимых целочисленных представлений. 

Поступило 
7.ХИ.1966 
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