
1. Характери i ґаусовi суми
charac

У цьому роздiлi G позначає скiнченну абелеву групу порядку
g = #(G). ℂ× — мультиплiкативна група ненульових комплексних
чисел.

ch1 Означення 1.1. Характером групи G зветься гомоморфiзм G →
ℂ×. Добутком характерiв Â nf ´ зветься характер Â´, для якого
(Â´)(a) = Â(a)´(a). Позначимо через Ĝ множину всiх характерiв
групи G, а через Â0 — тривiальний характер, для якого Â(a) = 1
для всiх inG.

ch2 Теорема 1.2. (1) Ĝ є групою вiдносно множення характерiв,
причому Â0 є нейтральним елементом цiєї групи, а Â−1(a) =
Â(a−1) = Â̄(a)

(2) #(Ĝ) = #(G).
(3) Для довiльних характерiв Â, ´ ∈ Ĝ

∑
a∈G

Â(a)¯́(a) =

{
g, якщо Â = ´,

0, якщо Â ∕= ´.

(4) Для довiльних елементiв a, b ∈ G

∑

Â∈Ĝ
Â(a)Â̄(b) =

{
g, якщо a = b,

0, якщо a ∕= b.

Доведення. (1) Те, що Ĝ є групою, очевидно. Крiм того, ag = 1
для кожного a ∈ G, тому й Â(a)g = 1, звiдки ∣Â(a)∣ = 1. Отже,
Â(a)Â̄(a) = ∣Â(a)∣2 = 1, тобто Â(a)−1 = Â̄(a).

(3) Якщо Â = ´, ця сума дорiвнює
∑

a∈G ∣cℎi(a)∣2 = g. Якщо
Â ∕= ´, виберемо елемент b ∈ G, для якого Â(b) ∕= ´(b), або, що те
саме, Â(b)¯́(b) ∕= 1. Тодi

∑
a∈G

Â(a)¯́(a) =
∑
a∈G

Â(ab)¯́(ab) = Â(a)¯́(b)
∑
a∈G

Â(a)¯́(a).

Оскiльки Â(b)¯́(b) ∕= 1, звiдси
∑

a∈G Â(a)¯́(a) = 0.
Доведення тверджень (2) i (4) ґрунтується на такiй лемi.

ch3 Лема 1.3. Для кожного неодиничного елемента a ∈ G iснує ха-
рактер ´, для якого ´(a) ∕= 1.

Доведення. Розкладемо G у прямий добуток циклiчних пiдгруп:
G = C1 × C2 × . . . × Cm, де Cj породжена елементом cj порядку
nj. Тодi кожен елемент a групи G однозначно розкладається у до-
буток a = ck11 ck22 . . . ckmm , де 0 ⩽ kj < nj, причому якщо a ∕= 1, то
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знайдеться номер j, для якого kj ∕= 0. Нехай "j — первiсний корiнь
з одиницi степеня nj. Тодi функцiя ´, задана правилом ´(a) = "

kj
j є

характером групи G i ´(a) ∕= 1, якщо kj ∕= 0. □

Нехай g′ = #(Ĝ). Тодi
∑

Â∈Ĝ Â(a)Â̄(a) = g′. Якщо a ∕= b, виберемо
характер ´, для якого ´(a)¯́(b) = ´(ab−1) ∕= 1. Тодi

∑

Â∈Ĝ
Â(a)Â̄(b) =

∑

Â∈Ĝ
(Â´)(a)(Â̄¯́)(b) = ´(a)¯́(b)

∑

Â∈Ĝ
Â(a)Â̄(b),

звiдки
∑

Â∈Ĝ Â(a)Â̄(b) = 0. Отже, ми довели «властивiсть (4′)», яка
вiдрiзняється вiд (4) лише замiною g на g′.

Занумеруємо елементи групи G: G = { a1, a2, . . . , ag }, та її хара-
ктери: Ĝ = {Â1, Â2, . . . , Âg′ }. Розглянемо матрицю X = (xij) розмi-
ру g′×g, де xij = Âi(aj). Тодi властивiсть (3) перепишеться у виглядi
XX̄⊤ = gEg′ , а «властивiсть (4′)» — у виглядi X⊤X̄ = g′Eg, де Em

позначає одиничну матрицю розмiру m×m. Звiдси легко випливає,
що g = g′. Це й завершує доведення тверджень (2) i (4). □

ch4 Означення 1.4. Позначимо через Zm кiльце лишкiв за модулем
m, а через Φm — мультиплiкативну групу його оборотних елементiв
(тобто тих класiв лишкiв, елементи яких спiвпервиннi з m).

(1) Характери групи Φm звуться характеруми за модулем m.
Кожен такий характер Â розповсюдимо на всi цiлi числа,
вважаючи, що Â(a) = Â(a + mℤ), якщо нсд (a,m) = 1, i
Â(a) = 0, якщо нсд (a,m) > 1.

(2) Характер Â за модулем m зветься парним, якщо Â(−1) = 1
(тодi Â(−a) = Â(a) для всiх a), i непарним, якщо Â(−1) = −1
(тодi Â(−a) = −Â(a) для всiх a).
Зауважимо, що Â(−1)2 = Â(1) = 1, тому кожен характер є
або парним, або непарним.

(3) Характер Â за модулем m зветься примiтивним, якщо для
кожного власного дiльника d числа m iснує число a ≡ 1
pmdd, для якого Â(a) ∕= 1.

ch5 Означення 1.5. Нехай Â — характер за модулем m. Ґаусовою су-
мою для характеру Â зветься число ¿k(Â) =

∑
a∈Φm

Â(a)"−ka, де
" = cos 2¼

m
+ i sin 2¼

m
. Позначимо ¿(Â) = ¿1(Â).

ch6 Твердження 1.6. Якщо Â — примiтивний характер за модулем
m, то

¿k(Â) =

{
0, якщо нсд (k,m) > 1,

Â̄(k)¿(Â), якщо нсд (k,m) = 1.
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Доведення. Нехай нсд (k,m) = d > 1, c = m
d
. Тодi "k є первинним

коренем степеня c з 1, тому "ab = "a, якщо b ≡ 1
pmdc. Оскiльки Â примiтивний, знайдеться число b ≡ 1
pmdc, для якого Â(b) ∕= 1. Тодi

¿k(Â) =
∑
a∈Φm

Â(ab)"abk = Â(b)
∑
a∈Φm

"ak = Â(b)¿k(Â),

звiдки ¿k(Â) = 0. Якщо ж нсд (k,m) = 1, то

¿k(a) = Â(k)−1
∑
a∈Φm

Â(ka)"ka = Â̄(k)
∑
a∈Φm

Â(a)"a = Â̄(k)¿(Â).

□

ch5 Вправа 1.7. (1) Довести, що для довiльного характеру Â за
модулем m має мiсце рiвнiсть

Â(a) =
1

m

m−1∑

k=0

¿k(Â)"
−ka,

.
(2) З попереднього твердження та того, що

∑
a∈Zm

Â(a)Â̄(a) =

Á(m), вивести, що ∣¿(Â)∣ = √
m для кожного примiтивного

характеру за модулем m.

2. L-ряди примiтивних характерiв
lr

У цьому роздiлi ми фiксуємо натуральне число m > 1 i позначає-
мо через Â деякий примiтивний характер за модулем m. Оскiльки
Â ∕= Â0, то з теореми 1.2 (3) випливає, що

∑
a∈Zm

Â(a) = 0. Тому
модуль суми F (x) =

∑
n⩽x Â(n) не перевищує Á(m). Отже, для до-

вiльного c > 0

lim
x→∞

F (x)

xc
= 0.

Тому ряд Дiрiхле L(Â, s) збiгається при всiх s > 0 i визначає для
таких s аналiтичну функцiю. Зокрема, визначене значення L(Â, 1).
Наша мета полягає у обчисленнi цього значення. Нехай " = cos 2¼

m
+

i sin 2¼
m
. Враховуючи, що

m−1∑

k=0

"ka =

{
0, якщо a ≡ 0 (modm),

m, якщо a ∕≡ 0 (modm),
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ряд Дiрiхле L(Â, s) можна перетворити в такий спосiб:

L(Â, s) =
∞∑
n=1

Â(n)

ns
=

∑
a∈Φm

Â(a)
∑

n≡a (modm)

1

ns
=

=
1

m

∑
a∈Φm

Âa

∞∑
n=1

(m−1∑

k=0

"k(a−n)
) 1

ns
=

=
1

m

m−1∑

k=0

( ∑
a∈Φm

Â(a)"ak
) ∞∑

n=1

"−kn

ns
=

=
1

m

m∑

k=0

¿k(Â)
∑
n=1

"−kn

ns
=

¿(Â)

m

∑

k∈Φm

Â̄(k)
∑
n=1

"−kn

ns
.

Зокрема,

L(Â, 1) =
¿(Â)

m

∑

k∈Φm

Â̄(k)
∑
n=1

"−kn

n
=

= −¿(Â)

m

∑

k∈Φm

Â̄(k) ln(1− "−k).

eq1eq1 (1)

Тут ln z позначає головне значення логарифму комплексного числа
z, тобто якщо z = ½(cos® + i sin®), де ½ = ∣z∣, а ® = arg z, причо-
му −¼ < ® ⩽ ¼, то ln z = ln ½ + i®. Саме для головного значеня
логарифму має мiсце розклад:1

ln(1− z) = −
∞∑
n=1

zn

n
, якщо ∣z∣ ⩽ 1 i z ∕= 1.

Зокрема, 1− "−k = 1− cos 2k¼
m

+ i sin 2k¼
m

, тому

∣1− "−k∣2 = 1− 2 cos
2k¼

m
+ cos2

2k¼

m
+ sin2 2k¼

m
= 2

(
1− cos

2k¼

m

)
,

звiдки ∣1 − "−k∣ = 2 sin k¼
m
. Оскiльки 1 − cos 2k¼

m
⩾ 0, аргумент ®

числа 1− "−k належить промiжку
[− ¼

2
, ¼
2

]
. Тому з рiвностi

sin® =
sin 2k¼

m

2 sin k¼
m

= cos
k¼

m

випливає, що ® = ¼
2
− k¼

m
. Отже

ln(1− "−k) = ln
(
2 sin

k¼

m

)
+ i¼

(1
2
− k

m

)
.

1Див. пiдручник: А.И.Маркушевич. Теория аналитических функций. Т. 1,
глава 3, пп. 5.4 та 7.3.
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З цих формул виводяться остаточнi вирази для значення L(Â, 1) в
залежностi вiд парностi характеру Â.

lr1 Теорема 2.1. Якщо примiтивний характер Â за модулем m є пар-
ним, то

L(Â, 1) = −¿(Â)

m

∑

k∈Φm

Â̄(k) ln sin
k¼

m
.

Якщо примiтивний характер Â за модулем m є непарним, то

L(Â, 1) =
¼i¿(Â)

m2

∑

k∈Φm

Â̄(k)k.

Доведення. Замiнимо у формулi (1) число k на −k. Якщо характер
Â є парним, одержимо

L(Â, 1) = −¿(Â)

m

∑

k∈Φm

Â̄(k) ln(1− "k),

звiдки

2L(Â, 1) = −¿(Â)

m

∑

k∈Φm

Â̄(k)
(
ln(1− "−k) + ln(1− "k)

)
=

= −2
¿(Â)

m

∑

k∈Φm

Â̄(k) ln
(
2 sin

k¼

m

)
=

= −2
¿(Â)

m

∑

k∈Φm

Â̄(k) ln sin
k¼

m
,

оскiльки
∑

k∈Φm
Â̄(k) ln 2 = 0. Це доводить першу формулу. Якщо

ж характер Â є непарним, аналогiчно одержимо

2L(Â, 1) = −¿(Â)

m

∑

k∈Φm

Â̄(k)
(
ln(1− "−k)− ln(1− "k)

)
=

= −2
¿(Â)

m

∑

k∈Φm

Â̄(k)¼i
(1
2
− k

m

)
= 2

¼i¿(Â)

m2

∑

k∈Φm

Â̄(k)k,

що доводить другу формулу. □
lr2 Вправа 2.2. Характер Â за модулемm зветься квадратичним, якщо

всi значення Â(a) дiйснi, тобто дорiвнюють ±1. Доведiть, що для
квадратичного парного характера ґаусова сума ¿(Â) є дiйсною, а
для квадратичного непарного — чисто уявною. Зокрема, якщо ква-
дратичний характер Â є примiтивним парним, то ¿(Â) = ±√

m, а
якщо вiн є примiтивним непарним, то ¿(Â) = ±i

√
m.
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lr3 Зауваження 2.3. Насправдi, можна довести, що для примiтивного
квадратичного характера Â за модулем m

¿(Â) =

{√
m, якщо Â парний,

i
√
m, якщо Â непарний.

З того, що характер є мультиплiкативною функцiєю, тобто Â(ab) =
Â(a)Â(b) випливає, що для ряду Дiрiхле L(Â, s) має мiсце розклад
Ойлера

L(Â, s) =
∏
p

1

1− Â(p)
ps

.

Доведення дослiвно повторює вiдповiднi мiркування для дзета-функцiї.

3. Характер квадратичного поля
qua

З кожним квадратичним полем K = ℚ(
√
d), де d ∕= 1 — цiле

число, вiльне вiд квадратiв, D — дискримiнант поля K iA — кiльце
цiлих чисел поля K. Нехай d = b0b1 . . . bk де b1, b2, . . . , bk — рiзнi
первиннi числа, а b0 = sgn d = ±1. Для кожного цiлого числа a,
спiвпервинного з D, визначимо Âd(a) правиломp1

Âd(a) =
k∏

i=1

( a

bi

)
, якщо d ≡ 1 (mod 4);

Âd(a) = (−1)
a−1
2

⋅d−2
4

+
a2−1
8

k−1∏
i=1

( a

bi

) k−1∏
i=1

( a

bi

)
, якщо d ≡ 2 (mod 4), bk = 2;

Âd(a) = (−1)
a−1
2

k∏
i=1

( a

bi

)
, якщо d ≡ 3 (mod 4).

Зауважимо, що в другому й третьому випадках число a обов’яз-
ково є непарним.

qua1 Твердження 3.1. Значення Âd(a) залежить лише вiд залишку
числа a за модулем ∣D∣, причому Âd(aa

′) = Âd(a)Âd(a
′).

Доведення. Це очевидно випливає з таких фактiв:
∙ D = d, якщо d ≡ 1 (mod 4), i D = 4d в iнших випадках.
∙ (

a
bi

)
залежить лише вiд залишку a за модулем bi, причому(

ab
bi

)
=

(
a
bi

)(
b
bi

)
.

∙ Парнiсть числа a−1
2

залежить лише вiд залишку a за мо-
дулем 4, причому aa′ − 1 ≡ (a − 1) + (a′ − 1) (mod 4) для
довiльних непарних a, a′.
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∙ Парнiсть числа a2−1
8

залежить лише вiд залишку a за моду-
лем 8, причому (aa′)2 − 1 ≡ (a2 − 1) + (a′2 − 1) (mod 16) для
довiльних непарних a, a′.

□

qua2 Вправа 3.2. Доведiть, що Âd(∣D∣ − 1) = sgn d.

Розповсюдимо Âd на всi цiлi числа, вважаючи, що Âd(a) = 0, якщо
нсд (a,D) > 1, i Âd(−a) = Âd(a) sgn d (a > 0). З твердження 3.1 та
вправи 3.2 випливає, що в такий спосiб функцiя Âd перетворюється
на характер за модулем ∣D∣, який є парним, якщо d > 0, i не-
парним, якщо d < 0. Вiн зветься характером квадратичного поля
K = ℚ(

√
d). Виявляється, що цей характер «вiдповiдає» за розклад

первинних чисел у кiльцi A.

qua3 Теорема 3.3. Нехай p — первинне натуральне число. У кiльцi A
iдеал pA є

∙ квадратом первинного iдеала, якщо Âd(p) = 0;
∙ добутком двох рiзних первинних iдеалiв, якщо Âd(p) = 1;
∙ первинним iдеалом, якщо Âd = −1.

Доведення. Розглянемо випадок, коли d ≡ 1 (mod 4), тобто D = d;
iншi випадки перевiряються аналогiчно. Нагадаємо, що p є розгалу-
женим в полi K тодi й лише тодi, коли p ∣D. Оскiльки (K : ℚ) = 2,
тодi pA = p2 для деякого первинного p. Нехай p ∤D. Якщо p непар-
не, то iдеал pA залишається первинним, якщо

(
d
p

)
= −1 i розкла-

дається в добуток двох первинних, якщо
(
d
p

)
= 1. Але

(d
p

)
=

k∏
i=0

(bi
p

)
=

k∏
i=0

(−1)
p−1
2

⋅ bi−1
2

k∏
i=1

( p

bi

)
=

= (−1)
p−1
2

∑k
i=0

bi−1
2

k∏
i=1

( p

bi

)
=

= (−1)
p−1
2

⋅d−1
2

k∏
i=1

( p

bi

)
=

k∏
i=1

( p

bi

)
= Âd(p).

Якщо ж p = 2, то

Âd(2) =
k∏

i=1

( 2

bi

)
= (−1)

∑k
i=0

b2i−1

8 = (−1)
d2−1
8 .
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Останнiй вираз дорiвнює 1, якщо d ≡ 1 (mod 8), а саме в цьому
випадку iдеал 2A розкладається в добуток двох первинних, i до-
рiвнює −1, якщо d ≡ 5 (mod 8), а саме в цьому випадку iдеал 2A
залишається первинним. □

З наступної вправи випливає, що характер Âd завжди є примi-
тивним.

Вправа 3.4. Довести, що для довiльного цiлого числа d ∕= 1, яке
вiльне вiд квадратiв, i для кожного дiльника c∣D, 1 < c < d, iснує
таке число a ≡ 1 (mod c), що Âd(a) = −1, де Âd — характер квадра-
тичного поля ℚ(

√
d), а D — дискримiнант цього поля.

4. Дзета-функцiя квадратичного поля
zet

Ми зберiгаємо позначення попереднього роздiлу. Нагадаємо, що
³-функцiєю поля K зветься функцiя

³K(s) =
∑
I∈ℐ

1

N(I)s
=

∏
p∈P

1

1− 1
N(p)s

,

де ℐ — множина (ненульових) iдеалiв кiльця A, а P — множина
(ненульових) первинних iдеалiв цього кiльця. Перепишемо Ойлерiв
добуток у виглядi

³K(s) =
∏
p

gp(s), де gp(s) =
∏
p∋p

1

1− 1
N(p)s

,

а p пробiгає всi первиннi числа. З теореми 3.3 безпосередньо випли-
ває такий наслiдок.

zet1 Твердження 4.1. Нехай Â = Âd — характер поля K. Для кожно-
го первинного числа p

gp(s) =
1

1− 1
ps

⋅ 1

1− Â(p)
ps

Тому
³K(s) = ³(s)L(Â, s).

Нагадаємо, що lims→1+0(s − 1)³(s) = 1, а lims→1+0 ³K(s) = ·ℎ, де
ℎ — кiлькiсть класiв iдеалiв в полi K, а

· =
2r+t¼tR

w
√

∣D∣ ,

де R — регулятор поляK, а w — кiлькiсть коренiв з одиницi в цьому
полi. У випадку квадратичного поля, якщо d > 0, то r = w = 2,
t = 0, а R = ln ", де " — такий твiрний групи одиниць, що " > 1.
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Якщо d < 0, то r = 0, t = 1, w = 2, крiм випадкiв d = −1, w = 4 та
d = −3, w = 6, R = 1.

zet2 Наслiдок 4.2.

eq2eq2 (2) ℎ =

⎧
⎨
⎩

L(Â, 1)

√
D

2 ln "
, якщо d > 0,

L(Â, 1)
q
√−D

¼
якщо d < 0,

де q = 2, якщо d = −1, q = 3, якщо d = −3, i q = 1 в iнших
випадках.

Останнiй результат можна застосувати для знаходження числа
класiв iдеалiв, оскiльки для L(Â, 1) є явнi формули (теорема 2.1 i
зауваження 2.3). З iншого боку, її можна застосувати для знахо-
дження суми рiду Дiрiхле L(Â, 1).

zet3 Приклад 4.3. Якщо d = −1, то ℎ = 1, q =
√−D = 2, Â(n) =

(−1)
n−1
2 , якщо n непарне, iнакше Â(n) = 0. Звiдси одержуємо вiдо-

мий результат Ґреґорi (який, правда, часто звуть «рядом Ляйбнi-
ца»):

1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+

1

9
− ⋅ ⋅ ⋅ = ¼

4
.

zet4 Вправа 4.4. Обчислити суму ряду

1− 1

2
+

1

4
− 1

5
+

1

7
− 1

8
+ . . .

Формули (2) можна спростити, якщо скористатися теоремою 2.1
i зауваженням 2.3. Якщо d > 0, характер Â є парним, тому ¿(Â) =√
D, Â(D − k) = Â(k), а тому

L(Â, 1) =
2√
D

[D/2]∑

k=1

Â(k) ln sin
¼k

D
,

звiдки

ℎ = − 1

ln "

[D/2]∑

k=1

Â(k) ln sin
¼k

D
=

ln ´

ln "
,

де

eq3eq3 (3) ´ =

∏
0<b<D/2
Â(b)=1

sin ¼b
D

∏
0<a<D/2
Â(a)=1

sin ¼a
D

.

Останню рiвнiсть можна переписати так.
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zet5 Теорема 4.5. Для дiйсного квадратичного поля з дискримiнантом
D i характером Â число ´, яке визначене формулою (3) є одини-
цею цього поля, причому ´ = "ℎ, де " > 1 — основна одиниця цього
поля. Зокрема ´ > 1.

Цей наслiдок (навiть те, що ´ > 1) досi не вдалося довести еле-
ментарними методами, незважаючи на численнi спроби.

Якщо d < 0, характер Â є непарним i ¿(Â) = i
√−D. Звiдси

L(Â, 1) =
¼

D

∣D∣−1∑

k=1

Â(k)k

Вважатимемо, що d < −3, тодi q = 1, тому

ℎ =

∣D∣−1∑

k=1

Â(k)k.

Припустимо спочатку, що d ≡ 3 (mod 4) або d ≡ 2 (mod 4). Тодi
D = 4d — парне. Нехай m = 2∣d∣, тобто ∣D∣ = 2m. В обох випадках
з означеня характеру Âd (c. 6) безпосередньо випливає, що Â(m +
1) = −1. Якщо k непарне, то k(m + 1) ≡ m + k (mod 2m), тому
Â(m+ k) = −Â(k). Отже

ℎ = − 1

2m

(m−1∑

k=1

Â(k)k +
m−1∑

k=1

Â(m+ k)(m+ k)
)
=

= − 1

2m

(m−1∑

k=1

Â(k)k −
m−1∑

k=1

Â(k)(m+ k)
)
=

1

2

m−1∑

k=1

Â(k).

Якщо d ≡ 1 (mod 4), то D = d — непарне. Тодi

ℎ =
1

D

( ∑

0<k<∣D∣/2
Â(k)k +

∑

0<k<∣D∣/2
Â(∣D∣ − k)(∣D∣ − k)

)
=

=
2

D

( ∑

0<k<∣D∣/2
Â(k)k − ∣D∣

∑

0<k<∣D∣/2
Â(k)

)
.

Зауважимо, що коли k пробiгає всi лишки за модулем ∣D∣, так само
2k пробiгає всi такi лишки. Крiм того, якщо k′ ∕= k, то ∣D∣ − 2k ∕≡
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2k′ (mod ∣D∣). Тому
ℎ =

1

D

( ∑

0<k<∣D∣/2
Â(2k)2k +

∑

0<k<∣D∣/2
Â(∣D∣ − 2k)(∣D∣ − 2k)

)
=

=
Â(2)

D

(
4

∑

0<k<∣D∣/2
Â(k)k − ∣D∣

∑

0<k<∣D∣/2
Â(k)

)
,

або, оскiльки Â(2)2 = 1,

ℎÂ(2) =
1

D

(
4

∑

0<k<∣D∣/2
Â(k)k − ∣D∣

∑

0<k<∣D∣/2
Â(k)

)
.

З цих двох рiвностей одержуємо, що

ℎ(2− Â(2)) =
∑

0<k<∣D∣/2
Â(k).

Оскiльки Â(2) = 0 для парного D, ми одержали такий результат

zet6 Теорема 4.6. Для уявного квадратичного поля з дискримiнантом
D < −4

ℎ =
1

2− Â(2)

∑

0<k<∣D∣/2
Â(k).

Цiкавий наслiдок отримуємо, якщо d = −p, де p — первинне
число, причому p ≡ 3 (mod 4). Тодi ∣D∣ = p, Â(k) =

(
k
p

)
, а Â(2) = 1,

якщо p ≡ 7 (mod 8), i Â(2) = −1, якщо p ≡ 3 (mod 8).

zet7 Наслiдок 4.7. Нехай A — кiлькiсть квадратичних лишкiв за мо-
дулем p серед чисел 0 < k < p/2, а B — кiлькiсть квадратичних не-
лишкiв серед цих чисел. Тодi кiлькiсть класiв iдеалiв поля ℚ

√−p)
задається формулою

ℎ =

{
A−B, якщо p ≡ 7 (mod 8),
1
3
(A−B), якщо p ≡ 3 (mod 8).

Зокрема, завжди A > B.


