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Зображення скiнченних груп Основнi поняття

Означення

1 Зображенням групи G над полем k зветься гомоморфiзм
ρ : G → GL(V ), де GL(V ) — група автоморфiзмiв (обертовних
лiнiйних операторiв) простору V .

2 Зображення ρ зветься скiнченовимiрним (нескiнченовимiрним),
якщо таким є простiр V .

3 Гомоморфiзмом зображення ρ в зображення θ : G → GL(W )
зветься лiнiйне вiдображення f : V →W таке, що f ρ(g) = θ(g)f
для всiх елементiв g ∈ G . Множину всiх гомоморфiзмiв з ρ в θ
позначають через HomG (ρ, θ). Очевидно, це є векторний простiр
над полем k. Його розмiрнiсть позначимо h(ρ, θ). Зокрема,
HomG (ρ, ρ) є k-алгеброю.

4 Пiдпростiр U ⊆ V зветься iнварiантним (вiдносно зображення ρ),
якщо ρ(g)u ∈ U для всiх векторiв u ∈ U i всiх елементiв g ∈ G .
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Зображення скiнченних груп Основнi поняття

Означення
5 Зображення ρ зветься незвiдним, якщо V 6= 0 i єдиними

iнварiантними пiдпросторами в просторi V є нульовий пiдпростiр i
весь простiр V . У цьому випадку визначене обмеження ρU
зображення ρ на пiдпростiр U.

6 Якщо U ⊆ V — iнварiантний пiдпростiр, визначене зображення
ρ/U : G → GL(V /U): g(v + U) = gv + U для кожного класу
сумiжностi

7 Зображення ρ зветься розкладним, якщо V мiстить два ненульовi
iнварiантнi пiдпростори V1,V2 такi, що V = V1 ⊕ V2. У цьому
випадку також кажуть, що ρ = ρ1 ⊕ ρ2, де ρi = ρVi

. Якщо таких
пiдпросторiв не iснує, а V 6= 0, зображення ρ зветься
нерозкладним.

8 Зображення ρ зветься цiлком звiдним, якщо V мiстить такi
iнварiантнi пiдпростори V1,V2, . . . ,Vm, що V =

⊕m
i=1 Vi , а всi

обмеження ρVi
є незвiдними.
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Зображення скiнченних груп Основнi поняття

Приклад

1 Одиничне зображення ставить у вiдповiднiсть кожному елементу
g ∈ G тотожне вiдображення 1V . Очевидно, воно є нерозкладним
тодi й лише тодi, коли dimV = 1. Тодi, звичайно, воно є й
незвiдним.

2 Нехай група G дiє на множинi X . З цiєю дiєю пов’язанi два
зображення групи G .

i Розглянемо векторний простiр kX , базою якого є елементи
множини X . Iнакше кажучи, елементи з kX — це формальнi лiнiйнi
комбiнацiї

∑
x∈X λxx , де λx ∈ k i всi коефiцiєнти λx , крiм скiнченої

кiлькостi, рiвнi 0. Визначимо ρX (g)
∑

x∈X λxx =
∑

x∈X λxgx .
Перевiрте, що це дiйсно зображення.

ii Розглянемо тепер векторний простiр kX усiх функцiй X → k.
Визначимо оператор ρ∗X (g) правилом (ρ∗X (g)f )(x) = f (g−1x) для
кожної функцiї f : X → k. Перевiрте, що це також є зображенням.

Якщо X = G з дiєю лiвими зсувами, зображення ρG у просторi
kG зветься регулярним зображенням групи G над полем k, а
зображення ρ∗G у просторi kG — корегулярним зображенням.
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Зображення скiнченних груп Основнi поняття

3 Нехай k(X ) ⊆ k
X — пiдпростiр функцiй f зi скiнченим носiєм,

тобто таких, що множина { x | f (x) 6= 0 } є скiнченою. Очевидно,
цей пiдпростiр є iнварiантним вiдносно зображення ρ∗X .

Вправа
1 Доведiть, що обмеження зображення ρ∗X на пiдпростiр k(X )

iзоморфне зображенню ρX .
Зокрема, якщо множина X є скiнченою, то зображення ρX i ρ∗X
iзоморфнi. Чи буде так i коли ця множина нескiнчена?

2 Якщо група G дiє на множинах X i Y , вiдображення f : X → Y
зветься G -еквiварiантним, якщо f (gx) = gf (x) для всiх
g ∈ G , x ∈ X . У цьому випадку побудуйте гомоморфiзми
зображень ρX → ρY i ρ∗Y → ρ∗X .

14 листопада 2020 р. 6 / 45



Зображення скiнченних груп Основнi поняття

3 Нехай k(X ) ⊆ k
X — пiдпростiр функцiй f зi скiнченим носiєм,

тобто таких, що множина { x | f (x) 6= 0 } є скiнченою. Очевидно,
цей пiдпростiр є iнварiантним вiдносно зображення ρ∗X .

Вправа
1 Доведiть, що обмеження зображення ρ∗X на пiдпростiр k(X )

iзоморфне зображенню ρX .

Зокрема, якщо множина X є скiнченою, то зображення ρX i ρ∗X
iзоморфнi. Чи буде так i коли ця множина нескiнчена?

2 Якщо група G дiє на множинах X i Y , вiдображення f : X → Y
зветься G -еквiварiантним, якщо f (gx) = gf (x) для всiх
g ∈ G , x ∈ X . У цьому випадку побудуйте гомоморфiзми
зображень ρX → ρY i ρ∗Y → ρ∗X .

14 листопада 2020 р. 6 / 45



Зображення скiнченних груп Основнi поняття

3 Нехай k(X ) ⊆ k
X — пiдпростiр функцiй f зi скiнченим носiєм,

тобто таких, що множина { x | f (x) 6= 0 } є скiнченою. Очевидно,
цей пiдпростiр є iнварiантним вiдносно зображення ρ∗X .

Вправа
1 Доведiть, що обмеження зображення ρ∗X на пiдпростiр k(X )

iзоморфне зображенню ρX .
Зокрема, якщо множина X є скiнченою, то зображення ρX i ρ∗X
iзоморфнi. Чи буде так i коли ця множина нескiнчена?

2 Якщо група G дiє на множинах X i Y , вiдображення f : X → Y
зветься G -еквiварiантним, якщо f (gx) = gf (x) для всiх
g ∈ G , x ∈ X . У цьому випадку побудуйте гомоморфiзми
зображень ρX → ρY i ρ∗Y → ρ∗X .

14 листопада 2020 р. 6 / 45



Зображення скiнченних груп Основнi поняття

3 Нехай k(X ) ⊆ k
X — пiдпростiр функцiй f зi скiнченим носiєм,

тобто таких, що множина { x | f (x) 6= 0 } є скiнченою. Очевидно,
цей пiдпростiр є iнварiантним вiдносно зображення ρ∗X .

Вправа
1 Доведiть, що обмеження зображення ρ∗X на пiдпростiр k(X )

iзоморфне зображенню ρX .
Зокрема, якщо множина X є скiнченою, то зображення ρX i ρ∗X
iзоморфнi. Чи буде так i коли ця множина нескiнчена?

2 Якщо група G дiє на множинах X i Y , вiдображення f : X → Y
зветься G -еквiварiантним, якщо f (gx) = gf (x) для всiх
g ∈ G , x ∈ X . У цьому випадку побудуйте гомоморфiзми
зображень ρX → ρY i ρ∗Y → ρ∗X .

14 листопада 2020 р. 6 / 45



Зображення скiнченних груп Основнi поняття

Теорема («Лема Шура»)

Нехай ρ : G → GL(V ) i θ : G → GL(W ) — зображення групи G ,
причому ρ є незвiдним.

1 Будь-який гомоморфiзм f : ρ→ θ є або нульовим, або iн’єктивним
(мономорфiзмом).

2 Будь-який гомоморфiзм f : θ → ρ є або нульовим, або
cюр’єктивним (епiморфiзмом).

3 Якщо зображення θ також є незвiдним, то будь-який гомоморфiзм
f : ρ→ θ є або нульовим, або iзоморфiзмом. Зокрема, кiльце
ендоморфiзмiв незвiдного зображення є тiлом.

4 Якщо поле k є алгебрично замкненим, а ρ є скiнченовимiрним
незвiдним зображенням, то кожен ендоморфiзм зображення ρ є
скалярним (тобто рiвним λ1V , де 1V — тотожне вiдображення
простору V ).
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Доведення.
(1) Нехай f 6= 0. Легко переконатися (зробiть це), що Ker f є
iнварiантним пiдпростором у V . Оскiльки Ker f 6= V , то Ker f = 0,
тобто f — мономорфiзм.

(2) доводиться так само з огляду на те, що Im f також є iнварiантним.
(3) випливає з (1) i (2).
(4) Оскiльки поле k алгебрично замкнене, а простiр V
скiнченовимiрний, оператор f має власне число λ. Тодi оператор
f − λ1V має ненульове ядро, отже, необертовний. Але цей оператор
також є ендоморфiзмом зображення ρ. Тому f − λ1V = 0 i
f = λ1V .
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Наслiдок

Незвiдне скiнченовимiрне зображення комутативної групи над
алгебрично замкненим полем є одновимiрним.

Доведення.
Якщо група G комутативна, то ρ(h)ρ(g) = ρ(g)ρ(h) для всiх g , h ∈ G .
Тому ρ(h) є ендоморфiзмом зображення ρ. Якщо ρ незвiдне й
скiнченовимiрне, то всi оператори ρ(h) є скалярними.
Але тодi будь-який пiдпростiр є iнварiантним. Отже, V не має
пiдпросторiв, крiм 0 та V . Тому dimV = 1.
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Вправа

Нехай k — незлiчене алгебрично замкнене поле (наприклад, поле C
комплексних чисел), ρ : G → GL(V ) — незвiдне злiченовимiрне
зображення, f — ендоморфiзм ρ. Доведiть, що f — скалярне
вiдображення.

Вказiвка: (1) Перевiрте, що, якщо два ендоморфiзми, α i β, приймають
однакове значення на якомусь ненульовому векторi, то вони рiвнi.
(2) Якщо f не скалярний, то F (f ) обертовний для довiльного
многочлена F (x) ∈ k[x ]. Тому визначений F (f )−1, а тодi й R(f ) для
довiльної рацiональної функцiї R(x) ∈ k(x).
(3) Поле k(x) — незлiченої розмiрностi над k. (Теорема про
елементарнi дроби).
(4) Разом з (1) це протирiчить тому, що V злiченовимiрне.
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Теорема (Теорема Машке)

Нехай G — скiнчена група порядку n, причому n не дiлиться на
характеристику поля k (наприклад, chark = 0). Тодi кожне
нерозкладне зображення групи G над полем k є незвiдним.
Рiвносильно, кожне зображення групи G є цiлком звiдним.

Доведення теореми Машке ґрунтується на наступнiй лемi, яку ми
також використаємо й надалi.
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Lemma (Лема про усереднення)

Нехай ρ : G → GL(V ) i θ : G → GL(W ) — два зображення скiнченої
групи G , ϕ : V →W — довiльне лiнiйне вiдображення. Тодi
вiдображення

ϕ̃ =
∑

x∈G θ(x−1)ϕρ(x)

є гомоморфiзмом ρ→ θ.

(Зауважимо, що характеристика поля в цiй лемi неiстотна.)

Доведення.
Дiйсно, для довiльного елемента g ∈ G

ϕ̃ρ(h)(v) =
∑
g∈G

ρ(g−1)ϕρ(g)ρ(h)(v) =
∑
g∈G

ρ(g−1)ϕρ(gh)(v) =

=
∑
q∈G

ρ(hq−1)ϕρ(q)(v) =
∑
q∈G

ρ(h)ρ(q−1)ϕρ(q)(v) =

= ρ(h)
∑
q∈G

ρ(q−1)ϕρ(q)(v) = ρ(h)ϕ̃(v).

Тут у першому й другому рядках ми скористалися тим, що ρ —
зображення, тобто переводить добуток у добуток, а при переходi вiд
першого рядка до другого ми зробили замiну змiнних q = gh.
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Доведення.
Перейдемо до доведення теореми Машке.

Припустимо, що зображення ρ : G → GL(V ) є звiдним, а U ⊂ V —
iнварiантний пiдпростiр, вiдмiнний вiд 0 i вiд V .
Iснує доповнення U ′ пiдпростору U, тобто такий пiдпростiр, що
V = U ⊕ U ′.
Розглянемо оператор π : V → U проектування на U: саме, якщо
v = u + u′, де u ∈ U, u′ ∈ U ′, то π(v) = u.
Очевидно, π2 = π i π(u) = u для u ∈ U.
За лемою, оператор π̄ = 1

n

∑
g∈G ρ(g−1)πρ(g) є ендоморфiзмом

зображення ρ.
Якщо u ∈ U, то ρ(g)(u) ∈ U, тому πρ(g)(u) = ρ(g)(u), звiдки
випливає, що π̄(u) = u.
З тих самих мiркувань завжди π̄(v) ∈ U. Тому π̄2 = π̄
Позначимо U ′′ = Ker π̄. Це iнварiантний пiдпростiр i U ∩ U ′′ = 0.
З iншого боку, v = π̄(v) + (v − π̄(v)) i другий доданок лежить в U ′′.
Отже, V = U ⊕ U ′′, тобто зображення ρ є розкладним.
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Наслiдок

Нехай виконанi умови теореми Машке.
1 Кожне нерозкладне зображення групи G над полем k є

скiнченовимiрним.

2 Зображення ρ є незвiдним (або, що те саме, нерозкладним) тодi й
лише тодi, коли його кiльце ендоморфiзмiв є тiлом.

3 Якщо поле k алгебрично замкнене, то зображення ρ є незвiдним
(або, що те саме, нерозкладним) тодi й лише тодi, коли
h(ρ, ρ) = 1.

4 Кожне скiнченовимiрне зображення є цiлком звiдним.
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лише тодi, коли його кiльце ендоморфiзмiв є тiлом.
3 Якщо поле k алгебрично замкнене, то зображення ρ є незвiдним

(або, що те саме, нерозкладним) тодi й лише тодi, коли
h(ρ, ρ) = 1.

4 Кожне скiнченовимiрне зображення є цiлком звiдним.
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Зображення скiнченних груп Основнi поняття

Доведення.
(1) Нехай v — довiльний ненульовий вектор простору V . Розглянемо
пiдпростiр U, який складається з усiх лiнiйних комбiнацiй∑

g∈G λgρg (v), де λg ∈ k. Вiн є iнварiантним i скiнченовимiрним. За
теоремою Машке, якщо зображення ρ нерозкладне, U = V .

(2) Припустимо, що V = V1 ⊕ V2, де обидва пiдпростори V1,V2
ненульовi й iнварiантнi. Якщо v = v1 + v2, визначимо π(v) = v1. Це
ендоморфiзм зображення ρ (перевiрте це), причому вiн ненульовий i
необертовний (оскiльки Kerπ = V2).

(3) випливає з (2), оскiльки якщо h(ρ, ρ) = 1, то HomG (ρ, ρ) = k.

(4) є безпосереднiм наслiдком теореми Машке.
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Нехай виконанi умови теореми Машке. Кожне скiнченовимiрне
зображення ρ розкладається у пряму суму нерозкладних: ρ =

⊕m
i=1 ρi .

Серед них, звичайно, можуть бути iзоморфнi. Кратнiстю µ(θ, ρ)
незвiдного зображення θ у зображеннi ρ зветься кiлькiсть тих прямих
доданкiв у цьому розкладi, якi iзоморфнi θ.

Наслiдок

Нехай виконанi умови теореми Машке. Тодi

µ(θ, ρ) =
h(θ, ρ)

h(θ, θ)
=

h(ρ, θ)

h(θ, θ)
.

Зокрема, кратнiсть µ(θ, ρ) не залежить вiд розкладу зображення ρ у
пряму суму нерозкладних.

Якщо поле k алгебрично замкнене, h(θ, θ) = 1 i
µ(θ, ρ) = h(θ, ρ) = h(ρ, θ).
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Доведення.
Нехай V =

⊕m
i=1 Vi , де всi пiдпростори Vi iнварiантнi, причому

зображення ρi = ρVi
незвiднi.

Кожен гомоморфiзм f : θ → ρ iндукує гомоморфiзми fi : θ → ρi , а
саме, якщо f (w) =

∑m
i=1 vi , де vi ∈ Vi , то fi (w) = vi (перевiрте, що це

дiйсно гомоморфiзм).
Вiдображення f повнiстю визначається вiдображеннями fi . Навпаки,
якщо задано гомоморфiзми fi : θ → ρi , то вiдображення f таке, що
f (w) =

∑m
i=1 fi (w) є гомоморфiзмом θ → ρ (перевiрте це).

Отже, h(θ, ρ) =
∑m

i=1 h(θ, ρi ). Оскiльки h(θ, ρi ) = 0, якщо ρi 6' θ, i
h(θ, ρi ) = h(θ, θ), якщо ρi ' θ, це доводить першу рiвнiсть.

Аналогiчне доведення другої рiвностi залишається як вправа.
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Вправа

За умов теореми Машке, доведiть, що для довiльних скiнченовимiрних
зображень

h(ρ, ρ′) =
∑
θ

µ(θ, ρ)µ(θ, ρ′)h(θ, θ),

де сума береться за всiма незвiдними зображеннями.

Зокрема,

h(ρ, ρ) =
∑
θ

µ(θ, ρ)2h(θ, θ).

Якщо поле алгебрично замкнене, цi формули переписуються так:

h(ρ, ρ′) =
∑
θ

µ(θ, ρ)µ(θ, ρ′),

h(ρ, ρ) =
∑
θ

µ(θ, ρ)2.
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Наступний корисний факт не залежить вiд характеристики поля.

Lemma

Нехай ρ : G → GL(V ) — скiнченовимiрне зображення. Тодi
h(ρG , ρ) = dimV , де ρG — регулярне зображення групи G
(див. Приклад 5).
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Доведення.
Для кожного вектора v ∈ V визначимо лiнiйне вiдображення
ϕv : kG → V правилом ϕv

(∑
x∈G λxx

)
=
∑

x∈G λxρ(x)v .

Легко перевiрити, що ϕv є гомоморфiзмом ρG → ρ (зробiть це).

Нехай тепер ψ : kG → V — довiльний гомоморфiзм ρG → ρ, v = ψ(1)
(ми ототожнюємо кожен елемент x ∈ G з лiнiйною комбiнацiєю, в якiй
коефiцiєнт при x дорiвнює 1, а всi iншi коефiцiєнти рiвнi 0). Тодi

ψ
(∑
x∈G

λxx
)

=
∑
x∈G

λxψ(x) =
∑
x∈G

λxψ(ρG (x)1) =

=
∑
x∈G

λxρ(x)ψ(1) =
∑
x∈G

λxρ(x)v = ϕv

(∑
x∈G

λxx
)
.

Отже, ϕv — це всi гомоморфiзми ρG → ρ i h(ρG , ρ) = dimV .
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(ми ототожнюємо кожен елемент x ∈ G з лiнiйною комбiнацiєю, в якiй
коефiцiєнт при x дорiвнює 1, а всi iншi коефiцiєнти рiвнi 0). Тодi

ψ
(∑
x∈G

λxx
)

=
∑
x∈G

λxψ(x) =
∑
x∈G

λxψ(ρG (x)1) =

=
∑
x∈G

λxρ(x)ψ(1) =
∑
x∈G

λxρ(x)v = ϕv

(∑
x∈G

λxx
)
.

Отже, ϕv — це всi гомоморфiзми ρG → ρ i h(ρG , ρ) = dimV .
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Наслiдок

Нехай Ĝ — множина всiх попарно неiзоморфних незвiдних зображень
групи G . Якщо виконанi умови теореми Машке, то∑

θ∈Ĝ

(dim θ)2

h(θ, θ)
= #(G )

Зокрема, якщо поле k є алгебрично замкненим, то

∑
θ∈Ĝ

(dim θ)2 = #(G ).
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Доведення.
За Лемою 1.2, Вправою 18 i Наслiдком 16,

#(G ) = dim ρG = h(ρG , ρG ) =

=
∑
θ∈Ĝ

µ(θ, ρG )2h(θ, θ) =
∑
θ∈Ĝ

h(ρG , θ)2

h(θ, θ)2 h(θ, θ) =

=
∑
θ∈Ĝ

(dim θ)2

h(θ, θ)
.

14 листопада 2020 р. 22 / 45



Зображення скiнченних груп Основнi поняття

Якщо взяти до уваги ще Наслiдок 9, одержимо наступний результат.

Наслiдок

Якщо виконанi умови теореми Машке, група G є комутативною, а поле
k алгебрично замкненим, то #(Ĝ ) = #(G ).

Надалi,до кiнця цього пункту, ми вважаємо, що група G є скiнченою,
комутативною, а поле k є алгебрично замкненим i його характеристика
не дiлить порядок n групи G . У цих припущеннях ми побудуємо теорiю
двоїстостi для скiнченних комутативних груп, аналогiчну теорiї
двоїстостi для скiнченновимiрних векторних просторiв.
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При цих припущеннях незвiднi зображення є одновимiрними, тобто є
гомоморфiзмами χ : G → k

×. Їх звуть характерами групи G .

Характери можна перемножати поточково: (χ1χ2)(g) = χ1(g)χ2(g).
Легко бачити, що вiдносно цiєї операцiї множина характерiв Ĝ теж є
комутативною групою.
Тому визначена й її група характерiв ˆ̂G . Iснує природний гомоморфiзм
γ : G → ˆ̂G , визначений правилом: γ(g)(χ) = χ(g).
(Це те, що у функцiональному аналiзi звуть «перетворенням Гельфанда»).

Theorem (Теорема двоїстостi)
Гомоморфiзм γ є iзоморфiзмом.
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Доведення.

Оскiльки, за Наслiдком 23, #( ˆ̂G ) = #(G ), достатньо довести, що
Ker γ = {1}: тодi вiдображення γ є iн’єктивним, а тому й бiєктивним.

Але
Ker γ =

{
g | χ(g) = 1 для всiх χ ∈ Ĝ

}
.

Отже, характери групи G збiгаються з характерами групи G/Ker γ,
тому #(G ) = #(Ĝ ) = #( ̂G/Ker γ) = #(G/Ker γ), звiдки
#(Ker γ) = 1.
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Зробимо ще одне важливе зауваження.

Твердження

Якщо виконанi умови теореми Машке, а всi незвiднi зображення групи
G є одновимiрними, то група G комутативна.

Доведення.
Перш за все, зауважимо, що регулярне зображення групи G є точним,
тобто ρG (g) = 1 тодi й лише тодi, коли g = 1.
Дiйсно, якщо g 6= 1, то ρG (g)1 = g 6= 1, отже ρG (g) 6= 1.
Припустимо, що всi незвiднi зображення є одновимiрними. За
теоремою Машке, регулярне зображення є прямою сумою незвiдних,
тобто одновимiрних. Тому в деякiй базi воно задається дiагональними
матрицями.
Оскiльки довiльнi дiагональнi матрицi перестановнi мiж собою,
ρ(gh) = ρ(g)ρ(h) = ρ(h)ρ(g) = ρ(hg), звiдки gh = hg для довiльних
g , h ∈ G .
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В усiх прикладах, якi йдуть нижче, ми розглядаємо зображення над
полем комплексних чисел.

Приклад

Нехай G — циклiчна група порядку n: G = 〈 a | an = 1 〉. Її незвiдне
зображення ρ є одновимiрним, тобто ρ(a) = α ∈ k. При цьому an = 1,
тобто a = exp(2πk

n ), де 0 6 k < n. Це й є всi незвiднi (або, що те саме,
нерозкладнi) зображення.

Вправа

Виведiть з цього прикладу, що Ĝ ' G для довiльної комутативної
скiнченної групи G .

Вказiвка: Кожна скiнченна комутативна група є прямим добутком
циклiчних.
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Вправа

Нехай G — група дiедра порядку 2n:
G = 〈σ, τ | σn = 1, τ2 = 1, στ = τσ−1 〉. Перевiрте, що

1 Якщо n парне, група G має 4 одновимiрних зображення, а якщо n
непарне — 2 одновимiрних зображення.

2 Вiдповiднiсть

σ 7→
(

cos 2πk
n − sin 2πk

n

sin 2πk
n cos 2πk

n

)
, τ 7→

(
0 1
1 0

)
задає зображення ρk групи G .

3 При 1 6 k < n
2 , зображення ρk є нерозкладними й неiзоморфними.

Вказiвка: Обчислiть слiди tr ρk(σ) та tr ρk(τ) i скористайтеся тим,
що слiди подiбних операторiв рiвнi.

4 Користуючись Наслiдком 21, доведiть, що всi незвiднi зображення
групи дiедра — або одновимiрнi, або ρk (1 6 k < n

2 ).
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Зображення скiнченних груп Основнi поняття

Наступна теорема показує, що умови теореми Машке є дiйсно
необхiдними.

Theorem
Нехай характеристики p поля k дiлить порядок n групи G . Тодi
регулярне зображення ρG не є цiлком звiдним.

Доведення.
Нехай ρ — якесь зображення групи G , Sρ =

∑
x∈G ρ(x).

Очевидно, ρ(g)Sρ = Sρρ(g) для довiльного g ∈ G , тобто Sρ —
ендоморфiзм зображення ρ.
Звiдси ж (Sρ)2 =

∑
g∈G gSρ = nSρ = 0, оскiльки p | n.

Якщо зображення незвiдне, з леми Шура випливає, що Sρ = 0. Те
саме, звичайно, буде i для кожного цiлком звiдного зображення.
Але SρG 1 =

∑
x∈G x 6= 0, отже ρG не є цiлком звiдним.
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Зображення скiнченних груп Спiввiдношення ортогональностi

Надалi ми вважаємо, що поле k — алгебрично замкнене, а група G
скiнченна, причому її порядок n не дiлиться на характеристику поля k.

Нехай ρ : G → GL(V ) — скiнченновимiрне зображення групи G .
Виберемо базу v1, v2, . . . , vd у просторi V . Тодi кожен оператор ρ(g)
задається матрицею (ρij(g)) розмiру d × d . Функцiї ρij(g) звуться
матричними елеметнами зображення ρ в базi v1, v2, . . . , vd (часто
згадку про базу опускають). Цi функцiї мають важливi властивостi, якi
звуться спiввiдношеннями ортогональностi.

Означення

У просторi kG всiх функцiй на групi G зi значеннями в полi k
визначимо бiлiнiйну форму (ξ, η)G формулою

(ξ, η)G = 1
n

∑
x∈G ξ(x−1)η(x).

Ця форма є симетричною (перевiрте).
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Зображення скiнченних груп Спiввiдношення ортогональностi

Theorem

Нехай ρ : G → GL(V ) i θ : G → GL(W ) — незвiднi зображення групи
G , ρij i θij — їхнi матричнi елементи в якихось базах просторiв V i W .

Тодi (ρij , θkl)G = 0, якщо ρ 6' θ, а

(ρij , ρkl)G =

{
1
d , якщо i = l , j = k ,

0 iнакше,

де d = dim ρ.
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Доведення.
Розглянемо лiнiйне вiдображення ϕ : W → V , яке в тих самих базах
задається матрицею ejk , в якiй на мiсцi jk стоїть 1, а на всiх iнших — 0.

За
Лемою 1.1, оператор ϕ̃ =

∑
x∈G ρ(x−1)ϕθ(x) є гомоморфiзмом θ → ρ. За

Лемою Шура, ϕ̃ = 0, якщо θ 6' ρ i ϕ̃ = λ1 для деякого λ ∈ k, якщо θ = ρ.
Значення λ можна обчислити, знайшовши слiд tr ϕ̃ = dλ.
Саме, tr(ρ(x)−1ϕρ(x)) = trϕ для кожного x ∈ G , отже

tr ϕ̃ = n trϕ =

{
n, якщо j = k,

0, якщо j 6= k.

Обчислимо коефiцiент на мiсцi il у матрицi оператора ϕ̃. У добутку ϕθ(x) усi
рядки, крiм j-го нульовi, а j-ий дорiвнює k-му рядку матрицi θ(x). Тому в
матрицi ϕ на мiсцi il стоїть

∑
x ρij(x

−1)θkl(x) = n(ρij , θkl). Але цей коефiцiент
дорiвнює 0, якщо θ 6' ρ або якщо θ = ρ, але i 6= l (недiагональне мiсце).
Якщо ж θ = ρ i i = l (дiагональне мiсце), то, оскiльки всi дiагональнi
елементи у ϕ̃ однаковi, цей елемент дорiвнює λ = 1

d tr ϕ̃. Це й доводить
необхiдну формулу.
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Значну роль у теорiї зображень та її застосуваннях разом з
матричними елементами (а подекуди й бiльшу) вiдiграють також
характери зображень.

Означення

Характером зображення ρ зветься функцiя
χρ(x) = tr ρ(x) =

∑d
i=1 ρii (x), де d = dim ρ. Зауважимо, що ця функцiя

не залежить вiд вибору бази, оскiльки слiди подiбних матриць рiвнi.
Характери незвiдних зображень звуться незвiдними характерами групи
G .

Для характерiв також мають мiсце формули ортогональностi.
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Theorem

Нехай ρ i θ — незвiднi зображення групи G . Тодi

(χρ, χθ) =

{
1, якщо ρ ' θ,
0, якщо ρ 6' θ.

Доведення.
За означенням, (χρ, χθ) =

∑
i ,j(ρii , θjj).

Згiдно з Теоремою 1.5, це дає 0, якщо θ 6' ρ.
Якщо ж θ = ρ i dim ρ = d , з цiєї суми залишається лише d доданкiв,
якi вiдповiдають членам з i = j .
Кожен з них дорiвнює 1

d , отже в результатi маємо 1.
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Зображення скiнченних груп Спiввiдношення ортогональностi

Означення

Функцiя ϕ на групi G зветься центральною, якщо ϕ(gx) = ϕ(xg) для
довiльних елементiв g , x ∈ G .

Рiвносильна умова: ϕ(g−1xg) = ϕ(x) для довiльних елементiв g , x ∈ G
(перевiрте це).

Очевидно, характери є центральними функцiями (чому?). Важливу
властивiсть центральних функцiй показує наступна лема.

Lemma

Нехай ϕ — центральна функцiя на групi G , ρ — зображення цiєї групи.
Тодi оператор Φ =

∑
x∈G ϕ(x)ρ(x−1) є ендоморфiзмом зображення ρ.

Зокрема, якщо ρ — незвiдне зображення розмiрностi d , то Φ = λ1, де
λ = n

d (χρ, ϕ).
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Зображення скiнченних груп Спiввiдношення ортогональностi

Доведення.
Для довiльного елемента g ∈ G

Φρ(g) =
∑
x∈G

ϕ(x)ρ(x−1)ρ(g) =
∑
x∈G

ϕ(x)ρ(x−1g) =

=
∑
y∈G

ϕ(gy)ρ(y−1) =
∑
y∈G

ϕ(yg)ρ(y−1) =

=
∑
z∈G

ϕ(z)ρ(gz−1) =
∑
z∈G

ϕ(z)ρ(g)ρ(z−1) =

= ρ(g)
∑
z∈G

ϕ(z)ρ(z−1) = ρ(g)Φ.

Отже Φ — ендоморфiзм зображення ρ. Якщо ρ незвiдне, то, за Лемою
Шура Φ = λ1 для деякого λ ∈ k. Тодi

dλ = tr Φ =
∑
x∈G

ϕ(x) tr ρ(x−1) = n(χρ, ϕ).
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Зображення скiнченних груп Спiввiдношення ортогональностi

Наступний результат демонструє значення матричних елементiв та
характерiв незвiдних зображень.

Theorem

Нехай ρ1, ρ2, . . . , ρm — повний набiр попарно неiзоморфних незвiдних
зображень групи G , χ1, χ2, . . . , χm — характери цих зображень.

1 Матричнi елементи ρkij (1 6 k 6 m, 1 6 i , j 6 dim ρk) зображень ρk

у якихось базах утворюють базу простору функцiй kG .

2 Харакери χk (1 6 k 6 m) уворюють базу пiдпростору центральних
функцiй з kG .
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Зображення скiнченних груп Спiввiдношення ортогональностi

Доведення.

(1) З Теореми 1.5 випливає, що функцiї ρkij лiнiйно незалежнi.

Дiйсно, припустимо, що
∑

i ,j ,k λijkρ
k
ij = 0. Тодi

0 = (ρspq,
∑
i ,j ,k

λijkρ
k
ij) =

∑
i ,j ,k

λijk(ρspq, ρ
k
ij) =

λsqp
ds

,

тобто всi коефiцiенти λsqp нульовi.
З iншого боку, загальна кiлькiсть функцiй ρkij дорiвнює

∑m
k=1(dim ρk)2,

що, за Наслiдком 21, дорiвнює n, тобто dimk
G . Отже, цi функцiї

утворюють базу простору kG .
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Доведення.
(2) З Теореми 1.6 так само випливає, що характери χ1, χ2, . . . , χm

лiнiйно незалежнi (перевiрте).

Якщо вони не утворюють бази, знайдеться ненульова центральна
функцiя ϕ така, що (ϕ, χk) = 0 для всiх k (чому?).

За Лемою 35,
∑

x∈G ϕ(x)ρk(x−1) = 0 для всiх k .

Оскiльки довiльне зображення розкладаєься в пряму суму незвiдних,∑
x∈G ϕ(x)ρ(x−1) = 0 для кожного зображення ρ, зокрема, для

регулярного зображення.
Але ∑

x∈G
ϕ(x)ρG (x−1)1 =

∑
x∈G

ϕ(x)x−1 6= 0.

Одержане протирiччя завершує доведення теореми.
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Зображення скiнченних груп Спiввiдношення ортогональностi

Вправа

1 Доведiть «формули Фур’є» для функцiї f на групi:
i f =

∑
i,j,k dk(f , ρkji )ρ

k
ij .

ii Якщо f ценральна, то f =
∑m

k=1(f , χk)χk .

2 Доведiть, що якщо chark = 0, то зображення повнiстю
визначається своїм характером, тобто ρ ' θ тодi й лише тодi, коли
χρ = χθ.

Чи вiрно це, якщо chark 6= 0?
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Зображення скiнченних груп Спiввiдношення ортогональностi

Наслiдок

Кiлькiсть неiзоморфних незвiдних зображень дорiвнює кiлькостi класiв
спряженостi елементiв групи G .

Доведення.
За означенням, функцiя є центральною тодi й лише тодi, коли вона
приймає однаковi значення на спряжених елементах. Отже, розмiрнiсть
простору центральних функцiй дорiвнює кiлькостi класiв спряженостi.
З iншого боку, за Теоремою 1.8, ця розмiрнiсть дорiвнює кiлькостi
неiзоморфних незвiдних зображень.
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Зображення скiнченних груп Спiввiдношення ортогональностi

Означення

Нехай ρ1, ρ2, . . . , ρs — всi неiзоморфнi незвiднi зображення групи G ,
χi = χρi , C1,C2, . . . ,Cs — класи спряженостi елементiв цiєї групи,
hk = #(Ck), xk ∈ Ck — деякi елементи, вибранi з цих класiв.
Позначимо χik = χi (xk). Матриця XG = (χik) (розмiру s × s) зветься
таблицею характерiв групи G . Ми також позначимо χ∗ik = χi (x

−1
k ).

Вправа

Доведiть, що якщо k = C, то χ∗ik = χik .

Вказiвка: Скористайтеся тим, що кожна матриця ρ(x) подiбна до
дiагональної (чому?).
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Оскiльки значення характеру постiйне на елементах з одного класу
спряженостi, то спiввiдношення ортогональностi для характерiв можна
переписати в такий спосiб:

1
n

s∑
k=1

hkχikχ
∗
jk =

{
1, якщо i = j ,

0, якщо i 6= j .
(1)

З цих формул випливає, що оберненою матрицею до XG є матриця

X̃G , в якiй коефiцiент на мiсцi kj дорiвнює
hk
n
χ∗jk . Записавши рiвнiсть

X̃GXG = I , де I — одинична матриця, ми одержимо так зване «друге
спiввiдношення ортогональностi для характерiв».

Theorem

hk
n

s∑
i=1

χ∗ikχij =

{
1, якщо k = j ,

0, якщо k 6= j .
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Зображення скiнченних груп Операцiї над зображеннями
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