
Çàâäàííÿ 1

Âèêîíàòè äî 16 áåðåçíÿ

Ó öèõ âïðàâàõ íå êîðèñòóâàòèñÿ âiäïîâiäíèìè òâåðäæåííÿìè ïðî

êîìïëåêñè ç ií'¹êòèâíèìè êîìïîíåíòàìè!

1. Íåõàé P i A � îáìåæåíi ñïðàâà êîìïëåêñè, ïðè÷îìó âñi êîìïîíåíòè
Pn ïðîåêòèâíi. Äîâåñòè, ùî:

(1) ßêùî A àöèêëi÷íèé, òî äîâiëüíèé ìîðôiçì α : P → A ãîìîòî-
ïíèé íóëþ.

(2) ßêùî α : A → P � êâàçi-içîìîðôiçì, òî α ìà¹ ãîìîòîïi÷íî ïðà-
âèé îáåðíåíèé. ßêùî i âñi êîìïîíåíòè A ïðîåêòèâíi, òî α � içî-
ìîðôiçì ó ãîìîòîïi÷íié êàòåãîði¨.

2. Íåõàé A ∈ Com−A . Äîâåäiòü, ùî:

(1) Iñíó¹ êâàçi-içîìîðôiçì P → A, äå P ∈ Com−A i ìà¹ ïðîåêòèâíi
êîìïîíåíòè.

(2) ßêùî α′ : P ′ → A � iíøèé êâàçi-içîìîðôiçì ç öèìè âëàñòèâî-
ñòÿìè, òî iñíó¹ ¹äèíèé içîìîðôiçì ϕ : P → P ′ â ãîìîòîïi÷íié
êàòåãîði¨ òàêèé, ùî α = α′ϕ.



Çàâäàííÿ 2

Âèêîíàòè äî 30 áåðåçíÿ

Â óñiõ çàäà÷àõ ââàæà¹òüñÿ, ùî A � àáåëåâà êàòåãîðiÿ ÿêà ìà¹ äîñòà-
òíüî ïðîåêòèâíèõ îá'¹êòiâ.

1. (1) Íåõàé α : P → A òà β : P ′ → B � ïðîåêòèâíi ðåçîëüâåíòè
êîìïëåêñiâ A i B â êàòåãîði¨ Com−A . Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëü-
íîãî ìîðôiçìó γ : A → B iñíó¹ ¹äèíèé ç òî÷íiñòþ äî ãîìîòîïi¨
ìîðôiçì γ′ : P → P ′, äëÿ ÿêîãî γα ∼ βγ′.

(2) Äîâåäiòü, ùî äëÿ êîæíîãî òî÷íîãî òðèêóòíèêà A
ξ−→ B

η−→ C
ζ−→

A[1] â êàòåãîði¨ K −A iñíó¹ êîìóòàòèâíà äiàãðàìà

P //

��

Q //

��

R //

��

P [1]

��
A

ξ // B
η // C

ζ // A[1]

â ÿêié âåðõíié ðÿäîê òåæ òî÷íèé òðèêóòíèê, à âåðòèêàëüíi ìîð-
ôiçìè âèçíà÷àþòü ïðîåêòèâíi ðåçîëüâåíòè.

2. (1) Íåõàé 0→ A→ B → C → 0 � òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü â êàòåãîði¨
A . Äîâåäiòü, ùî iñíó¹ êîìóòàòèâíà äiàãðàìà

0 // PA //

��

PB //

��

PC //

��

0

0 // A // B // C // 0

äå ïåðøèé ðÿäîê � òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñiâ, à âåðòèêàëü-
íi ìîðôiçìè ¹ ïðîåêòèâíèìè ðåçîëüâåíòàìè âiäïîâiäíèõ îá'¹êòiâ.

(2) Âèâåäiòü çâiäñè, ùî òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü 0 → A
α−→ B

β−→ C →
0 â êàòåãîði¨ A âèçíà÷à¹ â ãîìîòîïi÷íié êàòåãîði¨ êîìóòàòâèíó
äiàãðàìó

PA //

��

PB //

��

PC //

��

PA[1]

A
α // B

β // C

â ÿêié âåðõíié ðÿäîê � òî÷íèé òðèêóòíèê, à âåðòèêàëüíi ñòðiëêè
� êâàçi-içîìîðôiçìè.

3. Äîâåäiòü ëåìó Øàíþåëÿ:

ßêùî 0 → B → P → A → 0 i 0 → B′ → P ′ → A → 0 � òî÷íi

ïîñëiäîâíîñòi ç ïðîåêòèâíèìè P i P ′, òî P ⊕B′ ' P ′ ⊕B.
Âêàçiâêà: Ïðîäîâæèâøè òîòîæíié ìîðôiçì 1A äî ìîðôiçìó P → P ′,

ïîáóäóéòå òî÷íó ïîñëiäîâíiñòü 0→ B → P ⊕B′ → P ′ → 0.

Ñôîðìóëþéòå é äîâåäiòü àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ ïðî çàíóðåííÿ A â
ií'¹êòèâíi îá'¹êòè.



Çàâäàííÿ 3

Âèêîíàòè äî 7 êâiòíÿ

1. Íåõàé 0 → A
α−→ B

β−→ C → 0 � òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñiâ.
Äîâåäiòü, ùî â ãîìîòîïi÷íié êàòåãîði¨ ¹ êîìóòàòèâíà äiàãðàìà

PA //

��

PB //

��

PC //

��

PA[1]

A
α // B

β // C

â ÿêié âåðõíié ðÿäîê � òî÷íèé òðèêóòíèê, à âåðòèêàëüíi ñòðiëêè âèçíà-
÷àþòü ïðîåêòèâíi ðåçîëüâåíüò âiäïîâiäíèõ êîìïëåêñiâ.

2. Äîâåäiòü, ùî ôóíêòîð F ¹ òî÷íèì ñïðàâà (çëiâà) òîäi é ëèøå òîäi,
êîëè F ' R0F (âiäïîâiäíî, F ' L0F ).

3. Äîâåäiòü, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ìîðôiçìó ôóíêòîðiâ f : F → F̃ , äå F̃ ¹

òî÷íèì ñïðàâà, iñíó¹ ¹äèíèé ìîðôiçì ϕ̃ : R0F → F̃ òàêèé, ùî ϕ = ϕ̃ρ,
äå ρ � ïðèðîäíèé ìîðôiçì F → R0F .
Ñôîðìóëþéòå é äîâåäiòü àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ ïðî òî÷íi çëiâà ôóí-

êòîðè.

4. Íåõàé A � êàòåãîðiÿ àáåëeâèõ ãðóï, F = AA = Hom(_ , A), äå A �
ôiêñîâàíà ãðóïà. Îá÷èñëèòè RiFC, äå C � öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó n.

5. Íåõàé A � êàòåãîðiÿ àáåëeâèõ ãðóï, T = C ⊗ _, äå C � öèêëi÷íà
ãðóïà ïîðÿäêó n. Îá÷èñëèòè LiTA.



Çàâäàííÿ 4

Âèêîíàòè äî 20 êâiòíÿ

1. Äîâåäiòü, ùî ïîâíi ïîõiäíi ôóíêòîðà ⊗R : Rop-Mod ×R-Mod → Ab
êâàçi-içîìîðôíi îáîì ÷àñòêîâèì ïîõiäíèì öüîãî ôóíêòîðà.
Öi ïîõiäíi ôóíêòîðè ïîçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç TorR(A,B), à ¨õíi êîãîìîëî-

ãi¨ H−n(TorR(A,B)) � ÷åðåç TorRn . Çàóâàæèìî, ùî, îñêiëüêè òåíçîðíèé
äîáóòîê ¹ òî÷íèì ñïðàâà, TorR0 (A,B) = A⊗R B.

2. R-ìîäóëü A çâåòüñÿ ïëîñêèì, ÿêùî ôóíêòîð _⊗R A ¹ òî÷íèì.
Íåõàé äàíî òî÷íó ïîñëiäîâíiñòü

0→ A′
γ−→ Pn−1 → · · · → P2 → P1 → P0 → A→ 0,

â ÿêié ìîäóëi P0, P1, . . . , Pn−1 ¹ ïëîñêèìè. Äîâåäiòü, ùî

Tori+n(B,A) '

{
Tori(B,A′) ÿêùî i > 0,

Ker(1B ⊗ γ) ÿêùî i = 0.

3. Íåõàé A � S-R-áiìîäóëü, ÿêèé ¹ ïðîåêòèâíèì ÿê S-ìîäóëü i ïëîñêèì
ÿê ïðàâèé R-ìîäóëü. Äîâåäiòü, ùî:

(1) ßêùî R-ìîäóëü B ïðîåêòèâíèé, òî é S-ìîäóëü A ⊗R B òàêîæ
ïðîåêòèâíèé.

(2) ßêùî S-ìîäóëü C ií'åêòèâíèé, òî éR-ìîäóëü HomS(A,C) òàêîæ
ií'åêòèâíèé.

(3) ExtnS(A⊗RB,C) ' ExtnR(B,HomS(A,C)) äëÿ äîâiëüíèõR-ìîäóëÿ
B i S-ìîäóëÿ C.

4. Äîâåäiòü, ùî:

(1) HomZ(A,Q/Z) 6= 0 äëÿ äîâiëüíî¨ àáåëåâî¨ ãðóïè A.
(2) Ïîñëiäîâíiñòü àáåëåâèõ ãðóï A1 → A2 → · · · → Am ¹ òî÷íîþ òîäi

é ëèøå òîäi, êîëè òî÷íîþ ¹ iíäóêîâàíà ïîñëiäîâíiñòü

HomZ(An,Q/Z)→ · · · → HomZ(A2,Q/Z)→ HomZ(A1,Q/Z).
(3) Ëiâèé (ïðàâèé) R-ìîäóëü A ¹ ïëîñêèì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè

ïðàâèé (ëiâèé) R-ìîäóëü HomZ(A,Q/Z) ¹ ií'¹êòèâíèì.
(4) Ëiâèé (ïðàâèé) R-ìîäóëü A ¹ ïëîñêèì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè

TorR1 (R/I, A) = 0 äëÿ äîâiëüíîãî ëiâîãî iäåàëó I (âiäïîâiäíî,
TorR1 (A,R/I) = 0 äëÿ äîâiëüíîãî ïðàâîãî iäåàëó I).

5. Ñëàáêîþ ðîçìiðíiñòþ w.dimR êiëüöÿ R çâåòüñÿ íàéìåíøå ÷èñëî n
òàêå, ùî TorRn+1 = 0, àáî ∞, ÿêùî òàêîãî ÷èñëà íå iñíó¹. Äîâåäiòü, ùî

w.dimR = min {n
∣∣ TorRn+1(R/I,R/J) = 0 äëÿ âñiõ

ïðàâèõ iäåàëiâ I é óñiõ ëiâèõ iäåàëiâ J }
àáî ∞, ÿêùî òàêîãî ÷èñëà íå iñíó¹.



Çàâäàííÿ 5

Âèêîíàòè äî 27 êâiòíÿ

1. Íåõàé ε : 0 → B
β−→ C

α−→ A � ðîçøèðåííÿ A ç ÿäðîì C, γ : B → B′,

C ′ = Coker
{(

β
−γ

)
: B → C ⊕ B′

}
, α′([c, b′]) = α(c), β′(b′) = [0, b′] i

γ′(c) = [c, 0], äå [c, b′] ïîçíà÷à¹ îáðàç ïàðè (c, b′) ó C ′ (òîáòî [c, b′] = [c1, b
′
1]

òîäi é ëèøå òîäi, êîëè iñíó¹ åëåìåíò b ∈ B òàêèé, ùî c1 = c+ β(b), b′1 =
b′ − γ(b)). Äîâåäiòü, ùî:

(1) Äiàãðàìà

0 // B

γ
��

β // C

γ′

��

α // A // 0

0 // B′
β′
// C ′

α′
// A // 0

êîìóòàòèâíà, à ¨¨ ðÿäêè òî÷íi.
Äðóãèé ðÿäîê öi¹¨ äiàãðàìè ïîçíà÷èìî γε; öå åëåìåíò ç E(A,B′).

(2) ßêùî äiàãðàìà

0 // B

γ
��

β // C

γ′′

��

α // A // 0

0 // B′
β′′
// C ′′

α′′
// A // 0

ç òî÷íèìè ðÿäêàìè êîìóòàòèâíà, òî ¨¨ ïåðøèé ðÿäîê âèçíà÷à¹
ðîçøèðåííÿ, åêâiâàëåíòíå γε.

(3) ßêùî ε1 ≈ ε, òî γε1 ≈ γε.
(4) (γ1γ)ε ≈ γ1(γε) äëÿ êîæíîãî ìîðôiçìó γ1 : B

′ → B′′.

2. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ ω′ : E(A,B) → Ext1(A,B) ñòàâèòü ó âiäïîâiä-
íiñòü ðîçøèðåííþ ε : 0 → B → C → A → 0 îáðàç 1B ïðè ãîìîìîðôi-
çìi Hom(B,B) → Ext1(A,B), ÿêèé âèíèêà¹ ç öi¹¨ òî÷íî¨ ïîñëiäîâíîñòi,
ÿêùî ðîçãëÿäàòè Hom ÿê ôóíêòîð çà ïåðøèì àðãóìåíòîì, ôiêñóþ÷è B
íà äðóãîìó ìiñöi. Äîâåäiòü, ùî öå âiäîáðàæåííÿ ái¹êòèâíå.



Çàâäàííÿ 6

Âèêîíàòè äî 18 òðàâíÿ

1. Íåõàé 0→ A→ B → C → 0 � òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü ìîäóëiâ. Äîâåñòè,
ùî

(1) pr.dimA 6 max {pr.dimB, pr.dimC − 1 }.
(2) pr.dimB 6 max { pr.dimA, pr.dimC }.
(3) pr.dimC 6 max { pr.dimA+ 1, pr.dimB }.

Ïðè öüîìó, ÿêùî ÷èñëà, ç ÿêèõ îáèðà¹òüñÿ ìàêñèìóì, íåðiâíi, òî âiäïî-
âiäíà ðîçìiðíiñòü äîðiâíþ¹ öüîìó ìàêñèìóìó. (Íàïðèêëàä, ÿêùî pr.dimA 6=
pr.dimC, òî pr.dimB = max {pr.dimA, pr.dimC }).
Ñôîðìóëþâàòè é äîâåñòè àíàëîãi÷íi òâåðäæåííÿ äëÿ ií'¹êòèâíî¨ ðîç-

ìiðíîñòi.

Êàæóòü, ùî åëåìåíò a êiëüöÿ R ¹ äiëüíèêîì íóëÿ â R-ìîäóëi M , ÿêùî
â M ¹ íåíóëüîâèé åëåìåíò v, äëÿ ÿêîãî av = 0.

2. Íåõàé x = (x1, x2, . . . , xn) � ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ öåíòðó êiëüöÿ
R, à M � ÿêèéñü R-ìîäóëü. Ïîçíà÷èìî K(x,M) = K(x,R) ⊗R M i
Hm(x,M) � ãîìîëîãi¨ öüîãî êîìïëåêñó. Áóäåìî êàçàòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü
x ¹ M -ðåãóëÿðíîþ, ÿêùî x1 íå ¹ äiëüíèêîì íóëÿ â M i äëÿ êîæíîãî 1 6
k < n åëåìåíò xk+1 íå ¹ äiëüíèêîì íóëÿ â ìîäóëi M/〈x1, x2, . . . , xk 〉M .
Äîâåäiòü, ùî

(1) ßêùî ïîñëiäîâíiñòü x ¹M -ðåãóëÿðíîþ òî Hm(x,M) = 0 äëÿ âñiõ
m > 0.

(2) ßêùî R ëîêàëüíå é íåòåðîâå çëiâà, ìîäóëü M ñêií÷åííîïîðî-
äæåíèé, âñi xi íåîáîðîòíi, à H1(x,M) = 0, òî ïîñëiäîâíiñòü x ¹
M -ðåãóëÿðíîþ.

Ëîêàëüíå íåòåðîâå çëiâà êiëüöå R çâåòüñÿ ðåãóëÿðíèì ðîçìiðíîñòi n,
ÿêùî éîãî ìàêñèìàëüíèé iäåàë ïîðîäæó¹òüñÿ R-ðåãóëÿðíîþ ïîñëiäîâíi-
ñòþ (x1, x2, . . . , xn). (Òîäi gl.dimR = n).

3. Íåõàé R � íåòåðîâå çëiâà ëîêàëüíå êiëüöå, S = R[[x]]. ßêùî â ðÿäi
f =

∑∞
i=0 aix

i ad � ïåðøèé íåíóëüîâèé êîåôiöiåíò, êàæóòü, ùî ad =
pc(f) � ãîëîâíèé ÷ëåí, à d = ord(f) � ïîêàçíèê ðÿäó f . ×åðåç partr(f)

ïîçíà÷èìî ñóìó ïåðøèõ r ÷ëåíiâ ðÿäó: partr(f) =
∑r−1

i=0 aix
i.

(1) Äîâåäiòü, ùî ðÿä ç S îáîðîòíèé òîäi é ëèøå òîäi, êîëè éîãî
âiëüíèé ÷ëåí îáîðîòíèé. Îòæå, êiëüöå S ëîêàëüíå.

(2) Íåõàé I � ëiâèé iäåàë S, pc(I) = { pc(f) | f ∈ I }, à partr(I) =
{ partr(f) | f ∈ I }. Ïåðåâiðòå, ùî pc(I) � ëiâèé iäåàë êiëüöÿ R, à
partr(I) � R-ïiäìîäóëü ó R-ìîäóëi ìíîãî÷ëåíiâ ñòåïåíÿ, ìåíøî-
ãî çà r.

(3) Íåõàé pc(I) = 〈 a1, a2, . . . , am 〉, fj ∈ I � òàêi ðÿäè, ùî aj = pc(fj),
r = max { ord(fj) }, partr(I) = 〈 p1, p2, . . . , pk 〉 i gj ∈ I � òàêi ðÿäè,
ùî pj = partr(gj). Äîâåäiòü, ùî I = 〈 f1, f2, . . . , fm, g1, g2, . . . , gk 〉.
Îòæå, êiëüöå S òàêîæ íåòåðîâå çëiâà.

(4) Äîâåäiòü, ùî ÿêùî êiëüöå R ðåãóëÿðíå ðîçìiðíîñòi n, òî S ðåãó-
ëÿðíå ðîçìiðíîñòi n+ 1.


