
Завдання 1

Виконати до 15 вересня

Вправа 1. Перевiрте, що комутативна дiаграма
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// Z
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π
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2
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// Z/4 // 0

де π — природна проекцiя, визначає квiзоморфiзм мiж обмеженими
комплексами першого й другого рядкiв. Доведiть також, що єдиний
морфiзм з другого комплексу в перший — нульовий.

Вправа 2. (1) Доведiть, що послiдовнiсть 0 → A
f
−→ B

g
−→ C є

точною тодi й лише тодi, коли f є зануренням A в B, образ
якого — Ker g.

У цьому випадку кажуть, що f — ядро g.

(2) Доведiть, що послiдовнiсть A
f
−→ B

g
−→ C → 0 є точною тодi й

лише тодi, коли g — епiк й iндкує iзоморфiзм Coker f → C.

У цьому випадку кажуть, що g — коядро f .

Вправа 3. Нехай дано комутативну дiаграму з точними стовпчи-
ками
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Доведiть, що якщо два рядки в нiй є точними, а βα = 0, то й третiй
рядок є точним. (Якщо точним є середнiй рядок, автоматично βα =
0).

Порада: Доведiть, що третiй рядок є комплексом i використайте
теорему про довгу точну послiдовнiсть когомологiй.



Вправа 4. (1) Доведiть, що якщо дано дiаграму з точними ряд-
ками
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f1
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A0
// 0

B2
g2

// B1
g1

// B0
// 0

то iснує єдиний морфiзм α0 : A0 → B0, який робить комута-
тивною всю дiаграму
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Якщо α1 епiк, а α2 — iзоморфiзм, то й α0 — iзоморфiзм.
(2) Сформулюйте й доведiть аналогiчний результат для дiагра-

ми
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Завдання 2

Виконати до 22 вересня

Вправа 1. Доведiть, що вiдношення гомотопностi ∼ є вiдношен-
ням еквiвалентностi (як для морфiзмiв, так i для комплексiв).

Вправа 2. Побудуйте приклади
(1) гомологiчних морфiзмiв, якi не є гомотопiчними;
(2) ациклiчного комплексу, який не є гомотопiчно тривiальним.

Вправа 3. Доведiть, що для комплексу 0 → A
f
−→ B

g
−→ C → 0

наступнi умови рiвносильнi:
(1) Цей комплекс є гомотопiчно тривiальним.
(2) Вiн є ациклiчним й iснує морфiзм α : B → A такий, що

αf = 1A.
(3) Вiн є ациклiчним й iснує морфiзм β : C → B такий, що

gβ = 1C.
(4) B = Im f ⊕Ker g.

Порада: Мабуть, найкраще доводити, що (1) ⇒ (2) ⇒ (4) ⇒ (1) i
(1) ⇒ (3) ⇒ (4).

Вправа 4. (1) Нехай 0 → B
g
−→ Cf

h
−→ A[−1] → 0 — точна по-

слiдовнiсть, яка виникає з конусу Cf морфiзму комплексiв
f : A → B,

. . .Hn(A)
δn

−→ Hn(B)
Hn(g)
−−−→ Hn(C)

Hn(h)
−−−→ Hn+1(A) → . . .

вiдповiдна довга точна послiдовнiсть когомологiй. Доведiть,
що вiдображення δn в нiй збiгається з Hn(f).

(2) Виведiть звiдси, що f є квiзоморфiзмом тодi й лише тодi,
коли Cf ациклiчний.

Вправа 5. Нехай A
f
−→ B

g
−→ Cf

h
−→ A[1] — конiчна послiдовнiсть

морфiзму f , B
g
−→ Cf

q
−→ Cg

r
−→ B[1] — конiчна послiдовнiсть

морфiзму g, αn : A[1]n = An+1 → Cgn = Bn+1 ⊕ An+1 ⊕ Bn та
β : Cgn → A[1]n заданi матрицями

αn =




−f
1
0



 та βn =
(
0 1 0

)
.

Доведiть, що α· = {αn} — морфiзм A[1] → Cg, β· = {βn} — морфiзм
Cg → A[1], причому αh ∼ q i f [1]β ∼ −r.



Вправа 6. Нехай A — обмежений комплекс скiнченновимiрiних
векторних просторiв. Його характеристикою Ойлера зветься сума
χ(A) =

∑
n(−1)n dimAn.

(1) Довести, що χ(A) =
∑

n(−1)n dimHn(A).
(2) Довести, що якщо 0 → A → B → C → 0 — точна послiдов-

нiсть таких комплексiв, то χ(B) = χ(A) + χ(C).



Завдання 3

Виконати до 29 вересня

Вправа 1. (1) Доведiть, що добуток модулiв
∏

i∈IMi є iн’єктив-
ним тодi й лише тодi, коли кожен модуль Mi є iн’єктивним.

(2) Доведiть, що кодобуток (пряма сума) модулiв
∐

i∈I Mi є про-
ективним тодi й лише тодi, коли кожен модуль Mi є прое-
ктивним.

Вправа 2. Доведiть, що модуль M є iн’єктивним тодi й лише тодi,
коли кожен монiк α : M → N має лiвий обернений α′ : N → M .

Вправа 3. Нехай R — область головних лiвих iдеалiв, тобто не
має дiльникiв нуля, а кожен лiвий iдеал має вигляд Rr для деякого
r ∈ R. Доведiть, що

(1) R-модуль M є iн’єктивним тодi й лише тодi, коли вiн є
подiльним, тобто для кожного a ∈ M i кожного r ∈ R \ {0}
iснує b ∈ M , для якого rb = a.

(2) Якщо модуль I iн’єктивний, то й кожен його фактормодуль
M/N також iн’єктивний.

Вправа 4. Нехай M =
∐

i∈IMi — кодобуток (пряма сума). Дове-
дiть, що:

(1) Якщо модуль L є скiнченнопородженим, то природне вiд-
ображення

∐
i∈I HomR(L,Mi) → HomR(L,M), яке перево-

дить набiр (fi | i ∈ I) у морфiзм f такий, що f(ai) =∑
i∈I fi(ai), є бiєктивним.

(2) Якщо кiльце R нетерове злiва, тобто кожен його лiвий iдеал
є скiнченнопородженим, то M є iн’єктивним тодi й лише
тодi, коли такими є всi модулi Mi.

Наступнi вправи дають ще одну характеристику iн’єктивних мо-
дулiв i показують, що для кожного модуля є «найменший» iн’є-
ктивний модуль, який його мiстить.

Занурення M ⊆ N називають iстотним, якщо не iснує ненульо-
вих пiдмодулiв N ′ ⊂ N таких, що N ′ ∩ M = 0. Очевидно, якщо
занурення M ⊆ N та N ⊆ L є iстотними, то й занурення M ⊆ L є
iстотним.

Вправа 5. Нехай {Ni | i ∈ I } — ланцюг пiдмодулiв у модулi A,
тобто для кожних i, j або Ni ⊆ Nj , або Nj ⊆ Ni, M — пiдмодуль A,
N = ∪i∈INi. Доведiть, що

(1) N — пiдмодуль в A.
(2) Якщо Ni ∩M = 0 для всiх i ∈ I, то й N ∩M = 0.
(3) Якщо M ⊆ Ni для кожного i ∈ I, причому занурення M ⊆

Ni є iстотним, то й занурення M ⊆ N є iстотним.



Вправа 6. Доведiть, що наступнi умови рiвносильнi:
(1) Модуль M є iн’єктивним.
(2) Не iснує власних iстотних занурень M ⊂ N .

Порада: Для доведення (2)⇒(1) розгляньте занурення M ⊆ I, де
модуль I iн’єктивний, знайдiть максимальний пiдмодуль A ⊂ I,
для якого A ∩M = 0, i доведiть, що A + M = I, тобто M — пря-
мий додаток I. (Iнакше занурення (M + A)/A ⊂ I/A iстотне, що
неможливо, бо (M + A)/A ≃ M).

Вправа 7. Доведiть, що для кожного модуля M iснує iстотне за-
нурення в iн’єктивний модуль, причому цей iн’єктивний модуль ви-
значений однозначно з точнiстю до iзоморфiзму.

Порада: Розгляньте якесь занурення M ⊆ I, де I iн’єктивний, зна-
йдiть максимальний пiдмодуль N ⊆ I такий, що M ⊆ N i це зану-
рення є iстотним, i доведiть, що N не має власних iстотних зану-
рень.

Iн’єктивний модуль I(M), для якого iснує iстотне занурення M ⊆
I(M) зветься iн’єктивною оболонкою модуля M .



Завдання 4

Виконати до 13 жовтня

Вправа 1. Доведiть наступнi результати про проективнi резоль-
венти:

(1) Кожен модуль A має проективну резольвенту pA : P → A.
(2) Якщо pA : PA → A i pB : PB → B — проективнi резольвенти

модулiв A i B, f : A → B — довiльний морфiзм, то iснує мор-
фiзм комплексiв pf : PA → PB такий, що pBpf = pAf . Цей
морфiзм визначений однозначно з точнiстю до гомотопiї.

(3) Довiльнi двi проективнi резольвенти модуля A гомотопнi.
Отже, A 7→ PA визначає функтор R-Mod → Hot(R-Pr), гомотопi-
чну категорiю комплексiв проективних R-модулiв.

Вправа 2. Нехай (A·, d·A) — обмежений справа комплекс R-модулiв.
Доведiть, що iснує обмежений справа комплекс iн’єктивних моду-
лiв (I ·, d·I) i набiр морфiзмiв in : An → In такий, що для кожного n
виконуються умови:

(1) Дiаграма

(D) 0 // A0
d0
A

//

i0

��

A1
d1
A

//

i1

��

A2
d2
A

//

i2

��

. . .
dn−1

A
// An

in

��

0 // I0
d0
I

// I1
d1
I

// I2
d2
I

// . . .
dn−1

I
// In

є комутативною.
(2) Iндукованi вiдображення Hk(A) → Hk(I) при 0 6 k < n є

iзоморфiзмами.
(3) Iндуковане вiдображення An/ Im dn−1

A → In/ Im dn−1
I — мо-

нiк.
Зокрема, i· — квiзоморфiзм A → A (тобто, є iн’єктиiвною резоль-

вентою комплексу A).

Порада: Комплекс I можна будувати рекурсивно. Вважаємо, що
An = 0 при n < 0. За i0 можна взяти довiльне занурення A0 → I0, де
I0 — iн’єктивний модуль. Далi припустимо, що вже побудована дi-
аграма (D). Позначимо B = An/ Im dnA, πA : An → B; J = In/ Im dnI ,
πI : In → J ; α : B → An+1 — такий морфiзм, що dnA = απA,
j : B → J — монiк з умови (3). Покладемо C = J ⊕ An+1/N ,
де N = { (j(b),−α(b)) | b ∈ B }, j̃ : An+1 → C i α̃ : J → C —
вiдображення, якi переводять, вiдповiдно, a ∈ An+1 у клас па-
ри (0, a) i x ∈ J у клас пари (x, 0). Перевiрте, що j̃ — монiк,
Ker α̃ = Ker dn/ Im dn−1 = Hn(A) i j̃(Im dnA) = Im α̃. Розгляньте
якесь занурення q : C → In+1, де модуль In+1 iн’єктивний, покла-
дiть dnI = qα̃πI , in+1 = qj̃ i перевiрте, що в такий спосiб отримано
дiаграму вигляду (D) з n+ 1 членом.

Вправа 3. Сформулюйте й доведiть аналогiчний результат про
iснування проективної резольвенти p : P → A для довiльного обме-
женого злiва комплексу A.



Завдання 5

Виконати до 20 жовтня

Вправа 1. (1) Доведiть, що точний функтор переводить до-
вiльну точну послiдовнiсть у точну послiдовнiсть.

Порада: Послiдовнiсть · · · → An−1 αn−1

−−−→ An αn−→ An+1 → . . .
є точною тодi й лише тодi, коли для кожного n точною є
iндукована послiдовнiсть 0 → Imαn−1 → An → Imαn → 0.

(2) Доведiть, що якщо функтор F є точним, а A = (A·, d·) — до-
вiльний комплекс, то Hn(FA) ≃ FHn(A), де FA = (FA·, Fd·).

Вправа 2. Доведiть, що функтор F є точним злiва тодi й лише

тодi, коли для кожної точної послiдовностi 0 → A
α
−→ B

β
−→ C

точною є послiдовнiсть 0 → FA
Fα
−→ FB

Fβ
−→ FC.

Порада: Розбийте цю послiдовнiсть на двi: 0 → A → B → K → 0 i
0 → K → C → C/K → 0, де K = Kerβ = Imα.

Вправа 3. Доведiть, що послiдовнiсть 0 → A
α
−→ B

β
−→ C є точною

тодi й лише тодi, коли для кожного M точною є послiдовнiсть

0 → Hom(M,A)
α·
−→ Hom(M,B)

β·
−→ Hom(M,C), де α· — множення

злiва на α.

Вправа 4. Нехай I — правий iдеал кiльця R, A — лiвий R-модуль.
Доведiть, що вiдображення A/IA → R/I ⊗R A, яке переводить
a + IA ∈ A/IA в a ⊗ (1 + I) ∈ A ⊗R R/I коректно визначене й є
iзоморфiзмом. Зокрема, R⊗R A ≃ A.

Вправа 5. Перевiрте, що послiдовнiсть абелвих груп (Z-модулiв)

0 → Z/2
α
−→ Z/4

β
−→ Z/2 → 0, де α — множення на 2, а β — проекцiя,

є точною, але жодна з iндукованих нею послiдовностей

0 → Hom(Z/2,Z/2) → Hom(Z/2,Z/4) → Hom(Z/2,Z/2) → 0,

0 → Hom(Z/2,Z/2) → Hom(Z/4,Z/2) → Hom(Z/2,Z/2) → 0,

0 → Z/2⊗ Z/2 → Z/2 ⊗ Z/4 → Z/2⊗ Z/2 → 0

точною не є.



Завдання 6

Виконати до 27 жовтня

Вправа 1. Доведiть, що наступнi умови рiвносильнi:
(1) Функтор F є точним.
(2) F є точним справа i L1F = 0.
(3) LnF = 0 для всiх n > 0, а L0F = F.

Вправа 2. Доведiть, що наступнi умови рiвносильнi:
(1) Функтор F є точним справа.
(2) F ≃ L0F.

Вправа 3. (1) Побудуйте морфiзм F
γ
−→ R

0
F такий, що довiль-

ний морфiзм F
α
−→ F ′, де функтор F ′ точний злiва, розкла-

дається як α = βγ для деякого β : R0
F → F

′.
(2) Сформулюйте й доведiть аналогiчне твердження для L0F.

(Звернiть увагу на напрямки вiдображень).

Вправа 4. Нехай 0 → A
α
−→ B

β
−→ C → 0 — точна послiдовнiсть

модулiв. Доведiть, що:
(1) Якщо модуль B iн’єктивний, то

R
n
F(A) ≃

{
R
n−1

F(C), якщо n > 1,

CokerR0
F(β), якщо n = 1.

(2) Якщо модуль B проективний, то

LnF(C) ≃

{
Ln−1F(A), якщо n > 1,

Ker L0F(α), якщо n = 1.

Вправа 5. Як виглядають твердження, аналогiчнi сформульова-
них у попереднiх вправах для контраварiантних функторiв. Дайте
зразок одного з доведень.



Завдання 7

Виконати до 3 листопада

Вправа 1. Нехай H i G — два когомолгiчних функтори, причому
H

n = G
n = 0 при n > 0 i Hn(P ) = G

n(P ) = 0, як тiльки модуль P
проективний, а n < 0. Доведiть, що для кожного морфiзму функто-
рiв φ : H0 → G

0 iснує єдиний морфiзм когомологiчних функторiв
f : H → G, для якого f 0 = φ.

Вправа 2. Позначимо TA = A ⊗R _, BT = _ ⊗R B. Доведiть, що
для кожних модулiв A,B i всiх n iснують iзоморфiзми τn(A,B) :
LnTA(B) → Ln(BT )(A) такi, що для довiльних морфiзмiв α : A → A′

i β : B → B′ дiаграми

LnTA(B)
LnTA(β)

//

τ(A,B)
��

LnTA(B
′)

τ(A,B′)
��

Ln(BT )(A)
Ln(1⊗β)

// Ln(B′T )(A)

i

LnTA(B)
Ln(α⊗1)

//

τ(A,B)
��

LnTA′(B)

τ(A′,B)
��

Ln(BT )(A)
LnBT (α)

// Ln(BT )(A
′)

комутативнi.



Завдання 8

Виконати до 10 листопада

Вправа 1. Нехай 0 → A → I0 → I1 → · · · → Im−1
β
−→ B → 0

— точна послiдовнiсть з iн’єктивними модулями Ii (0 6 i < m).
Довести, що

Rn+mF (A) ≃

{
R
n
F(B), якщо n > 0,

CokerR0
F(β), якщо n = 0.

Сформулювати й довести аналогiчне твердження для лiвих по-
хiдних.

Вправа 2. Обчислити ExtnZ(Z/nZ, Z/mZ) i TorZn(Z/nZ, Z/mZ).

Порада: Якою є проективна резольвента групи Z/nZ як Z-модуля?

Перенести цей результат на модулi над комутативною областю
головних iдеалiв.

Вправа 3. Нехай A — R-модуль, M — R-S-бiмодуль, B —
S-модуль. Доведiть, що якщо B iн’єктивний, то

Extn
R
(A,HomS(M,B)) ≃ HomS(Tor

R

n (M,A), B).

Порада: Якщо P — проективна резольвента A, то TorRn (M,A) =
Hn(M ⊗R P ). Оскiльки B iн’єктивний, функтор HomS(_ , B) то-
чний. Скористайтесь тепер Вправою 1 iз Завдання 5 i формулою
спряженостi для Hom i ⊗.



Завдання 9

Виконати до 17 листопада

Вправа 1. (1) Комутативний квадрат

(1) D
β′

//

α′

��

A

α
��

B
β

// C

зветься унiверсальним, або декартовим, якщо для кожного
комутативного квадрату

(2) D′
β′′

//

α′′

��

A

α
��

B
β

// C

iснує єдиний морфiзм γ : D′ → D такий, що α′′ = α′γ, be′′ =
β ′γ. Доведiть, що за кожною парою морфiзмiв α : A → C, β :
B → C можна побудувати декартiв квадрат (1), а якщо (2)
— iнший декартiв квадрат, то морфiзм γ : D′ → D, про який
йдеться вище, є iзоморфiзмом.

(2) Дайте дуальне означення коунiверсального (кодекартова ква-
драта й доведiть його iснування та єдинiсть з точнiстю до
iзоморфiзму.

(Фактично цими конструкцiями ми вже користувалися.)

Вправа 2. (1) Доведiть, що дiаграма з точними рядками

0 // B
β′

// C ′

γ

��

α′

// A′ //

f
��

0

0 // B
β

// C
α

// A // 0

є комутативною тодi й лише тодi, коли правий квадрат в нiй
декартiв. Виведiть звiдси, що перший рядок цiєї дiаграми
визначається її другим рядком i гомоморфiзмом f : A′ → A
з точнiстю до еквiвалентностi розширень з E(A′, B).

(2) Сформулюйте й доведiть аналогiчне твердження для коде-
картових квадратiв, гомоморфiзму g : B → B′ i розширень
з E(A,B′).

Вправа 3. Визначимо En(A,B) як множину класiв еквiвалентностi
точних послiдовностей вигляду

ε : 0 → B → X0 → X1 → · · · → Xn−1 → A → 0



вiдносно найменшого вiдношення еквiвалентностi ∼ такого, що якщо
iснує комутативна дiаграма

ε : 0 // B // X0 //

��

X1 //

��

. . . // Xn−1 //

��

A // 0

ε′ : 0 // B // Y 0 // Y 1 // . . . // Y n−1 // A // 0,

то ε ∼ ε′. (Чи обов’язково вертикальнi морфiзми будуть iзоморфi-
змами?)

Фiксуємо точну послiдовнiсть ι : 0 → B → I0 → I1 → · · · →
In−1 ν

−→ N → 0 з iн’єктивними Ik.
(1) Для кожної послiдовностi ε ∈ En(A,B) i морфiзму η : A′ →

A визначити послiдовнiсть ε·η ∈ En(A′, B) i перевiрити, що
якщо ε ∼ ε′, то й ε·η ∼ ε′·η.

(2) Довести, що довiльна послiдовнiсть ε ∈ En(A,B) eквiвален-
тна ι·η для деякого η : A → N , причому якщо η′ = η + νγ
для деякого γ : A → In−1, то ι·η ∼ ι·η′.

(3) Визначимо Θ(ε) = δ(η), якщо ε ∼ ι·η, де δ : Hom(A,N) →
Extn(A,B) походить з iзоморфiзму Extn(A,B) ≃ Coker(ν·)
(див. Вправу 1 з Завдання 8). Доведiть, що Θ — бiєкцiя
En(A,B) на Extn(A,B) (обернене вiдображення конструю-
ється за допомогою пункту 2).



Завдання 10

Виконати до 24 листопада

Вправа 1. Нехай M є R-S-бiмодулем, A — S-модулем, B —
R-модулем. Доведiть, що якщо модуль A є проективним, то
Extn

R
(M ⊗S A,B) ≃ HomS(A,Ext

n
R
(A,Extn

R
(M,B)).

Вправа 2. (1) Доведiть, що pr.dimA — це найменше n, для
якого iснує точна послiдовнiсть

0 → Pn → Pn−1 → · · · → P1 → P0 → A → 0

з проективними модулями Pi (0 6 i 6 n).
(2) Нехай 0 → A → B → C → 0 — точна послiдовнiсть. Дове-

дiть, що
(a) pr.dimA 6 max {pr.dimB, pr.dimC − 1 }.
(b) pr.dimB 6 max {pr.dimA, pr.dimC }.
(c) pr.dimC 6 max { pr.dimB, pr.dimA+ 1 }.

Сформулюйте й доведiть аналогiчнi твердження для iн’єктивної
й слабкої розмiрностi.

Вправа 3. Доведiть, що

w.gl.dimR = max {w.dimR/I | I — правий iдеал R }

= max {w.dimR/I | I — лiвий iдеал R } = w.gl.dimR
op.

Вправа 4. Нехай R = Z/nZ.
(1) Побудуйте проективну резольвенту R-модуля mR, де m | n.

Чому дорiвнює його проективна розмiрнiсть?
(2) Доведiть, що або gl.dimR = 0, aбо gl.dimR = ∞.

Вправа 5. Доведiть, що абелева група є плоскою (як Z-модуль)
тодi й лише тодi, коли це група без скруту.



Завдання 11

Виконати до 1 грудня

Вправа 1 (Лема Шануеля або «перехресний закон»).

(1) Нехай ε : 0 → A
α
−→ I → B → 0 i ε′ : 0 → A

β
−→ C → B′ → 0

— точнi послiдовностi, причому модуль I iн’єктивний. Дове-
дiть, що iснує точна послiдовнiсть 0 → C → I⊕B′ → B → 0.
Зокрема, якщо C також iн’єктивний, то I ⊕B′ ≃ C ⊕B.

Порада: Розгляньте розширення αε′ i βε: вони мають спiль-
ний середнiй член,

(2) Сформулюйте й доведiть аналог цього твердження для про-
ективних модулiв.

Вправа 2. Модуль A зветься скiнченно заданим, якщо iснує епiк
π : F → A, де F — скiнченнопороджений вiльний модуль i Ker π
— також скiнченнопороджений модуль. (Це означає, що A має скi-
ченну множину твiрних, мiж якими є скiнченна множина визна-
чальних спiввiдношень). Доведiть, що якщо модуль A є скiнченно
заданим, модуль B скiнченнопороджений i β : B → A — епiк, то
Ker β — скiнченнопороджений модуль.

Порада: Скористайтесь Задачею 1 (2).

Вправа 3. Доведiть, що скiнченно заданий модуль A над локаль-
ним кiльцем R з тiлом лишкiв k є проективним тодi й лише тодi,
коли TorR1 (A,k) = 0.

Вправа 4. Доведiть, що якщо R-модуль A є скiнченно заданим,
M — R-S-бiмодуль, а I — iн’єктивний S-модуль, то морфiзм γ :
HomS(B, I)⊗R A → HomS(HomR(A,B), I) такий, що γ(f ⊗a)(g) =
f(g(a)), є iзоморфiзмом.

Порада: Застосуйте обидва функтори до точної послiдовностi F ′ →
F → A → 0, де F i F ′ — скiнченнопородженi вiльнi модулi.

Вправа 5. Доведiть, що скiнченно заданий модуль A є проектив-
ним тодi й лише тодi, коли вiн є плоским.

Порада: Скористайтесь iзоморфiзмом ̂HomR(A,B) ≃ Â ⊗R B, де
Â = HomZ(A,Q/Z).



Завдання 12

Виконати до 8 грудня

У всiх вправах R = ZG, групова алгебра деякої групи G,

J =
{∑

g∈G zgg ∈ R |
∑

g∈G zg = 0
}
= Ker(R → Z),

AG = { a ∈ A | ga = a для всiх g ∈ G } — пiдмодуль нерухомих
елементiв G-модуля A.

Вправа 1. Нехай X — множина твiрних групи G. Доведiть, що
{ g − 1 | g ∈ X } — множина твiрних J як лiвого iдеалу.

Вправа 2. (1) Нехай G — скiнченна група, sG =
∑

x∈G x. До-
ведiть, що елемент r ∈ R належить R

G тодi й лише тодi,
коли r = zsG для деякого z ∈ Z. Отже, iдеал нерухомих
елементiв iзоморфний Z.

(2) Доведiть, що якщо група G є нескiнченною, то R
G = {0}.

Вправа 3. (1) Нехай G = 〈 g | gn = 1 〉 — циклiчна група по-
рядку n, α : R → R — множення на g − 1, β : R → R —
множення на sG. Доведiть, що αβ = βα = 0 i комплекс

. . .
α
−→ R

β
−→ R

α
−→ R

β
−→ R

α
−→ R → 0

є вiльною резольвентою модуля Z.
(2) Виведiть звiдси, що при n > 0

Hn(G,A) ≃

{
AG/sGA якщо n парне;

{ a ∈ A | sGa = 0 } /(g − 1)A якщо n непарне.

(3) Перевiрте, що кожен елемент a ∈ AG задає систему факторiв

λ(gi, gj) =

{
0 якщо i+ j < n ,

a якщо i+ j > n,

де i, j ∈ { 0, 1, . . . , n− 1 },

Вправа 4. Нехай G — вiльна абелева група з вiльними твiрними
g1, g2, . . . , gn. Доведiть, що g = (g1 − 1, g2 − 1, . . . , gn − 1) — регу-
лярна послiдовнiсть у кiльцi R, а комплекс Косуля K(g) — вiльна
резольвента R-модуля Z.

Порада: g є регулярною послiдовнiстю у кiльцi многочленiв R0 =
Z[g1, g2, . . . , gn], а кожен елемент з R подається у виглядi q−1f , де
q ∈ G, f ∈ R0.


