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НАБЛИЖЕННЯ ψ̄–IНТЕГРАЛIВ ЛОКАЛЬНО
СУМОВНИХ НА ДIЙСНIЙ ОСI ФУНКЦIЙ ЗА
ДОПОМОГОЮ ОПЕРАТОРIВ ВАЛЛЕ ПУССЕНА
В IНТЕГРАЛЬНIЙ МЕТРИЦI

In this paper we research the questions on approximation of functions defined
on real axis and locally integrable on it by de la Vallee Poussin operators in
integral metric.

В роботi дослiджуються питання наближення в iнтегральнiй метрицi
функцiй, якi визначенi i локально iнтегровнi на дiйснiй осi, за допомогою
операторiв Валле Пуссена.

Нехай L̂1 — множина вимiрних на дiйснiй осi R функцiй, якi ма-
ють скiнченну норму

‖ϕ‖1̂ = sup
a∈R

π∫
−π

|ϕ(t+ a)| dt.

Через A (див., наприклад, [1]) позначають множину всiх
неперервних при t ≥ 0 функцiй ψ(t), якi задовольняють умови:

1. ψ(v) ≥ 0, ψ(0) = 0, ψ(v) зростає на вiдрiзку [0;1];

2. ψ(v) опукла вниз на [1;∞) i lim
v→∞

ψ(v) = 0;

3. ψ′(v) := ψ′(v + 0) є функцiєю обмеженої варiацiї на [0;∞);

а через A′ — пiдмножину всiх функцiй ψ ∈ A, для яких
∞∫
1

ψ(v)
v dv<∞.

Нехай, далi, ψj(v), j = 1, 2, — функцiї, заданi i неперервнi при
v ≥ 0, ψ1+(v) i ψ2−(v), v ∈ (−∞;∞), — їх парне i непарне продовжен-
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ня вiдповiдно, i для функцiї ψ̄(v) := ψ1+(v)+iψ2−(v) майже в кожнiй
точцi t ∈ R iснує перетворення Фур’є̂̄ψ(t) = ψ̂1+(t) + iψ̂2−(t), (1)

яке розумiємо в такому сенсi:

̂̄ψ(t) =
1

2π

∞∫
−∞

ψ̄(v)e−ivtdv.

Якщо ψ1 ∈ A i ψ2 ∈ A′, то (як випливає з твердження 10 роботи [2])
перетворення Фур’є (1) сумовне на всiй дiйснiй осi.

Через L̂ψ̄ (див. роботу [1]) позначають множину функцiй f ∈ L̂1,
якi майже для всiх x можна подати у виглядi згортки

f(x) = A0 +

∞∫
−∞

ϕ(x+ t)̂̄ψ(t) dt := A0 + ϕ∗ ̂̄ψ (x), (2)

де A0 — деяка стала, ϕ ∈ L̂1, iнтеграл розумiємо як границю iн-
тегралiв по промiжках, що симетрично розширюються. Функцiю
ϕ(·) в рiвностi (2) називають ψ̄-похiдною функцiї f(·) i позначають
ϕ(·) = f ψ̄(·). Якщо f ∈ L̂ψ̄ i ϕ ∈ Ŝ1 = {f ∈ L̂1 : ‖f‖1̂ ≤ 1}, то
вважаємо, що f ∈ L̂ψ̄Ŝ1 = L̂ψ̄1 .

У якостi агрегатiв наближення для функцiй f ∈ L̂ψ̄ використо-
вуються оператори спецiального вигляду:

Vσ,c(f ;x) = A0 + f ψ̄∗λ̂σ,cψ̄ (x), (3)

де при σ > c ≥ 1

λσ,c(t) =


1, 0 ≤ |t| ≤ c

σ ,
(1−|t|)
σ−c σ, c

σ ≤ |t| ≤ 1,
0, 1 ≤ |t|.

(4)

Поряд з Vσ,c(f ;x) застосовують також оператори V ∗σ,c(f ;x), якi
визначаються пiдсумовуючою функцiєю вигляду:

λ∗σ,c(t) =

{
λσ,c(t), |t| ∈

[
0; cσ

]⋃
[1;∞) ,

1− σ(1−|t|)
σ−c

ψ̄(σsign(t))

ψ̄(σt)
, c

σ ≤ |t| ≤ 1.
(5)
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Фундаментальнi результати щодо наближення на класах функ-
цiй, локально iнтегровних на дiйснiй осi, було одержано О.I. Сте-
панцем [2 – 5]. Дослiдженню цих питань присвячено також робо-
ти [6 – 10], а систематичний виклад результатiв у цьому напрямку
здiйснено у книгах [11, 12]. Вивченню апроксимативних властивостей
операторiв V ∗σ,c(f ;x) при c = σ − 1 на класах L̂ψ̄ присвячено роботи
[1] i [13, 14]. Питання наближення в рiвномiрнiй метрицi операторами
Vσ,c(f ;x) розглянуто в роботах [15, 16].

Мета цiєї роботи полягає у знаходженнi асимптотичних при
σ →∞ рiвностей для величин

E(L̂ψ̄1 ;Vσ,c) = sup
{
‖f(·)− Vσ,c(f ; ·)‖1̂, f ∈ L̂ψ̄1

}
(6)

за умови, що ψ1 ∈ A0, ψ2 ∈ A′0, де A0 i A′0 — множини, якi означа-
ються в такий спосiб [11, c. 193].

Кожнiй функцiї ψ ∈ A поставимо у вiдповiднiсть функцiю
η(x) = η(ψ, x), пов’язану при x ≥ 1 з ψ(x) спiввiдношенням
ψ(η(x)) = 1

2ψ(x). Покладемо µ(t) = t
η(t)−t . Тодi

A0 = {ψ ∈ A : 0 < µ(ψ; t) ≤ K <∞}, A′0 = A0 ∩ A′.

Нехай числа c = c(σ) < σ вибранi таким чином, що границя
lim
σ→∞

σ−c
σ iснує, дорiвнює Θ i 0 ≤ Θ < 1. Основний результат роботи

мiститься у такому твердженнi.

Теорема. Нехай ψ1 ∈ A0, ψ2 ∈ A′0 i 0 ≤ Θ < 1. Тодi при σ →∞

E(L̂ψ̄1 ;Vσ,c) =
2
π

∞∫
σ

ψ2(t)
t

dt+
4
π2
|ψ̄(σ)| ln σ

σ − c
+O(1)|ψ̄(σ)|,

де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена вiдносно σ.

Нехай

AC = {ψ ∈ A : 0 < K1 ≤ µ(ψ; t) ≤ K2 <∞, t ≥ 1}.
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В монографiї [17, c. 214] показано, що для довiльної функцiї ψ ∈ AC

∞∫
σ

ψ(t)
t

dt = O(1)ψ(σ), σ →∞.

З врахуванням цього факту iз теореми 1 випливає такий наслiдок.

Наслiдок. Нехай ψ1 ∈ A0, ψ2 ∈ AC i 0 ≤ Θ < 1. Тодi при
σ →∞

E(L̂ψ̄1 ;Vσ,c) =
4
π2
|ψ̄(σ)| ln σ

σ − c
+O(1)|ψ̄(σ)|, (7)

де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена вiдносно σ.

Твердження теореми i наслiдку доповнюють результати роботи
[16] у випадку наближення у метрицi простору L̂1, а також поши-
рюють результати роботи [18] на випадок наближення на класах L̂ψ̄1
функцiй, локально iнтегровних на дiйснiй осi.

Доведення теореми грунтується на лемi, яка дає зручний для
подальшого дослiдження вигляд iнтегральних зображень вiдхилень

ρσ,c(f ;x) = f(x)− Vσ,c(f ;x). (8)

Лема 1. Нехай ψ1 ∈ A0, ψ2 ∈ A′0, a — деяке число з промiжку
(0;π/2) i 0 ≤ Θ < 1. Тодi для довiльної функцiї f ∈ L̂ψ̄1 майже в
кожнiй точцi x ∈ R виконується рiвнiсть

ρσ,c(f ;x) =
−ψ1(σ)

π

∫
a≤|t|≤ πσ

σ−c

f ψ̄
(
x+

t

σ

) sin t
t

dt+

+
ψ2(σ)
π

∫
a≤|t|≤ πσ

σ−c

f ψ̄
(
x+

t

σ

)cos t
t

dt+

+
1
π

∫
|t|≤a

f ψ̄
(
x+

t

σ

) ∞∫
0

ψ2(σs) sin st ds dt+O(1)|ψ̄(σ)|,

де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена вiдносно c i σ.
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Доведення цiєї леми проводиться за схемою доведення теореми
1 роботи [16]. Нехай

ρ∗σ,c(f ;x) := f(x)− V ∗σ,c(f ;x).

Тодi на пiдставi спiввiдношення (8) i останньої формули можемо за-
писати рiвнiсть

ρσ,c(f ;x) = ρ∗σ,c(f ;x) + ∆σ,c(f ;x), (9)

у якiй
∆σ,c(f ;x) := V ∗σ,c(f ;x)− Vσ,c(f ;x)

Оскiльки зi спiввiдношень (3) – (5) випливає, що майже для всiх
x ∈ R справедливе зображення

∆σ,c(f ;x) =

∞∫
−∞

f ψ̄(x+ t)d̂σ,c(t) dt,

де

d̂σ,c(t) =
1

2(σ − c)π

σ∫
c

(s− c)[(ψ̄(s)− ψ̄(σ))e−ist+

+(ψ̄(−s)− ψ̄(−σ))eist] ds,

то, беручи до уваги спiввiдношення (див. роботу [16])

∞∫
−∞

|d̂σ,c(t)| dt = O(1)
2∑
i=1

[ψi(c)− ψi(σ)],

отримуємо

∆σ,c(f ;x) ≤ ‖f ψ̄(·)‖1̂

∞∫
−∞

|d̂σ,c(t)| dt ≤ K
2∑
i=1

[ψi((1−Θ)σ)− ψi(σ)].

Звiдси, враховуючи нерiвнiсть

ψ(εσ) ≤ Kψ(σ), σ ≥ 1/ε,
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яка виконується для довiльної функцiї ψ ∈ A0 i 0 < ε ≤ 1 (див.
[17, c. 175]), одержуємо

∆σ,c(f ;x) = O(1)|ψ̄(σ)|, σ →∞. (10)

Розглянемо тепер величину

ρ∗σ,c(f ;x) =
1

2π

∞∫
−∞

f ψ̄(x+ t)
∫

|v|≥ c
σ

λ∗σ,c(v)ψ̄(v)e−ivt dv dt =

=
1

2π

∞∫
−∞

f ψ̄(x+ t)
∫

c
σ≤|v|≤1

(1− |v|)σ
σ − c

ψ̄(σsign(v))
ψ̄(σv)

ψ̄(v)e−ivt dv dt+

+
1

2π

∞∫
−∞

f ψ̄(x+ t)
∫
|v|≥1

ψ̄(v)e−ivt dv dt

зi спiввiдношення (9). Нехай c = σ − h i a ∈ (0;π/2). Iнтегруючи ча-
стинами i виконуючи елементарнi перетворення, знаходимо, що для
довiльної функцiї f ∈ L̂ψ̄1 майже в кожнiй точцi x ∈ R виконується
рiвнiсть

ρ∗σ,σ−h(f ;x) = −ψ1(σ)
π

∫
a≤|t|≤πσh

f ψ̄
(
x+

t

σ

)2σ sin (2σ−h)t
2σ sin ht

2σ

ht2
dt+

+
ψ2(σ)
π

∫
a≤|t|≤πσh

f ψ̄
(
x+

t

σ

)2σ cos (2σ−h)t
2σ sin ht

2σ

ht2
dt+

+
1
π

∫
|t|≤a

f ψ̄
(
x+

t

σ

) ∞∫
1

ψ2(σs) sin st ds dt+

+bψ1
σ,h(f ;x) + bψ2

σ,h(f ;x), (11)
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де

bψ1
σ,h(f ;x) = −ψ1(σ)

π

∫
|t|≤a

f ψ̄
(
x+

t

σ

)2σ sin (2σ−h)t
2σ sin ht

2σ

ht2
dt−

−ψ1(σ)
π

∫
|t|≥πσh

f ψ̄
(
x+

t

σ

)2σ sin (2σ−h)t
2σ sin ht

2σ

ht2
dt−

−σ
π

∞∫
−∞

f ψ̄
(
x+ t

σ

)
t

∞∫
1

ψ′1(σs) sin st ds dt (12)

i

bψ2
σ,h(f ;x) =

ψ2(σ)
π

∫
|t|≤a

f ψ̄
(
x+

t

σ

)2σ cos (2σ−h)t
2σ sin ht

2σ

ht2
dt+

+
ψ2(σ)
π

∫
|t|≥πσh

f ψ̄
(
x+

t

σ

)2σ cos (2σ−h)t
2σ sin ht

2σ

ht2
dt−

−ψ2(σ)
π

∫
|t|≤a

f ψ̄
(
x+

t

σ

)cos t
t

dt+

+
σ

π

∫
|t|≥a

f ψ̄
(
x+ t

σ

)
t

∞∫
1

ψ′2(σs) cos st ds dt. (13)

В процесi доведення теореми 1 роботи [16] було знайдено оцiн-
ки зверху для величин max

x∈R
|bψ1
σ,h(f ;x)| i max

x∈R
|bψ2
σ,h(f ;x)|. Повторюючи

мiркування, якi використовувалися при доведеннi цих оцiнок, та за-
стосовуючи у вiдповiдних мiсцях замiсть нерiвностей

max
x∈R

∣∣∣ ∫ ϕ(x+ t)K(t) dt
∣∣∣ ≤ max

x∈R
|ϕ(x)|

∫
|K(t)| dt,
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нерiвностi вигляду∥∥∥∫ ϕ(·+ t)K(t) dt
∥∥∥

1̂
≤ ‖ϕ(·)‖1̂

∫
|K(t)| dt,

отримуємо
‖bψ1
σ,h(f ; ·)‖1̂ + ‖bψ2

σ,h(f ; ·)‖1̂ ≤ K|ψ̄(σ)|. (14)

Нехай тепер

Iβσ,h(f ;x) :=
∫

a≤|t|≤πσh

f ψ̄
(
x+

t

σ

)−2σ sin
(

(2σ−h)t
2σ − βπ

2

)
sin ht

2σ

ht2
dt.

Виконуючи елементарнi перетворення, одержуємо

Iβσ,h(f ;x) = −
∫

a≤|t|≤πσh

f ψ̄
(
x+

t

σ

) sin (t− βπ
2 )

t
dt+

+
∫

a≤|t|≤πσh

f ψ̄
(
x+

t

σ

)[ ht
σ − sin ht

σ
ht2

σ

sin (t− βπ

2
)+

+
1− cos htσ

ht2

σ

cos (t− βπ

2
)
]
dt,

звiдки з урахуванням неперервностi i монотонностi на промiжку
(0;π] функцiй τ1(x) = sin x−x

x2 i τ2(x) = 1−cos x
x2 знаходимо, що для

довiльної функцiї f ∈ L̂ψ̄1 майже в кожнiй точцi x ∈ R виконується
спiввiдношення

Iβσ,h(f ;x) =−
∫

a≤|t|≤πσh

f ψ̄
(
x+

t

σ

) sin(t− βπ
2 )

t
dt+O(1), (15)

де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена по σ, h i β.
Застосуємо спiввiдношення (15) для спрощення формули (11).

Покладаючи у (15) спочатку β = 0, а потiм β = 1, на пiдставi рiвностi
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(11), з урахуванням (14), отримуємо

ρ∗σ,σ−h(f ;x) =
−ψ1(σ)

π

∫
a≤|t|≤πσh

f ψ̄
(
x+

t

σ

) sin t
t

dt+

+
ψ2(σ)
π

∫
a≤|t|≤πσh

f ψ̄
(
x+

t

σ

)cos t
t

dt+

+
1
π

∫
|t|≤a

f ψ̄
(
x+

t

σ

) ∞∫
1

ψ2(σs) sin st ds dt+O(1)|ψ̄(σ)|. (16)

Поєднуючи тепер (9), (10) i (16), переконуємося у справедливостi
твердження леми. Лема доведена.

Виконаємо подальше спрощення величини ρ∗σ,c(f ;x). Користую-
чись рiвнiстю

−a sinα+ b cosα = −
√
a2 + b2 sin(α− γ), γ = arctg

b

a
,

можемо записати

−ψ1(σ)
π

∫
a≤|t|≤πσh

f ψ̄
(
x+

t

σ

) sin t
t

dt+
ψ2(σ)
π

∫
a≤|t|≤πσh

f ψ̄
(
x+

t

σ

)cos t
t

dt =

= −|ψ̄(σ)|
π

∫
a
σ≤|t|≤

π
h

f ψ̄(x+ t)
sin(σt− γσ)

t
dt, γσ = arctg

ψ2(σ)
ψ1(σ)

. (17)

Нехай

xk =
kπ + γσ

σ
, tk = xk −

π

2σ
, k ∈ Z, γσ, σ ∈ R.

Позначимо через k0 те значення k, для якого tk0 є точка, найближча
до точки a+π

σ справа, в нiй sin(σt − γσ) = 1, а через k1 — найбiльше
зi значень k таких, що tk < π

h . Далi, через k2 позначимо таке число,
щоб точка tk2 була найближчою до точки −a+π

σ злiва серед тих, в
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яких sin(σt − γσ) = −1, а через k3 — найменше з тих значень, що
задовольняють умову tk > −πh , i покладемо

lσ,h(t) = xk, t ∈ [tk; tk+1], k = k0, ..., k1 − 1,

k = k3, k3 + 1, ..., k2 − 1, i3,1 = [tk3 ; tk2 ] ∪ [tk0 ; tk1 ].

Тодi, як показано в роботi [16], виконується спiввiдношення∫
a
σ≤|t|≤

π
h

f ψ̄(x+t)
sin(σt− γσ)

t
dt =

∫
i3,1

f ψ̄(x+t)
sin(σt− γσ)

lσ,h(t)
dt+O(1), (18)

де O(1) — величина, обмежена вiдносно h i σ.
Поєднуючи лему 1 з рiвностями (17) i (18), отримуємо таке твер-

дження.

Лема 2. Нехай ψ1 ∈ A0, ψ2 ∈ A′0, 0 ≤ Θ < 1. Тодi для довiльної
функцiї f ∈ L̂ψ̄1 майже в кожнiй точцi x ∈ R

ρσ,σ−h(f ;x) = −|ψ̄(σ)|
π

∫
i3,1

f ψ̄(x+ t)
sin(σt− γσ)

lσ,h(t)
dt+

+
1
π

∫
|t|≤ aσ

f ψ̄(x+ t)

∞∫
σ

ψ2(s) sin st ds dt+O(1)|ψ̄(σ)|, (19)

де a ∈ (0;π), γσ = arctg ψ2(σ)
ψ1(σ) , O(1) — величина, рiвномiрно обмеже-

на по h i σ.

Для знаходження асимптотичних рiвностей для величини (6) нам
знадобиться таке твердження.

Лема 3. Нехай K(t) — функцiя, сумовна на [−π;π] i ζ — до-
вiльне число з вiдрiзку [−π;π]. Тодi

E(K) df= sup
y∈Ŝ1

∥∥∥ π∫
−π

y(t− x)K(t) dt
∥∥∥

1̂
≥
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≥ 1
2

max
|ζ|≤π

π∫
−π

|K∗(x)−K∗(x+ ζ)| dx, (20)

де K∗(·) — 2π-перiодичне продовження функцiї K(·).

Доведення. Якщо y(·) є 2π-перiодичною функцiєю, то тверджен-
ня леми 3 спiвпадає з наслiдком 8.2 монографiї [17, c. 255].

Нехай y ∈ Ŝ1 i ζ ∈ [−π;π], ζ 6= 0. Припустимо спочатку,
що функцiя K(t) є неперервною на вiдрiзку [−π;π] i такою, що
K(−π) = K(π). Тодi, повторюючи мiркування, якi використовува-
лися пiд час доведення леми 8.2 [17, c. 254], отримуємо

E(K) ≥ 1
2

max
|ζ|≤π

π∫
−π

|K∗(x)−K∗(x+ ζ)| dx.

Нехай тепер K(t) — довiльна сумовна на [−π;π] функцiя. Зафiк-
суємо довiльне число ε > 0 i знайдемо неперервну функцiю Kε(t),

для якої
π∫
−π
|K(t) −Kε(t)| dt ≤ ε (iснування функцiї Kε(t) випливає

з вiдомої властивостi щiльностi неперервних функцiй у просторi iн-
тегровних функцiй). При цьому, не обмежуючи загальностi, можемо
вважати, що Kε(π) = Kε(−π). Тодi

E(K) = sup
y∈Ŝ1

∥∥∥ π∫
−π

[K(t) +Kε(t)−Kε(t)]y(t− x) dt
∥∥∥

1̂
≥

≥ sup
y∈Ŝ1

∥∥∥ π∫
−π

Kε(t)y(t− x) dt
∥∥∥

1̂
− ε.

Враховуючи тепер справедливiсть твердження леми для непере-
рвних функцiй, одержуємо

E(K) ≥ 1
2

max
|ζ|≤π

π∫
−π

|K∗ε (x)−K∗ε (x+ ζ)|dx− ε ≥
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≥ 1
2

max
|ζ|≤π

[ π∫
−π

|K∗(x)−K∗(x+ ζ)| dx−
π∫
−π

[K∗ε (x)−K∗(x)+

+K∗ε (x+ ζ)−K∗(x+ ζ)] dx
]
− ε ≥ 1

2

π∫
−π

|K∗(x)−K∗(x+ ζ)| dx− 3ε
2
.

Лема доведена.
Як вiдомо, класи функцiй L̂ψ̄1 є iнварiантними вiдносно зсуву ар-

гументу. Враховуючи цю обставину, на пiдставi спiввiдношення (19)
отримуємо

E(L̂ψ̄1 ;Vσ,σ−h) ≤ 1
π

∫
|t|≤ aσ

∣∣∣ ∞∫
σ

ψ2(s) sin st ds
∣∣∣ dt+

+
|ψ̄(σ)|
π

∫
i3,1

∣∣∣ sin(σt− γσ)
lσ,h(t)

∣∣∣ dt+O(1)|ψ̄(σ)|. (21)

Нехай Kσ(t) — функцiя, яка на промiжку [−π;π] визначається
формулою

Kσ(t) =


1
π

∞∫
σ

ψ2(s) sin st ds, t ∈ [− a
σ ; aσ ],

|ψ̄(σ)|
π

sin(σt−γσ)
lσ,h(t) , t ∈ (tk3 ; tk2) ∪ (tk0 ; tk1),

0, t ∈ [−π;π]\{[− a
σ ; aσ ]

⋃
(tk3 ; tk2)

⋃
(tk0 ; tk1)}.

Через K∗σ(t) позначимо 2π-перiодичне продовження функцiї Kσ(t).
Тодi, користуючись лемою 3 i враховуючи спiввiдношення (19), зна-
ходимо

E(L̂ψ̄1 ;Vσ,σ−h) ≥ 1
2

π∫
−π

|K∗σ(x)−K∗σ(x+
π

σ
)| dx+O(1)|ψ̄(σ)|. (22)

Оскiльки

1
2

π∫
−π

|K∗σ(x)−K∗σ(x+
π

σ
)| dx =

π∫
−π

|Kσ(x)| dx =
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=
|ψ̄(σ)|
π

∫
i3,1

∣∣∣ sin(σt− γσ)
lσ,h(t)

∣∣∣ dt+
1
π

∫
|t|≤ aσ

∣∣∣ ∞∫
σ

ψ2(s) sin st ds
∣∣∣ dt,

то, беручи до уваги отриманi в роботi [16] рiвностi

1
π

∫
|t|≤ aσ

∣∣∣ ∞∫
σ

ψ2(s) sin st ds
∣∣∣ dt =

2
π

∞∫
σ

|ψ2(t)|
t

dt+O(1) (23)

i ∫
i3,1

∣∣∣ sin(σt− γσ)
lσ,h(t)

∣∣∣ dt =
4
π

ln
σ

h
+O(1), (24)

на пiдставi нерiвностi (22) одержуємо

E(L̂ψ̄1 ;Vσ,σ−h) ≥ 2
π

∞∫
σ

|ψ2(t)|
t

dt+
4
π

ln
σ

h
+O(1)|ψ̄(σ)|. (25)

Поєднуючи спiввiдношення (21), (23) – (25), переконуємося у
справедливостi твердження теореми. Теорему доведено.
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