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МЕТОД АПРОКСИМАЦIЇ КОМПАКТНОЗНАЧНОГО
ВIДОБРАЖЕННЯ СКIНЧЕННОВИМIРНИМ ПIД-
ПРОСТОРОМ З ОБМЕЖЕННЯМ, ЩО ЗАДАЄТЬСЯ
СИСТЕМОЮ ОПУКЛИХ МНОЖИН

In the article the cutting plane methods is generalized on the case of problem
of the best uniform approximation continuous compact-valued maps by finite
dimensional space of continuous single-valued maps with additional restriction
which are defined by system of closed convex sets.

В статтi узагальнено метод сiчних площин розв’язування задачi опук-
лого програмування на випадок задачi найкращої рiвномiрної апроксима-
цiї компактнозначного вiдображення скiнченновимiрним пiдпростором з
додатковим обмеженням, що задається системою замкнених опуклих
множин.

Вступ. У данiй роботi для розв’язування задачi найкращої рiв-
номiрної апроксимацiї неперервного компактнозначного вiдображен-
ня елементами скiнченновимiрного пiдпростору однозначних непе-
рервних вiдображень, якi задовольняють додатковому обмеженню,
що задається системою замкнених опуклих множин, якi змiнюють-
ся неперервно, модифiковано метод сiчної площини розв’язування
задачi опуклого програмування, запропонований у працi [1], доведе-
но його збiжнiсть. Побудований метод узагальнює також на випадок
вищезгаданої задачi метод розв’язування задачi найкращої рiвномiр-
ної апроксимацiї неперервного компактнозначного вiдображення че-
бишовським пiдпростором з додатковим обмеженням, що задається
системою замкнених куль, центри та радiуси яких змiнюються непе-
рервно, розглянутий у працi [2].

1. Постановка задачi. Нехай S — метричний компакт, X —
лiнiйний над полем комплексних чисел нормований простiр, C (S,X)
— лiнiйний над полем дiйсних чисел нормований простiр однознач-
них вiдображень g компакта S в X, неперервних на S, з нормою
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‖g‖ = max
s∈S
‖g (s)‖, K (X) — сукупнiсть компактiв простору X, O (X)

— сукупнiсть опуклих замкнених множин простору X, C (S,K (X))
— множина багатозначних вiдображень a компакта S в X таких, що
для кожного s ∈ S a (s) ∈ K (X) i вони неперервнi на S вiдносно
метрики Гаусдорфа, C (S,O (X)) — множина багатозначних вiдобра-
жень b компакту S в X таких, що для кожного t ∈ S b (t) ∈ O (X) i
вони неперервнi на S вiдносно метрики Гаусдорфа, a ∈ C (S,K (X)) ,
V— лiнiйний пiдпростiр простору C (S,X) , породжений лiнiйно неза-
лежними вiдображеннями gi ∈ C (S,X) , i = 1, n, b ∈ C (S,O (X)) ,
D = {g : g ∈ C (S,X) , g (t) ∈ b (t) , t ∈ S} — множина неперервних
перетинiв вiдображення b.

Будемо припускати, що V
⋂
D 6= ∅.

Задачею найкращої рiвномiрної апроксимацiї вiдображення a ∈
C (S,K (X)) скiнченновимiрним пiдпростором V ⊂ C (S,X) з додат-
ковим обмеженням, що задається системою замкнених опуклих мно-
жин b (t) , t ∈ S, якi змiнюються неперервно вiдносно метрики Гау-
сдорфа, будемо називати задачу вiдшукання величини

α∗a (V ∩D) = inf
g∈V ∩D

max
s∈S

max
y∈a(s)

‖g (s)− y‖ . (1.1)

Згiдно з теоремою 2.1 [3] iснує елемент g∗ ∈ V ∩ D такий, що
α∗a (V ∩D) = max

s∈S
max
y∈a(s)

‖g∗ (s)− y‖ .

Цей елемент будемо називати екстремальним для величини (1.1).
Мета даної роботи — узагальнити метод сiчних площин розв’язу-

вання задачi опуклого програмування для задачi вiдшукання вели-
чини (1.1) та її екстремального елемента.

2. Допомiжнi твердження. Позначимо черезX∗ простiр, спря-
жений з X, через B∗ — замкнену одиничну кулю простору X∗:
B∗ = {f : f ∈ X∗, ‖f‖ 6 1}. Як вiдомо (див., наприклад, [4, с. 156]),
для будь-якого елемента z ∈ X iснує елемент fz ∈ B∗ такий, що
fz (z) = ‖z‖ . Звiдси випливає, що для всiх z ∈ X

‖z‖ = max
f∈B∗

Ref (z) . (2.1)

Твердження 2.1. Нехай gi, i = 1, n, лiнiйно незалежнi еле-
менти простору C (S,X) . Тодi iснують точки sj ∈ S, функцiонали
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fj ∈ B∗, j = 1,m1, такi, що

min
α=(α1,...,αn)∈SRn

max
16j6m1

n∑
i=1

αiRefj (gi (sj)) = µ̄ > 0,

де SRn =
{
α : α = (α1, ..., αn) ∈ Rn,

n∑
i=1

α2
i = 1

}
- одинична сфера

простору Rn.
Доведення. Оскiльки SRn є обмеженою замкненою множи-

ною простору Rn, gi, i = 1, n, лiнiйно незалежнi елементи про-
стору C (S,X), то iснує точка α0 =

(
α0

1, ..., α
0
n

)
∈ SRn , для якої∥∥∥∥ n∑

i=1

α0
i gi

∥∥∥∥ = min
α=(α1,...,αn)∈SRn

∥∥∥∥ n∑
i=1

αigi

∥∥∥∥ = µ > 0.

Вiдображення (s, f) ∈ S × B∗ → Ref (gi (s)) ,i = 1, n, є непере-
рвними в кожнiй точцi (s, f) ∈ S × B∗, якщо на S × B∗ розглядати
добуток топологiї компакта S та слабкої* топологiї кулi B∗, тому для
ε′ = µ

2
√
n
i для кожної точки (s, f) ∈ S×B∗ iснує її окiл V (s)×O (f) ,

де V (s)— вiдкритий окiл точки s компакта S, O (f)— вiдкритий окiл
f у слабкiй* топологiї B∗ (O (f) ⊂ B∗), такий, що

|Ref ′ (gi (s′))−Ref (gi (s))| < ε′, i = 1, ..., n.

Оскiльки {V (s)×O (f) : (s, f) ∈ S ×B∗} є вiдкритим покриттям
компакта S × B∗, то iснуються (sj , fj) ∈ S × B∗, j = 1,m1, що

S ×B∗ =
m1⋃
j=1

(V (sj)×O (fj)). Тодi для кожної пари (s, f) ∈ S×B∗ iс-

нує iндекс j(s,f) ∈ {1, ...,m1} такий, що (s, f) ∈ V
(
sj(s,f)

)
×O

(
fj(s,f)

)
.

Тому ∣∣Ref (gi (s))−Refj(s,f)
(
gi
(
sj(s,f)

))∣∣ < ε′, i = 1, ..., n.

З урахуванням цього для кожного α = (α1, ..., αn) ∈ SRn ,
(s, f) ∈ S ×B∗ одержимо, що

n∑
i=1

αiRef (gi (s))− max
16j6m1

n∑
i=1

αiRefj (gi (sj)) 6
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6
n∑
i=1

αiRef (gi (s))−
n∑
i=1

αiRefj(s,f)
(
gi
(
sj(s,f)

))
6

6

√√√√ n∑
i=1

α2
i

√√√√ n∑
i=1

(
Ref (gi (s))−Refj(s,f)

(
gi
(
sj(s,f)

)))2
<

<

√√√√ n∑
i=1

(ε′)2 =
√

(ε′)2 n = ε′
√
n.

Звiдки для всiх α = (α1, ..., αn) ∈ SRn

max
16j6m1

n∑
i=1

αiRefj (gi (sj)) > max
(s,f)∈S×B∗

(
n∑
i=1

αiRef (gi (s)))−

−ε′
√
n =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

αigi

∥∥∥∥∥− ε′√n > µ− ε′
√
n =

µ

2
= µ1 > 0

Звiдси та неперервностi вiдображення

α = (α1, ..., αn) ∈ Rn → max
16j6m1

n∑
i=1

αiRefj (gi (sj))

по α = (α1, ..., αn) на Rn одержимо, що

min
α=(α1,...,αn)∈SRn

max
16j6m1

n∑
i=1

αiRefj (gi (sj)) = µ̄ > µ1 > 0.

Твердження доведено.
Твердження 2.2. Нехай g ∈ C (S,X) , b ∈ C (S,O (X)) ,

ψgb (t) = inf
y∈b(t)

‖g (t)− y‖ , t ∈ S.

Функцiя t ∈ S → ψgb (t) є неперервною на S.



Метод апроксимацiї компактнозначного вiдображення . . . 25

Твердження 2.3. Нехай B - опукла замкнута множина про-
стору X i x - довiльна точка цього простору. Має мiсце спiввiдно-
шення двоїстостi

inf
y∈B
‖x− y‖ = max

ϕ∈B∗

(
Reϕ (x)− sup

y∈B
Reϕ (y)

)
.

Твердження 2.4. Для b ∈ C (S,O (X)) має мiсце рiвнiсть

D =
{
g : g ∈ C (S,X) ,max

t∈S
inf
y∈b(t)

‖g (t)− y‖ = 0
}

=

=

{
g : g ∈ C (S,X) ,max

t∈S
max
ϕ∈B∗

(
Reϕ (g (t))− sup

y∈b(t)
Reϕ (y)

)
= 0

}
.

Позначимо через

M = {(α; θ) = (α1, ..., αn; θ) :
n∑
i=1

αiRef (gi (s))− θ ≤ Ref (y) ,

s ∈ S, y ∈ a (s) , f ∈ B∗;
n∑
i=1

αiReϕ (gi (t)) ≤ sup
y∈b(t)

Reϕ (y) , t ∈ S, ϕ ∈ B∗
}
.

Поряд iз задачею вiдшукання величини (1.1) будемо розглядати
таку задачу:

inf
(α;θ)∈M

θ. (2.2)

Твердження 2.5. 1. Задача (2.2) має оптимальний розв’язок.
Справедлива рiвнiсть

θ∗ = α∗a (V ∩D) ,

де θ∗ - оптимальне значення цiльової функцiї задачi (2.2).

2. Для того щоб елемент g∗ =
n∑
i=1

α∗i gi був екстремальним еле-

ментом для величини (1.1), необхiдно i достатньо, щоб вектор
(α∗1, ..., α

∗
n; θ∗) був оптимальним розв’язком задачi (2.2).
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3. Описання модифiкованого методу сiчних площин. На
попередньому кроцi методу вибираємо точки sj ∈ S, функцiонали
fj ∈ B∗, j = 1,m1, такi, що

min
α=(α1,...,αn)∈SRn

max
1≤j≤m1

n∑
i=1

αiRefj (gi (sj)) = µ > 0, (3.1)

де , як i вище, SRn - одинична сфера простору Rn.
Вiдповiдно до твердження 2.1 вищеназванi точки та функцiона-

ли iснують. Крiм того, на цьому кроцi довiльним чином вибираємо
точки yj ∈ a (sj) , j = 1,m1.

На l -му кроцi(l > 1) розв’язуємо наступну задачу лiнiйного про-
грамування:

inf θ (3.2)

при обмеженнях

n∑
i=1

αiRefj (gi (sj))− θ ≤ Refj (yj) , j = 1,ml, (3.3)

n∑
i=1

αiReϕk (gi (tk)) ≤ sup
y∈b(tk)

Reϕk (y) , k = 1, pl, (3.4)

де ml ≥ m1, pl ≥ 0, ml + pl = m1 + l− 1 ; sj ∈ S, yj ∈ a (sj) , fj ∈ B∗,
j = 1,ml; tk ∈ S, ϕk ∈ B∗, k = 1, pl.

Позначимо через

Ml = {(α; θ) = (α1, ..., αn; θ) :

n∑
i=1

αiRefj (gi (sj))− θ ≤ Refj (yj) , j = 1,ml,

n∑
i=1

αiReϕk (gi (tk)) ≤ sup
y∈b(tk)

Reϕk (y) , k = 1, pl}.

Оскiльки має мсце спiввiдношення (3.1) , то цiльова функцiя за-
дачi (3.2)-(3.4) обмежена знизу на множинi її допустимих розв’язкiв
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Ml. Тому оптимальний розв’язок цiєї задачi iснує (див., наприклад,
[5, с.110]). Будемо його позначати через

(
αl; θl

)
=
(
αl1, ..., α

l
n; θl

)
.

Теорема 3.1. 1. Має мiсце спiввiдношення

θl ≤ α∗a (V ∩D) , l = 1, 2, .... (3.5)

2. Якщо для деякого натурального l елемент gl =
n∑
i=1

αligi нале-

жить до множини D, то

θl ≤ max
s∈S

max
y∈a(s)

∥∥gl (s)− y∥∥ . (3.6)

3. Якщо gl ∈ D i

θl = max
s∈S

max
y∈a(s)

∥∥gl (s)− y∥∥ , (3.7)

то gl є екстремальним елементом для величини (1.1) i справедлива
рiвнiсть

θl = α∗a (V ∩D) = max
s∈S

max
y∈a(s)

∥∥gl (s)− y∥∥ . (3.8)

Доведення. Спiввiдношення (3.5) випливає з твердження 2.5 та
включення Ml ⊂M : θl = min

(α;θ)∈Ml

θ 6 min
(α;θ)∈M

θ = α∗a (V ∩D).

Якщо елемент gl =
n∑
i=1

αligi належить до множини D , то

gl ∈ V ∩D. Тому

θl 6 α∗a (V ∩D) 6 max
s∈S

max
y∈a(s)

∥∥gl (s)− y∥∥ . (3.9)

Отже, в цьому випадку, має мiсце (3.6). Якщо gl =
n∑
i=1

αligi ∈ D i

має мiсце рiвнiсть (3.7) , то з (3.9) одержимо (3.8). Звiдси випливає,
зокрема, що gl є екстремальним елементом для величини (1.1).

Теорему доведено.
Продовжимо опис методу. Для l = 1, 2, ... позначимо через

εl = max
{

max
s∈S

max
y∈a(s)

∥∥gl (s)− y∥∥− θl,max
t∈S

inf
y∈b(t)

∥∥gl (t)− y∥∥} ,



28 Ю.В. Гнатюк, У.В. Гудима, В.О. Гнатюк

де, як i вище,gl =
n∑
i=1

αligi. Зрозумiло, що εl ≥ 0 . Якщо для l ∈

{1, 2, ...} εl = 0 , то згiдно з твердженням 2.4 та теоремою 3.1 gl

є екстремальним елементом для величини (1.1) i α∗a (V ∩D) = θl. В
цьому випадку процес вiдшукання величини (1.1) i її екстремального
елемента завершено. Коли εl > 0 , то можливi два випадки.

1-випадок. Нехай

εl = max
s∈S

max
y∈a(s)

∥∥gl (s)− y∥∥− θl = max
y∈a(sml+1)

∥∥gl (sml+1)− y
∥∥− θl =

=
∥∥gl (sml+1)− yml+1

∥∥− θl = Refml+1

(
gl (sml+1)− yml+1

)
− θl =

=
n∑
i=1

αliRefml+1 (gi (sml+1))− Refml+1 (yml+1)− θl,

де sml+1 ∈ S, yml+1 ∈ a (sml+1) , fml+1 ∈ B∗.
Згiдно з твердженням 1.1 [3], неперервнiстю вiдображення

Fz(y) = ‖z − y‖ , z ∈ X, по y на X, рiвнiстю (2.1) елементи sml+1,
yml+1, fml+1 iснують. Тодi до обмежень (3.3) задачi лiнiйного про-
грамування (3.2)-(3.4) додаємо обмеження

n∑
i=1

αiRefml+1 (gi (sml+1))− θ ≤ Refml+1 (yml+1)

та розв’язуємо одержану в результатi цього нову задачу лiнiйного
програмування. Позначимо через

(
αl+1; θl+1

)
=
(
αl+1

1 , ..., αl+1
n ; θl+1

)
її оптимальний розв’язок.

2-випадок. Нехай

εl = max
t∈S

inf
y∈b(t)

∥∥gl (t)− y∥∥ = inf
y∈b(tpl+1)

∥∥gl (tpl+1)− y
∥∥ =

= max
ϕ∈B∗

Reϕ
(
gl (tpl+1)

)
− sup
y∈b(tpl+1)

Reϕ (y)

 =

= Reϕpl+1

(
gl (tpl+1)

)
− sup
y∈b(tpl+1)

Reϕpl+1 (y) =
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=
n∑
i=1

αliReϕpl+1 (gi (tpl+1))− sup
y∈b(tpl+1)

Reϕpl+1 (y) ,

де tpl+1 ∈ S, ϕpl+1 ∈ B∗.
Згiдно з твердженнями 2.2, 2.3 зазначенi точка tpl+1 та функцiо-

нал ϕpl+1 iснують. Тодi до обмежень (3.4) задачi лiнiйного програ-
мування (3.2)-(3.4) додаємо обмеження

n∑
i=1

αiReϕpl+1 (gi (tpl+1)) ≤ sup
y∈b(tpl+1)

Reϕpl+1 (y) ,

знаходимо оптимальний розв’язок
(
αl+1; θl+1

)
=
(
αl+1

1 , ..., αl+1
n ; θl+1

)
отриманої в результатi цього нової задачi лiнiйного програмування i
т.д.

4. Збiжнiсть методу.
Теорема 4.1 1. Послiдовнiсть

{
θl
}∞
l=1

є неспадною , iснує lim
l→∞

θl

.
2. Послiдовнiсть

{
αl
}∞
l=1

, де αl =
(
αl1, ..., α

l
n

)
, l = 1, 2, ..., є обме-

женою послiдовнiстю простору Rn . Для будь-якої часткової гра-

ницi α∗ = (α∗1, ..., α
∗
n) послiдовностi

{
αl
}∞
l=1

елемент g∗ =
n∑
i=1

α∗i gi є

екстремальним елементом для величини (1.1).
3. Мають мiсце спiввiдношення

lim
l→∞

θl = α∗a (V ∩D) = max
s∈S

max
y∈a(s)

‖g∗ (s)− y‖ ,

lim
l→∞

max
t∈S

inf
y∈b(t)

∥∥gl (t)− y∥∥ = 0.

Доведення. Оскiльки Ml+1 ⊂ Ml, то θl 6 θl+1, l = 1, 2, ...,i, от-
же, послiдовнiсть

{
θl
}∞
l=1

є неспадною. Згiдно з (3.5) вона обмежена,
тому iснує lim

l→∞
θl i

lim
l→∞

θl ≤ α∗a (V ∩D) . (4.1)

Переконаємось, що послiдовнiсть
{
αl
}∞
l=1

, є обмеженою послiдов-
нiстю Rn . Припустимо супротивне. Тодi iснує її пiдпослiдовнiсть
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{
αlv
}∞
v=1

така, що lim
ν→∞

∥∥αlv∥∥ = +∞ . Без обмеження загальностi бу-

демо вважати, що уже lim
l→∞

∥∥αl∥∥ = +∞ . Оскiльки
(
αl1, ..., α

l
n; θl

)
є

оптимальним розв’язком задачi (3.2)-(3.4), то

n∑
i=1

αliRefj (gi (sj))− Refj (yj) ≤ θl, j = 1,m1, l = 1, 2, ....

Звiдки

n∑
i=1

αli
‖αl‖

Refj (gi (sj))−
1
‖αl‖

Refj (yj) ≤
1
‖αl‖

θl,

j = 1,m1, l = 1, 2, .... (4.2)

Оскiльки
(

αl1
‖αl‖ , ...,

αln
‖αl‖

)
∈ SRn , то з послiдовностi{(

αl1
‖αl‖ , ...,

αln
‖αl‖

)}∞
l=1

можна вибрати збiжну пiдпослiдовнiсть.
Нехай

lim
ν→∞

(
αlv1
‖αlv‖

, ...,
αlvn
‖αlv‖

)
=
(
α
/
1, ..., α

/
n

)
∈ SRn .

З урахуванням зазначеного вище, обмеженостi послiдовностi{
θl
}∞
l=1

(iснує lim
l→∞

θl) з (4.2) одержимо, що

max
1≤j≤m1

(
n∑
i=1

α
/
iRefj (gi (sj))

)
≤ 0,

що суперечить (3.1). Отже,
{
αl
}∞
l=1

є обмеженою послiдовнiстю
просторуRn . Нехай α∗ = (α∗1, ..., α

∗
n) її часткова границя. Переконає-

мось , що вектор g∗ =
n∑
i=1

α∗i gi є екстремальним елементом для ве-

личини (1.1). Iснує пiдпослiдовнiсть
{
αlν
}∞
ν=1

послiдовностi
{
αl
}∞
l=1

така, що

lim
ν→∞

αlν = lim
ν→∞

(
αlν1 , ..., α

lν
n

)
= (α∗1, ..., α

∗
n) = α∗.
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Припустимо, що iснує пiдпослiдовнiсть
{
αlνµ

}∞
µ=1

послiдовностi{
αlν
}∞
ν=1

така, що

εlνr = max
s∈S

max
y∈a(s)

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

α
lνµ
i gi (s)− y

∥∥∥∥∥− θlνµ , µ = 1, 2, ....

Без обмеження загальностi будемо вважати, що уже

εlν = max
s∈S

max
y∈a(s)

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

αlνi gi (s)− y

∥∥∥∥∥− θlν =

= Refmlν+1

(
n∑
i=1

αlνi gi
(
smlν+1

)
− ymlν+1

)
− θlν , ν = 1, 2, .... (4.3)

Тодi на кроцi lν + 1 до обмежень задачi лiнiйного програмування
типу (3.2)-(3.4) , яка розв’язана на кроцi lν , додаємо обмеження

n∑
i=1

αiRefmlν+1

(
gi
(
smlν+1

))
− θ ≤ Refmlν+1

(
ymlν+1

)
, ν = 1, 2, ....

Тому

n∑
i=1

α
lν+1
i Refmlν+1

(
gi
(
smlν+1

))
− θlν+1 ≤ Refmlν+1

(
ymlν+1

)
,

ν = 1, 2, .... (4.4)

Маємо далi з урахуванням (4.3) , (4.4) , що∣∣∣∣∣max
s∈S

max
y∈a(s)

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

αlνi gi (s)− y

∥∥∥∥∥ −
−

(
n∑
i=1

α
lν+1
i Refmlν+1

(
gi
(
smlν+1

))
− Refmlν+1

(
ymlν+1

))∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣Refmlν+1

(
n∑
i=1

αlνi gi
(
smlν+1

)
− ymlν+1

)
−



32 Ю.В. Гнатюк, У.В. Гудима, В.О. Гнатюк

−

(
n∑
i=1

α
lν+1
i Refmlν+1

(
gi
(
smlν+1

))
− Refmlν+1

(
ymlν+1

))∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(
αlνi − α

lν+1
i

)
Refmlν+1

(
gi
(
smlν+1

))∣∣∣∣∣ ≤
≤

n∑
i=1

∣∣∣αlνi − αlν+1
i

∣∣∣ ‖gi‖, ν = 1, 2, ....

Оскiльки lim
ν→∞

(
αlν1 , ..., α

lν
n

)
= (α∗1, ..., α

∗
n) , то звiдси, неперерв-

ностi функцiї (α1, ..., αn) ∈ Rn → max
s∈S

max
y∈a(s)

∥∥∥∥ n∑
i=1

αigi (s)− y
∥∥∥∥ по

(α1, ..., αn) ∈ Rn (див. твердження 2.1 [3]) та нерiвностi (4.1) вип-
ливає, що

lim
ν→∞

max
s∈S

max
y∈a(s)

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

αlνi gi (s)− y

∥∥∥∥∥ =

= max
s∈S

max
y∈a(s)

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

α∗i gi (s)− y

∥∥∥∥∥ = max
s∈S

max
y∈a(s)

‖g∗ (s)− y‖ =

= lim
ν→∞

(
n∑
i=1

α
lν+1
i Refmlν+1

(
gi
(
smlν+1

))
− Refmlν+1

(
ymlν+1

))
≤

≤ lim
ν→∞

θlν+1 = lim
ν→∞

θl ≤ α∗a (V ∩D) . (4.5)

З (4.3) , (4.5) одержуємо

0 ≤ lim
ν→∞

εlν = lim
ν→∞

max
s∈S

max
y∈a(s)

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

αlνi gi (s)− y

∥∥∥∥∥− lim
ν→∞

θlν =

= max
s∈S

max
y∈a(s)

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

α∗i gi (s)− y

∥∥∥∥∥− lim
ν→∞

θl ≤ 0,

lim
ν→∞

εlν = 0. (4.6)
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Маємо, що

max
t∈S

inf
y∈b(t)

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

αlνi gi (t)− y

∥∥∥∥∥ = max
t∈S

inf
y∈b(t)

∥∥glν (t)− y
∥∥ ≤ εlν ,

ν = 1, 2, ....

Внаслiдок цього , рiвностi (4.6) та неперервностi функцiї

(α1, ..., αn) ∈ Rn → max
t∈S

inf
y∈b(t)

∥∥∥∥ n∑
i=1

αigi (t)− y
∥∥∥∥ по (α1, ..., αn) ∈ Rn

робимо висновок, що

lim
ν→∞

max
t∈S

inf
y∈b(t)

∥∥glν (t)− y
∥∥ = max

t∈S
inf
y∈b(t)

‖g∗ (t)− y‖ = 0. (4.7)

Згiдно з твердженням 2.4 g∗ ∈ V ∩D . Тодi з (4.5) одержимо, що

α∗a (V ∩D) ≤ max
s∈S

max
y∈a(s)

‖g∗ (s)− y‖ ≤ lim
ν→∞

θl ≤ α∗a (V ∩D) ,

lim
l→∞

θl = α∗a (V ∩D) = max
s∈S

max
y∈a(s)

‖g∗ (s)− y‖ .

Звiдси випливає, що g∗ є екстремальним елементом для величини
(1.1).

Нехай тепер для всiх ν, починаючи з деякого номера,

εlν = max
t∈S

inf
y∈b(t)

∥∥glν (t)− y
∥∥ = max

t∈S
inf
y∈b(t)

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

αlνi gi (t)− y

∥∥∥∥∥ =

= Reϕplν+1

(
n∑
i=1

αlνi gi
(
tplν+1

))
− sup
y∈b(tplν+1)

Reϕplν+1 (y) . (4.8)

Тодi на кроцi lν + 1 до обмежень задачi лiнiйного програмування
типу (3.2)–(3.4), яка розв’язана на кроцi lν , додається обмеження

n∑
i=1

αiReϕplν+1

(
gi
(
tplν+1

))
≤ sup
y∈b(tplν+1)

Reϕplν+1 (y) .
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Зрозумiло, що

n∑
i=1

α
lν+1
i Reϕplν+1

(
gi
(
tplν+1

))
≤ sup
y∈b(tplν+1)

Reϕplν+1 (y) . (4.9)

З (4.8), (4.9) випливає, що

n∑
i=1

(
α
lν+1
i − αlνi

)
Reϕplν+1

(
gi
(
tplν+1

))
≤ −εlv ≤ 0.

Тому
lim
ν→∞

εlν = 0. (4.10)

Звiдси та з (4.8) маємо, що

max
t∈S

inf
y∈b(t)

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

α∗i gi (t)− y

∥∥∥∥∥ = max
t∈S

inf
y∈b(t)

‖g∗ (t)− y‖ = 0.

Згiдно з твердженням 2.4 g∗ ∈ V ∩D . Оскiльки

max
s∈S

max
y∈a(s)

∥∥glν (s)− y
∥∥− θlν ≤ εlν

i має мiсце рiвнiсть (4.10), то

α∗a (V ∩D) ≤ max
s∈S

max
y∈a(s)

‖g∗ (s)− y‖ ≤ lim
l→∞

θl.

Вище було встановлено (див. (4.1)) , що lim
l→∞

θl ≤ α∗a (V ∩D) .

Тому i в розглядуваному випадку

lim
l→∞

θl = α∗a (V ∩D) = max
s∈S

max
y∈a(s)

‖g∗ (s)− y‖ .

Звiдси випливає, що g∗ є екстремальним елементом для величини
(1.1). Крiм того, внаслiдок (4.8) та (4.10)

lim
ν→∞

max
t∈S

inf
y∈b(t)

∥∥glν (t)− y
∥∥ = 0. (4.11)
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З (4.7) та (4.11) випливає, що

lim
l→∞

max
t∈S

inf
y∈b(t)

∥∥gl (t)− y∥∥ = 0.
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