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НАБЛИЖЕННЯ (ψ, β)–ДИФЕРЕНЦIЙОВНИХ
ФУНКЦIЙ МАЛОЇ ГЛАДКОСТI ТРИГАРМОНIЙНИМИ
IНТЕГРАЛАМИ ПУАССОНА∗

The problem of Kolmogorov–Nikolskii are solved on the classes of
(ψ, β)–differentiable periodical functions with small smoothness on
approximation by threeharmonic integrals of Poisson in uniform metric.

Розв’язано задачу Колмогорова–Нiкольського на класах
(ψ, β)–диференцiйовних перiодичних функцiй малої гладкостi при
наближеннi тригармонiйними iнтегралами Пуассона в рiвномiрнiй
метрицi.

1. Постановка задачi та деякi iсторичнi вiдомостi. Нехай
C — простiр 2π-перiодичних неперервних функцiй, у якому норма
задається рiвнiстю ‖f‖C = max

t
|f(t)|; L∞ — простiр 2π-перiодичних

вимiрних iстотно обмежених функцiй з нормою ‖f‖∞ = ess sup
t
|f(t)|;

L — простiр 2π-перiодичних сумовних на перiодi функцiй, в якому

норма задається за допомогою рiвностi ‖f‖L = ‖f‖1 =
π∫
−π
|f(t)|dt.

Нехай U (ρ;x) = Un (ρ; f ;x) є полiгармонiчною функцiєю порядку
n в одиничному крузi |z| < 1 (z = ρeix), тобто є розв’язком рiвняння

∆nU (ρ;x) = 0, (1)
де ∆ = ∂2

∂ρ2 + 1
ρ
∂
∂ρ + 1

ρ2
∂2

∂x2 — оператор Лапласа в полярних коорди-
натах i ∆n := ∆

(
∆n−1

)
.

Розв’язок рiвняння (1) iз заданими граничними умовами

U (ρ;x)
∣∣∣
ρ=1

= f(x);
∂k

∂ρk
U (ρ;x)

∣∣∣
ρ=1

= 0, k = 1, 2, . . . , n− 1, (2)
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де f(x) — сумовна 2π-перiодична функцiя, далi будемо позначати
Pn(ρ; f ;x) = Un(ρ; f ;x), n ∈ N . Згiдно з формулою (3.127.5) мо-
нографiї М.П. Тiмана [1] розв’язок крайової задачi (1)–(2) можна
записати у виглядi

Pn(ρ; f ;x) =
a0

2
+
∞∑
i=1

λi(ρ;n) (ai cos ix+ bi sin ix) , 0 ≤ ρ < 1,

де ai, bi — коефiцiєнти Фур’є функцiї f ,

λi (ρ;n) = ρi
n−1∑
k=0

(
1− ρ2

)k
Q(k; i),

Q(k; i)=
i(i+ 2)(i+ 4). . .(i+ 2k − 2)

k!2k
, i = 0, 1, . . . , (Q(k; 0)=1) .

Поклавши ρ = e−
1
δ , δ > 0, величину Pn(ρ; f ;x) запишемо у виглядi

Pn(δ; f ;x) =
a0

2
+
∞∑
i=1

λi(δ;n) (ai cos ix+ bi sin ix) , (3)

λi (δ;n) = e−
i
δ

n−1∑
k=0

(
1− e− 2

δ

)k
Q(k; i).

При n = 1, 2, 3 з формули (3) отримуємо величини

P1(δ; f ;x) =
a0

2
+
∞∑
k=1

e−
k
δ (ak cos kx+ bk sin kx) ,

P2(δ; f ;x) =
a0

2
+
∞∑
k=1

(
1 +

k

2
(1− e− 2

δ )
)
e−

k
δ (ak cos kx+ bk sin kx) ,

P3(δ; f ;x) =
a0

2
+
∞∑
k=1

λk(δ) (ak cos kx+ bk sin kx) ,

де λδ(k) =
(

1+ 1
4 (3−e− 2

δ )(1−e− 2
δ )k+ 1

8 (1−e− 2
δ )2k2

)
e−

k
δ . Цi величини

називають вiдповiдно iнтегралом Пуассона, бiгармонiйним iнтегра-
лом Пуассона та тригармонiйним iнтегралом Пуассона функцiї f .
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О. I. Степанцем (див., наприклад, [2, 3]) введено класи перiодич-
них функцiй наступним чином.

Нехай f(x) ∈ L i S[f ] = a0
2 +

∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) — ряд Фур’є

функцiї f .
Нехай, далi, ψ(k) — довiльна фiксована функцiя натурального

аргументу i β — фiксоване дiйсне число. Якщо ряд
∞∑
k=1

1
ψ (k)

(
ak cos

(
kx+

πβ

2

)
+ bk sin

(
kx+

πβ

2

))
є рядом Фур’є деякої сумовної функцiї ϕ, то цю функцiю назива-
ють (ψ, β)-похiдною функцiї f(x) i позначають через fψβ (x). Мно-
жину усiх функцiй f(x), якi задовольняють таку умову, позначають
через Lψβ . Якщо f ∈ Lψβ , i крiм того, fψβ ∈ N, де N — деяка пiд-
множина функцiй iз L, то записують, що f ∈ LψβN. Далi покладемо
Lψβ ∩C = Cψβ i LψβN∩C = Cψβ N. Якщо в якостi N виступають множи-
ни S0

∞ = {ϕ ∈ L∞ : ‖ϕ‖∞ ≤ 1, ϕ⊥1} i S0
1 = {ϕ ∈ L1 : ‖ϕ‖1 ≤ 1, ϕ⊥1},

то множину LψβS
0
1 позначають через Lψβ,1, а множину Cψβ S

0
∞ — через

Cψβ,∞.
При ψ(k) = k−r, r > 0, класи Cψβ,∞ спiвпадають з класами W r

β,∞,

введеними Б. Надем [4], i fψβ (x) = f
(r)
β (x) — (r, β)-похiдна в розумiннi

Вейля–Надя. У випадку β = r, r ∈ N, класи W r
β,∞ спiвпадають з

класами Соболєва W r
∞, а у випадку β = r + 1, r ∈ N, — з класами

спряжених функцiй W
r

∞.
Послiдовностi ψ (k), що входять в означення (ψ, β)-похiдних, вза-

галi кажучи, можуть бути довiльними. Але, як показав О.I. Степане-
ць [3], в багатьох випадках можна обмежитись без iстотних втрат за-
гальностi лише додатними опуклими донизу послiдовностями ψ (k),
якi задовольняють умову lim

k→∞
ψ (k) = 0.

Будемо вважати, що послiдовнiсть ψ (k) є звуженням на множину
натуральних чисел функцiй неперервного аргументу t ≥ 1 з множи-
ни

M =
{
ψ(t) : ψ(t) > 0, ψ(t1)− 2ψ ((t1 + t2)/2) + ψ(t2) ≥ 0
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∀t1, t2 ∈ [1,∞), lim
t→∞

ψ(t) = 0
}
.

Як показано в [3], будь-яка сумовна (неперервна) функцiя f обо-
в’язково має (ψ, β)-похiдну, яка теж є сумовною (неперервною) i при
цьому ψ ∈M.

Iз множини M видiляють пiдмножини

M′ =
{
ψ ∈M :

∞∫
1

ψ(t)
t
dt <∞

}
,

M0 =
{
ψ ∈M : 0 < µ (ψ; t) ≤ K ∀t ≥ 1

}
,

де η(t) = η (ψ; t) = ψ−1
(

1
2ψ(t)

)
, µ(t) = µ(ψ; t) = t

η(t)−t , а K — деяка
стала, яка, можливо, залежить вiд ψ.

Дана робота присвячена вивченню асимптотичної поведiнки при
δ →∞ величин

E(Cψβ,∞;P3(δ))C = sup
f∈Cψβ,∞

‖f(x)− P3(δ; f ;x)‖C . (4)

Якщо в явному виглядi знайдено функцiю ϕ(δ) = ϕ(N; δ) таку,
що при δ →∞ E (N;P3(δ))C = ϕ (δ)+o (ϕ (δ)) , то, слiдуючи О.I. Сте-
панцю [3, c. 198], будемо казати, що розв’язана задача Колмогорова–
Нiкольського для класу N та тригармонiйного iнтеграла Пуассона в
рiвномiрнiй метрицi.

Апроксимативнi властивостi методу наближення iнтегралами
Пуассона на класах W r

∞ i W
r

∞, r ∈ N, W r
β,∞, r > 0, β ∈ R, та

Cψβ,∞ дослiджувались в роботах I.П. Натансона [5], О.П. Тiмана [6],
Б. Надя [7], Е.Л. Штарка [8], В.О. Баскакова [9, 10], Л. I. Баусо-
ва [11], К.М. Жигалла i Ю. I. Харкевича [12, 13], Т. В. Жигалло i
Ю. I. Харкевича [14, 15] та iн.

Апроксимативнi властивостi бiгармонiйних iнтегралiв Пуассона
дослiджувались на класах W r

∞, r ∈ N , W
r

∞, r ∈ N \ {1}, та Cψβ,∞ в
роботах С. Канiєва [16], P. Pych [17], Т. I. Аманова i Л.П. Фалалєєва
[18], Ю. I. Харкевича i К.М. Жигалла [19, 20] та iн.

Оцiнки вiдхилень довiльними полiгармонiйними iнтегралами
Пуассона Pn (δ; f ;x) в метрицi простору Sp, 1 ≤ p < ∞, встанов-
ленi М.П. Тiманом в монографiї [1, c. 248–260].
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Що ж стосується питання про апроксимативнi властивостi три-
гармонiйних iнтегралiв Пуассона на класах (ψ, β)-диференцiйовних
функцiй з точки зору задачi Колмогорова–Нiкольського, то воно до
цього часу залишалось вiдкритим. Тому постало питання про вiдшу-
кання асимптотичних рiвностей для величин (4).

2. Асимптотичнi рiвностi для верхнiх меж вiдхилень три-
гармонiйних iнтегралiв Пуассона вiд функцiй з класiв Cψβ,∞.
Для тригармонiйного iнтеграла Пуассона покладемо

τ(u) =

{ (
1−

(
1 + γu+ θu2

)
e−u

) ψ(1)
ψ(δ) , 0 ≤ u ≤ 1

δ ,(
1−

(
1 + γu+ θu2

)
e−u

) ψ(δu)
ψ(δ) , u ≥ 1

δ ,
(5)

де γ = 1
4 (3− e− 2

δ )(1− e− 2
δ )δ, θ = 1

8 (1− e− 2
δ )2δ2, а ψ(u) — функцiя,

визначена i неперервна при всiх u ≥ 1. Не зменшуючи загальностi,
можемо вважати, що функцiя ψ(u) така, що має неперервну другу
похiдну на [1,∞) (цей факт доведено в роботi [21, с. 64–67]).

Домовимося далi через K, Ki позначати сталi, взагалi кажучи, в
рiзних спiввiдношеннях рiзнi.

Доведення основних результатiв роботи базується на такiй лемi,
що є аналогом леми 1 iз роботи [22].

Лема. Якщо для функцiї τ(u), що задана за допомогою спiввiд-
ношення (5), її перетворення

τ̂β(t) =
1
π

∞∫
0

τ(u) cos
(
ut+

βπ

2

)
du (6)

є сумовним на всiй числовiй осi, то справедлива рiвнiсть

E(Cψβ,∞;P3(δ))C = ψ(δ)A(τ) +O

(
ψ (δ)

∫
|t|≥ δ π2

|τ̂β(t)| dt
)
, (7)

де величина A(τ) визначається рiвнiстю

A(τ) =
1
π

∞∫
−∞

∣∣∣∣
∞∫
0

τ(u) cos
(
ut+

βπ

2

)
du

∣∣∣∣dt. (8)

Переконатись в справедливостi леми можна, повторюючи всi кро-
ки доведення леми 1 iз роботи [22].
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Основним результатом роботи є наступне твердження.
Теорема. Нехай ψ ∈ M′0 = M0 ∩M′, функцiя g(u) = u3ψ(u) є

опукла вгору або донизу на [b,∞), b ≥ 1. Тодi при δ →∞ має мiсце
рiвнiсть

E(Cψβ,∞;P3(δ))C = ψ(δ)A(τ) +O

(
1
δ3

+
1
δ4

δ∫
1

u2ψ(u)du
)
, (9)

де величина A(τ) означається за допомогою рiвностi (8) i для неї
справедлива оцiнка

A(τ) =
2
π

∣∣∣∣ sin βπ2
∣∣∣∣( 1

6δ3ψ(δ)

δ∫
1

u2ψ(u)du+
1

ψ(δ)

∞∫
δ

ψ(u)
u

du

)
+

+O
(

1 +
1

δ3ψ(δ)

δ∫
1

uψ(u)du
)
. (10)

Доведення. Перевiримо виконання умов леми. Для цього пока-
жемо сумовнiсть на всiй дiйснiй осi перетворення τ̂β(t) вигляду (6),
тобто збiжнiсть iнтеграла (8).

Згiдно з теоремою 1 роботи Л. I. Баусова [11, с. 24] для збiжностi
iнтеграла (8) необхiдно i достатньо, щоб збiгалися iнтеграли

1
2∫

0

u |dτ ′(u)| ,
∞∫
1
2

|u− 1| |dτ ′(u)| , (11)

∣∣∣∣sin βπ2
∣∣∣∣
∞∫
0

|τ(u)|
u

du,

1∫
0

|τ(1− u)− τ(1 + u)|
u

du. (12)

Для оцiнки першого iнтеграла з (11) розiб’ємо промiжок
[
0, 1

2

]
на

двi частини:
[
0, 1

δ

]
i
[
1
δ ,

1
2

]
(δ > 2). Враховуючи, що τ ′′(u) ≥ 0 при

u ∈
[
0, 1

δ

]
, а також нерiвностi

e−u ≤ 1, e−u ≤ 1− u+
u2

2
, u ≥ 0, (13)
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отримуємо спiввiдношення

1
δ∫

0

u |dτ ′(u)| = (uτ ′(u)− τ(u))
∣∣∣ 1δ
0

=

=
ψ(1)
ψ(δ)

(
1
δ

(
1−γ+

1
δ

(γ − 2θ) +
θ

δ2

)
e−

1
δ −1 + e−

1
δ +

γ

δ
e−

1
δ +

θ

δ2
e−

1
δ

)
≤

≤ ψ(1)
ψ(δ)

(
1
δ2

(
1
2
− θ) +

1
δ3

(
γ

2
+ θ)

)
.

Враховуючи оцiнки 1
2 − θ ≤

1
δ ,

γ
2 + θ ≤ 3

2 , одержуємо

1
δ∫

0

u |dτ ′(u)| = O

(
1

δ3ψ(δ)

)
. (14)

Нехай тепер u ∈
[
1
δ ,

1
2

]
. Покладемо

τ1(u)=
(

1−(1 + γu+ θu2)e−u − 4
3δ2

u− 1
δ
u2 − 1

6
u3

)
ψ(δu)
ψ(δ)

, (15)

τ2(u) =
(

4
3δ2

u+
1
δ
u2

)
ψ(δu)
ψ(δ)

, (16)

τ3(u) =
1
6
u3ψ(δu)

ψ(δ)
, (17)

тодi τ(u) = τ1(u) + τ2(u) + τ3(u) i

1
2∫

1
δ

u |dτ ′(u)| ≤

1
2∫

1
δ

u |dτ ′1(u)|+

1
2∫

1
δ

u |dτ ′2(u)|+

1
2∫

1
δ

u |dτ ′3(u)| . (18)

Знайдемо оцiнку першого iнтеграла iз правої частини нерiвностi
(18). Для цього дослiдимо спочатку наступну функцiю

µ̃(u) = 1− (1 + γu+ θu2)e−u − 4
3δ2

u− 1
δ
u2 − 1

6
u3. (19)
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Оскiльки

µ̃′(u) = e−u − γe−u + γue−u − 2θue−u + θu2e−u − 4
3δ2
− 2
δ
u− 1

2
u2,

µ̃′′(u) = −e−u + 2γe−u − γue−u − 2θe−u + 4θue−u − θu2e−u − 2
δ
− u,

µ̃(0) = 0, µ̃′(0) = 1− γ − 4
3δ2

< 0, µ̃′′(0) = −1 + 2γ − 2θ − 2
δ
< 0,

то можна показати, що при u ≥ 0

µ̃(u) ≤ 0, µ̃′(u) < 0, µ̃′′(u) < 0. (20)

Враховуючи (20), (13) та нерiвностi

e−u ≤ 1− u+
u2

2
− u3

6
+
u4

24
, e−u ≥ 1− u+

u2

2
− u3

6
,

e−u ≥ 1− u, u ≥ 0,

одержуємо

|µ̃(u)| ≤ u
(
γ−1+

4
3δ2
)

+u2
(1

2
−γ+θ+

1
δ

)
+u3

(γ
2
−θ
)

+u4
( 1

24
+
θ

2

)
,

|µ̃′(u)| ≤
(
γ−1+

4
3δ2
)

+
u

2

(1
2
−γ+θ+

1
δ

)
+3u2

(γ
2
−θ
)

+u3
(1

6
+2θ

)
,

|µ̃′′(u)| ≤ 2
(1

2
− γ + θ +

1
δ

)
+ 6u

(γ
2
− θ
)

+ u2
(1

2
+ 6θ

)
.

Далi, використовуючи також оцiнки

γ − 1 +
4

3δ2
≤ 3
δ3
,

1
2
− γ + θ +

1
δ
≤ 3
δ2
,
γ

2
− θ ≤ 2

δ
,

1
24

+
θ

2
≤ 1,

1
2

+ 6θ ≤ 3,
1
6

+ 2θ ≤ 2,

будемо мати

|µ̃(u)| ≤ 3
δ3
u+

3
δ2
u2 +

2
δ
u3 + u4, (21)
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|µ̃′(u)| ≤ 3
δ3

+
3

2δ2
u+

6
δ
u2 + 2u3, (22)

|µ̃′′(u)| ≤ 6
δ2

+
12
δ
u+ 3u2. (23)

Згiдно з рiвностями (15), (19) при u ≥ 1
δ

|dτ ′1(u)|≤
(
|µ̃(u)|δ

2ψ′′(δu)
ψ(δ)

+2|µ̃′(u)|δ|ψ
′(δu)|
ψ(δ)

+|µ̃′′(u)|ψ(δu)
ψ(δ)

)
du.

Тодi з урахуванням спiввiдношень (21)–(23), отримуємо

1
2∫

1
δ

u|dτ ′1(u)| ≤ 1
ψ(δ)

1
2∫

1
δ

( 3
δ3
u2 +

3
δ2
u3 +

2
δ
u4 + u5

)
δ2ψ′′(δu)du+

+
2

ψ(δ)

1
2∫

1
δ

( 3
δ3
u+

3
2δ2

u2 +
6
δ
u3 + 2u4

)
δ|ψ′(δu)|du+

+
1

ψ(δ)

1
2∫

1
δ

( 6
δ2
u+

12
δ
u2 + 3u3

)
ψ(δu)du.

Проiнтегруємо перший iнтеграл в правiй частинi останньої нерiв-
ностi частинами та застосуємо теореми 3.12.1 та 3.16.1 роботи [3],
дiстанемо

1
2∫

1
δ

u|dτ ′1(u)| ≤ K1 +
K2

δ4ψ(δ)
+

K3

δ4ψ(δ)

δ∫
1

u3ψ(u)du. (24)

Для оцiнки iнтеграла iз правої половини (24) розiб’ємо промiжок
iнтегрування [1, δ] на двi частини: [1, b] i [b, δ] , δ > b.

Оскiльки функцiя g(u) = u3ψ(u) є неперервною на [1, b], а отже,
обмеженою, то

1
δ4ψ(δ)

b∫
1

u3ψ(u)du ≤ K

δ4ψ(δ)
. (25)
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Далi, функцiя g(u) = u3ψ(u) є опукла вгору або донизу при u ≥ b,
тому має мiсце оцiнка

1
δ4ψ(δ)

δ∫
b

u3ψ(u)du ≤ K1 +
K2

δ3ψ(δ)
. (26)

З урахуванням (25) i (26), iз (24) отримуємо

1
2∫

1
δ

u|dτ ′1(u)| = O

(
1 +

1
δ3ψ(δ)

)
. (27)

Оцiнимо другий iнтеграл з правої частини нерiвностi (18).
Оскiльки при u ≥ 1

δ , згiдно з рiвнiстю (16),

τ ′′2 (u) =
(

4
δ2
u+

1
δ
u2

)
δ2ψ′′(δu)
ψ(δ)

+ 2
(

4
δ2

+
2
δ
u

)
δψ′(δu)
ψ(δ)

+
2
δ

ψ(δu)
ψ(δ)

,

то
1
2∫

1
δ

u|dτ ′2(u)| ≤ δ2

ψ(δ)

1
2∫

1
δ

(
4
δ2
u2 +

1
δ
u3

)
ψ′′(δu)du+

+
2δ
ψ(δ)

1
2∫

1
δ

(
4
δ2
u+

2
δ
u2

)
|ψ′(δu)|du+

2
δψ(δ)

1
2∫

1
δ

uψ(δu)du.

Далi, iнтегруємо частинами перший iнтеграл в правiй частинi остан-
ньої нерiвностi та застосовуємо теореми 3.12.1 та 3.16.1 iз роботи [3],
одержимо

1
2∫

1
δ

u|dτ ′2(u)| ≤ K1

δ2
+
K2

δ
+

K3

δ3ψ(δ)
+

K4

δ3ψ(δ)

δ∫
1

uψ(u)du.

Отже, має мiсце оцiнка
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1
2∫

1
δ

u|dτ ′2(u)| = O

(
1

δ3ψ(δ)

δ∫
1

uψ(u)du
)
. (28)

Оцiнимо тепер третiй iнтеграл з правої частини нерiвностi (18).
Для цього промiжок iнтегрування

[
1
δ ,

1
2

]
розiб’ємо на двi частини:[

1
δ ,

b
δ

]
та
[
b
δ ,

1
2

]
, δ > 2b.

Згiдно з (17) τ ′′3 (u) = uψ(δu)
ψ(δ) + u2 δψ

′(δu)
ψ(δ) + u3

6
δ2ψ′′(δu)
ψ(δ) , тодi

b
δ∫

1
δ

u|dτ ′3(u)| ≤ δ2

6ψ(δ)

b
δ∫

1
δ

u4ψ′′(δu)du+
δ

ψ(δ)

b
δ∫

1
δ

u3|ψ′(δu)|du+

+
1

ψ(δ)

b
δ∫

1
δ

u2ψ(δu)du.

Iнтегруючи частинами перший iнтеграл в правiй частинi остан-
ньої нерiвностi та застосовуючи теореми 3.12.1 та 3.16.1 iз роботи [3],
отримуємо

b
δ∫

1
δ

u|dτ ′3(u)| ≤ K1

δ3ψ(δ)
+

K2

ψ(δ)

b
δ∫

1
δ

u2ψ(δu)du ≤ K1

δ3ψ(δ)
+

+
K2ψ(1)
ψ(δ)

b
δ∫

1
δ

u2du =
K3

δ3ψ(δ)
.

Отже, має мiсце оцiнка
b
δ∫

1
δ

u|dτ ′3(u)| = O

(
1

δ3ψ(δ)

)
. (29)

З (17) та опуклостi функцiї g(u) = u3ψ(u) випливає, що
1
2∫
b
δ

u|dτ ′3(u)| =

∣∣∣∣∣
1
2∫
b
δ

udτ ′3(u)

∣∣∣∣∣ = O

(
1 +

1
δ3ψ(δ)

)
. (30)
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Iз спiввiдношень (14), (18), (27)–(30), остаточно одержимо
1
2∫

0

u|dτ ′(u)| = O

(
1 +

1
δ3ψ(δ)

δ∫
1

uψ(u)du
)
. (31)

Оцiнимо тепер другий iнтеграл з (11). При u ∈ [ 1δ ,∞)

ψ(δ)dτ ′(u) =
(
e−u((2γ − 2θ − 1) + u(4θ − γ)− θu2)ψ(δu)+

+2e−u((1− γ) + u(γ − 2θ) + θu2)δ |ψ′(δu)|+

+(1− (1 + γu+ θu2)e−u)δ2ψ′′(δu)
)
du. (32)

Враховуючи (32) та властивостi функцiї ψ ∈M, одержуємо, що

∞∫
1
2

|u− 1| |dτ ′(u)| ≤
∞∫
1
2

u|dτ ′(u)| ≤

≤ 1
ψ(δ)

∞∫
1
2

ue−u((2γ − 2θ − 1) + u(4θ − γ)− θu2)ψ(δu)du+

+
2

ψ(δ)

∞∫
1
2

ue−u((1− γ) + u(γ − 2θ) + θu2)δ|ψ′(δu)|du+

+
1

ψ(δ)

∞∫
1
2

u(1− (1 + γu+ θu2)e−u)δ2ψ′′(δu)du. (33)

Оскiльки при u ≥ 0 мають мiсце оцiнки:

1− (1 + γu+ θu2)e−u ≤ 1, (34)

ue−u((1− γ) + u(γ − 2θ) + θu2) ≤ 2,

(2γ − 2θ − 1) + u(4θ − γ)− θu2 ≤ 8, (35)
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i ψ(δu) ≤ ψ(δ/2) при u ∈ [ 12 ,∞), δ ≥ 2, то з (33) отримуємо

∞∫
1
2

|u− 1| |dτ ′(u)| ≤ δ2

ψ(δ)

∞∫
1
2

uψ′′(δψu)du+

+
4δ
ψ(δ)

∞∫
1
2

|ψ′(δu)|du+
8ψ(δ/2)
ψ(δ)

∞∫
1
2

ue−udu. (36)

Iнтегруємо частинами перший iнтеграл в правiй частинi нерiвно-
стi (36) та застосовуємо теореми 3.12.1 та 3.16.1 iз роботи [3], тодi
одержуємо

∞∫
1
2

|u− 1||dτ ′(u)| = O(1). (37)

Для оцiнки першого iнтеграла з (12) розiб’ємо промiжок iнтегру-
вання [0,∞) на три частини: [0, 1

δ ], [ 1δ , 1] та [1,∞). Враховуючи, що
τ ′′(u) ≥ 0 на [0, 1

δ ], та використовуючи спiввiдношення (5) i нерiвнiсть

1− e−u − γue−u − θu2e−u ≤ 2
δ2
u+

2
δ
u2 + u3, u ≥ 0, (38)

отримуємо
1
δ∫

0

|τ(u)|
u

du =
ψ(1)
ψ(δ)

1
δ∫

0

(1− e−u − γue−u − θu2e−u)
du

u
≤

≤ ψ(1)
ψ(δ)

1
δ∫

0

(
2
δ2

+
2
δ
u+ u2

)
du ≤ K

δ3ψ(δ)
. (39)

Далi, iз формул (5), (19), (21) випливають спiввiдношення

∣∣∣∣
1∫

1
δ

τ(u)
u

du− 4
3δ2ψ(δ)

1∫
1
δ

ψ(δu)du− 1
δψ(δ)

1∫
1
δ

uψ(δu)du−
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− 1
6ψ(δ)

1∫
1
δ

u2ψ(δu)du
∣∣∣∣ ≤ 1

ψ(δ)

1∫
1
δ

|µ̃(u)|
u

ψ(δu)du ≤

≤ 1
ψ(δ)

1∫
1
δ

(
3
δ3

+
3
δ2
u+

2
δ
u2 + u3

)
ψ(δu)du = O

(
1 +

1
δ3ψ(δ)

)
.

Звiдси
1∫

1
δ

|τ(u)|
u

du =
4

3δ3ψ(δ)

δ∫
1

ψ(u)du+
1

δ3ψ(δ)

δ∫
1

uψ(u)du+

+
1

6δ3ψ(δ)

δ∫
1

u2ψ(u)du+O

(
1 +

1
δ3ψ(δ)

)
. (40)

Iз спiввiдношення (5), враховуючи, що функцiя ψ(u) є спадна при
u ≥ 1, отримуємо∣∣∣∣∣∣

∞∫
1

τ(u)
u
− 1
ψ(δ)

∞∫
δ

ψ(u)
u

du

∣∣∣∣∣∣≤ 1
ψ(δ)

∞∫
1

e−u(1 + γu+ θu2)
u

ψ(δu)du ≤

≤ 1
ψ(δ)

∞∫
1

(
e−u

u
+ γe−u + θue−u

)
ψ(δu)du ≤ K. (41)

Iз спiввiдношень (39)–(41), враховуючи, що

1
δ3ψ(δ)

δ∫
1

ψ(u)du ≤ 1
δ3ψ(δ)

δ∫
1

uψ(u)du ≤ 1
δ3ψ(δ)

δ∫
1

u2ψ(u)du

i lim
δ→∞

δ∫
1

uψ(u)du ≥ K, будемо мати

∞∫
0

|τ(u)|
u

du =
1

6δ3ψ(δ)

δ∫
1

u2ψ(u)du+
1

ψ(δ)

∞∫
δ

ψ(u)
u

du+
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+O

(
1 +

1
δ3ψ(δ)

δ∫
1

uψ(u)du

)
. (42)

Оцiнимо тепер другий iнтеграл з (12). Аналогiчно до формули
(39) роботи [23], можна показати, що для функцiї τ(u), заданої за
допомогою спiввiдношення (5), для всiх ψ ∈M0 має мiсце рiвнiсть

1∫
0

|τ(1− u)− τ(1 + u)|
u

du =

1∫
0

|λ(1− u)− λ(1 + u)|
u

du+O(H(τ)) , (43)

де H(τ) означається за допомогою рiвностi

H(τ) = |τ(0)|+ |τ(1)|+

1
2∫

0

u |dτ ′(u)|+
∞∫
1
2

|u− 1| |dτ ′(u)| ,

а λ(u) = (1 + γu+ θu2)e−u. Використовуючи те, що

1∫
0

|λ(1− u)− λ(1 + u)|du
u

=

1∫
0

|e−1+u − e−1−u + γ(1− u)e−1+u−

−γ(1 + u)e−1−u + θ(1− u)2e−1+u − θ(1 + u)2e−1−u|du
u

= O(1),

а також спiввiдношення (31), (37), (43), матимемо:

1∫
0

|τ(1− u)− τ(1 + u)|
u

du = O

(
1 +

1
δ3ψ(δ)

δ∫
1

uψ(u)du
)
. (44)

Таким чином, застосовуючи теорему 1 iз роботи Л. I. Баусова [11,
с. 24], приходимо до висновку, що перетворення τ̂β(t) функцiї τ(u),
заданої у виглядi (5), сумовне на всiй числовiй осi. I тому, згiдно з
лемою, справедлива рiвнiсть (7). Iз нерiвностей (2.14) i (2.15) роботи
Л. I. Баусова [11, с. 24] з урахуванням формул (31), (37), (42) i (44)
отримуємо спiввiдношення (10).
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Оцiнимо залишковий член в правiй частинi рiвностi (7), предста-
вивши перетворення τ̂β(t) вигляду (6) в такий спосiб:

τ̂β(t) =
1
π

( 1
δ∫

0

+

∞∫
1
δ

)
τ(u) cos

(
ut+

βπ

2

)
du. (45)

Двiчi iнтегруючи частинами обидва iнтеграли з (45) та беручи до
уваги, що τ(0) = 0 i lim

u→∞
τ(u) = lim

u→∞
τ ′(u) = 0, одержуємо

τ̂β(t) = − 1
πt2

(
(1− γ)

ψ(1)
ψ(δ)

cos
βπ

2
+

+
δψ′(1)
ψ(δ)

(
1− (1 +

γ

δ
+

θ

δ2
)e−

1
δ

)
cos
( t
δ

+
βπ

2

)
+

+

1
δ∫

0

τ ′′(u) cos
(
ut+

βπ

2

)
+

∞∫
1
δ

τ ′′(u) cos
(
ut+

βπ

2

))
.

З останнього спiввiдношення, з урахуванням (38) та нерiвностi
1− γ ≤ 2

δ2 , дiстаємо∣∣τ̂β(t)
∣∣ ≤ K1

t2δ2ψ(δ)
+

1
πt2

( 1
δ∫

0

+

1∫
1
δ

+

∞∫
1

)
|τ ′′(u)|du. (46)

Знайдемо оцiнки iнтегралiв з правої частини спiввiдношення (46).
Враховуючи, що τ ′′(u) ≥ 0 при u ∈ [0, 1

δ ] та що має мiсце нерiвнiсть
(38), отримуємо

1
δ∫

0

|τ ′′(u)|du =
ψ(1)
ψ(δ)

e−
1
δ

(
(1− γ) +

γ − 2θ
δ

+
θ

δ2

)
− ψ(1)
ψ(δ)

(1− γ) =

= O

(
1

δ2ψ(δ)

)
. (47)
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Нехай u ∈ [ 1δ , 1]. Мiркуючи так само як i при оцiнюваннi першого
iнтеграла з (11) на промiжку [ 1δ ,

1
2 ], можна показати, що справедлива

оцiнка

1∫
1
δ

|τ ′′(u)|du = O

(
1 +

1
δ2ψ(δ)

+
1

δ3ψ(δ)

δ∫
1

u2ψ(u)du
)
. (48)

Нехай тепер u ∈ [1,∞). Використовуємо спiввiдношення (32), тодi
отримуємо

∞∫
1

|τ ′′(u)|du ≤ 1
ψ(δ)

∞∫
1

e−u((2γ − 2θ − 1) + u(4θ − γ)− θu2)ψ(δu)du+

+
2δ
ψ(δ)

∞∫
1

e−u((1− γ) + u(γ − 2θ) + θu2)|ψ′(δu)|du+

+
δ2

ψ(δ)

∞∫
1

(1− (1 + γu+ θu2)e−u)ψ′′(u)du.

Пiсля цього, враховуючи нерiвностi (34), (35) i те, що при u ≥ 1

e−u((1− γ) + u(γ − 2θ) + θu2) ≤ 2, ψ(δu) ≤ ψ(δ),

можна переконатися, що

∞∫
1

|τ ′′(u)|du ≤ K. (49)

Об’єднуємо формули (47)–(49) iз (46), одержуємо

∣∣τ̂β(t)
∣∣ = O

(
1

δ2ψ(δ)
+

1
δ3ψ(δ)

δ∫
1

u2ψ(u)du
)

1
t2
.

Звiдси
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∫
|t|≥ δπ2

|τ̂β(t)|dt = O

(
1

δ3ψ(δ)
+

1
δ4ψ(δ)

δ∫
1

u2ψ(u)du
)
. (50)

Iз спiввiдношень (50) та (7) випливає, що має мiсце рiвнiсть (9).
Теорему доведено.

Наслiдок 1. Якщо виконуються умови теореми,
sin βπ

2 6= 0 i lim
t→∞

α(t) = ∞, де α(t) = ψ(t)
t|ψ′(t)| , то при δ → ∞

має мiсце асимптотична рiвнiсть

E
(
Cψβ,∞;P3(δ)

)
C

=
2
π

∣∣∣sin βπ
2

∣∣∣ ∞∫
δ

ψ(u)
u

du+O (ψ(δ)) . (51)

Доведення. Якщо ψ ∈ M′0 i lim
t→∞

α(t) = ∞, то для довiльно-

го ε > 0 знайдеться таке u0 ≥ 1, що при u > u0 (uεψ(u))′ > 0,
тобто функцiя uεψ(u) зростає, починаючи з деякого числа u0 i
lim
u→∞

uεψ(u) =∞. А тому, при достатньо великих δ i 0 < ε < 3

1
δ3ψ(δ)

δ∫
1

u2ψ(u)du =
1

δ3ψ(δ)

δ∫
1

uε+2ψ(u)
uε

du ≤

≤ δεψ(δ)
δ3ψ(δ)

δ∫
1

u2−εdu = O(1). (52)

Використовуючи правило Лопiталя i те, що lim
t→∞

α(t) =∞, маємо

lim
x→∞

∞∫
x

ψ(u)
u du

ψ(x)
= lim
x→∞

ψ(x)
x|ψ′(x)|

=∞. (53)

Тепер враховуємо, що
1
δ3

+
1
δ4

δ∫
1

u2ψ(u)du = o(ψ(δ)), (54)

а також спiввiдношення (52) та (53), тодi iз (9), (10) отримуємо (51).
Прикладом функцiй, якi задовольняють умови наслiдку 1 є функ-

цiї вигляду ψ(u) = 1
lnα(u+K) , де α > 1, K > 0.
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Наслiдок 2. Нехай ψ ∈M0, sin βπ
2 6= 0, функцiя u3ψ(u) є опукла

вгору або донизу на [b,∞), b ≥ 1, та iснує lim
t→∞

α(t), де α(t) = ψ(t)
t|ψ′(t)| ,

i
lim
u→∞

u3ψ(u) =∞, (55)

lim
δ→∞

1
δ3ψ(δ)

δ∫
1

u2ψ(u)du =∞, (56)

тодi при δ →∞ має мiсце асимптотична рiвнiсть

E
(
Cψβ,∞;P3(δ)

)
C

=
1

3π

∣∣∣sin βπ
2

∣∣∣ 1
δ3

δ∫
1

u2ψ(u)du+O (ψ(δ)) . (57)

Доведення. Якщо функцiя ψ задовольняє умови (55) i (56), то
використовуючи правило Лопiталя, маємо

lim
x→∞

x∫
1

u2ψ(u)du

x3ψ(x)
= lim
x→∞

x2ψ(x)
3x2ψ(x) + x3ψ′(x)

=
1

3 + lim
x→∞

xψ′(x)
ψ(x)

=∞.

Звiдси випливає

lim
x→∞

xψ′(x)
ψ(x)

= −3. (58)

Враховуючи (53) та (58), одержуємо, що
∞∫
δ

ψ(u)
u du = O(ψ(δ)).

Використовуючи останню оцiнку та спiввiдношення (9), (10),
(54)–(56), отримуємо (57).

Вiдмiтимо, що умови наслiдку 2 задовольняють, наприклад,
функцiї вигляду ψ(u) = 1

u3 lnα(u+K),K > 0, α > 0.
Наслiдок 3. Нехай ψ ∈M0, sin βπ

2 6= 0, функцiя u3ψ(u) є опукла
донизу на [b,∞), b ≥ 1, i

lim
u→∞

u3ψ(u) = K <∞, (59)
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lim
δ→∞

δ∫
1

u2ψ(u)du =∞, (60)

тодi при δ →∞ має мiсце асимптотична рiвнiсть

E
(
Cψβ,∞;P3(δ)

)
C

=
1

3π

∣∣∣sin βπ
2

∣∣∣ 1
δ3

δ∫
1

u2ψ(u)du+O

(
1
δ3

)
. (61)

Доведення. Оскiльки функцiя u3ψ(u) опукла донизу на про-
мiжку [b,∞), b ≥ 1, та задовольняє умову (59), то можемо зробити
висновок, що вона монотонно спадає при u ≥ b. Отже, при δ > b
будемо мати

∞∫
δ

ψ(u)
u

du =

∞∫
δ

u3ψ(u)
u4

du ≤ δ3ψ(δ)

∞∫
δ

1
u4
du = O(ψ(δ)),

ψ(δ) = O
( 1
δ3

)
.

Використовуючи останнi оцiнки та спiввiдношення (9), (10), (59)
та (60) отримуємо (61).

Прикладом функцiй ψ, для яких має мiсце наслiдок 3, є
функцiї вигляду ψ(u) = 1

u3 arctg−1 u, ψ(u) = 1
u3 (K + e−u),

ψ(u) = 1
u3 lnα(u+K) , K > 0, 0 ≤ α ≤ 1.

Зокрема, коли ψ(u) = 1
u3 , то iз (61) одержуємо асимптотичну

рiвнiсть

E
(
W 3
β,∞;P3(δ)

)
C

=
1

3π

∣∣∣sin βπ
2

∣∣∣ ln δ
δ3

+O

(
1
δ3

)
, δ →∞.

Звiдси при β = 3

E
(
W 3
∞;P3(δ)

)
C

=
1

3π
ln δ
δ3

+O

(
1
δ3

)
, δ →∞.

Слiд вiдмiтити, що при виконаннi умов наслiдкiв 1–3 рiвностi
(51), (57) та (61) дають розв’язок задачi Колмогорова–Нiкольського
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для тригармонiйних iнтегралiв Пуассона на класах Cψβ,∞ в рiвно-
мiрнiй метрицi, коли функцiї ψ мають незначну швидкiсть спадання
до нуля.
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