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УДК 517.5

Ю. I. Харкевич, Т.В. Жигалло (Волинський нац. ун–т, Луцьк)

НАБЛИЖЕННЯ (ψ, β)-ДИФЕРЕНЦIЙОВНИХ ФУНКЦIЙ
IНТЕГРАЛАМИ ПУАССОНА В IНТЕГРАЛЬНIЙ МЕТРИЦI∗

Asymptotic equalities are obtained for upper bounds of deviations of the
Poisson’s integrals on the class of functions Lψβ,1 in metric of the space L1.

Отримано асимптотичнi рiвностi для верхнiх меж вiдхилень iнте-
гралiв Пуассона на класi функцiй Lψβ,1 в метрицi простору L1.

1. Постановка задачi та деякi iсторичнi вiдомостi. Нехай
L1 — простiр 2π-перiодичних сумовних функцiй f(t) з нормою

‖f‖L1 = ‖f‖1 =
π∫
−π
|f(t)|dt. Нехай, далi, послiдовнiсть дiйсних чисел

ψ = ψ(k), k ∈ N, i фiксоване дiйсне число β є такими, що ряд

∞∑
k=1

1
ψ (k)

(
ak cos

(
kx+

πβ

2

)
+ bk sin

(
kx+

πβ

2

))
є рядом Фур’є деякої сумовної функцiї, то наслiдуючи О. I. Степан-
ця (див., наприклад, [1—3]), цю функцiю називають (ψ, β)-похiдною
функцiї f(·), позначають через fψβ (·) i при цьому кажуть, що функ-

цiя f належить множинi Lψβ . Якщо ж f ∈ Lψβ i
∥∥∥fψβ (x)

∥∥∥
1
≤ 1, то

кажуть, що f належить класу Lψβ,1.
Наслiдуючи О. I. Степанця (див., наприклад, [3, с. 155]), через

M будемо позначати множину всiх опуклих донизу послiдовностей
ψ(k), для яких lim

k→∞
ψ(k) = 0. Коли послiдовнiсть ψ(k) задовольняє

умови ψ ∈ M i
∞∑
k=1

ψ(k)
k < ∞, то, згiдно з теоремою 1.7.3 роботи

[2, c. 28], ряд
∞∑
k=1

ψ(k) cos
(
kt+ βπ

2

)
, β ∈ R, буде рядом Фур’є функцiї
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Ψβ(t). Тодi будь-яку функцiю f ∈ Lψβ,1 майже для всiх x ∈ R можна
подати у виглядi

f(x) =
a0

2
+

1
π

π∫
−π

fψβ (x+ t) Ψβ(t)dt,

причому fψβ ∈ L0, де L0 =
{
f ∈ L1 :

π∫
−π

f(t)dt = 0
}
.

Не зменшуючи загальностi, будемо вважати, що послiдовностi
ψ(k) iз множини M є звуженнями на множинi натуральних чисел
деяких додатних неперервних опуклих донизу функцiй ψ(t) непере-
рвного аргумента t ≥ 1, що прямують до нуля на нескiнченностi.
Множину таких функцiй теж будемо позначати через M. Отже, на-
далi,

M =
{
ψ(t) : ψ(t) > 0, ψ(t1)− 2ψ ((t1 + t2)/2) + ψ(t2) ≥ 0

∀t1, t2 ∈ [1,∞), lim
t→∞

ψ(t) = 0
}
.

Множину функцiй ψ ∈ M, для яких
∞∫
1

ψ(t)
t dt < ∞, позначимо че-

рез M′. Iз множини M видiлимо пiдмножину M0 (див., наприклад,
[3, с. 160])

M0 =
{
ψ ∈M : 0 <

t

η(t)− t
≤ K ∀t ≥ 1

}
,

де η(t) = η(ψ, t) = ψ−1
(

1
2ψ(t)

)
, ψ−1 — функцiя, обернена

до функцiї ψ, а K — константа, яка може залежати вiд ψ;
M
′

0 = M0 ∩M′.
Нехай f ∈ L1. Величину

Pδ(f ;x) =
a0

2
+
∞∑
k=1

e−
k
δ (ak cos kx+ bk sin kx) , δ > 0, (1)

де a0, ak, bk — коефiцiєнти Фур’є функцiї f , називають iнтегралом
Пуассона (див., наприклад, [4, с. 161]).

Основною метою роботи є вивчення асимптотичної поведiнки ве-
личини

E
(
Lψβ,1;Pδ

)
1

= sup
f∈Lψβ,1

‖f(·)− Pδ(f ; ·)‖1 , δ →∞. (2)
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Якщо в явному виглядi знайдено функцiю ϕ(δ) таку, що при
δ →∞

E
(
Lψβ,1;Pδ

)
1

= ϕ (δ) + o (ϕ (δ)) ,

то услiд за О. I. Степанцем [3, c. 198] будемо казати, що розв’язана
задача Колмогорова–Нiкольського для iнтеграла Пуассона Pδ(f ; ·)
на класi Lψβ,1 в метрицi простору L1.

Зауважимо, що в рiвномiрнiй метрицi задача Колмогорова–
Нiкольського на класах Соболєва W 1 для функцiй Pδ(f ; ·)
розв’язана В.П. Натансоном [5]. Точнi значення верхнiх меж
вiдхилень iнтегралiв Пуассона вiд функцiй з класу W r,
r ∈ N, отримано в роботi О.П. Тiмана [6]. Розв’язок задачi
Колмогорова–Нiкольського на класi неперервних функцiй W r

β ,
r > 0, β ∈ R, знайдено в роботi Л. I. Баусова [7]. Апроксимативнi
властивостi методу наближення iнтегралами Пуассона на iнших
класах диференцiйовних функцiй дослiджувались також в роботах
К.М. Жигалла i Ю. I. Харкевича [8, 9].

2. Асимптотичнi рiвностi для верхнiх меж вiдхилень iн-
тегралiв Пуассона вiд функцiй з класiв Lψβ,1 в iнтегральнiй
метрицi. Нехай ψ(u) — функцiя, визначена та неперервна при u ≥ 1
i така, що в точках u = k спiвпадає зi значеннями послiдовностi ψ(k).
Нехай, далi, функцiя τ(·) визначається спiввiдношеннями

τ(u) = τδ(u;ψ) =

{
(1− e−u) ψ(1)

ψ(δ) , 0 ≤ u ≤ 1
δ ,

(1− e−u) ψ(δu)
ψ(δ) , u ≥ 1

δ ,
(3)

а її перетворення Фур’є τ̂(·) вигляду

τ̂(t) = τ̂δ(t) =
1
π

∞∫
0

τ(u) cos
(
ut+

βπ

2

)
du (4)

є сумовним на всiй числовiй осi, тобто є збiжним такий iнтеграл:

A(τ) =

∞∫
−∞

|τ̂δ(t)| dt, δ →∞. (5)
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Розглянемо функцiю

Fψβ,δ(x) =

∞∫
−∞

fψβ

(
x+

t

δ

)
τ̂δ(t)dt, δ > 0, x ∈ R,

де iнтеграл слiд розумiти як границю iнтегралiв по симетричних про-
мiжках, що розширюються. Ця функцiя є перiодичною та сумовною.
Повторюючи мiркування, наведенi в роботi [3, c. 184], неважко пере-
конатися в тому, що коефiцiєнти Фур’є функцiї Fψβ,δ(x) можна пред-
ставити в такий спосiб:

ak(Fψβ,δ(x)) =
1

ψ(k)
τ

(
k

δ

)
ak(f), bk(Fψβ,δ(x)) =

1
ψ(k)

τ

(
k

δ

)
bk(f)

(тут ak(f) та bk(f) — коефiцiєнти Фур’є функцiї f ∈ Lψβ,1). Тодi

S
[
Fψβ,δ(x)

]
=S

[ ∞∫
−∞

fψβ

(
x+

t

δ

)
τ̂δ(t)dt

]
=
∞∑
k=0

1
ψ(k)

τ
(k
δ

)
Ak(f ;x),

(6)
де

∞∑
k=0

Ak(f ;x) ≡ a0

2
+
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) .

Звiдси на пiдставi (6) для ∀f ∈ Lψβ,1 отримуємо

S

[ ∞∫
−∞

fψβ

(
x+

t

δ

)
τ̂δ(t)dt

]
=

1
ψ(δ)

S [f(x)− Pδ(f ;x)] , (7)

де Pδ(f ; ·) — це iнтеграл Пуассона вигляду (1). Iз (7) випливає, що
для ∀f ∈ Lψβ,1 майже в кожнiй точцi x ∈ R має мiсце рiвнiсть

f(x)− Pδ(f ;x) = ψ(δ)

+∞∫
−∞

fψβ

(
x+

t

δ

)
τ̂δ(t)dt, δ > 0. (8)
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При цьому для справедливостi рiвностi (8) зовсiм не важливо, яким
чином означено функцiю ψ(u) в точках u 6= k, а важливо тiльки те,
щоб функцiя τ(·), яка визначається рiвнiстю (3), була неперервною
i щоб її перетворення τ̂δ(t) було сумовним на всiй числовiй осi.

Використовуючи iнтегральне представлення (8), дослiдимо
асимптотичну поведiнку величини (2). Має мiсце твердження.

Теорема. Нехай ψ ∈M
′

0, функцiя g(u) = uψ(u) — опукла догори
або донизу на [b,∞) , b ≥ 1. Тодi при δ →∞ має мiсце рiвнiсть

E
(
Lψβ,1;Pδ

)
1

= ψ(δ)A(τ) +O

(
1
δ

)
, (9)

де величина A(τ) означена за допомогою рiвностi (5) i для неї спра-
ведлива оцiнка

A(τ) =
2
π

∣∣∣∣sin βπ2
∣∣∣∣
 1
δψ(δ)

δ∫
1

ψ(u)du+
1

ψ(δ)

∞∫
δ

ψ(u)
u

du

+

+O
(

1 +
1

δψ(δ)

)
. (10)

Доведення. Покажемо збiжнiсть iнтеграла A(τ) вигляду (5).
Для цього, застосовуючи теорему 1 роботи Л. I. Баусова [7], знайдемо
оцiнки таких iнтегралiв:

1
2∫

0

u|dτ ′(u)|,
∞∫
1
2

|u− 1||dτ ′(u)|, (11)

∣∣∣∣sin βπ2
∣∣∣∣
∞∫
0

|τ(u)|
u

du,

1∫
0

|τ(1− u)− τ(1 + u)|
u

du. (12)

Оцiнимо перший iнтеграл з (11) на кожному з промiжкiв: [0; 1/δ] та
[1/δ; 1/2] (при δ > 2b). Оскiльки τ ′′(u) < 0 на

[
0, 1

δ

]
, то, враховуючи

нерiвнiсть
1− e−u < u, u ≥ 0, (13)
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при δ →∞ отримуємо

1
δ∫

0

u|dτ ′(u)| = ψ(1)
ψ(δ)

(
1− 1

δ
e−

1
δ − e− 1

δ

)
= O

(
1

δ2ψ(δ)

)
. (14)

Покладемо τ(u) = τ1(u) + τ2(u), u ∈ [1/δ; 1/2], де

τ1(u) =
(
1− e−u − u

) ψ(δu)
ψ(δ)

, (15)

τ2(u) = u
ψ(δu)
ψ(δ)

. (16)

Тодi при δ > 2

1
2∫

1
δ

u|dτ ′(u)| ≤

1
2∫

1
δ

u|dτ ′1(u)|+

1
2∫

1
δ

u|dτ ′2(u)|. (17)

З метою оцiнки першого iнтеграла з правої частини нерiвностi
(17) дослiдимо спочатку таку функцiю:

µ(u) = 1− e−u − u. (18)

Оскiльки µ′(u) = e−u − 1, µ′′(u) = −e−u, µ(0) = 0, µ′(0) = 0 при
u ≥ 0, то

µ(u) ≤ 0, µ′(u) ≤ 0, µ′′(u) < 0. (19)

Враховуючи (19), (13) i те, що e−u ≤ 1− u+ u2

2 , u ≥ 0, одержимо

|µ(u)| = u− 1 + e−u ≤ u2

2
, |µ′(u)| = 1− e−u ≤ u, |µ′′(u)| = e−u ≤ 1.

(20)
Iз (15) та (18) при u ≥ 1/δ випливає оцiнка

|dτ ′1(u)| ≤
(
|µ(u)| δ

2ψ′′(δu)
ψ(δ)

+



Наближення (ψ, β)-диференцiйовних функцiй. . . 351

+2 |µ′(u)| δ|ψ
′(δu)|
ψ(δ)

+ |µ′′(u)| ψ(δu)
ψ(δ)

)
du. (21)

Тодi, враховуючи (20), можемо записати
1
2∫
1
δ

u|dτ ′1(u)| ≤ 1
ψ(δ)

1
2∫
1
δ

u3

2 δ
2ψ′′(δu)du+

+ 2
ψ(δ)

1
2∫
1
δ

u2δ |ψ′(δu)| du+ 1
ψ(δ)

1
2∫
1
δ

uψ(δu)du.

Проiнтегрувавши перший iнтеграл правої частини останньої нерiв-
ностi частинами, отримуємо

1
2∫
1
δ

u|dτ ′1(u)| ≤ 1
ψ(δ)

u3

2 δψ
′(δu)

∣∣∣ 12
1
δ

+ 7
2ψ(δ)

1
2∫
1
δ

u2δ |ψ′(δu)| du+

+ 1
ψ(δ)

1
2∫
1
δ

uψ(δu)du.

Далi, використовуємо такi твердження.
Твердження 1 [3, с. 161]. Функцiя ψ ∈ M належить до M0

тодi i тiльки тодi, коли величина

α(t) =
ψ(t)

t |ψ′(t)|
, ψ′(t) = ψ′(t+ 0), (22)

задовольняє умову α(t) ≥ K > 0 ∀t ≥ 1.

Твердження 2 [3, с. 175]. Для того, щоб функцiя ψ ∈M нале-
жала до M0, необхiдно i достатньо, щоб для довiльного фiксованого
числа c > 1 iснувала стала K така, щоб при всiх t ≥ 1 виконувалась
нерiвнiсть

ψ(t)
ψ(ct)

≤ K.

I тодi для функцiї ψ з класу M0 будемо мати, що

1
2∫

1
δ

u|dτ ′1(u)| ≤ K1 +
K2

δ2ψ(δ)
+

K3

ψ(δ)

1
2∫

1
δ

uψ(δu)du. (23)
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Розглянемо iнтеграл iз правої частини нерiвностi (23) на промiж-
ках

[
1
δ ,

b
δ

]
та
[
b
δ ,

1
2

]
, δ > 2b. Оскiльки функцiя g(u) обмежена на [1, b],

то

1
ψ(δ)

b
δ∫

1
δ

uψ(δu)du =
1

δ2ψ(δ)

b∫
1

g(u)du ≤ K

δ2ψ(δ)
. (24)

Далi, через те, що g(u) є опуклою вгору або донизу при u ≥ b
i g(u) 6= 0, то при u ∈ [b, δ] можливi лише два випадки: або
uψ(u) ≤ bψ(b), або uψ(u) ≤ δψ(δ). Отже, при δ →∞

1
ψ(δ)

1
2∫
b
δ

uψ(δu)du ≤ 1
δ2ψ(δ)

δ∫
b

g(u)du = O

(
1 +

1
δψ(δ)

)
. (25)

Враховуємо (23)–(25), пiсля чого можемо записати, що

1
2∫

1
δ

u|dτ ′1(u)| = O

(
1 +

1
δψ(δ)

)
, δ →∞. (26)

Оцiнимо другий iнтеграл з правої частини нерiвностi (17) на про-
мiжку

[
1
δ ,

b
δ

]
, δ > 2b. Iз (16) випливає, що τ ′′2 (u) = 2δψ

′(δu)
ψ(δ) +

+δ2 uψ
′′(δu)
ψ(δ) . Звiдси для функцiї ψ(u) ∈M, u ≥ 1, одержуємо

b
δ∫

1
δ

u|dτ ′2(u)| ≤ δ2

ψ(δ)

b
δ∫

1
δ

u2ψ′′(δu)du+
2δ
ψ(δ)

b
δ∫

1
δ

u |ψ′(δu)| du.

I оскiльки ψ(δu) ≤ ψ(1) при u ∈
[
1
δ ,

b
δ

]
, δ > 2b, то, враховуючи

твердження 1, для функцiї ψ ∈M0 отримуємо

δ

ψ(δ)

b
δ∫

1
δ

u |ψ′(δu)| du ≤ K

ψ(δ)

b
δ∫

1
δ

ψ(δu)du ≤ Kψ(1)(b− 1)
δψ(δ)

.
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Далi, iнтегруючи частинами, знаходимо, що

δ2

ψ(δ)

b
δ∫

1
δ

u2ψ′′(δu)du ≤ K1

δψ(δ)
,

а тому
b
δ∫

1
δ

u|dτ ′2(u)| ≤ K2

δψ(δ)
. (27)

Оцiнимо другий iнтеграл iз правої частини нерiвностi (17) на про-
мiжку

[
b
δ ,

1
2

]
, δ > 2b. Для опуклої на [b;∞) функцiї g(u)

1
2∫
b
δ

u|dτ ′2(u)|=

∣∣∣∣∣
1
2∫
b
δ

udτ ′2(u)

∣∣∣∣∣= ∣∣∣ (uτ ′2(u)−τ2(u))|
1
2
b
δ

∣∣∣=O

(
1 +

1
δψ(δ)

)
. (28)

Iз спiввiдношеннь (14), (17), (26), (27) та (28) випливає, що

1
2∫

0

u|dτ ′(u)| = O

(
1 +

1
δψ(δ)

)
, δ →∞. (29)

Оцiнимо другий iнтеграл з (11). При u ∈ [1/δ;∞), згiдно з (3),
маємо, що

ψ(δ)dτ ′(u) =
{(

1− e−u
)
δ2ψ′′(δu) + 2δe−uψ′(δu)− e−uψ(δu)

}
du.
(30)

Зважаючи на (30) та на властивостi функцiї ψ ∈M, одержуємо
∞∫
1
2

|u− 1||dτ ′(u)| ≤
∞∫
1
2

u|dτ ′(u)| ≤ 1
ψ(δ)

∞∫
1
2

u
(
1− e−u

)
δ2ψ′′(δu)du+

+
2δ
ψ(δ)

∞∫
1
2

ue−u |ψ′(δu)| du+
1

ψ(δ)

∞∫
1
2

ue−uψ(δu)du. (31)
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Оскiльки 1 − e−u ≤ 1 при u ≥ 0, ue−u ≤ K i ψ(δu) ≤ ψ(δ/2) при
u ∈ [1/2;∞), δ ≥ 2, то з (31) випливає, що

∞∫
1
2

|u− 1||dτ ′(u)| ≤ δ2

ψ(δ)

∞∫
1
2

uψ′′(δu)du+

+
2Kδ
ψ(δ)

∞∫
1
2

|ψ′(δu)| du+
ψ( δ2 )
ψ(δ)

∞∫
1
2

ue−udu. (32)

Далi враховуємо твердження 2, i тодi для неперервної функцiї
ψ(δu) ∈M0, u ≥ 1/2, δ ≥ 2, знайдемо

δ

ψ(δ)

∞∫
1
2

|ψ′(δu)| du = − 1
ψ(δ)

∞∫
1
2

dψ(δu) ≤ K. (33)

Тепер знайдемо оцiнку першого iнтеграла з правої частини нерiвно-
стi (32). Взявши до уваги (33), твердження 1, 2 i те, що

lim
u→∞

uψ′(u) = 0 ∀ψ ∈M, (34)

отримуємо

δ2

ψ(δ)

∞∫
1
2

uψ′′(δu)du =
δ

ψ(δ)

∞∫
1
2

udψ′(δu)=
δ

ψ(δ)
lim
u→∞

uψ′(δu)+

+
δ
2 |ψ
′( δ2 )|

ψ(δ)
+

δ

ψ(δ)

∞∫
1
2

|ψ′(δu)| du ≤ K1. (35)

Поєднуючи спiввiдношення (32), (33) та (35), переконуємося, що

∞∫
1
2

|u− 1||dτ ′(u)| = O(1). (36)
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Далi оцiнимо перший iнтеграл iз (12) на кожному з промiжкiв:
[0; 1/δ], [1/δ; 1] та [1,∞). На пiдставi (3) та (13) отримуємо

1
δ∫

0

τ(u)
u

du =
ψ(1)
ψ(δ)

1
δ∫

0

(
1− e−u

) du
u
≤ ψ(1)
δψ(δ)

. (37)

Iз спiввiдношень (3), (18), (20) та з оцiнок (24), (25) маємо

∣∣∣∣
1∫

1
δ

τ(u)
u

du− 1
ψ(δ)

1∫
1
δ

ψ(δu)du
∣∣∣∣ ≤ 1

ψ(δ)

1∫
1
δ

|µ(u)|
u

ψ(δu)du ≤

≤ 1
2ψ(δ)

( b
δ∫

1
δ

+

1∫
b
δ

)
uψ(δu)du = O

(
1 +

1
δψ(δ)

)
.

Звiдси

1∫
1
δ

τ(u)
u

du =
1

δψ(δ)

δ∫
1

ψ(u)du+O

(
1 +

1
δψ(δ)

)
, δ →∞. (38)

Оскiльки функцiя ψ(u) при u ≥ 1 є спадною, то можемо зробити
висновок, що∣∣∣∣∣∣

∞∫
1

τ(u)
u

du− 1
ψ(δ)

∞∫
δ

ψ(u)
u

du

∣∣∣∣∣∣ =
1

ψ(δ)

∞∫
1

e−u

u
ψ(δu)du ≤ K. (39)

Iз спiввiдношень (37)–(39) випливає, що

∞∫
0

|τ(u)|
u

du =
1

δψ(δ)

δ∫
1

ψ(u)du+
1

ψ(δ)

∞∫
δ

ψ(u)
u

du+O

(
1 +

1
δψ(δ)

)
.

(40)
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Тепер оцiнимо другий iнтеграл iз (12). Iз спiввiдношення (3) вста-
новимо вигляд функцiй τ(1− u) i τ(1 + u)

τ(1− u) =

{ (
1− e−(1−u)

) ψ(1)
ψ(δ) , 1− 1

δ ≤ u ≤ 1,(
1− e−(1−u)

) ψ(δ(1−u))
ψ(δ) , u ≤ 1− 1

δ ,
(41)

τ(1 + u) =

{ (
1− e−(1+u)

) ψ(1)
ψ(δ) , −1 ≤ u ≤ 1

δ − 1,(
1− e−(1+u)

) ψ(δ(1+u))
ψ(δ) , u ≥ 1

δ − 1.
(42)

Подамо другий iнтеграл iз (12) у виглядi суми двох iнтегралiв:

1∫
0

|τ(1− u)− τ(1 + u)|
u

du =

1− 1
δ∫

0

|τ(1− u)− τ(1 + u)|
u

du+

+

1∫
1− 1

δ

|τ(1− u)− τ(1 + u)|
u

du. (43)

Оцiнимо перший доданок правої частини (43). Маємо

1− 1
δ∫

0

|τ(1− u)− τ(1 + u)|
u

du ≤

1− 1
δ∫

0

∣∣e−(1−u) − e−(1+u)
∣∣

u
du+

+

1− 1
δ∫

0

∣∣τ(1− u)− τ(1 + u) + e−(1−u) − e−(1+u)
∣∣

u
du. (44)

Неважко переконатися, що для першого iнтеграла з правої частини
нерiвностi (44) справедлива оцiнка

1− 1
δ∫

0

∣∣e−1+u − e−1−u∣∣ du
u

= O(1). (45)
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Iз (41) та (42) при u ∈
[
0, 1− 1

δ

]
знаходимо

e−(1−u) = 1− ψ(δ)
ψ(δ(1− u))

τ(1− u),

e−(1+u) = 1− ψ(δ)
ψ(δ(1 + u))

τ(1 + u).

Тодi
1− 1

δ∫
0

∣∣τ(1− u)− τ(1 + u) + e−(1−u) − e−(1+u)
∣∣

u
du ≤

≤

1− 1
δ∫

0

|τ(1− u)|
∣∣∣∣1− ψ(δ)

ψ(δ(1− u))

∣∣∣∣ duu +

+

1− 1
δ∫

0

|τ(1 + u)|
∣∣∣∣1− ψ(δ)

ψ(δ(1 + u))

∣∣∣∣duu . (46)

Далi скористаємося таким означенням та застосуємо допомiжне
твердження.

Означення ([7, с. 18]). Нехай функцiя τ(u), u ∈ [0,∞),
абсолютно неперервна i τ(∞) = 0. Кажуть, що функцiя
τ(·) ∈ E1, якщо похiдну τ ′(·) в тих точках, де вона
не iснує, можна доозначити так, щоб iснували iнтеграли
1/2∫
0

u|dτ ′(u)|,
∞∫

1/2

|u− 1||dτ ′(u)|.

Твердження 3 ([7, с. 19]). Якщо τ(u) ∈ E1, то

|τ(u)| ≤ H(τ),

де величина H(τ) визначається рiвнiстю

H(τ) = |τ(0)|+ |τ(1)|+
1/2∫
0

u |dτ ′(u)|+
∞∫

1/2

|u− 1| |dτ ′(u)| . (47)
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Оскiльки функцiя τ(·) вигляду (3) належить множинi E1, то згiд-
но з твердженням 3 будемо мати

1−1δ∫
0

|τ(1−u)|
∣∣∣∣1− ψ(δ)

ψ(δ(1− u))

∣∣∣∣ duu +

1− 1
δ∫

0

|τ(1 +u)|
∣∣∣∣1− ψ(δ)

ψ(δ(1 +u))

∣∣∣∣ duu =

= H(τ)O
( 1− 1

δ∫
0

|ψ(δ(1− u))−ψ(δ)|
uψ(δ(1− u))

du+

1− 1
δ∫

0

|ψ(δ(1 + u))−ψ(δ)|
uψ(δ(1 + u))

du

)
. (48)

Неважко переконатися, що для функцiї ψ ∈M0 при δ →∞

I1,δ :=

1− 1
δ∫

0

|ψ(δ(1− u))− ψ(δ)|
uψ(δ(1− u))

du = O(1), (49)

I2,δ :=

1− 1
δ∫

0

|ψ(δ(1 + u))− ψ(δ)|
uψ(δ(1 + u))

du = O(1), (50)

де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена по δ.
Поєднавши (46) iз (48)–(50), при δ →∞ отримуємо

1− 1
δ∫

0

∣∣τ(1− u)− τ(1 + u) + e−(1−u) − e−(1+u)
∣∣

u
du = H(τ)O(1).

Для величини H(τ) вигляду (47), якщо врахувати (3), (29) та (36),
можемо записати оцiнку

H(τ) = O

(
1 +

1
δψ(δ)

)
, δ →∞. (51)

Отже, при δ →∞
1− 1

δ∫
0

∣∣τ(1− u)− τ(1 + u) + e−(1−u) − e−(1+u)
∣∣

u
du = O

(
1 +

1
δψ(δ)

)
.

(52)
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Спiвставляючи (44), (45) та (52), знаходимо

1− 1
δ∫

0

|τ(1− u)− τ(1 + u)|
u

du = O

(
1 +

1
δψ(δ)

)
. (53)

Для другого доданку з правої частини рiвностi (43) маємо
1∫

1− 1
δ

|τ(1− u)− τ(1 + u)|
u

du =

1∫
1− 1

δ

∣∣e−(1−u) − e−(1+u)
∣∣

u
du+

+O

 1∫
1− 1

δ

∣∣τ(1− u)− τ(1 + u) + e−(1−u) − e−(1+u)
∣∣

u
du

 . (54)

Iз формул (41) i (42) при u ∈
[
1− 1

δ ; 1
]
випливають рiвностi

e−(1−u)=1−ψ(δ)
ψ(1)

τ(1−u), e−(1+u)=1− ψ(δ)
ψ(δ(1 + u))

τ(1+u),

зважаючи на якi iз врахуванням твердження 3, знаходимо
1∫

1− 1
δ

∣∣τ(1− u)− τ(1 + u) + e−(1−u) − e−(1+u)
∣∣

u
du =

=

1∫
1− 1

δ

∣∣∣∣τ(1− u)
(

1− ψ(δ)
ψ(1)

)
− τ(1 + u)

(
1− ψ(δ)

ψ(δ(1 + u))

)∣∣∣∣ duu =

= H(τ)O

( 1∫
1− 1

δ

|ψ(1)− ψ(δ)|
uψ(1)

du+

1∫
1− 1

δ

|ψ(δ(1 + u))− ψ(δ)|
uψ(δ(1 + u))

du

)
. (55)

Далi отримуємо
1∫

1− 1
δ

|ψ(1)− ψ(δ)|
uψ(1)

du =
(

1− ψ(δ)
ψ(1)

)
ln

1
1− 1

δ

= O(1). (56)
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Повторюючи мiркування, наведенi при встановленнi оцiнки (50),
можна показати, що при δ →∞

1∫
1− 1

δ

|ψ(δ(1 + u))− ψ(δ)|
uψ(δ(1 + u))

du = O(1). (57)

Далi об’єднуємо спiввiдношення (55)—(57) iз (54) та враховуємо (51)
i той факт, що

1∫
1− 1

δ

∣∣e−(1−u) − e−(1+u)
∣∣

u
du = O(1),

що дозволяє записати таку оцiнку:

1∫
1− 1

δ

|τ(1− u)− τ(1 + u)|
u

du = O

(
1 +

1
δψ(δ)

)
, δ →∞. (58)

Iз рiвностi (43) на пiдставi оцiнок (53), (58) маємо

1∫
0

|τ(1− u)− τ(1 + u)| du
u

= O

(
1 +

1
δψ(δ)

)
, δ →∞. (59)

Отже, враховуючи теорему 1 iз роботи [7], приходимо до висновку,
що iнтеграл A(τ), який має вигляд (5), збiжний. Крiм того, iз нерiв-
ностей (2.14) i (2.15) цiєї ж роботи з урахуванням формул (29), (36),
(40) i (59) отримуємо (10).

Далi, так само, як i у роботi [10], для iнтеграла Пуассона Pδ(f ; ·),
заданого за допомогою (1), можна показати справедливiсть рiвностi

E
(
Lψβ,1;Pδ

)
1

= ψ(δ)A(τ) +O

(
ψ(δ)

∫
|t|≥ δπ2

|τ̂δ(t)| dt
)
. (60)

Отже, залишилося оцiнити залишковий доданок iз правої части-
ни рiвностi (60). Представимо перетворення τ̂δ(t), що визначається
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спiввiдношенням (4), у виглядi

τ̂(t) =
1
π

( 1
δ∫

0

+

∞∫
1
δ

)
τ(u) cos

(
ut+

βπ

2

)
du. (61)

Двiчi iнтегруючи частинами обидва iнтеграли з (61) та беручи до
уваги, що τ(0) = 0 i lim

u→∞
τ(u) == lim

u→∞
τ ′(u) = 0, одержуємо

∞∫
0

τ(u) cos
(
ut+

βπ

2

)
du = − 1

t2
τ ′(0) cos

βπ

2
−

− 1
t2

1
δ∫

0

τ ′′(u) cos
(
ut+

βπ

2

)
du− 1

t2

∞∫
1
δ

τ ′′(u) cos
(
ut+

βπ

2

)
du.

Звiдси

∣∣∣∣
∞∫
0

τ(u) cos
(
ut+

βπ

2

)
du

∣∣∣∣≤ K1

t2ψ(δ)
+

1
t2

( 1/δ∫
0

+

1∫
1/δ

+

∞∫
1

)
|τ ′′(u)| du. (62)

Враховуючи, що τ ′′(u) < 0, u ∈ [0; 1
δ ], та нерiвнiсть (13), отримуємо

1
δ∫

0

|τ ′′(u)|du = −

1
δ∫

0

τ ′′(u)du =
ψ(1)
ψ(δ)

(
e−1/δ − 1

)
= O

(
1

δψ(δ)

)
. (63)

Використавши (3), (15) та (16), оцiнимо другий iнтеграл з правої
частини спiввiдношення (62). Отже,

1∫
1
δ

|τ ′′(u)|du ≤
1∫

1
δ

|τ ′′1 (u)|du+

1∫
1
δ

|τ ′′2 (u)|du. (64)
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Тодi, взявши до уваги нерiвностi (20) та (21), аналогiчно, як i при
оцiнцi iнтегралiв з правої частини (17), можемо знайти, що

1∫
1
δ

|τ ′′(u)|du = O

(
1

ψ(δ)

)
, δ →∞. (65)

Далi скористаємося спiввiдношенням (30) для оцiнки iнтеграла з
правої частини (62) на промiжку [1,∞)

∞∫
1

|τ ′′(u)|du ≤ δ2

ψ(δ)

∞∫
1

(
1− e−u

)
ψ′′(δu)du+

+
2δ
ψ(δ)

∞∫
1

e−u |ψ′(δu)| du+
1

ψ(δ)

∞∫
1

e−uψ(δu)du.

Тепер, враховуючи такi нерiвностi: 1 − e−u ≤ u, e−u ≤ 1 при u ≥ 0;
ψ(δu) ≤ ψ(δ) при u ≥ 1, а також твердження 1, 2 i спiввiдношення
(34), неважко переконатися в тому, що

∞∫
1

|τ ′′(u)|du = O(1), δ →∞. (66)

Iз оцiнок (63), (65) та (66) випливає, що

∞∫
0

|τ ′′(u)|du = O

(
1

ψ(δ)

)
.

Звiдси та з (62) отримуємо

∫
|t|≥ δπ2

∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

τ(u) cos
(
ut+

βπ

2

)
du

∣∣∣∣∣∣ dt = O

(
1

δψ(δ)

)
, δ →∞. (67)

Нарештi, iз спiввiдношень (60) та (67) випливає рiвнiсть (9). Теорему
доведено.
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Наслiдок 1. Нехай виконуються умови теореми sin βπ
2 6= 0 i

lim
t→∞

α(t) = ∞, де величина α(t) означена рiвнiстю (22). Тодi при
δ →∞ має мiсце асимптотична рiвнiсть

E
(
Lψβ,1;Pδ

)
1

=
2
π

∣∣∣∣sin βπ2
∣∣∣∣
∞∫
δ

ψ(u)
u

du+O (ψ(δ)) . (68)

Прикладом функцiй, якi задовольняють умови наслiдку 1 є, зо-
крема, функцiї вигляду ψ(u) = 1

lnα(u+K) , де α > 1, K > 0.

Наслiдок 2. Нехай ψ ∈M0, sin βπ
2 6= 0, iснує lim

t→∞
α(t), функцiя

uψ(u) є опукла догори або донизу на [b,∞) , b ≥ 1, lim
u→∞

uψ(u) = ∞,

lim
δ→∞

1
δψ(δ)

δ∫
1

ψ(u)du =∞, тодi при δ →∞ має мiсце асимптотична

рiвнiсть

E
(
Lψβ,1;Pδ

)
1

=
2
π

∣∣∣∣sin βπ2
∣∣∣∣ 1
δ

δ∫
1

ψ(u)du+O (ψ(δ)) . (69)

Вiдмiтимо, що функцiї, якi мають, наприклад, вигляд
ψ(u) = 1

u lnα(u+K), K > 0, α > 0, задовольняють умови на-
слiдку 2.

Наслiдок 3. Нехай ψ ∈M0, sin βπ
2 6= 0, функцiя uψ(u) є опукла

донизу на [b,∞) , b ≥ 1, lim
u→∞

uψ(u) = K < ∞, lim
δ→∞

δ∫
1

ψ(u)du = ∞,

тодi при δ →∞ має мiсце асимптотична рiвнiсть

E
(
Lψβ,1;Pδ

)
1

=
2
π

∣∣∣∣sin βπ2
∣∣∣∣ 1
δ

δ∫
1

ψ(u)du+O

(
1
δ

)
. (70)

Прикладом функцiй, для яких має мiсце наслiдок 3, є функцiї вигля-
ду ψ(u) = 1

u (K + e−u), ψ(u) = 1
u lnα(u+K), де K > 0, −1 ≤ α ≤ 0.

Зауважимо, що при виконаннi умов наслiдкiв 1–3 рiвностi
(68)–(70) дають розв’язок задачi Колмогорова–Нiкольського для iн-
тегралiв Пуассона на класах Lψβ,1 в iнтегральнiй метрицi.
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