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ПРО ВЛАСТИВОСТI ДВОВИМIРНИХ НЕПЕРЕРВНИХ
ДРОБIВ

We сonsider different types approximants of two-dimensional continued
fractions and investigate their properties. For two-dimensional continued
fractions with positive elements we establish equivalence of ordinary and figured
convergence.

Розглядаємо рiзнi типи наближень двовимiрних неперервних дробiв та
доcлiджуємо їх властивостi. Для двовимiрних неперервних дробiв iз до-
датними елементами встановлюємо еквiвалентнiсть звичайної i фiгур-
ної збiжностей.

1. Вступ. Розглядаючи задачу вiдповiдностi двовимiрного уза-
гальнення неперервного дробу до формального подвiйного степене-
вого ряду, ми визначили двовимiрний неперервний дрiб через ком-
позицiї дробово-лiнiйних вiдображень [1].

Дiйсно, нехай ai,j , bi,j,, i, j ∈ N — комплекснi числа,
ai,j 6=0, x, y, z, ui,j — комплекснi змiннi, i нехай

ti(x, y, z) = ai−1,i−1(bi−1,i−1 + ai,i−1x+ ai−1,iy + z)−1, (1)

i = 1, 2, ...,

ti,j(ui+1,j) =
1

bi,j + ai+1,jui+1,j
, i > j;

ti,j(ui,j+1) =
1

bi,j + ai,j+1ui,j+1
i < j, (2)

— дробово-лiнiйнi вiдображення. Розглядаються композицiї таких вi-
дображень
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Tk,i(uk+1,i) = ti+1,i ◦ ti+2,i ◦ ... ◦ tk,i(uk+1,i);
Ti,k(ui,k+1) = ti,i+1 ◦ ti,i+2 ◦ ... ◦ ti,k(ui,k+1),
k ≥ 1, i = 0, 1, . . . , k − 2,

(3)

та послiдовностi {Tk,i(0)} , {Ti,k(0)}. Зокрема,

T1,0(0) = T1,0 = t1,0(0) =
1
b1,0

;T0,1(0) = T0,1 = t0,1(0) =
1
b0,1

;

T2,0(0) = T2,0 = t1,0 ◦ t2,0(0) =
1

b1,0 +
a1,0

b2,0

;

T0,2(0) = T0,2 = t0,1 ◦ t0,2(0) =
1

b0,1 +
a0,1

b0,2

.

Тодi двовимiрний неперервний дрiб визначається як послiдов-
нiсть {fk} (fk — елемент розширеної комплексної площини)

fk:=t1(Tk−1,0;T0,k−1; . . . ; tk−1(Tk−1,k−2;Tk−2,k−1; tk(0, 0, 0)) . . .). (4)

Вважаємо, що fk має сенс, якщо при згортаннi дробу не виникає
невизначенiсть 0/0. Оскiльки нескiнченний двовимiрний неперерв-
ний дрiб розумiємо як границю fk при k →∞, то ми повиннi припу-
стити, що, починаючи з деякого номера k0, всi fk (k ≥ k0) мають
сенс. Тобто нескiнченний двовимiрний неперервний дрiб (ДНД) мо-
жемо записати у виглядi

a0,0

b0,0 +
a1,0

b1,0+...

+
a0,1

b0,1+...

+
a1,1

b1,1 +
a2,1

b2,1+...

+
a1,2

b1,2+...

+. . .

або стислiше:

∞
D

i=0

ai,i

Φi
, Φi = bi,i +

∞
D

j=1

ai+j,i

bi+j,i
+
∞
D

j=1

ai,i+j

bi,i+j
. (5)
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Не зменшуючи загальностi, можемо подати ДНД i у виглядi:

Φ0 +
∞
D

i=1

ai,i

Φi
, Φi = bi,i +

∞
D

j=1

ai+j,i

bi+j,i
+
∞
D

j=1

ai,i+j

bi,i+j
, i = 0, 1, ... . (6)

Далi, дамо основнi означення.
Скiнченний двовимiрний неперервний дрiб

fn :=
An

Bn
=

n−1

D
i=0

ai,i

Φ(n−1−i)
i

, n = 1, 2, ..., (7)

Φ(m)
i := bi,i +

m

D
j=1

ai+j,i

bi+j,i
+

m

D
j=1

ai,i+j

bi,i+j
, Φ(0)

i = bi,i, (8)

де ai,i, bi,i, ai,j , bi,j ∈ C, називається n-м наближенням або n-м пiд-
хiдним дробом ДНД (5), An, Bn — чисельником i знаменником n-го
наближення fn, або n-м пiдхiдним чисельником i n-м пiдхiдним зна-
менником, вiдповiдно.

Для ДНД (6) n-те наближення набере вигляду

fn := Φ(n)
0 +

n

D
i=1

ai,i

Φ(n−i)
i

, n = 1, 2, ..., (9)

де Φ(m)
i , m = 0, 1, ..., i = 0, 1..., знаходимо за формулами (8).

Неперервнi дроби
∞
D

j=1

ai+j,i

bi+j,i
,
∞
D

j=1

ai,i+j

bi,i+j
,

∞
D

j=i+1

aj,j

Φj
, i = 0, 1, ...,

називаються i-ми гiлками дробу (5) або його i-ми пiддробами. Мо-
жемо утворювати рiзнi типи наближень ДНД (5) в залежностi вiд
кiлькостi поверхiв (довжини) його i-х пiддробiв.

Скiнченнi звичайнi неперервнi дроби

Q
(0)
i+k,i := bi+k,i, Q

(m+1)
i+k,i := bi+k,i +

ai+k+1,i

Q
(m)
i+k+1,i

,

i,m = 0, 1, . . . , k = 1, 2, . . . ,
Q

(0)
i,i+k := bi,i+k, Q

(m+1)
i,i+k =: bi,i+k +

ai,i+k+1

Q
(m)
i,i+k+1

,

i,m = 0, 1, . . . , k = 1, 2, . . . ,

(10)
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називаються одновимiрними залишками скiнченного ДНД (8), а дво-
вимiрний неперервний дрiб

Q
(m+1)
i := bi,i +

ai+1,i

Q
(m)
i+1,i

+
ai,i+1

Q
(m)
i,i+1

+
ai+1,i+1

Q
(m)
i+1

, (11)

Q
(0)
i := bi,i , i,m = 0, 1, . . . ,

називається загальним i-м залишком ДНД (7). Скiнченний двови-
мiрний неперевний дрiб, i-вi пiддроби якого мають рiзну довжину,
називається фiгурним наближенням ДНД (5).

Вперше двовимiрнi неперервнi дроби, що виникли iз задачi вiдпо-
вiдностi узагальненого неперервного дробу до формального подвiй-
ного степеневого ряду, розглядалися з наближеннями вигляду [2–4]:

f̃n := Φ(n)
0 +

[ n
2 ]

D
i=1

ai,i

Φ(n−2i)
i

, (12)

де Φ(n−2i)
i визначаються формулами (8), [k] — цiла частина додатного

числа k. Цей дрiб, як i ДНД

[ n−1
2 ]

D
i=0

ai,i

Φ(n−1−2i)
i

, (13)

є одним iз фiгурних n-их наближень ДНД (6) (ДНД (5)), позначаєть-
ся через f̃n i називається його C-наближенням.

2. Основнi дослiдження. Розглянемо ще один спосiб утво-
рення наближень ДНД (5). Позначимо цi наближення через f̂n,
n = 1, 2, ... .
Нехай f̂1 :=

a0,0

b0,0
, f̂2 :=

a0,0

b0,0 +
a1,0

b1,0

, f̂3 =:
a0,0

b0,0 +
a1,0

b1,0
+
a0,1

b0,1

,

f̂4 =:
a0,0

b0,0 +
a1,0

b1,0
+
a0,1

b0,1
+
a1,1

b1,1

, ... .

Тобто, кожне наступне наближення утворюється додаванням однiєї
ланки дробу. Неважко зауважити, що
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f̂s2 =
s−1

D
i=0

ai,i

bi,i +
s−1−i

D
j=1

ai+j,i

bi+j,i
+

s−1−i

D
j=1

ai,i+j

bi,i+j

, (14)

тодi

f̂s2+1 =

a0,0

b0,0 +
s

D
j=1

aj,0

bj,0
+

s−1

D
j=1

a0,j

b0,j
+

s−1

D
i=1

ai,i

bi,i +
s−1−i

D
j=1

ai+j,i

bi+j,i
+

s−1−i

D
j=1

ai,i+j

bi,i+j

,

s = 1, 2, ....

Вважатимемо, що
n

D
i=m

ai,i

bi,i
= 0,

n

D
i=m

ai,j

bi,j
= 0,

n

D
i=m

aj,i

bj,i
= 0, якщо

n < m.

Дiйсно, для n ∈ {1, 2} формула (14) справедлива. Припустимо, що
вона справедлива для n = k i доведемо її для n = k + 1. Форму-
ла (14) складається з k2 частинних ланок

ai,j

bi,j
, i = 0, 1, ..., k − 1;

j = 0, 1, ..., k − 1, а саме: k ланок вигляду
ai,i

bi,i
, i = 0, ...k − 1, i

2[(k − 1) + (k − 2) + ... + 1] = k(k − 1) ланок зi змiшаними iндекса-
ми. Щоб отримати наступний поверх дробу (14), треба кожен пiддрiб
збiльшити на один поверх, тобто додати 2(k−1) ланку до попереднiх
k2 частинних ланок та ще три ланки

ak,k

bk,k
,
ak−1,k

bk−1,k
,
ak,k−1

bk,k−1
, що в сумi

дасть 2k+1 доданкiв i, враховуючи кiлькiсть ланок ДНД (14), мати-
мемо, що f̂(k+1)2 складається рiвно з (k+1)2 частинних ланок, тобто

f̂(k+1)2 =
k

D
i=0

ai,i

bi,i +
k−i

D
j=1

ai+j,i

bi+j,i
+

k−i

D
j=1

ai,i+j

bi,i+j

, що й треба було довести.

Зауважимо, що

fs = f̂s2 , s ≥ 1, f̃s = f̂s2−2s+3, s ≥ 2.
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Запишемо довiльне наближення f̂k, k = 1, 2, ... .Неважко перевiрити,
оскiльки fs = f̂s2 i fs+1 = f̂(s+1)2 , f[√k] ≤ f̂k ≤ f[

√
k]+1, що набли-

ження f̂k — це ([
√
k] + 1)-е звичайне наближення f[√k]+1, в якому всi

його ([
√
k] + 1)-тi ланки, що йдуть за

a[
√

k],r

b[
√

k,r

чи
ar,[
√

k]

br,[
√

k]

, 0 ≤ r ≤ [
√
k],

замiнено на
0
1
, тобто

f̂k =
[
√

k]−1

D
i=0

ai,i

b̃i,i +
[
√

k]−1−i

D
j=1

ai+j,i

b̃i+j,i

+
[
√

k]−1−i

D
j=1

ai,i+j

b̃i,i+j

, (15)

де

b̃i+j,i =
{
bi+j,i, j ≤ [

√
k]− 2,

bi+j,i + δi+j+1,i, j = [
√
k]− 1,

b̃i,i+j =
{
bi,i+j , j ≤ [

√
k]− 2,

bi,i+j + δi,i+j+1, j = [
√
k]− 1,

b̃i,i =
{
bi,i, i ≤ [

√
k]− 2,

bi,i + δi+1,i + δi,i+1, i = [
√
k]− 1,

δs,r =

{ as,r

bs,r
, k − s2 = 2r + 1,

0
1 , k − s2 > 2r + 1, 0 ≤ r ≤ s,

δr,s =

{ ar,s

br,s
, k − s2 = 2r + 2,

0
1 , k − s2 > 2r + 2, 0 ≤ r ≤ s− 1,

або дрiб (15) можна записати як

f̂k =
[
√

k]−1

D
i=0

ai,i

bi,i +
[
√

k−2i−1]−i

D
j=1

ai+j,i

bi+j,i
+

[
√

k−2i−2]−i

D
j=1

ai,i+j

bi,i+j

, (16)

де [k] — цiла частина додатного числа k.
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Приклад 1. Запишемо формальне розвинення функцiї

f(z1, z2) =
4

(1 +
√

1 + 4z1)(1 +
√

1 + 4z2)
у ДНД (5):

f(z1, z2) =
1

1 +
z1

1 +
z1

1+...

+
z2

1 +
z2

1+...

+
z1z2

1 +
z1

1 +
z1

1+...

+
z2

1 +
z2

1+...

+...

i кiлька її рiзних наближень, а саме:

f1 = f̃1 = f̂1 = 1,

f2 =
1

1 + z1 + z2 + z1z2
, f̃2 =

1
1 + z1 + z2

, f̂2 =
1

1 + z1
,

f3 =
1

1 +
z1

1 +
z1
1

+
z2

1 +
z2
1

+
z1z2

1 +
z1
1

+
z2
1

+
z1z2

1

,

f̃3 =
1

1 +
z1

1 +
z1
1

+
z2

1 +
z2
1

+
z1z2

1

f̂3 =
1

1 +
z1
1

+
z2
1

.

Двовимiрнi неперервнi дроби, якi мають однаковi вiдповiднi наб-
лиження, називаються еквiвалентними.

Далi, запишемо формально ДНД

∞
D

i=0

ai,iρi−1,i−1ρi,i

Ψi
, Ψi = bi,iρi,i+

+
∞
D

j=1

ai+j,iρi+j−1,iρi+j,i

bi+j,iρi+j,i
+
∞
D

j=1

ai,i+jρi,i+j−1ρi,i+j

bi,i+jρi,i+j
, (17)

де ρ−1,−1 = 1, ρi,j 6= 0, i, j = 0, 1, ..., — довiльнi комплекснi числа.
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Розглянемо довiльний ДНД, еквiвалентний до (5),

∞
D

i=0

a∗i,i

b∗i,i +
∞
D

j=1

a∗i+j,i

b∗i+j,i

+
∞
D

j=1

a∗i,i+j

b∗i,i+j

(18)

та позначимо через f∗k , f̂
∗
k його k-тi наближення (7) i (16) вiдповiд-

но. Iз урахуванням означення еквiвалентностi звiдси випливає, що
повинна виконуватися рiвнiсть

fk = f∗k , k = 1, 2, ... .

Теорема 1. Для того, щоб довiльне еквiвалентне перетворення
ДНД (5) можна було записати у виглядi (17), необхiдно i достат-
ньо, щоб всi фiгурнi наближення вигляду (16) для ДНД (5) та (18)
збiгалися

f̂k = f̂∗k , k = 1, 2, ... . (19)

Доведення. Нехай довiльний ДНД, еквiвалентний до ДНД (5),
зображується у виглядi (17). Тодi, послiдовно скорочуючи k-те
фiгурне наближення f∗k (17) на вiдмiннi вiд нуля ρi,i; ρi,j ; ρj,i,
i, j = 0, 1, ..., переконуємося у справедливостi (19).

Нехай тепер справджується рiвнiсть (19), тодi доведемо iснування
вiдмiнних вiд нуля чисел ρi,j таких, що

a∗i,i = ai,iρi−1,i−1ρi,i,
a∗i+j,i = ai+j,iρi+j−1,iρi+j,i, a∗i,i+j = ai,i+jρi,i+j−1ρi,i+j ;
b∗i,i = bi,iρi,i, b∗i+j,i = bi+j,iρi+j,i,
b∗i,i+j = bi,i+jρi,i+j, i, j = 0, 1, ..., ρ−1,−1 = 1.

(20)

Дiйсно, враховуючи рiвнiсть f̂1 = f̂∗1 доходимо висновку, що
a0,0

b0,0
=
a∗0,0

b∗0,0

або
a∗0,0

a0,0
=
b∗0,0

b0,0
= ρ0,0. Тому, якщо a∗0,0 = 0 i b∗0,0 6= 0, то

необхiдно, щоб a0,0 = 0 i b0,0 6= 0. Тодi ρ0,0 =
b∗0,0

b0,0
6= 0.
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Якщо тепер a∗0,0 = 0 i b∗0,0 = 0, то ρ0,0 — довiльне, вiдмiнне вiд

нуля число. Якщо ж b∗0,0 = 0, a∗0,0 6= 0 , то ρ0,0 =
a∗0,0

a0,0
6= 0. Тому

a∗0,0 = a0,0ρ−1,−1ρ0,0, b∗0,0 = b0,0ρ0,0; ρ−1,−1 = 1.

Далi, з рiвностi f̂2 = f̂∗2 випливає, що a∗1,0 =
= a1,0ρ1,0ρ0,0, b∗1,0 = b1,0ρ1,0; ρ1,0 6= 0.

Нехай тепер цi спiввiдношення справедливi для k ≤ n i доведемо
їх справедливiсть при k = n+ 1. Якщо n = m2, то

f̂m2+1 =
m−1

D
i=0

ai,i

bi,i +
[
√

m2−2i]−i

D
j=1

ai+j,i

bi+j,i
+

[
√

m2−1−2i]−i

D
j=1

ai,i+j

bi,i+j

i, виконуючи поступове скорочення зверху вниз на числа ρi,j , i, j =
1, 2, ...,

√
n−1, вiдмiннi вiд нуля, i використовуючи рiвностi (19), одер-

жуємо
am,0

bm,0
=

a∗m.0

ρm−1,0b∗m,0

, звiдки ρm,0 =

=
b∗m,0

bm,0
=

a∗m,0

am,0ρm−1,0
. Отже, a∗m,0 = am,0ρm−1,0ρm,0, b∗m,0 =

= bm,0ρm,0.

Аналогiчно, враховуючи f̂m2+2 = f̂∗m2+2, отримуємо a
∗
0,m =

= a0,mρ0,m−1ρ0,m, b∗0,m = b0,mρ0,m i т.д., якщо n = m2 + p, p =
= 0, 1, ..., 2m+ 1.

Tеорему доведено .
Твердження 1. Нехай елементи ДНД (5) — додатнi дiйснi

числа, числа j, k — довiльнi натуральнi числа, тодi для наближень
fn (7) виконується властивiсть “вилки”:

f2k < f2k+2 < f2j+1 < f2j−1. (21)

Доведення. Оскiльки всi елементи дробу додатнi, то Q(s−1−j)
j >

0, j = 0, 1, ..., s − 1; s = n,m, тодi покладемо у формулi рiзницi мiж
наближеннями [1] (n > m)
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fn − fm =

=
∑m−1

i=0

(−1)i(Φ(m−1−i)
i − Φ(n−1−i)

i )
∏i

j=0 aj,j∏i
j=0Q

(n−1−j)
j Q

(m−1−j)
j

+

+
(−1)m

∏m
j=0 aj,j∏m−1

j=0 Q
(n−1−j)
j Q

(m−1−j)
j

· 1

Q
(n−1−m)
m

(22)

n = 2k+ 2,m = 2k або n = 2j+ 1,m = 2j−1, i переконуємося у тому,
що парнi наближення монотонно зростають, а непарнi наближення
монотонно спадають. Якщо в (22) покласти n =
= 2j + 1,m = 2k або n = 2k,m = 2j + 1 в залежностi вiд того чи
2j + 1 > 2k, чи 2j + 1 < 2k, то отримуємо, що f2j+1 > f2k для
довiльних натуральних j, k.

Зауваження 1. Цiєї властивостi не мають ДНД з наближеннями
(12), (13).

Приклад 2. Розглянемо ДНД (5) з елементами, що дорiвнюють
одиницi

1

1 +
1

1 +
1

1+...

+
1

1 +
1

1+...

+
1

1 +
1

1 +
1

1+...

+
1

1 +
1

1+...

i обчислимо його наближення. Можемо записати послiдовнiсть йо-
го парних наближень {(1/2)2, (3/5)2, (8/13)2, (21/34)2, ...} i непарних
наближень {1, (2/3)2, (5/8)2, (13/21)2, ...}.

Методом повної математичної iндукцiї встановимо формулу для
n-го наближення цього ДНД

fn =
An

Bn
=

1
(
√
fn−1 + 1)2

=

(
Fn−1

Fn

)2

, f0 = 0,

де послiдовнiсть {Fn} — це послiдовнiсть чисел Фiбоначчi.
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Дiйсно, при n ∈ {1, 2} формула справджується, припустимо, що вона
виконується для n = k, i доведемо, що вона виконується для n = k+1.
Запишемо (k + 1)-ше наближення:

fk+1 =
1

1 +
2

1 +
1

1+...+1

+ fk

,

i враховуючи те, що значення звичайного дробу з одиничками з k
поверхами дорiвнює

√
fk, вiдразу отримуємо

fk+1 =
1

1 +
√
fk + fk

=
1

(
√
fk + 1)2

.

З властивостi „вилки” дiстанемо такi нерiвностi:

(1/2)2 < (3/5)2 < (8/13)2 < ... < f2n < ...,
1 > (2/3)2 > (5/8)2 > ... > f2n−1 > ..., f2n−1 > f2n.

Оскiльки послiдовнiсть {f2n} монотонно зростаюча i обмежена
зверху, а послiдовнiсть {f2n−1} — монотонно спадна i обмежена зни-
зу, то можемо записати

f2k ≤ limk→∞ f2k ≤ limk→∞ f2k−1 ≤ f2k−1. Проте, це не означає,
що limk→∞ f2k = limk→∞ f2k−1.

Неважко пiдрахувати, що значення цього ДНД дорiвнює
(3−

√
5)/2.

Як i для гiллястих ланцюгових дробiв [5], введемо поняття умов-
ної та безумовної збiжностi.

ДНД (5) називається безумовно збiжним, якщо збiжний дрiб
(5) i всi його i-вi пiддроби
∞
D

j=1

ai+j,i

bi+j,i
,
∞
D

j=1

ai,i+j

bi,i+j
,

∞
D

j=i+1

aj,j

Φj
, i = 0, 1, ..., також збiжнi. Якщо

ДНД (5) є збiжним, але деякi його пiддроби — розбiжнi, то ДНД
(5) називається умовно збiжним.

З Твердження 1 випливає таке твердження.
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Твердження 2. Для того, щоб ДНД (5) з дiйсними
додатними елементами збiгався, необхiдно i достатньо, щоб
lim

n→∞
(f2n+1 − f2n) = 0.

Теорема 2. Для ДНД (6) з дiйсними додатними елементами
безумовна збiжнiсть еквiвалентна звичайнiй збiжностi.

Доведення. Необхiдно довести, що зi збiжностi ДНД (6) випли-
ває збiжнiсть усiх його пiддробiв. Розглянемо ДНД

∞
D

j=1

a1+j,1

b1+j,1
+
∞
D

j=1

a1,1+j

b1,1+j
+
∞
D

j=2

aj,j

Φj
, (23)

позначимо його n-те наближення через f (n)
1 . З властивостi вилки для

ДНД (23) випливає, що iснують скiнченнi границi

lim
n→∞

f
(2n+1)
1 = F1, lim

n→∞
f

(2n)
1 = F2

i виконуються нерiвностi

F2 ≤ F1. (24)

Оскiльки ДНД (6) збiжний, то

Φ0 +
a1,1

b1,1 + F1
= Φ0 +

a1,1

b1,1 + F2
,

a тому, враховуючи (24), маємо F1 = F2, що еквiвалентно збiжностi
ДНД (6). Аналогiчно доводимо збiжнiсть ДНД (6) для довiльного
натурального i.

Нехай {f̃k} — впорядкована послiдовнiсть фiгурних наближень
ДНД (5) або ДНД (6). Позначимо через dk i Dk мiнiмальну та мак-
симальну довжини гiлок наближення f̃k вiдповiдно. Припускаємо,
що dk →∞ при k →∞.

Говоримо, що ДНД (5) (або ДНД (6)) фiгурно збiжний, якщо всi
фiгурнi наближення f̃k, k = 1, 2, ..., мають сенс або тiльки скiн-
ченне число f̃k не мають сенсу, мiнiмальна довжина dk гiлок k-го
наближення прямує до нескiнченностi при k →∞, iснує i скiнченна
границя послiдовностi фiгурних наближень f̃k при k →∞.
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Для двовимiрних неперервних дробiв з додатними дiйсними еле-
ментами встановимо еквiвалентнiсть фiгурної i звичайної збiжностi.

Теорема3. Якщо ДНД (6) з дiйсними додатними елементами
збiжний, то вiн збiжний до тiєї ж границi фiгурно.

Доведення. Розглянемо скiнченний ДНД

f̂2k+1 = Φ̂(2k+1)
0 +

2k+1

D
i=1

ai,i

Φ̂(2k+1−i)
i

, (25)

де Φ̂(2k+1−i)
i = b̂i,i +

2k+1−i

D
j=1

ai+j,i

b̂i+j,i

+
2k+1−i

D
j=1

ai,i+j

b̂i,i+j

, Φ̂(0)
2k+1 =

= b̂2k+1,2k+1, b̂i,i = bi,i, b̂i,j = bi,j , якщо i ≤ 2k, j ≤
≤ 2k; b̂2k+1,2k+1 ≥ b2k+1,2k+1, b̂2k+1,i ≥ b2k+1,i, b̂i,2k+1 ≥
≥ bi,2k+1, i = 1, 2, ..., 2k.

Для дробу (25) введемо позначення його залишкiв

Q̂
(2k+1−i)
i = Φ̂(2k+1−i)

i +
ai+1,i+1

Q̂
(2k−i)
i+1

, i = 0, 1, ..., 2k + 1,

Q̂
(0)
2k+1 = Φ̂(0)

2k+1 = b̂2k+1,2k+1,

Q̂
(2k+1−i)
i+p,i = b̂i+p,i +

ai+p+1,i

Q̂
(2k+1−i)
i+p+1,i

, Q̂
(2k+1−i)
i,i+p = b̂i,i+p +

ai,i+p+1

Q̂
(2k+1−i)
i,i+p+1

,

Q̂
(2k+1−i)
2k+1,i = b̂2k+1,i; Q̂

(2k+1−i)
i,2k+1 = b̂i,2k+1, p = 0, ..., 2k + 1− i.

Легко показати, що

Q̂
(2k−2i)
2i+1 ≥ Q(2k−2i)

2i+1 , i = 0, ..., k.

Дiйсно, з формули

Q̂
(2k−2i)
2i+1 = Φ̂(2k−2i)

2i+1 +
a2i+2,2i+2

Φ̂(2k−2i−1)
2i+2 +

a2i+3,2i+3

Q̂
(2k−2i−2)
2i+3
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при i = k випливають спiввiдношення: Q̂(0)
2k+1 = Φ̂(0)

2k+1 =

= b̂2k+1,2k+1 ≥ b2k+1,2k+1 = Q
(0)
2k+1.

Нехай тепер при i = s : Q̂
(2k−2s)
2s+1 ≥ Q(2k−2s)

2s+1 .

Тодi при i = s− 1:

Q̂
(2k−2s+2)
2s−1 = Φ̂(2k−2s+2)

2s−1 +
a2s,2s

Φ̂(2k−2s+1)
2s +

a2s+1,2s+1

Q̂
(2k−2s)
2s+1

≥

≥ Φ̂(2k−2s+2)
2s−1 +

a2s,2s

Φ̂(2k−2s+1)
2s +

a2s+1,2s+1

Q
(2k−2s)
2s+1

.

Дослiдимо одновимiрнi залишки. При p = 2k + 1− i:

Q̂
(2k+1−i)
2k+1,i = b̂2k+1,i ≥ b2k+1,i; Q̂

(2k+1−i)
i,2k+1 = b̂i,2k+1 ≥ bi,2k+1.

Припустимо, що при p = 2k + s− i :

Q̂
(2k+1−i)
2k+s,i ≥ Q(2k+1−i)

2k+s,i i Q̂(2k+1−i)
i,k+1 ≥ Q(2k+1−i)

i,k+1 .

Тодi при p = 2k + s− 1− i маємо спiввiдношення:

Q̂
(2k+1−i)
2k+s−1,i = b2k+s−1,i +

a2k+s,i

Q̂
(2k+1−i)
2k+s,i

≤ Q(2k+1−i)
2k+s−1,i,

i при p = 2k + s− 2− i одержуємо

Q̂
(2k+1−i)
2k+s−2,i = b2k+s−2,i +

a2k+s−1,i

Q̂
(2k+1−i)
2k+s−1,i

≥ Q(2k+1−i)
2k+s−2,i.

Аналогiчнi оцiнки отримуємо i для симетричних значень iндексiв.
Тому

Q̂
(2k−2s+1)
2s = b2s,2s +

a2s+1,2s

Q
(2k−2s+1)
2s+1,2s

+
a2s,2s+1

Q
(2k−2s+1)
2s,2s+1

+
a2s+1,2s+1

Q
(2k−2s)
2s+1

≤

≤ Q(2k−2s+1)
2s ,
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i звiдси вiдразу маємо, що

Q̂
(2k−2s+2)
2s−1 ≥ b2s−1,2s−1 +

a2s,2s−1

Q
(2k−2s+2)
2s,2s−1

+
a2s−1,2s

Q
(2k−2s+2)
2s−1,2s

+

+
a2s,2s

Q
(2k−2s+1)
2s

= Q
(2k−2s+2)
2s−1 ,

де Q
(2k−2i)
2i+1 , Q

(2k+1−i)
2k+s,i , Q

(2k+1−i)
i,2k+s — залишки ДНД (6). Тому

f̂2k+1 ≤ f2k+1. З властивостi вилки випливає, що f2k ≤ f̂2k+1.
Для довiльного, як завгодно великого номера p знайдеться та-

кий номер k, який залежить вiд p i такий, що для всiх n ≥ p ви-
конується оцiнка f2k < f̃n ≤ f2k+1. Число k вибираємо з умови
2k + 1 ≤ min(dn : n ≥ p) ≤ 2k + 2. Оскiльки dn → ∞ при n → ∞, то
i k →∞ при n→∞.

3. Висновки. Вибираючи рiзнi типи наближень двовимiрних
неперервних дробiв, i враховуючи їх властивостi, можемо дослiджу-
вати рiзнi типи збiжностi як числових, так i функцiональних ДНД.
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