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ПОВНОТА СИСТЕМИ КОРЕНЕВИХ ВЕКТОРIВ
ДЕЯКИХ НЕСАМОСПРЯЖЕНИХ ОПЕРАТОРIВ∗

In the paper we prove a completeness in the Hilbert space L2(0, 1) of
the rootvector system of the singular perturbed, non-selfadjoint operators,
generated on the interval by the two-terms differential expressions of the even
order 2m with potentials, which are the periodic, complex-valued distributions
of the order m, and subject to the anti-periodic boundary conditions.

The case of the periodic boundary conditions was studied by the author in
the paper [1].

В роботi доведено повноту в гiльбертовому просторi L2(0, 1) системи
кореневих векторiв сингулярно збурених, несамоспряжених операторiв,
породжених на вiдрiзку двочленними диференцiальними виразами парно-
го порядку 2m з потенцiалами, що є перiодичними, комплекснозначними
узагальненими функцiями порядку m, та антиперiодичними граничними
умовами.

Випадок перiодичних граничних умов був розглянутий автором в ро-
ботi [1].

1. Вступ та основнi результати. Починаючи з класичної ро-
боти Кронiга та Пеннi [2] в математичну фiзику ввiйшли операто-
ри Шрьодiнгера з потенцiалами, що є перiодичними узагальненими
функцiями. Подальший розвиток квантової механiки стимулював ак-
тивний розвиток цього наукового напрямку (див. бiблiографiю моно-
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графiї [3], яка налiчує понад 600 публiкацiй, а також недавнi роботи
[4, 5] та посилання там).

В роботi ми дослiджуємо сингулярно збуренi, несамоспряженi в
комплексному гiльбертовому просторi L2(0, 1) оператори, якi пород-
женi на вiдрiзку двочленними диференцiальними виразами парного
порядку 2m з потенцiалами, що є перiодичними, комплекснознач-
ними узагальненими функцiями порядку m, та антиперiодичними
граничними умовами:

S−(V )u ≡ S−u := D2m
− u+ V (x)u, m ∈ N,

• D2m
− := (−1)m

d2m

dx2m
, Dom(D2m

− ) = H2m
− [0, 1],

• V (x) =
∑
k∈Z

V̂ (k)ei k2πx ∈ H−m+ [0, 1], тобто∑
k∈Z

(1 + |k|)−2m|V̂ (k)|2 <∞,

• Dom(S−(V )) =
{
u ∈ Hm

− [0, 1]
∣∣S−(V )u ∈ L2(0, 1)

}
.

Тут через H−m+ [0, 1] позначено негативний простiр Соболєва перiо-
дичних узагальнених функцiй, а через Hm

− [0, 1] — простiр Соболєва
функцiй, якi на кiнцях вiдрiзку задовольняють антиперiодичну умо-
ву:

Hm
− [0, 1] :=

{
u ∈ Hm[0, 1]

∣∣∣u(j)(0) = −u(j)(1), j = 0,m− 1
}
.

Детальний опис просторiв Соболєва Hs
±[0, 1], s ∈ R, перiодич-

них/пiвперiодичних функцiй та узагальнених функцiй наведено в
пунктi 2.1.

Вiдомо, див. [6–8], що оператори S−(V ) коректно визначенi в гiль-
бертовому просторi L2(0, 1) як форм-суми [8] (Теорема 1). Оператори
S−(V ) можуть бути також визначенi в еквiвалентний спосiб як гра-
ницi послiдовностей операторiв з гладкими потенцiалами в сенсi рiв-
номiрної резольвентної збiжностi [8] (Теорема 5). Оператори S−(V )
є m-секторiальними вiдносно довiльного сектора, що мiстить додат-
ну пiввiсь; спектр операторiв S−(V ) є дискретним з єдиною гранич-
ною точкою на нескiнченностi; оператори S−(V ) самоспряженi тодi i
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тiльки тодi, коли потенцiал V (x) є дiйсним [8] (Теорема 4). В роботах
[6–8] були знайденi оцiнки власних значень, зокрема асимптотичнi.

Основна мета даної роботи — встановити повноту системи коре-
невих векторiв сингулярно збурених, несамоспряжених операторiв
S−(V ).

Теорема 1. Система всiх кореневих векторiв операторiв S−(V )
є повною в гiльбертовому просторi L2(0, 1).

Випадок перiодичних граничних умов був дослiджений автором
ранiше в роботi [1]. Випадок m = 1 вивчався в [9] та [10].

2. Допомiжнi результати. В цьому роздiлi ми даємо опис про-
сторiв Соболєва перiодичних/пiвперiодичних функцiй та узагальне-
них функцiй, а також доводимо теорему про квазiядернiсть резоль-
венти операторiв S−(V ).

2.1. Простори Соболєва перiодичних узагальнених функ-
цiй. Нехай C∞+ ≡ C∞1,+([0, 1]) — простiр 1-перiодичних, нескiнчен-
но диференцiйовних функцiй (простiр основних функцiй), елементи
якого мають представлення:

ϕ(x) =
∑
k∈Z

ϕ̂(k)ei k2πx ∈ C∞+ ,

ϕ̂(k) =
(
ϕ(x), ei k2πx

)
, k ∈ Z.

Тут через (· , ·) позначено скалярний добуток в гiльбертовому про-
сторi L2(0, 1):

(u, v) :=
∫ 1

0

u(x)v(x)d x =
∑
k∈Z

û(k)v̂(k), u, v ∈ L2(0, 1),

i

û(k) =
(
u(x), ei k2πx

)
, k ∈ Z,

v̂(k) =
(
v(x), ei k2πx

)
, k ∈ Z.

Нехай тепер D′+ ≡ D′1,+([0, 1]) — простiр 1-перiодичних узагаль-
нених функцiй (простiр лiнiйних неперервних функцiоналiв над про-
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стором основних функцiй) [11, 12], елементи якого мають представ-
лення:

f(x) =
∑
k∈Z

f̂(k)ei k2πx ∈ D′+,

f̂(k) =
〈
f(x), ei k2πx

〉
+
, k ∈ Z.

Тут через 〈· , ·〉+ позначено пiвторалiнiйну форму, яка спарює про-
стори D′+ та C∞+ вiдносно простору L2(0, 1), i яка є розширенням за
неперервнiстю скалярного добутку в L2(0, 1) [13].

Значення функцiонала f(x) ∈ D′+ на елементi ϕ ∈ C∞+ визна-
чається формулою:

〈f, ϕ〉+ =
∑
k∈Z

f̂(k)ϕ̂(k), f ∈ D′+, ϕ ∈ C∞+ .

Через Hs
+[0, 1], s ∈ R, позначимо простiр Соболєва 1-перiодичних

функцiй/узагальнених функцiй, який ми визначимо за допомогою
коефiцiєнтiв Фур’є:

Hs
+[0, 1] :=

{
f(x) =

∑
k∈Z

f̂(k)ei k2πx ∈ D′+

∣∣∣‖f‖Hs
+[0,1] <∞

}
,

‖f‖Hs
+[0,1] :=

(∑
k∈Z
〈k〉2s|f̂(k)|2

)1/2

, 〈k〉 := 1 + |k|,

f̂(k) := 〈f(x), ei k2πx〉+, k ∈ Z.

Як добре вiдомо,

C∞+ =
⋂
s≥0

Hs
+[0, 1], D′+ =

⋃
s≥0

H−s+ [0, 1].

Далi, нехай

u(x) =
∑
k∈Z

û(k)ei k2πx ∈ D′+,

v(x) =
∑
k∈Z

v̂(k)ei k2πx ∈ D′+
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— двi довiльнi перiодичнi узагальненi функцiї. Їх добуток u · v фор-
мально визначимо в такий спосiб (формально перемножимо два ряди
та згрупуємо):

(u · v)(x) :=
∑
k∈Z

∑
j∈Z

û(k − j)v̂(j)

 ei k2πx ≡
∑
k∈Z

(û · v)(k)ei k2πx.

Умову збiжностi формального ряду

(û · v)(k) =
∑
j∈Z

û(k − j)v̂(j)

дає вiдома лема про згортку (див. нижче).
Нехай

hs ≡ hs(Z,C)

— ваговий гiльбертiв простiр двостороннiх послiдовностей:

hs :=

{
a = {a(k)}k∈Z

∣∣∣∣∣‖a‖2hs :=
∑
k∈Z

(1 + |k|)2s|a(k)|2 <∞

}
.

Для двох довiльних двостороннiх послiдовностей a = {a(k)}k∈Z та
b = {b(k)}k∈Z операцiю згортки визначимо таким чином:

(a, b) 7→ a ∗ b,

(a ∗ b)(k) :=
∑
j∈Z

a(k − j)b(j).

Лема 2 (Лема про згортку [14, 15]). Нехай s, r ∈ R+, t ∈ R i
t ≤ min(s, r).

(I) Якщо s + r − t > 1/2, тодi операцiя згортки (a, b) 7→ a ∗ b є
неперервним вiдображенням, що дiє в просторах :

(a) hs × hr → ht, (b) h−t × hs → h−r.

(II) У випадку s + r − t < 1/2 твердження про неперервнiсть
операцiї згортки є хибним.
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Нехай тепер C∞− ≡ C∞1,−([0, 1]) — простiр 1-пiвперiодичних, нескiн-
ченно диференцiйовних функцiй:

ϕ(x) =
∑
k∈Z

ϕ̂(k)ei (k+1/2)2πx ∈ C∞− ,

ϕ̂(k) =
(
ϕ(x), ei (k+1/2)2πx

)
, k ∈ Z,

а D′− ≡ D′1,−([0, 1]) — простiр 1-пiвперiодичних узагальнених функ-
цiй:

f(x) =
∑
k∈Z

f̂(k)ei (k+1/2)2πx ∈ D′−,

f̂(k) =
〈
f(x), ei (k+1/2)2πx

〉
−
, k ∈ Z.

Властивостi простору D′− аналогiчнi до властивостей простору
D′+. Простори Соболєва Hs

−[0, 1], s ∈ R, 1-пiвперiодичних функ-
цiй/узагальнених функцiй визначаються за допомогою коефiцiєнтiв
Фур’є аналогiчно до визначення просторiв Hs

+[0, 1], s ∈ R.
Нехай маємо двi узагальненi функцiї: перiодичну i пiвперiодичну:

u(x) =
∑
k∈Z

û(k)ei k2πx ∈ D′+,

v(x) =
∑
k∈Z

v̂(k)ei (k+1/2)2πx ∈ D′−.

Їх добуток u · v формально визначимо таким чином:

(u · v)(x) :=
∑
k∈Z

∑
j∈Z

û(k − j)v̂(j)

 ei (k+1/2)2πx ≡

≡
∑
k∈Z

(û · v)(k)ei (k+1/2)2πx.

Умову збiжностi формального ряду

(û · v)(k) =
∑
j∈Z

û(k − j)v̂(j)
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визначає лема 2 про згортку. Варто зауважити, що результатом до-
бутку є пiвперiодична узагальнена функцiя.

2.2. Резольвента операторiв S−(V ). Основним результатом
цього пункту є теорема про квазiядернiсть резольвенти R(λ, S−(V ))
операторiв S−(V ).

Теорема 3. Резольвента R(λ, S−(V )) оператора S−(V ) є опера-
тором Гiльберта–Шмiдта.

3.1. Зауваження. Має мiсце бiльш сильний результат, але для
доведення теореми 1 нам достатньо твердження теореми 3.

Оператори S−(V ) визначенi в гiльбертовому просторi L2(0, 1) як
форм-суми, i, як вiдомо, мають компактну резольвенту R(λ, S−(V ))
[8] (Твердження 2).

При доведеннi теореми 3 використаємо матричне представлення
резольвенти R(λ, S−(V )).

Нехай оператор A визначений в просторi D′− пiвперiодичних уза-
гальнених функцiй. Тодi його формальне матричне представлення
знаходимо за формулами:

A = {A(k, j)}k,j∈Z,

A(k, j) =
〈
Aei (j+

1
2 )2πx, ei (k+

1
2 )2πx

〉
−
, k, j ∈ Z.

Отже, при

λ /∈ spec(D2m
− ) = {(n+ 1/2)2m(2π)2m, n ∈ Z+}

оператори D2m
− , V = V (x)· (оператор множення на перiодичну

узагальнену функцiю V (x)) та (λ − D2m
− )−1 мають представлення

(k, j ∈ Z):

D2m
− (k, j) = (k + 1/2)2m(2π)2mδkj ,

V (k, j) = V̂ (k − j),
(λ−D2m

− )(k, j) = (λ− (k + 1/2)2m(2π)2m)δkj ,

i
(λ−D2m

− )−1(k, j) =
1

λ− (k + 1/2)2m(2π)2m
δkj ,
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де δkj — символ Кронекера.
Розглянемо пiдмножину комплексної площини C:

ExtM := {λ ∈ C | |Imλ| ≥ Reλ+M } , M ≥ 1,

яка є зовнiшнiстю сектора, що мiстить додатну пiввiсь.

Твердження 4. Нехай 1-перiодичнi узагальненi функцiї
V (x) належать негативному простору Соболєва H−m+ [0, 1] i
‖V ‖H−m

+ [0,1] ≤ R, R > 0. Iснує таке число M = M(m,R) ≥ 1,
що множина ExtM належить всiм резольвентним множинам
Resolv(S−(V )) операторiв S−(V ):

ExtM ⊂
⋂

V (x)∈B−m
R

Resolv(S−(V )),

B−mR :=
{
f(x) ∈ H−m+ [0, 1]

∣∣∣‖f‖H−m
+ [0,1] ≤ R

}
,

i для λ ∈ ExtM резольвента R(λ, S−(V )) ≡ R(λ) має представлення:

R(λ) = Uλ|λ−D2m
− |−

1
2 (Id− |λ−D2m

− |−
1
2V |λ−D2m

− |−
1
2Uλ)−1×

× |λ−D2m
− |−

1
2 . (1)

В представленнi (1) оператори Uλ та |λ − D2m
− |−

1
2 визначаємо з

полярного розкладу:

(λ−D2m
− )−1 = Uλ

∣∣(λ−D2m
− )−1

∣∣ .
Введемо позначення

A(λ, V (x)) ≡ Aλ := |λ−D2m
− |−

1
2V |λ−D2m

− |−
1
2 .

Оператор A(λ, V (x)) є добре визначеним, обмеженим оператором в
гiльбертовому просторi L2(0, 1):

|λ−D2m
− |−

1
2 : L2(0, 1)→ Hm

+ [0, 1],

V : Hm
+ [0, 1]→ H−m+ [0, 1],

|λ−D2m
− |−

1
2 : H−m+ [0, 1]→ L2(0, 1).
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Знайдемо матричне представлення оператора A(λ, V (x)). Маємо
(k, j ∈ Z):

|(λ−D2m
− )−1|(k, j) = |(λ−D2m

− )|−1(k, j)

=
1

|λ− (k + 1/2)2m(2π)2m|
δkj ,

|(λ−D2m
− )|− 1

2 (k, j) =
1

|λ− (k + 1/2)2m(2π)2m| 12
δkj ,

Uλ(k, j) =
|λ− (k + 1/2)2m(2π)2m|
λ− (k + 1/2)2m(2π)2m

δkj ,

i

Aλ(k, j) =
V̂ (k − j)

|λ− (k + 1/2)2m(2π)2m| 12 |λ− (j + 1/2)2m(2π)2m| 12
.

Лема 5. Нехай V (x) ∈ H−m+ [0, 1] i ‖V ‖H−m
+ [0,1] ≤ R, R > 0.

Оператор

A(λ, V (x)) = |λ−D2m
− |−

1
2V |λ−D2m

− |−
1
2

є оператором Гiльберта–Шмiдта в гiльбертовому просторi
L2(0, 1), i для λ ∈ ExtM , M ≥ 1, виконуються оцiнки:

‖A(λ, V (x))‖HS ≤
22m+1‖V ‖H−m

+ [0,1]

M1/4
≤ 22m+1R

M1/4
.

Тут через ‖ · ‖HS позначено норму Гiльберта–Шмiдта оператора.

Доведення. Нехай λ ∈ ExtM , M ≥ 1, 〈k〉 = 1 + |k|. Використову-
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ючи лему А.1 (див. Додаток А), отримуємо:

‖Aλ‖2HS =
∑
k,j∈Z

|V̂ (k − j)|2

|λ− (k + 1
2 )2m(2π)2m||λ− (j + 1

2 )2m(2π)2m|
≤

≤
∑
k,j∈Z

〈k − j〉−2m|V̂ (k − j)|2〈k − j〉2m

|λ− (k + 1
2 )2m(2π)2m||λ− (j + 1

2 )2m(2π)2m|
Л. А.1(a),(d)
≤

Л. А.1(a),(d)
≤ 22m+1×

×
∑
k,j∈Z

〈k − j〉−2m|V̂ (k − j)|2
(
〈k〉2m + 〈j〉2m

)
|M + (k + 1

2 )2m(2π)2m||M + (j + 1
2 )2m(2π)2m|

=

= 22m+2
∑
k,j∈Z

〈k − j〉−2m|V̂ (k − j)|2〈k〉2m

|M + (k + 1
2 )2m(2π)2m||M + (j + 1

2 )2m(2π)2m|
≤

≤ 22m+2 sup
k∈Z

〈k〉2m

M + k2mπ2m
×

×
∑
j∈Z

1
M + j2mπ2m

∑
k∈Z
〈k − j〉−2m|V̂ (k − j)|2

Л. А.1(b),(c)
≤

Л. А.1(b),(c)
≤ 22m+2 · 22m · 1√

M
· ‖V ‖2

H−m
+ [0,1]

=
24m+2‖V ‖2

H−m
+ [0,1]√

M
.

Таким чином, остаточно маємо необхiднi нам оцiнки:

‖A(λ, V (x))‖HS ≤
22m+1‖V ‖H−m(T)

M1/4
≤ 22m+1R

M1/4
.

Лему 5 доведено. �

Доведення твердження 4. Введемо позначення

K(λ, V (x)) ≡ Kλ := (Id− |λ−D2m
− |−

1
2V |λ−D2m

− |−
1
2Uλ)−1. (2)

Оператори K(λ, V (x)) є коректно визначеними в гiльбертовому про-
сторi L2(0, 1) за умови, що

spr |λ−D2m
− |−

1
2V |λ−D2m

− |−
1
2Uλ < 1,
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spr A — спектральний радiус оператора A.
Враховуючи, що ‖Uλ‖ = 1, отримуємо

spr |λ−D2m
− |−

1
2V |λ−D2m

− |−
1
2Uλ ≤

≤
∥∥∥|λ−D2m

− |−
1
2V |λ−D2m

− |−
1
2Uλ

∥∥∥ ≤
≤
∥∥∥|λ−D2m

− |−
1
2V |λ−D2m

− |−
1
2

∥∥∥ ≤ ‖A(λ, V (x))‖HS .

Далi, враховуючи лему 5, можемо вибрати число M = M(m,R) ≥ 1
таким чином, щоб виконувалася оцiнка

spr Kλ ≤ ‖Aλ‖HS ≤
22m+1R

M1/4
≤ 1

4
. (3)

Нехай
M :=

(
22m+3R

)4
,

тодi виконується (3), i ми робимо висновок, що оператори K(λ, V (x))
є коректно визначеними в просторi L2(0, 1).

Нехай тепер λ ∈ ExtM , M =
(
22m+3R

)4. Введемо позначення

T (λ, V (x)) ≡ Tλ := Uλ|λ−D2m
− |−

1
2K(λ, V (x))|λ−D2m

− |−
1
2 .

Згiдно з наведеними вище мiркуваннями оператори T (λ, V (x)) є ко-
ректно визначеними в гiльбертовому просторi L2(0, 1).

Тепер основна мета — це довести, що

R(λ, S−(V )) ≡ T (λ, V (x)), λ ∈ ExtM , M ≥
(
22m+3R

)4
.

Нехай {Vn(x)}n∈N — послiдовнiсть 1-перiодичних, нескiнченно ди-
ференцiйовних функцiй, яка збiгається в негативному просторi Со-
болєва H−m+ [0, 1] до 1-перiодичної узагальненої функцiї V (x):

Vn(x)
H−m

+ [0,1]
−→ V (x), n→∞.

Тодi для достатньо великих n маємо:

‖Vn(x)‖H−m
+ [0,1] ≤ 2R, n ≥ n0(R).
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Отже, при M = (22m+3R)4 отримуємо

spr |λ−D2m
− |−

1
2Vn|λ−D2m

− |−
1
2Uλ ≤ ‖A(λ, Vn(x))‖HS ≤

1
2
,

i тому оператори

T (λ, Vn(x)) = Uλ|λ−D2m
− |−

1
2K(λ, Vn(x))|λ−D2m

− |−
1
2

є коректно визначеними в гiльбертовому просторi L2(0, 1).
Далi,

T (λ, V (x))− T (λ, Vn(x)) = Uλ|λ−D2m
− |−

1
2×

× (K(λ, V (x))−K(λ, Vn(x))) |λ−D2m
− |−

1
2 =

= Uλ|λ−D2m
− |−

1
2K(λ, V (x))|λ−D2m

− |−
1
2×

× (V − Vn)|λ−D2m
− |−

1
2UλK(λ, Vn(x))|λ−D2m

− |−
1
2 .

Тому при λ ∈ ExtM , M =
(
22m+3R

)4, отримуємо
‖T (λ, V (x))− T (λ, Vn(x))‖ ≤

≤ C‖λ−D2m
− |−

1
2 (V − Vn)|λ−D2m

− |−
1
2 ‖ ≤

≤ C‖A(λ, V (x)− Vn(x))‖HS ≤ C‖V (x)− Vn(x)‖H−m
+ [0,1],

тобто
T (λ, Vn(x)) ⇒ T (λ, V (x)), n→∞. (A)

З iншого боку [8] (Теорема 5):

R(λ, S−(Vn)) ⇒ R(λ, S−(V )), n→∞. (B)

Але при Vn(x) ∈ L2(0, 1), n ≥ n0(R), неважко переконатися, що

R(λ, S−(Vn)) ≡ T (λ, Vn(x)). (4)

Далi, приймаючи до уваги [8] (Теорема 4(a)), приходимо до вис-
новку, що iснує таке число M = M(m,R) ≥ 1, що

ExtM ⊆ Resolv(S−(V ))
⋂ ⋂

n≥n0(R)

Resolv(S−(Vn)).



140 В.М. Молибога

Застосовуючи тепер (A), (B) та (4), отримуємо потрiбний нам ре-
зультат:

R(λ, S−(V )) ≡ T (λ, V (x)), λ ∈ ExtM , M ≥
(
22m+3R

)4
.

Твердження 4 повнiстю доведено. �

Доведення теореми 3. Згiдно з твердженням 4 iснує таке чис-
ло M = M(m,R) ≥ 1, що

ExtM ⊆ Resolv(S−(V )),

i для λ ∈ ExtM резольвента R(λ, S−(V )) має представлення (1).
Приймаючи до уваги, що оператор |λ − D2m

− |−
1
2 є оператором

Гiльберта–Шмiдта в гiльбертовому просторi L2(0, 1) (∈ S2 — двосто-
роннiй iдеал в кiльцi L (L2(0, 1)) обмежених операторiв в L2(0, 1)),
i що оператори K(λ, V (x)) (2) є обмеженими в просторi L2(0, 1), от-
римуємо:

R(λ, S−(V )) ∈ S2, λ ∈ ExtM , M ≥
(
22m+3R

)4
. (5)

Застосовуючи тепер тотожнiсть Гiльберта:

R(µ) = R(λ) + (µ− λ)R(µ)R(λ), µ ∈ Resolv(S−), λ ∈ ExtM ,

i враховуючи, що S2 — двостороннiй iдеал, отримуємо:

R(λ, S−(V )) ∈ S2, λ ∈ Resolv(S−(V )).

Теорему 3 доведено. �

3. Доведення теореми 1. Оператори S−(V ) визначенi в гiль-
бертовому просторi L2(0, 1) як форм-суми [8] (Теорема 1) i згiдно з
[8] (Теорема 4) є m-секторiальними вiдносно довiльного сектора, що
мiстить додатну пiввiсь.

Нагадаємо, що оператор A визначений в гiльбертовому просторi
H називається m-секторiальним, якщо його числова область зна-
чень Θ(A):

Θ(A) := (Au, u)H , u ∈ Dom(A), ‖u‖H = 1,
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мiститься в секторi Sect(γ, θ) (з вершиною γ та пiвкутом θ) ком-
плексної площини C:

Θ(A) ⊆ Sect(γ, θ),

Sect(γ, θ) := {λ ∈ C | | arg(λ− γ)| ≤ θ} , 0 ≤ θ < π

2
,

а зовнiшнiсть сектора Sect(γ, θ) належить резольвентнiй множинi
Resolv(A) оператора A [16] (Гл. V, §3.10).

Отже, iснує таке число c = c(1, π4 ) ≥ 0, що

Θ(S−(V ) + cId) ⊆ Sect
(

1,
π

4

)
.

Неважко переконатися, що (S−(V ) + cId)−1 є компактними,
m-секторiальними операторами з вершиною 0 та пiвкутом π

4 .
Далi, за теоремою 3 оператори (S−(V ) + cId)−1 є операторами

Гiльберта–Шмiдта: (S−(V ) + cId)−1 ∈ S2.
Враховуючи тепер, що системи кореневих векторiв операторiв

S−(V ), S−(V ) + cId та (S−(V ) + cId)−1 збiгаються, для завершення
доведення теореми 1 достатньо до операторiв (S−(V ) + cId)−1 засто-
сувати [17] (Теорема 6.1), згiдно з якою система всiх кореневих век-
торiв компактного оператора A є повною в гiльбертовому просторi
H, якщо:

i) Θ(A) ⊆ Sect
(

0,
π

2p

)
, ii) A ∈ Sp, p ≥ 1,

де Sp — двостороннiй iдеал Неймана–Шаттена в кiльцi L (L2(0, 1))
обмежених операторiв.

Теорему 1 доведено. �

Додаток А: Допомiжнi оцiнки. В цьому додатку доводимо
допомiжнi оцiнки, якi використовуються при доведеннi.

Лема А.1. Нехай m ∈ N i λ ∈ ExtM , M ≥ 1:

ExtM = {λ ∈ C | |Imλ| ≥ Reλ+M } .
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Виконуються оцiнки (k ∈ Z, a, b ∈ R):

(a) |λ− k2mπ2m| ≥ sin
π

4
(
M + k2mπ2m

)
,

(b)
∑
k∈Z

1
M + k2mπ2m

≤ 1
M1/2

,

(c) sup
k∈Z

(1 + |k|)2m

M + k2mπ2m
≤ 22m,

(d) (|a|+ |b|)m ≤ 2m(|a|m + |b|m).

Доведення. Нерiвностi (a) випливають з достатньо очевидних
геометричних мiркувань.

Доведемо оцiнку (b). Маємо

∑
k∈Z

1
M + k2mπ2m

≤ 2
∞∑
k=0

1
M + k2mπ2m

≤ 2
∫ ∞

0

d x

M + x2π2
=

=
2
π2

∫ ∞
0

d x
M
π2 + x2

=
2
π2

(
π√
M

arctan
xπ√
M

)
|∞0 =

1√
M
.

Оцiнку (b) доведено.
Доведемо оцiнку (c). Маємо

sup
k∈Z

(1 + |k|)2m

M + k2mπ2m
≤ sup

k∈Z

(1 + |k|)2m

1 + k2mπ2m
.

Нехай

f(x) :=
(1 + x)2m

1 + x2mπ2m
, x ∈ [0,∞).

Тодi

f ′(x) =
2m(1 + x)2m−1

(
1− x2m−1π2m

)
(1 + x2mπ2m)2

.

Таким чином,

f ′(x0) = 0 для x0 =
(

1
π2m

) 1
2m−1

,
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i

f ′(x) > 0, якщо x ∈ [0, x0),
f ′(x) < 0, якщо x ∈ [x0,∞).

Отже, в точцi x0 функцiя f(x) має максимум.
Далi

f(0) = 1, f(∞) =
1
π2m

,

f(x0) =
(1 + x0)2m

1 + x2m
0 π2m

≤ 22m.

Звiдси випливають нерiвностi

sup
k∈Z

(1 + |k|)2m

M + k2mπ2m
≤ sup
x∈[0,∞)

f(x) ≤ 22m.

Оцiнку (c) доведено.
Доведемо тепер (d). Для довiльних a, b ∈ R маємо

|a|+ |b| ≤ 2 max{|a|, |b|}.

I тому

(|a|+ |b|)m ≤ 2m maxm{|a|, |b|} ≤ 2m(|a|m + |b|m).

Оцiнку (d) доведено.
Лему А.1 повнiстю доведено. �
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