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НЕРIВНОСТI ТИПУ ЛЕБЕГА ДЛЯ СУМ
ВАЛЛЕ ПУССЕНА ПРИ НАБЛИЖЕННI
IНТЕГРАЛIВ ПУАССОНА

We obtain estimates of deviations of de la Vallée Poussin sums on sets of
Poisson integrals of functions that belong to the space C and Ls, 1 ≤ s ≤ ∞,
which express in terms of the values of the best approximations of such
functions by trigonometric polynomials in the metric Ls. We show that the
obtained estimates are unimprovable on some important functional subsets.

Одержано оцiнки норм вiдхилень сум Валле Пуссена на множинах iн-
тегралiв Пуассона функцiй з просторiв C та Ls, 1 ≤ s ≤ ∞, що вира-
жаються через значення найкращих наближень таких функцiй триго-
нометричними многочленами в метрицi Ls. Показано непокращуванiсть
отриманих оцiнок на деяких важливих функцiональних пiдмножинах.

Нехай Ls — простiр 2π-перiодичних сумовних на (0, 2π) функцiй
з нормою

‖f‖Ls = ‖f‖s =
(∫ π

−π
|f(t)|sdt

) 1
s

, 1 ≤ s <∞,

C — простiр неперервних 2π-перiодичних функцiй з нормою,

‖f‖C = max
t
|f(t)|,

L∞ — простiр 2π-перiодичних вимiрних та iстотно обмежених функ-
цiй f , в якому норма задана рiвнiстю

‖f‖L∞ = ‖f‖∞ = ess sup
t
|f(t)|.

Iнтегралом Пуассона функцiї ϕ ∈ L1 називають функцiю f(x),
яка задається у виглядi згортки
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f(x) =
a0

2
+

1
π

∫ π

−π
ϕ(x− t)Pq,β(t)dt, a0 ∈ R, (1)

де Pq,β(t) — вiдоме ядро Пуассона з параметрами q ∈ (0, 1) i β ∈ R,
тобто функцiя вигляду

Pq,β(t) =
∞∑
k=1

qk cos
(
kt− βπ

2

)
. (2)

Функцiю ϕ в рiвностi (1) називають (q, β)-похiдною функцiї f i по-
значають через fqβ (див., наприклад, [1, с. 798]). Множину функцiй,
якi можна представити у виглядi (1) при ϕ ∈ N, де N — деяка пiд-
множина з L1, позначають через LqβN.

Зауважимо, що функцiя f(·) вигляду (1) допускає аналiтичне
продовження до функцiї f(z) = f(x+ iy), аналiтичної у смузi
|y| ≤ ln 1

q комплексної площини (див., наприклад, [2, c. 88]).
Одиничну кулю в просторi Ls, 1 ≤ s ≤ ∞, позначимо через Us,

Us =
{
f : f ∈ Ls, ‖f‖s ≤ 1

}
, крiм того, покладемо LqβUs = Lqβ,s.

Позначимо через Em(ϕ)X величину найкращого наближення
функцiї ϕ ∈ X ⊂ L1 тригонометричними полiномами tm−1(·), поря-
док яких не перевищує m− 1 в метрицi простору X, тобто величину
вигляду

Em(ϕ)X = inf
tm−1

‖ϕ(·)− tm−1(·)‖X .

Далi в ролi X виступатимуть простори C або Ls, 1 ≤ s ≤ ∞.
Нехай ε = εm, m ∈ N, — довiльна монотонно спадна до ну-

ля послiдовнiсть невiд’ємних чисел. Через C(ε) позначимо множи-
ну функцiй ϕ ∈ C, для яких при заданому m виконується нерiвнiсть
Em(ϕ)C ≤ εm, а через LqβC(ε) — множину iнтегралiв Пуассона функ-
цiй ϕ iз C(ε).

Якщо f ∈ L1 i

S[f ] =
a0

2
+
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)
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— ряд Фур’є функцiї f , то полiноми вигляду

Vn,p(f ;x) =
1
p

n−1∑
k=n−p

Sk(f ;x), (3)

де Sk(f) = Sk(f ;x) — частиннi суми Фур’є порядку k функцiї f ,
називають сумами Валле Пуссена функцiї f (див., наприклад,
[3, с. 406]). Очевидно, що при p = 1 полiноми Vn,p(f) є звичайними
частинними сумами Фур’є порядку n−1 (Vn,1(f) = Sn−1(f)); якщо ж
p = n, то суми Vn,p(f) перетворюються у вiдомi суми Фейєра σn−1(f)
порядку n− 1:

σn−1(f) = σn−1(f ;x) =
1
n

n−1∑
k=0

Sk(f ;x).

Для полiномiв Валле Пуссена має мiсце нерiвнiсть вигляду (див.,
наприклад, [4, c. 61]):

‖f − Vn,p(f)‖C ≤ (‖Vn,p‖+ 1)En−p+1(f)C , (4)

де ‖Vn,p‖
df= sup
‖f‖C≤1

‖Vn,p(f)‖C . При p = 1 формула (4) перетворюєть-

ся у вiдому нерiвнiсть Лебега [5] для сум Фур’є. Оцiнки норм
‖Vn,p‖ дослiджувались в роботах Валле Пуссена [6], С.М. Нiкольсь-
кого [7], С.Б. Стєчкiна [8]. Подальший розвиток вказаної темати-
ки пов’язаний з дослiдженнями О.Д. Габiсонiї [9], А.А. Захарова
[10] та iнших, в цих роботах оцiнки зверху величин ‖ρn,p(f ; ·)‖C ,
ρn,p(f ;x)

df
= f(x)−Vn,p(f ;x) виражалися через найкращi наближення

функцiй f в рiвномiрнiй метрицi. Зазначимо, що остаточнi порядковi
результати в даному напрямку належать С.Б. Стєчкiну [4], який
довiв, що

‖ρn,p(f ; ·)‖C ≤ A
n−1∑
k=0

En−p+k+1(f)C
p+ k

∀f ∈ C, (5)

де A — деяка абсолютна стала. В цiй же роботi було показано, що
на класах C(ε) нерiвнiсть (5) за порядком покращена бути не може.
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А саме, iснують абсолютнi сталi A1 i A2 такi, що для всiх n, p ∈ N,
p ≤ n,

A1

n−1∑
k=0

εn−p+k+1

p+ k
≤ sup
f∈C(ε)

‖ρn,p(f ; ·)‖C ≤ A2

n−1∑
k=0

εn−p+k+1

p+ k
, (6)

При p = 1 i p = n спiввiдношення (6) було доведено в роботах [11] i
[12] вiдповiдно.

Асимптотична поведiнка величин

E(N;Vn,p)X = sup
f∈N
‖f − Vn,p(f)‖X , X ⊂ L1 (7)

на деяких важливих класах перiодичних функцiй N ⊂ X при X = C
дослiджувались у роботах А.М. Колмогорова [13], С.М. Нiкольсь-
кого [14 , 15], О.П. Тiмана [16 , 17], С.О. Теляковського [18 – 20],
О.В. Єфiмова [21 – 22], В.I. Рукасова [23]та iнших. Бiльш деталь-
но ознайомитись з вiдомими результатами у даному напрямку та з
iсторiєю питання можна, наприклад, в бiблiографiчних коментарях
до монографiй [3, 24]

У 1989 роцi О.I. Степанець в [25] встановив нерiвностi типу Ле-
бега на множинах (ψ, β)-диференцiйовних функцiй, де оцiнки вiд-
хилень ‖f − Sn−1(f)‖C виражались через найкращi наближення
(ψ, β)-похiдних fψβ . У цiй же роботi, було встановлено, що на де-
яких важливих класах функцiй вказанi нерiвностi є асимптотич-
но точними. Згодом в [1] було одержано аналогiчнi нерiвностi ти-
пу Лебега на множинах iнтегралiв Пуассона LqβLs, 1 ≤ s ≤ ∞
в метриках просторiв Ls. А саме, встановлено, що для довiльних
f ∈ Lqβ,s, q ∈ (0, 1), β ∈ R, 1 ≤ s ≤ ∞,

‖f − Sn−1(f)‖s ≤
(8qn

π2
K(q) +O(1)

qn

(1− q)2n
)
En(fqβ)Ls , (8)

де

K(q) =
∫ π

2

0

dv√
1− q2 sin2 v

(9)

— повний елiптичний iнтеграл першого роду, а O(1) — величина,
рiвномiрно обмежена по параметрах n, q, β, s, f ∈ LqβLs, а також на-
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ведено приклади її непокращуваностi (в сенсi сильної асимптотики)
на деяких важливих функцiональних пiдмножинах.

В данiй роботi одержано аналоги нерiвностi (8) для сум Vn,p(f)
на множинах iнтегралiв Пуассона функцiй з просторiв C та
Ls, 1 ≤ s ≤ ∞; вони виражаються через значення найкращих наб-
лижень таких функцiй тригонометричними многочленами в метрицi
Ls. Показано непокращуванiсть отриманих оцiнок на деяких важли-
вих функцiональних пiдмножинах.

Для формулювання основних результатiв вводимо позначення:

Kq,p(u)
df
= 2−1/u

∥∥∥∥
√

1− 2qp cos pt+ q2p

1− 2q cos t+ q2

∥∥∥∥
u

, (10)

1 ≤ u ≤ ∞, q ∈ (0, 1), p ∈ N,

σ(u, p) df=


1 при u = 1 i p = 1,
2 при 1 < u ≤ ∞ i p = 1,
3 при 1 ≤ u ≤ ∞ i p ∈ N\{1}.

(11)

Теорема 1. Нехай q ∈ (0, 1), β ∈ R, n, p ∈ N, p ≤ n i 1 ≤ s ≤ ∞.
Тодi для довiльної функцiї f ∈ LqβLs має мiсце нерiвнiсть

‖ρn,p(f ;x)‖s ≤

≤ qn−p+1

p

(
4
π2
Kq,p(1) +O(1)

q

(1− q)σ(1,p)(n− p+ 1)

)
En−p+1(fqβ)

Ls
,

(12)
в якiй величини Kq,p(1) i σ(1, p) визначаються рiвностями (10) i
(11) вiдповiдно, а O(1) — величина рiвномiрно обмежена по пара-
метрах n, p, q, β i s.

Подiбно до роботи [1], де було зазначено те, що нерiвнiсть (8) є
точною на деяких важливих функцiональних пiдмножинах, можемо
виокремити ряд таких випадкiв для оцiнки (12).

Якщо f ∈ Lqβ,s, то ‖f
q
β‖s ≤ 1, i отже, En−p+1(fqβ)Ls ≤ 1. Розгляда-

ючи точнi верхнi межi обох частин (12) по класах Lqβ,s, 1 ≤ s ≤ ∞,
отримуємо

E(Lqβ,s;Vn,p)Ls ≤
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≤ qn−p+1

p

(
4
π2
Kq,p(1) +O(1)

q

(1− q)σ(1,p)(n− p+ 1)

)
. (13)

Спiвставляючи це спiввiдношення з отриманими в роботi
[26 , с. 99, 105], результатами, згiдно з якими при n− p→∞

E(Lqβ,∞;Vn,p)C =

=
qn−p+1

p

(
4
π2
Kq,p(1) +O(1)

q

(1− q)σ(1,p)(n− p+ 1)

)
, (14)

E(Lqβ,1;Vn,p)L1 =

=
qn−p+1

p

(
4
π2
Kq,p(1) +O(1)

q

(1− q)σ(1,p)(n− p+ 1)

)
, (15)

приходимо до висновку, що при s = 1 i s = ∞ в спiввiдношеннi
(13) можна поставити знак рiвностi.

Оскiльки, як зазначалося вище, при p = 1 суми Валле Пуссена
Vn,p(f) перетворюються в суми Фур’є Sn−1(f), то iз (12) випливає
нерiвнiсть

‖f(x)− Sn−1(f ;x)‖s ≤
(

8qn

π2
K(q) +O(1)

qn

(1− q)n

)
En(fqβ)

Ls
, (16)

у якiй K(q) i O(1) мають той же сенс, що й у формулi (8).
Щоб отримати нерiвнiсть (16) iз (12), досить врахувати, що вна-

слiдок (10) i (11)

Kq,1(1) =
∫ π

0

dv√
1− 2q cos v + q2

= 2K(q) (17)

та σ(1, 1) = 1. Нерiвнiсть (16) дещо уточнює (8) за рахунок кращої
оцiнки другого доданку.

Доведення теореми 1. Нехай f ∈ LqβLs. Як випливає з
[26, с. 100], для величини ρn,p(f ;x) має мiсце зображення:

ρn,p(f ;x) =

=
1
πp

∫ π

−π
ϕ(x− t)Zq(t)

n−1∑
k=n−p

qk+1 cos
(

(k + 1)t+ θq(t)−
βπ

2

)
dt =
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=
1
πp

∫ π

−π
ϕ(x− t)Zq(t)Pq,β,n,p(t)dt, (18)

де

θq(t)
df= arctg

q sin t
1− q cos t

, (19)

Zq(t)
df=

1√
1− 2q cos t+ q2

, (20)

Pq,β,n,p(t)
df=

n∑
k=n−p+1

qk cos
(
kt+ θq(t)−

βπ

2

)
. (21)

Функцiї Pq,β,n,p(t)Zq(t) ортогональнi до будь-якого полiнома tn−p по-
рядку n− p. Тому

ρn,p(f ;x) =
1
πp

∫ π

−π
δn−p+1(x− t)Zq(t)Pq,β,n,p(t)dt, (22)

де
δn−p+1(·) df=ϕ(·)− tn−p(·). (23)

Використовуючи твердження 1.5.5 роботи [27, с. 43], отримуємо

‖ρn,p(f)‖s ≤
1
πp
‖Zq(t)Pq,β,n,p(t)‖1‖δn−p+1(t)‖s, 1 ≤ s ≤ ∞. (24)

Обравши в якостi tn−p полiном найкращого наближення t∗n−p
функцiї f в метрицi простору Ls, з (24) одержимо

‖ρn,p(f)‖s ≤
1
πp
‖Zq(t)Pq,β,n,p(t)‖1En−p+1(fqβ)

Ls
. (25)

У роботi [26] було доведено, що

‖Zq(t)Pq,β,n,p(t)‖1
inf
c∈R
‖Zq(t)Pq,β,n,p(t)− c‖1

1
2 max

h
‖Zq(·+ h)Pq,β,n,p(·+ h)− Zq(t)Pq,β,n,p(t)‖1

 =

= qn−p+1

(
2
π

∫ π

−π

Z2
q (t)

Zqp(pt)
dt+O(1)

q

(1− q)σ(1,p)(n− p+ 1)

)
. (26)
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Об’єднавши формули (25) i (26), приходимо до нерiвностi (12).
Теорему доведено.

Другий приклад непокращуваностi оцiнки (12) дає така теорема.
Теорема 2. Нехай f ∈ LqβC, q ∈ (0, 1), β∈ R. Тодi

‖ρn,p(f ;x)‖C = ‖ρn,p(f ;x)‖∞ ≤

≤ qn−p+1

p

(
4
π2
Kq,p(1) +O(1)

q

(1− q)σ(1,p)(n− p+ 1)

)
En−p+1(fqβ)

C
,

(27)
де Kq,p(1) i σ(1, p) визначаються формулами (10) i (11) вiдповiдно.

При цьому для будь-якої функцiї f ∈ LqβC i довiльних n, p ∈ N,
p ≤ n, в просторi LqβC знайдеться функцiя F (x) = F (f ;n; p;x) та-
ка, що En−p+1(F qβ )

C
= En−p+1(fqβ)

C
, i для неї при n − p → ∞ вико-

нується рiвнiсть:
‖ρn,p(F ;x)‖C =

=
qn−p+1

p

(
4
π2
Kq,p(1) +O(1)

q

(1− q)σ(1,p)(n− p+ 1)

)
En−p+1(F qβ )

C
.

(28)
У (27) i (28) O(1) — величини, рiвномiрно обмеженi по параметрах
n, p, q, β i f ∈ LqβC.

Доведення теореми 2. Оскiльки C ⊂ L∞ i для функцiї f ∈ C
‖f‖∞ = ‖f‖C , то нерiвнiсть (27) є наслiдком нерiвностi (12) . Тому
залишається довести другу частину теореми.

Нехай f ∈ LqβC, n, p ∈ N, p ≤ n. Згiдно з рiвнiстю (22) спра-
ведлива формула

‖ρn,p(f ;x)‖C =
1
πp

∥∥∥∥∫ π

−π
δn−p+1(x− t)Zq(t)Pq,β,n,p(t)dt

∥∥∥∥
C

, (29)

де функцiї Pq,β,n,p(t) i δn−p+1(·) визначаються рiвностями (21) i
(23) вiдповiдно. Отже, необхiдне твердження буде доведено, якщо
для довiльної функцiї ϕ ∈ C можна вказати неперервну функцiю
Φ(·) = Φ(ϕ; ·), для якої En−p+1(Φ)C = En−p+1(ϕ)C при всiх n, p ∈ N,
p ≤ n, i крiм того, має мiсце рiвнiсть:

1
πp

∣∣∣∣ ∫ π

−π

(
Φ(−t)− t∗n−p(−t)

)
Zq(t)Pq,β,n,p(t)dt

∣∣∣∣ =
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=
qn−p+1

p

(
4
π2
Kq,p(1) +O(1)

q

(1− q)σ(1,p)(n− p+ 1)

)
En−p+1(ϕ)C ,

(30)
де t∗n−p — полiном найкращого наближення порядку n− p функцiї
Φ(·) в просторi C . Внаслiдок (19) — (21)

1
πp

∫ π

−π
δn−p+1(−t)Zq(t)Pq,β,n,p(t)dt =

=
1
πp

∫ π

−π
δn−p+1(t)Zq(t)Pq,−β,n,p(t)dt. (31)

Далi, покладемо

ϕ0(t) = En−p+1(ϕ)C signPq,−β,n,p(t), (32)

де Pq,−β,n,p(t) означається рiвнiстю (21). Згiдно з рiвностями
(17) — (18′) роботи [26, с. 101],

Pq,−β,n,p(t) = qn−p+1Zq(t)

(
cos
(

(n− p+ 1)t+
βπ

2

)
Gp,q(t)−

− sin
(

(n− p+ 1)t+
βπ

2

)
Hp,q(t)

)
, (33)

де
Gp,q(t) = cos 2θq(t)− qp cos(pt+ 2θq(t)),

Hp,q(t) = sin 2θq(t)− qp sin(pt+ 2θq(t)).

Подамо Gp,q(t) i Hp,q(t) у виглядi

Gp,q(t) =
√

1− 2 cos pt+ q2p
(

cos 2θq(t)
1− qp cos pt√

1− 2 cos pt+ q2p
+

+qp sin 2θq(t)
sin pt√

1− 2 cos pt+ q2p

)
= (Zqp(pt))−1 cos

(
2θq(t)− θqp(pt)

)
,

(34)

Hp,q(t) =
√

1− 2 cos pt+ q2p
(

sin 2θq(t)
1− qp cos pt√

1− 2 cos pt+ q2p
−
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−qp cos 2θq(t)
sin pt√

1− 2 cos pt+ q2p

)
= (Zqp(pt))−1 sin

(
2θq(t)− θqp(pt)

)
,

(35)
де θq(t) та Zq(t) означенi за допомогою рiвностей (19) i (20) вiдпо-
вiдно.

Внаслiдок (33) — (35) отримуємо:

Pq,−β,n,p(t) =

= qn−p+1 Zq(t)
Zqp(pt)

(
cos
(

(n− p+ 1) +
βπ

2

)
cos
(

2θq(t)− θqp(pt)
)
−

− sin
(

(n− p+ 1)t+
βπ

2

)
sin
(

2θq(t)− θqp(pt)
))

=

= qn−p+1 Zq(t)
Zqp(pt)

cos
(

(n− p+ 1)t+ 2θq(t)− θqp(pt) +
βπ

2

)
. (36)

Покладемо

y(t) = t+
2θq(t)− θqp(pt) + βπ

2

n− p+ 1
.

Покажемо, що функцiя y(t) монотонно зростає, починаючи з де-
якого достатньо великого номера n− p. Оскiльки

y′(t) = 1 +
1

n− p+ 1

(
2θ′q(t)− θ′qp(pt)

)
(37)

i, як неважко переконатися,

θ′q(t) =
q cos t− q2

1− 2q cos t+ q2
<

2q
(1− q)2

, (38)

θ′qp(t) =
qpp cos pt− q2pp

1− 2qp cos pt+ q2p
<

2qpp
(1− qp)2

, (39)

то ∣∣∣∣2θ′q(t)− θ′qp(pt)
∣∣∣∣ < 4q

(1− q)2
+

2qpp
(1− qp)2

≤ 6q
(1− q)2

. (40)
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Тому, згiдно з (37) i (40), для всiх

n− p+ 1 >
6q

(1− q)2
(41)

функцiя y(t) зростає. Далi будемо вважати, що параметри n i
p вибранi таким чином, що нерiвнiсть (41) завжди виконуєть-
ся. Оскiльки y(0) = βπ

2(n−p+1) , y(2π) = 2π + βπ
2(n−p+1) , то

cos
(
(n− p+ 1)y(t)

)
, а разом з нею i функцiя

Pq,−β,n,p(t) = qn−p+1 Zq(t)
Zqp(pt)

cos
(

(n− p+ 1)y(t)
)
.

має точно 2(n−p+1) простих нулiв на промiжку [0, 2π). Очевидно, що

простi нулi zk функцiї Pq,−β,n,p(t) мають вигляд zk = y−1

(
π
2 +kπ

n−p+1

)
,

k ∈ Z, де y−1 — функцiя, обернена до y.
Нехай ξ = min

k∈Z
{zk+1 − zk}. Через ϕδ(t) позначимо функцiю, що

спiвпадає з функцiєю ϕ0(t) скрiзь, за виключенням δ-околiв (δ < ξ
2 )

точок zk, де вона лiнiйна i її графiк з’єднує точки (zk − δ;ϕ0(zk − δ))
i (zk + δ;ϕ0(zk + δ)). Функцiя ϕδ(t) при кожному δ (0 < δ < ξ

2 ) непе-
рервна, має на [0, 2π) точно 2(n− p+ 1) нулiв в яких змiнює знак по
черзi. Тому, згiдно з критерiєм Чебишова, полiном t∗n−p найкращого
наближення в рiвномiрнiй метрицi функцiї ϕδ(t) порядку, не вищо-
го нiж n − p, буде тотожно дорiвнювати нулевi (t∗n−p ≡ 0), причому
En−p+1(ϕδ)C = En−p+1(ϕ)C .

Тому ∫ π

−π
(ϕδ(t)− t∗n−p)Zq(t)Pq,−β,n,p(t)dt =

=
∫ π

−π
ϕδ(t)Zq(t)Pq,−β,n,p(t)dt =

∫ π

−π
ϕ0(t)Zq(t)Pq,−β,n,p(t)dt+R(δ),

(42)
де

R(δ) =
∫ π

−π
(ϕ0(t)− ϕδ(t))Zq(t)Pq,−β,n,p(t)dt.
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Вибираємо δ так, щоб

δ <
q(1− q)

2(n− p+ 1)2
,

тодi отримуємо

|R(δ)| ≤ 2δ
qn−p+1

(1− q)2
(n− p+ 1)En−p+1(ϕ)C <

<
qn−p+2

(1− q)(n− p+ 1)
En−p+1(ϕ)C . (43)

Iз (26), (31), (42) i (43) випливає, що для вказаних δ функцiя
Φ(·) = ϕδ(·) така, що En−p+1(Φ)C = En−p+1(ϕ)C , i для неї виконуєть-
ся (30). Теорему доведено.

Ще один приклад непокращуваностi нерiвностi (8) дає така тео-
рема.

Теорема 2′. Нехай q ∈ (0, 1), β ∈ R, тодi при будь-яких n, p ∈ N,
p ≤ n, i для будь-якого класу LqβC(ε)

E(LqβC(ε);Vn,p)C =

=
(

4
π2
Kq,p(1) +O(1)

q

(1− q)σ(1,p)(n− p+ 1)

)
εn−p+1, (44)

де Kq,p(1) i σ(1, p) визначаються формулами (10) i (11) вiдповiдно,
а O(1) — величина, рiвномiрно обмежена по параметрах n, q, p i β.

Дiйсно, якщо f ∈ LqβC(ε), то fqβ(·) неперервна, i тодi
En−p+1(fqβ)C ≤ εn−p+1. Тому, враховуючи (27), маємо:

‖ρn,p(f ;x)‖C ≤

≤
(

4
π2
Kq,p(1) +O(1)

q

(1− q)σ(1,p)(n− p+ 1)

)
εn−p+1 ∀f ∈ LqβC(ε).

З iншого боку, для функцiї Φ(x) iз теореми 2, яка побудована по
функцiї ϕ ∈ C(ε) такiй, що En−p+1(ϕ)C = εn−p+1, ця нерiвнiсть пе-
ретворюється в рiвнiсть. Звiдси i випливає теорема 2′.
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При p = 1 формула (44) запишеться у виглядi

En(LqβC(ε))C =
(

8qn

π2
K(q) +O(1)

qn

(1− q)n

)
εn, (45)

де K(q) визначається рiвнiстю (9), а O(1) — величина, рiвномiрно
обмежена по параметрах n, q i β. Формула (45) уточнює за рахунок
кращої оцiнки залишкового члена асимптотичну рiвнiсть для вели-
чини En(LqβC(ε))C , отриману в роботi [1, с. 800].

Теорема 3. Нехай q ∈ (0, 1), β ∈ R, n, p ∈ N, p ≤ n i 1 ≤ s ≤ ∞.
Тодi для довiльної функцiї f ∈ LqβLs справедлива нерiвнiсть

‖ρn,p(f ;x)‖C ≤
qn−p+1

p

(
‖ cos t‖s′
π1+1/s′

Kq,p(s′)+

+O(1)
qδ(s)

(n− p+ 1)(1− q)σ(s′,p)

)
En−p+1(fqβ)Ls , (46)

в якiй s′ = s
s−1 ,

δ(s) =

{
0, s = 2,
1, s ∈ [1,∞] \ {2},

(47)

а Kq,p(s′) i σ(s′, p) визначаються формулами (10) i (11) вiдповiдно.
При цьому для будь-якої функцiї f ∈ LqβLs, 1 ≤ s ≤ ∞, i довiль-

них n, p ∈ N, p ≤ n, в просторi LqβLs, 1 ≤ s ≤ ∞, знайдеться функ-
цiя F (x) = F (f ;n; p;x) така, що En−p+1(F qβ )

Ls
= En−p+1(fqβ)

Ls
, i

для неї при n− p→∞ виконується рiвнiсть:

‖ρn,p(F ;x)‖C =
qn−p+1

p

(
‖ cos t‖s′
π1+1/s′

Kq,p(s′)+

+O(1)
qδ(s)

(n− p+ 1)(1− q)σ(s′,p)

)
En−p+1(F qβ )Ls . (48)

У (46) i (48) O(1) — величини, рiвномiрно обмеженi по параметрах
n, p, q, β, s i f ∈ LqβLs.
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Доведення теореми 3. Нехай f ∈ LqβLs, 1 ≤ s ≤ ∞. Тодi для
всiх x ∈ R внаслiдок (22) та твердження 1.5.5 iз роботи [27, с. 43],
отримуємо

‖ρn,p(f)‖C ≤
1
πp
‖Zq(t)Pq,β,n,p(t)‖s′‖δn−p+1(t)‖s, 1 ≤ s ≤ ∞, (49)

де Zq(t), Pq,β,n,p(t), δn−p+1(·) визначаються рiвностями (20), (21) i
(23) вiдповiдно.

Обравши в якостi tn−p полiном найкращого наближення t∗n−p
функцiї f в метрицi простору Ls, з (49) одержимо

‖ρn,p(f)‖C ≤
1
πp
‖Zq(t)Pq,β,n,p(t)‖s′En−p+1(fqβ)

Ls
. (50)

Як випливає з результатiв роботи [28 , с. 35], для довiльних q ∈ (0, 1),
β ∈ R, 1 ≤ s ≤ ∞, p ≤ n, n, p ∈ N, 1 ≤ s′ ≤ ∞ виконується рiвнiсть

‖Zq(t)Pq,β,n,p(t)‖s′
inf
c∈R
‖Zq(t)Pq,β,n,p(t)− c‖s′

1
2 max
h∈R
‖Zq(t+ h)Pq,β,n,p(t+ h)− Zq(t)Pq,β,n,p(t)‖s′

 =

= qn−p+1

(
‖ cos t‖s′
π1+1/s′

Kq,p(s′) +O(1)
qδ(s)

(n− p+ 1)(1− q)σ(s′,p)

)
. (51)

Об’єднавши формули (50) i (51), отримуємо таку нерiвнiсть:

‖ρn,p(f ;x)‖C ≤
qn−p+1

p

(
‖ cos t‖s′
π1+1/s′

Kq,p(s′)+

+O(1)
qδ(s)

(n− p+ 1)(1− q)σ(s′,p)

)
En−p+1(fqβ)

Ls
. (52)

Доведемо другу частину теореми. Згiдно з (22) i (31) необ-
хiдне твердження буде доведено, якщо для довiльної функцiї
ϕ ∈ Ls, 1 ≤ s ≤ ∞, можна вказати функцiю Φ(·) = Φ(ϕ; ·), для якої
En−p+1(Φ)Ls = En−p+1(ϕ)Ls при всiх n, p ∈ N, p ≤ n, i крiм того, має
мiсце рiвнiсть:

1
πp

∣∣∣∣ ∫ π

−π

(
Φ(t)− t∗n−p(t)

)
Zq(t)Pq,−β,n,p(t)dt

∣∣∣∣ =
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=
qn−p+1

p

(
‖ cos t‖s′
π1+1/s′

Kq,p(s′)+

+O(1)
qδ(s)

(n− p+ 1)(1− q)σ(s′,p)

)
En−p+1(ϕ)Ls , (53)

де t∗n−p — полiном найкращого наближення порядку n − p функцiї
Φ(·) в метрицi простору Ls, 1 ≤ s ≤ ∞ .

Розглянемо спочатку випадок 1 ≤ s <∞. Покладемо

Φ(t) = ‖Zq(t)Pq,−β,n,p(t)‖1−s
′

s′ ×

×|Zq(t)Pq,−β,n,p(t)|s
′−1sign(Zq(t)Pq,−β,n,p(t))En−p+1(ϕ)Ls , (54)

Легко переконатися в тому, що

‖Φ(t)‖s = ‖Zq(t)Pq,−β,n,p(t)‖1−s
′

s′ En−p+1(ϕ)Ls×

×
(∫ π

−π
|Zq(t)Pq,−β,n,p(t)|(s

′−1)sdt

) 1
s

=

= ‖Zq(t)Pq,−β,n,p(t)‖1−s
′

s′ ‖Zq(t)Pq,−β,n,p(t)‖
s′−1
s′ En−p+1(ϕ)Ls =

= En−p+1(ϕ)Ls . (55)

Покажемо, що полiном найкращого наближення порядку n − p
в метрицi простору Ls функцiї Φ(t) тотожно дорiвнює нулевi. Для
довiльного тригонометричного полiнома порядку n− p∫ 2π

0

tn−p(t)|Φ(t)|s−1sign(Φ(t))dt =

= ‖Zq(t)Pq,−β,n,p(t)‖1−s
′

s′ En−p+1(ϕ)Ls

∫ 2π

0

tn−p(t)Zq(t)Pq,−β,n,p(t)dt.

(56)
Оскiльки, згiдно з формулою (8) роботи [26]

Zq(t)Pq,−β,n,p(t) =
n−1∑

k=n−p

∞∑
j=k+1

qj cos
(
jt− βπ

2

)
,
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то ∫ 2π

0

tn−p(t)Zq(t)Pq,−β,n,p(t)dt = 0, (57)

а отже, внаслiдок ( 56 )∫ 2π

0

tn−p(t)|Φ(t)|s−1sign(Φ(t))dt = 0. (58)

Тодi на пiдставi твердження 3.3.3 роботи [29 , c. 56] можемо зробити
висновок, що полiном t∗n−p ≡ 0, є полiномом найкращого наближен-
ня функцiї Φ(t) в метрицi простору Ls, 1 ≤ s <∞. Тому внаслiдок
(55) En−p+1(Φ)Ls = En−p+1(ϕ)Ls , 1 ≤ s < ∞, i крiм того, з ураху-
ванням (51)

1
πp

∣∣∣∣ ∫ π

−π

(
Φ(t)− t∗n−p(t)

)
Zq(t)Pq,−β,n,p(t)dt

∣∣∣∣ =

=
1
πp

∣∣∣∣ ∫ π

−π
Φ(t)Zq(t)Pq,−β,n,p(t)dt

∣∣∣∣ =

=
1
πp
‖Zq(t)Pq,−β,n,p(t)‖s′En−p+1(ϕ)Ls =

=
qn−p+1

p

(
‖ cos t‖s′
π1+1/s′

Kq,p(s′)+

+O(1)
qδ(s)

(n− p+ 1)(1− q)σ(s′,p)

)
En−p+1(ϕ)Ls . (59)

Отже, рiвнiсть (53) доведено для випадку 1 ≤ s <∞.
Розглянемо випадок s =∞. Покладемо

ϕ0(t) = En−p+1(ϕ)L∞ signPq,−β,n,p(t). (60)

Виходячи iз функцiї ϕ0(t) вигляду (60), побудуємо неперервну функ-
цiю ϕδ(t) так, як це було зроблено в ходi доведення теореми 2. Якщо
вибрати параметр δ > 0 достатньо малим, то функцiя Φ(t) = ϕδ(t)
буде мати на [0, 2π) точно 2(n − p + 1) нулiв, в яких вона змiнюва-
тиме знак по черзi, i згiдно з критерiєм Чебишова, полiном t∗n−p ≡ 0
буде полiномом найкращого рiвномiрного наближення порядку n−p
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функцiї Φ(t). Отже, En−p+1(Φ)C = En−p+1(Φ)L∞ = En−p+1(ϕ)L∞ .
Внаслiдок тих же мiркувань, якi використовувалися при доведенi
(42) та (43), переконуємось у справедливостi (53) i при s = ∞. Тео-
рему доведено.

Якщо f ∈ Lqβ,s, то ‖f
q
β‖s ≤ 1, i отже, En−p+1(fqβ)Ls ≤ 1. Розгляда-

ючи точнi верхнi межi обох частин (46) по класах Lqβ,s, 1 ≤ s ≤ ∞,
отримуємо

E(Lqβ,s;Vn,p)C ≤

≤ qn−p+1

p

(
‖ cos t‖s′
π1+1/s′

Kq,p(s′) +O(1)
qδ(s)

(n− p+ 1)(1− q)σ(s′,p)

)
. (61)

Спiвставляючи це спiввiдношення з отриманими в роботi
[28, c. 35] результатами, згiдно з якими при n− p→∞

E(Lqβ,s;Vn,p)C =

=
qn−p+1

p

(
‖ cos t‖s′
π1+1/s′

Kq,p(s′) +O(1)
qδ(s)

(n− p+ 1)(1− q)σ(s′,p)

)
, (62)

приходимо до висновку, що при довiльних 1 ≤ s ≤ ∞ нерiвнiсть (46)
на класах Lqβ,s є асимптотично непокращуваною.

Теорема 4. Нехай q ∈ (0, 1), β ∈ R, n, p ∈ N, p ≤ n i 1 ≤ s ≤ ∞.
Тодi для довiльної функцiї f ∈ LqβL1 має мiсце нерiвнiсть

‖ρn,p(f ;x)‖Ls ≤
qn−p+1

p

(
‖ cos t‖s
π1+1/s

Kq,p(s)+

+O(1)
qδ(s)

(n− p+ 1)(1− q)σ(s,p)

)
En−p+1(fqβ)L1 , (63)

де Kq,p(s), σ(s, p) та δ(s) означенi рiвностями (10), (11) та (47)
вiдповiдно, а O(1) — величина, рiвномiрно обмежена по параметрах
n, p, q, β i s.

Доведення теореми 4. Доведення будемо проводити за схе-
мою, використаною при доведеннi теореми 3. Нехай f ∈ LqβL1. Тодi
внаслiдок iнтегрального зображення (22) та твердження 4.1.1 iз ро-
боти [29, с. 71], отримуємо

‖ρn,p(f)‖Ls ≤
1
πp
‖Zq(t)Pq,β,n,p(t)‖s‖δn−p+1(t)‖1, 1 ≤ s ≤ ∞, (64)



Нерiвностi типу Лебега для сум Валле Пуссена . . . 315

де δn−p+1(·) = ϕ(·) − tn−p(·). Обравши в (64) в якостi tn−p полiном
найкращого наближення t∗n−p функцiї f в метрицi простору L1, одер-
жимо

‖ρn,p(f)‖Ls ≤
1
πp
‖Zq(t)Pq,β,n,p(t)‖sEn−p+1(fqβ)

L1
. (65)

Враховуючи (51), з нерiвностi (65) отримуємо нерiвнiсть (63) .
Теорему 4 доведено.
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