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ОПТИМАЛЬНЕ КОДУВАННЯ КЛАСIВ ПОВЕРХОНЬ,
ЗАДАНИХ МОДУЛЯМИ НЕПЕРЕРВНОСТI ТА
НЕМОНОТОННОСТI

The task of optimum code of classes of the self-reactance set surfaces has been
investigated, if the restrictions on coordinate functions are given with the use
of the modules of continuity and non-monotonicity. The bilateral estimations
of informative diameters of these classes of surfaces are obtained.

Дослiджено задачу оптимального кодування класiв параметрично зада-
них поверхонь, коли обмеження на координатнi функцiї заданi за допомо-
гою модулiв неперервностi та немонотонностi. Отримано двостороннi
оцiнки iнформацiйних поперечникiв цих класiв поверхонь, деякi з них є
непокращуваними.

Розглянемо деякi аспекти задачi оптимального кодування повер-
хонь, заданих параметрично

ϕ(u, v) = {ϕ1(u, v), ϕ2(u, v), ϕ3(u, v)},

де (u, v) ∈ I = [0, 1] × [0, 1]. Загальну постановку задачi кодування
елементiв метричного просторуXρ з метрикою ρ детально викладено
в роботi [1]. В данiй статтi будемо притримуватись тiєї ж термiноло-
гiї, символiки та позначень.

Елементу x ∈ F ⊂ Xρ за допомогою набору

MN = {µ1, µ2, . . . , µN}
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неперервних на X функцiоналiв поставимо у вiдповiднiсть вектор
T (x,MN ) = {µ1(x), µ2(x), ..., µN (x)}. Дiаметром областi невизначе-
ностi називається величина

D(F,MN , Xρ) = sup
y,z∈F

{ρ(y, z)X : T (y,MN ) = T (z,MN )}, (1)

де ρ(y, z)X — вiдстань мiж елементами {y, z} ⊂ X(див., наприклад
[12]). Однiєю з величин, що характеризує похибку вiдновлення еле-
ментiв множини F за iнформацiєю T (x,MN ), є iнформацiйний попе-
речник

γN (F,Xρ) = inf
MN

D(F,MN , Xρ). (2)

Якщо при означеннi величини (2) за чисельну характеристику
розмiрiв областi невизначеностi використовувати не її дiаметр, а че-
бишовський радiус [14], то всi отриманi спiввiдношення для вiдпо-
вiдних iнформацiйних поперечникiв будуть зменшенi вдвiчi.

Вiдмiтимо, що задача оптимального кодування параметрично за-
даних кривих розглядалася в роботах [1-6]. Специфiкою кодування
поверхонь, так само, як i кривих, є, в першу чергу, вибiр метрики.

Якщо ρ(P,Q) — деяка вiдстань мiж точками простору, то вiдстань
мiж поверхнями ϕ(u, v) = {ϕ1(u, v), ϕ2(u, v), ϕ3(u, v)} та ψ(u, v) =
{ψ1(u, v), ψ2(u, v), ψ3(u, v)} можна визначити, зокрема, за формулою

R(ϕ,ψ) = sup
0≤u≤1,0≤v≤1

{ρ(P,Q) : P (u, v) ∈ ϕ,Q(u, v) ∈ ψ}, (3)

де точки P (u, v) та Q(u, v) вiдповiдають одним i тим самим значен-
ням параметрiв u i v . Проте вiдстань (3) залежить вiд способу пара-
метризацiї поверхнi, тому також доцiльно розглядати хаусдорфову
вiдстань мiж поверхнями, яка бiльш iстотно вiдображає ступiнь гео-
метричної близькостi i не залежить вiд вибору параметризацiї. Якщо
ρ(P,Q) — деяка вiдстань мiж точками простору, то пiд хаусдорфовою
вiдстанню мiж множинами A та B розумiють величину [7]

h(A,B) = max
{

sup
P∈A

inf
Q∈B

ρ(P,Q), sup
Q∈B

inf
P∈A

ρ(P,Q)
}
. (4)
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Класи поверхонь, якi розглядаються в цiй роботi, будемо зада-
вати за допомогою двовимiрних аналогiв модуля неперервностi та
модуля немонотонностi. Специфiка двовимiрного випадку дозволяє
для функцiї f(x, y) сформулювати рiзнi означення модуля неперерв-
ностi:

1) повний модуль неперервностi [13]:

ω(f ; δ, η) = sup
|x′−x′′|≤δ,|y′−y′′|≤η

{|f(x′, y′)− f(x′′, y′′)|}, (5)

де {(x′, y′), (x′′, y′′)} ∈ I;
2) модуль неперервностi, який характеризує змiну f(x, y) вздовж

кожної змiнної [13] :

ω1(f ; δ) = sup
|x′−x′′|≤δ,{x′,x′′,y}∈[0,1]

{|f(x′, y)− f(x′′, y)|}, (6)

ω2(f ; η) = sup
|y′−y′′|≤η,{x,y′,y′′}∈[0,1]

{|f(x, y′)− f(x, y)|}; (7)

3) модуль неперервностi спецiального вигляду [11]:

ω∗(f ; δ, η) = ω1(f ; δ) + ω2(f ; η), (8)

де модулi неперервностi ω1(f ; δ) та ω2(f ; η) введенi спiввiдношеннями
(6) та (7) вiдповiдно.

Функцiї (5)–(8) мають характеристичнi властивостi, аналогiчнi
тим, якi має одновимiрний модуль неперервностi, а саме: ω(0, 0) = 0,
ω1(0) = ω2(0) = 0, ω∗(0, 0) = 0, цi функцiї не спадають по змiнним
δ, η, неперервнi та напiвадитивнi. Тому про функцiї ω(δ, η), ω1(δ),
ω2(η), ω∗(δ, η) можна говорити, як про модулi неперервностi, безвiд-
носно щодо функцiї f(x, y) .

Модулем немонотонностi функцiї f(x, y) називають величину
[11]:

µ(f ; t, τ) =
1
2

sup
|x′−x′′|≤t,|y′−y′′|≤τ

{|f(x′, y′)− f(x, y)|+

+|f(x′′, y′′)− f(x, y)| − |f(x′, y′)− f(x′′, y′′)|} . (9)

Оскiльки функцiя µ(f ; t, τ) має властивостi, аналогiчнi власти-
востям одновимiрного модуля немонотонностi, тобто µ(f ; t, τ) визна-
чена для всiх t, τ ≥ 0, µ(f ; 0, 0) = 0 , µ(f ; t, τ) не спадає по кожнiй
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змiннiй, то кожнiй обмеженiй функцiї f(x, y) можна поставити у вiд-
повiднiсть таку функцiю µ(f ; t, τ), яка має перерахованi властивостi,
i навпаки, кожну функцiю, яка задовольняє цi властивостi, можна
розглядати як модуль немонотонностi деякої функцiї f(x, y).

Введемо до розгляду такi класи неперервних на квадратi I функ-
цiй:

1) клас H1
ω[I] — клас функцiй f ∈ C[I], для яких повний модуль

неперервностi ω(f ; δ, η) ≤ ω(δ, η), де ω(δ, η)— заданий опуклий вгору
повний модуль неперервностi;

2) клас H2
ω1,ω2

[I] — клас функцiй f ∈ C[I] таких, що

|f(x′, y)− f(x′′, y)| ≤ ω1(|x′′ − x′|), {x′, x′′, y} ∈ [0; 1],

|f(x, y′)− f(x, y′′)| ≤ ω2(|y′′ − y′|), {y′, y′′, x} ∈ [0; 1],

де ω1(δ), ω2(η) — заданi опуклi вгору модулi неперервностi;
3) клас H3

ω∗ [I] — множина функцiй f ∈ C[I], якi визначенi моду-
лем неперервностi спецiального типу (8), тобто задовольняють умову

ω∗(f ; δ, η) ≤ ω∗(δ, η) = ω1(δ) + ω2(η),

де ω1(δ), ω2(η) — заданi опуклi вгору модулi неперервностi;
4) клас BHµ[I] — множина функцiй f ∈ C[I], для яких
sup
x,y
|f(x, y)| ≤ B i µ(f ; t, τ) ≤ µ(t, τ), де µ(t, τ) — заданий модуль

немонотонностi.
Класи поверхонь, у яких кожна координатна функцiя належить

вiдповiдно до класiвH1
ω[I],H2

ω1,ω2
[I],H3

ω∗ [I], BHµ[I] позначимо через
H

1

ω[I], H
2

ω1,ω2
[I], H

3

ω∗ [I], BHµ[I] .
Нехай I = [0; 1] × [0; 1] — одиничний квадрат змiни параметрiв

u та v , а n,m — довiльнi фiксованi натуральнi числа; ∆n : 0 =
= u0 < u1 < . . . < un = 1 та δm : 0 = v0 < v1 < . . . < < vm = 1
— вiдповiднi розбиття вiдрiзкiв змiни параметрiв u та v. З множин
Qn = {1, 2, . . . , n} та Qm = {1, 2, . . . ,m} видiлимо двi пiдмножини
Rn та Rm.

При дослiдженнi задачi оптимального кодування будемо засто-
совувати такий спосiб, коли кожна координатна функцiя кодується
одним i тим самим набором функцiоналiв. Вiдстань мiж точками



Оптимальне кодування класiв поверхонь . . . 149

P i Q простору визначимо, як звичайну евклiдову вiдстань r мiж
точками простору, а через XR i Xh позначимо метричнi простори з
метрикою (3) i (4) вiдповiдно.

1. Оцiнки зверху для величин (2) отримуємо, застосовуючи iн-
терполяцiйний метод кодування, коли µk — лiнiйнi функцiонали на
C[I], заданi рiвностями µik(ϕ) = ϕ(ui, vk), де i ∈ Rn, k ∈ Rm.
Таким чином, поверхню ϕ(u, v) закодуємо N = m∗n∗ точками
Mi,k (ϕ1(ui, vk), ϕ2(ui, vk), ϕ3(ui, vk)), через якi вона проходить (n∗,
m∗ — кiлькiсть елементiв множин Rn, Rm вiдповiдно).

Нехай для координатних функцiй поверхонь ϕ та ψ з класу H
1

ω[I]
виконуються рiвностi

ϕp(ui, vk) = ψp(ui, vk), p = 1, 2, 3, i ∈ Rn, k ∈ Rm. (10)

Якщо P (u, v) та Q(u, v) — точки вiдповiдно поверхонь ϕ та ψ,
що визначаються одними i тими ж значеннями параметрiв u, v , то
Pi,k(ui, vk) = Qi,k(ui, vk) i

r (P,Q) ≤ r (P, Pi,k) + r (Q,Qi,k) =

=

√√√√ 3∑
p=1

[ϕp(u, v)− ϕp(ui, vk)]2 +

√√√√ 3∑
p=1

[ψp(u, v)− ψp(ui, vk)]2 ≤

≤ 2
√

3ω(|u− ui|, |v − vk|).

Оскiльки це справедливо для довiльних ui та vk, то

r(P,Q) ≤ 2
√

3ω(|u− ui|, |v − vk|), 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 1.

В точностi цiєї оцiнки можна переконатися, якщо розглянути по-
верхнi ϕ та ψ з координатними функцiями вiдповiдно ϕp(u, v) =
= −ψp(u, v) = min

i,k
ω(|u− ui|, |v − vk|), p = 1, 2, 3.

Мiнiмум в цiй нерiвностi буде реалiзуватися при рiвномiрно-
му розбиттi вiдрiзкiв [0; 1] вiдповiдно точками ui та vk, тобто
ui = i

n , i = 0, n, vk = k
m , k = 0,m. Таким чином, для величини
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D(H
1

ω,M
0
N , XR), де M0

N — набiр iнтерполяцiйних функцiоналiв, за-
даних по рiвномiрному розбиттю рiвностями µik(ϕ) = ϕ

(
i
n ,

k
m

)
, має-

мо спiввiдношення

D
(
H

1

ω[I],M0
N , XR

)
= 2
√

3ω
(

1
2n
,

1
2m

)
. (11)

Аналогiчними мiркуваннями для класуH
2

ω1,ω2
[I] отримуємо оцiн-

ку
r(P,Q) ≤ 2

√
3 min
i,k

[ω1(|u− ui|) + ω2(|v − vk|)] ,

0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 1, точнiсть якої перевiряється на поверхнях ϕ та
ψ з координатними функцiями

ϕp(u, v) = −ψp(u, v) = min
i,k

[ω1(|u− ui|) + ω2(|v − vk|)] ,

p = 1, 2, 3, 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 1. При рiвномiрному розбиттi ui = i
n ,

i = 0, n, vk = k
m , k = 0,m, реалiзується вiдповiдний мiнiмум вiдстанi,

тому для величини D

(
H

2

ω1,ω2
[I],M0

N , XR

)
отримаємо таке спiввiд-

ношення

D

(
H

2

ω1,ω2
[I],M0

N , XR

)
= 2
√

3
[
ω1

(
1

2n

)
+ ω2

(
1

2m

)]
. (12)

При знаходженнi оцiнки знизу величини (2) для класiв поверхонь
H

3

ω∗ [I] скористаємося результатом статтi [8], в якiй мiститься оцiн-
ка наближення функцiї двох змiнних даного класу багатогранними
функцiями в рiвномiрнiй метрицi:

sup
f∈H3

ω∗ [I]

||f(x, y)− Lnm(f ;x, y)||C
ω1

(
1
2n

)
+ ω2

(
1

2m

) = 1.

Якщо для координатних функцiй поверхонь ϕ та ψ з класуH
3

ω∗ [I]
виконуються рiвностi (10), i P ∈ ϕ , Q ∈ ψ , Pi,k ∈ Lmn, то

r(P,Q) ≤ r(P, Pi,k) + r(Q,Pi,k) ≤ 2
√

3
[
ω1

(
1

2n

)
+ ω2

(
1

2m

)]
,
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i тодi, аналогiчно попередньому випадку, є справедливим спiввiдно-
шення

D(H
3

ω∗ [I],M0
N , XR) = 2

√
3
[
ω1

(
1

2n

)
+ ω2

(
1

2m

)]
. (13)

У випадку хаусдорфової метрики, враховуючи нерiвнiсть
h(ϕ,ψ) ≤ R(ϕ,ψ) , отримаємо, що оцiнки для величин
D
(
H
i
[I],M0

N , XR

)
, i = 1, 2, 3 , є завищеними вдвiчi. Дiйсно, якщо

для поверхонь ϕ та ψ виконуються рiвностi (10) при ui = u0
i , vk = v0

k,
то для довiльної точки P = P (u, v) поверхнi ϕ iснує точка Pi,k з ко-
ординатами

(
ϕ1(u0

i , v
0
k), ϕ2(u0

i , v
0
k), ϕ3(u0

i , v
0
k)
)
така, що |u−u0

i | ≤ 1
2n ,

|v − v0
k| ≤ 1

2m . А оскiльки точка Pi,k належить i поверхнi ψ , то

r(P,ψ) = inf
Q∈ψ

r(P,Q) ≤ r(P, Pi,k) =

=

√√√√ 3∑
p=1

[ϕp(u, v)− ϕp(u0
i , v

0
k)]2.

Для класу H
1

ω[I] отримуємо r(P,ψ) ≤
√

3ω
(

1
2n ,

1
2m

)
, а для класiв

H
2

ω1,ω2
[I], H

3

ω∗ [I] —

r(P,ψ) ≤
√

3
[
ω1

(
1

2n

)
+ ω1

(
1

2n

)]
.

Такi ж оцiнки отримуємо i для r(Q,ϕ), Q ∈ ψ , причому знак
рiвностi буде мати мiсце для поверхонь з координатними функцiя-
ми, що реалiзували мiнiмуми вiдповiдних вiдстаней. Таким чином,
мають мiсце рiвностi:

D
(
H

1

ω[I],M0
N , Xh

)
=
√

3ω
(

1
2n
,

1
2m

)
. (14)

D
(
H

2

ω1,ω2
[I],M0

N , Xh

)
=
√

3
[
ω1

(
1

2n

)
+ ω2

(
1

2m

)]
. (15)
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D
(
H

3

ω∗ [I],M0
N , Xh

)
=
√

3
[
ω1

(
1

2n

)
+ ω2

(
1

2m

)]
. (16)

Рiвностi (11)—(16) дозволяють виписати оцiнки зверху для вiд-
повiдних iнформацiйних поперечникiв в метриках (3) i (4).

Теорема 1. Для будь-яких опуклих вгору модулiв неперервностi
ω(δ, η) , ω1(δ) , ω2(η) мають мiсце нерiвностi:

γN
(
H

1

ω[I], XR

)
≤ 2
√

3ω
(

1
2n
,

1
2m

)
; (17)

γN
(
H

2

ω1,ω2
[I], XR

)
= γN

(
H

3

ω∗ [I], XR

)
≤

≤ 2
√

3
[
ω1

(
1

2n

)
+ ω2

(
1

2m

)]
; (18)

γN
(
H

1

ω[I], Xh

)
≤
√

3ω
(

1
2n
,

1
2m

)
; (19)

γN
(
H

2

ω1,ω2
[I], Xh

)
= γN

(
H

3

ω∗ [I], Xh

)
≤

≤
√

3
[
ω1

(
1

2n

)
+ ω2

(
1

2m

)]
. (20)

2. Для отримання оцiнок знизу для iнформацiйних поперечникiв
класiв поверхонь будемо розглядати лише множину M∗N функцiо-
налiв MN = {µ1(f), µ2(f), · · · , µN (f)}, якi є неперервними та непар-
ними, тобто обмежимося розглядом величини

γN (F,Xρ) = inf
MN∈M∗N

D(F,MN , Xρ) =

= inf
MN∈M∗N

sup
{
ρ(φ, ψ)X : φ, ψ ∈ F, µk(ϕi) = µk(ψi),

k = 1, N, i = 1, 2, 3
}
. (21)

Справедливим є таке твердження.
Лема 1. Нехай K — клас функцiй f ∈ C[I], що мiстить

тотожний нуль i разом з функцiєю f(u, v) мiстить також i
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функцiю −f(u, v); крiм того, нехай K3 — клас вектор–функцiй
f(u, v) = {f1(u, v), f2(u, v), f3(u, v)}, у якого кожна функцiя fi ∈
K, i = 1, 2, 3. Якщо для набору MN = {µ1, µ2, · · · , µN} неперервних
та непарних на C[I] функцiоналiв в класi K iснує функцiя g(u, v)
така, що µk(g) = 0, k = 1, N ,

||g||C = max
0≤u≤1,0≤v≤1

|g(u, v)| ≥ q, (22)

то

D(K3,MN , XR) ≥ 2
√

3q, (23)

D(K3,MN , Xh) ≥
√

3q. (24)

Доведення. Розглянемо вектор-функцiї ϕ(u, v) та ψ(u, v), де
ϕi(u, v) = −ψi(u, v) = g(u, v), i = 1, 2, 3, а g(u, v) задо-
вольняє спiввiдношення (22). Якщо ||ϕi||C = |ϕi (u0, v0) |, то
|ϕi(u0, v0)| − |ψi(u0, v0)| = 2|g(u0, v0)| ≥ 2q i тому

R(ϕ,ψ) ≥ r(ϕ(u0, v0), ψ(u0, v0)) ≥ 2
√

3q.

Далi, якщо в класi K розглянути вектор-функцiї ϕ(u, v) та
ψ(u, v), у яких ϕi(u, v) = g(u, v), ψi(u, v) ≡ 0, i = 1, 2, 3, то для
хаусдорфової метрики отримуємо

h(ϕ,ψ) =

(
3∑
i=1

ϕ2
i (u0, v0)

) 1
2

≥
√

3q.

Перейдемо до аналiзу конкретних ситуацiй.
Нехай клас K = H1

ω[I], ω(δ, η) — заданий опуклий вгору модуль
неперервностi, SN — одинична сфера в (N + 1) - вимiрному просторi
векторiв ξ = {ξ1, ξ2, . . . , ξN+1} з нормою ||ξ|| = |ξ1|+ |ξ2|+ · · ·+ |ξN+1|.
Покладемо u0 = v0 = 0, uk = = vk = |ξ1|+ · · ·+ |ξk|, k = 1, 2, . . . , N+1
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та поставимо у вiдповiднiсть вектору ξ ∈ SN функцiю

g(ξ, u, v) =



1
2ω(2u1 − 2u, 2v1 − 2v) sign ξ1,

u ∈ [u0;u1], v ∈ [vi−1; vi], i = 1, N + 1,
1
2ω(2ui − 2u, 2v1 − 2v) sign ξ1,

u ∈ [ui−1;ui], v ∈ [v0; v1], i = 1, N + 1,
1
2 min[ω(2u− 2ui−1, 2v − 2vk−1),

ω(2ui − 2u, 2vk − 2v)] sign ξk,
u ∈ [ui−1;ui], v ∈ [vk−1; vk], {i, k} ∈ {2, 3, . . . , N},

1
2ω(2u− 2uN , 2v − 2vi) sign ξN+1,

u ∈ [uN ;uN+1], v ∈ [vi−1; vi], i = 1, N + 1,
1
2ω(2u− 2ui, 2v − 2vN ) sign ξN+1,

u ∈ [ui−1;ui], v ∈ [vN ; vN+1], i = 1, N + 1,

яка належить до класу H1
ω[I], виконується нерiвнiсть ||g(ξ)||C ≥

≥ 1
2ω
(

1
N ,

1
N

)
.

Якщо MN = {µ1, µ2, · · · , µN} — набiр неперервних та непарних
функцiоналiв, то спiввiдношення

ηk(ξ) = µk
(
g(ξ)

)
, k = 1, 2, · · · , N,

задають на SN неперервне та непарне (µk(−f) = −µk(f) ) векторне
поле. Тому за теоремою Борсука [9] для деякого вектора ξ

∗ ∈ SN буде

µk

(
g(ξ
∗
)
)

= 0, k = 1, 2, · · · , N . Тодi згiдно з лемою 1 отримаємо

D(H
1

ω[I],MN , XR) ≥
√

3ω
(

1
N
,

1
N

)
, (25)

D(H
1

ω[I],MN , Xh) ≥
√

3
2
ω

(
1
N
,

1
N

)
. (26)

Цi нерiвностi виконуються для кожного набору MN ∈M∗N, а то-
му, враховуючи (17), (19), (25), (26), приходимо до висновку, що є
справедливою теорема.

Теорема 2. Для будь-якого опуклого вгору модуля неперервностi
ω(δ, η) виконуються спiввiдношення

√
3ω
(

1
N
,

1
N

)
≤ γN (H

1

ω[I], XR) ≤ 2
√

3ω
(

1
2N

,
1

2N

)
.
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Нехай далiK = H3
ω∗ [I] абоH2

ω1,ω2
[I], де ω1(δ) i ω1(η) — опуклi вго-

ру модулi неперервностi. Тодi так само, як i в попередньому випадку,
вектору ξ ∈ SN поставимо у вiдповiднiсть функцiю:

g(ξ, u, v) =



1
2 (ω(2u1 − 2u) + (2v1 − 2v)) sign ξ1,

u ∈ [u0;u1], v ∈ [vi−1; vi], i = 1, N + 1,
1
2 (ω(2ui − 2u) + (2v1 − 2v)) sign ξ1,

u ∈ [ui−1;ui], v ∈ [v0; v1], i = 1, N + 1,
1
2 min[ω(2u− 2ui−1) + (2v − 2vk−1),

ω(2ui − 2u) + (2vk − 2v)] sign ξk,
u ∈ [ui−1;ui], v ∈ [vk−1; vk], {i, k} ∈ {2, 3, . . . , N},
1
2 (ω(2u− 2uN ) + (2v − 2vi)) sign ξN+1,

u ∈ [uN ;uN+1], v ∈ [vi−1; vi], i = 1, N + 1,
1
2 (ω(2u− 2ui) + (2v − 2vN )) sign ξN+1,

u ∈ [ui−1;ui], v ∈ [vN ; vN+1], i = 1, N + 1,

що належить до класу H3
ω∗ [I] або H2

ω1,ω2
[I], i справедлива нерiвнiсть

||g(ξ)||C ≥ 1
2

(
ω1

(
1
N

)
+ ω2

(
1
N

))
.

Для набору MN ∈ M∗N маємо неперервне та непарне век-
торне поле, тому для деякого ξ

∗ ∈ SN буде виконуватись рiвнiсть
µk

(
g(ξ
∗
)
)

= 0 , i отже, оцiнки знизу величини (1) для цих класiв
поверхонь мають вигляд:

D(H
2

ω1,ω2
[I],MN , XR) = D(H

3

ω∗ [I],MN , XR) ≥

≥
√

3
(
ω1

(
1
N

)
+ ω2

(
1
N

))
, (27)

D(H
2

ω1,ω2
[I],MN , Xh) = D(H

3

ω∗ [I],MN , Xh) ≥

≥
√

3
2

(
ω1

(
1
N

)
+ ω2

(
1
N

))
. (28)

Враховуючи отриманi оцiнки iнформацiйних поперечникiв (18),
(20), (27), (28), приходимо до висновку, що має мiсце теорема.

Теорема 3. Якщо ω1(δ) i ω1(η) — довiльнi опуклi вгору модулi
неперервностi, то

√
3
(
ω1

(
1
N

)
+ ω2

(
1
N

))
≤ γN (H

2

ω1,ω2
[I], XR) =
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= γN (H
3

ωI [I], XR) ≥ 2
√

3
(
ω1

(
1

2N

)
+ ω2

(
1

2N

))
,

√
3

2

(
ω1

(
1
N

)
+ ω2

(
1
N

))
≤ γN (H

2

ω1,ω2
[I], Xh) =

= γN (H
3

ω∗ [I], Xh) ≥
√

3
(
ω1

(
1

2N

)
+ ω2

(
1

2N

))
.

3. Перейдемо до розгляду класiв BHµ[I] поверхонь, у яких об-
меження на координатнi функцiї задаються за допомогою двовимiр-
ного модуля немонотонностi (9). Для отримання оцiнок iнформацiй-
них поперечникiв знайдемо оцiнки наближення функцiї двох змiнних
класу BHµ[I] багатогранними поверхнями.

Лема 2. Нехай f(x, y) — задана на I = [0; 1] × [0; 1] обмежена
функцiя, t, τ — довiльнi невiд’ємнi числа, (x1, y1), (x2, y2) — довiльнi
точки квадрата I такi, що |x1 − x2| ≤ t, |y1 − y2| ≤ τ . Тодi для
довiльних (x, y) ∈ I мають мiсце нерiвностi

M1 − µ(f ; t, τ) ≤ f(x, y) ≤M2 + µ(f ; t, τ),

де µ(f ; t, τ) — модуль немонотонностi функцiї f(x, y),
M1 = min[f(x1, y1), f(x2, y2)], M2 = max[f(x1, y1), f(x2, y2)].

Доведення проведемо методом вiд супротивного. Нехай iснує точ-
ка M0(x0, y0), x1 < x0 < x2, y1 < y0 < y2, така, що, наприклад,
f(M0) < M1 − µ(f ; t, τ). Тодi f(M0) < f(M1), f(M0) < f(M2), i за
означенням модуля немонотонностi буде мати мiсце

µ(f ; t, τ) >
1
2

(|f(M1)− f(M0)|+

+|f(M2)− f(M0)| − |f(M1)− f(M2)|) =

=
{
f(M2)− f(M0), якщо f(M1) > f(M2)
f(M1)− f(M0), якщо f(M1) < f(M2) =

= min[f(M1), f(M2)]− f(M0) = M1 − f(M0) > µ(f ; t, τ).

Отримане протирiччя доводить справедливiсть нерiвностi
M1 − µ(f ; t, τ) ≤ f(x, y). Друга частина нерiвностi доводиться
аналогiчно.
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Нехай далi маємо деяку поверхню ϕ(u, v) з кла-
су BHµ[I], на якiй виберемо довiльним чином точки
A (ϕ1(u1, v1), ϕ2(u1, v1), ϕ3(u1, v1)), B (ϕ1(u2, v2), ϕ2(u2, v2),
ϕ3(u2, v2)), C (ϕ1(u3, v3), ϕ2(u3, v3), ϕ3(u3, v3)), якi утворюють
трикутну площину, вписану в поверхню ϕ(u, v). Далi, будь-яку
точку P0(x0, y0, z0) ∈ ϕ, якiй вiдповiдають значення параметрiв
u = u0, v = v0, виберемо так, щоб точка (u0, v0) належала трикут-
нику, утвореному точками (u1, v1), (u2, v2), (u3, v3). А в площинi
трикутника ABC вiзьмемо точку Q(x∗, y∗, z∗) так, щоб вона лежала
на серединi однiєї з його сторiн, наприклад, x∗ = ϕ1(u1,v1)+ϕ1(u2,v2)

2 ,
y∗ = ϕ2(u1,v1)+ϕ2(u2,v2)

2 , z∗ = ϕ3(u1,v1)+ϕ3(u2,v2)
2 . Також для визначено-

стi покладемо M i
2 = max[ϕi(u1, v1), ϕi(u2, v2)] = ϕi(u1, v1), i = 1, 2, 3.

За лемою 2 маємо нерiвностi:

M1
1 − µ (ϕ1; |u2 − u1|, |v2 − v1|) ≤ x0 ≤
≤M1

2 + µ (ϕ1; |u2 − u1|, |v2 − v1|) ,

M2
1 − µ (ϕ1; |u2 − u1|, |v2 − v1|) ≤ y0 ≤
M2

2 + µ (ϕ1; |u2 − u1|, |v2 − v1|) ,

M3
1 − µ (ϕ1; |u2 − u1|, |v2 − v1|) ≤ z0 ≤
≤M3

2 + µ (ϕ1; |u2 − u1|, |v2 − v1|) .

Для рiзницi x0 − x∗ виконується спiввiдношення, з одного боку,

x0 − x∗ ≤ ϕ1(u1, v1)+

+µ (ϕ1; |u2 − u1|, |v2 − v1|)−
ϕ1(u1, v1) + ϕ1(u2, v2)

2
=

=
ϕ1(u1, v1)− ϕ1(u2, v2)

2
+ µ (ϕ1; |u2 − u1|, |v2 − v1|) ≤

≤ |ϕ1(u1, v1)− ϕ1(u2, v2)|
2

+ µ (ϕ1; |u2 − u1|, |v2 − v1|) ≤

≤ A1 + µ (ϕ1; |u2 − u1|, |v2 − v1|) ;
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а з iншого —
x0 − x∗ ≥ ϕ1(u2, v2)−

−µ (ϕ1; |u2 − u1|, |v2 − v1|)−
ϕ1(u1, v1) + ϕ1(u2, v2)

2
=

=
ϕ1(u2, v2)− ϕ1(u1, v1)

2
− µ (ϕ1; |u2 − u1|, |v2 − v1|) ≥

≥ − (A1 + µ (ϕ1; |u2 − u1|, |v2 − v1|)) ,

тобто
|x0 − x∗| ≤ A1 + µ (ϕ1; |u2 − u1|, |v2 − v1|) , (29)

де A1 = max
i,j,i 6=j

|ϕ1(ui, vi)− ϕ1(uj , vj)|, i, j = 1, 2, 3.

Аналогiчним чином встановлюємо

|y0 − y∗| ≤ A2 + µ (ϕ2; |u2 − u1|, |v2 − v1|) ; (30)

|z0 − z∗| ≤ A3 + µ (ϕ3; |u2 − u1|, |v2 − v1|) . (31)

Нехай, як i ранiше, I = [0; 1] × [0; 1] — одиничний квадрат змi-
ни параметрiв u та v, i n,m — довiльнi фiксованi натуральнi чис-
ла; ∆i та δk — вiдповiднi розбиття вiдрiзкiв змiни параметрiв u
та v. Точки Mi,k (ϕ1(ui, vk), ϕ2(ui, vk), ϕ3(ui, vk)) лежать на поверх-
нi ϕ(u, v). Через Ln,m позначимо багатогранну поверхню, утворе-
ну з трикутникiв, зi сторонами, якими є вiдрiзки [Mi,k;Mi,k+1],
[Mi,k;Mi+1,k+1], [Mi,k+1;Mi+1,k+1] та [Mi,k;Mi+1,k+1], [Mi,k;Mi+1,k],
[Mi+1,k;Mi+1,k+1]. Таким чином побудовану багатогранну поверхню
будемо називати вписаною в поверхню ϕ(u, v). Зрозумiло, що зада-
ний набiр точок Mi,k визначає багатогранну поверхню Ln,m неодно-
значно, але кожна така поверхня має 2nm трикутнi гранi.

Розглянемо випадок, коли розбиття ∆i i δk є рiвномiрними, тобто
ui = i

n , vk = k
m , а за вписану площину вiзьмемо площину, утворе-

ну, наприклад, точкамиMi,k, Mi,k+1, Mi+1,k+1. Тодi нерiвностi (29),
(30), (31) набирають вигляду:

|x0 − x∗| ≤ A1 + µ

(
ϕ1;

1
n
,

1
m

)
,
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|y0 − y∗| ≤ A2 + µ

(
ϕ2;

1
n
,

1
m

)
,

|z0 − z∗| ≤ A3 + µ

(
ϕ3;

1
n
,

1
m

)
.

Таким чином, внаслiдок довiльностi вибору трикутної площини
є справедливою оцiнка

r(ϕ,Ln,m) ≤

√√√√ 3∑
s=1

(
As + µ

(
ϕs,

1
n
,

1
m

))2

≤

≤

√√√√ 3∑
s=1

(
As + µ

(
1
n
,

1
m

))2

≤
√

3
(
A+ µ

(
1
n
,

1
m

))
,

де As = max
i,j,i 6=j

|ϕs(ui, vi) − ϕs(uj , vj)|, {i, j} ∈ {1, 2, 3}, а також A =

max
s
As, s = 1, 2, 3. Справедлива теорема.

Теорема 4. Якщо ϕ ∈ BHµ[I] — неперервна парамет-
рично задана поверхня, µ(t, τ) — заданий модуль немонотон-
ностi, Ln,m — багатогранна поверхня, вписана в ϕ в точках
Mi,k

(
ϕ1

(
i
n ,

k
m

)
, ϕ2

(
i
n ,

k
m

)
, ϕ3

(
i
n ,

k
m

))
, i = 0, n, k = 0,m , то має

мiсце нерiвнiсть:

r(ϕ,Ln,m) ≤
√

3
(
A+ µ

(
1
n
,

1
m

))
,

де A = max
i,j,i 6=j,s

|ϕs(ui, vi)− ϕs(uj , vj)|, {i, j, s} ∈ {1, 2, 3}.
Використовуючи нерiвнiсть трикутника, отримуємо, що вiдстань

мiж точками поверхонь ϕ та ψ з класу BHµ[I] , що мають однаковi
значення в вузлах квадрату I, задовольняє нерiвнiсть

r(ϕ,ψ) ≤ 2
√

3
(
A+ µ

(
1
n
,

1
m

))
.

Далi, шляхом мiркувань, використаних при отриманнi оцiнки
зверху для класiв поверхонь, заданих за допомогою модуля непе-
рервностi, прийдемо до такого результату.
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Теорема 5. Для довiльного заданого модуля немонотонностi
µ(t, τ) є справедливою оцiнка

γN (BHµ[I], XR) ≤ 2
√

3
(
A+ µ

(
1
n
,

1
m

))
, (32)

γN (BHµ[I], Xh) ≤
√

3
(
A+ µ

(
1
n
,

1
m

))
, (33)

де A = max
i,j,i 6=j,s

|ϕs(ui, vi)− ϕs(uj , vj)|, {i, j, s} ∈ {1, 2, 3}.
Використовуючи лему 1 та теорему Борсука, отримуємо оцiнку

знизу для вiдповiдних iнформацiйних поперечникiв. Тут в якостi
функцiї g(ξ, u, v) вiзьмемо функцiю:

g(ξ, u, v) =



(µ(uk, vi)− µ(2u∗ − 2u, 2v∗ − 2v)) sign ξk,
якщо uk−1 ≤ u ≤ u∗, vi−1 ≤ v ≤ v∗,

(µ(uk, vi)− µ(2u− 2u∗, 2v − 2v∗)) sign ξk,
якщо u∗ ≤ u ≤ uk, v∗ ≤ v ≤ vi,

u∗ = uk−1+uk

2 , v∗ = vi−1+vi

2 ,
{i, k} ∈ {0, . . . , N + 1},

яка належить класу BHµ[I] при заданому опуклому модулi немоно-
тонностi i ||g(ξ)||C ≥ µ

(
1
N ,

1
N

)
.

Отже, разом з оцiнками (32), (33), отримуємо теорему.
Теорема 6. Для опуклого заданого модуля немонотонностi ма-

ють мiсце такi спiввiдношення:

2
√

3µ
(

1
N
,

1
N

)
)
≤ γN (BHµ[I], XR) ≤ 2

√
3
(
A+ µ

(
1
N
,

1
N

))
,

√
3µ
(

1
N
,

1
N

)
)
≤ γN (BHµ[I], Xh) ≤

√
3
(
A+ µ

(
1
N
,

1
N

))
.

Зауважимо, що в цiй роботi ми отримали певнi результати для
випадку, коли вiдстань мiж поверхнями задавалася за допомогою ев-
клiдової вiдстанi мiж точками простору. Очевидно, що, коли вiдстань
мiж точками простору задавати формулами ρ(x, y) =

∑3
i=1 |xi − yi|
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або ρ(x, y) = max
1≤i≤3

|xi − yi| , то можна отримати оцiнки вiдповiдних

iнформацiйних поперечникiв такi ж самi за порядком, як i у випадку
евклiдової вiдстанi.
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