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НАБЛИЖЕННЯ КЛАСIВ Cψ
βHω УЗАГАЛЬНЕНИМИ

СУМАМИ ЗИГМУНДА

We obtain an asymptotic formula for the lest upper bounds of deviations in the
uniform metric of the generalized Zygmund sums on classes of continuous 2π-
periodic functions whose (ψ, β)-derivatives belong to the set Hω. The assertions
obtained here cover the known results on approximation by classical Zygmund
sums on the classes W r

βHω and W r.

Одержано асимптотичну формулу для точних верхнiх меж вiдхилень
узагальнених сум Зигмунда в рiвномiрнiй метрицi на класах неперерв-
них 2π-перiодичних функцiй, (ψ, β)-похiднi яких належать множинi Hω.
Встановленi твердження охоплюють вiдомi результати по наближен-
ню сумами Зигмунда на класах W r

βHω та W r.

Нехай L — простiр сумовних на (0, 2π) 2π-перiодичних функ-

цiй f(t) з нормою ‖f‖L :=
π∫
−π
|f(t)| dt, M — простiр вимiр-

них i iстотно обмежених 2π-перiодичних функцiй f(t) з нор-
мою ‖f‖

M
= ‖f‖∞ := ess sup

t
|f(t)|, а C — простiр неперервних 2π-

перiодичних функцiй f(t), в якому норма задається формулою
‖f‖C := max

t
|f(t)|.

Множину неперервних 2π-перiодичних функцiй f(·), (r − 1)-
похiднi (r ∈ N) яких абсолютно неперервнi i f (r) ∈ B∞, де

B∞ := {ϕ ∈M : ‖ϕ‖∞ 6 1},
позначимо через W r.

Нехай
Hω := {ϕ ∈ C : |ϕ(t)− ϕ(t′)| 6 ω(|t− t′|) ∀t, t′ ∈ R},

де ω(t) — фiксована мажоранта типу модуля неперервностi. Тодi
W rHω — клас функцiй f(t) з C, у яких f (r) ∈ Hω, тобто

W rHω := {f ∈ C : f (r) ∈ Hω, r ∈ N}.
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Через Cψβ позначимо введенi О.I. Степанцем [1, 2] множини непе-
рервних 2π-перiодичних функцiй f(x), якi визначаються в такий спо-
сiб. Нехай f ∈ C, а ak i bk — її коефiцiєнти Фур’є. Якщо послiдов-
нiсть дiйсних чисел ψ(k), k ∈ N, i число β ∈ R такi, що ряд

∞∑
k=1

1
ψ(k)

(
ak cos

(
kx+

βπ

2

)
+ bk sin

(
kx+

βπ

2

))
,

є рядом Фур’є деякої функцiї ϕ ∈ L, то ϕ(·) називають (ψ, β)-
похiдною функцiї f(·) i позначають через fψβ (·). При цьому кажуть,
що функцiя f(·) належить множинi Cψβ . Якщо f ∈ Cψβ i fψβ ∈ N,

N ⊂ L, то вважають, що f ∈ Cψβ N. Через Cψβ,∞ i CψβHω позначимо
класи вигляду:

Cψβ,∞ := {f : f ∈ Cψβ , f
ψ
β ∈ B∞}

i
CψβHω := {f : f ∈ Cψβ , f

ψ
β ∈ Hω}.

Якщо ψ(k) = k−r, r > 0, β ∈ R, то класи Cψβ,∞ i CψβHω є вiдоми-
ми класами Вейля–Надя, якi позначаються вiдповiдно через W r

β i
W r
βHω. Крiм того, при r = β, r > 0, зазначенi класи називають-

ся класами Вейля i позначаються через W r
r i W r

rHω. Якщо ж, при
цьому, r = β, β ∈ N, то мають мiсце рiвностi (див. [2]) W r

r = W r i
W r
rHω = W rHω.
Послiдовностi ψ(k), k ∈ N, якi визначають класи CψβHω, зручно

розглядати як звуження на множинi натуральних чисел N деяких
неперервних функцiй ψ(t) неперервного аргументу t, що належать
множинi M

M :=
{
ψ(t), t > 1 : ψ(t) > 0, ψ(t1)− 2ψ

( t1 + t2
2

)
+ ψ(t2) > 0

∀t1, t2 ∈ [1;∞), lim
t→∞

ψ(t) = 0
}
.

Наслiдуючи О.I. Степанця (див., наприклад, [2, с. 160]), з множини
M будемо видiляти пiдмножини M0, MC i M+

∞ вигляду

M0 := {ψ ∈M : 0 < µ(t) 6 K <∞ ∀t > 1},
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MC := {ψ ∈M : 0 < K1 6 µ(t) 6 K2 <∞ ∀t > 1},
M+
∞ := {ψ ∈M : µ(t) ↑ ∞, t→∞},

де µ(t) = µ(ψ; t) = t
η(t)−t , η(t) = η(ψ; t) = ψ−1(ψ(t)/2), ψ−1(·) —

обернена до ψ(·) функцiя, а константи K, K1 i K2, взагалi кажу-
чи, можуть залежати вiд функцiї ψ. Природними представниками
множини MC є, наприклад, функцiї t−r, r > 0, представниками мно-
жини M0 \MC — функцiї ln−α(t + e), α > 0, а множини M+

∞ —
функцiї вигляду e−αt

r

, α > 0, r > 0. Через M′ будемо позначати пiд-

множину функцiй ψ(·) з M, що задовольняють умову
∞∫
1

ψ(t)
t dt <∞.

Покладемо також M′0 := M0 ∩M′.
Згiдно з [1, с. 30], якщо ψ ∈M′ i β ∈ R або ψ ∈M i β = 2l, l ∈ Z,

то множина Cψβ N, N ⊂M , складається з функцiй, якi в кожнiй точцi
x ∈ R можуть бути представленi рiвнiстю

f(x) =
a0

2
+

1
π

π∫
−π

fψβ (x+ t)Ψβ(t) dt,

де Ψβ(t) — сумовна на (0, 2π) функцiя, ряд Фур’є якої має вигляд
∞∑
k=1

ψ(k) cos
(
kt+

βπ

2

)
.

Нехай f ∈ C. Розглядаємо полiноми вигляду

Zϕn (f ;x) :=
a0

2
+
n−1∑
k=1

(
1− ϕ(k)

ϕ(n)

)
(ak cos kx+ bk sin kx), (1)

де n ∈ N, ak, bk — коефiцiєнти Фур’є функцiї f(x), а ϕ — де-
яка неперервна, додатна i монотонно зростаюча до нескiнченностi
функцiя ϕ(u), u > 1. Полiноми Zϕn (f ;x) вперше з’явились в роботах
В.Т. Гаврилюк [3, 4] i отримали назву узагальнених сум Зигмунда.
Зрозумiло, що якщо ϕ(t) = ts, s > 0, то Zϕn (f ;x) спiвпадають з кла-
сичними сумами Зигмунда:

Zsn(f ;x) =
a0

2
+
n−1∑
k=1

(
1− ks

ns

)
(ak cos kx+ bk sin kx), n ∈ N.
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При s = 1 суми Зигмунда Zsn(f ;x) є вiдомими сумами Фейєра
σn(f ;x).

Метою даної роботи є знаходження асимптотичних при n→∞
рiвностей для величини

E(CψβHω;Zϕn ) := sup
f∈CψβHω

‖f(·)− Zϕn (f ; ·)‖C

при деяких природних обмеженнях на функцiї ϕ, ψ, ω i параметр β.
Вперше задача такого типу була поставлена та розв’язана

А.М. Колмогоровим [5], який розглянув величину вигляду

E(W r;Sn−1) := sup
f∈W r

‖f(·)− Sn−1(f ; ·)‖C ,

де

Sn−1(f ;x) :=
a0

2
+
n−1∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx), n ∈ N,

— частиннi суми Фур’є, i одержав асимптотичну рiвнiсть

E(W r;Sn−1) =
4
π2

lnn
nr

+O(1)n−r, n→∞. (2)

Згодом В.Т. Пiнкевич [6] встановив, що рiвнiсть (2) виконується i
для дробових r > 0.

Дослiдження за даною тематикою було продовжено
С.М. Нiкольським (див., зокрема, [7—9]) який вивчав швидко-
стi наближення деяких важливих класiв перiодичних функцiй
рiзними лiнiйними методами пiдсумовування рядiв Фур’є. Зокрема,
в роботi [8] С.М. Нiкольський при всiх r > 0 отримав асимптотичну
при n→∞ рiвнiсть

E(W r
rH

α;Sn−1) =
2α+1

π2

lnn
nr+α

π/2∫
0

tα sin t dt+O(1)n−(r+α),

де W r
rH

α := W r
rHω при ω(t) = tα, α ∈ (0, 1].
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Вказанi дослiдження А.М. Колмогорова i С.М. Нiкольсько-
го започаткували цiлий напрямок в теорiї наближення функ-
цiй. Узагальнення їх результатiв вiдбувалося в рiзних напрям-
ках. Зокрема, дослiджувалися точнi верхнi межi норм вiдхилень
тригонометричних полiномiв, породжених рiзними лiнiйними ме-
тодами пiдсумовування рядiв Фур’є, на бiльш загальних кла-
сах функцiй та в iнших метриках. Вагомий внесок в розробку
цього напрямку внесли Б. Надь, М.П. Корнєйчук, В.К. Дзядик,
О.П. Тiман, М.П. Тiман, С.Б. Стєчкiн, О.I. Степанець, О.В. Єфiмов,
С.О. Теляковський, В.П. Моторний, Р.М. Тригуб, В.I. Рукасов,
П.В. Задерей та їх численнi учнi. Детальнiше з iсторiєю даного пи-
тання можна ознайомитися, наприклад, в коментарях монографiях
[1, 10].

Якщо для величини

E(N;Un) := sup
f∈N
‖f(·)− Un(f ; ·)‖C ,

де N — фiксований клас неперервних 2π-перiодичних функцiй, а
Un(f ; ·) — тригонометричний полiном, породжений певним лiнiйним
методом Un пiдсумовування рядiв Фур’є, одержано асимптотичну
при n→∞ рiвнiсть, тобто рiвнiсть вигляду

E(N;Un) = ϕ(n) + o(ϕ(n)),

де ϕ(n) = ϕ(N;n) — деяка конкретна функцiя натурального ар-
гументу, то кажуть [2, 11], що розв’язано задачу Колмогорова–
Нiкольського для методу Un на класi N в метрицi простору C.

На даний час розв’язок задачi Колмогорова–Нiкольського на кла-
сах Cψβ,∞, при рiзних швидкостях спадання до нуля функцiй ψ ∈M,
знайдено для багатьох класичних лiнiйних методiв пiдсумовування
рядiв Фур’є: Рогозинського [12], Стєклова [13], Фавара [14], Зигмун-
да [15] тощо.

Що ж стосується узагальненого методу Зигмунда Zϕn , то його
апроксимативнi властивостi активно дослiджувалися на класах Cψβ,∞
В.I. Рукасовим, О.О. Новiковим [16—19], I.Б. Ковальською [20] та
О.В. Островською [21]. З iншого боку, результатiв, якi б дозволяли
одержувати розв’язки задачi Колмогорова–Нiкольського для мето-
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ду Zϕn на класах CψβHω, вiдомо значно менше. Це пов’язано з низ-
кою принципових труднощiв технiчного характеру, подолання яких
вимагає застосування iнших, бiльш тонких, нiж для класiв Cψβ,∞,
методiв та пiдходiв. Зокрема, О.В. Островська [22, 23] в рядi ви-
падкiв, одержала асимптотичнi рiвностi для величин E(CψβHω;Zϕn ),
коли ψ ∈M+

∞, ϕ(u)ψ(u) = 1, u > 1 i β ∈ R. В [22] показано, що якщо
β = 2l, l ∈ Z, i ω(1/n) ln(min

{
µ(ψ;n), n

}
) = o(1), n → ∞, то при

n→∞ має мiсце асимптотична рiвнiсть

E(CψβHω;Zϕn ) =

=
2ψ(n)
π

π/2∫
0

ω(2t) dt+O(1)ψ(n)ω(1/n) ln(min
{
µ(ψ;n), n

}
).

В роботi [24] одержано асимптотичнi формули для величин
E(CψβHω;Zϕn ) при ϕ(u)ψ(u) = 1, u > 1, у випадку, коли ψ ∈ M0 i
β = 0 або коли ψ ∈ M′0 i β ∈ R. Зокрема, в [24] встановлено такi
твердження.

Теорема A. Нехай ψ ∈M′0, β = 2l + 1, l ∈ Z i ϕ(u)ψ(u) = 1 при
всiх u > 1. Тодi якщо

δ∫
0

ω(t)
t

dt = O(1)ω(δ),

то при n→∞

E
(
CψβHω;Zϕn

)
=
θn(ω)
π

ψ(n)

π/2∫
0

ω(2t)
sin t

dt+O(1)ψ(n)ω(1/n), (3)

де 2/3 6 θn(ω) 6 1, а O(1) — величина, рiвномiрно обмежена по n i
β. Якщо ω(t) — опуклий модуль неперервностi, то θn(ω) = 1.

Теорема B. Нехай ψ ∈M0, β = 2l, l ∈ Z i ϕ(u)ψ(u) = 1 для всiх
u > 1. Тодi при n→∞ справедлива асимптотична рiвнiсть

E
(
CψβHω;Zϕn

)
=

2ψ(n)
π

π/2∫
0

ω(2t) dt+O(1)ψ(n)ω(1/n), (4)
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де O(1) — величина, рiвномiрна обмежена по n i β.
В данiй роботi дослiджується асимптотична поведiнка при n→∞

величини E(CψβHω;Zϕn ) у нерозглянутому ранiше випадку, коли
ψ ∈M′0, β ∈ R i ϕ(u)ψ(u) = u при всiх u > 1.

Має мiсце твердження.
Теорема. Нехай ψ ∈ M′0, β ∈ R i при всiх u > 1 ϕ(u)ψ(u) = u.

Тодi при n→∞
E(CψβHω;Zϕn ) =

=
2
π

∣∣∣ cos
βπ

2

∣∣∣ψ(n)
n

1∫
1/n

ω(t)
t2

dt+
θn(ω)
π

∣∣∣ sin βπ
2

∣∣∣ 1/n∫
0

ψ
(1
t

)ω(t)
t

dt+

+O(1)ψ(n)ω(1/n), (5)

де 2/3 6 θn(ω) 6 1, а O(1) — величина, рiвномiрно обмежена по n i
β. Якщо ω(t) — опуклий модуль неперервностi, то θn(ω) = 1.

Якщо, наприклад, β 6= 2l + 1, l ∈ Z, i ω(t) = t або

ω(t) =


0, t = 0,
t ln(1/t), 0 < t 6 1

e ,
1
e , t > 1

e ,

то рiвнiсть (5) є асимптотичною. Коли ж β — непарне, то рiв-
нiсть (5) є асимптотичною у тому випадку, коли, наприклад,
ψ(t) = ln−α(t+ 1), α > 1, i

ω(t) =


0, t = 0,
(1 + t/2)−1 ln−1(2/t+ 1), 0 < t 6 2

e−1 ,

1− 1
e , t > 2

e−1 .

Як показано в роботi [1, с. 250], якщо ω(t) — довiльний модуль
неперервностi i ψ ∈ MC , β ∈ R, або ψ ∈ M0, β ∈ R, то iснують
додатнi константи K1 i K2 такi, що для величини

En(CψβHω) := sup
f∈CψβHω

inf
tn−1
‖f(·)− tn−1(·)‖C
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— найкращого наближення класу CψβHω тригонометричними полi-
номами tn−1, порядок яких не перевищує n− 1, має мiсце спiввiдно-
шення

K1ψ(n)ω(1/n) 6 En(CψβHω) 6 K2ψ(n)ω(1/n).

Тодi, враховуючи оцiнку
∞∫
n

ψ(t)
t

dt = O(1)ψ(n) ∀ψ ∈MC

(див. [2, с. 214]), iз теореми даної роботи випливає таке твердження.
Наслiдок 1. Нехай ψ ∈ MC , β ∈ R, або ψ ∈ M′0, β = 0 i при

всiх u > 1 ϕ(u)ψ(u) = u. Тодi якщо для модуля неперервностi ω(t)
виконується умова

∣∣∣ cos
βπ

2

∣∣∣δ 1∫
δ

ω(t)
t2

dt = O(1)ω(δ), (6)

то справедлива порядкова оцiнка

E(CψβHω;Zϕn ) � ψ(n)ω(1/n). (7)

Спiвставляючи оцiнки (3), (4) i (7), приходимо до висновку, що
якщо ψ ∈MC i β ∈ Z, або ψ ∈ M′0 i β = 0, то при ϕ(u) = u/ψ(u)
полiноми Zϕn (f ;x) можуть давати кращий порядок наближення на
класах CψβHω, нiж тодi, коли ϕ(u) = 1/ψ(u). Модулем неперервно-
стi ω(t), який задовольняє умову (6) є, зокрема, функцiя ω(t) = tα,
0 < α < 1.

При ψ(t) = t−r, r > 0 (в цьому випадку CψβHω = W r
βHω), i

ϕ(t) = ts, s > 0, iз теореми одержуємо асимптотичнi формули для
точних верхнiх меж наближень функцiй f ∈ W r

βHω за допомогою
класичних сум Зигмунда.

Наслiдок 2. Нехай β ∈ R, r > 0, s = r + 1, i ω(t) — довiльний
модуль неперервностi. Тодi при n→∞

E(W r
βHω;Zsn) =

2
π

∣∣∣ cos
βπ

2

∣∣∣ 1
nr+1

1∫
1/n

ω(t)
t2

dt+O(1)
ω(1/n)
nr

, (8)
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де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена по n i β.
Рiвнiсть (8) доведена О.В. Єфiмовим [26, с. 42].
Оскiльки при ω(t) = t має мiсце рiвнiсть W r−1

r−1Hω = W r,
r = 2, 3, . . . , то з наслiдка 2 одержуємо таке твердження.

Наслiдок 3. Нехай r = 2, 3, . . . i s = r. Тодi при n→∞

E(W r;Zsn) =
2
π

∣∣∣ sin rπ
2

∣∣∣ lnn
nr

+O(1)n−r, (9)

де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена по n.
Рiвнiсть (9) доведена Б. Надєм [27, с. 47].
Наведемо деякi вiдомi твердження, що будуть використовуватися

для доведення теореми.
Нехай f ∈ L i λn = {λ1(u), λ2(u), . . . , λn(u)} — набiр неперервних

на [0, 1] функцiй, для яких λn(k/n) = λ
(n)
k , k = 0, 1, . . . , n, де λ(n)

k —
дiйснi числа, якi визначають полiноми вигляду

Un(f ;x;λ) :=
a0

2
λ

(n)
0 +

n∑
k=1

λ
(n)
k (ak cos kx+ bk sin kx), k ∈ N.

Лема A [1, с. 56]. Нехай f ∈ CψβM i τn(u) — неперервна на [0, 1]
функцiя, яка визначається спiввiдношенням

τn(u) = τn(u;λ;ψ) =

{
(1− λn(u))ψ(nu), 1

n 6 u 6 1,
ψ(nu), u > 1,

(10)

а на вiдрiзку [0, 1
n ] доозначена таким чином, щоб τn(0) = 0 i її пе-

ретворення Фур’є

τ̂n(t) :=
1
π

∞∫
0

τn(u) cos
(
ut+

βπ

2

)
du, β ∈ R,

було сумовним на всiй осi. Тодi в кожнiй точцi x виконується рiв-
нiсть

f(x)− Un(f ;x;λ) =

∞∫
−∞

fψβ

(
x+

t

n

)
τ̂n(t) dt, n ∈ N. (11)
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Лема B [25, с. 71]. Нехай функцiя τ(u) задана на [0,∞), неперерв-
на та її перетворення τ̂(t) — сумовна на (−∞,∞) функцiя, тобто∫∞
−∞ |τ̂(t)| dt <∞. Тодi для всiх u > 0 справедлива рiвнiсть

τ(u) =

∞∫
−∞

cos
(
ut+

βπ

2

)
τ̂(t) dt.

Лема C [2, с. 206]. Нехай Φ(t) — сумовна на J = {x : x > a}
функцiя (Φ ∈ L(J )). Тодi якщо xk, k = 1, 2, . . . , a 6 x1 < x2 < . . . —
деякий набiр точок, для яких

xk+1∫
xk

Φ(t) dt = 0, k = 1, 2, . . . ,

то для будь-якої функцiї f з множини

Hω(J ) := {f : |f(x)− f(x′)| 6 ω(|x− x′|) ∀x, x′ ∈ J }

має мiсце оцiнка∣∣∣∣
∞∫
a

f(t)Φ(t) dt
∣∣∣∣ 6 max

a6t6x1
|f(t)|

x1∫
a

|Φ(t)| dt+ ω(∆)

∞∫
x1

|Φ(t)| dt,

де ∆ := sup
k

(xk+1 − xk).

Доведення теореми. Припустимо, що виконуються всi умови
теореми. Покладемо

τn(u) =

{
ψ(n)u, 0 6 u 6 1,
ψ(nu), u > 1.

(12)

Згiдно з лемою 3.1 роботи [2, с. 186]

∞∫
−∞

|τ̂n(t)| dt <∞. (13)
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Далi, вiзьмемо в умовах леми A в якостi τn(u) функцiю, що
визначається спiввiдношенням (12), тодi одержуємо для довiльної
f ∈ CψβHω таке iнтегральне зображення:

ρn(f ;x) =

∞∫
−∞

fψβ

(
x+

t

n

)
τ̂n(t) dt, n ∈ N, ψ ∈M′0, (14)

де ρn(f ;x) := f(x)− Zϕn (f ;x). Покладемо

τ̂n+(t) :=
1
π

∞∫
0

τn(u) cosut du, τ̂n−(t) :=
1
π

∞∫
0

τn(u) sinut du. (15)

Оскiльки τn(0) = 0, то згiдно з лемою B, при β 6= 2l−1, l ∈ Z, маємо
∞∫
−∞

τ̂n(t) dt =
τn(0)
cos βπ2

= 0. (16)

Якщо β = 2l − 1, l ∈ Z, то внаслiдок непарностi функцiї τ̂n−(t)
одержуємо

∞∫
−∞

τ̂n(t) dt = − sin
βπ

2

∞∫
−∞

τ̂n−(t) dt = 0. (17)

Отже, рiвнiсть (14) можна записати в такий спосiб:

ρn(f ;x) =

∞∫
−∞

(
fψβ

(
x+

t

n

)
− fψβ (x)

)
τ̂n(t) dt, n ∈ N. (18)

Далi, оскiльки fψβ ∈ H0
ω, де H0

ω := {ν ∈ Hω : ϕ ⊥ 1} i для будь-якої
ν ∈ H0

ω iснує функцiя f∗ ∈ CψβHω така, що f∗ψβ (·) = ν(·), то для
величини E(CψβHω;Zϕn ) iз (18) отримуємо

E(CψβHω;Zϕn ) = sup
ν∈H0

ω

∣∣∣∣
∞∫
−∞

(
ν
(
x+

t

n

)
− ν(x)

)
τ̂n(t) dt

∣∣∣∣ =
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= sup
ν∈H0

ω

∣∣∣∣
∞∫
−∞

(
ν
( t
n

)
− ν(0)

)
τ̂n(t) dt

∣∣∣∣ =: sup
ν∈H0

ω

∣∣∣∣
∞∫
−∞

δ
( t
n
, ν
)
τ̂n(t) dt

∣∣∣∣.
(19)

Далi будемо спрощувати iнтеграл в правiй частинi рiвностi (19), не
втрачаючи при цьому його головного значення. Нехай

∞∫
−∞

δ
( t
n
, ν
)
τ̂n(t) dt = cos

βπ

2
I1,n − sin

βπ

2
I2,n, (20)

де

I1,n :=

∞∫
−∞

δ
( t
n
, ν
)
τ̂n+(t) dt, (21)

I2,n :=

∞∫
−∞

δ
( t
n
, ν
)
τ̂n−(t) dt. (22)

Iнтегруючи частинами i враховуючи те, що τn(0) = τn(∞) = 0, буде-
мо мати

τ̂n+(t) =
ψ(n)
π

cos t− 1
t2

− n

πt

∞∫
1

ψ′(nu) sinut du, (23)

де ψ′(u) := ψ′(u+ 0). Пiдставляючи у формулу (21) значення τ̂n+(t),
отримуємо

I1,n =
ψ(n)
π

∞∫
−∞

δ
( t
n
, ν
)cos t− 1

t2
dt−

−n
π

∞∫
−∞

δ
( t
n
, ν
)1
t

∞∫
1

ψ′(nu) sinut du dt. (24)

Згiдно з [2, с. 223] (див. також [11, с. 121]) для будь-якої ψ ∈M0

справедлива оцiнка

n

π

∞∫
−∞

δ
( t
n
, ν
)1
t

∞∫
1

ψ′(nu) sinut du dt = O(1)ψ(n)ω(1/n). (25)
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Розглядаємо перший доданок правої частини формули (24). Маємо

ψ(n)
π

∞∫
−∞

δ
( t
n
, ν
)cos t− 1

t2
dt =

ψ(n)
π

∞∫
−∞

δ
( t
n
, ν
)cos t

n − 1
t2

dt+

+
ψ(n)
π

∞∫
−∞

δ
( t
n
, ν
)cos t− cos t

n

t2
dt =: I3,n + I4,n. (26)

Знайдемо оцiнку величини I3,n. Користуючись формулою

∞∫
−∞

ν(t)
1− cos t

t2
dt =

1
2

π∫
−π

ν(t) dt ∀ν ∈ L

(див., наприклад, [1, с. 43]), маємо

∞∫
−∞

δ
( t
n
, ν
)cos t

n − 1
t2

dt = − 1
n

∞∫
−∞

δ(t, ν)
1− cos t

t2
dt =

= − 1
2n

π∫
−π

δ(t, ν) dt.

Тому, враховуючи нерiвнiсть |δ(t, ν)| 6 ω(t), отримуємо

I3,n = −ψ(n)
2πn

π∫
−π

δ(t, ν) dt = O(1)
ψ(n)
n

. (27)

Перейдемо до оцiнки величини I4,n. Для цього представимо її у
виглядi

I4,n =
ψ(n)
π

( ∫
|t|61

+
∫

16|t|6n

+
∫
|t|>n

)
δ
( t
n
, ν
)cos t− cos t

n

t2
dt =

=: I5,n + I6,n + I7,n. (28)
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Оскiльки при кожному фiксованому n функцiя cos t−cos(t/n)
t2 обмеже-

на в околi нуля, то

I5,n = O(1)ψ(n)ω(1/n). (29)

Для оцiнки iнтегралiв I6,n та I7,n нам знадобиться така формула:

Jb,α,γ = O(1)
ω(1/n)
αb

, (30)

де

Jb,α,γ :=
∫
|t|>b

ν
( t
n

)cos(αt− γ)
t2

dt, (31)

ν ∈ Hω, 0 < α 6 1, b > 0, γ ∈ R. Встановимо iстиннiсть формули
(30). Функцiя

∞∫
x

cos(αnt− γ)
t2

dt

на кожному промiжку (tk, tk+1), tk = (2k−1)π/2+γ
αn , k ∈ N, перетво-

рюється в нуль в деякiй точцi xk. Очевидно, що набiр таких точок
xk, k ∈ N, задовольняє умову

xk+1∫
xk

cos(αnt− γ)
t2

dt = 0 ∀k ∈ N.

Нехай x
(1)
k — найближчий до точки t = b/n такий нуль праворуч.

Виконуючи замiну змiнних в iнтегралi

∞∫
b

ν
( t
n

)cos(αt− γ)
t2

dt

i використовуючи лему C, отримуємо∣∣∣∣∣
∞∫
b

ν
( t
n

)cos(αt− γ)
t2

dt

∣∣∣∣∣ =
1
n

∣∣∣∣∣
∞∫

b/n

ν(t)
cos(αnt− γ)

t2
dt

∣∣∣∣∣ 6
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6
1
n

(
max

b/n6t6x(1)
k

|ν(t)|

x
(1)
k∫

b/n

dt

t2
+ ω(∆)

∞∫
x
(1)
k

dt

t2

)
, (32)

де ∆ має той же сенс, що i в лемi C. В даному випадку ∆ < 2π/αn,
а тому x(1)

k < 2π
αn + b

n , i з (32) випливають спiввiдношення∣∣∣∣∣
∞∫
b

ν
( t
n

)cos(αt− γ)
t2

dt

∣∣∣∣∣ <

<
1
n

(
ω
( 2π
αn

+
b

n

) 2π
αn+ b

n∫
b/n

dt

t2
+ ω

( 2π
αn

) ∞∫
b/n

dt

t2

)
6 K

ω(1/n)
αb

. (33)

Аналогiчно встановлюємо нерiвнiсть∣∣∣∣∣
−b∫
−∞

ν
( t
n

)cos(αt− γ)
t2

dt

∣∣∣∣∣ 6 K
ω(1/n)
αb

∀ν ∈ Hω. (34)

Об’єднуючи формули (33) i (34), одержуємо оцiнку (30). Оскiльки
функцiя 1−cos t

t2 обмежена в околi нуля, то

I6,n =
ψ(n)
π

∫
16|t|6n

δ
( t
n
, ν
)(
− 1
t2

+
cos t
t2

+
1− cos t

n

t2

)
dt =

= −ψ(n)
π

( ∫
16|t|6n

δ
( t
n
, ν
) dt
t2
−

( ∫
|t|>1

−
∫
|t|>n

)
δ
( t
n
, ν
)cos t
t2

dt−

− 1
n

∫
1/n6|t|61

δ(t, ν)
1− cos t

t2
dt

)
=

= −ψ(n)
π

∫
16|t|6n

δ
( t
n
, ν
) dt
t2

+
ψ(n)
π

(
J1,1,0 − Jn,1,0

)
+O(1)

ψ(n)
n

.
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Тепер, застосовуючи (30), можемо записати

J1,1,0 = O(1)ω(1/n) i Jn,1,0 = O(1)
ω(1/n)
n

.

I далi, враховуючи, що для будь-якого модуля неперервностi
1/n = O(1)ω(1/n), будемо мати

I6,n = −ψ(n)
π

∫
16|t|6n

δ
( t
n
, ν
) dt
t2

+O(1)ψ(n)ω(1/n). (35)

Перейдемо до оцiнки iнтеграла I7,n. Використовуючи оцiнку (30),
отримуємо

I7,n =
ψ(n)
π

(
Jn,1,0 − Jn, 1n ,0

)
= O(1)ψ(n)ω(1/n). (36)

Зiставляючи формули (24)—(29) i (35), (36), одержуємо

I1,n = −ψ(n)
π

∫
16|t|6n

δ
( t
n
, ν
) dt
t2

+O(1)ψ(n)ω(1/n). (37)

Розглянемо тепер другий iнтеграл в правiй частинi формули (20).
Маємо

I2,n =

( ∫
|t|61

+
∫
|t|>1

)
δ
( t
n
, ν
)
τ̂n−(t) dt =: I8,n + I9,n. (38)

Оскiльки

∞∫
0

τn(u) sinut du = ψ(n)

1∫
0

u sinut du+

∞∫
1

ψ(nu) sinut du,

то

I8,n =
ψ(n)
π

∫
|t|61

δ
( t
n
, ν
) 1∫

0

u sinut du dt+
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+
1
π

∫
|t|61

δ
( t
n
, ν
) ∞∫

1

ψ(nu) sinut du dt.

Проте∣∣∣∣∣
∫
|t|61

δ
( t
n
, ν
) 1∫

0

u sinut du dt

∣∣∣∣∣ 6 2ω(1/n)

1∫
0

∣∣∣∣
1∫

0

u sinut du
∣∣∣∣ dt 6

6 2ω(1/n),

а тому

I8,n =
1
π

∫
|t|61

δ
( t
n
, ν
) ∞∫

1

ψ(nu) sinut du dt+O(1)ψ(n)ω(1/n). (39)

Далi, для оцiнки величини I9,n застосуємо iнтегрування частина-
ми до iнтеграла τ̂n−(t), внаслiдок чого, з урахуванням рiвностей
τn(0) = τn(∞) = 0, маємо

τ̂n−(t) =
ψ(n)
π

sin t
t2

+
n

πt

∞∫
1

ψ′(nu) cosut du.

Тодi

I9,n =
∫
|t|>1

δ
( t
n
, ν
)
τ̂n−(t) dt =

=
ψ(n)
π

∫
|t|>1

δ
( t
n
, ν
) sin t
t2

dt+

+
n

π

∫
|t|>1

δ
( t
n
, ν
)1
t

∞∫
1

ψ′(nu) cosut du dt =

=
ψ(n)
π
J1,1,π2

+
n

π

∫
|t|>1

δ
( t
n
, ν
)1
t

∞∫
1

ψ′(nu) cosut du dt. (40)
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З формули (3.1.32) роботи [11, с. 126] (див. також [2, с. 227, 228])
випливає, що для будь-якої ψ ∈M′0

n

π

∫
|t|>1

δ
( t
n
, ν
)1
t

∞∫
1

ψ′(nu) cosut du dt = O(1)ψ(n)ω(1/n). (41)

Об’єднуючи формули (38)—(41) i (30), одержуємо

I2,n =
1
π

∫
|t|61

δ
( t
n
, ν
) ∞∫

1

ψ(nu) sinut du dt+O(1)ψ(n)ω(1/n). (42)

Iз (20), (37) i (42) випливає

∞∫
−∞

δ
( t
n
, ν
)
τ̂n(t) dt = −ψ(n)

π
cos

βπ

2

∫
16|t|6n

δ
( t
n
, ν
) dt
t2
−

− 1
π

sin
βπ

2

∫
|t|61

δ
( t
n
, ν
) ∞∫

1

ψ(nu) sinut du dt+O(1)ψ(n)ω(1/n). (43)

Виходячи з формули (43), одержимо тепер оцiнку величини
E(CψβHω;Zϕn ). Оскiльки∣∣∣∣∣

∫
16|t|6n

δ
( t
n
, ν
)dt
t2

∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣
∫

16|t|6n

ν(t/n)− 2ν(0) + ν(−t/n)
2t2

dt

∣∣∣∣∣6

6

n∫
1

|ν(t/n)− 2ν(0) + ν(−t/n)|
t2

dt 6

n∫
1

|ν(t/n)− ν(0)|
t2

dt+

+

n∫
1

|ν(−t/n)− ν(0)|
t2

dt 6
2
n

1∫
1/n

ω(t)
t2

dt ∀ν ∈ Hω
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i має мiсце оцiнка∣∣∣∣∣
∫
|t|61

δ
( t
n
, ν
) ∞∫

1

ψ(nu) sinut du dt

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
1∫

0

(
δ
( t
n
, ν
)
− δ
(
− t

n
, ν
)) ∞∫

1

ψ(nu) sinut du dt

∣∣∣∣∣ 6
6

1∫
0

ω
(2t
n

) ∞∫
1

ψ(nu) sinut du dt =

1/n∫
0

ψ
(1
t

)ω(t)
t

dt+

+O(1)ψ(n)ω(1/n), (44)

яка є наслiдком нерiвностi
∫∞
1
ψ(nu) sinut du > 0, t ∈ (0, 1] (див.,

наприклад, [11, с. 143]) та формули

1∫
0

ω
(2t
n

) ∞∫
1

ψ(nu) sinut du dt =

1/n∫
0

ψ
(1
t

)ω(t)
t

dt+

+O(1)ψ(n)ω(1/n) (45)

(див. [24, с. 528]), iз (19) i (43) випливає нерiвнiсть

E
(
CψβHω;Zϕn

)
6

6
2
π

∣∣∣ cos
βπ

2

∣∣∣ψ(n)
n

1∫
1/n

ω(t)
t2

dt+
1
π

∣∣∣ sin βπ
2

∣∣∣ 1/n∫
0

ψ
(1
t

)ω(t)
t

dt+

+O(1)ψ(n)ω(1/n). (46)

Покажемо, що в класi H0
ω iснує функцiя ν∗(t), для якої

∞∫
−∞

δ
( t
n
, ν∗
)
τ̂n(t) dt =
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=
2
π

∣∣∣ cos
βπ

2

∣∣∣ψ(n)
n

1∫
1/n

ω(t)
t2

dt+
cω
π

∣∣∣ sin βπ
2

∣∣∣ 1/n∫
0

ψ
(1
t

)ω(t)
t

dt+

+O(1)ψ(n)ω(1/n), (47)

де cω = 1, якщо ω(t) — опуклий модуль неперервностi, i cω = 2/3 —
в iнших випадках. Цим i буде доведено теорему. З цiєї метою покла-
демо

ϕ1(t) = ω(|t|), −π 6 t 6 π, ϕ1(t+ 2π) = ϕ1(t),

ϕ2(t) =


cω
2 ω(2t), [0, 1

n ],
cω
2 ω( 4

n − 2t), [ 1
n ,

2
n ],

−ϕ2(−t), [− 2
n , 0],

0, [−π,− 2
n ] ∪ [ 2

n , π],

ϕ2(t+ 2π) = ϕ2(t),

ϕ3(t) =

=



−ϕ2(t)sign sin βπ
2 −

− cω2 ω( 2
n )sign cos βπ2 , t ∈ [− 2

n ,
2
n ],

− cω2 ω( 2
n )sign cos βπ2 , t ∈ [− a

n ,−
2
n ] ∪ [ 2

n ,
a
n ],

−ϕ1(t− 3
n )sign cos βπ2 , t ∈ [ an , 1 + 3

n ],
−ϕ1(t+ 3

n )sign cos βπ2 , t ∈ [−1− 3
n ,−

a
n ],

−ϕ1(2 + 3
n − t)sign cos βπ2 , t ∈ [1 + 3

n , 2 + 3
n ],

−ϕ1(2 + 3
n + t)sign cos βπ2 , t ∈ [−2− 3

n ,−1− 3
n ],

0, t ∈ [−π,−2− 3
n ] ∪ [2 + 3

n , π],

ϕ3(t+ 2π) = ϕ3(t),

де a — таке дiйсне число з промiжку (3, 5), що ω(a−3
n ) = cω

2 ω( 2
n ).

Оскiльки ϕ2 ∈ Hω (див. [1, с. 69, 70]) i досить нескладно переко-
натися, що для всiх t′ i t′′ з множини [−π,− 2

n ] ∪ [ 2
n , π] виконується

нерiвнiсть
|ϕ3(t′′)− ϕ3(t′)| 6 ω(|t′′ − t′|), (48)
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то стає цiлком очевидним, що у випадку цiлих β функцiя ϕ3(t) нале-
жить множинi Hω. Якщо ж β не є цiлим, то для встановлення вклю-
чення ϕ3 ∈ Hω досить показати, що нерiвнiсть (48) виконується для
всiх t′ ∈ [ 1

n ,
2
n ] i t′′ ∈ [ an , 1 + 3

n ] (якщо sign sin βπ
2 = −sign cos βπ2 ) або

t′ ∈ [−1− 3
n ,−

a
n ] i t′′ ∈ [− 2

n ,−
1
n ] (якщо sign sin βπ

2 = sign cos βπ2 ).
Припустимо, що −sign sin βπ

2 = sign cos βπ2 = 1. Тодi

|ϕ3(t′′)− ϕ3(t′)| =
∣∣∣∣− ϕ1

(
t′′ − 3

n

)
−
(
ϕ2(t′)− cω

2
ω
( 2
n

))∣∣∣∣ =

=
∣∣∣∣ω(t′′ − 3

n

)
+
cω
2

(
ω
( 4
n
− 2t′

)
− ω

( 2
n

))∣∣∣∣,
де t′ ∈ [ 1

n ,
2
n ] i t′′ ∈ [ an , 1 + 3

n ]. I оскiльки

ω
(
t′′ − 3

n

)
>
cω
2
ω
( 2
n

)
>
cω
2
ω
( 4
n
− 2t′

)
,

то

|ϕ3(t′′)− ϕ3(t′)| 6 ω
(
t′′ − 3

n

)
= ω

(
t′′ − t′ −

( 3
n
− t′

))
< ω(t′′ − t′).

Отже, в цьому випадку ϕ3 ∈ Hω. Також неважко показати за
аналогiєю, що у випадках, коли sign sin βπ

2 = −sign cos βπ2 = 1 i
sign sin βπ

2 = sign cos βπ2 = ±1, має мiсце включення ϕ3 ∈ Hω. Звiд-
си випливає, що для будь-якого модуля неперервностi ω(t) 2π-
перiодична функцiя

ν∗(t) = ϕ3(t)− 1
2π

2+3/n∫
−2−3/n

ϕ3(τ) dτ

належить множинi H0
ω. Переконаємося в тому, що дана функцiя є

шукана.
Оцiнимо тепер iнтеграл

∫
16|t|6n

δ(t/n, ν∗)t−2 dt. Маємо

∫
16|t|6n

δ
( t
n
, ν∗
)dt
t2

=
∫

16|t|6n

ϕ3(t/n)− ϕ3(0)
t2

dt =
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=
∫

16|t|6n

ϕ3(t/n)
t2

dt+
cω
2
ω
( 2
n

)
sign cos

βπ

2

∫
16|t|6n

dt

t2
=

=
1
n

∫
1/n6|t|61

ϕ3(t)
t2

dt+O(1)ω(1/n) =

= − 1
n

sign sin
βπ

2

∫
1/n6|t|62/n

ϕ2(t)
t2

dt−

−cω
2
ω
( 2
n

) 1
n

sign cos
βπ

2

∫
1/n6|t|6a/n

dt

t2
−

− 1
n

sign cos
βπ

2

( 1∫
a/n

ϕ1(t− 3/n)
t2

dt+

−a/n∫
−1

ϕ1(t+ 3/n)
t2

dt

)
+

+O(1)ω(1/n) =

= − 1
n

sign cos
βπ

2

1∫
a/n

ϕ1(t− 3/n) + ϕ1(3/n− t)
t2

dt+O(1)ω(1/n) =

= − 2
n

sign cos
βπ

2

1∫
a/n

ω(t− 3/n)
t2

dt+O(1)ω(1/n) =

= − 2
n

sign cos
βπ

2

( 1∫
a/n

ω(t)
t2

dt+

1∫
a/n

ω(t− 3/n)− ω(t)
t2

dt

)
+

+O(1)ω(1/n) =

= − 2
n

sign cos
βπ

2

1∫
a/n

ω(t)
t2

dt+O(1)

(
1
n

1∫
a/n

ω(3/n)
t2

dt+ ω(1/n)

)
=
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= − 2
n

sign cos
βπ

2

1∫
1/n

ω(t)
t2

dt+O(1)ω(1/n). (49)

Далi, з урахуванням формули (45) одержуємо

∫
|t|61

δ
( t
n
, ν∗
) ∞∫

1

ψ(nu) sinut du dt =

=
∫
|t|61

(ϕ3(t/n)− ϕ3(0))

∞∫
1

ψ(nu) sinut du dt =

= −cωsign sin
βπ

2

1∫
0

ω
(2t
n

) ∞∫
1

ψ(nu) sinut du dt =

= −cωsign sin
βπ

2

1/n∫
0

ψ
(1
t

)ω(t)
t

dt+O(1)ψ(n)ω(1/n). (50)

Об’єднуючи формули (43), (49) i (50), отримуємо (47). Теорему до-
ведено.
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