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В. С. Романюк (Ин–т математики НАН Украины, Киев)

НЕЛИНЕЙНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ ФУНКЦИЙ
МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ ИЗ КЛАССОВ БЕСОВА

We establish exact in order for the values of n-term projective approximations
in Faber–Schauder system for the functions defined on d-dimensional cube and
which belong to Besov classes.

Установлены точные по порядку оценки величин n-членных проективных
приближений по системе Фабера–Шаудера для функций, определенных на
d-мерном кубе и принадлежащих классам Бесова.

Пусть X — банахово пространство с нормой ‖ · ‖X , а Φ =
= {ϕk}∞k=1 ⊂ X — базис Шаудера в пространстве X , т.е. для любого
ϕ ∈ X существует единственная последовательность {ak}∞k=1 ∈ R

такая, что ϕ =
∞∑
k=1

akϕk (ряд сходится по норме ‖ · ‖X ).

Известно, что если Φ — базис в X , то существует единствен-
ное семейство линейных функционалов Φ∗ = {ϕ∗k}∞k=1 ⊂ X ∗ (X ∗ —
пространство, сопряженное к X ) такое, что ak = 〈ϕ;ϕ∗k〉, ϕ ∈ X ,
k = 1, 2, . . . . Семейства Φ и Φ∗ являются биортогональными, т.е.

< ϕi;ϕ∗k >= δik =
{

1, i = k,
0, i 6= k.

Для каждого ϕ ∈ X обозначим через Mn(ϕ; Φ) множество всех
линейных (относительно системы Φ) комбинаций вида

πQ(ϕ) =
∑
k∈Q

akϕk,

где Q — произвольное подмножество множества натуральных чисел
N, #Q=n (полагаем также M0(ϕ; Φ) = {0}) и ak, k ∈ Q — коэффи-
циенты из разложения ϕ по базису Φ.

Назовем n-членную аппроксимацию произвольного элемента
ϕ ∈ X элементами семейства Mn(ϕ; Φ) n-членным проективным
приближением ϕ по системе Φ.
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Ошибка аппроксимации измеряется величиной

epr
n (ϕ; Φ;X ) := inf

u∈Mn(ϕ;Φ)
‖ϕ− u‖X .

Полагаем
epr
n (W ; Φ;X ) := sup

ϕ∈W
epr
n (ϕ; Φ;X ),

если W — произвольное подмножество в X .
Заметим, что так как Φ — базис, то span Φ — плотно в X , т.е.

для произвольного элемента ϕ ∈ X : epr
n (ϕ; Φ;X )→ 0 при n → ∞

и возникает задача об установлении скорости стремления к нулю
последовательности epr

n (W ; Φ;X ).
В связи с многочисленными приложениями подобного рода n-

членных приближений (см., например, [1]), задача о нахождении
ассимптотических оценок величин epr

n (W ; Φ;X ) и более общая за-
дача об оценках величин наилучшего n-членного приближения
σn(W ; Φ;X ) решались для многих классов функций W и ортого-
нальных базисов Φ (в соответствующем пространстве X ⊃ W ). На-
пример, для тригонометрического базиса экспонент Φ = {ei(k,x)}k∈Zd
известны ассимптотические оценки рассматриваемых величин в про-
странстве Lq(Td) при всех 1 ≤ q ≤ ∞ в случае, когда W есть функ-
циональный класс Соболева или Бесова–Никольского (см. [2]).

В [1] имеется довольно полная библиография работ, касающихся
n-членной аппроксимации при помощи агрегатов, построенных и по
другим базисам Φ, состоящих, например, из вейвлетов или сплайнов
(см. также [3–9]).

Решаемая в работе задача состоит в установлении порядковых
оценок величины epr

n (W ; Φ;X ) при следующих предположениях:

X = Lq(Id), 1 ≤ q ≤ ∞, Id :=
d∏
i=1

I, I := [0, 1], d ≥ 1 — целое;

W = SBαp,θ — единичный шар пространства Бесова Bαp,θ, 0 < α < 1,
1 ≤ p, θ <∞;
Φ — так называемый "бриллиантовый" базис в пространстве
C(Id) непрерывных на Id функций.

В §1 мы даем определения основных объектов (пространств, клас-
сов функций и базиса) и формулируем вспомогательные и основной
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результаты работы. В §2 решается задача о точных значениях вели-
чины n-членного проективного приближения в конечномерном про-
странстве lmq единичного шара Bmp ⊂ lmp по стандартному базису
пространства Rm. На основании этого результата в §3 доказывается
основная теорема.

§1. Определения и формулировка главного результата

• Lq(Id), 1 ≤ q < ∞, — пространство функций ϕ, суммируемых в
q-ой степени на Id с нормой

‖ϕ‖q := (
∫
Id

|ϕ(x)|q dx)1/q;

• L∞(Id) — пространство функций, существенно ограниченных на
Id, с нормой

‖ϕ‖∞ := ess sup
x∈Id

|ϕ(x)|;

• Bαp,θ=
{
ϕ ∈ Lp(Id) : ‖ϕ‖αp,θ:=

[ 1∫
0

(
ω(ϕ; t)p
tα

)θ
dt

t

]1/θ

<∞,

0 < α < 1, 1 ≤ p, θ <∞
}
,

где ω(ϕ; t)p = sup
0<|h|≤t

( ∫
Id
|4hϕ(x)|p dx

)1/p — p-интегральный модуль

непрерывности функции ϕ ∈ Lp(Id), а для h ∈ Rd

4hϕ(x) =
{
ϕ(x+ h)− ϕ(x) при x, x+ h ∈ Id ,

0 в противном случае,

— полная разность от ϕ с шагом h = (h1, h2, . . . , hd),

|h| :=
( d∑
i=1

h2
i

)1/2
.

Заметим, что пространство Bαp,θ — сепарабельное банахо-
во пространство для каждой тройки параметров α, p, θ : 0<α<1,
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1 ≤ p, θ <∞, и при α > d
p Bαp,θ ⊂ C(Id).

• Определим семейство Φ (см. [10]).
Возьмем функцию ψ(t) = max{0, 1−|t|}, t ∈ R, и обозначим через

D множество всех "двоичных" точек отрезка I : D =
⋃
k≥0

Dk, где

D0 = {0; 1}, Dk =
{

2j − 1
2k

, j = 1, . . . , 2k−1

}
. Определим вначале

семейство Фабера–Шаудера функций с носителями на I следующим
образом:

Φτ (t) = ψ(2k(t− τ)) для τ ∈ Dk, k = 0, 1, 2, . . . .

Теперь обозначим C0 := D0, Ck = Ck−1

⋃
Dk. Тогда Cdk =

= Cdk−1

⋃
Dk,d, где

D0,d = Dd
0 =

d∏
j=1

D0,

Dk,d =
{
τ̄ = (τ1, . . . , τd) ∈ Cdk : (∃i : τi ∈ Dk)

}
, k = 1, 2, . . . ,

и положим для t̄ = (t1, . . . , td) ∈ Id

φτ̄ (t̄) =
d∏
j=1

ψ(2k(tj − τj)), τ̄ ∈ Dk,d, k = 0, 1, 2, . . . .

Систему Φ = {φτ̄ : τ̄ ∈ Dd} называют "бриллиантовым" или муль-
тиафинным базисом, и если она упорядочена так, что φτ̄ с τ̄ ∈ Dk,d

предшествует φτ̄ с τ̄ ∈ Dk+1,d, то эта система (последовательность)
является базисом в банаховом пространстве C(Id) непрерывных на
Id функций относительно равномерной на Id сходимости [11], т.е. для
каждого f ∈ C(Id) существует однозначно определенное семейство
Φ∗ = {bτ̄ : τ̄ ∈ Dk,d, k = 0, 1, 2, . . .} действительных чисел такое, что

f =
∞∑
k=0

∑
τ̄∈Dk,d

bτ̄φτ̄ .

Коэффициенты bτ̄ = bτ̄ (f) являются линейными функционалами от
f и bτ̄ (φτ̄ ′) = δτ̄ τ̄ ′ , т.е. системы Φ и Φ∗ — биортогональны.
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Система Φ∗ определяется явно по системе Φ (см. [11]) по следу-
ющим формулам:

bτ̄ (f) = f(τ̄), τ̄ ∈ D0,d,

и

bτ̄ (f) =
1
2d

∑
ε={−1,1}d

(f(τ̄)− f(τ̄ε)), τ̄ ∈ Dk,d, k = 1, 2, . . . ,

где

τε = {τε1 , . . . , τ εd} и τεi =
{
τi + εi · 2−k, τi ∈ Dk,
τi, τi ∈ Cdk−1.

Рассмотрим следующий конечномерный проекционный оператор
Rk : C(Id) → C(Id) : Rk(f) =

∑
τ̄∈Dk,d

bτ̄ (f)φτ̄ . Известно, что для

любого f ∈ C(Id) ряд
∞∑
k=0

Rk(f) сходится к f по норме ‖ · ‖∞.

Частные суммы Pk(f) =
k∑
l=0

Rl(f) интерполируют f на множестве

Cdk , т.е. ∀k ≥ 0 : f(τ̄) = Pk(f)(τ̄), τ̄ ∈ Cdk .
Сформулируем известные утверждения, в которых отражены

другие свойства системы Φ, и которые понадобятся при доказатель-
стве теоремы 1.

Утверждение 1 [12]. Для любых aτ̄ ∈ R и 1 ≤ q ≤ ∞

∥∥ ∑
τ̄∈Dk,d

aτ̄φτ̄
∥∥
q
� 2−dk/q

( ∑
τ̄∈Dk,d

|aτ̄ |q
)1/q

, k = 0, 1, . . . .

В частности ‖φτ̄‖q � 2−dk/q, τ̄ ∈ Dk,d.
Утверждение 2 [12]. Пусть 1 < p < ∞, 1 ≤ θ < ∞ и

d
p < α < 1. Тогда ∀f ∈ Bαp,θ

‖f‖αp,θ �
( ∞∑
k=0

[
2k(α− dp )

( ∑
τ̄∈Dk,d

|bτ̄ |p
)1/p]θ)1/θ

.

Главный результат работы содержится в следующем утвержде-
нии.



204 В.С. Романюк

Теорема 1. Пусть d ∈ N, 1 < p <∞, 1 ≤ q ≤ ∞, 1 ≤ θ <∞,
d
p < α < 1. Тогда

epr
n (S Bαp,θ; Φ;Lq) � n−α/d.

Запись α(n) � β(n) означает, что существуют C1, C2 > 0 такие, что
C1α(n) ≤ β(n) ≤ C2α(n); если β(n) ≤ C2α(n), то пишем β(n)� α(n).

§2. Нелинейная аппроксимация в конечномерных
пространствах

Обозначим через lmp , 0 < p ≤ ∞, пространство векторов
x = (xk)mk=1 действительных чисел, снабженное квазинормой

‖x‖lmp =
( m∑
i=1

|xi|p
)1/p

, 0 < p <∞,

‖x‖lm∞ = max
1≤i≤m

|xi|, p =∞.

Обозначим при r > 0 Bmp (r) = {x ∈ lmp : ‖x‖lmp ≤ r} и B
m
p ≡ Bmp (1).

Если n ≤ m, λn = {k1, k2, . . . , kn} ⊂ {1, 2, . . . ,m} и
x = (x1, x2, . . . , xm) ∈ Rm, то обозначим

πλnx = (x̃1, . . . , x̃m) ∈ Rm,

где x̃i = xi при i ∈ λn и x̃i = 0 при i /∈ λn. Пусть B ⊂ lmp и

e⊥n (B)q := sup
x∈B

e⊥n (x; p; q) = sup
x∈B

inf
λn
‖x− πλnx‖lmq , 0 < p, q ≤ ∞.

Задача состоит в получении точных значений величин e⊥n (Bmp )q.
Замечание 1. В дальнейшем будем считать, что компоненты

векторов x = (xi)mi=1, участвующие в определении e⊥n (Bmp )q, — неот-
рицательны, т.е. xi ≥ 0, i = 1,m. Это ограничение, очевидно, не
сужает постановку задачи и не изменяет её решения.

Теорема 2. Пусть 0 < p ≤ ∞ и n < m. Тогда

e⊥n (Bmp )q =


max

n+1≤k≤m

(k − n)1/q

k1/p
, 0 < q <∞,

1
(n+ 1)1/p

, q =∞.
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Замечание 2. В случаях 0 < q < p ≤ ∞ и 0 < q = p <∞
максимум в теореме 2 достигается при k = m (см. доказательство
теоремы 2); в случаях 0 < p < q < ∞ максимум достигается при
одном из значений k: k1 =

[
n

q/p−1

]
, k2 =

[
n

q/p−1

]
+ 1, k3 = m ([a] —

целая часть числа a ∈ R), если n < n
q/p−1 < m, при k = n + 1, если

0 < n
q/p−1 6 n, и при k = m, если n

q/p−1 ≥ m. В каждом из случаев
при n � m

C1(p, q)m1/q−1/p ≤ e⊥n (Bmp )q ≤ C2(p, q)m1/q−1/p.

Доказательство теоремы 2. Заметим, что поскольку при
0 < p, q <∞, очевидно,

e⊥n (Bmp )q =
(
e⊥n (Bmp/q)1

)1/q
, (1)

то достаточно получить значения e⊥n (Bms )1 при 0 < s < ∞, а также
отдельно рассмотреть случаи p = ∞, 0 < q < ∞; p = ∞, q =∞;
0 < p <∞, q =∞.

Легко заметить, что если

B m
s = {x ∈ Bms : x1 ≥ . . . ≥ xm ≥ 0},

то e⊥n (Bms )1 = e⊥n (B m
s )1. Покажем теперь, что при

Bm,ns = {x ∈ Bms : x1 = . . . = xn+1 ≥ xn+2 ≥ . . . ≥ xm ≥ 0}

имеет место равенство

e⊥n (Bm,ns )1 = e⊥n (B m
s )1,

и в этом случае

e⊥n (Bms )1 = sup
x∈Bm,ns

m∑
i=n+1

xi.

Неравенство e⊥n (Bm,ns )1 ≤ e⊥n (B m
s )1 — тривиально, так как

Bm,ns ⊂ B m
s .
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Необходимо доказать обратное неравенство

e⊥n (Bm,ns )1 ≥ e⊥n (B m
s )1.

Для этого достаточно показать, что если x = (xi)mi=1 ∈ B m
s , то най-

дется x̃ = (x̃i)mi=1 ∈ Bm,ns такой, что e⊥n (x; s; 1) ≤ e⊥n (x̃; s; 1).
Пусть заданы n < m и x = (xi)mi=1 ∈ B m

s . Рассмотрим последова-
тельность x̃ = (x̃i)mi=1, определяющуюся следующим образом:

x̃i =

{ r

(n+ 1)1/s
, i = 1, . . . , n+ 1,

xi, i = n+ 2, . . . ,m,

где r =
( n+1∑
i=1

xsi
)1/s

. Тогда, очевидно, что x̃ ∈ Bm,ns , причем

e⊥n (x; s; 1) = xn+1 +
m∑

i=n+2

xi ≤
r

(n+ 1)1/s
+

m∑
i=n+2

xi = e⊥n (x̃; s; 1),

так как
(

1
n+1

n+1∑
i=1

xsi
)1/s ≥ xn+1.

Таким образом,

e⊥n (Bms )1 = sup
x∈Bm,ns

m∑
i=n+1

xi,

и учитывая, что для x ∈ Bm,ns — xn+1 =
(

1
n+1

n+1∑
i=1

xsi
)1/s

, полагая

при этом yn+1 =
( n+1∑
i=1

xsi
)1/s

, yk = xk, k = n+2, . . . ,m (заметим, что

тогда
m∑

i=n+1

ysi = 1), приходим к выводу, что

e⊥n (Bms )1 = sup
y∈B̂m,ns

m∑
k=n+1

αkyk, (2)

где B̂m,ns = {y = (yi)mi=n+1 ∈ Bm−ns : αkyk ≤ αn+1yn+1,

k = n+ 2, . . . ,m} и αn+1 = (n + 1)−1/s, αk ≡ 1, k = n + 2, . . . ,m.
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Теперь значение величины e⊥n (Bms )1 будет найдено исходя из реше-
ния следующей более общей экстремальной задачи.

Задача 1. Найти максимум

F (x1, . . . , xl) = b1x1 + b2x2 + . . .+ blxl

на множестве

Ω = {x = (xi)li=1 ∈ Blp(R) : b1x1 ≥ b2x2 ≥ . . . ≥ blxl,

0 < p <∞, R > 0}
при каждом из следующих предположений

(i) b1 ≥ b2 ≥ . . . ≥ bl > 0,
(ii) b2 ≥ b3 ≥ . . . ≥ bl > 0, b1 > 0— произвольное

и
k∑
i=1

b−pi ≥ kb
−p
k+1 при любом 1 ≤ k ≤ l − 1.

Замечание 3. a) В частности, в предположении (ii) содержится
(при k = 1) условие 0 < b1 ≤ b2 и b2 ≥ . . . ≥ bl > 0.
b) Условие (ii), очевидно, выполняется при l = m − n, b1 = αn+1 и
bk = αn+k, k = 2, . . . , l.

Решение задачи 1 при предположении (i), когда 1 < p <∞, мож-
но найти, например, в [13, гл. 4, §4.3] (отметим, что при этом огра-
ничения из Ω становятся излишними, так как выполняются автома-
тически):

maxF (x1, . . . , xl) = F (x̂1, . . . , x̂l) = R

( l∑
i=1

bp
′

i

)1/p′

,

1
p + 1

p′ = 1 и экстремальный набор x̂ = (x̂i)li=1 :

x̂i = Rbp
′−1
i

( l∑
j=1

bp
′

j

)−1/p

= R

(
bp
′

i /

l∑
j=1

bp
′

j

)1/p

.

При 0 < p ≤ 1 легко показать, что

maxF (x1, . . . , xl) = F (x̂1, . . . , x̂l) = Rb1,
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причем x̂ = (x̂i)li=1 : x̂1 = R, а x̂i = 0, i = 2, . . . , l.
Пусть теперь выполняется предположение (ii). Покажем, что в

этом случае при 1 ≤ p < ∞ maxF (x1, . . . , xl) = F (x∗1, . . . , x
∗
l ), где

(x∗1, . . . , x
∗
l ) — набор, "уравновешивающий" (b1, . . . , bl), т.е.

x∗i =
R

bi(
l∑

j=1

b−pj )1/p

, i = 1, . . . , l,

(3)

F (x∗1, . . . , x
∗
l ) =

l

(
l∑

j=1

b−pj )1/p

R,

а при 0 < p < 1 maxF (x1, ..., xl) = max
1≤k≤l

F (x(k)
1 , ..., x

(k)
l ) и

x(k) := (x(k)
1 , ..., x

(k)
l ), k = 1, ..., l,

x
(k)
i =

R

bi(
k∑
j=1

b−pj )1/p

, i = 1, . . . , k, x(k)
i = 0, i = k + 1, ..., l,

(3′)

F (x(k)
1 , . . . , x

(k)
l ) =

k

(
k∑
j=1

b−pj )1/p

R.

Доказательство, однотипное для всех 0 < p < ∞, проведем
индукцией по l.

При l = 1 утверждение, очевидно, выполняется. Предположим,
что утверждение верно при некотором l = r − 1 ≥ 2 и докажем его
при l = r.

Пусть x = (xi)ri=1 ∈ Ω — произвольное фиксированное и

δ =
( r−1∑
i=1

xpi
)1/p

. Пусть, далее, x̄1, . . . , x̄r−1 — экстремальный набор

вида (3) или (3′) в задаче 1 при l = r−1 и R = δ, т.е. (для произволь-
ного d, 2 ≤ d ≤ r) xi = 0, i = d, ..., r, x̄i = δ

bi(
d−1∑
k=1

b−pk )1/p
, i = 1, ..., d − 1.



Нелинейная аппроксимация функций . . . 209

Тогда
( r−1∑
i=1

xpi
)1/p = δ и

F (x1, . . . , xr) ≤ F (x̄1, . . . , x̄r−1, xr) =
r−1∑
i=1

bix̄i + brxr =

=
r−1∑
i=1

(d− 1)1/p

(
d−1∑
k=1

b−pk )1/p

x◦i + brx
◦
r ,

где x◦1 = . . . = x◦d−1 = δ
(d−1)1/p

, , x◦i = 0, i = d, ..., r − 1, x◦r = xr.

Очевидно, что

r−1∑
i=1

(x◦i )
p = δp, т.е. (x◦i )

r−1
i=1 ∈ B

r−1
p (δ), (x◦i )

r
i=1 ∈ Brp(R). (4)

Положим

β1 = β2 = . . . = βd−1 =
(

(d− 1)/
d−1∑
k=1

b−pk

)1/p

и βr = br. (5)

Тогда соотношения (4), (5) влекут β1x
◦
1 = . . . = βd−1x

◦
d−1 и

βd−1x
◦
d−1 = bd−1xd−1 ≥ brxr = βrxr (неравенство выполняется, так

как (x1, . . . xr−1, xr) ∈ Ω). Значит,

max
x∈Ω

F (x1, . . . , xr) ≤ max
x∈Ω′

d∑
i=1

βixi =: max
x∈Ω′

G(x1, . . . , xd), (6)

где Ω′ = {x = (xi)di=1 : x ∈ Bdp(R), β1x1 = . . . =
= βd−1xd−1 ≥ βrxd, βi, i = 1, . . . , d, определяются соотношени-
ями (5), 0 < p <∞, R > 0}. Итак решаем задачу о нахождении
max
x∈Ω′

G(x1, . . . , xd), которая равносильна следующей задаче.

Задача 2. Найти при любом 1 ≤ d ≤ r

max
xd∈I

G̃(xd) := max
xd∈I

d− 1

(
d−1∑
k=1

b−pk )1/p

(Rp − xpd)
1/p + βrxd =
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= max
xd∈I

(d− 1)D1/p(Rp − xpd)
1/p + βrxd

при условии (ii) задачи 1.

Здесь D =

(
d−1∑
k=1

b−pk

)−1

, I = [0, η], а η определяется из условия

1
d− 1

d−1∑
i=1

βixi ≥ βrxd или
Rp − xpd
d−1∑
i=1

b−pi

≥ (βrxd)p,

D(Rp − xpd) ≥ β
p
rx

p
d,

xd ≤
(

D

D + βpr

)1/p

·R =: η.

Итак, при любом xd ∈ (0, R) G̃′(xd) = −(d − 1)D1/p(Rp−
−xpd)1/p−1xp−1

d + βr и G′(xd) = 0 при

xd = η0 =

[
(d− 1)

p
p−1D

1
1−p

β
p

1−p
r + (d− 1)

p
1−pD

1
1−p

]1/p

·R.

Пусть теперь 1 < p <∞ (тогда d = r). Покажем, что в этом слу-
чае η0 /∈ I, а точнее, η0 ≥ η. В самом деле, последнее неравенство
равносильно неравенству

(r − 1)
p

1−pD
1

1−p

β
p

1−p
r + (r − 1)

p
1−pD

1
1−p

≥ D

βpr +D

или, после элементарных преобразований,

(r − 1)
p

1−pD
1

1−pD−1 ≥ β
p

1−p
r β−pr .

Возводя обе части последнего неравенства в степень 1−p
p < 0, полу-

чаем

(r − 1)D ≤ βpr или
(

(r − 1)/
r−1∑
i=1

b−pi

)1/p

≤ br,
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что согласуется с исходным условием (ii) задачи 1.
Таким образом, функция G̃′(xr) сохраняет знак на всем интер-

вале (0, η), т.е. функция G̃(xr) — монотонна на I и её максимум
достигается на одном из концов отрезка I.

Но G̃(0) = βr · R, а в точке xr = η выполняются равенства

β1x1 = . . . = βrxr, причем
r∑
i=1

xpi = Rp, а значит,

G̃(η) = G(x1, . . . , xr) =
r

(
r∑
i=1

b−pi )1/p

·R.

Однако βr ≤ r/(
r∑
i=1

b−pi )1/p, так как это неравенство равносильно

следующему правильному неравенству:
r∑
i=1

b−pi ≤ rb−pr ≤ rpb−pr при

1 < p <∞.
Поэтому окончательно

max
x∈Ω′

G(x1, . . . , xr) = max
xr∈I

G̃(xr) = max{G̃(0); G̃(η)} = G̃(η) =

=
r

(
r∑
i=1

b−pi )1/p

·R.

При этом экстремальный набор имеет вид

x̂ = (x̂i)ri=1 : x̂i =
R

bi(
r∑
j=1

b−pj )1/p

, i = 1, 2, . . . , r.

Но так как x̂ ∈ Ω, то на самом деле соотношение (6) является ра-
венством и согласно принципу математической индукции решение
задачи 1 при 1 < p < ∞ при предположении (ii) дается формулами
(3).

В случае 0 < p < 1 критическая точка η0 функции G(xd) при-
надлежит отрезку I (см. доказательство неравенства η0 ≥ η при
1 < p <∞) и, более того, η0 ≤ R

21/p (легко показать, что это неравен-
ство является следствием предположения (ii) в задаче 1).
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Точка xd = η0 это единственная критическая точка функции
G̃(xd) на интервале (0, R), и поскольку G̃′(xd) — непрерывна на
(0, R), а G̃′( R

21/p ) ≥ 0 (прямой подсчет с использованием предполо-
жения (ii)), то G̃′(xd) ≥ 0 при любом xd ∈ (η0, R). Т.е. функция
G̃(xd), непрерывная на [0, R), не убывает, по крайней мере, на [η0, η].
Следовательно,

max
xd∈I

G̃(xd) = max{G̃(0); G̃(η)} = max{B(d− 1, p);B(d, p)},

где B(k, p) = k

(
k∑
i=1

b−pi )1/p
·R.

Отсюда, так же как и в случае 1 < p <∞, следует, что

max
x∈Ω′

G(x1, . . . , xd) = max{B(d− 1, p);B(d, p)}.

и, как следствие, соотношения (6) и принципа математической ин-
дукции,

maxF (x1, . . . , xl) = max
1≤k≤l

F (x(k)
1 , ..., x

(k)
l ) = max

1≤k≤l

k

(
k∑
i=1

b−pi )1/p

·R.

где

x
(k)
i =

R

bi(
k∑
i=1

b−pi )1/p

, i = 1, 2, . . . , k; x(k)
i = 0, i = k + 1, ..., l.

В случае p = 1 (тогда d = r) G̃(xr) = (r − 1)D(R− xr) + βrxr =
= (βr − (r − 1)D)xr +R(r − 1)D и мы сразу получаем, что при лю-
бом xr ∈ (0, R) :

G̃′(xr) = βr − (r − 1)D = βr − (r − 1)/
r−1∑
i=1

β−1
i ≥ 0,

в силу предположения (ii) в задаче 1. Поэтому функция G̃(xl) не
убывает на I = [0, η], где, напомним, η = D

D+βr
· R, и max

xr∈I
G̃(xr) =
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G̃(η) = r
r∑
i=1

b−1
i

·R. Отсюда заключаем, что в случае p = 1

max
x∈Ω

F (x1, . . . , xl) = F (x∗1, . . . , x
∗
l ) = Rl/

l∑
j=1

b−1
j .

где

x∗i = R/
(
bi(

l∑
j=1

b−1
j )
)
, i = 1, . . . , l.

Таким образом, доказано, что решение задачи 1 при 1 ≤ p <∞ опре-
деляется формулами (3), а при 0 < p < 1 — формулами (3′).

Теперь, полагая в условии задачи 1 p = s, R = 1,
l = m− n, b1 = αn+1 = ( 1

n+1 )1/s и bk = αn+k = 1, k = 2, . . . , l, и
сопоставляя его с правой частью соотношения (2), в соответствии с
формулами (3) и (3′), заключаем, что при 1 ≤ s <∞

e⊥n (Bms )1 = (m− n)/
( m∑
i=n+1

α−si

)1/s

=
m− n
m1/s

, (7)

а при 0 < s < 1

e⊥n (Bms )1 = max
n+1≤k≤m

k − n
k1/s

. (7′)

Теперь возвратимся к исходной задаче о вычислении e⊥n (Bmp )q.
Пусть 0 < p, q <∞. Тогда, полагая s = p

q , согласно (1), (7), (7′)
приходим к равенствам

e⊥n (Bmp )q =
(
e⊥n (Bmp/q)1

)1/q

=
(
m− n
m1/s

)1/q

=
(m− n)1/q

m1/p
,

0 < q < p <∞ и

e⊥n (Bmp )q = max
n+1≤k≤m

(k − n)
1
q

k1/p
, 0 < p < q <∞.

При p =∞, 0 < q <∞.

e⊥n (Bm∞)q = sup
u∈Bm∞

inf
λn

( ∑
i∈{1,...,m}\λn

uqi

)1/q

,
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и значит,
e⊥n (Bm∞)q = (m− n)1/q.

При p = q =∞, очевидно, e⊥n (Bm∞)∞ = 1.
При 0 < p <∞, q =∞, аналогично доказательству равенства

(2), устанавливаем, что e⊥n (Bmp )∞ = sup
y∈B̂m,np

αiyi, где, напомним,

B̂m,np =
{
y = (yi)mi=n+1 ∈ Bm,np : αkyk ≤ αn+1yn+1, k = n+ 2, . . . ,m

}
и αn+1 = (n+ 1)−1/p, αk = 1, k = n+ 2, . . . ,m.

Теперь, очевидно, что e⊥n (Bmp )∞ = (n + 1)−1/p и равенство
достигается на наборе x = (xi)mi=1 : x1 = . . . = xn+1 =
= 1

(n+1)1/p
, xi = 0, i = n+ 2, . . . ,m.

Таким образом, теорема 2 полностью доказана.

§3. Доказательство теоремы 1

3.1. Оценка сверху. Пусть

Fk=lin
{
φτ̄ , τ̄ ∈ Dk,d

}
=
{
ϕ : ϕ(t)=

∑
τ̄∈Dk,d

aτ̄φτ̄ (t), aτ̄ ∈ R, t ∈ Id
}
,

k=0, 1, . . . . Если ϕ ∈ Fk ∩ Bαp,θ, то согласно утверждениям 2 и 1
соответственно:

(I) ‖ϕ‖αp,θ � 2k(α−d/p)‖a‖lmkp ,

где a = {aτ̄}τ̄∈Dk,d , mk = #Dk,d;

(II) ‖ϕ‖q � 2−dk/q‖a‖lmkq , k = 0, 1, . . .
(здесь и далее #A обозначает количество точек конечного множе-
ства A ⊂ Zd).

Для ϕ ∈ Fk через Gm(ϕ), m ≤ mk, обозначим алгоритм

Gm(ϕ)(t) =
∑

τ̄∈Λ
(m)
k

aτ̄φτ̄ (t),

где Λ(m)
k ⊂ Dk,d и #Λ(m)

k = m, так что

min{|aτ̄ |, τ̄ ∈ Λ(m)
k } ≥ max{|aτ̄ |, τ̄ ∈ Dk,d\Λ(m)

k }.
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Заметим, что, вообще говоря, Λ(m)
k при заданном m может быть

определено таким способом не однозначно, но это несущественно.
Для n = 0, 1, . . . пусть (nk)∞k=0 последовательность неотрицатель-

ных целых чисел такая, что
∞∑
k=0

nk ≤ n. Понятно, что такая последо-
вательность содержит только конечное число ненулевых nk.

Для f ∈ Bαp,θ оптимальный (в смысле точности по порядку) аг-
регат проективной n-членной аппроксимации строим в виде

Sn(f) =
∞∑
k=0

Gnk(f).

Тогда

‖f − Sn(f)‖q ≤
∞∑
k=0

‖fk −Gnk(fk)‖q, (8)

где fk(t) =
∑

τ̄∈Dk,d
bτ̄φτ̄ (t), k = 0, 1, 2, . . . , а bτ̄ — коэффициенты из

разложения (1).
Далее, из соотношений (II) и (I) вытекает, что если f ∈ SBαp,θ, то

‖fk‖p � 2−dk/p‖{bτ}τ∈Dk,d‖lmkp � 2−k(α−d/p)2−dk/p‖f‖αp,θ � 2−kα, т.е.

fk ∈ C 2−kα(Fk ∩Bp), (9)

где Bp = {f ∈ Lp(Id) : ‖f‖p ≤ 1} — единичный шар в пространстве
Lp(Id), а C > 0 — некоторая постоянная.

Теперь рассмотрим семейство линейных операторов
Ak : Fk → Rmk , k = 0, 1, 2, . . . , действующих по правилу

ϕk(t) =
∑

τ̄∈Dk,d

aτ̄φτ̄ (t)→ a(k) = {aτ̄}τ̄∈Dk,d .

При каждом k = 0, 1, . . . оператор Ak осуществляет взаимно-
однозначное отображение между линейными пространствами Fk и
Rmk и, согласно соотношению (II),

‖Ak‖p := ‖Ak‖Lp(Id)→lmkp � 2dk/p, (10)
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а для обратного к нему A−1
k : Rmk → Fk

‖A−1
k ‖q := ‖A−1

k ‖lmkq →Lq(Id) � 2−dk/q. (11)

Поэтому из (8), учитывая (9)—(11), получаем

sup
f∈SBαp,θ

‖f − Sn(f)‖q �
∞∑
k=0

sup
fk∈2−kαBp

‖fk −Gnk(fk)‖q �

�
∞∑
k=0

‖A−1
k ‖q · ‖Ak‖p · 2

−kα sup
b(k)∈Bmkp

‖b(k) − Jnk(b(k))‖lmkq �

�
∞∑
k=0

2−(α+d(1/q−1/p))k sup
b(k)∈Bmkp

‖b(k) − Jnk(b(k))‖lmkq , (12)

где b(k) = {bτ}τ∈Dk,d , и для x =
m∑
s=1

xses
(
ε = (es)ms=1 — канонический

базис в lmq
)
Jn(x) :=

n∑
j=1

xsjesj , а (sj)mj=1 — система натуральных

чисел такая, что |xs1 |≥|xs2 | ≥ . . .≥|xsm |.
Теперь легко заметить, что

sup
b(k)∈Bmkp

‖b(k) − Jnk(b(k))‖lmkq = e⊥nk(Bmkp ; lmkq ). (13)

Сопоставляя соотношения (12) и (13), получаем

epr
n (Bαp,θ; Φ;Lq)�

∞∑
k=0

2−αk2dk(1/p−1/q)e⊥nk(Bmkp ; lmkq ) (14)

(напомним, что mk = #Dk,d � 2kd).
Прежде, чем продолжить оценку (14), сделаем следующее заме-

чание.
Пусть задано натуральное n ≥ 2d. Выберем s ∈ N

⋃
{0} так, чтобы

s∑
k=0

#Dk,d ≤ n <
s+1∑
k=0

#Dk,d,
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т.е. Ms ≤ n < Ms+1. Поскольку, очевидно, при любых
1 < p <∞, 1 6 q 6∞, 1 ≤ θ <∞, d/p < α < 1

epr
Ms+1

(Bαp,θ; Φ;Lq) ≤ epr
n (Bαp,θ; Φ;Lq) ≤ epr

Ms
(Bαp,θ; Φ;Lq)

и Ms � 2sd � n, то это позволяет сделать заключение о справедли-
вости утверждения теоремы 1 при всех n ∈ N в предположении, что
оно выполняется при n = Ms, s = 0, 1, . . . , т.е. теорему достаточно
доказать для n, пробегающих последовательность {Ms}∞s=0.

Теперь отметим, что в силу неравенства ‖ · ‖γ ≤ ‖ · ‖∞ при
1 < γ <∞ оценку сверху в теореме 1 при n = Ms достаточно уста-
новить для q =∞.

Пусть n = Ms, где s ∈ N — фиксировано. Положим для заданного
0 < δ < αp− d (согласно условию α > d/p)

nk =
{

mk, 0 ≤ k ≤ s− 1,
[C2−δ(k−s)ms], k ≥ s,

где [x] — целая часть числа x ∈ R, C > 0 — постоянная, выбор
которой уточняем ниже.

Имеем

∞∑
k=0

nk ≤
s−1∑
k=0

mk +msC

∞∑
k=s

2−δ(k−s) ≤Ms = n,

если C < Cδ = 1− 2−δ.
Согласно неравенству (14)

epr
n (Bαp,θ; Φ;L∞)�

∞∑
k=0

2−αk2dk/pe⊥nk(Bmkp ; lmk∞ ). (15)

Теперь при 0 ≤ k ≤ s− 1

e⊥nk(Bmkp ; lmk∞ ) = 0, (16)

а при k ≥ s, согласно теореме 2, —

e⊥nk(Bmkp ; lmk∞ )� (2−δ(k−s)ms)−1/p. (17)
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Здесь учтено, что существует s∗ ≥ s такое, что при k > s∗

nk = 0, и соответственно, при таких k, очевидно, e⊥nk(Bmkp ; lmk∞ ) < 1(
достаточно воспользоваться неравенством( N∑

s=1

|as|ν
)1/ν

≤
( N∑
s=1

|as|µ
)1/µ

, 1 ≤ µ ≤ ν ≤ ∞
)
,

т.е. при k > s∗ оценку для e⊥nk(Bmkp ; lmk∞ ) также можем записать в
виде (17).

Таким образом, из соотношения (15) с учетом (16) и (17) получа-
ем

epr
n (Bαp,θ; Φ;L∞)�

∞∑
k=s+1

2−αk2dk/p(2−δ(k−s)ms)−1/p =

= m−1/p
s 2δs(−1/p)

∞∑
k=s+1

2−αk2dk/p2δk/p =

= m−1/p
s 2δs(−1/p)

∞∑
k=s+1

2−βk,

где β = α− d
p − δ ·

1
p .

Поскольку δ < αp− d, то β > 0 и

epr
n (Bαp,θ; Φ;L∞)� m−1/p

s 2δs(−1/p)2−βs � 2−αs � n−α/d,

а значит, при всех 1 < p <∞, 1 ≤ q ≤ ∞, 1 ≤ θ <∞ и d
p < α < 1

epr
n (Bαp,θ; Φ;Lq)� n−α/d.

3.2. Оценка снизу. Пусть n ≥ 2d задано. Подберем k ≥ 2 из
условия

#Dk−2,d ≤ n < #Dk−1,d,

и рассмотрим пространство B(k) полиномов по системе
Φ̃k = {φτ̄}τ̄∈Dk,d вида

Rk(f) =
∑

τ̄∈Dk,d

bτ̄ (f)φτ̄ , f ∈ Lq(Id),
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и пусть B(k)αp,θ — подпространство из Bαp,θ, состоящее из функций
f ∈ B(k), т.е.

B(k)αp,θ = B(k)
⋂
Bαp,θ.

Тогда, очевидно, (из определения epr
n ) что

epr
n (Bαp,θ; Φ;Lq) ≥ epr

n (B(k)αp,θ; Φ̃k;Lq).

Рассмотрим отображение A′ : B(k) → Rmk (где, напомним,
mk = #Dk,d) такое, что A′(f) := {bτ̄ (f)}τ̄∈Dk,d , если f ∈ B(k). Тогда,
согласно утверждению 2, для f ∈ B(k)αp,θ

‖f‖Bαp,θ � 2k(α−d/p)‖A′(f)‖lmkp ,

и для f ∈ B(k)
‖f‖Lq � 2−αk/q‖A′(f)‖lmkq .

Поэтому, понятно, что

epr
n (B(k)αp,θ; Φ̃k;Lq) � 2kd(1/p−1/q) · 2−kα · e⊥n (Bmkp ; lmkq ),

и для завершения оценки осталось воспользоваться теоремой 2 (см.
также замечание 2), в соответствии с которой

e⊥n (Bmkp ; lmkq ) � 2kd(1/q−1/p).

Окончательно получаем

epr
n (Bαp,θ; Φ;Lq) ≥ epr

n (B(k)αp,θ; Φ̃k;Lq) � 2−kα � n−α/d.
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