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ОЦIНКИ СУМ ФЕЙЄРА ДЛЯ ГОЛОМОРФНИХ
ФУНКЦIЙ КЛАСУ БЛОХА

We obtain bilateral estimates with explicit constants of the Fejér sum’s norms
in the Lp metrics, p = 1,∞, for the holomorphic functions from Bloch
classes Bp.

Знайдено двостороннi оцiнки з явними константами норм сум Фейєра в
Lp–метриках, p = 1,∞, для голоморфних функцiй з класiв Блоха Bp.

Нехай функцiя f є голоморфною в крузi D := {z : |z| < 1} i

f(z) =
∞∑
k=0

f̂kz
k, f̂k :=

f (k)(0)
k!

,

— її розвинення в ряд Тейлора.
Сумою Фейєра порядку n − 1, n ∈ N, функцiї f називається ал-

гебраїчний многочлен вигляду

σn(f)(z) =
n−1∑
k=0

(
1− k

n

)
f̂kz

k.

Класом Блоха B (див., наприклад, [1, с. 281]) називається мно-
жина голоморфних в D функцiй f , для яких

‖f‖
B

:= |f(0)|+ sup
z∈D

(1− |z|2)|f ′(z)| <∞.

Нехай

‖f(·)‖p :=
(

1
2π

∫ 2π

0

|f(eit)|pdt
)1/p

, ‖f(·)‖∞ := ess sup
t∈[0,2π]

|f(eit)|

i
Mp(r, f) := ‖f(r ·)‖p, 0 ≤ r < 1, p > 0.
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p–Аналогом класу Блоха є множина голоморфних в D функцiй f ,
для яких

‖f‖
Bp

:= |f(0)|+ sup
r∈[0,1)

(1− r2)Mp(r, f ′) <∞.

Позначимо

Bp :=
{
f — голоморфна в D : f(0) = 0, ‖f‖

Bp
≤ 1
}
, 1 ≤ p ≤ ∞,

де при p =∞ вважаємо, що ‖f‖
B∞

= ‖f‖
B

i B∞ = B.

Метою даної роботи є знаходження оцiнок норм ‖σn(f)‖p для
функцiй з класiв Bp.

Iсторiя цього питання бере свiй початок з такого твердження.
Нехай функцiя f ∈ H∞, де H∞ — множина голоморфних в D

функцiй f , для яких supz∈D |f(z)| ≤ 1. Тодi

‖σn(f)‖∞ ≤ 1 ∀ n ∈ N. (1)

Якщо до того ж для деякого m ∈ Z+ f̂j = 0, j = 0,m, то

‖σn(f)‖∞ ≤ 1− m+ 1
n

∀ n ≥ m+ 2. (2)

Спiввiдношення (2) є рiвнiстю для функцiї f(z) = zm+1.
Спiввiдношення (1) поєднує в собi знаменитi результати Л. Фей-

єра i Е. Ландау (див., наприклад, [2]).
Нерiвнiсть (2) нам не зустрiчалася в математичнiй лiтературi.

Проте навряд чи можна вважати її новою. Покажемо, як (2) можна
отримати за допомогою теореми Рогозинського i Сегьо [3].

Згiдно з цим твердженням, якщо {λk}n−1
k=0 , n ≥ 2, — послiдовнiсть

дiйсних чисел, якi задовольняють умови

∆2λk := λk − 2λk+1 + λk+2 ≥ 0, k = 0, n− 3;

λn−2 − 2λn−1 ≥ 0; λn−1 ≥ 0,

то

max

{∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

λkf̂k

∣∣∣∣∣ : f ∈ H∞

}
= λ0.
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У нашому випадку f(z) = zm+1g(z), де g ∈ H∞ i

σn(f)(z) = zm+1
n−m−2∑
k=0

(
1− k +m+ 1

n

)
ĝkz

k, n ≥ m+ 2.

За допомогою безпосереднiх обчислень переконуємося в тому, що для
послiдовностi λk = (n−k−m−1)/n, k = 0, N − 1, де N = n−m−1,
мають мiсце рiвностi

∆2λk = λN−2 − 2λN−1 = 0, k = 0, N − 3.

Тому, застосувавши теорему Рогозинського–Сегьо до функцiї g, от-
римаємо (2).

Добре вiдомою є роль сум Фейєра в описi диференцiально-
гладкiсних властивостей голоморфних функцiй. А саме:

sup
n∈N
‖σn(f)‖p ≤ 1⇐⇒ sup

r∈[0,1)

Mp(r, f) ≤ 1, 1 ≤ p ≤ ∞, (3)

‖σ′n(f)‖p = O(n1−α), n→∞, 0 < α ≤ 1⇐⇒

⇐⇒Mp(r, f ′) = O
(
(1− r)α−1

)
, r → 1−, (4)

‖σ′n(f)‖∞ = O(n), n→∞⇐⇒ ‖f‖
B
<∞, (5)

‖σ2n−1(f)− σn(f)‖∞ = O(1), n→∞⇐⇒ ‖f‖
B
<∞. (6)

Твердження (3), (4) можна знайти, наприклад, в [4, с. 234, 469],
(5) — це результат роботи [5], а (6) — роботи [6].

Стислий огляд iнших важливих фактiв про класи B можна знай-
ти в [1, с. 281].

Варто звернути увагу на те, що, об’єднавши твердження (3), (5)
i нерiвнiсть Бернштейна ‖σ′n(f)‖∞ ≤ n‖σn(f)‖∞, можна легко вста-
новити включення B ⊃ H∞.

У випадку, коли 1 < p <∞, нескладно показати, що Bp ⊃ Hp, де
Hp — одинична куля в просторi Гардi, тобто множина голоморфних
в D функцiй f , для яких supr∈[0,1)Mp(r, f) ≤ 1. Якщо ж p = 1, то
B1 ⊃ K, де K — множина iнтегралiв типу Кошi–Стiльтьєса ком-
плекснозначних зарядiв на [0, 2π] , варiацiї яких не перевищують 1.
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Справдi, якщо

f(z) =
∫ 2π

0

dµ(t)
1− e−itz

,

2π∨
0

µ ≤ 1,

то

f ′(z) =
∫ 2π

0

e−itdµ(t)
(1− e−itz)2

i

M1(r, f ′) =
1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣∣∫ 2π

0

e−itdµ(t)
(1− rei(θ−t))2

∣∣∣∣ dθ ≤
≤ 1

2π

∫ 2π

0

∫ 2π

0

|dµ(t)|
|1− rei(θ−t)|2

dθ =

=
1

1− r2

∫ 2π

0

|dµ(t)| ≤ 1
1− r2

∀ r ∈ [0, 1).

В [6], вiдштовхуючись вiд (6), доведено iмплiкацiю

f ∈ B =⇒ ‖σn(f)‖∞ = O(lnn), n→∞, (7)

i показано, що обернена iмплiкацiя не справджується.
Наступне твердження є основним результатом нашого дослiджен-

ня. З нього, зокрема, випливає аналогiчна до (7) iмплiкацiя для кла-
су B1. Крiм того, конкретизується стала, яка розумiється пiд сим-
волом O(·).

Теорема 1. Нехай p = 1,∞. Тодi для кожного натурального
n ≥ 2 мають мiсце спiввiдношення

Cp

n∑
k=2

1
k
≤ sup {‖σn(f)‖p : f ∈ Bp} ≤

n−1∑
k=1

1
k
, (8)

де

Cp =
{
π−1, p = 1,
2−1, p =∞.
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Зауваження 1. Як буде видно з доведення, друга нерiвнiсть в
(8) є правильною для всiх p ∈ [1,∞].

В теоремi 1.4 iз [5] стверджується, що для голоморфної функцiї f

‖σn(f)‖∞ = O(lnn) ∀ n ∈ N⇐⇒ |f(z)| = O

(
ln

1
1− |z|

)
∀ z ∈ D.

Об’єднавши це твердження iз теоремою 1, отримаємо, що для будь-
якої функцiї f ∈ B

|f(z)| ≤ C ln
1

1− |z|
∀ z ∈ D,

де C — деяка стала.
В наступному твердженнi показано, зокрема, що в останнiй нерiв-

ностi можна взяти C = 1 .
Теорема 2. Нехай p = 1,∞. Тодi для кожного ρ ∈ [0, 1)

Cp log
1

1− ρ
≤ sup {Mp(ρ, f) : f ∈ Bp} ≤ log

1
1− ρ

, (9)

де Cp — стала така, як в теоремi 1.
Зауваження 2. Як буде видно з доведення, верхня оцiнка серед-

нiх Mp(ρ, f) в (9) є чинною для всiх p ∈ [1,∞], проте при 2 < p <∞
вона є завищеною за порядком, коли ρ→ 1− . Адже в [7] доведено,
що для будь-якої функцiї f ∈ Bp, 2 < p <∞,

Mp(ρ, f) = O

((
ln

1
1− ρ

)β)
, ρ→ 1−, ∀ β > 1

2
.

Доведення теореми 1 спирається на такi факти.
Лема 1. Нехай m ∈ Z+ i

µk,m(r) :=

r
k − r2(m+1)−k, k = 0, 1, . . . ,m,

0, k = m+ 1, . . . .

Тодi для будь-якого r ∈ [0, 1] послiдовнiсть {µk,m(r)}∞k=0 є опуклою,
тобто ∆2µk,m(r) := µk,m(r) − 2µk+1,m(r) + µk+2,m(r) ≥ 0 для всiх
k = 0, 1, 2, . . . .
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Доведення. Безпосередньою перевiркою пересвiдчуємося в тому,
що

∆2µk,m(r) =


rk(1− r)2

(
1− r2(m−k)

)
, k = 0, 1, . . . ,m− 1,

rm(1− r2), k = m,

0, k = m+ 1,m+ 2, . . . .

Отже, ∆2µk,m(r) ≥ 0.
Лема 2. Нехай f — функцiя, голоморфна в D, i

Qn(f)(z) :=
n−1∑
k=0

(
1− k

n
|z|n−k−1

)
f̂kz

k, n ∈ N.

Якщо f(0) = 0, то для будь-яких ρ ∈ [0, 1), 1 ≤ p ≤ ∞ i натураль-
ного n ≥ 2 справджуються нерiвностi

Mp

(
ρ2, Qn(f)

)
≤ 2

∫ ρ

0

Mp(r, f ′)(1− r2(n−1))rdr (10)

i

Mp(ρ2, f) ≤ 2
∫ ρ

0

Mp(r, f ′)rdr. (11)

Доведення. За формулою (7) з роботи [8], для будь-якої голо-
морфної функцiї f такої, що f(0) = 0, маємо

Qn(f)(ρ2eiθ) =

=
eiθ

π

∫ ρ

0

∫ 2π

0

f ′(reit)
n−2∑
k=0

(
1− r2(n−k−1)

)
rkeik(θ−t)dt rdr. (12)

Позначимо

Kn−2(x, r) := 1− r2(n−1) + 2
n−2∑
k=1

(rk − r2(n−1)−k) cos kx.
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Тодi внаслiдок того, що для голоморфної функцiї
∫ 2π

0
f(reit)eiktdt =

= 0, k = 1, 2, . . . , формулу (12) пiсля замiни змiнних iнтегрування
приводимо до вигляду

Qn(f)(ρ2eiθ) =
eiθ

π

∫ ρ

0

∫ 2π

0

f ′(rei(t+θ))Kn−2(t, r)dt rdr. (13)

Покладаючи m = n− 2 та використовуючи позначення iз леми 1,
ядро Kn−2(x, r) запишемо у виглядi

Kn−2(x, r) = Km(x, r) = µ0,m(r) + 2
∞∑
k=1

µk,m(r) cos kx.

Оскiльки згiдно з лемою 1 послiдовнiсть {µk,m(r)}∞k=0 є опуклою
для всiх r ∈ [0, 1], i очевидно, µk,m(r) ↓ 0, то за вiдомою теоремою
(див., наприклад, [4, с. 294]) для будь-яких x ∈ [0, 2π] i r ∈ [0, 1]
справджується нерiвнiсть

Kn−2(x, r) ≥ 0. (14)

Оцiнюючи iнтеграл в правiй частинi (13) за iнтегральною нерiв-
нiстю Мiнковського, з урахуванням (14), одержимо спiввiдношення

Mp

(
ρ2, Qn(f)

)
≤ 1
π

∫ ρ

0

∫ 2π

0

Mp(r, f ′)Kn−2(t, r)dt rdr =

= 2
∫ ρ

0

Mp(r, f ′)(1− r2(n−1)) rdr ∀ ρ ∈ [0, 1).

Для доведення (11) застосуємо формулу Пуассона до функцiї
f ′(rz) при 0 ≤ r < 1:

f ′(r2eiθ) =
1

2π

∫ 2π

0

f ′(rei(t+θ))
1− r2

1− 2r cos t+ r2
dt ∀ θ ∈ [0, 2π].

Домножимо обидвi частини останньої рiвностi на 2eiθr i проiнтегрує-
мо вiдносно r вздовж вiдрiзка [0, ρ], 0 < ρ < 1. Отримуємо

f(ρ2eiθ) = eiθ2
∫ ρ

0

( ∞∑
k=0

(k + 1)f̂k+1r
2keikθ

)
rdr =
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=
eiθ

π

∫ ρ

0

∫ 2π

0

f ′(rei(t+θ))
1− r2

1− 2r cos t+ r2
dt rdr.

Залишається оцiнити iнтеграл в правiй частинi за iнтегральною
нерiвнiстю Мiнковського i врахувати невiд’ємнiсть ядра Пуассона.

Доведення теорем 1 i 2. Проведемо його одночасно.
Скористаємося лемою 2. Оскiльки Mp(r, f ′) ≤ 1/(1 − r2), то за

допомогою спiввiдношення (10) легко показати, що

Mp

(
ρ2, Qn(f)

)
≤ 2

∫ ρ

0

1− r2(n−1)

1− r2
rdr ≤

≤ 2
∫ 1

0

(
n−2∑
k=0

r2k

)
rdr =

n−1∑
k=1

1
k
∀ f ∈ Bp,

звiдки при ρ→ 1− i випливає (8). Аналогiчно, зi спiввiдношення (11)
отримуємо

Mp(ρ2, f) ≤ 2
∫ ρ

0

r

1− r2
dr = ln

1
1− ρ2

∀ f ∈ Bp, ρ ∈ [0, 1).

Для оцiнок знизу у випадку, коли p = 1, вiзьмемо функцiю

f(z) =
z

1− z
=
∞∑
k=1

zk, z ∈ D.

Легко бачити, що f ′(z) = 1/(1− z)2 i

M1(r, f ′) =
1

2π

∫ 2π

0

1
|1− reit|2

dt =
1

1− r2
∀ r ∈ [0, 1).

Тому f ∈ B1.
За допомогою нерiвностi Гардi (див., наприклад, [4, с. 454]) отри-

муємо такий ланцюжок спiввiдношень:

‖σn(f)‖
H1

=
1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=1

(
1− k

n

)
eikt

∣∣∣∣∣ dt =
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=
1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣∣∣
n−2∑
k=0

(
1− k + 1

n

)
eikt

∣∣∣∣∣ dt ≥ 1
π

n−2∑
k=0

(
1− k + 1

n

)
1

k + 1
=

=
1
π

(
n−1∑
k=1

1
k
− n− 1

n

)
=

1
π

n∑
k=2

1
k
∀ n ≥ 2

i

M1(ρ, f) =
1

2π

∫ 2π

0

ρ

|1− ρeit|
dt ≥ 1

π

∞∑
k=0

ρk+1

k + 1
=

1
π

ln
1

1− ρ
.

Для оцiнки знизу у випадку, коли p =∞, вiзьмемо функцiю

f(z) =
1
2

ln
1

1− z
=

1
2

∞∑
k=1

zk

k
, z ∈ D.

Легко бачити, що f ′(z) = 1/(2 − 2z) i M∞(r, f ′) = 1/(2 − 2r). Тому
f ∈ B.

Маємо

σn(f)(z) =
1
2

n−1∑
k=1

(
1− k

n

)
zk

k
.

Оскiльки коефiцiєнти многочлена σn(f) додатнi, то

‖σn(f)‖
H∞

= σn(f)(1) =
1
2

n−1∑
k=1

(
1− k

n

)
1
k

=

=
1
2

(
n−1∑
k=1

1
k
− n− 1

n

)
=

1
2

n∑
k=2

1
k
∀ n ≥ 2

i
M∞(ρ, f) =

1
2

ln
1

1− ρ
∀ ρ ∈ [0, 1).
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