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ВЛАСТИВОСТI ТВIРНИХ ЯДЕР КЛАСIВ
ГОЛОМОРФНИХ ФУНКЦIЙ I ЕКСТРЕМАЛЬНI
ЗАДАЧI ТЕОРIЇ НАБЛИЖЕННЯ

We investigate the properties of some classes of functions, which are
reproduction kernels of class Hψ

p and which have two characteristic properties.
The role of this characteristic properties for solving of extremal problems of
approximation theory, such as a problem of best linear method approximation
of classes Hψ

p , a problem of best approximation and n–widths of classes Hψ
p , a

Kolmogorov—Nikolskii problem (K—N problem) are shown. Short survey and
bibliography for each of listed problems are given. Relative to a K—N problem
we investigate some unknown cases.

Дослiджено властивостi одного класу голоморфних функцiй ψ, якi є
твiрними ядрами класiв Hψ

p i мають двi характеристичнi властивостi.
Показано роль цих характеристичних властивостей в розв’язаннi екс-
тремальних задач теорiї наближення голоморфних функцiй таких, як
задача про найкращий лiнiйний метод наближення на класi Hψ

p , задача
про найкраще наближення i поперечники класу Hψ

p , задача Колмогорова—
Нiкольського (задача К—Н). До кожної з перелiчених задач дано корот-
кий огляд i бiблiографiю. Стосовно задачi К—Н вивчаються деякi, ранiше
не дослiдженi випадки.

1. Дана робота присвячена дослiдженню властивостей голоморф-
них в крузi D := {z : |z| < 1} функцiй ψ(z) =

∑∞
k=0 ψ̂kz

k,
ψ̂k := ψ(k)(0)/k!,

∣∣∣ψ̂k∣∣∣ > 0, якi є твiрними ядрами функцiональних

класiв Hψ
p (див. означення далi) та характеризуються двома умова-

ми:

2 Re

( ∞∑
ν=0

ψ̂k+ν

ψ̂k
zν

)
≥ 1 ∀ z ∈ D, (1)

i
∃ {cν,k}∞ν=k+1, cν,k ∈ C :
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2 Re

(
k∑
ν=0

ψ̂k

ψ̂k−ν
zν +

∞∑
ν=k+1

cν,kz
ν

)
≥ 1 ∀ z ∈ D, (2)

де k ∈ Z+ — фiксоване число.
Роль умови (1) була з’ясована вперше, мабуть, в [1], де показано,

що вона є критерiєм розв’язання низки екстремальних задач для об-
межених голоморфних функцiй. Для зручностi наведемо тут основне
твердження з [1] (див. також [2, с. 493]).

Нехай UH∞ — одинична куля простору обмежених голоморфних
в D функцiй, тобто

UH∞ :=
{
f − голоморфна в D : ‖f‖

H∞
:= sup

z∈D
|f(z)| ≤ 1

}
.

Теорема А. Нехай n ∈ Z+ i {γν}∞ν=n — послiдовнiсть комплекс-
них чисел таких, що

∑∞
ν=n |γν | <∞, |γn| > 0. Тодi

max
f∈UH∞

∣∣∣∣∣ 1
γn

n−1∑
ν=0

γ2n−ν f̂ν +
1
γn

∞∑
ν=n

γν f̂ν

∣∣∣∣∣ = 1⇐⇒ 1 (3)

⇐⇒ 2 Re

( ∞∑
ν=0

γν+n

γn
zν

)
≥ 1 ∀ z ∈ T := ∂D.

Максимум в (3) досягається тiльки для функцiй вигляду
f(z) = αzn, де |α| = 1.

Покажемо, як можна застосувати це твердження, а також один
прийом використаний в його доведеннi до розв’язання деяких екс-
тремальних задач теорiї наближення голоморфних функцiй.

Нехай 1 ≤ p < ∞ i UHp — одинична куля простору Гардi Hp,
тобто

UHp :=
{
f − голоморфна в D : ‖f‖

Hp
≤ 1
}
,

де

‖f‖
Hp

:= sup
0<ρ<1

(
1

2π

∫ 2π

0

|f(ρeit)|pdt
)1/p

.

1При n = 0 перший доданок пiд знаком модуля вважається вiдсутнiм.
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Через Hψ
p будемо позначати згортку одиничної кулi UHp iз зада-

ною функцiєю ψ, яка є голоморфною в крузi D, тобто

Hψ
p := ψ ∗ UHp := {f = ψ ∗ g : g ∈ UHp},

де пiд згорткою функцiй ψ i g, голоморфних в крузi D розумiємо
згортку за Адамаром

(ψ ∗ g)(z) =
∞∑
k=0

ψ̂kĝkz
k, z ∈ D.

Функцiю ψ далi будемо вважати такою, що |ψ̂k| > 0, k =
= 0, 1, 2, . . . , i називатимемо твiрним ядром класу Hψ

p .
Нехай

En(Hψ
p ;Hq) := sup

f∈Hψp
inf

P∈Pn−1
‖f − P‖

Hq

— найкраще наближення в просторiHq, 1 ≤ q ≤ ∞, класуHψ
p множи-

ною Pn−1 алгебраїчних многочленiв степеня не бiльшого нiж n− 1,

En(Hψ
p ;Hq) := inf

Λ
sup
f∈Hψp

‖f − Un,Λ(f)‖
Hq

(4)

— найкраще лiнiйне наближення в Hq класу Hψ
p множиною значень

оператора Un,Λ, який дiє за правилом Un,Λ(f)(z) =
∑n−1
k=0 λk,nf̂kz

k,
де λk,n — елементи нижньотрикутної числової матрицi Λ i

Rn(Hψ
p ;Hq) := sup

f∈Hψp
‖f − Sn(f)‖

Hq
, Sn(f)(z) :=

n−1∑
k=0

f̂kz
k,

— наближення в Hq класу Hψ
p частинними сумами рядiв Тейлора.

Покладемо

E0(Hψ
p ;Hq) = E0(Hψ

p ;Hq) = R0(Hψ
p ;Hq) = sup

f∈Hψp
‖f‖

Hq
.

Нескладно показати, що, яким би не було твiрне ядро ψ класуHψ
p ,

1 ≤ p ≤ ∞, i q ∈ [1,∞] завжди справджується низка нерiвностей:∣∣∣ψ̂n∣∣∣ ≤ En(Hψ
p ;Hq) ≤ En(Hψ

p ;Hq), n = 0, 1, 2, . . . . (5)



238 В.В. Савчук

Задача ж про опис множини усiх твiрних ядер ψ, для яких останнi
спiввiдношення перетворюються в рiвностi (при даному фiксованому
n) легко розв’язується у випадку p = q = ∞ за допомогою такого
твердження, яке випливає з теореми А.

Наслiдок 1. Нехай ψ — твiрне ядро класу Hψ
∞, n ∈ Z+ i

Un(f)(z) =


0, n = 0,

n−1∑
ν=0

(
1− ψ̂2n−ν

ψ̂ν
|z|2(n−ν)e2i arg ψ̂n

)
f̂νz

ν , n ≥ 1.

Тодi кожна з рiвностей

max
f∈Hψ∞

‖f − Un(f)‖
H∞

=
∣∣∣ψ̂n∣∣∣ , (6)

En(Hψ
∞;H∞) =

∣∣∣ψ̂n∣∣∣ (7)

i
En(Hψ

∞;H∞) =
∣∣∣ψ̂n∣∣∣ (8)

має мiсце тодi i тiльки тодi, коли ядро ψ задовольняє умову (1)
при k = n.

Єдиною з точнiстю до унiмодулярного множника екстремаль-
ною функцiєю, для якої досягається максимум в (6) є f(z) = ψ̂nz

n.
Зауваження 1. Найкращий лiнiйний метод наближення кла-

су Hψ
∞ в H∞, тобто елементи матрицi Λ∗, для якої досягається

точна нижня межа в (4) знаходяться за формулою λ∗n,ν = 1−
−ψ̂2n−ν/ψ̂νe

2i arg ψ̂n , ν = 0, n− 1. До того ж такий метод єдиний [3].
Доведення. Поклавши γν = ψ̂νz

ν , z ∈ D \ {0}, для будь-якої
функцiї g ∈ UH∞ отримаємо низку рiвностей∣∣∣∣∣ 1

γn

n−1∑
ν=0

γ2n−ν ĝν +
1
γn

∞∑
ν=n

γν ĝν

∣∣∣∣∣ =

=
1

|z|n
∣∣∣ψ̂n∣∣∣

∣∣∣∣∣
n−1∑
ν=0

ψ̂2n−ν

ψ̂ν
|z|2(n−ν)e2i arg ψ̂n ψ̂ν ĝνz

ν +
∞∑
ν=n

ψ̂ν ĝνz
ν

∣∣∣∣∣ =
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=
1

|z|n
∣∣∣ψ̂n∣∣∣ |f(z)− Un(f)(z)|,

де f = ψ∗g. З останнiх спiввiдношень в силу теореми А, застосованої
до функцiї g, випливає, що рiвнiсть

max
f∈Hψ∞

|f(z)− Un(f)(z)| =
∣∣∣ψ̂n∣∣∣ |z|n ∀ z ∈ D

має мiсце тодi i тiльки тодi, коли виконується (1). Цим доведено
наслiдок 1 стосовно рiвностi (6) при всiх n ∈ Z+ i рiвностi (7) при
n = 0.

Нехай n ≥ 1 i виконується умова (1). Тодi внаслiдок останньої
рiвностi для довiльної функцiї f ∈ Hψ

∞ i довiльного z ∈ D на основi
спiввiдношень

∣∣∣f̂ν∣∣∣ ≤ ∣∣∣ψ̂ν∣∣∣ маємо оцiнку

∣∣∣∣∣f(z)−
n−1∑
ν=0

(
1− ψ̂2n−ν

ψ̂ν
e2i arg ψ̂n

)
f̂νz

ν

∣∣∣∣∣ ≤
≤ |f(z)− Un(f)(z)|+

∣∣∣∣∣
n−1∑
ν=0

(1− |z|2(n−ν))
ψ̂2n−ν

ψ̂ν
e2i arg ψ̂n f̂νz

ν

∣∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣ψ̂n∣∣∣ |z|n + (1− |z|2n)

2n∑
ν=n+1

∣∣∣ψ̂ν∣∣∣ .
З цих спiввiдношень при |z| → 1 випливає нерiвнiсть
En(Hψ

∞;H∞) ≤
∣∣∣ψ̂n∣∣∣, яка в поєднаннi з (5) доводить (7) i (8).

Покладемо

Hψ
∞,n := {f = g ∗ ψ : g ∈ UH∞, g(z) = O(zn), z → 0} , n ∈ Z+,

i розглянемо функцiю f = ψ ∗ g, в якiй

g(z) = zn
z − α
1− αz

, |α| < 1.
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Легко переконатися в тому, що f ∈ Hψ
∞,n i

f(z) = −ψ̂nαzn + (1− |α|2)
∞∑

ν=n+1

ψ̂να
ν−n−1zν . (9)

Згiдно з другою нерiвнiстю в (5) i спiввiдношеннями двоїстостi
(див., наприклад, [31, с. 25, 81])

En(Hψ
∞;H∞) ≥ Ek(Hψ

∞;H∞) = max
h∈Hψ∞,k

‖h‖
H∞
≥ ‖f‖

H∞
.

Отже, якщо виконується кожна з рiвностей (7) i (8), то на пiдставi
останнiх спiввiдношень за лемою Шварца маємо нерiвностi

|f(z)| ≤ |z|n‖f‖
H∞
≤ |z|n

∣∣∣ψ̂n∣∣∣ ∀ z ∈ D,

якi з урахуванням (9) є рiвносильними нерiвностi∣∣∣∣∣−α+
1− |α|2

ψ̂nzn

∞∑
ν=n+1

ψ̂να
ν−n−1zν

∣∣∣∣∣ ≤ 1 1.

Пiднiсши до квадрата обидвi частини нерiвностi, отримаємо

|α|2 − 2 Re

(
1− |α|2

ψ̂nzn

∞∑
ν=n+1

ψ̂να
ν−nzν

)
+

+

∣∣∣∣∣1− |α|2ψ̂nzn

∞∑
ν=n+1

ψ̂να
ν−n−1zν

∣∣∣∣∣
2

≤ 1.

Перенiсши |α|2 в праву частину i скоротивши обидвi частини нерiв-
ностi на спiльний множник 1− |α|2, отримаємо

−2 Re

( ∞∑
ν=1

ψ̂ν+n

ψ̂n
ανzν

)
+ (1− |α|2)

∣∣∣∣∣
∞∑

ν=n+1

ψ̂ν

ψ̂n
αν−n−1zν−n

∣∣∣∣∣
2

≤ 1.

1З цього мiсця мiркування, якi проводяться далi в доведеннi, запозичено з [1]
(див., також, [2, с. 495]).
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Якщо тут |α| → 1, то, як наслiдок, в силу довiльностi z отримуємо
спiввiдношення (1).

Наслiдок 2. Нехай ψ — твiрне ядро, яке задовольняє умову (1)
для всiх k ≥ n, n ∈ Z+. Тодi

Ek(Hψ
p ;Hq) = Ek(Hψ

p ;Hq) =
∣∣∣ψ̂k∣∣∣ , 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞, ∀ k ≥ n, (10)

i
Rk(Hψ

p ;Hq) =
∣∣∣ψ̂k∣∣∣ , 1 ≤ q ≤ 2 ≤ p ≤ ∞, ∀ k ≥ n.

Доведення. Якщо f = g ∗ ψ, то застосовуючи до тотожностi

f(ρz)− Uk(f)(ρz) =

=
ψ̂kρ

k

2π

∫ 2π

0

g(zeit)e−ikt
(

2 Re
∞∑
ν=0

ψ̂ν+k

ψ̂k
ρνeiνt − 1

)
dt,

спочатку iнтегральну нерiвнiсть Мiнковського, а потiм нерiвнiсть
Гельдера, при ρ → 1− отримаємо оцiнку Ek(Hψ

p ;Hq) ≤
∣∣∣ψ̂n∣∣∣, яка в

поєднання з (5) й доводить (10).
Аналогiчно, застосовуючи спочатку нерiвнiсть Гельдера, а потiм

рiвнiсть (10), одержуємо спiввiдношення

‖f − Sk(f)‖
Hq

≤ ‖f − Sk(f)‖
H2
≤

≤ Ek(Hψ
p ;H2) ≤

≤ Ek(Hψ
p ;Hp) =

∣∣∣ψ̂k∣∣∣ ,
якi перетворюються в рiвностi для функцiї f(z) = ψ̂kz

k.
Твердження наслiдкiв 1 i 2 в поєднаннi iз зауваженням 1 охоплю-

ють цiлу низку вiдомих результатiв, якi у свiй час були отриманi без
явного використання теореми А. Серед цих результатiв згадаємо ро-
боти [3—10].

Розглянемо тепер умову (2). За виглядом i суттю її можна пов’я-
зати з такою задачею.
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Для даного многочлена Pn ∈ Pn знайти голоморфну в D функ-
цiю ϕ таку, щоб функцiя F (z) = Pn(z) + zn+1ϕ(z) мала певну вла-
стивiстю, яку умовно позначимо через X . Якщо така задача має
розв’язок, то кажуть, що Pn є X -продовжуваним многочленом. У
данiй роботi пiд X -властивiстю будемо розумiти таке: 2 ReF (z) ≥ 1,
z ∈ D.

М. Г. Чеботарьов [11] був, мабуть, першим, хто розпочав систе-
матичнi дослiдження за даною тематикою. Його попередниками на
цьому шляху були Х. Каратеодорi, Л. Фейєр [12], Е. Ландау [13],
Ф. Рiс [14]. Рiзноманiтнi зв’язки задачi про продовжуванi многочле-
ни з iншими роздiлами аналiзу, зокрема, з проблемою моментiв, оцiн-
ками многочленiв, продовженням лiнiйних функцiоналiв, розкрито
в [15—18].

Ми розглянемо умову (2) з такої точки зору. Як виявилося в [3],
умова (2) є критерiєм виконання нерiвностi типу Бернштейна для
довiльного многочлена з Pn, n ∈ Z+, тобто якщо Pn ∈ Pn, n ∈ Z+,

i Pψn (z) := Pn(z) ∗
∑n
k=0 z

k/ψ̂k, то нерiвнiсть∥∥Pψn ∥∥
H∞
≤ 1∣∣∣ψ̂n∣∣∣‖Pn‖H∞ (11)

має мiсце для довiльного многочлена Pn ∈ Pn тодi i тiльки тодi,
коли ψ задовольняє умову (2) для даного k = n.

На цей час є велика кiлькiсть робiт, присвячених дослiдженням
многочленiв в контекстi останньої нерiвностi та сумiжних з нею пи-
тань. Про сучасний стан цiєї теорiї можна дiзнатися з монографiй
[19—21].

Роль нерiвностi (11) в екстремальних задачах теорiї наближень
є добре вiдомою, але не буде зайвим нагадати її ще раз. Спiввiд-
ношення (11) показує, що куля

∣∣∣ψ̂n∣∣∣ (UH∞ ∩Pn) вимiрностi n + 1

мiститься в Hψ
∞. Тому з огляду на вiдому теорему Тихомирова [22]

про поперечник кулi буде справджуватися iмплiкацiя

(2) =⇒
∣∣∣ψ̂n∣∣∣ ≤ dn(Hψ

∞, H∞), (12)

де dn(Hψ
∞, H∞) — поперечник за Колмогоровим класу Hψ

∞ в H∞
(див. означення в [22]).
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Отже, якщо твiрне ядро ψ класу Hψ
∞ задовольняє одночасно умо-

ви (1) i (2) при всiх k, починаючи з деякого n, то на пiдставi наслiдку
1 та iмплiкацiї (12) будуть справджуватися рiвностi

dk(Hψ
∞, H∞) = Ek(Hψ

∞;H∞) = Ek(Hψ
∞;H∞) =

∣∣∣ψ̂k∣∣∣ ∀ k ≥ n.
Зауважимо, що аналогiчнi рiвностi за таких же умов мають мiсце

i для поперечникiв Бернштейна, Гельфанда та лiнiйного класiв Hψ
p

при 1 ≤ p <∞ [3, 23].
Iсторiя питання про поперечники класiв голоморфних функцiй

є досить великою i навiть поверхневе її висвiтлення призвело б до
значного збiльшення об’єму цiєї статтi. Тому тут згадаємо лише мо-
нографiї [22], [24, 25], в яких можна знайти велику бiблiографiю.

З огляду на наведенi вище факти, пов’язанi з умовами (1) i (2),
видається важливим знайти опис множини всiх твiрних ядер ψ,
для яких при даному n ∈ Z+ умови (1) i (2) виконуються одночасно
при всiх k ≥ n.

Подальший виклад матерiалу зроблено за такою схемою. У пунк-
тi 2, в контекстi останнього питання, наведено низку властивостей
коефiцiєнтiв твiрних ядер ψ. В пунктi 3 наведено одне загальне твер-
дження про наближення функцiй класiв Hψ

p частинними сумами їх
рядiв Тейлора. Зокрема, як наслiдок з цього твердження, отримано
розв’язок вiдомої задачi Колмогорова—Нiкольського на класi Hψ

∞ у
випадку, коли твiрне ядро ψ задовольняє одночасно умови (1) i (2), а
модулi його коефiцiєнтiв утворюють числову послiдовнiсть, яка по-
вiльно змiнюється (спадає). Така задача була розв’язана ранiше для
тих випадках, коли послiдовностi {Re ψ̂ν}∞ν=0 i {Im ψ̂ν}∞ν=0 є додат-
ними i опуклими [26—29]. Зауважимо, що такi обмеження тягнуть за
собою опуклiсть послiдовностi {|ψ̂ν |}∞ν=0, що, як буде показано ниж-
че, взагалi кажучи, не є необхiдним для виконання умов (1) i (2).

2. Нехай n ∈ Z+, Rn i Qn — множини всiх твiрних ядер, для яких
вiдповiдно виконуються умови (1) i (2) для всiх k ≥ n.

Цiлком зрозумiло, що

R0 ⊂ R1 ⊂ . . . ⊂ Rn ⊂ . . .
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i
Q0 ⊂ Q1 ⊂ . . . ⊂ Qn ⊂ . . . .

Зауважимо, що в роботi [8] для ядер класу Rn вжито термiн "до-
пустимi ядра".

Розглянемо два приклади, якими проiлюструємо спiввiдношення
мiж класами Rn i Qn.

Приклад 1. Зафiксуємо n ∈ N i розглянемо функцiю

ψ(z) = − 1− αzn

1− α1/nz
+ zn

z − α
1− αz

=

= −
n∑
ν=0

αν/nzν + (1− α2)
∞∑

ν=n+1

αν−n−1zν , 0 < α < 1.

Легко бачити, що для z ∈ (0, 1)

1 + 2 Re

( ∞∑
ν=1

ψ̂n+ν

ψ̂n
zν

)
= 1− 2

1− α2

α2

∞∑
ν=1

(αz)ν =

=
α− (2− α2)z
α(1− αz)

< 0⇔ z >
α

2− α2
,

а для всiх z ∈ D i cν,n = αν/n

1 + 2 Re

(
n∑
ν=1

ψ̂n

ψ̂n−ν
zν +

∞∑
ν=n+1

cν,nz
ν

)
= 1 + 2 Re

( ∞∑
ν=1

αν/nzν

)
=

=
1− α2/n

|1− α1/nz|2
> 0.

Отже, ядро ψ при k = n не задовольняє умову (1), але задоволь-
няє (2).

Покажемо тепер, що iснують функцiї ψ, якi задовольняють умову
(1) i не задовольняють умову (2). Цей факт легко помiтити, виходячи
з такого твердження.

Твердження 1. Нехай n ∈ Z+. Якщо твiрне ядро ψ ∈ Rn, то∣∣∣ψ̂n∣∣∣ ≥ ∣∣∣ψ̂n+1

∣∣∣ ≥ ∣∣∣ψ̂n+2

∣∣∣ ≥ . . . . (13)
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Якщо ж ψ ∈ Qn, то

min
0≤ν≤n−1

∣∣∣ψ̂ν∣∣∣ ≥ ∣∣∣ψ̂n∣∣∣ ≥ ∣∣∣ψ̂n+1

∣∣∣ ≥ . . . . (14)

Для функцiї ψ(z) = 1/(1−ζz), ζ ∈ T, спiввiдношення (13) i (14)
перетворюються у рiвностi.

Доведення. Якщо ψ ∈ Rn, то з рiвностi

ψ̂k+1

ψ̂k
=

1
2πρ

∫ 2π

0

e−it

(
1 + 2 Re

( ∞∑
ν=1

ψ̂k+ν

ψ̂k
ρνeiνt

))
dt, 0 < ρ < 1,

випливає оцiнка∣∣∣∣∣ ψ̂k+1

ψ̂k

∣∣∣∣∣ ≤ 1
2πρ

∫ 2π

0

∣∣∣∣∣1 + 2 Re

( ∞∑
ν=1

ψ̂k+ν

ψ̂k
ρνeiνt

)∣∣∣∣∣ dt =
1
ρ
.

Отже, для всiх k ≥ n виконується нерiвнiсть |ψ̂k| ≥ |ψ̂k+1|.
Спiввiдношення для коефiцiєнтiв функцiї f ∈ Qn доводяться ана-

логiчно.
Приклад 2. Розглянемо функцiю

ψ(z) =
αn+1 − α2zn−1

α− z
+

zn

1− αz
=

=
∞∑
ν=0

α|n−ν|zν , α ∈ (0, 1).

Очевидно, що ψ є голоморфною в D функцiєю,

ψ̂ν =

α
n−ν , ν = 0, 1, . . . , n− 1,

1, ν = n,
αν−n, ν = n+ 1, n+ 2, . . .

i

2 Re
(
rk(ψ)(z)

ψ̂kzk

)
− 1 = 2 Re

( ∞∑
ν=k

αν−n

αk−n
zν−k

)
− 1 =

=
1− α2

|1− αz|2
> 0 ∀ z ∈ D ∀ k ≥ n.
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Отже, ψ ∈ Rn.
З другого боку

min
0≤ν≤n−1

∣∣∣ψ̂ν∣∣∣ = αn ≤ ψ̂k ∀ k, n ≤ k ≤ 2n− 1.

Тому згiдно з твердженням 1 ψ 6∈ Qn.
У наступному твердженнi наведено достатню умову, за якої

твiрне ядро ψ належитиме одночасно класам Rn i Qn.
Твердження 2. Нехай n ∈ Z+ i ψ — твiрне ядро. Якщо ψ̂k > 0

для всiх k ∈ Z+, ψ̂k ↓ 0, а послiдовностi {ψ̂k}∞k=n i {1/ψ̂k}∞k=0 —
опуклi, то ψ ∈ Rn ∩Qn.

Доведення. Включення ψ ∈ Rn — це наслiдок добре вiдомого
твердження (див., наприклад, [30, с. 100]), яке стверджує, що триго-
нометричнi ряди

ψ̂k
2

+
∞∑
ν=1

ψ̂ν+k cos νt, k = n+ 1, . . . ,

збiгаються майже скрiзь, крiм, можливо, точок t = 2πm, m ∈ Z, до
невiд’ємних сумовних функцiй, якi позначаємо через Ψk та є їхнiми
рядами Фур’є. Справдi, за цим твердженням, теоремою єдиностi ко-
ефiцiєнтiв Тейлора голоморфної функцiї та за допомогою формули
Кошi маємо рiвнiсть

∞∑
ν=0

ψ̂ν+k

ψ̂k
zν =

1
2

+
1

2πψ̂k

∫ 2π

0

Ψk(x)
eix + z

eix − z
dx ∀ z ∈ D.

Звiдси, внаслiдок того, що Ψk(x) ≥ 0, i випливає потрiбне спiввiдно-
шення

2 Re

( ∞∑
ν=0

ψ̂ν+k

ψ̂k
zν

)
− 1 =

=
1

πψ̂k

∫ 2π

0

Ψk(x)
1− |z|2

|eix − z|2
dx ≥ 0 ∀ z ∈ D. (15)

Покажемо тепер, що ψ ∈ Qn. Для цього покладемо
λν := ψ̂k/ψ̂k−ν , ν = 0, 1, 2, . . . , k, k ≥ n. Якщо n = 0, 1, то при
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k = n iснування послiдовностей {cν,k}∞ν=k+1, для яких виконується
спiввiдношення (2) є очевидним фактом. Тому далi вважаємо, що
k ≥ n ≥ 2.

За умовою маємо спiввiдношення

∆λν := λν − λν+1 > 0

∆2λν := λν − 2λν+1 + λν+2 = ψ̂k

(
1

ψ̂k−ν
− 2

ψ̂k−ν−1

+
1

ψ̂k−ν−2

)
=

= ψ̂k∆2

(
1

ψ̂k−ν−2

)
> 0, ν = 0, 1, . . . , k − 2, k ≥ 2, (16)

якi показують, що набiр чисел {λ0, . . . , λk} є фрагментом певної
опуклої спадної послiдовностi.

Один з можливих варiантiв вiдновлення такої послiдовностi мож-
на здiйснити в такий спосiб. В декартовiй координатнiй площинi
X0Y через точки з координатами (k − 1, λk−1) i (k, λk) проведемо
пряму. Ця пряма буде графiком лiнiйної функцiї ϕ(x) := −∆λk−1(x−
−k + 1) + λk−1. Покладемо

cν,k =

ϕ(ν), k + 1 ≤ ν ≤ N,

0, ν > N,
N := N(k) :=

[
λk−1

∆λk−1

]
+ k − 1.

Оскiльки мають мiсце спiввiдношення (16), то на основi простих
геометричних мiркувань приходимо до висновку, що послiдовнiсть
{1, λ1, . . . , λk, ck+1,k, . . . , cN,k, 0, 0, . . .} є опуклою i, очевидно, моно-
тонно спадною до нуля.

Отже, тригонометричний полiном

1
2

+
k∑
ν=1

λν cos νt+
N∑

ν=k+1

cν,k cos kt

є невiд’ємним для всiх t ∈ [0, 2π].
Звiдси, аналогiчно до (15), випливає спiввiдношення

1 + 2 Re

(
k∑
ν=1

ψ̂k

ψ̂k−ν
zν +

N∑
ν=k+1

cν,kz
ν

)
≥ 0 ∀ z ∈ D, k ≥ 2,
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яке й доводить включення ψ ∈ Q0, а тим бiльше — ψ ∈ Qn.

Для даної функцiї f , голоморфної в D, означимо функцiю zkf за
допомогою правила (zkf)(ζ) = ζkf(ζ), ζ ∈ D.

Теорема 1. Нехай n ∈ Z+ i ψ — твiрне ядро. Тодi

ψ ∈ Rn ⇔
∥∥zkPm ∗ ψ∥∥

H∞
≤
∣∣∣ψ̂k∣∣∣ ‖Pm‖

H∞
(17)

∀ Pm ∈Pm ∀ k ≥ n ∀ m ∈ Z+.

Доведення. Iмплiкацiя ”⇒ ” випливає з рiвностi

(zkPm ∗ ψ)(ρζ) =
m∑
ν=0

ψk+νaνρ
k+νζk+ν =

=
ψ̂kζ

k

2π

∫ 2π

0

Pm
(
ζe−it

)( ∞∑
ν=0

ψ̂k+ν

ψ̂k
ρνeiνt +

∞∑
ν=1

ψ̂k+ν

ψ̂k
ρνe−iνt

)
dt,

в якiй

Pm(w) =
m∑
ν=0

aνw
ν .

Ядро пiд знаком iнтеграла внаслiдок умови ψ ∈ Rn є невiд’ємним.
Тому, оцiнюючи iнтеграл за iнтегральною нерiвнiстю Мiнковського,
отримуємо спiввiдношення (17).

Для доведення оберненої iмплiкацiї ”⇐ ” покладемо

Hψ
∞,k :=

{
f = zkg ∗ ψ : g ∈ UH∞

}
, k ∈ Z+,

i для голоморфної в D функцiї g —

gρ(z) := g(ρz).

Нехай f ∈ Hψ
∞,k, k ∈ Z+, i f = zkg ∗ψ. Для довiльного ε > 0 iснує

многочлен Pm деякого степеня m такий, що

‖f − zkPm‖H∞ = ‖g − Pm‖H∞ < ε.
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Тому, для будь-якого ρ ∈ (0, 1)

‖fρ‖H∞ = ‖zkg ∗ ψρ‖H∞ ≤

≤ ‖zk(g − Pm) ∗ ψρ‖H∞ + ‖zkPm ∗ ψρ‖H∞ ≤

≤ ε‖ψρ‖H1
+
∣∣∣ψ̂k∣∣∣ ‖f‖H∞ +

∣∣∣ψ̂k∣∣∣ ‖f − zkPm‖H∞ ≤
≤ ε

(
‖ψρ‖H1

+
∣∣∣ψ̂k∣∣∣)+

∣∣∣ψ̂k∣∣∣ .
Через довiльнiсть ε i ρ останнi спiввiдношення доводять, що

‖f‖
H∞
≤
∣∣∣ψ̂k∣∣∣ ∀ f ∈ Hψ

∞,k ∀ k ≥ n .

Згiдно зi спiввiдношеннями двоїстостi (див., наприклад,
[31, с. 25, 81])

Ek(Hψ
∞;H∞) = max

f∈Hψ∞,k
‖f‖

H∞
=
∣∣∣ψ̂k∣∣∣ ∀ k ≥ n .

Отже, за наслiдком 1 ядро ψ задовольняє умову (1) для всiх
k ≥ n, тобто ψ ∈ Rn.

Теорема 2. Нехай n ∈ Z+ i ψ — твiрне ядро. Тодi

ψ ∈ Qn ⇔ ‖Pk ∗ ψ‖
H∞
≥
∣∣∣ψ̂k∣∣∣ ‖Pk‖

H∞
∀ Pk ∈Pk ∀ k ≥ n. (18)

Доведення. Вiзьмемо довiльний многочлен Pn(z) =
∑k
ν=0 cνz

ν

i покладемо aν = cν/ψν . Тодi нерiвнiсть в (18) перетворюється в
нерiвнiсть (11), для виконання якої згiдно з [3] необхiдно й достатньо,
щоб ψ ∈ Qn.

Зауваження 2. Включення ψ ∈ Qn i ψ ∈ Rn забезпечують вико-
нання нерiвностей в правих частинах (17) i (18) вiдповiдно iз замiною
H∞ на Hp, де 1 ≤ p <∞.

Зауваження 3. Для будь-якого твiрного ядра ψ i будь-якого
многочлена Pk(z) =

∑k
ν=0 aνz

ν з рiвностi

ψ̂kak =
1

2π

∫ 2π

0

e−ikt(Pk ∗ ψ)(eit)dt.
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випливає, що
∣∣∣ψ̂k∣∣∣ |ak| ≤ ‖Pk ∗ ψ‖

H∞
.

Цiкаво вiдмiтити ще й такий факт. Якщо ψ — довiльне ядро з
додатними коефiцiєнтами i Pk(z) =

∑k
ν=0 z

ν , то згiдно з нерiвнiстю
Фейєра [32]

‖Pk ∗ ψ‖
H1
≥ 1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣∣∣Re

(
k∑
ν=0

ψ̂νe
iνt

)∣∣∣∣∣ dt =

=
1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣∣∣
k∑
ν=0

ψ̂ν cos νt

∣∣∣∣∣ dt ≥ Lk min
0≤ν≤k

ψ∗ν ,

де

Lk =
1

2π

∫ π

0

∣∣∣∣ sin(k + 1/2)t
sin t/2

∣∣∣∣ dt
i ψ∗0 = 2ψ̂0, ψ

∗
ν = ψ̂ν , ν = 1, 2, . . . , k.

Наслiдок 3. Нехай n ∈ Z+, 1 ≤ p ≤ ∞ i ψ — твiрне ядро. Тодi

ψ ∈ Rn ∩Qn ⇒

⇒
∥∥zkPk ∗ ψ∥∥

Hp
≤
∣∣∣ψ̂k∣∣∣ ‖Pk‖

Hp
≤ ‖Pk ∗ ψ‖

Hp
∀ Pk ∈Pk ∀ k ≥ n.

Рiвностi досягаються для ядра ψ(z) = 1/(1− ζz), ζ ∈ T.
Нехай ψ — функцiя, голоморфна в D i g — функцiя, голоморфна

в {z : |z| > 1}. Покладемо

rk(ψ)(z) := ψ(z)− Sk(ψ)(z).

i

‖ψ + g‖∗1 := lim
ρ→1−

1
2π

∫ 2π

0

∣∣∣∣ψ(ρeit) + g

(
eit

ρ

)∣∣∣∣ dt.
Клас Rn можна описати ще й так.
Теорема 3. Нехай n ∈ Z+, ψ — твiрне ядро i ψ̂k 6= 0 ∀ k ≥ n.

Наступнi твердження рiвносильнi:

1) ψ ∈ Rn;
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2) min
g
‖ψ + g‖∗1 =

∣∣∣ψ̂k∣∣∣ ∀ k ≥ n, де точна нижня межа береться

по всiх функцiях g, якi є мероморфними в Ĉ, а їх правильнi частини
належать Pk−1;1

3) |rn(ψ)(z)| ≥ |rn+1(ψ)(z)| ≥ |rn+2(ψ)(z)| ≥ . . . ∀ z ∈ D.
Доведення. Рiвносильнiсть 1) ⇔ 2) доведена в [3], а рiвносиль-

нiсть 1)⇔ 3) — це перефразування теореми А з урахуванням такого
очевидного твердження:

2 Re ζ ≥ 1⇐⇒ |ζ| ≥ |1− ζ| ∀ ζ ∈ C.

Наслiдок 4. Якщо ψ ∈ Rn ∩H1, n ∈ Z+, то

lim
k→∞

‖rk(ψ)‖
H1

= 0. (19)

Справдi, згiдно з пунктом 3) твердження

M1(rn(ψ))(ρ) ≥M1(rn+1(ψ))(ρ) ≥M1(rn+2(ψ))(ρ) ≥ . . . ∀ ρ ∈ [0, 1),

де

M1(ψ)(ρ) :=
1

2π

∫ 2π

0

|ψ(ρeit)|dt.

Звiдси внаслiдок того, що ψ ∈ H1 випливають спiввiдношення

‖rn(ψ)‖
H1
≥ ‖rn+1(ψ)‖

H1
≥ ‖rn+2(ψ)‖

H1
≥ . . . . (20)

Вiдомо (див., наприклад, [33, с. 96; 34]), що для будь-якої функцiї
ψ ∈ H1

lim
k→∞

‖rk(ψ)‖
H1

= 0.

Тому спiввiдношення (20) дають рiвностi

lim
k→∞

‖rk(ψ)‖
H1

= lim
k→∞

‖rk(ψ)‖
H1

= 0.

Повернемося до твердження 1 i зазначимо, що його в певному
розумiннi можна обернути. А саме, правильним є

1При k = 0 вважаємо, що g — функцiя, голоморфна в {z : |z| > 1}.
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Твердження 3. Нехай n ∈ Z+ i ψ — твiрне ядро. Тодi

(14)⇒ ψρ ∈ Rn ∩Qn ∀ ρ ∈ (0, 1/3].

Для будь-яких n ∈ Z+ i ρ ∈ (1/3, 1) iснує твiрне ядро ψ, коефi-
цiєнти Тейлора якого задовольняють умову (13), але ψρ 6∈ Rn.

Доведення. Зафiксуємо n ∈ Z+ i покладемо g(z) = ψρ(z). Зро-
зумiло, що ĝk = (̂ψρ)k = ρkψ̂k.

Оскiльки для всiх k ≥ n
∞∑
ν=1

∣∣∣∣ ĝk+ν

ĝk

∣∣∣∣ |z|ν =
∞∑
ν=1

∣∣∣∣∣ ψ̂k+ν

ψ̂k

∣∣∣∣∣ ρν |z|ν ≤
≤

∞∑
ν=1

ρν |z|ν =
ρ|z|

1− ρ|z|
,

то

1 + 2 Re

( ∞∑
ν=1

ĝk+ν

ĝk
zν

)
≥ 1− 2

∞∑
ν=1

∣∣∣∣ ĝk+ν

ĝk

∣∣∣∣ |z|ν ≥
≥ 1− 2ρ|z|

1− ρ|z|
≥ 0⇔ ρ|z| ≤ 1

3
.

Отже, якщо 0 ≤ ρ ≤ 1/3, то остання нерiвнiсть має мiсце для всiх
z ∈ D.

Покажемо тепер, що ψρ ∈ Qn. Для цього покладемо ck,ν = ρν .
Тодi

k∑
ν=1

∣∣∣∣ ĝkĝk−ν

∣∣∣∣ |z|ν +
∞∑

ν=k+1

ck,ν |z|ν =

=
k∑
ν=1

∣∣∣∣∣ ψ̂kψ̂k−ν

∣∣∣∣∣ ρν |z|ν +
∞∑

ν=k+1

ρν |z|ν ≤ ρ|z|
1− ρ|z|

.

Аналогiчно до попереднього переконуємося в тому, що для будь-
якого k ≥ n

1 + 2 Re

(
k∑
ν=1

ĝk
ĝk−ν

zν +
∞∑

ν=k+1

ρνzν

)
≥ 0⇔ ρ|z| ≤ 1

3
.
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Для доведення другої частини твердження зафiксуємо
ρ ∈ (1/3, 1) i розглянемо функцiю

ψ(z) := Pn−1(z)− αnzn

1− αz
,

де α — число з промiжку (0, 1) i Pn−1 ∈ Pn−1 — довiльний алгеб-
раїчний многочлен.

Очевидно, що функцiя ψ є голоморфною в D,

rk(ψ)(z) = −
∞∑
ν=k

ανzν ∀ z ∈ D, k ≥ n,

ψ̂ν = −αν i |ψ̂ν | ≥ |ψ̂ν+1| > 0, ν ≥ n.
Але, якщо 1/(3ρ) < α < 1, то для будь-якого ζ ∈ (1/(3αρ), 1)

1 + 2 Re

( ∞∑
ν=1

ψ̂k+ν

ψ̂k
ρνζν

)
= 1− 2

∞∑
ν=1

ανρνζν =

=
1− 3αρζ
1− αρζ

< 0 ∀ k ≥ n.

Твердження 4. Нехай ψ — твiрне ядро i n ∈ Z+. Тодi:

1) ψ ∈ Rn ∩H1 ⇒ ψ̂k = o

(
1

ln k

)
, k →∞;

2) ψ ∈ Qn ∩H1 ⇒ ψ̂k = O

(
1

ln k

)
, k →∞.

Доведення. 1). Застосувавши до функцiї ϕ(z) := z−krk(ψ)(z),
k ≥ n, нерiвнiсть Гардi (див., наприклад, [30, с. 545]) та спiввiдно-
шення (13), одержимо низку нерiвностей

π‖rk(ψ)‖
H1

= π‖ϕ‖
H1
≥
∞∑
ν=0

∣∣∣ψ̂ν+k

∣∣∣
ν + 1

≥
k∑
ν=0

∣∣∣ψ̂ν+k

∣∣∣
ν + 1

≥

≥
∣∣∣ψ̂2k

∣∣∣ k∑
ν=0

1
ν + 1

≥
∣∣∣ψ̂2k

∣∣∣ ln(k + 2). 1

1Як показав Г. М. Голузiн [25] (див. також [36]) такi нерiвностi залишаються
чинними, якщо у знаменику замiсть ν + 1 взяти значення ν + 1/2.
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Звiдси випливає спiввiдношення

π lim
k→∞

‖rk(ψ)‖
H1
≥ lim
k→∞

∣∣∣ψ̂2k

∣∣∣ ln(k + 2),

яке в поєднаннi з (19) й доводить iмплiкацiю 1).
2). Покладемо

Pk(z) =
k∑
ν=0

(
1− ν

k + 1

)
zν .

Тодi

σk(ψ)(z) := (Pk ∗ ψ)(z) =
k∑
ν=0

(
1− ν

k + 1

)
ψ̂νz

ν

— це середнi Фейєра функцiї ψ.
Оскiльки supk∈Z+

‖σk(ψ)‖
H1
≤ ‖ψ‖

H1
, то згiдно з наслiдком 2 i

нерiвнiстю Гардi

‖ψ‖
H1
≥ ‖σk(ψ)‖

H1
≥

∣∣∣ψ̂k∣∣∣ ‖Pk‖H1
≥

≥ 1
π

∣∣∣ψ̂k∣∣∣ k∑
ν=0

(
1− ν

k + 1

)
1

ν + 1
≥

≥ 1
π

∣∣∣ψ̂k∣∣∣ (ln(k + 2)− 1) ∀ k ≥ n.

3. Метою цього пункту є iлюстрацiя можливостей методу, що
ґрунтується на теоремi А, iз залученням властивостей твiрних ядер,
встановлених у попередньому пунктi, при дослiдженнях швидкостей
збiжностi рядiв Тейлора голоморфних функцiй з класiв Hψ

p . Ми не
стiльки прагнемо розкрити це питання в повнiй мiрi, як намiтити
деякi новi пiдходи до дослiджень у даному напрямку.

Покладемо

G0(ψ)p,q := 0, Gk(ψ)p,q := sup
g∈UHp

∥∥∥∥∥
k−1∑
ν=0

ψ̂2k−ν ĝνz
ν

∥∥∥∥∥
Hq

, k ∈ N,
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i
G0,p,q := 0, Gk,p,q := sup

g∈UHp
‖Sk(g)‖

Hq
.

Припустимо, що ψ ∈ Rn, n ∈ Z+. Для даної функцiї f ∈ Hψ
p ,

f = g ∗ ψ, вiзьмемо многочлен Uk(f), k ≥ n, який будується так, як
про це сказано в зауваженнi 1. Легко бачити, що

Uk(f)(z) = Sk(f)(z)− e2i arg ψ̂k

k−1∑
ν=0

ψ̂2k−ν

ψ̂ν
f̂νz

ν .

Отже, залишок ряду Тейлора можна зобразити у виглядi

rk(f)(z) = f(z)− Uk(f)(z)− e2i arg ψ̂k

k−1∑
ν=0

ψ̂2k−ν

ψ̂ν
f̂νz

ν , z ∈ D.

Звiдси за наслiдком 2 з урахуванням того, що f̂k/ψ̂k = ĝk випливає
теорема.

Теорема 4. Нехай 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞. Якщо ψ ∈ Rn, n ∈ Z+, то∣∣∣∣Gk(ψ)p,q −
∣∣∣ψ̂k∣∣∣ ∣∣∣∣ ≤ Rk(Hψ

p ;Hq) ≤ Gk(ψ)p,q +
∣∣∣ψ̂k∣∣∣ ∀ k ≥ n. (21)

Згiдно з цим твердженням для того, щоб оцiнити величини
Rk(Hψ

p ;Hq) досить знайти оцiнки величин Gk(ψ)p,q. Розглянемо де-
якi випадки.

Твердження 5. Нехай 1 ≤ q, p ≤ ∞, n ∈ Z+. Тодi:
1) ψ ∈ Rn ⇒ Gk(ψ)p,q ≤

∣∣∣ψ̂k+1

∣∣∣Gk,p,q ∀ k ≥ n;

2) ψ ∈ Qn ⇒ Gk(ψ)p,q ≥
∣∣∣ψ̂2k

∣∣∣Gk,p,q ∀ k ≥ n.
Функцiя ψ(z) = 1/(1− ζz), ζ ∈ T, належить Rn ∩Qn i для неї

спiввiдношення в iмплiкацiях 1) i 2) перетворюються в рiвностi.
Доведення. 1). Покладемо µν = 1/ψ̂2k−ν , ν = 0, 1, . . . , k−1. Тодi

внаслiдок того, що ψ задовольняє умову (1), отримаємо

2 Re

(
k−1∑
ν=0

µk−1

µk−ν−1
zν +

∞∑
ν=n

ψ̂k+ν+1

ψ̂k+1

zν

)
≥ 1 ∀ z ∈ D ∀ k ≥ n.
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Отже, ядро µ(z) :=
∑k−1
ν=0 µνz

ν+O(zk) задовольняє умову (2), а тому
згiдно з (11) для будь-якої функцiї g ∈ UHp мають мiсце спiввiдно-
шення ∥∥∥∥∥

k−1∑
ν=0

ψ̂2k−ν ĝνz
ν

∥∥∥∥∥
Hq

= ‖Sµk (g)‖
Hq
≤

≤ 1
|µk−1|

‖Sk(g)‖
Hq

=
∣∣∣ψ̂k+1

∣∣∣ ‖Sk(g)‖
Hq

,

якi перетворюються в рiвностi у випадку, коли ψ̂ν = ζν ,
ν = 0, 1, 2, . . . , ζ ∈ T.

2). Для даної функцiї g ∈ UHp покладемо
P2k(z) =

∑2k
ν=k+1 ĝ2k−νz

ν = z2kSk(g)(1/z). Тодi згiдно з (18)∥∥∥∥∥
k−1∑
ν=0

ψ̂2k−ν ĝνz
ν

∥∥∥∥∥
Hq

= ‖P2k ∗ ψ‖
Hq
≥

≥
∣∣∣ψ̂2k

∣∣∣ ‖P2k‖
Hq

=
∣∣∣ψ̂2k

∣∣∣ ‖Sk(g)‖
Hq

.

Останнi спiввiдношення перетворюються в рiвностi, якщо ψ̂ν = ζν ,
ν = 0, 1, 2, . . . , ζ ∈ T.

Зауважимо, що за умов теореми 4, застосувавши до функцiї
f ∈ Hψ

p , f = g ∗ ψ, спочатку нерiвнiсть Лебега—Ландау:

‖f − Sk(f)‖
Hq
≤ (Gk,p,q + 1)Ek(f)

Hq
,

де
Ek(f)

Hq
:= inf

P∈Pk−1

‖f − P‖
Hq
,

а потiм оцiнивши En(f)
Hq

згiдно з наслiдком 2, отримаємо нерiвнiсть

Ek(Hψ
p , Hq) ≤

∣∣∣ψ̂k∣∣∣ (Gk,p,q + 1) ∀ k ≥ n. (22)

За цих же умов з другої нерiвностi в (21), внаслiдок iмплiкацiї 1)
твердження 5, випливає точнiша оцiнка:

Ek(Hψ
p , Hq) ≤

∣∣∣ψ̂k+1

∣∣∣Gk,p,q +
∣∣∣ψ̂k∣∣∣ ∀ k ≥ n.
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Кажуть [37, гл. 10], що для величини Rk(Hψ
p ;Hp) розв’язано за-

дачу Колмогорова—Нiкольського, якщо знайдено таку функцiю ϕ
натурального аргументу, що

Rk(Hψ
p ;Hp) = ϕ(k) + o(ϕ(k)), k →∞.

Наслiдок 5. Нехай p = 1,∞. Якщо ψ ∈ Rn ∩Qn, n ∈ Z+, то

Rk(Hψ
p ;Hp) =


1
π

∣∣∣ψ̂k∣∣∣ lnn+O

( ∣∣∣ψ̂k∣∣∣ ), |ψ̂2k|
|ψ̂k| → 1, k →∞,

∣∣∣ψ̂k∣∣∣+O
(∣∣∣ψ̂k+1

∣∣∣ lnn) , |ψ̂k+1| ln k
|ψ̂k| → 0, k →∞.

Справдi, згiдно з твердженням 5∣∣∣ψ̂2k

∣∣∣Gk,p,q ≤ Gk(ψ)p,q ≤
∣∣∣ψ̂k+1

∣∣∣Gk,p,q
i (див., наприклад, [38, с. 178; 27])

Gk,1,1 = Gk,∞,∞ =
1
π

ln k +O(1), k →∞. 1 (23)

До того ж, внаслiдок твердження 1

1 ≥

∣∣∣ψ̂k+1

∣∣∣∣∣∣ψ̂k∣∣∣ ≥
∣∣∣ψ̂2k

∣∣∣∣∣∣ψ̂k∣∣∣ → 1, k →∞, 2

у першому випадку, i
∣∣∣ψ̂2k

∣∣∣ ln k ≤ ∣∣∣ψ̂k+1

∣∣∣ ln k = o
(∣∣∣ψ̂k∣∣∣) , k → ∞ —

у другому.

Зазначимо, що у випадку, коли q = p = ∞, знаходження вели-
чини Gk(ψ)p,q складає змiст вiдомої екстремальної задачi теорiї го-
ломорфних функцiй (див., наприклад, [2, с. 491]) та двоїстої до неї

1Усi рiвностi тут розумiються як асимптотичнi.
2Послiдовнiсть додатних чисел {ak}∞k=0 таких, що ak → 0, k → ∞, i

a2k/ak → 1, k →∞, називається послiдовнiстю, що повiльно спадає [39, §2] (див.
також [40]).
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задачi Ф. Рiса [14]. Так, згiдно з [14] (див. також [2]) для довiльного
ядра ψ

Gk(ψ)∞,∞ = ‖P ∗2(k−1)‖H1
, (24)

де P ∗2(k−1) — многочлен степеня 2(k − 1) вигляду

P ∗2(k−1)(z) =

 ν∑
j=0

αjz
j

2k−ν−1∑
j=0

βjz
j

k−ν−1∑
j=0

βjz
k−ν−1−j

 ,

ν ≤ k − 1,
ν∑
j=0

αjz
j 6= 0 ∀ z ∈ D,

який визначається однозначно за числами ψ̂k+1, ψ̂k+2, . . . , ψ̂2k. При-
чому P ∗2(k−1)(z) =

∑k−1
j=0 ψ̂k+1+jz

j + O(zk) i ‖P ∗2(k−1)‖H1
= inf ‖g‖

H1
,

де точна нижня межа береться за всiма функцiями g, якi є голо-
морфними в D i для яких ĝj = ψ̂k+1+j , j = 0, 1, . . . , k − 1.

З рiвностi (24) на пiдставi сказаного та нерiвностi Гардi (див.
виноску на с. 253) випливає, зокрема, таке твердження.

Твердження 6. Нехай ψ — твiрне ядро. Тодi для будь-якого
k ∈ N

Gk(ψ)∞,∞ ≥
1
π

2k∑
ν=k+1

∣∣∣ψ̂ν∣∣∣
ν − k − 1/2

.

В загальному випадку спроби залучення результату Ф. Рiса до об-
числення точного значення величини Gk(ψ)∞,∞ стикається з певни-
ми труднощами, пов’язаними зi знаходженням коефiцiєнтiв αj i βj
у виразi многочлена P ∗2(k−1). Але в окремих деяких випадках цi
коефiцiєнти вдається знайти досить просто (див., наприклад, [38,
с. 176—178]).

Розглянемо наступний приклад. Нехай ψ̂ν = ρν , 0 < ρ ≤ 1, тобто
ψ(z) = 1/(1− ρz). Тодi, повторюючи майже дослiвно доведення тео-
реми Е. Ландау [13] (див. також [38, с. 178]) про норми частинних
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сум ряду Тейлора, знаходимо точне значення:

Gk(ψ)∞,∞ = sup
g∈UH∞

∥∥∥∥∥
k−1∑
ν=0

ρ2k−ν ĝνz
ν

∥∥∥∥∥
H∞

=

= ρ2k sup
g∈UH∞

∣∣∣∣Sk(g)
(

1
ρ

)∣∣∣∣ =

= ρk+1
k−1∑
ν=0

(
(2ν − 1)!!

(2ν)!!

)2

ρ2ν . (25)

При цьому многочлен P ∗2(k−1) в (24) матиме вигляд

P ∗2(k−1)(z) = ρk+1

(
k−1∑
ν=0

(2ν − 1)!!
(2ν)!!

ρνzν

)2

.

Безпосередньо з теореми 4 та рiвностi (25) випливає
Наслiдок 6. Нехай ψ(z) = 1/(1 − ρz), 0 < ρ ≤ 1, i Hρ

∞ := Hψ
∞.

Тодi для будь-якого k ∈ N

Rk(Hρ
∞;H∞) = sup

f∈UH∞
‖fρ − Sk(fρ)‖

H∞
=

= ρk+1
k−1∑
ν=0

(
(2ν − 1)!!

(2ν)!!

)2

ρ2ν + εk,ρρ
k, (26)

де |εk,ρ| ≤ 1.
Нам вiдомо тiльки про два випадки, коли величину Rk(Hρ

∞;H∞)
пiдраховано точно (див. [41, 42]):

Rk(Hρ
∞;H∞) =


2ρ

1 +
√

1− ρ2
, k = 1,

2ρ2

1 +
√

1− ρ2
+

ρ6

4(1 +
√

1− ρ2)4
, k = 2.

Зiставлення цих рiвностей з (26) дає таку оцiнку: 0 < εk,ρ ≤ 1,
k = 1, 2, ρ ∈ (0, 1).
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У зв’язку з цим показово вiдмiтити, що

k−1∑
ν=0

(
(2ν − 1)!!

(2ν)!!

)2

ρ2ν <

<

∞∑
ν=0

(
(2ν − 1)!!

(2ν)!!

)2

ρ2ν =
2
π
K(ρ) ∀ ρ ∈ (0, 1),

i

|f(ρ)− Sk(f)(ρ)| = 1
2π

∣∣∣∣∫ 2π

0

f(eit)
ρke−ikt

1− ρe−it
dt

∣∣∣∣ ≤ 1

≤ ρk 2
π
K(ρ) ∀ f ∈ UH∞, ∀ ρ ∈ (0, 1),

де

K(ρ) =
∫ π/2

0

dt√
1− ρ2 sin2 t

=
1
4

∫ 2π

0

dt

|1− ρeit|

— повний елiптичний iнтеграл першого роду.
Тому

lim
k→∞

ρ−kRk(Hρ
∞;H∞) =

2
π
K(ρ)ρ+ θρ ∀ ρ ∈ (0, 1), (27)

де θρ := limk→∞ εk,ρ i

|θρ| ≤
2
π
K(ρ)(1− ρ).

З певних мiркувань, шляхом порiвняння результату про асимп-
тотичну рiвнiсть для вiдхилень частинних сум Фур’є на класi iн-
тегралiв Пуассона 2π – перiодичних функцiй (див., наприклад,
[43, с. 302]) з рiвнiстю (27), а також з огляду на рiвнiсть Стєчкi-
на [26, с. 462], цiлком iмовiрно, що в оцiнцi |θρ| строгої нерiвностi
бути не може. Було б цiкаво довести або спростувати це.
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19. Milovanović G. V., Mitrinović D. S., Rassias Th. M. Topics in Polynomials:
Extremal Problems, Inequalities, Zeros. — Singapore; New Jersey; London;
Hong Kong: World Scientific Pub. Co. Inc., 1994. — 821 p.
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