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НАБЛИЖЕННЯ КЛАСIВ ЦIЛИХ ФУНКЦIЙ
IНТЕРПОЛЯЦIЙНИМИ АНАЛОГАМИ
СУМ ВАЛЛЕ ПУССЕНА

We find asymptotic equalities for the least upper bounds of approximation by
interpolation analogues of de la Vallée Poussin sums on classes of 2π-periodic
functions Cψ

β,s
, 1 ≤ s ≤ ∞, and Cψ

β
Hω, defined by multiplicators ψ(k) and

argument shifts βk on condition that sequences ψ(k) tend to the zero faster,
than any geometrical progression (in this case functions from the noted classes
assume regular extension on the whole complex plane).

Знайдено асимптотичнi рiвностi для точних верхнiх меж набли-
жень iнтерполяцiйними аналогами сум Валле Пуссена на класах 2π-
перiодичних функцiй Cψ

β,s
, 1 ≤ s ≤ ∞, та Cψ

β
Hω, що задаються мульти-

плiкаторами ψ(k) i зсувами по аргументу βk за умови, що послiдовностi
ψ(k) спадають до нуля швидше, нiж будь-яка геометрична прогресiя (в
цьому випадку функцiї iз зазначених класiв допускають регулярне продо-
вження на всю комплексну площину).

Нехай Ls, 1 6 s < ∞, — простiр сумовних на (0, 2π)
в s-му степенi 2π-перiодичних функцiй f(t) з нормою

‖f‖Ls = ‖f‖s =
( π∫
−π
|f(t)|s dt

)1/s

, L∞ = M — простiр вимiрних

i iстотно обмежених 2π-перiодичних функцiй f(t) з нормою
‖f‖L∞ = ‖f‖

M
= ess sup

t
|f(t)|, C — простiр неперервних 2π-

перiодичних функцiй f(t), в якому норма задається рiвнiстю
‖f‖C = max

t
|f(t)|.

Нехай f — 2π-перiодична, сумовна на [0, 2π) функцiя (f ∈ L1) i

S[f ] =
a0

2
+
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) =
∞∑
k=0

Ak(f ;x)
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– її ряд Фур’є. Якщо послiдовностi ψ = ψ(k) i β = βk, k ∈ N, дiйсних
чисел такi, що ряд

∞∑
k=1

1
ψ(k)

(
ak cos

(
kx+

βkπ

2

)
+ bk sin

(
kx+

βkπ

2

))

є рядом Фур’є деякої функцiї ϕ ∈ L1, то її називають (ψ, β)–похiдною
функцiї f i позначають через fψ

β
, при цьому кажуть, що f належить

множинi Lψ
β
. Якщо f ∈ Lψ

β
i fψ
β
∈ N ⊂ L1, то вважають, що f ∈ Lψ

β
N.

У випадку, коли βk ≡ β позначають Lψ
β

= Lψβ та Lψ
β
N = LψβN.

Покладемо далi Cψ
β

= C
⋂
Lψ
β

i Cψ
β

N = C
⋂
Lψ
β
N. У випадку, коли

ψ(k) = e−αk
r

, α > 0, r > 0, класи Lψ
β̄
N i Cψ

β̄
N позначатимемо через

Lα,r
β̄

N i Cα,r
β̄

N вiдповiдно. Множини Lψ
β
N та Cψ

β
N введено О.I. Сте-

панцем [1, c. 142–145]. В роботi в якостi множин N виступатимуть
множини

U0
s =

{
ϕ ∈ Ls : ‖ϕ‖s ≤ 1,

2π∫
0

ϕ(t)dt = 0
}
, 1 ≤ s ≤ ∞,

а також
Hω = {ϕ ∈ C : ω(ϕ; t) ≤ ω(t)}

i
Hω1 = {ϕ ∈ L1 : ω1(ϕ; t) ≤ ω(t)},

де ω(ϕ; t) i ω1(ϕ; t) — модулi неперервностi функцiї ϕ в просторах
C i L1 вiдповiдно, а ω(t) — фiксований модуль неперервностi. Для
зручностi класи Cψ

β
U0
s та Cα,r

β
U0
s позначають вiдповiдно через Cψ

β,s

та Cα,r
β,s

. При ψ(k) = k−r, βk ≡ r, r ∈ N, класи Cψ
β,∞ є вiдомими класа-

ми W r
∞ 2π-перiодичних функцiй f , що мають абсолютно неперервнi

похiднi до (r − 1)-го порядку включно i r-та похiдна яких майже
скрiзь обмежена одиницею (див. §§1.4–1.9 в [1]).

Якщо послiдовностi ψ i β такi, що ряд
∞∑
k=1

ψ(k) cos(kt+ πβk
2 ) є ря-

дом Фур’є деякої сумовної функцiї Dψ,β(t), то для будь-якої функцiї
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f з множини Cψ
β
в кожнiй точцi x ∈ R справедлива рiвнiсть [1, c. 144]

f(x) =
a0

2
+

1
π

π∫
−π

fψ
β

(x+ t)Dψ,β(t)dt. (1)

Позначимо через D0 множину послiдовностей ψ(k) > 0, k ∈ N,
для яких виконується умова

lim
k→∞

ψ(k + 1)
ψ(k)

= 0. (2)

Вiдомо (див., наприклад, [1, c. 139–141]), що класи Cψ
β
, якi задаються

послiдовностями ψ ∈ D0, складаються з функцiй, регулярних у всiй
комплекснiй площинi, тобто з цiлих функцiй.

Нехай f ∈ C. Через S̃n−1(f ;x) будемо позначати тригоно-
метричний полiном порядку n − 1, що iнтерполює f(x) у точках
x

(n−1)
k = 2kπ

2n−1 , k ∈ Z, тобто такий, що

S̃n−1(f ;x(n−1)
k ) = f(x(n−1)

k ), k ∈ Z.

Iнтерполяцiйний тригонометричний полiном S̃n−1(f ;x), можна запи-
сати в такий спосiб (див., наприклад, [2, c. 13–14]):

S̃n−1(f ;x) =
a

(n−1)
0

2
+
n−1∑
k=1

(a(n−1)
k cos kx+ b

(n−1)
k sin kx), (3)

де

a
(n−1)
k =

2
2n− 1

2n−2∑
j=0

f(x(n−1)
j ) cos kx(n−1)

j , k = 0, 1, ..., n, (4)

b
(n−1)
k =

2
2n− 1

2n−2∑
j=0

f(x(n−1)
j ) sin kx(n−1)

j , k = 1, 2, ..., n. (5)

Полiноми

∼
V n,p(f ;x) =

a
(n−1)
0

2
λ

(n)
0 +

n−1∑
k=1

λ
(n)
k (a(n−1)

k cos kx+ b
(n−1)
k sin kx), (6)
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де

λ
(n)
k =

{
1, 0 6 k 6 n− p,
1− k−n+p

p , n− p+ 1 6 k 6 n.
(7)

p ∈ N, 1 ≤ p ≤ n, а a(n−1)
k i b(n−1)

k означенi формулами (4) та (5)
вiдповiдно, є iнтерполяцiйними аналогами сум Валле Пуссена з па-
раметрами n та p. При p = 1 суми

∼
V n,p(f ;x) спiвпадають з iнтер-

поляцiйними тригонометричними полiномами
∼
Sn−1(f ;x). У випадку

p = n суми
∼
V n,p(f ;x) перетворюються в iнтерполяцiйнi суми Фейєра

σ̃n−1(f ;x) порядку n− 1:

σ̃n−1(f ;x) =
1
n

n−1∑
k=0

∼
S

(n−1)

k (f ;x),

де

S̃
(n−1)
k (f ;x) =

a
(n−1)
0

2
+

k∑
j=1

(a(n−1)
j cos jx+ b

(n−1)
j sin jx).

В загальному випадку iнтерполяцiйнi суми
∼
V n,p(f ;x) записуються у

виглядi

Ṽn,p(f ;x) =
1
p

n−1∑
k=n−p

S̃
(n−1)
k (f ;x).

Зазначимо, що звичайнi суми Валле Пуссена Vn,p(f ;x) з параметра-
ми n та p виражаються через частиннi суми Фур’є Sk(f ;x) порядку
k за допомогою рiвностей

Vn,p(f ;x) =
1
p

n−1∑
k=n−p

Sk(f ;x).

Для довiльної f ∈ C покладемо

ρn,p(f ;x) = f(x)− Vn,p(f ;x), (8)

ρ̃n,p(f ;x) = f(x)− Ṽn,p(f ;x), (9)
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i для фiксованої множини N простору C, iнварiантної вiдносно зсуву
аргумента, розглянемо величини

En,p(N) = sup
f∈N
|ρn,p(f ;x)|, En,p(N)X = sup

f∈N
‖ρn,p(f ;x)‖X , (10)

Ẽn,p(N;x) = sup
f∈N
|ρ̃n,p(f ;x)|, Ẽn,p(N)X = sup

f∈N
‖ρ̃n,p(f ;x)‖X , (11)

де X є простором C або Ls, 1 ≤ s ≤ ∞, x ∈ R.
У випадку p = 1 (коли Vn,p(f ;x) = Sn−1(f ;x) i

Ṽn,p(f ;x) = S̃n−1(f ;x)) будемо писати

En,p(N) = En(N), En,p(N)X = En(N)X ,

Ẽn,p(N;x) = Ẽn(N;x), Ẽn,p(N)X = Ẽn(N)X .

Апроксимативнi властивостi сум Ṽn,p(f ;x) та Vn,p(f ;x) на класах
перiодичних функцiй дослiджувались у роботах Валле Пуссена [3],
С.Н. Бернштейна [4], С.М. Нiкольського [5], О.П. Тiмана [6], С.О. Те-
ляковського [23], О.В. Єфiмова[8, 9], I.М. Ганзбурга [10], О.I. Степан-
ця [1, 11, 14, 15], В.I. Рукасова [15, 20] та iнших (див. коментарi та
бiблiографiю до монографiй [1, 12–15]).

Розглянемо задачу про знаходження асимптотичних рiвностей
для величин (10) та (11). При p = 1, X = C, N = W r

∞ асимптотичнi
оцiнки для величин (10) при n → ∞ одержанi А.М. Колмогоровим
(див., наприклад, [1, c. 215]), а для величин (11) — С.М. Нiкольсь-
ким [5]. У випадку 1 ≤ p ≤ θ n, 0 < θ < 1, для класiв N = W r

∞
асимптотичнi рiвностi для величин (10) при n → ∞ встановлено в
роботi О.П. Тiмана [6] у виглядi

En,p(W r
∞) =

4
π2nr

ln
n− 1
p

+
O(1)
nr

, (12)

а для величин (11) — у роботi I.М. Ганзбурга [10]:

Ẽn,p(W r
∞, x) =

2Kr

πnr
ln
n− 1
p
| sin 2n− 1

2
x|+ O(1)

nr
, (13)
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де Kr — константи Фавара,

Kr =
4
π

∞∑
ν=0

(−1)ν(r+1)

(2ν + 1)r+1 , r = 1, 2, . . . .

Iз асимптотичних рiвностей (12) та (13) випливає наступна
рiвнiсть [10], яка виражає зв’язок мiж величинами En,p(W r

∞) та
Ẽn,p(W r

∞;x):

Ẽn,p(W r
∞, x) =

π

2
Kr

∣∣∣∣ sin 2n− 1
2

x

∣∣∣∣En,p(W r
∞) +O

(
1
nr

)
. (14)

Для класiв Cψ
β

N асимптотична поведiнка величин (10) та (11),
коли послiдовнiсть ψ спадає до нуля швидше нiж довiльна степенева
функцiя, дослiджувалась у роботах [16 — 21].

Метою даної роботи є знаходження при n − p → ∞ асимптотич-
них рiвностей для величин Ẽn,p(Cψβ,s;x), 1 ≤ s ≤ ∞, i Ẽn,p(CψβHω;x)

при n, p ∈ N, 1 ≤ p ≤ n, а також Ẽn,p(Cψβ,1)Ls , 1 ≤ s ≤ ∞, i

Ẽn,p(CψβHω1)L1 при n, p ∈ N, 2 ≤ p ≤ n, у випадку, коли функцiональ-

нi класи Cψ
β

N породжуються послiдовностями ψ, якi задовольняють
умову D0.

Основна iдея роботи полягає в тому, що на класах Cψ
β

N, ψ ∈ D0,
вдається виявити асимптотичний зв’язок мiж величинами (8) та (9)
i, як наслiдок, отримати аналог рiвностi (14) для зазначених класiв
функцiй.

Наступне твердження мiстить асимптотичнi рiвностi для величин
Ẽn,p(Cψβ,s;x) та Ẽn,p(CψβHω;x) при p = 1 .

Теорема 1. Нехай ψ ∈ D0, βk ∈ R, 1 ≤ s ≤ ∞ i ω(t) — довiль-
ний модуль неперервностi. Тодi для будь-якого x ∈ R при n → ∞
виконуються рiвностi

Ẽn(Cψ
β,∞;x) =

=
8
π

∣∣∣∣ sin 2n− 1
2

x

∣∣∣∣(ψ(n) +O(1)
(ψ2(n+ 1)

ψ(n)
+

∞∑
k=n+2

ψ(k)
))

, (15)
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Ẽn(Cψ
β,s

;x) =

=
2
π

∣∣∣∣ sin 2n− 1
2

x

∣∣∣∣(‖ cos t‖s′ψ(n) +O(1)
∞∑

k=n+1

ψ(k)
)
, (16)

Ẽn(Cψ
β
Hω;x) =

=
4
π

∣∣∣∣ sin 2n− 1
2

x

∣∣∣∣(ψ(n)θω

π
2∫

0

ω
(2t
n

)
sin tdt+O(1)ω

( 1
n

) ∞∑
k=n+1

ψ(k)
)
,

(17)
де s′ = s

s−1 , θω = θω(n) ∈ [ 2
3 , 1], причому θω = 1, якщо ω(t) — опук-

лий модуль неперервностi, а O(1) — величина, рiвномiрно обмежена
вiдносно всiх розглядуваних параметрiв.

Зауважимо, що асимптотична формула (15) уточнює асимпто-
тичну рiвнiсть (3) роботи [16, c. 30] для точок x, близьких до вузлiв
iнтерполяцiї x(n−1)

k . Зазначимо також, що у випадку βk ≡ β, β ∈ R,
формули (15) — (17) встановлено в [18, c. 1693–1694].

Доведення теореми 1 базується на наступному твердженнi про
iнтегральне представлення величини f(x)−

∼
Sn−1(x).

Лемма 1. Нехай ψ(k) > 0,
∞∑
k=1

ψ(k) < ∞, βk ∈ R. Тодi для до-

вiльної функцiї f ∈ Cψ
β
в кожнiй точцi x ∈ R справедлива рiвнiсть

f(x)−
∼
Sn−1(f ;x) =

2
π

sin
2n− 1

2
x

π∫
−π

δn(t+ x)×

×
∞∑
m=0

∞∑
k=m(2n−1)+n

ψ(k) sin
(
kt+

(2n− 1)(2m+ 1)
2

x+
πβk

2

)
dt, (18)

де δn(τ) = fψ
β

(τ)− tn−1(τ), tn−1(τ) — довiльний тригонометричний
полiном порядку, не вищого нiж n− 1.

Доведення лемми 1 фактично повторює основнi етапи доведен-

ня лемми 1 роботи [18]. Виходячи з умови
∞∑
k=1

ψ(k) <∞ та з рiвностi



Наближення класiв цiлих функцiй . . . 281

(1), коефiцiєнти Фур’є ak та bk функцiї f ∈ Cψ
β
задаються спiввiдно-

шеннями

ak =
ψ(k)
π

π∫
−π

fψ
β

(t) cos
(
kt+

πβk
2

)
dt, (19)

bk =
ψ(k)
π

π∫
−π

fψ
β

(t) sin
(
kt+

πβk
2

)
dt. (20)

Коефiцiєнти a(n)
k та b(n)

k iнтерполяцiйного полiнома

S̃n(f ;x) =
a

(n)
0

2
+

n∑
k=1

(a(n)
k cos kx+ b

(n)
k sin kx)

виражаються через коефiцiєнти Фур’є ak та bk за допомогою таких
рiвностей [2, с. 28]:

a
(n)
k = ak +

∞∑
m=1

(am(2n+1)+k + am(2n+1)−k), k = 0, 1, ..., n, (21)

b
(n)
k = bk +

∞∑
m=1

(bm(2n+1)+k − bm(2n+1)−k), k = 1, 2, ..., n. (22)

Об’єднавши формули (3) i (19) — (22), отримуємо

∼
Sn(f ;x) =

a0

2
+

1
π

π∫
−π

fψ
β

(t+ x)
n∑
k=1

ψ(k) cos
(
kt+

πβk
2

)
dt+

+
1
π

π∫
−π

fψ
β

(t+ x)
∞∑
m=1

m(2n+1)+n∑
k=m(2n+1)−n

ψ(k) cos
(
kt+ (2n+ 1)mx+

πβk
2

)
dt.

(23)
Використовуючи (1) та (23), можемо записати

f(x)−
∼
Sn(f ;x) =

1
π

π∫
−π

fψ
β

(t+ x)
∞∑

k=n+1

ψ(k) cos
(
kt+

πβk
2

)
dt−
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− 1
π

π∫
−π

fψ
β

(t+ x)
∞∑
m=1

m(2n+1)+n∑
k=m(2n+1)−n

ψ(k) cos
(
kt+ (2n+ 1)mx+

πβk
2

)
dt =

=
1
π

π∫
−π

fψ
β

(t+ x)
∞∑
m=1

m(2n+1)+n∑
k=m(2n+1)−n

ψ(k)
(

cos
(
kt+

πβk
2

)
−

− cos
(
kt+ (2n+ 1)mx+

πβk
2

))
dt =

=
1
π

π∫
−π

fψ
β

(t+ x)
∞∑
m=1

( ∞∑
k=m(2n+1)−n

ψ(k)
(

cos
(
kt+

πβk
2

)
−

− cos
(
kt+ (2n+ 1)mx+

πβk
2

))
−

∞∑
k=m(2n+1)+n+1

ψ(k)
(

cos
(
kt+

πβk
2

)
−

− cos
(
kt+ (2n+ 1)mx+

πβk
2

)))
dt =

=
1
π

π∫
−π

fψ
β

(t+ x)
( ∞∑
k=n

ψ(k)
(

cos
(
kt+

πβk
2

)
−

− cos
(
kt+(2n+1)x+

πβk
2

))
+
∞∑
m=1

∞∑
k=m(2n+1)+n+1

ψ(k)
(

cos
(
kt+

πβk
2

)
−

− cos
(
kt+ (2n+ 1)(m+ 1)x+

πβk
2

))
−

−
∞∑
m=1

∞∑
k=m(2n+1)+n+1

ψ(k)
(

cos
(
kt+

πβk
2

)
−

− cos
(
kt+ (2n+ 1)mx+

πβk
2

)))
dt =

=
1
π

π∫
−π

fψ
β

(t+ x)
∞∑
m=0

∞∑
k=m(2n+1)+n+1

ψ(k)
(

cos
(
kt+ (2n+ 1)mx+

πβk
2

)
−



Наближення класiв цiлих функцiй . . . 283

− cos
(
kt+ (2n+ 1)(m+ 1)x+

πβk
2

))
dt =

2
π

sin
2n+ 1

2
x

π∫
−π

fψ
β

(t+ x)×

×
∞∑
m=0

∞∑
k=m(2n+1)+n+1

ψ(k) sin
(
kt+

(2n+ 1)(2m+ 1)
2

x+
πβk

2

)
dt. (24)

Замiнивши в (24) n на n − 1 i взявши до уваги, що функцiї

Φm,n(t) =
∞∑

k=m(2n−1)+n

ψ(k) sin
(
kt + (2n−1)(2m+1)

2 x + πβk
2

)
, n ∈ N,

m ∈ Z+, ортогональнi будь-якому тригонометричному полiному tn−1

порядку не вищого нiж n− 1, отримуємо (18). Лему доведено.
Доведення теореми 1. Згiдно з лемою 1 для довiльної f ∈ Cψ

β
,

ψ ∈ D0, в кожнiй точцi x ∈ R виконується рiвнiсть

f(x)−
∼
Sn−1(f ;x) =

=
2
π

sin
2n− 1

2
x

π∫
−π

δn(t+ x)
( ∞∑
k=n

ψ(k) cos(kt+ γn,k) + rn

)
dt, (25)

де δn(τ) = fψ
β

(τ) − tn−1(τ), tn−1(·) — довiльний тригонометричний
полiном порядку, не вищого нiж n− 1,

γn,k := γn,k(β, x) =
(2n− 1)x+ π(βk − 1)

2
, (26)

rn := rn(ψ;β;x; t) =
∞∑
m=1

∞∑
k=m(2n−1)+n

ψ(k)×

× cos
(
kt+

(2n− 1)(2m+ 1) + π(βk − 1)
2

x

)
. (27)

Очевидно, що для величини rn виконується нерiвнiсть

|rn| ≤
∞∑
m=1

∞∑
k=m(2n−1)+n

ψ(k). (28)
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Розглядаючи точнi верхнi межi модулiв в обох частинах рiвностi
(25) по класу Cψ

β,s
, 1 ≤ s ≤ ∞, а також враховуючи (28), iнварiант-

нiсть множини U0
s вiдносно зсуву аргумента, та вiдому нерiвнiсть

π∫
−π

ϕ(t)K(t)dt ≤ ‖ϕ‖s‖K‖s′ , (29)

ϕ ∈ Ls, K ∈ Ls′ ,
1
s

+
1
s′

= 1, 1 ≤ s ≤ ∞,

(див., наприклад, [24, с. 391]), отримуємо

Ẽn(Cψ
β,s

;x) =

=
2
π

∣∣∣∣ sin 2n− 1
2

x

∣∣∣∣( sup
ϕ∈U0

s

∣∣∣∣
π∫
−π

ϕ(t)
∞∑
k=n

ψ(k) cos(kt+ γn,k)dt
∣∣∣∣+

+O(1)
∞∑
k=1

∞∑
ν=(2k+1)n−k

ψ(ν)
)
. (30)

де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена вiдносно всiх розглядува-
них параметрiв.

На пiдставi теореми 4 роботи [22] при n→∞ маємо

sup
ϕ∈U0

s

1
π

∣∣∣∣
π∫
−π

ϕ(t)
∞∑
k=n

ψ(k) cos(kt+ γn,k)dt
∣∣∣∣ =

=
‖ cos t‖s′

π
ψ(n) +O(1)

∞∑
k=n+1

ψ(k), 1 ≤ s ≤ ∞, (31)

де s′ = s
s−1 , а O(1) — величина, рiвномiрно обмежена вiдносно всiх

розглядуваних параметрiв. Зiставляючи (30), (31) та використовую-
чи те, що для будь-якого ψ ∈ D0 при досить великих n (див., напри-
клад, [18, c. 1700])

∞∑
m=1

∞∑
k=m(2n−1)+n

ψ(k) ≤ 1
1− ε3n−1

∞∑
k=1

ψ((2k + 1)n− k), (32)
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де εn = sup
k≥n
|ψ(k+1)
ψ(k) |, отримуємо (16).

Якщо s = ∞, то на пiдставi теореми 2 роботи [23] при n → ∞
можемо записати бiльш точну оцiнку порiвняно з оцiнкою (31):

sup
ϕ∈U0

∞

1
π

∣∣∣∣
π∫
−π

ϕ(t)
∞∑
k=n

ψ(k) cos(kt+ γn,k)dt
∣∣∣∣ =

=
4
π
ψ(n) +O(1)

(ψ2(k + 1)
ψ(k)

+
∞∑

k=n+2

ψ(k)
)
, (33)

де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена вiдносно всiх розгляду-
ваних параметрiв. Зiставляючи (30), (32) та використовуючи (33),
будемо мати (15).

Розглядаючи точнi верхнi межi модулiв обох частин рiвностi (25)
по класу Cψ

β
Hω i враховуючи iнварiантнiсть множини Hω вiдносно

зсуву аргумента, одержуємо

Ẽn(Cψ
β
Hω;x) =

2
π

∣∣∣∣ sin 2n− 1
2

x

∣∣∣∣ sup
ϕ∈Hω

∣∣∣∣
π∫
−π

ϕ(t)×

×
∞∑
k=n

ψ(k) cos(kt+ γn,k)dt+R∗n(ϕ)
∣∣∣∣, (34)

де

R∗n(ϕ) =

π∫
−π

δ∗n(t)rn(t)dt, δ∗n(τ) = ϕ(τ)− t∗n−1(τ),

t∗n−1(τ) — полiном найкращого наближення в просторi C функцiї ϕ,
тобто такий, що

‖ϕ(t)− t∗n−1(t)‖C = inf
tn−1
‖ϕ(t)− tn−1(t)‖C =En(ϕ)C .

На пiдставi (28) та (32), а також нерiвностi Джексона (див., на-
приклад, [12, с. 272]) та (32) одержимо оцiнку

|R∗n(ϕ)| ≤ 2π‖δ∗n‖C‖rn‖C =
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= O(1)
∞∑

k=3n−1

ψ(k)En(ϕ)C = O(1)ω(
1
n

)
∞∑

k=3n−1

ψ(k). (35)

Внаслiдок рiвностi (15.6) роботи [1, c. 295] одержуємо

sup
ϕ∈Hω

1
π

∣∣∣∣
π∫
−π

ϕ(t)
∞∑
k=n

ψ(k) cos(kt+ γn,k)dt
∣∣∣∣ =

=
2θω
π
ψ(n)

π
2∫

0

ω

(
2t
n

)
sin tdt+O(1)ω

(
1
n

) ∞∑
k=n+1

ψ(k), (36)

де θω = θω(n) ∈ [ 2
3 , 1], причому θω = 1, якщо ω(t) — опуклий модуль

неперервностi, аO(1) — величина, рiвномiрно обмежена вiдносно всiх
розглядуваних параметрiв. Iз (34) — (36) отримаємо (17). Теорему 1
доведено.

Спiвставляючи теорему 2 роботи [23] з рiвнiстю (15), теорему 4
роботи [22] з (16) та рiвностi (15.6) роботи [1, c. 295] з (17) отримуємо
аналоги рiвностi (14) при p = 1 для класiв Cψ

β,s
, 1 ≤ s ≤ ∞, та

Cψ
β
Hω, ψ ∈ D0, за умови, що ω(t) — опуклий модуль неперервностi

Ẽn(Cψ
β,∞;x) = 2

∣∣∣∣ sin 2n− 1
2

x

∣∣∣∣(En(Cψ
β,∞)+

+O(1)
(ψ2(n+ 1)

ψ(n)
+

∞∑
k=n+2

ψ(k)
))

, (37)

Ẽn(Cψ
β,s

;x) = 2
∣∣∣∣ sin 2n− 1

2
x

∣∣∣∣(En(Cψ
β,s

) +O(1)
∞∑

k=n+1

ψ(k)
)
, (38)

Ẽn(Cψ
β
Hω;x) = 2

∣∣∣∣ sin 2n− 1
2

x

∣∣∣∣(En(Cψ
β
Hω) +O(1)

∞∑
k=n+1

ψ(k)
)
. (39)

Наступне твердження мiстить асимптотичнi рiвностi для величин
Ẽn,p(Cψβ,s;x) та Ẽn,p(CψβHω;x) при p = 2, 3, . . ..
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Теорема 2. Нехай ψ ∈ D0, βk ∈ R, k ∈ N, n, p ∈ N, 2 ≤ p ≤ n,
1 ≤ s ≤ ∞, i ω(t) — довiльний модуль неперервностi. Тодi при
n− p→∞ виконуються рiвностi

Ẽn,p(Cψβ,s;x) =
‖ cos t‖s′

πp
ψ(n− p+ 1)+

+O(1)
( n−1∑
k=n−p+2

(k − n+ p)
p

ψ(k) +
∞∑
k=n

ψ(k)
)
, (40)

Ẽn,p(CψβHω;x) =
2θω
πp

ψ(n− p+ 1)

π
2∫

0

ω

(
2t

n− p+ 1

)
sin tdt+

+O(1)ω
(

1
n− p+ 1

)( n−1∑
k=n−p+2

(k − n+ p)
p

ψ(k) +
∞∑
k=n

ψ(k)
)
, (41)

де θω = θω(n) ∈ [ 2
3 , 1], причому θω = 1, якщо ω(t) —опуклий модуль

неперервностi, а O(1) — величина, рiвномiрно обмежена вiдносно
всiх розглядуваних параметрiв (тут i далi будемо вважати, що

будь-який вираз вигляду
n−1∑
k=n

Ak дорiвнює нулю).

Доведення теореми 2 базується на наступному твердженнi, яке
пов’язує вiдхилення iнтерполяцiйних аналогiв сум Валле Пуссена
ρ̃n,p(f ;x) на множинах Cψ

β
з вiдхиленнями звичайних сум Валле Пус-

сена ρn,p(f ;x).

Лемма 2. Нехай ψ(k) > 0,
∞∑
k=1

ψ(k) < ∞, βk ∈ R. Тодi для

довiльної функцiї f ∈ Cψ
β
X, де X = Ls або C, в кожнiй точцi x ∈ R

мають мiсце рiвностi

ρ̃n,p(f ;x) = ρn,p(f ;x) +O(1)En(fψ
β

)X
∞∑
k=n

ψ(k), (42)

де En(ϕ)X — найкраще наближення функцiї ϕ тригонометричними
полiномами порядку не вищого нiж n− 1 в метрицi простору X, а
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O(1) — величина, рiвномiрно обмежена вiдносно всiх розглядуваних
параметрiв.

Доведення. Взявши до уваги, що iнтерполяцiйна сума
∼
V n,p(f ;x)

задається спiввiдношеннями (6) i (7) та використавши формули

(19) — (22), для довiльної f ∈ Cψ
β
,
∞∑
k=1

ψ(k) < ∞, отримаємо рiв-

нiсть:

∼
V n,p(f ;x) =

a0

2
+

1
π

π∫
−π

fψ
β

(t+ x)
n−p∑
k=1

ψ(k) cos
(
kt+

πβk
2

)
dt+

+
1
π

π∫
−π

fψ
β

(t+ x)
n−1∑

k=n−p+1

(
1− k − n+ p

p

)
ψ(k) cos

(
kt+

πβk
2

)
dt+

+
1
π

π∫
−π

fψ
β

(t+ x)
∞∑
m=1

1
p

n−1∑
j=n−p

m(2n−1)+j∑
k=m(2n−1)−j

ψ(k)×

× cos
(
kt+ (2n− 1)mx+

πβk
2

)
dt. (43)

На пiдставi (1) та (43) маємо

ρ̃n,p(f ;x) = f(x)−
∼
V n,p(f ;x) =

=
ψ(n− p+ 1)

πp

π∫
−π

fψ
β

(t+ x) cos
(

(n− p+ 1)t+
πβn−p+1

2

)
dt+

+
1
π

π∫
−π

fψ
β

(t+ x)
∞∑

k=n−p+2

τn,p(k) cos
(
kt+

πβk
2

)
dt−

− 1
πp

π∫
−π

fψ
β

(t+ x)
n−1∑
j=n−p

∞∑
m=1

m(2n−1)+j∑
k=m(2n−1)−j

ψ(k)×

× cos
(
kt+ (2n− 1)mx+

πβk
2

)
dt, (44)
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де

τn,p(k) = τn,p(ψ; k) :=

{
k−n+p

p ψ(k), n− p+ 1 6 k 6 n,

ψ(k), k > n.
(45)

Згiдно з пунктом 3.1 роботи [11, c. 51] для довiльної функцiї

f ∈ Cψ
β

N , коли N ⊂ L1 i
∞∑
k=1

ψ(k) <∞,

ρn,p(f ;x) = f(x)− Vn,p(f ;x) =

=
1
π

π∫
−π

fψ
β

(t+ x)
∞∑

k=n−p+1

τn,p(k) cos
(
kt+

πβk
2

)
dt, (46)

де τn,p(k) визначається формулою (45).
Як видно iз рiвностей (44) та (46), має мiсце таке спiввiдношення:

ρ̃n,p(f ;x) = ρn,p(f ;x)− 1
πp

π∫
−π

fψ
β

(t+ x)×

×
n−1∑
j=n−p

∞∑
m=1

m(2n−1)+j∑
k=m(2n−1)−j

ψ(k) cos
(
kt+ (2n− 1)mx+

πβk
2

)
dt. (47)

Внаслiдок ортогональностi функцiї

Φn(t) =
n−1∑
j=n−p

∞∑
m=1

m(2n−1)+j∑
k=m(2n−1)−j

ψ(k) cos
(
kt+ (2n− 1)mx+

πβk
2

)

до будь-якого тригонометричного полiнома tn−1(·) порядку, який не
перевищує n− 1, можемо записати

1
πp
|
π∫
−π

fψ
β

(t+ x)Φ(t)dt| ≤ 1
πp

π∫
−π

∣∣∣∣(fψβ (t+ x)− tn−1(t+ x))×
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×
n−1∑
j=n−p

∞∑
m=1

m(2n−1)+j∑
k=m(2n−1)−j

ψ(k) cos
(
kt+ (2n− 1)mx+

πβk
2

)∣∣∣∣dt ≤
≤ 1
πp

π∫
−π

|fψ
β

(t+ x)− tn−1(t+ x)|
n−1∑
j=n−p

∞∑
m=1

m(2n−1)+j∑
k=m(2n−1)−j

ψ(k)dt ≤

≤ 1
πp

π∫
−π

|fψ
β

(t+ x)− tn−1(t+ x)|
n−1∑
j=n−p

∞∑
m=1

m(2n−1)+n−1∑
k=m(2n−1)−n+1

ψ(k)dt =

=
1
π

π∫
−π

|fψ
β

(t+ x)− tn−1(t+ x)|
∞∑
k=n

ψ(k)dt. (48)

Вибравши в якостi tn−1(·) полiном t∗n−1(·) – найкращого набли-
ження в просторi C функцiї fψ

β
(·), для довiльної функцiї f ∈ Cψ

β
C

можемо записати

1
πp
|
π∫
−π

fψ
β

(t+ x)Φ(t)dt| ≤ 1
π

π∫
−π

|fψ
β

(t+ x)− t∗n−1(t+ x)|
∞∑
k=n

ψ(k)dt ≤

≤ 2En(fψ
β

)C
∞∑
k=n

ψ(k). (49)

Розглянувши в якостi tn−1(·) полiном t∗∗n−1(·) — найкращого на-
ближення в просторi Ls функцiї fψ

β
(·), внаслiдок (29) для будь-якої

функцiї f ∈ Cψ
β
Ls ,

1
πp

∣∣∣∣
π∫
−π

fψ
β

(t+ x)Φ(t)dt
∣∣∣∣ ≤ 1

π

π∫
−π

|fψ
β

(t+ x)− t∗∗n−1(t+ x)|
∞∑
k=n

ψ(k)dt ≤

≤ 21/s′

π1/s
En(fψ

β
)s
∞∑
k=n

ψ(k) ≤ 2En(fψ
β

)s
∞∑
k=n

ψ(k). (50)

Враховуючи (49) i (50), отримуємо (42). Лемму доведено.
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Доведення теореми 2. Згiдно з лемою 2 для довiльної
f ∈ Cψ

β,s
, βk ∈ R, ψ ∈ D0, в кожнiй точцi x ∈ R має мiсце рiв-

нiсть

ρ̃n,p(f ;x) = ρn,p(f ;x) +O(1)En(fψ
β

)s
∞∑
k=n

ψ(k), (51)

1 ≤ s ≤ ∞.
Розглянувши верхнi межi вiд модулiв обох частин рiвностi (51) по
класу Cψ

β,s
, отримуємо

Ẽn,p(Cψβ,s;x) = En,p(Cψβ,s) +O(1)
∞∑
k=n

ψ(k). (52)

В роботi [21] показано, що для довiльних ψ ∈ D0, βk ∈ R,
1 ≤ s ≤ ∞, при n− p→∞ виконується асимптотична рiвнiсть

En,p(Cψβ,s;x) =
‖ cos t‖s′

πp
ψ(n− p+ 1)+

+O(1)
( n−1∑
k=n−p+2

k − n+ p

p
ψ(k) +

∞∑
k=n

ψ(k)
)
. (53)

Об’єднавши формули (52) та (53), одержимо (40).
Розглянувши верхнi межi вiд модулiв обох частин рiвностi (42)

по класу Cψ
β
Hω при X = C та скориставшись нерiвнiстю Джексона

(див., наприклад, [12, c. 272; 14, c. 61], будемо мати оцiнку

Ẽn,p(CψβHω;x) = En,p(CψβHω) +O(1)ω
(

1
n− p+ 1

) ∞∑
k=n

ψ(k), (54)

де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена вiдносно всiх розглядува-
них параметрiв.

В роботi [21] показано, що для довiльних ψ ∈ D0, βk ∈ R при
n− p→∞ виконуються рiвностi

En,p(CψβHω;x) =
4θω
πp

ψ(n− p+ 1)

π
2∫

0

ω

(
2t

n− p+ 1

)
sin tdt+
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+O(1)ω
(

1
n− p+ 1

)( n−1∑
k=n−p+2

k − n+ p

p
ψ(k) +

∞∑
k=n

ψ(k)
)
. (55)

З (54) та (55) випливає (56). Теорему 2 доведено.
Зауважимо, що асимптотичнi рiвностi (52) та (54), є аналогами

рiвностi (14) для класiв Cψ
β,s

та Cψ
β
Hω, ψ ∈ D0, при p = 2, 3, ... i

доповнюють рiвностi (37) — (39).
Теорема 3. Нехай ψ ∈ D0, βk ∈ R, k ∈ N, n, p ∈ N, 2 ≤ p ≤ n,

1 ≤ s ≤ ∞. Тодi при n− p→∞ має мiсце асимптотична рiвнiсть

Ẽn,p(Cψβ,1)Ls =
‖ cos t‖s′

πp
ψ(n− p+ 1)+

+O(1)
( n−1∑
k=n−p+2

k − n+ p

p
ψ(k) +

∞∑
k=n

ψ(k)
)
, (56)

де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена вiдносно всiх розглядува-
них параметрiв.

Доведення. Нехай f ∈ Cψ
β,1

, де ψ ∈ D0. Тодi на пiдставi рiвностi
(42) при X = L1 та iз врахуванням вiдомої нерiвностi∥∥∥∥

π∫
−π

ϕ(t)K(t)dt
∥∥∥∥
s

≤ ‖ϕ‖1‖K‖s, ϕ ∈ L1, K ∈ Ls, 1 ≤ s ≤ ∞,

(57)
(див., наприклад, [24, c. 43]), отримаємо

Ẽn,p(Cψβ,1)Ls = En,p(Cψβ,1)Ls +O(1)
∞∑
k=n

ψ(k). (58)

В [21, c. 345] показано, що для довiльних ψ ∈ D0, βk ∈ R,
1 ≤ s ≤ ∞ при n− p→∞, виконується асимптотична рiвнiсть

En,p(Cψβ,1;x)Ls =
‖ cos t‖s′

πp
ψ(n− p+ 1)+

+O(1)
( n−1∑
k=n−p+2

(k − n+ p)
p

ψ(k) +
∞∑
k=n

ψ(k)
)
. (59)
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Об’єднавши формул (58) та (59), одержимо (56). Теорему доведено.
Теорема 4. Нехай ψ ∈ D0, βk ∈ R, k ∈ N, n, p ∈ N,

2 ≤ p ≤ n, ω(t) — довiльний фiксований модуль неперервно-
стi. Тодi при n− p→∞ виконується рiвнiсть

Ẽn,p(CψβHω1)L1 =
2θ(1)
ω

πp
ψ(n− p+ 1)

π
2∫

0

ω

(
2t

n− p+ 1

)
sin tdt+

+O(1)ω
(

1
n− p+ 1

)( n−1∑
k=n−p+2

(k − n+ p)
p

ψ(k) +
∞∑
k=n

ψ(k)
)
, (60)

де θ(1)
ω = θ

(1)
ω (n) ∈ [ 1

2 , 1], причому θ(1)
ω = 1, якщо ω(t) — опуклий мо-

дуль неперервностi, а O(1) — величина, рiвномiрно обмежена вiд-
носно всiх розглядуваних параметрiв.

Доведення. Нехай f ∈ Cψ
β
Hω1 , де ψ ∈ D0. Тодi внаслiдок (42),

при X = L1 та iз вврахуванням нерiвностi Джексона в просторi L1

(див., наприклад, [14, c. 61]) отримуємо

Ẽn,p(CψβHω1 ;x)L1 =

= En,p(CψβHω1 ;x)L1 +O(1)ω
(

1
n− p+ 1

) ∞∑
k=n

ψ(k). (61)

В роботi [21] показано, що для довiльних ψ ∈ D0, βk ∈ R при
n− p→∞

En,p(CψβHω1 ;x)Ls =
2θ(1)
ω

πp
ψ(n− p+ 1)

π
2∫

0

ω

(
2t

n− p+ 1

)
sin tdt+

+O(1)ω
(

1
n− p+ 1

)( n−1∑
k=n−p+2

(k − n+ p)
p

ψ(k) +
∞∑
k=n

ψ(k)
)
. (62)

З формул (61) та (62) випливає (60). Теорему доведено.
Наведемо наслiдки з теорем 1—4 для випадку, коли ψ(k) = e−αk

r

,

α > 0, r > 1. Як зазначено вище, в цьому випадку класи Cψ
β̄,s
, Cψ

β̄
Hω
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i Cψ
β̄
Hω1 позначаються через Cα,r

β̄,s
, Cα,r

β̄
Hω i Cα,r

β̄
Hω1 вiдповiдно.

Оскiльки для довiльних r > 1, α > 0 має мiсце оцiнка
∞∑
k=m

e−αk
r

<

(
1 +

1
αr(m)r−1

)
e−α(m)r , m ∈ N, (63)

(див. [23, c. 515]), то з теореми 1 отримуємо такий наслiдок.
Наслiдок 1. Нехай α > 0, r > 1, βk ∈ R, 1 ≤ s ≤ ∞ i ω(t) — до-

вiльний модуль неперервностi. Тодi для будь-якого x ∈ R при n→∞
виконуються рiвностi

Ẽn(Cα,r
β,∞;x) =

∣∣∣∣ sin 2n− 1
2

x

∣∣∣∣e−αrn
(

8
π

+

+O(1)
(

e2αnr

e2α(n+1)r
+
(

1 +
1

αr(n+ 2)r−1

) eαn
r

eα(n+2)r

))
, (64)

Ẽn(Cα,r
β,s

;x) =
∣∣∣∣ sin 2n− 1

2
x

∣∣∣∣e−αrn
(

2
π
‖ cos t‖s′+

+O(1)
(

1 +
1

αr(n+ 1)r−1

)
eαn

r

eα(n+1)r

)
, 1 ≤ s <∞, (65)

Ẽn(Cα,r
β
Hω;x) =

∣∣∣∣ sin 2n− 1
2

x

∣∣∣∣e−αrn
(

4θω
π

π
2∫

0

ω

(
2t
n

)
sin tdt+

+O(1)ω
(

1
n

)(
1 +

1
αr(n+ 1)r−1

)
eαn

r

eα(n+1)r

)
, (66)

де s′ = s/s− 1, θω = θω(n) ∈ [ 2
3 , 1], причому θω = 1, якщо ω(t)

— опуклий модуль неперервностi, а O(1) — величина, рiвномiрно
обмежена вiдносно всiх розглядуваних параметрiв.

Взявши до уваги, що при ψ(k) = e−αk
r

для довiльних r > 1, α > 0
має мiсце оцiнка

∞∑
k=n−p+2

τn,p(k) = O(1)
(

1 +
1

αr(n− p+ 2)r−1

)ξ(p)
e−α(n−p+2)r ,
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де τn,p(k) ознечається формулою (45), a

ξ(p) :=

{
1, якщо, p 6 2,
2, якщо, p > 2,

(67)

(див. [21, c. 348]) то iз теорем 2—4, випливає твердження.
Наслiдок 2. Нехай α > 0, r > 1, βk ∈ R, k, p, n ∈ N, 2 ≤ p ≤ n,

1 6 s 6∞ i x ∈ R. Тодi при n− p→∞

Ẽn,p(Cα,rβ̄,s
;x) =

e−α(n−p+1)r

p

(
‖ cos t‖s′

π
+

+O(1)
(

1 +
1

αr(n− p+ 2)r−1

)ξ(p)
eα(n−p+1)r

eα(n−p+2)r

)
, (68)

Ẽn,p(Cα,rβ̄,1
)Ls =

e−α(n−p+1)r

p

(
‖ cos t‖s

π
+

+O(1)
(

1 +
1

αr(n− p+ 2)r−1

)ξ(p)
eα(n−p+1)r

eα(n−p+2)r

)
, (69)

де ξ(p) означається формулою (67), s′ = s/(s−1), а O(1) — величини,
рiвномiрно обмеженi вiдносно всiх розглядуваних параметрiв.

Наслiдок 3. Нехай α > 0, r > 1, βk ∈ R, k, p, n ∈ N, 2 6 p 6 n,
x ∈ R i ω(t) — довiльний модуль неперервностi. Тодi при n− p→∞

Ẽn,p(Cα,rβ̄
Hω;x) =

e−α(n−p+1)r

p

(
2θω
π

π/2∫
0

ω

(
2t

n− p+ 1

)
sin tdt+

+O(1)ω
(

1
n− p+ 1

)(
1 +

1
αr(n− p+ 2)r−1

)ξ(p)
eα(n−p+1)r

eα(n−p+2)r

)
, (70)

Ẽn,p(Cα,rβ̄
Hω1)L1 =

e−α(n−p+1)r

p

(
2θ(1)
ω

π

π/2∫
0

ω

(
2t

n− p+ 1

)
sin tdt+
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+O(1)ω
(

1
n− p+ 1

)(
1 +

1
αr(n− p+ 2)r−1

)ξ(p)
eα(n−p+1)r

eα(n−p+2)r

)
, (71)

де ξ(p) означається формулою (67), величини θω, θ
(1)
ω мають той

же сенс, що i в теоремах 2 i 4 вiдповiдно, а O(1) — величини, рiв-
номiрно обмеженi вiдносно всiх розглядуваних параметрiв.
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