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НАБЛИЖЕННЯ КЛАСIВ ЛОКАЛЬНО СУМОВНИХ
ФУНКЦIЙ ДЕЯКИМИ ЛIНIЙНИМИ ОПЕРАТОРАМИ∗

We find asymptotic (σ →∞) formulas for the upper bounds of the deviations
of Serdyuk operators Uσ(f ; ·) (entire functions of exponential type less than σ)
on Stepanets classes L̂ψβ,1 of locally summable functions given on the real axis
in the metric of the space L̂.

Одержано асимптотичнi (при σ → ∞) формули для точних верхнiх
меж вiдхилень операторiв Сердюка Uσ(f ; ·) — цiлих функцiй експонен-
цiального типу не бiльшого нiж σ — на класах Степанця L̂ψβ,1 локально
сумовних на дiйснiй осi функцiй в метрицi простору L̂.

Нехай L̂ — множина функцiй ϕ(·), якi заданi на дiйснiй осi R i
мають скiнченну норму ‖ϕ‖L̂, де

‖ϕ‖L̂ = sup
a∈R

a+2π∫
a

|ϕ(t)|dt. (1)

Нехай, далi, ψ(υ) — функцiя, неперервна при всiх υ ≥ 0, i β —
фiксоване дiйсне число, для яких майже при всiх t ∈ R iснує пере-
творення

ψ̂β(t) =
1
π

∞∫
0

ψ(υ) cos(υt+ βπ/2)dυ. (2)

Тодi, згiдно з роботами О.I. Степанця [1, 2], через L̂ψβ позначають
множину функцiй f ∈ L̂, якi майже при всiх x ∈ R можуть бути
представленi рiвнiстю

f(x) = A0 +

∞∫
−∞

ϕ(x− t)ψ̂β(t)dt, (3)

∗Частково пiдтримано Державним фондом фундаментальних дослiджень Украї-
ни (проект GP/F27/0103).

c© I. В. Соколенко, 2010



318 I. В. Соколенко

де A0 ∈ R, ϕ ∈ L̂, а iнтеграл розумiють як границю iнтегралiв по
симетричних промiжках, що розширюються. Якщо f ∈ L̂ψβ i при цьо-
му ϕ ∈ N, де N — деяка пiдмножина з L̂, то покладають f ∈ L̂ψβN.

Пiдмножини неперервних функцiй з L̂ψβ i L̂ψβN позначають вiд-
повiдно символами Ĉψβ i Ĉψβ N. Функцiю ϕ(·) у (3) називають (ψ, β)–
похiдною функцiї f(·) i позначають fψβ (·).

Множини L̂ψβ було введено в [1]. З iсторiєю питання про дослiд-
ження наближень класiв локально сумовних функцiй L̂ψβN або Ĉψβ N
операторами Фур’є i операторами Валле Пуссена можна ознайоми-
тись, наприклад, в книгах О.I. Степанця [2] та О.I. Степанця, В.I. Ру-
касова, С.О. Чайченка [3] (див. також наведену в них бiблiографiю).

Нехай A — множина всiх неперервних при v ≥ 0 функцiй ψ, якi
задовольняють умови:
1) ψ(v) ≥ 0, ψ(0) = 0;
2) ψ опукла донизу на [1;∞) i lim

v−→∞
ψ(v) = 0;

3) ψ′(v) := ψ′(v + 0) є функцiєю обмеженої варiацiї на [0,∞) :
∞∨
0
ψ′(v) ≤ K <∞, i

A′ :=

{
ψ ∈ A :

∞∫
1

ψ(t)
t
dt <∞

}
(див. [2]).

Тодi, якщо виконуються такi умови: ψ ∈ A i β = 0 або ψ ∈ A′ i
β ∈ R (надалi скрiзь вимагатимемо їх виконання), то, як випливає з
твердження 9.5.1 iз монографiї [2], перетворення ψ̂β(t) вигляду (2) є
функцiєю, сумовною на R :

∞∫
−∞

|ψ̂β(t)|dt <∞.

В якостi агрегатiв наближення для функцiй f ∈ L̂ψβN використає-
мо функцiї Uσ(f ; ·), σ ≥ 0, що мають вигляд

Uσ(f ;x) = A0 +

∞∫
−∞

fψβ (x− t) 1
π

∞∫
0

uσ(t, v) dv dt, (4)
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де функцiя uσ(t, υ) = uσ(ψ, β; t, υ) визначається такою рiвнiстю:

uσ(t, υ) =


u∗σ(t, υ), 0 ≤ v ≤ σ−1,
u∗σ(t, υ)+ψ(3σ)(υ−σ+1) cos(υt+βπ

2 ), σ−1 < v < σ,
0, σ ≤ v,

а u∗σ(t, υ)=(ψ(υ)−ψ(2σ−υ)) cos(υt−βπ2 )−ψ(2σ+υ) cos(υt+βπ
2 ) при

υ ∈ [0, σ].
Зазначимо, що у випадку, коли f(·) є 2π-перiодичними функцiя-

ми з множин L̂ψβN, функцiї Un(f, ·), n ∈ N, є тригонометричними
полiномами порядку ≤ n − 1, апроксимацiйнi властивостi яких до-
слiджено А.С. Сердюком [4, 5]. У загальному випадку (див. [6] (твер-
дження 1)) функцiї Uσ(f ; ·) є цiлими функцiями експоненцiального
типу, що не перевищує σ (Uσ(f ; ·) ∈ Eσ).

Мета даної роботи полягає в знаходженнi асимптотичних при
σ →∞ рiвностей для величин

E(L̂ψβ,1;Uσ)L̂ = sup
f∈L̂ψβ,1

‖f − Uσ(f)‖L̂,

де
L̂ψβ,1 := L̂ψβ Ŝ1, Ŝ1 := {ϕ ∈ L̂ : ‖ϕ‖L̂ ≤ 1},

за умови, що функцiя ψ(v), яка задає клас L̂ψβ,1, належить до мно-
жини

A+
∞ := {ψ ∈ A : µ(ψ, v) ↑ ∞ при v →∞},

де µ(ψ, v) = v
η(ψ,v)−v , η(ψ, v) = ψ−1

(
1
2ψ(v)

)
, v ≥ 1.

Теорема 1. Нехай ψ ∈ A+
∞ i β ∈ R. Тодi при σ →∞

E(L̂ψβ,1;Uσ)L̂ =
4
π
ψ(σ)+

+O(1)
(
ψ(3σ)| ln(η(ψ, 3σ)−3σ)|+ψ(σ)

( 1
µ(ψ, σ)

+
1

η(ψ, σ)− σ

))
, (5)

де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена вiдносно σ i β.

Зауваження 1. Для величин E(Ĉψβ,∞;Uσ)C , де

Ĉψβ,∞ = Ĉψβ Ŝ∞, Ŝ∞ :=
{
ϕ : ess sup

t∈R
|ϕ(t)| ≤ 1

}
, (6)
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асимптотичнi при σ → ∞ формули було отримано в [6]. З форму-
ли (5) даної роботи i теореми 3 роботи [6] випливає, що величи-
ни E(Ĉψβ,∞;Uσ)C i E(L̂ψβ,1;Uσ)L̂ асимптотично рiвнi у випадку, якщо
ψ ∈ A+

∞, lim
σ→∞

(η(ψ;σ)− σ) =∞ i ψ(3σ)
ψ(σ) | ln(η(ψ, 3σ)− 3σ)| = o(1).

Зауваження 2. За виконання умов теореми 1 та умов
lim
σ→∞

(η(ψ;σ)−σ) =∞ i ψ(3σ)
ψ(σ) | ln(η(ψ, 3σ)−3σ)| = o(1) спiввiдношення

(5) є асимптотичною рiвнiстю. Наприклад, це буде так для функцiй
ψα,r ∈ A+

∞, якi при t ≥ 1 дорiвнюють e−αt
r

, α > 0, 0 < r < 1.
Доведення. Запишемо зручне для дослiджень iнтегральне пред-

ставлення вiдхилень f(x)−Uσ(f ;x), f ∈ L̂ψβ,1. Мiркуючи аналогiчно,
як i при доведеннi леми з роботи [6], за умови f ∈ L̂ψβ,1 майже в
кожнiй точцi x отримуємо

f(x)−Uσ(f ;x)=
2
π

∞∫
−∞

fψβ (x−t) cos
(
σt−βπ

2

) ∞∫
0

ψ(v+σ) cos vtdvdt−

−
∞∫
−∞

fψβ (x−t)

(
1
π

σ∫
σ−1

ψ(3σ)(v−σ+1) cos
(
vt+

βπ

2

)
dv+

+
1
π

∞∫
σ

ψ(v + 2σ) cos
(
vt+

βπ

2

)
dv

)
dt. (7)

Розглядаючи точну верхню межу по функцiях f ∈ L̂ψβ,1 в рiвностi
(7), одержуємо

Eσ(L̂ψβ,1;Uσ)L̂ =

=
2
π

sup
f∈L̂ψβ,1

∥∥∥∥
∞∫
−∞

fψβ (x−t) cos
(
σt−βπ

2

) ∞∫
0

ψ(v+σ) cos vtdvdt
∥∥∥∥
L̂

+

+O(1) sup
f∈L̂ψβ,1

∥∥∥∥∥
∞∫
−∞

fψβ (x−t)

(
1
π

σ∫
σ−1

ψ(3σ)(v−σ + 1) cos
(
vt+

βπ

2

)
dv+
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+
1
π

∞∫
σ

ψ(v + 2σ) cos
(
vt+

βπ

2

)
dv

)
dt

∥∥∥∥∥
L̂

. (8)

Позначимо перший доданок в правiй частинi останньої рiвностi
через Iσ(L̂

ψ
β,1). Помiчаючи, далi, що другий доданок є точною верх-

ньою межею вiдхилень операторiв Фур’є Fσ(g; ·) вiд функцiй g з кла-
су L̂ψσ−β,1 в метрицi простору L̂, тобто дорiвнює величинi E(L̂ψσ−β,1;Fσ),
де

ψσ(t) =
{
ψ
(
(2σ + 1)t

)
, 0 ≤ t ≤ 1,

ψ(t+ 2σ), t > 1,

E(L̂ψβN;Fσ)L̂ = sup
f∈L̂ψβN

‖f(·)− Fσ(f ; ·)‖L̂,

Fσ(f ;x) — введенi в [1] оператори Фур’є порядку σ :

Fσ(f ;x) = A0 +

∞∫
−∞

fψβ (x− t) 1
π

∞∫
0

ψ(υ)λσ(υ) cos(υt+
βπ

2
)dυdt,

λσ(υ) =

 1, 0 ≤ υ ≤ σ − 1,
1− (υ − σ + 1)ψ(σ)/ψ(υ), σ − 1 < υ < σ,

0, σ ≤ υ,

зi спiввiдношення (8), маємо

E(L̂ψβ,1;Uσ)L̂ = Iσ(L̂
ψ
β,1)L̂ +O(1)E(L̂ψσ−β,1;Fσ)L̂. (9)

Знайдемо оцiнки кожного з доданкiв правої частини рiвностi (9).
Застосовуючи нерiвнiсть Мiнковського∥∥∥ ∫ f(x− t)K(t)dt

∥∥∥
L̂
≤ ‖f‖L̂ ·

∫
|K(t)|dt, (10)

отримуємо

Iσ(L̂
ψ
β,1)L̂ ≤

2
π

∞∫
−∞

∣∣∣ cos
(
σt−βπ

2

) ∞∫
0

ψ(v+σ) cos vtdv
∣∣∣dt. (11)
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При доведеннi теореми 3 з роботи [6] було показано, що у випадку
ψ ∈ A+

∞ i β ∈ R

2
π

∞∫
−∞

∣∣∣ cos
(
σt−βπ

2

) ∞∫
0

ψ(v+σ) cos vtdv
∣∣∣dt =

4
π
ψ(σ) +O(1)

ψ(σ)
µ(ψ, σ)

.

(12)
Пiдставивши спiввiдношення (12) в нерiвнiсть (11), одержуємо

Iσ(L̂
ψ
β,1)L̂ ≤

4
π
ψ(σ) +O(1)

ψ(σ)
µ(ψ, σ)

. (13)

Для знаходження оцiнки знизу величини Iσ(L̂
ψ
β,1)L̂ нам знадо-

биться таке вiдоме твердження (див., наприклад, [7, лема 3]).
Лема А. Нехай функцiя K(·) є сумовною на [a, b]. Тодi

E(K) := sup
ϕ∈Ŝ1

b∫
a

∣∣∣ b∫
a

ϕ(x− t)K(t)dt
∣∣∣dx ≥ b∫

a

|K(t)|dt.

Користуючись нерiвнiстю (10) та лемою А, можемо записати на-
ступний ланцюжок спiввiдношень:

Iσ(L̂
ψ
β,1)L̂ =

2
π

sup
ϕ∈Ŝ1

∥∥∥∥
∞∫
−∞

ϕ(x−t) cos
(
σt−βπ

2

) ∞∫
0

ψ(v+σ) cos vtdvdt
∥∥∥∥
L̂

≥

≥ 2
π

sup
ϕ∈Ŝ1

∥∥∥∥
π∫
−π

ϕ(x−t) cos
(
σt−βπ

2

) ∞∫
0

ψ(v+σ) cos vtdvdt
∥∥∥∥
L̂

−

− 2
π

sup
ϕ∈Ŝ1

∥∥∥∥ ∫
|t|≥π

ϕ(x−t) cos
(
σt−βπ

2

) ∞∫
0

ψ(v+σ) cos vtdvdt
∥∥∥∥
L̂

≥

≥ 2
π

( π∫
−π

−
∫
|t|≥π

)∣∣∣∣ cos
(
σt−βπ

2

) ∞∫
0

ψ(v+σ) cos vtdv
∣∣∣∣dt =
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=
2
π

∞∫
−∞

∣∣∣cos
(
σt−βπ

2

)∞∫
0

ψ(v+σ) cos vtdv
∣∣∣dt+O(1)

∫
|t|≥π

∞∫
0

ψ(v+σ) cos vtdvdt.

(14)
Якщо ψ ∈ A+

∞, то функцiя ψ′(σ + v) — вiд’ємна й зростаюча при
v ≥ 0, σ ≥ 1, lim

v→∞
ψ′(σ + v) = 0, i, як випливає iз зауваження 3.13.1

[2]

K1(η(ψ, v)− v) ≤
ψ(v)
|ψ′(v)|

≤ K2(η(ψ, v)− v).

Враховуючи цю iнформацiю й iнтегруючи частинами при t 6= 0, має-
мо

∞∫
0

ψ(v + σ) cos vt dv = −1
t

∞∫
0

ψ′(v + σ) sin vt dv ≤ −1
t

π/t∫
0

ψ′(v + σ) dv ≤

≤ π

t2
|ψ′(σ)| ≤ Kπψ(σ)

t2(η(ψ, σ)− σ)

i
2
π

∞∫
π

∣∣∣∣
∞∫
0

ψ(v + σ) cos vt dv
∣∣∣∣ dt ≤ O(1)ψ(σ)

η(ψ, σ)− σ
. (15)

Спiвставляючи спiввiдношення (9), (14) i (15), одержуємо

Iσ(L̂
ψ
β,1)L̂ =

4
π
ψ(σ) +O(1)

(
ψ(σ)
µ(ψ, σ)

+
ψ(σ)

η(ψ, σ)− σ

)
. (16)

Повертаючись до рiвностi (9), бачимо, що для завершення дове-
дення теореми 1 достатньо отримати таку оцiнку:

E(L̂ψσ−β,1;Fσ)L̂ ≤ O(1)ψ(3σ)| ln(η(ψ, 3σ)− 3σ)|. (17)

Застосовуючи нерiвнiсть (10), можемо записати

E(L̂ψσ−β,1;Fσ)L̂ ≤
∞∫
−∞

∣∣∣ 1
π

σ∫
σ−1

ψ(3σ)(v−σ + 1) cos
(
vt+

βπ

2

)
dv+
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+
1
π

∞∫
σ

ψ(v + 2σ) cos
(
vt+

βπ

2

)
dv
∣∣∣ dt =

= sup
ϕ∈Ŝ∞

∥∥∥∥
∞∫
−∞

ϕ(x−t)
( 1
π

σ∫
σ−1

ψ(3σ)(v−σ + 1) cos
(
vt+

βπ

2

)
dv+

+
1
π

∞∫
σ

ψ(v + 2σ) cos
(
vt+

βπ

2

)
dv
)
dt

∥∥∥∥
C

= E(Ĉψσ−β,∞;Fσ)C , (18)

де ‖f‖C = sup
x∈R
|f(x)|.

Як випливає з теореми 9.12.2 [2], якщо функцiя ψσ(v), що задає
клас Ĉψσ−β,∞, належить до класу A+

∞, то при σ →∞

E(Ĉψσ−β,∞;Fσ)C = O(1)ψ(3σ)| ln(η(ψ, 3σ)− 3σ)|. (19)

Об’єднуючи спiввiдношення (18) i (19), отримуємо оцiнку (17).
Теорему 1 доведено.
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