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БIЛIНIЙНI НАБЛИЖЕННЯ КЛАСIВ B Ω
p, θ

ПЕРIОДИЧНИХ ФУНКЦIЙ БАГАТЬОХ ЗМIННИХ

We obtain exact order estimates for the best bilinear approximations of the
classes B Ω

p, θ of periodic functions of several variables in the space Lq.

Одержано точнi за порядком оцiнки найкращих бiлiнiйних наближень
класiв B Ω

p, θ перiодичних функцiй багатьох змiнних у просторi Lq.

Вступ. Нехай R d, d ≥ 1, означає d-вимiрний простiр з еле-

ментами x = (x1, . . . , xd), i Lp(Td), Td =
d∏
j=1

[−π;π), — про-

стiр 2π–перiодичних по кожнiй змiннiй i сумовних у степенi p,
1 ≤ p <∞, (вiдповiдно iстотно обмежених при p = ∞), функцiй
f(x) = f(x1, . . . , xd). Норма в цьому просторi визначається наступ-
ним чином:

||f ||p =
(

(2π)−d
∫
Td

|f(x) |pdx
)1/p

, 1 ≤ p <∞,

||f ||∞ = ess sup
x∈Td

|f(x)|.

Для f ∈ Lp(Td) покладемо

∆hf(x) = f(x+ h)− f(x)

i означимо кратну рiзницю порядку l ∈ N функцiї f(x) у точцi
x = (x1, ..., xd) з кроком h = (h1, ..., hd) ∈ Rd за формулою

∆l
hf(x) = ∆h∆l−1

h f(x), ∆0
hf(x) = f(x).

Кратну рiзницю ∆l
hf(x) можна також записати у виглядi:

∆l
hf(x) =

l∑
n=0

(−1)l+nC n
l f(x+ nh).
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Модуль неперервностi порядку l функцiї f ∈ Lp(Td), який позна-
чимо через Ωl(f, t)p, означимо за формулою

Ωl(f, t)p = sup
|h|≤t

‖ ∆k
hf(·) ‖p,

де |h| =
√
h 2

1 + ...+ h 2
d .

Нехай Ω(t) — функцiя типу модуля неперервностi порядку l ∈ N,
яка задана на R+ = {t : t ≥ 0} та задовольняє наступнi умови:

1) Ω(0) = 0, Ω(t) > 0 для t > 0;

2) Ω(t) є неперервною i зростає;

3) для всiх n ∈ Z+ Ω(nt) ≤ CnlΩ(t), де C > 0 не залежить вiд n i t.

Будемо вважати, що Ω(t) задовольняє також умови (S) i (Sl), якi
називають умовами Барi–Стєчкiна [1]. Це означає наступне.

Функцiя Ω(τ) ≥ 0 задовольняє умову (S), якщо Ω(τ)/τα майже
зростає при деякому α > 0, тобто iснує така незалежна вiд τ1 i τ2
стала C1 > 0, що

Ω(τ1)
τ α1

≤ C1
Ω(τ2)
τ α2

, 0 < τ1 ≤ τ2.

Функцiя Ω(τ) ≥ 0 задовольняє умову (Sl), якщо Ω(τ)/τγ майже
спадає при деякому 0 < γ < l, тобто iснує така незалежна вiд τ1 i τ2
стала C2 > 0, що

Ω(τ1)
τ γ1

≥ C2
Ω(τ2)
τ γ2

, 0 < τ1 ≤ τ2.

Варто зазначити, що функцiї, якi задовольняють вказанi вище
умови 1− 3, (S) та (Sl), можуть мати, наприклад, такий вигляд

Ω(t) =

 tr
(

log+

(
1
t

))β
, t > 0,

0 , t = 0,

де log+(t) = max{1, log(t)}, 0 < r < l, a β – фiксоване дiйсне число.
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Для 1 ≤ p, θ ≤ ∞ i заданої функцiї Ω(t) типу модуля неперервно-
стi порядку l, яка задовольняє умови 1 − 3, клас BΩ

p,θ визначається
наступним чином:

BΩ
p,θ = {f ∈ Lp(Td) : ‖f‖BΩ

p,θ

df
= ‖f‖p + ‖f‖bΩp,θ ≤ 1},

де

‖f‖bΩp,θ =


(

+∞∫
0

(
Ωl(f,t)p

Ω(t)

)θ
dt
t

)1/θ

, 1 ≤ θ <∞,

sup
t>0

Ωl(f,t)p
Ω(t) , θ =∞.

Якщо Ω(t) = tr, то класи BΩ
p,θ спiвпадають з класами О.В. Бєсова

Brp,θ [2] i, зокрема, при θ =∞ та Ω(t) = tr Brp,∞ = Hr
p , деHr

p — класи,
введенi С.М. Нiкольським [3]. Таким чином, вони є узагальненням
(за гладкiсним параметром) вiдомих класiв Нiкольського – Бєсова.
З точки зору теорем вкладення, класи BΩ

p,θ розглядалися в роботах
М.Л. Гольдмана [4] i Г.А. Калябiна [5]. Пiзнiше їх апроксимативнi
характеристики дослiджувались в роботах Li Yongping та Xu Guiqiao
[6], Xu Guiqiao [7], С.П. Войтенкa [8], [9], С.А. Стасюка [10] та iнших.

Далi будемо використовувати еквiвалентне (з точнiстю до абсо-
лютних сталих) означення класiв BΩ

p,θ.
Позначимо через Vm(t), m ∈ N, t ∈ R, ядро Валле Пуссена

вигляду

Vm(t) = 1 + 2
m∑
k=1

cos kt+ 2
2m∑

k=m+1

(
2m− k
m

)
cos kt.

Тодi багатовимiрне ядро Vm(x), m ∈ N, x ∈ Rd, означимо згiдно з
формулою

Vm(x) =
d∏
j=1

Vm(xj).

Нехай Vm — оператор, який задає згортку функцiй f ∈ Lp(Td) з
багатовимiрним ядром Vm(x):

Vmf
df= f ∗ Vm = Vm(f, x).
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Таким чином, Vm(f, x) — кратна сума Валле Пуссена функцiї f .
Для f ∈ Lp(Td) покладемо

Φ0(f, x) = V1(f, x), Φs(f, x) = V2s(f, x)− V2s−1(f, x), s ∈ N.

В прийнятих позначеннях (з точнiстю до абсолютних сталих)
класи BΩ

p,θ, 1 ≤ p ≤ ∞, можна означити наступним чином (див.,
наприклад, [7]):

BΩ
p,θ=

{
f :‖f‖BΩ

p,θ
=
( ∞∑
s=0

(
‖Φs(f,·)‖p

Ω(2−s)

)θ)1/θ

≤1

}
, 1 ≤θ<∞,

BΩ
p,∞=

{
f :‖f‖BΩ

p,∞
=sup

s

‖Φs(f,·)‖p
Ω(2−s) ≤1

}
.

(1)

Зауважимо, що зi збiльшенням параметра θ класи BΩ
p,θ розши-

рюються, тобто при 1 ≤ θ ≤ θ′ ≤ ∞ мають мiсце вкладення

B Ω
p, 1 ⊂ B Ω

p, θ ⊂ B Ω
p, θ′ ⊂ B Ω

p,∞ = HΩ
p . (2)

Нехай Lq(T2d), q = (q1, q2) — множина функцiй f(x, y), x, y ∈ Td,
зi скiнченною мiшаною нормою

‖f(x, y)‖q1,q2 = ‖ ‖f(·, y)‖q1‖q2 ,

де норма обчислюється спочатку в просторi Lq1(Td) по змiннiй
x ∈ Td, а потiм вiд результату — по змiннiй y ∈ Td в просторi Lq2(Td).
Для f ∈ Lq(T2d) oзначимо найкраще бiлiнiйне наближення порядку
m:

τm(f)q1,q2 = inf
ui(x),vi(y)

∥∥f(x, y)−
m∑
i=1

ui(x)vi(y)
∥∥
q1,q2

,

де ui ∈ Lq1(Td), vi ∈ Lq2(Td).
Якщо F ⊂ Lq(T2d) — клас функцiй, то покладемо

τm(F )q1,q2 = sup
f∈F

τm(f)q1,q2 . (3)

Класичний результат для бiлiнiйних наближень τM (f)2,2 належить
Шмiдту [11].
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Дослiдженню величини (3), де замiсть F розглядаються класи
Wr
p,α i Hr

p , присвяченi працi В.М. Темлякова [12 – 14], в яких можна
знайти вiдповiдну бiблiографiю про бiлiнiйнi наближення в цьому
напрямку. Що стосується бiлiнiйних наближень для класiв Бєсова
Brp,θ, то вони дослiджувалися у роботах А.С. Романюка [15 – 16].

Мета даної роботи — отримання тoчних за порядком оцiнок ве-
личини

τm(BΩ
p,θ)q1,q2 = sup

f∈BΩ
p,θ

τm(f)q1,q2 (4)

в припущеннi, щo f ∈ BΩ
p,θ, а бiлiнiйнi наближення τm(f)q1,q2 розгля-

даються для функцiй вигляду f(x− y), x, y ∈ Td.
1. Допомiжнi твердження. При доведеннi оцiнок зверху вели-

чин τm(BΩ
p,θ)q1,q2 нами будуть використовуватись оцiнки найкращих

m-членних тригонометричних наближень класiв BΩ
p,θ, якi отриманi

С.П. Войтенком в [8]. Наведемо означення цих величин i сформу-
люємо вiдповiднi результати.

Нехай f ∈ Lq(Td) i {kj}mj=1 — довiльний набiр d-вимiрних векторiв
kj = (kj1, ..., k

j
d) з цiлочисловими координатами.

Найкращим m-членним тригонометричним наближенням функ-
цiї f ∈ Lq(Td) називають величину

em(f)q = inf
kj ,cj
‖f(x)−

m∑
j=1

cje
i(kj ,x)‖q,

де cj — довiльнi числа, (kj , x) = kj1 x1 + . . .+ kjd xd. Якщо F ⊂ Lq(Td)
— деякий функцiональний клас, то покладемо

em(F )q = sup
f∈F

em(f)q.

В [8] доведено таке твердження.
Теорема A. Нехай 1 ≤ p, q, θ ≤ ∞, i Ω(t) задовольняє умову (S)

з деяким α > α(p, q), а також умову (Sl), де

α(p, q) =

{
d( 1
p −

1
q )+, 1 ≤ p ≤ q ≤ 2 або 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞,

max{dp ; d2} в iнших випадках. (5)
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Тодi для будь-яких m ∈ N має мiсце оцiнка

em(BΩ
p,θ)q � Ω(m−

1
d )m( 1

p−max{ 1
q ; 1

2})+ ,

де a+ = max{a; 0}.
Тут i надалi спiввiдношення µ1 � µ2 рiвносильне тому, що ви-

конуються порядковi нерiвностi µ1 � µ2 та µ1 � µ2. Для додатних
функцiй µ1(N) та µ2(N) запис µ1 � µ2 означає, що iснує стала C
така, що µ1(N) ≤ Cµ2(N). Зауважимо, що всi сталi Ci, i = 1, 2, ...,
якi будуть зустрiчатися в роботi, можуть залежати лише вiд пара-
метрiв, що входять в означення класу, метрики, в якiй вимiрюється
похибка наближення, та розмiрностi d простору Rd.

Нехай

Cd(N) =
{
k = (k1, ..., kd), |kj | ≤ N, kj ∈ Z, j = 1, d

}
.

Має мiсце лема.
Лема A [13]. Нехай задано число N i M = Nd. Тодi для довiльної

функцiї
g(x) =

∑
k∈Cd(2N)

ĝ(k)ei(k,x)

такої, що |ĝ(k)| ≤ 1 i |ĝ(k)| = 1 при k ∈ Cd(N), виконується спiввiд-
ношення

τM (g(x− y))2,1 �M
1
2 ,

де ĝ(k) = (2π)−d
∫
Td

g(y) e−i(k, y)dy .

Нехай T (Cd(2n+4)) позначає множину тригонометричних полiно-
мiв з "номерами" гармонiк з множини Cd(2n+4).

Має мiсце твердження.
Теорема Б [3]. Нехай t ∈ T (Cd(2n+4)). Тодi при 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞

має мiсце нерiвнiсть

‖t‖p � 2nd( 1
q−

1
p )‖t‖q. (6)

2. Основнi результати. Перейдемо до формулювання i доведення
отриманих результатiв.
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Нехай

α1(p, q1) =


d( 1
p −

1
q1

)+,
1 ≤ p ≤ q1 ≤ 2 або

2 ≤ q1 ≤ p ≤ ∞;

max{dp ; d2},
2 ≤ p ≤ q1 ≤ ∞ або
1 ≤ p < 2 < q1 ≤ ∞.

Теорема 1. Нехай 1 ≤ q2, θ ≤ ∞ i Ω(t) задовольняє умову (S)
з α > α1(p, q1), а також умову (Sl). Тодi для m ∈ N мають мiсце
оцiнки

τm(BΩ
p,θ)q1,q2 �


Ω(m−

1
d )m

1
p−

1
q1 , 1 ≤ p ≤ q1 ≤ 2,

Ω(m−
1
d ), 2 ≤ p ≤ q1 ≤ ∞ або

2 ≤ q1 ≤ p ≤ ∞,
Ω(m−

1
d )m

1
p−

1
2 , 1 ≤ p < 2 < q1 ≤ ∞.

(7)

Доведення. Оцiнки зверху в (7) можна легко отримати як наслiдок
вiдповiдних результатiв теореми A. Для визначеностi розглянемо,
наприклад, випадок 2 ≤ p ≤ q1 ≤ ∞.

З одного боку, згiдно з оцiнкою

em(BΩ
p,θ)q1 � Ω(m−

1
d ),

для довiльної функцiї f з класу BΩ
p,θ знайдеться множина векторiв

k1, ..., km, kj = (kj1, ..., k
j
d), k

j ∈ Zd, j = 1,m i чисел c1, ..., cm таких,
що ∥∥∥∥f(x)−

m∑
j=1

cje
i(kj ,x)

∥∥∥∥
q1

� Ω(m−
1
d ). (8)

З iншого боку, для лiвої частини (8) можна записати∥∥∥∥f(x)−
m∑
j=1

cje
i(kj ,x)

∥∥∥∥
q1

=
∥∥∥∥f(x− y)−

m∑
j=1

cje
i(kj ,(x−y))

∥∥∥∥
q1,∞

=

=
∥∥∥∥f(x− y)−

m∑
j=1

cje
i(kj ,x)e−i(k

j ,y)

∥∥∥∥
q1,∞

. (9)
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З (8) i (9) одержимо∥∥∥∥f(x− y)−
m∑
j=1

cje
i(kj ,x)e−i(k

j ,y)

∥∥∥∥
q1,∞

� Ω(m−
1
d ). (10)

Тепер, поклавши в (10) cjei(k
j ,x) = uj(x) i e−i(k

j ,y) = vj(y) отри-
маємо шукану оцiнку зверху величини τm(BΩ

p,θ)q1,∞ i, як наслiдок,
величини τm(BΩ

p,θ)q1,q2 .
При iнших спiввiдношеннях мiж p i q1 оцiнки зверху вели-

чин τm(BΩ
p,θ)q1,q2 доводяться аналогiчно з використанням вiдповiд-

них оцiнок найкращих m-членних тригонометричних наближень
em(BΩ

p,θ)q1 .
Переходячи до доведення в (7) оцiнок знизу зауважимо, що, вна-

слiдок вкладень (2), їх достатньо отримати у випадку θ = 1, тобто
для класiв BΩ

p,1.
Нехай спочатку має мiсце спiввiдношення 1 ≤ p ≤ q1 ≤ 2. В та-

кому випадку для отримання оцiнки знизу величини τm(BΩ
p,θ)q1,q2

будемо використовувати лему А.
За числом m ∈ N пiдберемо n(m) ∈ N iз спiввiдношення 2(n−1)d ≤

m < 2nd, тобто m � 2nd, i розглянемо бiлiнiйне наближення функцiї
V2n+2(x−y). Нехай системи функцiй {ui(x)}mi=1 i {vi(y)}mi=1, x, y ∈ Td,
такi, що∥∥∥∥V2n+2(x− y)−

m∑
i=1

ui(x)vi(y)
∥∥∥∥
q1,1

≤ 2τm(V2n+2(x− y))q1,1.

Оскiльки
V2n+4 ∗ V2n+2 = V2n+2

i для f ∈ Lq(Td), 1 ≤ q ≤ ∞,

‖V2n+4f‖q ≤ 3d‖f‖q,

то, не зменшуючи загальностi, можемо вважати, що функцiї ui(x)
i vi(y) є тригонометричними полiномами з множини T (Cd(2n+4)) i
при цьому має мiсце оцiнка∥∥∥∥V2n+2(x− y)−

m∑
i=1

ui(x)vi(y)
∥∥∥∥
q1,1

� τm(V2n+2(x− y))q1,1. (11)
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Тепер, скориставшись нерiвнiстю рiзних метрик Нiкольського (6)
i (11), можемо записати∥∥∥∥V2n+2(x− y)−

m∑
i=1

ui(x)vi(y)
∥∥∥∥

2,1

�

� 2nd( 1
q1
− 1

2 )

∥∥∥∥V2n+2(x− y)−
m∑
i=1

ui(x)vi(y)
∥∥∥∥
q1,1

�

� 2nd( 1
q1
− 1

2 )τm(V2n+2(x− y))q1,1. (12)

Використовуючи спiввiдношення мiж m i n та лему А, з (12) от-
римаємо

τm(V2n+2(x− y))q1,1 �

� 2−nd( 1
q1
− 1

2 )

∥∥∥∥V2n+2(x− y)−
m∑
i=1

ui(x)vi(y)
∥∥∥∥

2,1

�

� 2−nd( 1
q1
− 1

2 )m
1
2 � 2−nd( 1

q1
−1). (13)

Розглянемо функцiю

f1(x) = C1Ω(2−n)2−nd(1− 1
p )V2n+2(x), C1 > 0.

Враховуючи, що (див., наприклад, [17, c. 28])

‖V2n+2‖p � 2nd(1− 1
p ), 1 ≤ p ≤ ∞, (14)

та (1) можемо записати

‖V2n+2‖BΩ
p,1

=
∑
s

‖Φs(V2n+2 , ·)‖p
Ω(2−s)

≤
n+3∑
s=0

‖Φs(V2n+2 , ·)‖p
Ω(2−s)

=

=
n+3∑
s=0

‖(V2s−V2s−1) ∗ V2n+2)‖p
Ω(2−s)

≤
n+3∑
s=0

‖V2s−V2s−1‖p · ‖V2n+2‖1
Ω(2−s)

≤
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≤
n+3∑
s=0

(‖(V2s‖p + ‖V2s−1‖p) · ‖V2n+2‖1
Ω(2−s)

�

�
n+3∑
s=0

(2(s−2)d(1− 1
p ) + 2(s−3)d(1− 1

p )) · ‖V2n+2‖1
Ω(2−s)

�

�
n+3∑
s=0

2sd(1− 1
p )(2−2d(1− 1

p ) + 2−3d(1− 1
p ))

Ω(2−s)
�

n+3∑
s=0

2sd(1− 1
p )

Ω(2−s)
= I1.

Враховуючи, що

n∑
s=0

Ω−1(2−s) =
n∑
s=0

Ω−1(2−s)
2αs

2αs � Ω−1(2−n)
2αn

n∑
s=0

2αs �

� Ω−1(2−n)
2αn

· 2αn = Ω−1(2−n) (15)

та оцiнку (14) матимемо

I1 =
n+3∑
s=0

2sd(1− 1
p )

Ω(2−s)
� Ω−1(2−(n+3))

n+3∑
s=0

2sd(1− 1
p ) �

� Ω−1(2−(n+3))2(n+3)d(1− 1
p ) � 2nd(1− 1

p )

Ω(2−n)
.

Отже, при певному виборi сталої C1 > 0 функцiя f1 належить
класу BΩ

p,1.
Таким чином, використавши (13), отримаємо оцiнку

τm(BΩ
p,1)q1,q2 ≥ τm(f1(x− y))q1,q2 �

� Ω(2−n)2−nd(1− 1
p )τm(V2n+2(x− y))q1,1 �

� Ω(2−n)2−nd(1− 1
p ) · 2−nd( 1

q1
−1) � Ω(m−

1
d )m

1
p−

1
q1 .

З доведеної вище оцiнки при q1 = 2 випливає оцiнка знизу вели-
чини τm(BΩ

p,1)q1,q2 у випадку 1 ≤ p < 2 < q1 <∞.
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Тепер знайдемо необхiдну оцiнку у випадку q1 = 2 i q2 = 1.
За данимm ∈ N пiдберемо число n(m) ∈ N так, щоб виконувались

спiввiдношення 2nd ≥ 2m i 2nd � m i розглянемо функцiю

f2(x) = C2Ω(2−n)2−
nd
2 Rn(x), C2 > 0,

де

Rn(x) =
d∏
j=1

2n+1−1∑
lj=2n

εle
ilxj , εlj = ±1,

— полiноми Рудiна–Шапiро. Добре вiдомо (див., наприклад,
[18, c. 155]), що

‖Rn‖∞ � 2
nd
2 . (16)

Враховуючи (1), (14), (15) та (16), одержуємо

‖Rn‖BΩ
p,1

=
∑
s

‖Φs(Rn, ·)‖p
Ω(2−s)

�
n+1∑
s=0

‖Φs(Rn, ·)‖p
Ω(2−s)

=

=
n+1∑
s=0

‖(V2s − V2s−1) ∗Rn‖p
Ω(2−s)

≤
n+1∑
s=0

‖V2s − V2s−1‖1 · ‖Rn‖p
Ω(2−s)

≤

≤
n+1∑
s=0

(‖V2s‖1 + ‖V2s−1‖1) · ‖Rn‖p
Ω(2−s)

� ‖Rn‖p
n+1∑
s=0

Ω−1(2−s)�

� ‖Rn‖p
Ω(2−(n+1))

≤ ‖Rn‖∞
Ω(2−(n+1))

� 2
nd
2

Ω(2−n)
.

Тому функцiя f2 належить класу BΩ
p,1 при вiдповiдному виборi сталої

C2 > 0.
Внаслiдок леми А для Rn(x) можемо записати

τm(Rn(x− y))2,1 � m
1
2 .
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Скориставшись останньою оцiнкою отримаємо

τm(f2(x− y))2,1 � Ω(2−n)2−
nd
2 τm(Rn(x− y))2,1 �

� Ω(2−n)2−
nd
2 m

1
2 � Ω(m−

1
d )m−

1
2m

1
2 = Ω(m−

1
d ).

Для завершення доведення у випадках 2 ≤ p ≤ q1 ≤ ∞ i
2 ≤ q1 ≤ p ≤ ∞ запишемо

τm(BΩ
p,θ)q1,q2 ≥ τm(BΩ

p,θ)q1,1 ≥

≥ τm(BΩ
p,θ)2,1 ≥ τm(f2)2,1 � Ω(m−

1
d ).

Отже, оцiнки знизу встановленi.
Теорема доведена.
Зауваження. Якщо покласти Ω(t) = tr, то при певних об-

меженнях на r з (7) отримаємо вiдповiднi оцiнки для величини
τm(Brp,θ)q1,q2 , якi встановленi в [16].
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