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НАЙКРАЩЕ M -ЧЛЕННЕ ТРИГОНОМЕТРИЧНЕ
НАБЛИЖЕННЯ КЛАСIВ BΩ

p,θ ФУНКЦIЙ
МАЛОЇ ГЛАДКОСТI

The best M-term trigonometric approximation of low smoothness
periodic multivariate function classes BΩ

p,θ is obtained in the space Lq,
1 < p ≤ 2 < q <∞.

Одержана точна за порядком оцiнка найкращого М-членного тригоно-
метричного наближення класiв BΩ

p,θ перiодичних функцiй багатьох змiн-
них малої гладкостi у просторi Lq, 1 < p ≤ 2 < q <∞.

1. Постановка задачi та основнi результати. В данiй робо-
тi дослiджується найкраще M -членне тригонометричне наближення
класiв BΩ

p,θ перiодичних функцiй багатьох змiнних малої гладкостi в
просторi Lq, 1 < p ≤ 2 < q <∞.

Вiдповiдна апроксимативна характеристика цих класiв буде озна-
чена нижче, а спочатку наведемо необхiднi позначення та означення.

Нехай Lp(Td), Td =
d∏
j=1

[−π;π), 1 ≤ p < ∞, — простiр

2π–перiодичних по кожнiй змiннiй функцiй f(x) = f(x1, ..., xd) зi
скiнченною нормою

‖f‖p =
(

(2π)−d
∫
Td

|f(x)|pdx
) 1
p

,

L∞(Td) — простiр 2π-перiодичних по кожнiй змiннiй iстотно об-
межених функцiй f(x) = f(x1, ..., xd) з нормою

‖f‖∞ = ess sup
x∈Td

|f(x)|.

Далi, нехай l ∈ N i h ∈ Rd. Для f ∈ Lp(Td) покладемо

4hf(x) = f(x+ h)− f(x)
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i означимо кратну рiзницю порядку l функцiї f(x) в точцi
x = (x1, ..., xd) з кроком h = (h1, ..., hd) за формулою

∆l
hf(x) = ∆h∆l−1

h f(x) (∆0
hf(x) = f(x)).

Кратну рiзницю ∆l
hf(x) можна також записати у виглядi

∆l
hf(x) =

l∑
n=0

(−1)l+nCnl f(x+ nh).

Означимо модуль неперервностi порядку l функцiї f ∈ Lp(Td), який
позначимо через Ωl(f, t)p, за формулою

Ωl(f, t)p = sup
|h|≤t

||∆l
hf(x)||p,

де |h| =
√
h2

1 + ...+ h2
d.

Нехай Ω(t) — функцiя типу модуля неперервностi порядку l, яка
задана на R+ = {t : t ≥ 0} та задовольняє такi умови:

1) Ω(0) = 0, Ω(t) > 0 для t > 0;
2) Ω(t) — неперервна;
3) Ω(t) — неспадна;
4) Ω(nt) ≤ CnlΩ(t) для всiх n ∈ N, де стала C > 0 не залежить

вiд n i t.
Будемо вважати, що Ω(t) задовольняє також умови (S) i (Sβ): так

званi умови Барi–Стєчкiна [1]. Це означає наступне.
Функцiя Ω(τ) ≥ 0 задовольняє умову (S), якщо Ω(τ)/τα майже

зростає при деякому α > 0, тобто iснує така незалежна вiд τ1 i τ2
стала C1 > 0, що

Ω(τ1)
τα1

≤ C1
Ω(τ2)
τα2

, 0 < τ1 ≤ τ2.

Функцiя Ω(τ) ≥ 0 задовольняє умову (Sβ), β > 0, якщо Ω(τ)/τγ

майже спадає при деякому 0 < γ < β, тобто iснує така незалежна
вiд τ1 i τ2 стала C2 > 0, що

Ω(τ1)
τγ1

≥ C2
Ω(τ2)
τγ2

, 0 < τ1 ≤ τ2.
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В роботi [2] ( див. також [3–4]) наведено означення аналогiв класiв
Бєсова таким чином.

Нехай 1 ≤ p, θ ≤ ∞. Будемо вважати, що f ∈ BΩ
p,θ, якщо f задо-

вольняє такi умови:
1) f ∈ Lp(Td);
2) ‖f‖bΩp,θ <∞, де

‖f‖bΩp,θ =



( +∞∫
0

(
Ωl(f, t)p

Ω(t)

)θ
dt

t

)1/θ

, 1 ≤ θ <∞,

sup
t>0

Ωl(f, t)p
Ω(t)

, θ =∞.

Простiр BΩ
p,θ — лiнiйний нормований простiр з нормою

‖f‖BΩ
p,θ

:= ‖f‖p + ‖f‖bΩp,θ .

Якщо Ω(t) = tr, то простiр BΩ
p,θ спiвпадає з простором О.В. Бє-

сова Brp,θ [5] i, зокрема, при θ = ∞ та Ω(t) = tr BΩ
p,θ = Hr

p , де Hr
p

— простори, введенi С.М. Нiкольським [6]. Далi будемо вважати, що
BΩ
p,θ — класи функцiй f ∈ Lp(Td), для яких ‖f‖BΩ

p,θ
≤ 1.

Перейдемо безпосередньо до означення апроксимативної харак-
теристики класiв BΩ

p,θ, що будуть дослiджуватись в данiй роботi.
Для f ∈ Lq(Td) позначимо через eM (f)q найкращеM -членне три-

гонометричне наближення функцiї f у просторi Lq, яке визначається
наступним чином:

eM (f)q = inf
{kj}Mj=1

inf
{cj}Mj=1

∥∥∥∥∥f(x)−
M∑
j=1

cje
i(kj ,x)

∥∥∥∥∥
q

,

де {kj}Mj=1 — набiр векторiв kj = (kj1, ..., k
j
d) з цiлочисловими коорди-

натами, cj — довiльнi комплекснi числа, (kj , x) = kj1x1 + . . .+ kjdxd.
Покладемо

eM (F )q := sup
f∈F

eM (f)q, F ∈ Lq(Td). (1)
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Величина eM (f)2 для функцiї однiєї змiнної була введена
С.Б. Стєчкiним [7] при формулюваннi критерiю абсолютної збiж-
ностi ортогональних рядiв. Згодом величини eM (f)q i eM (F )q,
1 ≤ q ≤ ∞, почали дослiджуватись вже з точки зору апроксимацiї
iндивiдуальних функцiй i класiв функцiй вiдповiдно. Першi оцiнки
величини eM (f)∞ для деяких конкретних функцiй було отримано
Р.С. Iсмагiловим [8]. Систематичне вивчення величин (1) на класах
С.Л. Соболєва W r

p,α та С.М. Нiкольського Hr
p перiодичних функцiй

багатьох змiнних було розпочато В.Н. Темляковим [9].
Вiдмiтимо також, що для тих чи iнших функцiональних класiв

дослiдження поведiнки величин (1) проводились, зокрема, в роботах
[10–15], в яких можна ознайомитися з бiльш детальною бiблiогра-
фiєю.

Мета даної роботи — продовжити дослiдження у цьому напрям-
ку та отримати точнi за порядком оцiнки величин найкращих M -
членних тригонометричних наближень класiв BΩ

p,θ, що доповнюють
результати, якi були одержанi в роботi [16]. Зокрема, розглянуто
один з тих випадкiв, при дослiдженнi якого проявилося так зване
явище "малої гладкостi".

Вiдмiтимо, що явище "малої гладкостi" вперше було помiчено
Б.С. Кашиним [17] пiд час встановлення оцiнок колмогорiвських по-
перечникiв класiв Соболева W r

1 функцiй однiєї змiнної в просторi
Lq. Iншими словами, в [17] було виявлено, що поведiнка попереч-
никiв dM (W r

1 , Lq), 2 < q < ∞, у випадку 1 − 1/q < r < 1 iстотно
вiдрiзняється за порядком вiд випадку r > 1.

Отриманi результати будемо формулювати в термiнах порядко-
вих спiввiдношень. Для функцiй µ1(N) та µ2(N) запис µ1 � µ2 озна-
чає, що iснує стала C > 0 така, що µ1(N) ≤ Cµ2(N). Спiввiдношен-
ня µ1 � µ2 рiвносильне тому, що виконуються порядковi нерiвностi
µ1 � µ2 та µ1 � µ2. Зауважимо, що всi сталi Ci, i = 1, 2, . . . , якi бу-
дуть зустрiчатися в роботi, можуть залежати тiльки вiд параметрiв,
що входять в означення класу, метрики, в якiй вимiрюється похибка
наближення, та вимiрностi d простору Rd.

Перед тим, як безпосередньо перейти до формулювання основних
результатiв зробимо таке зауваження.

Метод, розробленний Р.А. ДеВором i В.М. Темляковим [14] для
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доведення оцiнок зверху величини найкращогоM -членного тригоно-
метричного наближення класiв Бєсова, не дозволив в [16] отримати
вiдповiднi оцiнки зверху цiєї величини у випадку малої гладкостi. То-
му в данiй роботi використовується метод, що був запропонований
Е.С. Бєлiнським [10].

Для величини, означеної рiвнiстю (1), має мiсце таке твердження.
Теорема. Нехай 1 < p ≤ 2 < q < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ i Ω(t) задоволь-

няє умову (S) з деяким α > d(1/p−1/q), а також умову (Smin{ dp ;l}).
Тодi має мiсце оцiнка

eM (BΩ
p,θ)q � Ω(M−

q
2d )M

q
2 ( 1
p−

1
q ). (2)

Зауваження 1. Оскiльки BΩ
p,∞ ≡ HΩ

p , то в (2) мiститься, зокрема,
результат i для величини eM (HΩ

p )q, а саме:

eM (HΩ
p )q � Ω(M−

q
2d )M

q
2 ( 1
p−

1
q ).

Зауваження 2. Якщо Ω(t) = tr, то при цьому BΩ
p,θ = Brp,θ i тодi

при d(1/p− 1/q) < r < d/p та 1 < p ≤ 2 < q <∞ безпосередньо з (2)
випливає

eM (Brp,θ)q �M
− q2 ( rd−

1
p+ 1

q ). (3)

Оцiнка (3) встановлена С.А. Стасюком [18], а у випадку d = 1 —
Е.С. Бєлiнським [10].

Для порiвняння наведемо з [16] оцiнку величини eM (BΩ
p,θ)q,

1 < p ≤ 2 < q <∞, де Ω(t) задовольняє умову (S) з деяким α > d/p,
а також умову (Sl):

eM (BΩ
p,θ)q � Ω(M−1/d)M1/p−1/2. (4)

Зауваження 3. Таким чином, спiвставляючи (2) та (4), бачимо, що
оцiнка eM (BΩ

p,θ)q при α > d/p не спiвпадає з оцiнкою eM (BΩ
p,θ)q при

d(1/p− 1/q) < α < d/p.
2. Допомiжнi твердження. Наведемо деякi вiдомi твердження,

що будуть використовуватися.
Позначимо через Vm(t),m ∈ N, t ∈ R, ядро Валле Пуссена вигля-

ду

Vm(t) = 1 + 2
m∑
k=1

cos kt+ 2
2m∑

k=m+1

(
2m− k
m

)
cos kt.
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Тодi багатовимiрне ядро Vm(x), m ∈ N, x ∈ Rd, означимо за допомо-
гою формули

Vm(x) =
d∏
j=1

Vm(xj).

Нехай Vm — оператор, який визначається згорткою функцiй f(x)
iз багатовимiрним ядром Vm(x), тобто

Vmf = f ∗ Vm = Vm(f, x).

Таким чином, результатом дiї оператора Vm на функцiю f(x) є
Vm(f, x) — кратна сума Валле Пуссена функцiї f(x). Покладемо для
f ∈ Lp(Td)

Φ0(f, x) = V1(f, x), Φs(f, x) = V2s(f, x)− V2s−1(f, x), s ∈ N.

Наведемо також кiлька вiдомих тверджень, якi будуть викори-
стовуватися далi в роботi.

Лема 1 [19]. Нехай 1 ≤ p, θ ≤ ∞ i f ∈ BΩ
p,θ. Тодi функцiю f

можна подати у виглядi ряду

f(x) =
∞∑
s=0

Φs(f, x),

збiжного до цiєї функцiї в просторi Lp(Td), та

‖f‖BΩ
p,θ
�


( ∞∑
s=0

(
‖Φs(f, x)‖p

Ω(2−s)

)θ )1/θ

, 1 ≤ θ <∞,

sup
s

‖Φs(f, x)‖p
Ω(2−s)

, θ =∞.
(5)

Варто зазначити, що у випадку 1 < p <∞ можна записати еквi-
валентне спiввiдношення для норм функцiй з класiв BΩ

p,θ, 1 ≤ θ ≤ ∞,
використовуючи в (5) замiсть Φs(f, x) "блоки" ряду Фур’є функцiї
f(x).
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Для f ∈ L1(Td) введемо позначення:

f0(x) = f̂(0) i fs(x) =
∑

2s−1≤max |kj |<2s

j=1,d

f̂(k)ei(k,x), s = 1, 2, . . . ,

де

f̂(k) = (2π)−d
∫
Td

f(t)e−i(k,t)dt

— коефiцiєнти Фур’є функцiї f .
Таким чином, при 1 < p <∞ будемо мати

‖f‖BΩ
p,θ
�


( ∞∑
s=0

(
‖fs(x)‖p
Ω(2−s)

)θ )1/θ

, 1 ≤ θ <∞,

sup
s

‖fs(x)‖p
Ω(2−s)

, θ =∞.
(6)

Нехай ΘM — набiр зM d-вимiрних цiлочисельних векторiв, тобто
ΘM = {kj = (kj1, . . . , k

j
d), k

j ∈ Zd, j = 1,M}. Покладемо

P (ΘM , x) =
M∑
j=1

cje
i(kj ,x).

Тодi має мiсце лема.
Лема 2 [11]. Нехай 2 < q < ∞. Тодi для довiльного тригоно-

метричного полiнома P (ΘN , x) i для будь-якого M < N знайдеться
тригонометричний полiном P (ΘM , x), для якого справедлива оцiнка

‖P (ΘN , ·)− P (ΘM , ·)‖q ≤ C(q)
√
NM−1‖P (ΘN , ·)‖2,

крiм того, ΘM ⊂ ΘN .
Теорема А [20]. Нехай задано 1 < p <∞. Iснують додатнi чис-

ла C1(p) i C2(p) такi, що для кожної функцiї f ∈ Lp(Td) викону-
ються спiввiдношення

C1(p)‖f‖p ≤
∥∥∥( ∑

s∈Z+

|fs(·)|2
) 1

2
∥∥∥
p
≤ C2(p)‖f‖p. (7)
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Спiввiдношення (20) є аналогом вiдомого твердження Лiттлвуда–
Пелi.

Теорема Б [6]. Нехай nj ∈ N, j = 1, d, та

t(x) =
∑
|kj |≤nj

cke
i(k,x).

Тодi при 1 ≤ q < p ≤ ∞ має мiсце нерiвнiсть

‖t‖p ≤ 2d
(

d∏
j=1

nj

) 1
q−

1
p

‖t‖q. (8)

Нерiвнiсть (8) встановлена С.М. Нiкольським i отримала назву
"нерiвнiсть рiзних метрик".

3. Доведення теореми. Зважаючи на те, що права частина (2)
вiд θ не залежить, а зi збiльшенням параметра θ класи BΩ

p,θ розши-
рюються, тобто при 1 ≤ θ ≤ θ′ ≤ ∞ мають мiсце вкладення

BΩ
p,1 ⊂ BΩ

p,θ ⊂ BΩ
p,θ′ ⊂ BΩ

p,∞ ≡ HΩ
p ,

необхiдну оцiнку зверху достатньо встановити для eM (BΩ
p,∞)q, а зни-

зу — для eM (BΩ
p,1)q.

Спочатку встановимо в (2) оцiнку зверху. Нехай n — довiльне
натуральне число таке, що 2dn < M ≤ 2d(n+1). Нехай f ∈ BΩ

p,∞, тодi
в цьому випадку згiдно з (6)

f(x) =
∞∑
s=0

fs(x), (9)

i при цьому ‖fs(·)‖p ≤ Ω(2−s).
Наближаючий полiном, який дає для f необхiдну оцiнку набли-

ження, будемо пiдбирати у виглядi

P (ΘM , x) =
n−1∑
s=0

fs(x) +
∑

n≤s< qn
2

P (ΘNs , x), (10)
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де полiноми P (ΘNs , x) будуть побудованi для кожного "блоку"fs(x)
у вiдповiдностi до леми 2, а числа Ns пiдберемо у виглядi

Ns = [2nd2−
qnd
2p Ω−1(2−

qn
2 )2s

d
pΩ(2−s)] + 1, (11)

де [a] — цiла частина числа a.
Переконаємося, що при такому виборi чисел Ns полiном (10) мi-

стить за порядком не бiльше, нiж M гармонiк. Нехай #A означає
кiлькiсть елементiв множини A, тодi

n−1∑
s=0

#{k = (k1, . . . , kd) : 2s−1 ≤ max|kj | < 2s, j = 1, d}+
∑

n≤s< qn
2

Ns �

� 2nd + (
q

2
− 1)n+ 2nd2−

qnd
2p Ω−1(2−

qn
2 )

∑
n≤s< qn

2

2s
d
pΩ(2−s) =: I0

Оскiльки Ω(t) задовольняє умову (Smin{ dp ;l}), то має мiсце спiввiдно-
шення

Ω(2−
qn
2 )

2−γ
qn
2
� Ω(2−s)

2−γs
, 0 ≤ s ≤ qn

2
.

Тому

I0 = 2nd + 2nd2−
qnd
2p Ω−1(2−

qn
2 )

∑
n≤s< qn

2

Ω(2−s)

2−s
d
p

�

� 2nd + 2nd2−
qnd
2p Ω−1(2−

qn
2 )Ω(2−

qn
2 )2

qnd
2p � 2nd �M,

Таким чином, враховуючи (9), (10), нерiвнiсть Мiнковського, а
також теорему А, будемо мати

‖f(·)− P (ΘM , ·)‖q �
∥∥∥( ∑

n≤s< qn
2

|fs(·)− P (ΘNs , ·)|2
)1/2∥∥∥

q
+

+
∥∥∥ ∑
s≥ qn2

fs(·)
∥∥∥
q

=: I1 + I2. (12)
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Для оцiнки доданка I1 використаємо послiдовно нерiвнiсть Мiн-
ковського, лему 2, нерiвнiсть рiзних метрик та пiдставляємо замiсть
Ns їх значення з (11), тодi одержуємо

I1 =
∥∥∥ ∑
n≤s< qn

2

|fs(·)− P (ΘNs , ·)|2
∥∥∥1/2

q/2
≤

≤
( ∑
n≤s< qn

2

∥∥fs(·)− P (ΘNs , ·)
∥∥2

q

)1/2

�
( ∑
n≤s< qn

2

2ds

Ns

∥∥fs(·)∥∥2

2

)1/2

�

�
( ∑
n≤s< qn

2

2ds22ds(1/p−1/2)

Ns

∥∥fs(·)∥∥2

p

)1/2

≤
( ∑
n≤s< qn

2

22ds/p

Ns
Ω2(2−s)

)1/2

≤

≤ 2−
nd
2 2

qnd
4p Ω1/2(2−

qn
2 )
( ∑
n≤s< qn

2

2s
d
pΩ(2−s)

)1/2

�

� 2−
nd
2 2

qnd
4p Ω1/2(2−

qn
2 )2

qnd
4p Ω1/2(2−

qn
2 ) =

= 2
qn
2 d(1/p−1/q)Ω(2−

qn
2 ) � Ω(M−

q
2d )M

q
2 ( 1
p−

1
q ). (13)

Тепер оцiнимо доданок I2. Скористаємося нерiвностями Мiн-
ковського, рiзних метрик i ‖fs(·)‖p ≤ Ω(2−s), внаслiдок яких отри-
маємо

I2 ≤
∑
s≥ qn2

‖fs(·)‖q �
∑
s≥ qn2

2ds(1/p−1/q)‖fs(·)‖p ≤
∑
s≥ qn2

2ds(1/p−1/q)Ω(2−s).

Далi, оскiльки Ω(t) задовольняє умову (S) з d(1/p− 1/q) < α < d/p,
то має мiсце спiввiдношення

Ω(2−s)
2−αs

� Ω(2−
qn
2 )

2−α
qn
2

, s ≥ qn

2
.

Таким чином,

I2 �
∑
s≥ qn2

2ds(1/p−1/q) Ω(2−s)
2−αs

2−αs �
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� Ω(2−
qn
2 )

2−α
qn
2

∑
s≥ qn2

2−s(α−d(1/p−1/q)) �

� Ω(2−
qn
2 )2

qn
2 d(1/p−1/q) � Ω(M−

q
2d )M

q
2 ( 1
p−

1
q ). (14)

Отже, пiдставляючи (13) i (14) в (12), одержимо необхiдну оцiнку
зверху для величини eM (BΩ

p,∞)q, а звiдси — i для величини eM (BΩ
p,θ)q,

1 ≤ θ <∞.
Перейдемо до доведення в (12) оцiнки знизу. Для цього скористає-

мося спiввiдношенням, яке випливає з бiльш загального результату
С.М. Нiкольського (див., наприклад, [21, с. 25]):

eM (f)q = inf
ΘM

sup
P∈L⊥(ΘM )
‖P‖q′≤1

∣∣∣ ∫
πd

f(x)P (x)dx
∣∣∣, (15)

де 1
q + 1

q′ = 1, а L⊥(ΘM ) — множина функцiй, ортогональних пiдпро-
стору тригонометричних полiномiв з "номерами" гармонiк з мно-
жини ΘM .

Нехай M — довiльне натуральне число, а n ∈ N, як i при прове-
деннi оцiнки зверху, виберемо з умови 2dn < M ≤ 2d(n+1). Розгляне-
мо функцiю

Fq,n(x) =
∑

|kj |<2[ qn2 ]

j=1,d

ei(k,x), (16)

на основi якої побудуємо функцiю P (x), яка задовольняє умови рiв-
ностi (15).

Нехай ΘM — довiльний набiр векторiв з цiлочисельними коорди-
натами. Покладемо

g(x) = Fq,n(x)−
∑
k∈ΘM

∗
ei(k,x),

де
∑

k∈ΘM

∗
ei(k,x) — полiном, який мiстить лише тi доданки функцiї

Fq,n(x), що мають "номери" з ΘM .
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Оскiльки (див., наприклад, [8])∥∥∥ ∑
|kj |<2l

j=1,d

ei(k,·)
∥∥∥
q
� 2dl(1−1/q), 1 < q <∞, (17)

то при 1 < q′ < 2 з (17) знаходимо

‖g‖q′≤‖Fq,n‖q′+
∥∥∥ ∑
k∈ΘM

∗
ei(k,·)

∥∥∥
2
� 2

qn
2 d(1−1/q′)+

√
M � 2

dn
2 +2

dn
2 � 2

dn
2 .

Звiдси випливає, що функцiя

P1(x) = C32−
dn
2

( ∑
|kj |<2[ qn2 ]

j=1,d

ei(k,x) −
∑
k∈ΘM

∗
ei(k,x)

)
, (18)

iз вiдповiдною сталою C3 > 0 задовольняє умови iз (15).
В якостi f(x) iз (15) вибираємо функцiю

fp,n(x) = C4Ω(2−
qn
2 )2

qn
2 d(1/p−1)Fq,n(x), C4 > 0, (19)

i покажемо, що з деякою сталою C4 > 0 вона належить класу BΩ
p,1.

Дiйсно, виходячи з (6), (16) та (17), маємо

‖fp,n‖BΩ
p,1

=
∞∑
s=0

‖(fp,n)s‖p
Ω(2−s)

� Ω(2−
qn
2 )2

qn
2 d(1/p−1)

[ qn2 ]∑
s=0

‖(Fq,n)s‖p
Ω(2−s)

�

� Ω(2−
qn
2 )2

qn
2 d(1/p−1)

[ qn2 ]∑
s=0

2ds(1−1/p)

Ω(2−s)
�

� Ω(2−
qn
2 )2

qn
2 d(1/p−1)2

qn
2 d(1−1/p)

qn
2∑
s=0

Ω−1(2−s)
2αs

2αs �

� Ω(2−
qn
2 )Ω−1(2−

qn
2 )2−α

qn
2 2α

qn
2 = 1.
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Таким чином, пiдставивши (18) i (19) в (15), отримуємо

eM (fp,n)q ≥ inf
ΘM

∣∣∣ ∫
πd

fp,n(x)P1(x)dx
∣∣∣�

� Ω(2−
qn
2 )2

qn
2 d(1/p−1)2−

dn
2

(
‖Fq,n‖22 −M

)
�

� Ω(2−
qn
2 )2

qn
2 d(1/p−1)2−

dn
2 2

qdn
2 =

= Ω(2−
qn
2 )2

qn
2 d(1/p−1/q) � Ω(M−

q
2d )M

q
2 ( 1
p−

1
q ).

Теорему доведено.
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