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НАБЛИЖЕННЯ ФУНКЦIЙ З КЛАСIВ БЄСОВА
ЦIЛИМИ ФУНКЦIЯМИ У ПРОСТОРI Lq(Rd)

Exact-order estimates for the best approximation of classes Br
p,θ of

multivariable functions by entire functions in the space Lq(Rd) are obtained.

Одержано точнi за порядком оцiнки наближень класiв Бєсова Br
p,θ функ-

цiй багатьох змiнних цiлими функцiями експоненцiального типу у про-
сторi Lq(Rd).

У данiй роботi дослiджується питання найкращого наближення
iзотропних класiв О. B. Бєсова Brp,θ(Rd) i С. М. Нiкольського Hr

p(Rd)
функцiй багатьох змiнних у просторi Lq(Rd), 1 < q < ∞. В якостi
апарату наближення використовуються цiлi функцiї експоненцiаль-
ного типу.

1. Основнi позначення та допомiжнi твердження. Нехай
Rd — d-вимiрний евклiдiв простiр з елементами x = (x1, ..., xd),
(x, y) = x1y1 + ...+ xdyd i Lq(Rd), 1 6 q 6∞, — простiр вимiрних
функцiй f(x) = f(x1, ..., xd) зi скiнченною нормою

‖f‖Lq(Rd) = ‖f‖q :=
(∫

Rd

|f(x)|qdx
) 1
q

, 1 6 q <∞,

‖f‖∞ := ess sup
x∈Rd

|f(x)|.

Для k ∈ N, h ∈ Rd та f ∈ Lq(Rd) позначимо через ∆k
hf(x) кратну

рiзницю
∆k
hf(x) = ∆h∆k−1

h f(x),

де ∆hf(x) = f(x+ h)− f(x) i ∆0
hf(x) = f(x).

Означимо модуль k-го порядку функцiї f ∈ Lp(Rd), який будемо
позначати ωk(f, t)p, такою формулою:
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ωk(f, t)p = sup
|h|6t

‖∆k
hf(·)‖p,

де |h| =
√
h2

1 + . . .+ h2
d.

Будемо говорити, що функцiя f ∈ Lp(Rd) належить простору
Brp,θ(Rd), 1 6 θ 6∞, 1 6 p 6∞, r > 0, якщо

( ∞∫
0

(t−rωk(f, t)p)θ
dt

t

)1/θ

<∞ при 1 6 θ <∞

i
sup
t>0

ωk(f, t)pt−r <∞ при θ =∞.

Вiдзначимо, що при цьому виконується спiввiдношення k > r.
Якщо норму в просторi Brp,θ(Rd) задати формулами

‖f‖Brp,θ(Rd) = ‖f‖p +
( ∞∫

0

(t−rωk(f, t)p)θ
dt

t

)1/θ

, 1 6 θ <∞,

i
‖f‖Brp,∞(Rd) = ‖f‖p + sup

t>0
ωk(f, t)pt−r,

то даний простiр буде банаховим.
Простiр Brp,θ(Rd) був введений О. В. Бєсовим [1] i Brp,∞(Rd) =

= Hr
p(Rd), де Hr

p(Rd) — простiр, який ввiв С. М. Нiкольський [2].
Таким чином, далi Brp,θ(Rd) — це клас функцiй f ∈ Lp(Rd), для яких
‖f‖Brp,θ(Rd) 6 1.

Далi, для спрощення записiв, замiсть Brp,θ(Rd) та Hr
p(Rd) будемо

використовувати позначення Brp,θ та Hr
p вiдповiдно.

Вiдзначимо, що О. В. Бєсовим та С. М. Нiкольським в [1, 3] бу-
ла отримана низка результатiв стосовно вкладення вiдповiдно про-
сторiв Brp,θ i Hr

p , а також про продовження функцiй з цих же про-
сторiв. Зауважимо, що подiбного роду простори розглядалися в ро-
ботi [4], де було одержано аналогiчнi результати, з використанням
iншого методу їх встановлення.
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Зазначимо, що важливим для встановлення одержаних резуль-
татiв є той факт, що класи Brp,θ зi зростанням параметра θ розши-
рюються (див., наприклад, [5, с. 277]), тобто

Brp,1 ⊂ Brp,θ ⊂ Brp,θ′ ⊂ Brp,∞ = Hr
p , 1 6 θ < θ′ 6∞.

Наведемо еквiвалентне означення класiв Brp,θ, яким будемо ко-
ристуватися в подальших мiркуваннях (див., наприклад, [6, 7]). Для
цього нагадаємо означення перетворення Фур’є (див., наприклад, [8])
з використанням якого дається вiдповiдне означення.

Нехай S = S(Rd) — простiр основних функцiй Л. Шварца (див.,
наприклад, [9, гл. 2]). Через S′ позначимо простiр лiнiйних функцiо-
налiв над S. Зазначимо, що елементами простору S′ є узагальненi
функцiї. Якщо f ∈ S′ i ϕ ∈ S, то 〈f, ϕ〉 позначає значення f на ϕ.

Перетворення Фур’є Fϕ : S → S визначається за формулою:

(Fϕ)(λ) =
1

(2π)d/2

∫
Rd

ϕ(t)e−i(λ,t)dt ≡ ϕ̃(λ),

де λ = (λ1, . . . , λd) ∈ Rd, t = (t1, . . . , td) ∈ Rd i (λ, t) =
d∑
i=1

λiti —

скалярний добуток векторiв λ i t.
Обернене перетворення Фур’є задається в такий спосiб:

(F−1ϕ)(t) =
1

(2π)d/2

∫
Rd

ϕ(λ)ei(λ,t)dλ ≡ ϕ̂(t).

Перетворення Фур’є узагальнених функцiй (для нього ми зберi-
гаємо те ж позначення) визначається формулою:

〈Ff, ϕ〉 = 〈f,Fϕ〉, 〈f̃ , ϕ〉 = 〈f, ϕ̃〉,

де f ∈ S′, a ϕ ∈ S.
Обернене перетворення узагальнених функцiй також позначи-

мо F−1f , й визначається воно аналогiчно до прямого перетворення
Фур’є за правилом:

〈F−1f, ϕ〉 = 〈f,F−1ϕ〉, 〈f̂ , ϕ〉 = 〈f, ϕ̂〉.
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Зазначимо, що для кожного 1 < p < ∞, iснує природне непере-
рвне вкладення Lp в S′ i в цьому сенсi функцiї з Lp(Rd) ототожню-
ються з елементами з S′.

Носiєм функцiї f будемо називати замикання множини точок, де
вона не рiвна нулю, й будемо позначати supp f .

Для проведення подальших мiркувань нагадаємо означення цiлої
функцiї експоненцiального типу (див., наприклад, [5, с. 118]).

Функцiю
g = gν(z) = gν1,...,νd(z1, . . . , zd),

де ν = (ν1, . . . , νd) > 0 — невiд’ємний вектор, називають цiлою функ-
цiєю експоненцiального типу ν, якщо вона володiє такими властиво-
стями:

1) Вона є цiлою функцiєю за всiма змiнними, тобто розкла-
дається в кратний степеневий ряд

g(z) =
∑
k>0

akzk =
∑
kl>0
l=1,d

ak1,...,kdz
k1
1 · . . . · z

kd
d

зi сталими коефiцiєнтами ak = (ak1,...,kd), який збiгається для всiх
комплексних z = (z1, . . . , zd).

2) Для будь-якого ε > 0 iснує додатне число Aε таке, що для
всiх комплексних zj = xj + iyj , j = 1, d, виконується нерiвнiсть

|g(z)| 6 Aε exp
d∑
j=1

(νj + ε)|zj |.

Далi, нехай λ = (λ1, . . . , λd) — незалежна змiнна в про-
сторi перетворень Фур’є; f̃(λ) — перетворення Фур’є функцiї f(x);
D2s = D2s,...,2s = {λ : −2s 6 λj 6 2s, j = 1, d}, s ∈ Z+.

Покладемо

S2s [f ] =
1

(2π)d/2

∫
D2s

f̃(λ)eiλxdλ =
1

(2π)d/2

2s∫
−2s

. . .

2s∫
−2s

f̃(λ)eiλxdλ =

=
1
πd

∫
Rd

f(t)
d∏
i=1

sin 2sti
ti

dt,
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f20 = f(0) = S20 [f ], f2s = f(s) = S2s [f ]− S2s−1 [f ], якщо s > 1.

Зауважимо, що f(s) — цiлi функцiї, якi належать Lp(Rd),
1 < p <∞ (див., наприклад, [8]), перетворення Фур’є f(s) зосере-
джене в областi 2s−1 6 max

j=1,d
|λj | 6 2s i спiвпадає там з f̃ .

Функцiя f(x) належить простору Brp,θ(Rd), r > 0, 1 < p < ∞,
1 6 θ 6∞, тодi i тiльки тодi, коли

‖f‖Brp,θ =
( ∞∑
s=0

2srθ‖f(s)(·)‖θp
)1/θ

<∞,

якщо 1 6 θ <∞, i

‖f‖Brp,θ = sup
s>0

2sr‖f(s)(·)‖p <∞, (1)

якщо θ =∞.
Для f ∈ Lq(Rd), 1 < q <∞, розглянемо суму виду

Sn(f, x) =
n∑
s=0

f(s)(x),

i будемо позначати

En(f)q = ‖f(·)− Sn(f, ·)‖q.

Якщо F ⊂ Lq(Rd) — деякий функцiональний клас, то

En(F )q = sup
f∈F
En(f)q.

Для n ∈ Nd введемо таке позначення:

Gq(D2n) = {g ∈ Lq(Rd) : suppFg(x) ⊆ D2n},

— множина цiлих функцiй, носiй перетворення Фур’є яких зосере-
джений в D2n .

Нехай f ∈ Lq(Rd). Покладемо

En(f)q = En(f,Gq(D2n))q = inf
g∈Gq(D2n )

‖f(·)− g(·)‖q.
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Дана величина називається найкращим наближенням функцiї f(x)
в метрицi простору Lq(Rd) функцiями з Gq(D2n).

Вiдповiдно, для функцiонального класу F покладемо

En(F )q = sup
f∈F

En(f)q.

Для додатних функцiй µ1(N) та µ2(N) запис µ1 � µ2 означає, що
iснує стала C > 0 така, що µ1(N) 6 Cµ2(N). Спiввiдношення µ1 � µ2

рiвносильне тому, що виконуються порядковi нерiвностi µ1 � µ2 та
µ1 � µ2.

Зауважимо, що при 1 < q < ∞, має мiсце спiввiдношення (див.,
наприклад, [7])

En(f)q � En(f)q. (2)

Сформулюємо твердження, яке буде iстотно використовуватися
при встановленнi результатiв.

Теорема A [5, c. 150]. Якщо 1 6 p 6 p′ 6∞, то для цiлої функ-
цiї експоненцiального типу g = gν ∈ Lp(Rd) має мiсце нерiвнiсть
(рiзних метрик)

‖gν‖Lp′ (Rd) 6 2d
( d∏
j=1

νk

) 1
p−

1
p′ ‖gν‖Lp(Rd). (3)

2. Наближення класiв Brp,θ цiлими функцiями. Основний
результат роботи мiститься в такому твердженнi.

Теорема 1. Нехай 1 < p, q < ∞, 1 6 θ 6 ∞. Тодi, якщо
r > d(1/p− 1/q)+, то має мiсце порядкове спiввiдношення

En(Brp,θ)q � En(Brp,θ)q � 2−n(r−d( 1
p−

1
q )+), (4)

де a+ = max{a; 0}.
Доведення. Спочатку отримаємо в (4) оцiнки зверху. Оскiль-

ки Brp,θ ⊂ Hr
p , 1 6 θ < ∞, то шукану оцiнку достатньо отримати

для En(Hr
p)q. В залежностi вiд спiввiдношень мiж параметрами p i q

розглянемо кiлька випадкiв.
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а) Нехай 1 < p < q < ∞. Оскiльки для f ∈ Hr
p виконується

спiввiдношення ‖f(s)(·)‖p � 2−sr, то скориставшись нерiвнiстю Мiн-
ковського та нерiвнiстю рiзних метрик Нiкольського (3), отримуємо

‖f(·)− Sn(f, ·)‖q =
∥∥∥ ∞∑
s=n+1

f(s)(·)
∥∥∥
q

6
∞∑

s=n+1

‖f(s)(·)‖q �

�
∞∑

s=n+1

2sd(
1
p−

1
q )‖f(s)(·)‖p 6

∞∑
s=n+1

2sd(
1
p−

1
q )2−sr =

=
∞∑

s=n+1

2−sd(
r
d−

1
p+ 1

q ) � 2−n(r−d( 1
p−

1
q )).

б) Розглянемо випадок 1 < p = q < ∞. Тодi для f ∈ Hr
p , з

урахуванням (1), маємо

‖f(·)− Sn(f, ·)‖q =
∥∥∥ ∞∑
s=n+1

f(s)(·)
∥∥∥
p

6
∞∑

s=n+1

‖f(s)(·)‖p 6

6
∞∑

s=n+1

2−sr � 2−nr. (5)

в) У випадку 1 < q < p < ∞ оцiнка зверху величини En(Hr
p)q

випливає з (5). Оскiльки Hr
p ⊂ Hr

q , 1 < q < p <∞, то

En(Hr
p)q 6 En(Hr

q )q � 2−nr.

Оцiнки зверху для величини En(Brp,θ)q i, таким чином, згiдно iз
(2) для En(Brp,θ)q для всiх випадкiв встановлено.

Отримаємо тепер в (4) оцiнки знизу. Оскiльки має мiсце вкладен-
ня Brp,1 ⊂ Brp,θ, 1 < θ < ∞, то шукану оцiнку достатньо отримати
для En(Brp,1)q. Iншими словами достатньо оцiнити знизу величину
‖f(·)− Sn(f, ·)‖q для довiльної функцiї f ∈ Brp,1.

Нехай спочатку має мiсце випадок 1 < p < q <∞.
Для k ∈ Nd розглянемо функцiю

Dk(x) =
d∏
j=1

Dkj (xj),
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де для кожного натурального kj функцiя Dkj (xj) визначається на-
ступним чином:

Dkj (xj) =

√
2
π

(
2 sin

xj
2

cos
2kj + 1

2
xj

)
· x−1

j

та

D 1
2
(xj) = D0(xj) :=

√
2
π

sinxj
xj

.

Тодi, як зазначено в [10], для перетворення Фур’є функцiї Dk(x)
має мiсце спiввiдношення

FDk(x) = χk(x) =
d∏
j=1

χkj (xj),

де

χkj (xj) =


1, kj < |xj | < kj + 1;
1
2 , |xj | = kj або |xj | = kj + 1;
0, в iнших випадках;

χ0(xj) =


1, |xj | < 1;
1
2 , |xj | = 1;
0, |xj | > 1.

Вiдповiдно, для оберненого перетворення будемо мати

F−1χk(t) = Dk(x).

Враховуючи функцiї Dk(x), побудуємо функцiю, яка належить
класу Brp,1.

Оцiнимо спочатку
∥∥∥ 2n+1−1∑
|k|=2n

Dk(·)
∥∥∥
q
, при 1 < q <∞. Маємо

∥∥∥∥∥
2n+1−1∑
|k|=2n

Dk(·)

∥∥∥∥∥
q

=

∥∥∥∥∥
2n+1−1∑
|k|=2n

d∏
j=1

Dkj (xj)

∥∥∥∥∥
q

=

∥∥∥∥∥
d∏
j=1

2n+1−1∑
|k|=2n

Dkj (xj)

∥∥∥∥∥
q

=
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=

∥∥∥∥∥
d∏
j=1

√
2
π

sin 2n+1xj − sin 2nxj
xj

∥∥∥∥∥
q

=

=

(
d∏
j=1

∫
R

√
2
π

∣∣∣∣ sin 2n+1xj − sin 2nxj
xj

∣∣∣∣qdxj
) 1
q

�

�

(
d∏
j=1

∫
R

∣∣∣∣ sin 2n−1xj
xj

∣∣∣∣qdxj
) 1
q

�

� 2nd(q−1)/q

(
d∏
j=1

∫
R

∣∣∣∣ sinxjxj

∣∣∣∣qdxj
) 1
q

� 2nd(q−1)/q = 2nd/q
′
. (6)

Покладемо

Fn(x) =
2n+1−1∑
|k|=2n

Dk(x).

Тодi, скориставшись (6), будемо мати

‖Fn‖Brp,1 =
∑
s

2sr‖(Fn)(s)‖p � 2(n+1)r‖Fn‖p �

� 2(n+1)r2nd(1−
1
p ) � 2nd(

r
d+1− 1

p ). (7)

Враховуючи (7), отримаємо, що функцiя

f1(x) = C3 2−nd(
r
d+1− 1

p )Fn(x),

з деякою константою C3 > 0, належить класу Brp,1.
Оскiльки Sn(f1, x) = 0, то

En(Brp,1)q > En(f1)q = ‖f1(·)− Sn(f1, ·)‖q =

= ‖f1(·)‖q � 2−nd(
r
d+1− 1

p )‖Fn(·)‖q � 2−nd(
r
d+1− 1

p )2nd(1−
1
q ) =

= 2−n(r−d( 1
p−

1
q )).

Оцiнка знизу в даному випадку встановлена.
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Розглянемо тепер випадок 1 < q 6 p <∞.
При встановленнi оцiнки знизу будемо використовувати наступне

твердження.
Лема А [10]. Нехай 1 < p <∞. Тодi для функцiї

f(x) =
∑
k>0

ck

d∏
j=1

D2kj−1(xj)

виконується спiввiдношення

‖f‖p �
(∑
k>0

|ck|2
) 1

2

.

Тепер розглянемо функцiю

f2(x) = C42−nr
d∏
j=1

D2n(xj), C4 > 0.

Оцiнимо спочатку
∥∥∥ d∏
j=1

D2n(xj)
∥∥∥
p
, 1 < p <∞. Маємо

∥∥∥ d∏
j=1

D2n(xj)
∥∥∥
p
�
∥∥∥ d∏
j=1

∣∣∣ sin(xj/2)
xj

∣∣∣∥∥∥
p

=

=

(
d∏
j=1

∫
R

∣∣∣ sin(xj/2)
xj

∣∣∣pdxj)
1
p

�

(
d∏
j=1

∫
R

∣∣∣ sinxj
xj

∣∣∣pdxj)
1
p

= C5.

Далi, оскiльки (f2)(s) = 0, при s > n, то для функцiї f2(x) можемо
записати

‖f2‖Brp,1 =
∑
s

2sr‖(f2)(s)‖p �
∑
s

2sr
∥∥∥2−nr

d∏
j=1

D2n(xj)
∥∥∥
p
�

� 2nr2−nr
∥∥∥ d∏
j=1

D2n(xj)
∥∥∥
p

= C6.
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Отже, функцiя f2(x) належить класу Brp,1 з деякою константою
C4 > 0.

Насамкiнець, оскiльки Sn(f2, x) = 0, то, скориставшись лемою A,
отримуємо

En(Brp,1)q > En(f2)q = ‖f2(·)− Sn(f2, ·)‖q =

= ‖f2(·)‖q =
∥∥∥2−nr

d∏
j=1

D2n(xj)
∥∥∥
q
� 2−nr.

Оцiнки знизу в (4) встановлено.
Теорему доведено.
Зауваження 1. Якщо d = 1, то класи Brp,θ(R) збiгаються

з класами Srp,θB(R) (див., [10, 11]) i вiдповiднi оцiнки величин
En(Srp,θB(R)) та En(Srp,θB(R)) у випадках 1 < p = q < ∞ та
1 < p < q <∞ встановлено в роботi [10], a у випадку 1 < q < p <∞,
p > 2 — в роботi [12].

Наслiдок 1. Якщо d = 1 i 1 < q < p < 2, то згiдно з (4) мають
мiсце спiввiдношення

En(Srp,θB(R))q � En(Srp,θB(R))q � 2−nr.

Цей результат доповнює оцiнки, що були встановленi в [10] для
вiдповiдних величин для iнших спiввiдношень мiж параметрами
p i q.

На завершення роботи зазначимо, що порядковi оцiнки величини
найкращого наближення класiв Brp,θ перiодичних функцiй багатьох
змiнних тригонометричними полiномами зi спектром у вiдповiдних
областях встановлено в [13]. Також вiдмiтимо, що питання найкра-
щого наближення цiлими функцiями експоненцiального типу у про-
сторi L2(Rd) розглядалися в роботi [14].
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